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Актуальность темы

Положительно или отрицательно зависимые семейства случайных вели-
чин играют важную роль в рамках современной теории случайных про-
цессов и полей. Такие формы зависимости исследовались в основополога-
ющих работах Т.Харриса, Е.Лемана, Дж.Изери, Ф.Прошана, Д.Уолкапа,
К.Фортуина, П.Кастелейна,Ж.Жинибра, К.Алама, К.Саксены и К.Йоаг-
Дева. Интерес к подобным стохастическим системам обусловлен на-
личием у них широкого класса приложений к задачам математиче-
ской статистики, теории надежности, теории перколяции и статисти-
ческой физики. Ключевым понятием тут является ассоциированность
рассматриваемых случайных величин, представляющая собой одно из
обобщений независимости. Начиная с 80-х годов прошлого века ве-
дется активная работа по установлению классических предельных тео-
рем теории вероятностей для ассоциированных случайных полей, а
также полей, обладающих родственными формами зависимости. Дан-
ной тематике посвящены труды Ч.Ньюмена, А. Райта, А.В.Булинского,
А.П.Шашкина, Т.Биркела, ХаоЮ, К.-М.Шао, С.Луиши, П.Оливейры,
Ш.Сюкэ, Б.Мореля, М.А.Вронского, Н.Ю.Крыжановской, Л.-К.Жанга,
Дж.Вена, Б.Пракаса Рао и других исследователей. Условия, обеспечиваю-
щие выполнение многих предельных теорем для упомянутых полей, фор-
мулируются достаточно просто и легко проверяются. Так, например, при
рассмотрении стационарного поля обычно предполагается, что входящие в
него случайные величины обладают абсолютным моментом определенного
порядка, а ковариационная функция убывает достаточно быстро при росте
аргументов.

В диссертации основное внимание уделяется изучению нелинейных
функций, берущихся от семейств зависимых случайных величин. Приме-
ром таких функций могут служить индикаторы, возникающие при иссле-
довании эмпирических распределений, непараметрических статистик, экс-
курсионных множеств. Доказательства ряда предельных теорем для таких
стохастических объектов опираются на оценку ковариаций индикаторных
функций от ассоциированных случайных величин, установленную в работе
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И.Багай, Б.Пракаса Рао1. В диссертации получено уточнение упомянутой
оценки и показано, что этот результат является в определенном смысле
оптимальным.

В диссертации также исследуются (BL, θ)-зависимые случайные поля,
которые часто возникают при рассмотрении нелинейных функций от эле-
ментов ассоциированных полей. Получена новая оценка моментов мульти-
индексированных сумм (BL, θ)-зависимых случайных величин, обобщаю-
щая теоремы К.-М.Шао, ХаоЮ2 и А.В.Булинского, А.П.Шашкина3. С ее
помощью устанавливается новый вариант слабого принципа инвариантно-
сти для зависимых случайных величин. А именно, обобщаются результаты
А.В.Булинского, М.С.Кина4 и А.В.Булинского, А.П.Шашкина5 (теоре-
ма 5.1.5 (д)).

Теория экскурсионных множеств и множеств уровня случайных полей
является одной из динамично развивающихся областей стохастической гео-
метрии. Отметим вклад в изучение подобных случайных объектов, ко-
торый внесли Ю.К.Беляев, А.В.Иванов, Н.Н.Леоненко, А.П.Шашкин,
Д.Н. Запорожец, И.А.Ибрагимов, Д.Мешенмозер, Р.Адлер, Д.Тейлор,
Ж.-М.Азаис, М.Вшебор. В диссертации получены несколько предельных
теорем для объемов экскурсионных множеств стационарных случайных
полей с непрерывной ковариационной функцией. В частности, установ-
лен функциональный вариант центральной предельной теоремы из работы
А.В.Булинского, Е.Сподарева и Ф.Тиммерманна6.

Кроме того, в диссертации изучаются асимптотические свойства ря-
да функций от случайных мер. Получено обобщение центральной пре-
дельной теоремы С.Эванса7 для интегралов по случайным мерам и

1Bagai I., PrakasaRaoB. L. S., Estimation of the survival function for stationary associated processes //
Statistics and Probability Letters, 1991, 12, 5, 385-391.

2ShaoQ.-M., YuH., Weak convergence for weighted empirical processes of dependent sequences // Annals
of Probability, 1996, 24, 4, 2098-2127.

3BulinskiA., ShashkinA., Strong invariance principle for dependent random fields // IMS Lecture Notes —
Monograph Series Dynamics and Stochastics, 2006, 48, 128-143.

4BulinskiA.V., KeaneM. S., Invariance principle for associated random fields // Journal of Mathematical
Sciences, 1996, 81, 5, 2905-2911.

5БулинскийА.В., ШашкинА.П., Предельные теоремы для ассоциированных случайных полей и
родственных систем. Москва: ФИЗМАТЛИТ, 2008.

6BulinskiA.V., SpodarevE., TimmermannF., Central limit theorems for the excursion sets volumes of
weakly dependent random fields // Bernoulli, 2012, 18, 1, 100-118.

7Evans S.N., Association and random measures // Probability Theory and Related Fields, 1990, 86, 1,
1-19.
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доказан ее функциональный вариант. В качестве примера примене-
ния этого результата установлено обобщение теоремы Ю.Ю.Бахтина8

для преобразованных решений уравнения Бюргерса со случайными на-
чальными данными. Предельные свойства таких решений интенсивно
изучаются начиная с 90-х годов прошлого века. Им посвящены ра-
боты М.Розенблатта, А.В.Булинского, С.А.Молчанова, Д.Сургайлиса,
В.Войчинского, Я. Г.Синая, Н.Н.Леоненко, Э.Орзингера, Т.Фунаки,
М.Руиз-Медины, О.Барндорфф-Нильсена и других исследователей. В дис-
сертации также доказана функциональная предельная теорема в простран-
стве гладких функций для решений уравнения Бюргерса, соответствую-
щих начальным потенциалам, задаваемым определенными полями дробо-
вого шума.

Отметим, что в диссертации уделяется внимание и исследованию
макс-обобщенных процессов Кокса, играющих важную роль при анали-
зе неоднородных потоков экстремальных событий, см., напр., монографию
В.Ю.Королева и И.А.Соколова9.

Цель работы

Цель данной диссертации состоит в решении следующих взаимосвязан-
ных задач: получить оптимальную ковариационную оценку для индикатор-
ных функций от положительно или отрицательно ассоциированных слу-
чайных величин; обобщить слабый принцип инвариантности Булинского-
Кина; доказать функциональный вариант предельной теоремы Булинского-
Сподарева-Тиммерманна для объемов экскурсионных множеств; обобщить
предельную теорему Эванса для интегралов по случайным мерам; изучить
асимптотические свойства решений уравнения Бюргерса, соответствующих
начальным потенциалам, задаваемым определенными полями дробового
шума; исследовать предельные свойства макс-обобщенных процессов Кок-
са, порожденных зависимыми случайными величинами.

8БахтинЮ.Ю., Функциональная центральная предельная теорема для преобразованных решений
многомерного уравнения Бюргерса со случайными начальными данными // Теория вероятностей и ее
применения, 2001, 46, 3, 427-448.

9КоролевВ.Ю., СоколовИ.А., Математические модели неоднородных потоков экстремальных со-
бытий. Москва: ТОРУС-ПРЕСС, 2008.
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Научная новизна

Все результаты диссертации являются новыми. Перечислим основные из
них:

1. Установлена оптимальная ковариационная оценка для индикаторных
функций от положительно или отрицательно ассоциированных слу-
чайных полей. Кроме того, найдена новая моментная оценка для сумм
зависимых случайных величин, обобщающая неравенства К.-М.Шао,
ХаоЮ и А.В.Булинского, А.П.Шашкина.

2. Доказаны новые варианты функциональных предельных теорем, в
частности, для объемов экскурсионных множеств ассоциированных и
квази-ассоциированных стационарных случайных полей, заданных на
последовательности многомерных блоков.

3. Получена центральная предельная теорема для интегралов по случай-
ным мерам, обобщающая результат С.Эванса. Установлена ее функ-
циональная версия.

4. Доказана функциональная предельная теорема в пространстве глад-
ких функций для решений уравнения Бюргерса, соответствующих на-
чальным потенциалам, задаваемым определенными полями дробового
шума.

5. Получена предельная теорема для макс-обобщенных процессов Кок-
са, порожденных зависимыми случайными величинами, обобщающая
результат статьи В.Ю.Королева и И.А.Соколова.

Результаты диссертации обоснованы в виде строгих математических до-
казательств и получены автором самостоятельно.

Методы исследования

В диссертации использовалась разнообразная техника. Помимо веро-
ятностных методов изучения распределений случайных функций автором
применяется аппарат теории функции и функционального анализа.
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Теоретическая и практическая ценность
Диссертация носит теоретический характер. Доказанные в ней новые

предельные теоремы для систем слабо зависимых случайных величин бу-
дут полезны при изучении асимптотического поведения широкого класса
стохастических моделей. Результаты диссертации могут быть использова-
ны специалистами МГУ им. М.В.Ломоносова, Математического института
им. В.А.Стеклова РАН, Санкт-Петербургского государственного универ-
ситета, Института математики им. С.Л.Соболева СО РАН, а также других
ведущих научных центров.

Апробация работы
По теме диссертации были сделаны доклады на следующих семинарах

механико-математического факультета МГУ имени М.В.Ломоносова:

— Большом семинаре кафедры теории вероятностей под рук. академика
РАН А.Н.Ширяева (2013),

— семинаре «Асимптотический анализ случайных процессов и полей»
под рук. профессора А.В.Булинского и доцента А.П.Шашкина
(2011-2013),

а также

— Санкт-Петербургском городском семинаре по теории вероятностей и
математической статистике под рук. академика РАН И.А.Ибрагимова
(2013),

— семинаре «Forschungsseminar Stochastische Geometrie und raumliche
Statistik» университета г. Ульм под рук. профессора Е.Сподарева и
профессора Ф.Шмидта (2011).

Результаты диссертации докладывались на следующих международ-
ных конференциях: «Ломоносов-2011» (Москва, 2011), «XXIX International
Seminar on Stability Problems for Stochastic Models» (Светлогорск, 2011),
«Ломоносов-2012» (Москва, 2012), «Ломоносов-2013» (Москва, 2013),
«XXXI International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models»
(Москва, 2013), «29-th European Meeting of Statisticians» (Будапешт, Венг-
рия, 2013).

Работа автора поддержана грантом РФФИ 10-01-00397-а.
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Публикации

Результаты диссертации опубликованы в 9 работах автора, из которых
три — в журналах из перечня ВАК. Список работ приведен в конце авто-
реферата [1-9]. Все работы написаны без соавторов.

Структура диссертации

Диссертация изложена на 105 страницах и состоит из титульного листа,
оглавления, введения, трех глав, заключения и списка литературы, насчи-
тывающего 102 наименования.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении дается обзор исследований, относящихся к анализу асимп-
тотических свойств слабо зависимых случайных полей, приводится краткое
описание результатов диссертации, а также их сопоставление с предшеству-
ющими.

В первой главе изучаются ковариационные и моментные оценки для
определенных классов слабо зависимых случайных полей, а также даются
приложения этих оценок к выводу предельных теорем для таких полей.

Чтобы сформулировать основные результаты главы, нам потребуется
несколько определений.

Определение 1.1.110. Семейство случайных величин ξ = {ξt, t ∈ T}
называется ассоциированным (пишут ξ ∈ A), если для любых конечных
множеств I = {t1, . . . , tn} ⊂ T , J = {s1, . . . , sm} ⊂ T и ограниченных поко-
ординатно неубывающих функций F : Rn → R и G : Rm → R выполнено
неравенство

cov(F (ξt1, . . . , ξtn), G(ξs1, . . . , ξsm)) > 0. (1)

Определение 1.1.211. Семейство ξ = {ξt, t ∈ T} слабо ассоцииро-
вано или положительно ассоциировано (пишут ξ ∈ PA), если соотноше-
ние (1) справедливо для любых конечных множеств I = {t1, . . . , tn} ⊂ T ,
J = {s1, . . . , sm} ⊂ T таких, что I ∩ J = ∅, и ограниченных покоординатно
неубывающих функций F : Rn → R и G : Rm → R.

10Esary J.D., ProschanF., WalkupD.W., Association of random variables, with applications // Annals of
Mathematical Statistics, 1967, 38, 5, 1466-1474.

11NewmanC.M., Asymptotic independence and limit theorems for positively and negatively dependent
random variables // Tong I. L. (Ed.), Inequalities in Statistics and probability, Hayward, 1984, 127-140.
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Определение 1.1.312. Семейство ξ = {ξt, t ∈ T} отрицательно ассо-
циировано (пишут ξ ∈ NA), если левая часть (1) неположительна, когда
I, J и F,G удовлетворяют условиям из определения 1.1.2.

Будем также говорить, что случайный вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn), n ∈ N, об-
ладает одним из перечисленных выше типов зависимости, если этим свой-
ством обладает множество случайных величин, составленное из его компо-
нент.

Ассоциированность семейства случайных величин влечет положитель-
ную ассоциированность. В то же время обратное утверждение неверно да-
же для двухэлементных семейств. Кроме того, система независимых слу-
чайных величин является одновременно ассоциированной и отрицательно
ассоциированной. Известно, что любое гауссовское случайное поле с неот-
рицательной ковариационной функцией является ассоциированным, а гаус-
совский вектор, различные компоненты которого неположительно коррели-
рованы, отрицательно ассоциирован.

Пусть F : Rn → R, n ∈ N, — некоторая липшицева функция. Для
i = 1, . . . , n положим

Lipi(F ) = sup
x∈Rn

sup
∆xi 6=0

1

|∆xi|
|F (x1, . . . , xi−1, xi + ∆xi, xi+1, . . . , xn)− F (x)|

и введем Lip(F ) = maxi=1,...,n Lipi(F ). Легко видеть, что Lip(F ) является
липшицевой константой функции F по отношению к l1 норме в простран-
стве Rn.

А. В.Булинский и Э.Шабанович13 показали, что если семейство слу-
чайных величин ξ = {ξt, t ∈ T} квадратично интегрируемо (ξ ∈ L2)
и является положительно или отрицательно ассоциированным, то для
произвольных непересекающихся конечных множеств I = {t1, . . . , tn} ⊂ T ,
J = {s1, . . . , sm} ⊂ T и ограниченных липшицевых функций F : Rn → R и
G : Rm → R верна оценка

12Joag-DevK., ProschanF., Negative association of random variables, with applications // Annals of
Statistics, 1983, 11, 1, 286-295.

13БулинскийА.В., ШабановичЭ., Асимптотическое поведение некоторых функционалов от положи-
тельно и отрицательно зависимых случайных полей // Фундаментальная и прикладная математика,
1998, 4, 2, 479-492.
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|cov(F (ξt1, . . . , ξtn), G(ξs1, . . . , ξsm))|

6
n∑
i=1

m∑
j=1

Lipi(F )Lipj(G)|cov(ξti, ξsj)|

6 Lip(F )Lip(G)
n∑
i=1

m∑
j=1

|cov(ξti, ξsj)|. (2)

Определение 1.1.414. Случайное поле ξ = {ξt, t ∈ T}, где ξ ∈ L2,
называется квази-ассоциированным (пишут ξ ∈ QA), если справедливо со-
отношение (2).

В силу (2) положительная или отрицательная ассоциированность квад-
ратично интегрируемого поля влечет его квази-ассоциированность. Кроме
того, согласно С.Луиши и А.П.Шашкину15 (последним автором рассмат-
ривались векторнозначные поля) любое гауссовское случайное поле авто-
матически квази-ассоциировано.

С понятием квази-ассоциированности тесно связано понятие
(BL, θ)-зависимости.

Определение 1.1.516. Случайное поле ξ = {ξk, k ∈ Zd} называет-
ся (BL, θ)-зависимым, если найдется такая монотонно убывающая к нулю
функция θ(r), r ∈ N, что для произвольных непересекающихся конечных
множеств I = {t1, . . . , tn} ⊂ Zd, J = {s1, . . . , sm} ⊂ Zd и ограниченных лип-
шицевых функций F : Rn → R и G : Rm → R справедливо соотношение

|cov(F (ξt1, . . . , ξtn), G(ξs1, . . . , ξsm))| 6 Lip(F )Lip(G)(|I| ∧ |J |)θdist(I,J),

где dist(I, J) = infx∈I,y∈J ‖x− y‖∞, а |I| обозначает число элементов конеч-
ного множества I.

В случае, когда поле ξ является (BL, θ)-зависимым с некоторой функ-
цией θ, мы часто будем писать θξ вместо θ.

14БулинскийА.В., Статистический вариант центральной предельной теоремы для векторных слу-
чайных полей // Математические заметки, 2004, 76, 4, 490-501.

15ШашкинА.П., Квазиассоциированность гауссовской системы случайных векторов // Успехи ма-
тематических наук, 2002, 57, 6, 199-200.

16BulinskiA.V., SuquetC., Normal approximation for quasi-associated random fields // Statistics and
Probability Letters, 2001, 54, 2, 215-226.
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Рассмотрим случайное поле ξ = {ξk, k ∈ Zd}. Формулой

uξ(r) = sup
n∈Zd

∑
k∈Zd:‖k‖∞>r

|cov(ξn, ξk)|, r ∈ Z+,

задается так называемый коэффициент Кокса-Гримметта. Если
uξ(0) <∞, то говорят, что ξ удовлетворяет условию конечной восприим-
чивости. Легко видеть, что если для квази-ассоциированного случайного
поля ξ = {ξk, k ∈ Zd} выполнено условие конечной восприимчивости, то
ξ является (BL, θ)-зависимым в силу (2) с θξ(r) = uξ(r), r ∈ N. Отметим
также, что любое (BL, θ)-зависимое случайное поле ξ = {ξk, k ∈ Zd}, для
которого

sup
k∈Zd

E(ξk − Eξk)
2 <∞,

удовлетворяет условию конечной восприимчивости.
Введем функцию f , которая строго монотонно и непрерывно отображает

отрезок [0, 1] на себя, формулой:

f(0) = 0, f(x) =
x2

log e
x

, x ∈ (0, 1].

Следующая теорема уточняет ковариационную оценку И.Багай и
Б.Пракаса Рао1.

Теорема 1.2.1. Если квадратично интегрируемый случайный вектор
(X, Y ) положительно или отрицательно ассоциирован, и у его компонент
существуют ограниченные плотности pX , pY , то имеет место неравен-
ство

sup
x,y∈R

|cov(I{X > x}, I{Y > y})| 6 Cf inv(‖pX‖∞‖pY ‖∞|cov(X, Y )| ∧ 1),

где f inv — обратная функция к f , а C — положительная константа.
Оптимальность этой оценки демонстрирует

Теорема 1.2.2. Для любого r ∈ (0, 1] найдется случайный вектор
(X, Y ) ∈ PA ∩ L2 такой, что cov(X, Y ) ∈ (0, r], ‖pX‖∞ = ‖pY ‖∞ = 1,
и

sup
x,y∈R

cov(I{X > x}, I{Y > x}) > cf inv(cov(X, Y )),

где c — положительная константа.
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Следствие 1.2.3. Для любого δ из интервала (0, 1/2) найдется такое
C = C(δ) > 0, что

sup
x,y∈R

|cov(I{X > x}, I{Y > y})| 6 C (‖pX‖∞‖pY ‖∞|cov(X, Y )|)δ , (3)

если (X, Y ) ∈ PA∩ L2 или (X, Y ) ∈ NA∩ L2, а соответствующие плотно-
сти pX и pY существуют и ограничены. В то же время оценку вида (3)

нельзя получить при δ = 1/2.

В статье И.Багай и Б.Пракаса Рао1 оценка (3) была установлена при
δ = 1/3 для ассоциированных случайных величин X и Y . В дальнейшем
это неравенство использовалось при доказательстве предельных результа-
тов для эмпирических функций распределения1,17,18,19, некоторых других
статистик20,21,22,23, объемов экскурсионных множеств случайных полей6.
Отметим, что следствие 1.2.3 позволило нам обобщить центральную пре-
дельную теорему ХаоЮ17 для эмпирических функций распределения.

Введем семейство блоков в пространстве Rd, d ∈ N, положив

Bd = {(a1, b1]× ...× (ad, bd], ai, bi ∈ R, ai < bi, i = 1, . . . , d}.

Пусть Ud ⊂ Bd — подмножество блоков, вершины которых имеют цело-
численные координаты. В диссертации установлена

Теорема 1.4.1. Пусть X = {Xk, k ∈ Zd} — некоторое центрирован-
ное (BL, θ)-зависимое случайное поле с θX(r) 6 Cr−λ, r ∈ N, где C, λ > 0.
Предположим, что найдется 2 < s 6∞, для которого справедливо соот-
ношение

Ms = sup
k∈Zd

‖Xk‖s <∞. (4)

17YuH., A Glivenko-Cantelli lemma and weak convergence for empirical processes of associated
sequences // Probability Theory and Related Fields, 1993, 95, 3, 357-370.

18OliveiraP. E., Suquet Ch., Weak convergence in Lp(0, 1) of the uniform empirical process under
dependence // Statistics and Probability Letters, 1998, 39, 363-370.

19KimT.-S., KoM.-H., YooY.-S., Estimation of the distribution function for stationary random fields of
associated processes // Communications of the Korean Mathematical Society, 2004, 19, 1, 169-177.

20RoussasG. G., Asymptotic normality of a smooth estimate of a random field distribution function under
association // Statistics and Probability Letters, 1995, 24, 1, 77-90.

21Dewan I., PrakasaRaoB. L. S., Wilcoxon-signed rank test for associated sequences // Statistics and
Probability Letters, 2005, 71, 2, 131-142.

22Dewan I., PrakasaRaoB. L. S., Mann-Whitney test for associated sequences // Annals of the Institute
of Statistical Mathematics, 2006, 55, 111-119.

23GuessoumZ., SaidE.O., SadkiO., TatachakA., A note on the Lynden-Bell estimator under
association // Statistics and Probability Letters, 2012, 82, 11, 1994-2000.
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Тогда для любого блока U ∈ Ud, и всех p ∈ (2, s) и ν > 0 выполнено нера-
венство

E

∣∣∣∣∣∑
k∈U

Xk

∣∣∣∣∣
p

6K

(
|U |1+ν max

k∈U
E|Xk|p+|U |γC(s−p)/(s−2)M s(p−2)/(s−2)

s +|U |p/2Qp/2(X)

)
.

Здесь K = K(d, s, p, ν, λ) > 0,

γ = max{(s(p− 1)− p− λ(s− p)/d)/(s− 2), 1 + ν},

Q(X) = sup
U∈Ud

1

|U |
E

(∑
k∈U

Xk

)2

.

Подобные моментные оценки играют ключевую роль при доказательстве
принципов инвариантности для случайных полей. Данный результат обоб-
щает неравенство из статьи К.-М.Шао и ХаоЮ2, а также оценку из работы
А.В.Булинского и А.П.Шашкина3.

Пусть X = {Xk, k ∈ Zd} — стационарное в широком смысле центриро-
ванное случайное поле. Для n ∈ Nd положим

Wn(t) = 〈n〉−1/2
∑

k∈(0,n?t]∩Zd

Xk, t ∈ [0, 1]d.

Здесь x ∗ y = (x1y1, . . . , xdyd), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd.
Будем говорить, что полеX удовлетворяет слабому принципу инвариантно-
сти (функциональной центральной предельной теореме), если имеет место
сходимость по распределению в пространстве Скорохода D([0, 1]d)

Wn
d−−→ σW, n→∞,

где W есть d-параметрическое броуновское движение (случайное по-
ле Винера-Ченцова или броуновский лист), а σ — некоторое неотрица-
тельное число. Здесь и далее сходимость при n → ∞, где n ∈ Nd,
понимается в секвенциальном смысле: для любой последовательности
n(k) = (n

(k)
1 , . . . , n

(k)
d ) ∈ Nd с n(k)

l →∞, k → ∞, l = 1, . . . , d, сходимость
имеет место, и предел не зависит от выбора такой последовательности.
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С помощью теоремы 1.4.1 в диссертации установлена

Теорема 1.5.1. Предположим, что описанное выше случайное поле X
является (BL, θ)-зависимым, и θ(X)r = O(r−λ), r →∞, где λ > 0. Пусть
также справедливо соотношение (4). Тогда X удовлетворяет слабому
принципу инвариантности, причем

σ2 =
∑
k∈Zd

cov(X0, Xk).

В работе А.В.Булинского и М.С.Кина4 принцип инвариантности до-
казывается при более жестких условиях на поле X. А именно, вме-
сто (BL, θ)-зависимости требуется ассоциированность, и, соответствен-
но, вместо θX(r) = O(r−λ) используется соотношение uX(r) = O(r−λ).
Теорема 1.5.1 обобщает также пункт (д) теоремы 5.1.5 из моногра-
фии А.В.Булинского и А.П.Шашкина5, в котором тоже фигурируют
(BL, θ)-зависимые случайные поля, однако при этом вводятся дополнитель-
ные ограничения на λ.

Во второй главе рассматриваются приложения полученных в первой
главе ковариационных и моментных оценок к доказательству предельных
теорем для объемов экскурсионных множеств случайных полей.

Пусть ξ = {ξt, t ∈ Rd} — измеримое строго стационарное квадратично
интегрируемое случайное поле. Предположим, что ξ0 имеет ограниченную
плотность. Будем также считать, что ковариационная функция поля ξ, за-
даваемая соотношением R(t) = cov(ξ0, ξt), t ∈ Rd, непрерывна и допускает
оценку

R(t) = O(|t|−α), |t| → ∞, (5)

для некоторого α > 0.
Возьмем произвольное u ∈ R. Для любого ограниченного измеримого

V ⊂ Rd определим экскурсионное множество

A(V, u) = Aξ(V, u) = {t ∈ V : ξt > u}.

Введем семейство полей

Sn(t) = 〈n〉−1/2 (|A((0, n ∗ t], u)| − E|A((0, n ∗ t], u)|) , t ∈ [0, 1]d, n ∈ Nd.
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В диссертации получены следующие варианты функциональной централь-
ной предельной теоремы для объемов экскурсионных множеств.

Теорема 2.2.1. Если ξ ∈ A, и (5) справедливо при α > 2d, то случайные
поля Sn сходятся по распределению в пространстве C([0, 1]d) при n→∞
к центрированному гауссовскому полю σ(u)W , где

σ2(u) =

∫
Rd

cov(I{ξ0 > u}, I{ξt > u})dt,

а W есть d-параметрическое броуновское движение.

Теорема 2.3.1. Если ξ ∈ QA, и (5) справедливо при α > 3d, то случай-
ные поля Sn сходятся по распределению в пространстве C([0, 1]d) к σ(u)W

при n→∞.

Отметим, что теорема 2.3.1 является функциональной версией цен-
тральной предельной теоремы, доказанной в статье А.В.Булинского,
Е.Сподарева и Ф.Тиммерманна6.

Третья глава посвящена доказательству ряда предельных теорем для
функций от случайных мер.

Рассмотрим B0(Rd) — семейство ограниченных борелевских подмно-
жеств Rd, d ∈ N. Пусть M(ω,B) — стационарная случайная мера на Rd,
d ∈ N, т.е. для почти всех ω ∈ Ω функция M(ω, ·) является локально
конечной мерой на σ-алгебре борелевских подмножеств Rd, а M(·, B) —
случайная величина для каждого B ∈ B0(Rd). Стационарность случай-
ной меры означает, что для любых B1, . . . , Bk ∈ B0(Rd) и для произволь-
ного t из Rd распределения случайных векторов (M(B1), . . . ,M(Bk)) и
(M(B1 ⊕ t), . . . ,M(Bk ⊕ t)) совпадают. Здесь ⊕ обозначает сложение по
Минковскому.

Введем
Bq(k) = (k ⊕ (0, 1]d)/q, q ∈ N, k ∈ Zd.

Нас будет интересовать ситуация, когда мера M квадратично интегриру-
ема, т.е. EM 2(B) < ∞ при любом B ∈ B0(Rd). Для таких случайных мер
положим

σ2
M =

∑
k∈Zd

cov(M(B1(0)),M(B1(k))),

если этот ряд сходится абсолютно. Рассмотрим следующие два условия:
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(C1) найдется число ΓM ∈ R+ такое, что для всех q ∈ N∑
k∈Zd

|cov(M(Bq(0)),M(Bq(k)))| 6 ΓMq
−d;

(C2) случайное поле {M(B1(k))}k∈Zd является (BL, θ)-зависимым.
Отметим, что если для любых ограниченных борелевских множеств B1

и B2 справедливо неравенство

cov(M(B1),M(B2)) > 0, (6)

то (C1) вытекает из конечности σ2
M . Если мера M ассоциирована (т.е. соот-

ветствующее семейство случайных величин, индексированное множествами
из B0(Rd), является ассоциированным), то (6) автоматически выполнено.

Для T > 0 и произвольной борелевской функции f определим

MT [f ] =

∫
Rd

f(x/T )M(dx),

если интеграл существует почти наверное. Положим

ZT [f ] = T−d/2 (MT [f ]− EMT [f ]) .

Теорема 3.1.1. Пусть выполнены условия (C1) и (C2). Тогда для лю-
бой функции f ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd) имеет место сходимость по распреде-
лению:

ZT [f ]
d−−→ N (0, σ2

M‖f‖2
2), T →∞.

Данный результат является обобщением центральной предельной теоре-
мы С.Эванса7 для интегралов по ассоциированным случайным мерам. В
диссертации показано, что теорема 3.1.1 позволяет устанавливать вариан-
ты центральной предельной теоремы для интегралов по случайным мерам,
порожденным квази-ассоциированными полями. Кроме того, в диссерта-
ции получена функциональная версия теоремы 3.1.1, с помощью которой
удалось обобщить предельную теорему Ю.Ю.Бахтина8 для параболически
преобразованных решений уравнения Бюргерса со случайными начальны-
ми данными.

В третьей главе также изучаются решения уравнения Бюргерса, соот-
ветствующие начальным потенциалам, задаваемым определенными полями
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дробового шума. Для таких решений доказывается функциональная пре-
дельная теорема в пространстве гладких функций.

Рассмотрим процесс Кокса Z = {Z(t), t > 0} и некоторую последова-
тельность случайных величин X = {Xn, n ∈ N}, не зависящую от Z. В
недавней работе В.Ю.Королева и И.А.Соколова24 исследуется предель-
ное поведение макс-обобщенного процесса Кокса {maxk=1,...,Z(t)Xk, t > 0}
в случае, когда X состоит из независимых одинаково распределенных вели-
чин. Этот процесс имеет ряд приложений в теории риска9. В диссертации
рассмотрена более общая модель, когда случайные величины Xn, n ∈ N,
вообще говоря, зависимы, и распределение Xn может зависеть от n. Ока-
зывается, что если для их максимумов Mn = maxk=1,...,nXk справедлива
определенная предельная теорема при n → ∞, то можно без каких-либо
дополнительных ограничений на распределение X получить предельный
результат для соответствующих макс-обобщенных процессов Кокса.
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