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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïðèìèòèâíûì è ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåí-
òàì ñâîáîäíûõ àëãåáð øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â äèññåðòàöèè äîêàçà-
íû êðèòåðèè è ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îäíîðîäíûõ ïî÷òè
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû, ñâîáîäíîé
(àíòè-) êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Ïîñòðîåíû íî-
âûå ïðèìåðû ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ àëãåáðàõ.
Àêòóàëüíîñòü òåìû.Ìíîãîîáðàçèå ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ïîëåì îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê êëàññ àëãåáð, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäàëãåáð, ãî-
ìîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàçû-
âàåòñÿ øðàéåðîâûì, åñëè ëþáàÿ ïîäàëãåáðà ñâîáîäíîé àëãåáðû ýòîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (â òîì æå ìíîãîîáðàçèè àëãåáð). Ïîíÿòèå
øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ âîçíèêëî â òåîðèè ãðóïï: â 1920-õ ãîäàõ Íèëüñåí1

è Øðàéåð2 äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ñâîáîäíà.
À. Ã. Êóðîø3 äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð
ñâîáîäíû. À. È. Øèðøîâ4 ïîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ àëãåáð Ëè ÿâëÿ-
åòñÿ øðàéåðîâûì (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí òàêæå Âèòòîì5, ãäå òàêæå
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ p-àëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì).

À. È. Øèðøîâ6 ïîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ
êîììóòàòèâíûõ è ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àíòèêîììóòàòèâíûõ àë-
ãåáð ñâîáîäíû. Òàêèì îáðàçîì ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð
(âñåõ àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð) ÿâëÿåòñÿ øðàéåðîâûì. À. À. Ìèõàë¼â7 è
À. Ñ. Øòåðí8 ïîêàçàëè, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñóïåðàëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ øðàéå-
ðîâûì. À. À. Ìèõàë¼â9 ïîëó÷èë ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ öâåòíûõ p-ñóïåðàëãåáð
Ëè. À. È. Êîðåïàíîâ10 äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ ñóïåðêîììó-
òàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñâîáîäíû. Â. Ê. Õàð÷åíêî11 ïîëó÷èë
îáîáùåíèå òåîðåìû Øèðøîâà-Âèòòà î ïîäàëãåáðàõ ñâîáîäíûõ àëãåáð Ëè
äëÿ àëãåáð Õîïôà íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ êîñûì êîïðîèçâå-
äåíèåì.

1J. Nilsen, Die Isomorphismengruppe der freien Gruppe. Math. Ann. 91 (1924), 161�183.
2O. Schreier, Die Untergruppen den freien Gruppen. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 5 (1927), 161�183.
3À. Ã. Êóðîø, Íåàññîöèàòèâíûå ñâîáîäíûå àëãåáðû è ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð. Ìàò. ñá. 20

(1947), 239�262.
4À. È. Øèðøîâ, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ ëèåâûõ àëãåáð. Ìàò. ñá. 33 (1953), � 2, 441�452.
5E. Witt, Die Unterringe der freien Lieschen Ringe. Math. Z. 64 (1956), 195�216.
6À. È. Øèðøîâ, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ è àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð. Ìàò. ñá.

34 (1954), � 1, 81�88.
7À. À. Ìèõàë¼â, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ öâåòíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè. Ìàò. çàì. 37, � 4, (1985), 653�661
8À. Ñ. Øòåðí, Ñâîáîäíûå ñóïåðàëãåáðû Ëè. Ñèá. ìàò. æóðí. 27 (1886), � 1, 170�174.
9À. À. Ìèõàë¼â, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ p-ñóïåðàëãåáð Ëè. Ìàò. çàì. 43, � 2, (1988), 178�191.
10À. È. Êîðåïàíîâ, Ñâîáîäíûå íåàññîöèàòèâíûå ñóïåðêîììóòàòèâíûå àëãåáðû. Ôóíä. è ïðèêë. ìàò.

9 (2003), � 3, 103�109.
11V. K. Kharchenko, Braided version of Shirshov-Witt theorem. J. Algebra 294 (2005), � 1, 196�225.
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Ó. Ó. Óìèðáàåâ è È. Ï. Øåñòàêîâ12 äîêàçàëè, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîä-
íûõ àëãåáð Àêèâèñà ñâîáîäíû. Ó. Ó. Óìèðáàåâ13 14 ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå àëãåáð áûëî øðàéåðî-
âûì, è ïîñòðîèë íîâûå ïðèìåðû øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîäàëãåáðû
ñâîáîäíûõ àëãåáð ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíûõ Ω-àëãåáð ðàññìàòðèâàëèñü â ðà-
áîòàõ15 16 17, øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ n-ëèåâûõ àëãåáð îïèñàíûÞ. À. Êà-
øèíîé18.

Ïîäìíîæåñòâî M íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àëãåáðû F øðàéå-
ðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ àëãåáðû F , ñîäåðæàùåå ïîä-
ìíîæåñòâî M . Èñïîëüçóÿ ñâîáîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, êðè-
òåðèè ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèìèòèâíûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ äëÿ ñâîáîäíûõ (p-)
àëãåáð Ëè è ñâîáîäíûõ (p-) ñóïåðàëãåáð Ëè áûëè ïîëó÷åíû À. À. Çîëî-
òûõ è À. À. Ìèõàë¼âûì19 20, äëÿ ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð �
À. À. Ìèõàë¼âûì, Ó. Ó. Óìèðáàåâûì è J.-T. Yu21. Àëãîðèòìû ðàñïîçíàâà-
íèÿ ïðèìèòèâíûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ è ïîñòðîåíèå äîïîëíåíèÿ äî ìíîæå-
ñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ äëÿ ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ, ñâîáîäíûõ
(àíòè-) êîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð áûëè ïîñòðîåíû (â òîì
÷èñëå ñ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèåé) â ðàáîòàõ22 23 24.

Íåíóëåâîé ýëåìåíò ñâîáîäíîé àëãåáðû F íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâ-
íûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû F , íî ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â ëþáîé ñîäåðæàùåé åãî ñîáñòâåííîé ïîäàëãåá-
ðå àëãåáðû F . Ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ èçó-

12I. P. Shestakov, U. U. Umirbaev, Free Akivis algebras, primitive elements, and hyperalgebras. J. Algebra
250 (2002), 533�548.

13Ó. Ó. Óìèðáàåâ, Î øðàéðåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ àëãåáð. Àëã. è Ëîã. 33 (1994), � 3, 317�340.
14U. U. Umirbaev, Universal derivations and subalgebras of free algebras. Algebra(Krasnoyarsk, 1993).

Berlin: Walter de Gruyter, 1996, pp. 255�271.
15Â. À. Àðòàìîíîâ, Ì. Ñ. Áóðãèí, Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîäàëãåáð â ìíîãîîáðàçèÿõ ëèíåéíûõ Ω-

àëãåáð. Ìàò. ñá. 87 (1972), � 1, 67�82.
16Ò. Ì. Áàðàíîâè÷, Ì. Ñ. Áóðãèí, Ëèíåéíûå Ω-àëãåáðû. Óñï. ìàò. íàóê, 30 (1975), � 4, 61�106
17Ì. Ñ. Áóðãèí, Øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíûõ Ω-àëãåáð. Ìàò. ñá. 93 (1974), � 135, 554�572.
18Þ. À. Êàøèíà, Øðàéåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ n-ëèåâûõ àëãåáð. Ñèá. ìàò. æóðí., 32 (1991), � 2,

197�199.
19À. À. Çîëîòûõ, À. À. Ìèõàë¼â, Ðàíã ýëåìåíòà ñâîáîäíîé (p-) ñóïåðàëãåáðû Ëè. Äîêëàäû ÀÍ, 334

(1994), � 6, 690�693.
20A. A. Mikhalev, A. A. Zolotykh, Rank and primitivity of elements of free color Lie (p-) superalgebras.

Intern. J. Algebra Comput. 4 (1994), 617�656.
21A. A. Mikhalev, U. U. Umirbaev, J.-T. Yu, Automorphic orbits of elements of free non-associative

algebras. J. Algebra 243 (2001), 198�223.
22Ê. Øàìïàíüåð, Àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè ðàíãà è ïðèìèòèâíîñòè ñèñòåì ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ

íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàò. 6 (2000), � 4, 1229�1238.
23À. À. Ìèõàë¼â, À. Â. Ìèõàë¼â, À. À. ×åïîâñêèé, Ê. Øàìïàíüåð, Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ñâîáîä-

íûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàò. 13 (2007), � 5, 171�192.
24À. À. Ìèõàë¼â, À. Â. Ìèõàë¼â, À. À. ×åïîâñêèé, Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ñâîáîäíûõ êîììóòà-

òèâíûõ è àíòèêîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Âåñòí. Íîâîñèá. ãîñ. óí-òà. Ñåð.: Ìàò.,
ìåõ., èíôîð. 10 (2010), � 4, 62�81.

2



÷àëèñü â ðàáîòàõ25 26 27 28 29 30. Èçó÷åíèå ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ
ñâîáîäíûõ àëãåáð áûëî íà÷àòî â ðàáîòå À. À. Ìèõàë¼âà è Äæ. Ò. Þ31.
Â ÷àñòíîñòè áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â
ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáðàõ, ñâîáîäíûõ (p-) àëãåáðàõ Ëè è (p-)
ñóïåðàëãåáðàõ Ëè ìàëûõ ðàíãîâ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñâîáîäíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð, áûëè ïîñòðîåíû ñåðèè ïðèìåðîâ äëÿ ñâîáîäíûõ
àëãåáð ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Â ðàáîòå À. Â. Ìèõàë¼âà, Ó. Ó. Óìèðáàåâà,
Äæ. Ò. Þ32 ðàññìàòðèâàëèñü ñâîáîäíûå àëãåáðû Ëè è áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ýëåìåíò ukl = (adx)k(y) + (x)(Ad y)l, ãäå (adu)(v) = u ∗ v = (u)(Ad v) è ∗
ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, â ñâîáîäíîé àëãåáðå Ëè L(x, y), ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ïðè k, l > 2 è k 6= l.

Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîåíèå êðèòåðèåâ è àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ïî-
÷òè ïðèìèòèâíûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð îñíîâíûõ òè-
ïîâ øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ïîñòðîåíèå íîâûõ ïðèìåðîâ ïî÷òè
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ îñíîâíûõ òèïîâ øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó-

÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò
â ñëåäóþùåì:

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå ðàíãà ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà ñâîáîäíîé àëãåáðû
øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà, äîêàçàíû ôîðìóëû
äëÿ ðàíãà ïðèìèòèâíîñòè ñóììû ýëåìåíòîâ äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
àëãåáð øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

2. Èññëåäîâàíû ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâ-
íîé àëãåáðû, ñâîáîäíîé (àíòè-) êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è ñâîáîäíîé àë-
ãåáðû Ëè ìàëûõ ðàíãîâ. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè è ïîñòðîåííû àëãîðèòìû
ïðîâåðêè ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ àëãåáðàõ.

3. Èññëåäîâàíà ñâÿçü ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà è ïî÷òè ïðèìèòèâ-
íîñòè åãî ñòàðøåé ÷àñòè â ñâîáîäíûõ àëãåáðàõ øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé,
ïîñòðîåíû íîâûå ñåðèè ïðèìåðîâ ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ñòàðøàÿ
÷àñòü êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíîé.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå ρ-÷èñëà îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà ñâîáîäíîé àëãåáðû
25A. M. Brunner, R. G. Burns, and S. Oates-Williams, On almost primitive elements of free groups with

an application to Fuchsian groups. Can. J. Math. 45 (1993), 225�254.
26L. P. Comerford, Generic elements of free groups. Arch. Math. (Basel) 65 (1995), � 3, 185�195.
27B. Fine, G. Rosenberger, D. Spellman, and M. Stille, Test words, generic elements and almost

primitivity . Paci�c J. Math. 190 (1999), 277�297.
28G. Rosenberger, Alternierende Produkte in freien Gruppen, Paci�c J. Math. 78 (1978), 243�250.
29G. Rosenberger, Uber Darstellungen von Elementen und Untergruppen in freien Produkten, Springer

Lect. Notes Math. 1098 (1984), 142�160.
30G. Rosenberger, A property of subgroups of free groups. Bull. Austral. Math. Soc. 43 (1991), 269�272.
31A. A. Mikhalev, J.-T. Yu, Primitive, almost primitive, test, and ∆-primitive elements of free algebras

with the Nielsen-Schreier property . J. Algebra 228 (2000), 603�623.
32A. A. Mikhalev, U. U. Umirbaev, J.-T. Yu, Generic, Almost primitive and test elements of free Lie

algebras. Proc. AMS 130 (2002), � 5, 1303�1310.
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ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà, ïîëó÷åíû êðèòåðèè è ïî-
ñòðîåíû àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà
ñòåïåíè áîëåå 2 â òåðìèíàõ ρ-÷èñëà, à òàêæå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ρ-÷èñëà.
Ïîëó÷åí êðèòåðèé ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà ñòåïåíè 2
â òåðìèíàõ ðàíãà ýëåìåíòà.

5. Óñèëåíû ðàíåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïðî ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòü ñóì-
ìû ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð øðàéåðîâûõ ìíîãî-
îáðàçèé â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà ñèìâîëüíûõ
âû÷èñëåíèé, ñâîáîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìåòîäû òåîðèè
íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, ìåòîäû ðàáîòû ñ ïðèìèòèâíûìè ñèñòåìàìè ýëå-
ìåíòîâ äëÿ ñâîáîäíûõ àëãåáð øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò êàê òåîðå-
òè÷åñêèé, òàê è ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò àë-
ãîðèòìè÷åñêè ðåøàòü çàäà÷ó ïðîâåðêè ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîäíûõ
ýëåìåíòîâ â ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ, â ñâîáîäíûõ (àíòè-) êîììóòàòèâ-
íûõ è â ñâîáîäíûõ àëãåáðàõ Ëè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• íà ìåæäóíàðîäíîì àëãåáðàè÷åñêîì ñèìïîçèóìå, ïîñâÿùåííîì 80-ëå-
òèþ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ è 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà À. Â. Ìèõàë¼âà, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2010 ã.;
• íà ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 70-ëå-
òèþ ïðîôåññîðà Â. Â. Êèðè÷åíêî, Íèêîëàåâ, Óêðàèíà, 2012 ã.;
• íà êîíôåðåíöèÿõ �Àëãåáðà, Êîìáèíàòîðèêà, Äèíàìèêà è Ïðèëîæå-
íèÿ�, Áåëôàñò, UK, 2012, 2013 ãã.;
• íà êîíôåðåíöèè �Àëãåáðû Ëè è Ïðèëîæåíèÿ�, Óïïñàëà, Øâåöèÿ,
2012 ã.;
• íà ñåìèíàðå �Àëãåáðà è Êðèïòîãðàôèÿ�, CUNY, Íüþ-Éîðê, ÑØÀ,
2013 ã.;
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà è Ëîãèêà, Òåîðèÿ è Ïðè-
ëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â. Ï. Øóíêîâà, Êðàñíîÿðñê, 2013
ã.;

à òàêæå íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ:
• íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû,
2011�2013 ãã., íåîäíîêðàòíî;
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• íà ñåìèíàðå �Èçáðàííûå âîïðîñû àëãåáðû�, 2009�2013 ãã., íåîäíîêðàò-
íî;
• íà ñåìèíàðå �Òåîðèÿ êîëåö�, 2009�2013 ãã., íåîäíîêðàòíî;

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [1]�[6], èç íèõ ïåðâûå äâå � â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ
ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 13 ðàçäåëîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ ñî-
äåðæèò 66 íàèìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 70 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 èìååò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé äà¼òñÿ êðàòêèé èñòîðè-
÷åñêèé îáçîð è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 2 ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ
è ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòàõ. Â ðàçäåëå 2.1 ââîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàáîòû ñ ïðèìèòèâíûìè è ïî-
÷òè ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè ñâîáîäíûõ øðàéåðîâûõ àëãåáð. Ïóñòü K
� ïîëå, X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ, Γ(X) � ñâî-
áîäíûé ãðóïïîèä íåàññîöèàòèâíûõ îäíî÷ëåíîâ áåç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà
â àëôàâèòå X : X ⊆ Γ(X); åñëè u, v ∈ Γ(X), òî u · v ∈ Γ(X), ãäå u · v
� ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íåàññîöèàòèâíûõ ñëîâ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî F (X) íàä ïîëåì K ñ áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà
Γ(X) è óìíîæåíèåì

(αa) · (βb) = (αβ)(a · b)
äëÿ âñåõ α, β ∈ K, a, b ∈ Γ(X). Òîãäà F (X) � ñâîáîäíàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ
àëãåáðà. À. Ã. Êóðîø33 äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáð ñâîáîäíû.

Ïóñòü W0 = Γ(X), àëãåáðà U(F (X)) � óíèâåðñàëüíàÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðû F (X). Òîãäà U(F (X)) ÿâëÿåòñÿ ñâî-
áîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ
S0 = {rw, lw | w ∈ W0}, ãäå lw è rw � óíèâåðñàëüíûå îïåðàòîðû óìíîæå-
íèÿ ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî:

b · la = (ad a)(b) = ab, b · ra = (b)(Ad a) = ba.

Ðàññìîòðèì äâóñòîðîííèé èäåàë J1 ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû
F (X), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {ab− ba | a, b ∈ F (X)}. Òîãäà ôàêòîðàë-

33À. Ã. Êóðîø, Íåàññîöèàòèâíûå ñâîáîäíûå àëãåáðû è ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð. Ìàò. ñá. 20
(1947), 239�262.
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ãåáðà A−(X) = F (X)/J1 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé êîììóòà-
òèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ X.

Ïðåäïîëîæèì ìíîæåñòâî Γ(X) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî
äëÿ a, b ∈ Γ(X) åñëè d(a) > d(b), òî a > b, ãäå d(a) � ñòåïåíü ýëåìåíòà
a. Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ìíîæåñòâî W1 âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîììóòàòèâíûõ
îäíî÷ëåíîâ: X ⊂ W1 è w ∈ W1, åñëè w = uv, u è v � ðåãóëÿðíûå êîììó-
òàòèâíûå îäíî÷ëåíû è u > v.

Òîãäà ñìåæíûå êëàññû ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè èç ìíîæåñòâà W1 îáðàçó-
þò ëèíåéíûé áàçèñ ôàêòîðàëãåáðû A−(X) = F (X)/J1. Êðîìå òîãî, óíè-
âåðñàëüíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà U(A−(X)) àëãåá-
ðû A−(X) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì ñâî-
áîäíûõ ïîðîæäàþùèõ S1 = {rw | w ∈ W1}. À. È. Øèðøîâ34 äîêàçàë, ÷òî
ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñâîáîäíû.

Ðàññìîòðèì äâóñòîðîííèé èäåàë J2 ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû
F (X), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {ab+ ba | a, b ∈ F (X)}. Òîãäà ôàêòîðàë-
ãåáðà A+(X) = F (X)/J2 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé íåàññîöèàòèâíîé àíòèêîììó-
òàòèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ X.

Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ìíîæåñòâî W2 âñåõ ðåãóëÿðíûõ êîììóòàòèâíûõ
îäíî÷ëåíîâ: X ⊂ W2 è w ∈ W2, åñëè w = uv, u è v � ðåãóëÿðíûå àíòè-
êîììóòàòèâíûå îäíî÷ëåíû è u > v.

Òîãäà ñìåæíûå êëàññû ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè èç ìíîæåñòâà W2 îáðàçóþò
ëèíåéíûé áàçèñ ôàêòîðàëãåáðû A+(X) = F (X)/J2. Êðîìå òîãî, óíèâåð-
ñàëüíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà U(A+(X)), àëãåáðû
A+(X) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîä-
íûõ ïîðîæäàþùèõ S2 = {rw | w ∈ W2}. À. È. Øèðøîâ34 äîêàçàë, ÷òî
ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ àíòèêîììóòàòèâíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñâî-
áîäíû. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîáîäíûå (àíòè-) êîììó-
òàòèâíûå àëãåáðû íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè charK 6= 2.

Ðàññìîòðèì äâóñòîðîííèé èäåàë I àëãåáðû F (X), ïîðîæäåííûé ýëå-
ìåíòàìè {a2, (ab)c + (bc)a + (ca)b | a, b, c ∈ F (X)}. Òîãäà ôàêòîðàëãåáðà
L(X) = F (X)/I ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé Ëè ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîä-
íûõ ïîðîæäàþùèõ X. Óìíîæåíèå â ýòîé àëãåáðå áóäåì îáîçíà÷àòü ëèå-
âûì êîììóòàíòîì [,] è èñïîëüçîâàòü çàïèñü â ëåâîíîðìèðîâàííîé ôîðìå:
[x, y, z] = [[x, y], z]. À. È. Øèðøîâ35 äîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ
àëãåáð Ëè ñâîáîäíû. Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Ëè L(X) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà F 〈X〉 ñ ëèíåéíûì áàçèñîì S(X)
àññîöèàòèâíûõ îäíî÷ëåíîâ.

Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ìíîæåñòâî W âñåõ ðåãóëÿðíûõ îäíî÷ëåíîâ äëÿ
34À. È. Øèðøîâ, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ è àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð. Ìàò. ñá.

34 (1954), � 1, 81�88.
35À. È. Øèðøîâ, Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ ëèåâûõ àëãåáð. Ìàò. ñá. 33 (1953), � 2, 441�452.
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àëãåáðû L(X): X ⊂ W ; w ∈ W , åñëè w = [u, v], u è v � ðåãóëÿðíûå
îäíî÷ëåíû è u > v, åñëè u = [u1, u2], òî u2 6 v. Òîãäà W � áàçèñ L(X)
êàê ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äàëåå ïîä àëãåáðîé F ïîíèìàåòñÿ îäíà èç ðàññìîòðåííûõ âûøå àëãåáð
F (X), A−(X), A+(X), L(X). À ïîä ëèíåéíûì áàçèñîì àëãåáðû F è ìíîæå-
ñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû U(F) ïîíèìàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
Wi è Si.

Ïîäìíîæåñòâî M àëãåáðû F íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè M ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ïîäàëãåáðû alg{M} ⊂ F , ïîðîæ-
äåííîé ïîäìíîæåñòâîì M . Ïîäìíîæåñòâî M = {ai} íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
àëãåáðû F íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî i ñòàðøàÿ ÷àñòü
a◦i ýëåìåíòà ai íå ïðèíàäëåæèò ïîäàëãåáðå àëãåáðû F , ïîðîæäåííîé ìíî-
æåñòâîì {a◦j | j 6= i}. Ðàíãîì ìíîæåñòâà H ⊂ F = F(X) íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ èç X, îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü
îáðàç ϕ(H), ãäå ϕ ïðîáåãàåò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû F (äðóãè-
ìè ñëîâàìè, rank(H) � íàèìåíüøèé ðàíã ñâîáîäíîãî ôàêòîðà àëãåáðû F ,
ñîäåðæàùåãî ìíîæåñòâî H).

ÏîäìíîæåñòâîM ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû F(X) íàçû-
âàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Y ñâîáîäíûõ îáðà-
çóþùèõ àëãåáðû F(X), F(X) = F(Y ), ÷òîM ⊆ Y . ÅñëèX = {x1, . . . , xn},
F(X) = F(Y ), Y � ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ àëãåáðû F(X), òî
|Y | = |X| = n. Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíò u àëãåáðû F(X) íàçûâàåòñÿ ïðè-
ìèòèâíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ
îáðàçóþùèõ àëãåáðû F(X). Íåíóëåâîé ýëåìåíò u àëãåáðû F(X) íàçûâà-
åòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì
àëãåáðû F(X), íî ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì â ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäàëãåá-
ðå H ( F(X), ñîäåðæàùåé åãî, u ∈ H.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå êðèòåðèè è ñïîñîáû ïðîâåðêè ïðè-
ìèòèâíîñòè ýëåìåíòîâ (íà îñíîâå ñèìâîëüíîãî âû÷èñëåíèÿ, äèôôåðåíöè-
àëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ôàêòîðèçàöèè è ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) è ñòðîèòñÿ
âàæíûé ïðèìåð íåïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà.

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ýëåìåíò uf = x1 +f(x1, . . . , xn), ãäå f ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ñòåïåíè d(f) > 2 è âñÿêèé îäíî÷ëåí ýëåìåíòà f çàâèñèò îò
x1, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â ñâîáîäíîé àëãåáðå F(X).

Â ðàçäåëå 2.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàíãà ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà ñâî-
áîäíîé àëãåáðû øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, èçó÷àþòñÿ åãî êîìáèíàòîðíûå
ñâîéñòâà è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ðàíãå ïðèìèòèâíîñòè ñóììû ýëåìåíòîâ
â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ðàíãîì ïðèìèòèâíîñòè ýëåìåíòà w ∈ F(X)
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íàçûâàåòñÿ

π(w) = min {rank(H) | w ∈ H ⊂ F(X) è w íå ïðèìèòèâåí â H} .

Åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé òàêîé ïîäàëãåáðû H, òî π(w) =∞.

Òåîðåìà 2.20. Ïóñòü F(X) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð A è B, F(X) = A ∗ B, ýëåìåíòû a ∈ A, b ∈ B.
Òîãäà πF(X)(a + b) = πA(a) + πB(b) (ñ÷èòàåì, ÷òî ∞ + k = ∞ +∞ =
k +∞ =∞).

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòàì. Â ðàçäåëàõ 3.1�
3.3 èçó÷àþòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ñâîáîäíûõ øðàéåðîâûõ àë-
ãåáð ìàëûõ ðàíãîâ: ñâîáîäíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð F (x), F (x, y) ðàíãà
1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ è àíòèêîììóòàòèâíûõ àë-
ãåáð A−(x), A−(x, y), A+(x, y) è ñâîáîäíûõ àëãåáð Ëè L(x, y). Äîêàçàíû
êðèòåðèè è ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îäíîðîäíûõ ïî÷òè ïðè-
ìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ àëãåáðàõ. Ïîñòðîåíû íîâûå ïðèìåðû ïî÷òè
ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ àëãåáðàõ.

Òåîðåìà 3.3. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ F (x) ñòåïåíè d(u) = m > 2
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ðàçëîæåíèå u = u(x) âõîäèò îäíî÷ëåí âèäà x · A(x) èëè âèäà B(x) · x,
ãäå A(x), B(x) � îäíî÷ëåíû ñòåïåíè d(A) = d(B) = m− 1.

Òåîðåìà 3.10. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ F (x, y) ñòåïåíè d(u) = m >
3, èìåþùèé êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u = u(x, y) =
∑
γj 6=0

γjΦjΨj + (xΛx + yΛy + Nxx+Nyy) ,

ãäå (Φj(x, y), Ψj(x, y)) � ðàçëè÷íûå ïàðû îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè d(Φj) > 2,
d(Ψj) > 2, d(Φj) + d(Ψj) = m, Λx,Λy, Nx, Ny � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû
ñòåïåíè d(Λx) = d(Λy) = d(Nx) = d(Ny) = m− 1 èëè íóëåâûå ýëåìåíòû,
êîýôôèöèåíòû γj ∈ K, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîãî êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

θ ∈ K, ÷òî Λx
θ∼ Λy, Nx

θ∼ Ny (Λx = θΛy, Nx = θNy èëè θΛx = Λy, θNx =
Ny).

Òåîðåìà 3.15. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ A−(x) ñòåïåíè d(u) = m > 2
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà u = u(x) âõîäèò îäíî÷ëåí âèäà A · x, ãäå A �
ðåãóëÿðíûé îäíî÷ëåí ñòåïåíè d(A) = m− 1.

Òåîðåìà 3.18. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ A(x, y) ñòåïåíè d(u) = m >
3, èìåþùèé êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u =
∑
γj 6=0

γjΦjΨj + (Λxx+ Λyy) ,
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ãäå (Φj(x, y),Ψj(x, y)) � ðàçëè÷íûå ïàðû ðåãóëÿðíûõ îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè
d(Φj) > 2, d(Ψj) > 2, d(Φj) + `(Ψj) = m; Λx,Λy � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû
ñòåïåíè d(Λx) = d(Λy) = m − 1 èëè íóëåâûå ýëåìåíòû, γj ∈ K, ÿâëÿ-
åòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò

òàêîãî êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè θ ∈ K, ÷òî Λx
θ∼ Λy (ò.å.

Λx = θΛy èëè θΛx = Λy).

Òåîðåìà 3.22. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ L(x, y) ñòåïåíè d(u) = m >
3, èìåþùèé êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

u =

(∑
γj 6=0

γj[Φj,Ψj]

)
+ [Λx, x] + [Λy, y],

ãäå [Φj(x, y),Ψj(x, y)] ∈ W � ðåãóëÿðíûå îäíî÷ëåíû ñî ñòåïåíÿìè d(Φj) >
2, d(Ψj) > 2 è d([Φj(x, y),Ψj(x, y)]) = d(Φj) + d(Ψj) = m, Λx,Λy �
îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ñòåïåíè d(Λx) = d(Λy) = m − 1 èëè íóëåâûå
ýëåìåíòû,γj ∈ K, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

u
∣∣∣
〈W{x,y}〉

= [Λx, x] + [Λy, y] = [f, l]
∣∣∣
〈W{x,y}〉

îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ f, l ∈ L(x, y) ñòåïåíè d(f) =

m− 1, d(l) = 1 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå a
∣∣∣
〈W{x,y}〉

� ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà a íà

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì W{x,y}, òî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ðåãóëÿðíûõ îäíî÷ëåíîâ èç W{x,y}, âõîäÿùèõ â êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå ýëåìåíòà a.

Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìîòðåíà ñâÿçü ìåæäó ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòüþ ñòàð-
øåé ÷àñòè ýëåìåíòà è ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòüþ ñàìîãî ýëåìåíòà â ñâîáîä-
íûõ àëãåáðàõ øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòû âèäà
(. . . ((ax1)x2) . . .)xn+x1 ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûìè â ñâîáîäíîé (êîì-
ìóòàòèâíîé) íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðå, ñòàðøàÿ ÷àñòü êîòîðûõ íå ïî÷òè
ïðèìèòèâíà.

Òåîðåìà 3.26. Ïóñòü n > 2, X = {x1, . . . , xn}. Òîãäà

1. Ïóñòü ýëåìåíò u ∈ F(X) íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â
F(X), íî ñòàðøàÿ ÷àñòü u◦ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì â
ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðå, ïîðîæäåííîé îäíîðîäíûìè îáðàçóþ-
ùèìè, u◦ ∈ H◦ ( F(X), Òîãäà ýëåìåíò u ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìè-
òèâíûì ýëåìåíòîì â F(X);

2. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå 1 âåðíî äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåí-
òîâ;
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3. Ñóùåñòâóþò íåîäíîðîäíûå ýëåìåíòû â F(x, y), äëÿ êîòîðûõ â îá-
ðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå 1 íåâåðíî.

Â ðàçäåëå 3.5 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ρ-÷èñëà îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà ñâî-
áîäíîé àëãåáðû øðàéåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ è èçó÷àþòñÿ åãî êîìáèíàòîðíûå
ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.30. Ïóñòü H◦ = alg{h1, . . . , hk} ⊆ F(X) � ïîäàë-
ãåáðà F(X) ñ ðåäóöèðîâàííûì ìíîæåñòâîì H = {h1, . . . , hk} îäíîðîä-
íûõ ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ. Âñÿêèé îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ H◦ ñòåïåíè
dX(u) > 3, â ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî íå âõîäèò ëèíåéíî íèêàêàÿ ñâî-
áîäíàÿ îáðàçóþùàÿ hi, èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñ÷èòàåì, ÷òî îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ â àëãåáðå F(X) çàïèñûâàåòñÿ êàê a · b):

u = u(h1, . . . , hk) =
∑
γj 6=0

γjAjBj +
∑

dX(hp)=1
γ(l,p) 6=0

γ(l,p)hpCp +
∑

dX(hq)=1
γ(r,q)6=0

γ(r,q)Dqhq.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

uAB =

(∑
γj 6=0

γjAjBj

)
, ũ =

( ∑
dX(hp)=1
γ(l,p)6=0

γ(l,p)hpCp +
∑

dX(hq)=1
γ(r,q) 6=0

γ(r,q)Dqhq

)
, (1)

ãäå (Aj(h1, . . . , hk), Bj(h1, . . . , hk)) � ðàçëè÷íûå ïàðû ðåãóëÿðíûõ îäíî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè dX(Aj) > 2, dX(Bj) > 2, dX(Aj) + dX(Bj) = dX(u),
Cp(h1, . . . , hk), Dq(h1, . . . , hk) � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ñòåïåíè dX(Cp) =
dX(Dq) = dX(u)−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jp ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå)
ðàçëè÷íûõ ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ hp ñòåïåíè 1, ó÷àñòâóþùèõ â ñóììå ũ
â ïðåäñòàâëåíèè (1), ÷åðåç Jq � àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îá-
ðàçóþùèõ hq. Îïðåäåëèì J(u) = Jp ∪ Jq ⊂ H êàê ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ
îáðàçóþùèõ ñòåïåíè 1, ó÷àñòâóþùèõ â ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòà u, â
êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé íåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ �ëåâîé� èëè �ïðàâîé� ñêî-
áî÷íîé ñòðóêòóðû.

Îïðåäåëåíèå 3.31. Åñëè âñÿêàÿ ñâîáîäíàÿ îáðàçóþùàÿ ïîäàëãåáðû
H◦ = alg{h1, . . . , hk}, u ∈ H◦, ãäå H = {h1, . . . , hk} � ðåäóöèðîâàííîå
ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ îáðàçóþùèõ, íå âõîäèò ëèíåéíî â ïðåäñòàâëå-
íèå ñòàðøåé ÷àñòè u◦, òî îïðåäåëèì ρH(u) = |J |, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ρH(u) = +∞. Îïðåäåëèì ρH◦(u) êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ρH(u), ãäå H
ïðîáåãàåò âñå ðåäóöèðîâàííûå ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ îáðàçóþùèõ àëãåá-
ðû H◦. Îòìåòèì, ÷òî ρH◦(u), ρH(u) ∈ {0, 1, . . . , n,+∞}.
Îïðåäåëåíèå 3.32. Äëÿ îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà u ∈ F(X) ñòåïåíè

dX(u) > 3 îïðåäåëèì ρ-÷èñëî â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùèõ îïðåäåëåíèé
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ρ(u) = min

u∈H◦⊂F (X)
ρH◦(u),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäàëãåáðàì H◦ ⊂ F (X), èìåþùèì ðåäóöè-
ðîâàííîå ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ îáðàçóþùèõ è ñîäåðæàùèì îäíîðîäíûé
ýëåìåíò u.

Â ðàçäåëå 3.6 äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîä-
íîãî ýëåìåíòà ñâîáîäíîé àëãåáðû ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà øðàéåðîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ â ñëó÷àå ñòåïåíè ýëåìåíòà áîëüøå 2 â òåðìèíàõ ρ-÷èñëà ýëåìåíòà,
â ñëó÷àå ñòåïåíè ýëåìåíòà ðàâíîé 2 â òåðìèíàõ ðàíãà ýëåìåíòà. Ñòðîÿòñÿ
àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòè îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà â îáîèõ
ñëó÷àÿõ.

Òåîðåìà 3.34. Ïóñòü u ∈ F(X) � îäíîðîäíûé ýëåìåíò ñòåïåíè
d(u) = m > 3. Òîãäà ýëåìåíò u ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì â F(X),
åñëè è òîëüêî åñëè ρ(u) = n = |X|.
Òåîðåìà 3.42. Îäíîðîäíûé ýëåìåíò u ∈ F(X), X = {x1, . . . , xn},

ñòåïåíè d(u) = 2 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýëåìåíò u èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã, òî åñòü rank(u) = n.

Â ðàçäåëå 3.7 äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíîñòü ñóììû ïî÷òè ïðèìè-
òèâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð øðàéåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé â èõ ñâî-
áîäíîì ïðîèçâåäåíèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ðàíåå èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà
äëÿ îäíîðîäíûõ ïî÷òè ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ è àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû èç òåîðèè ñâîáîäíûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 3.42. Ïóñòü F(X) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð A è B, F = A ∗ B. Ïóñòü òàêæå a è b ÿâëÿþò-
ñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ýëåìåíò a+ b ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì F(X).

Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëÿì: ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
Àëåêñàíäðó Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàë¼âó è ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ Àëåêñàíäðó Àëåêñàíäðîâè÷ó Ìèõàë¼âó
çà ïîìîùü â âûáîðå òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïîñòàíîâêè çàäà÷, âíèìàòåëüíîå
ðóêîâîäñòâî â ïðîöåññå èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè è ïîääåðæêó, à
òàêæå ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Øïèëüðàéíó è ïðîôåññîðó Åëåíå Èãîðåâíå
Áóíèíîé çà öåííûå ñîâåòû è îáñóæäåíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåê-
òèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû çà ò¼ïëóþ àòìîñôåðó è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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