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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêà íåðåäêî ñòàëêèâàþòñÿ ñ òåì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ìîäåëüþ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ ÿâëåíèé â
ïðèðîäå, òåõíèêå è ýêîíîìèêå. Êàê ïîêàçàë îïûò, òàêèå ÿâëåíèÿ âñå ÷àùå
òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾òÿæåëûõ õâîñòîâ¿, êîòîðûå äåëà-
þò áîëåå âåðîÿòíûìè áîëüøèå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ïî ñðàâíåíèþ ñ
ãàóññîâñêîé ìîäåëüþ. Áîëåå òîãî, ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí íå õàðàêòåðíà äëÿ ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ
ñîáûòèé, òàêèõ êàê ïðåâûøåíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ, õàðàêòåðíà êëàñòåðíîñòü.
Ò. å. îíè èìåþò òåíäåíöèþ ïðîèñõîäèòü íå ïî îäíîìó, à ãðóïïàìè � êëàñòå-
ðàìè1.

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, â êîòîðîé íàáëþäàþòñÿ ýòè ýôôåêòû, ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîå ñòîõàñòè÷åñêîå ðåêêóðåíòíîå óðàâíåíèå

Yn = AnYn−1 +Bn, n ≥ 1, Y0 ≥ 0, (1)

ãäå (An, Bn), n ≥ 1, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ïàðû íåîòðè-
öàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

ßâëåíèå êëàñòåðèçàöèè òàêæå âîçíèêàåò è õîðîøî èçó÷åíî â ARCH-
ïðîöåññàõ è ARMA-ïðîöåññàõ ñî ñòåïåííûìè õâîñòàìè èííîâàöèé, èìåþùèõ
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå è ýêîíîìåòðèêå1.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà An ìîãóò ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ, áîëüøèå è ìåíüøèå åäèíèöû. Ñëó÷àé An < 1 ï.í. ðàññìàòðèâàëñÿ
Ëåáåäåâûì2,3, â ýòîì ñëó÷àå íàëè÷èå òÿæåëûõ õâîñòîâ è êëàñòåðîâ çàâèñèò
îò ðàñïðåäåëåíèÿ Bn.

Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæåò îïèñûâàòü äèíàìèêó íåêîòîðîé ñè-
ñòåìû, ïîäâåðæåííîé ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì. Åñëè áû êîýôôèöèåíòû An

áûëè ïîñòîÿííû è ðàâíû A, òî ñèñòåìà áûëà áû óñòîé÷èâîé ïðè 0 < A < 1
è íåóñòîé÷èâîé ïðè A ≥ 1. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà ¾îñöèëëèðó-
åò¿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ïðîõîäÿ ÷åðåç ïåðèîäû óñòîé÷èâîñòè
è íåóñòîé÷èâîñòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå óðàâíåíèå (1) ìîæåò îïèñûâàòü äèíàìèêó íåêî-
òîðîãî äåíåæíîãî ôîíäà1, êóäà ÷åðåç îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïî-
ñòóïàþò âêëàäû (âåëè÷èíû Bn), à â îñòàëüíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ êàïèòàëà
ïðîèñõîäÿò ïðîïîðöèîíàëüíî åãî âåëè÷èíå (ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè
An), ïðè÷åì ó÷èòûâàþòñÿ êàê äîõîäû, òàê è ðàñõîäû.

1Embrechts P., Kl�uppelberg C., Mikosh T. Modelling Extremal Events for Insurance and Finance. Berlin:
Springer, 2003.

2Ëåáåäåâ À.Â. Ìàêñèìóìû ðåêóððåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. //Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, Ìà-
òåì. Ìåõàí., 2001, �1, ñ. 10-14.

3Ëåáåäåâ À.Â.Ìàêñèìóìû ðåêóððåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñëó÷àé òÿæåëûõ õâîñòîâ.//
Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, Ìàòåì. Ìåõàí., 2001, �3, ñ. 63-66.
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Ìîäåëü (1) èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ íàñëåäñòâåííîñòüþ ðàñ-
òåíèé4, â òåîðèè óïðàâëåíèÿ5, à òàêæå ïðè àíàëèçå ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà6.

Ïîâåäåíèå ýêñòðåìóìîâ ïðåäñòàâëÿåò î÷åâèäíûé èíòåðåñ â îáëàñòè ýêîíî-
ìèêè. Íàïðèìåð, ýêñòðåìàëüíûå ïîòåðè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü íà÷àëî áàíê-
ðîòñòâà7 èëè êðèçèñ íà âàëþòíîì ðûíêå8.

Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñîáûòèé èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ñòðàõîâàíèè1, îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â öåíîîáðàçîâàíèè äîãîâîðîâ ïå-
ðåñòðàõîâàíèÿ, îñîáåííî â îáëàñòè êîíòðàêòîâ îòäåëüíûõ ñîáûòèé.

Ðàññìîòðèì ðÿä ðàáîò â èñòîðè÷åñêîé ïåðñïåêòèâå. Âåðâààò9 èññëåäîâàë
ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðîöåññà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (1). Êåñòåí10

ðàññìîòðåë ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà Yn, çàäàííîãî ìàòðè÷íûì
óðàâíåíèåì (1). Äå Õààí è äð. ïîñâÿòèëè ñâîþ ðàáîòó11 èçó÷åíèþ ïðåäåëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ (1) è ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äå
Õààíîì è äð., áûëè îáîáùåíû Ïåðôåêòîì12 äëÿ ñëó÷àÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, à Òóðêìàíîì è Àìàðàëîì Òóðêìàíîì13 áûëè âûâåäåíû ýêñòðåìàëüíûå
ñâîéñòâà äëÿ áèëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðãàìåíùèêîâ è Øè-
ðÿåâ14 çàíèìàëèñü ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
óäîâëåòâîðÿþùåé (1). Òåîðèåé ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé â óïðàâëåíèè ðèñêà-
ìè çàíèìàëàñü Êëþïïåëüáåðã 15. Òàêæå Êëþïïåëüáåðã ñ Ïåðãàìåíùèêîâûì16

èçó÷àëè ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû àâòîðåãðåññèè ïîðÿäêà q ≥ 1 ñî ñëó÷àé-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âåêòîðíî-ìàòðè÷íîãî
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1). Îíè äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëü-

4Cavalli-Sforza L., Feldman M.W.Models for cultural inheritance, I. Group mean and within group variation.
// Theor .Population Biol., 1973, v. 4, �1, p. 42-55.

5Kalman R.E. Control of randomly varying linear dynamical systems. // Proc. Symp. Appl. Math., 1962, v.
13, p. 287�298.

6Paulson A.S., Uppulury V.R.R. Limit laws of a sequence determined by a random di�erence equation
governing a one-compartment system. // Math. Biosci., 1972, v. 13, p. 325�333.

7McCulloch J.H. Interest rate risk and capital adecuacy for tradional bank and �nancial intermediaries, in:
S.J. Maisel, ed., Risk and Capital Adequacy in Commerical Banks, Univ. of Chicago Press, Chicago, 1981.

8Flood R.P., Garber P.M. Collapsing exchange-rate regimes: some linear examples. // Internat. Economics,
1984, v. 17, p. 1�13.

9Vervaat W. On a stochastic di�erence equation and a representation of non-negative in�nitely divisible
random variables. // Adv. Appl. Probab., 1979, v. 11, p. 750�783.

10Kesten Í. Random di�erence equations and renewal theory for products of random matrixes// Acta Math.,
1973, v. 131, p. 207�248.

11Haan L. de, Resnick S., Rootz�en H., Vries G. de Extremal behaviour of solutions to a stochastic di�erence
equation with applications to ARCH processes. // Stoch. Proc. Appl., 1989, v. 32, p. 213�224.

12Perfekt R. Extremal behavior of stationary Markov chains with applications. // Ann. Appl. Probab.,1994,
v. 4, p. 529�548.

13Turkman K.F., Amaral Turkman M.A. Extremes of bilinear time series models. // Time Ser. Anal., 1997,
v. 18, p. 305�319.

14Ïåðãàìåíùèêîâ Ñ.Ì., Øèðÿåâ À.Í. Î ïîñëåäîâàòåëüíîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðà ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. // Òåîð. âåð. è åå ïðèì., 1992, ò. 37, �3, ñ. 482-501.

15Kl�uppelberg C. Risk Management and Extreme Value Theory// Extreme Values in Finance,
Telecommunication and the Environment. Boca Raton: Clapman and Hall/CRC, 2004, p. 101�168.

16Kl�uppelberg C., Pergamenchtchikov S. The tail of the stationary distribution of a random coe�cient AR(q)
model. // Ann. Appl. Probab., 2004, v. 14, �2, p. 971�1005.
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íîãî èíäåêñà17, íî ÿâíûõ ôîðìóë, ïîçâîëÿþùèõ êîíñòðóêòèâíî âû÷èñëèòü
åãî, íàéäåíî íå áûëî. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ
âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïðè áîëåå ïðîñòûõ óñëîâèÿõ. Â ðàáîòå Ñêîòòî è
Òóðêìàíà18 ðàññìîòðåíî äâóìåðíîå óðàâíåíèå (1) è èçó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå
ñâîéñòâà íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåññà, çàäàâàåìîãî ýòèì óðàâ-
íåíèåì, ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû â êëàññå áèëèíåéíûõ è ARCH-ïðîöåññîâ. Ìè-
êîø è äð.19 èññëåäîâàëè äðîáíûå ìîìåíòû ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1). Èìè
âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ, ðàññìîòðåí ÷àñò-
íûé ñëó÷àé, êîãäà Bn èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà. Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ. Ëàóðèíè è Òàóí20 çàíèìàëèñü èçó÷åíè-
åì ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà GARCH(1,1)-ïðîöåññîâ. Èìè áûëî ïîëó÷åíî àíà-
ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà è íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà êëàñòåðîâ ýêñòðåìóìîâ. Íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòàì àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Íîâèöêîé è ßöàëî21,
ãäå íàéäåíû õâîñòîâûå èíäåêñû äëÿ ëîãíîðìàëüíîãî è ëîãëàïëàñîâñêîãî ñëó-
÷àåâ, íàéäåí ÿâíûé âèä ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà â ñëó÷àå ëîãëàïëàñîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è äîêàçàíû ñâîéñòâà èíäåêñîâ â ñëó÷àå ëîãíîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ïðî-
öåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ÷åì ñ äèñêðåòíûì. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçî-
âàí íîâûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðåíèåì ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî íåêîòî-
ðûì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ÷åðåç ñëó÷àéíûå ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè. Áåëêèíà è äð.22 ðàññìîòðåëè ïðîáëåìó èñïîëüçîâàíèÿ ôè-
íàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ ðèñêîâ ñòðàõîâàíèÿ. Ïðè ýòîì
âîçíèêàåò ñõîäíîå óðàâíåíèå.

Èçó÷åíèåì êëàñòåðîâ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåííûõ ðÿäîâ çàíèìà-
ëàñü Ìàðêîâè÷23. Îíà ïîêàçàëà, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðà êëà-
ñòåðà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïåðåìåøèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì.
Ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåëåêîììóíèêàöèÿõ, ñåéñìî-

17Kl�uppelberg C., Pergamenchtchikov S. Extremal behaviour of models with multivariate random recurrence
representation // Stochastic Processes and their Applications, 2007, � 117, p. 432�456.

18Scotto M.G., Turkman K.F. On the extremal behavior of sub-sampled solutions of stochastic di�erence
equations. // Portugaliae Math., 2002, v. 59, �3, p. 267�282.

19Mikosch T., Samorodnitsky G., Tafakori L. Fractional moments of solutions to stochastic reccurence
equation, Preprint, March 13, 2012, http://legacy.orie.cornell.edu/gennady/techreports/FractionalMoments.pdf

20Laurini F., Tawn J.A. The extremal index for GARCH(1,1) processes. // Extremes, 2012, �15, p. 511�529.
21Íîâèöêàÿ Î.Ñ., ßöàëî Å.Á. Ýêñòðåìàëüíîå ïîâåäåíèå ðåêóððåíòíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí., 2008, �5, c. 6-10.
22Áåëêèíà Ò.À., Êîíþõîâà Í.Á., Êóðêèíà À.Î. Î ïðîáëåìå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèÿìè â

äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñòðàõîâàíèÿ. I.Ðàçëè÷íûå èíâåñòèöèîííûå ñòðàòåãèè è âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ. //
Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè. 2009, ò. 16, �6, ñ. 961-981.

23Markovich N.M. Modeling clusters of extreme values. // Extremes, 2013,
http://link.springer.com/article/10.1007%2Fs10687-013-0176-3.
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ëîãèè è êëèìàòîëîãèè. Òàêæå Ìàðêîâè÷24 èññëåäîâàëà êà÷åñòâî òðàíñïîðòè-
ðîâêè ïàêåòîâ äëÿ ìóëüòèìåäèéíûõ óñëóã â îâåðëåéíûõ ñåòÿõ, ãäå ïðåâû-
øåíèå óðîâíÿ u (ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà) ïðîöåññîì Rt (ñêîðîñòè
ïåðåäà÷è ïàêåòîâ) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí ïîòåðü ïàêåòîâ ïðè ïåðåäà÷å èõ
ïî Èíòåðíåòó. Cïîñîá âûáîðà ïðîáíûõ ïàêåòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðîèç-
âîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû Èíòåðíåòà, ñëåäóÿ ïóàññîíîâ-
ñêîìó ïîòîêó, ò. å. ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè ìåæäó
çàïóñêîì ïðîáíûõ ïàêåòîâ, îïèñàí â ñòàòüå Áà÷åëëè è äð.25 Còàòüÿ Ðîáèíñî-
íà è Òàóíà26 ïîñâÿùåíà âûáîðó ìàñøòàáà äëÿ èçìåðåíèé è åãî âëèÿíèþ íà
ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñ.

Ñ ó÷åòîì âñåãî âûøåèçëîæåííîãî, èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â äèññåð-
òàöèè, ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ýêñòðåìàëüíîãî è õâîñòîâîãî èíäåêñîâ è ðàñïðåäåëåíèé ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ
ïðåâûøåíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåêóððåíò-
íûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â
äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ââåäåí íîâûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, íàçûâàåìûõ áðîóíîâñêèìè ñìåñÿ-
ìè, è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà. Íàéäåíû ðàçëè÷íûå ãðàíèöû ýêñòðåìàëü-
íîãî èíäåêñà äëÿ ñëó÷àÿ áðîóíîâñêèõ ñìåñåé. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû â ñëó÷àå òðîè÷íîãî è îáîáùåííîãî ëàïëàñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèé.

2. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ðåêóððåíòíûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîöåññà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íàáëþäàå-
ìîãî ÷åðåç ñëó÷àéíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè õâîñòîâîãî è ýêñòðåìàëü-
íîãî èíäåêñîâ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèé ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ îò ðàñïðå-
äåëåíèé êîýôôèöèåíòîâ.

4. Ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå õâîñòîâîãî è ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñîâ íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé ñ ïðèëîæåíèÿìè ê âåêòîðíî-ìàòðè÷íûì ñòîõàñòè÷å-
ñêèì óðàâíåíèÿì.

24Markovich N.M. Quality assessment of the packet transport of peer-to-peer video tra�c in high-speed
networks. // Perform. Evaluation, 2013, v. 70, �1, p. 28�44.

25Baccelli F., Machiraju S., Veitch D., Bolot J. The role of PASTA in network measurment. // Networking,
IEEE/ACM Transactions on, 2009, v. 17, �4, p. 1340 - 1353.

26Robinson M.E., Tawn J.A. Extremal analysis of processes sampled at di�erent frequencies. // Statist. Soc.,
2000, v. 62, �1, p. 117�135.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíîé àëãåáðû è âû÷èñëèòåëü-
íûå ìåòîäû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à â ïðèëîæåíèè � äëÿ èçó÷åíèÿ
ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé â ýêîíîìèêå, òåõíèêå, ïðèðîäå. Òåîðåìû èç ãëàâ 2 è 3
ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îöåíêè ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà ñëó÷àéíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ÿâíîì âèäå åãî íàéòè çàòðóäíèòåëüíî.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

� Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,
ïðîô. À. Í. Øèðÿåâà (Ìîñêâà, 2012-2013).

� Ñåìèíàðå ¾Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà è âðåìåííûå ðÿäû¿ ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîô. Þ. Í. Òþðèíà, ïðîô. Â. Í. Òóòóáàëèíà è äîö.
Ì. Â. Áîëäèíà â ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2010).

� Ñåìèíàðå ¾Ñòàòèñòèêà ýêñòðåìàëüíûõ ñîáûòèé¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Í. Ì. Ìàðêîâè÷ â Èíñòèòóòå ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ (Ìîñêâà,
2013).

� Ñåìèíàðå ¾Âåðîÿòíîñòíûå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è ñòîõàñòè÷åñêèå ìî-
äåëè â ýêîíîìèêå, ôèíàíñàõ è ñòðàõîâàíèè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ê.ô.-
ì. í. Â. È. Àðêèíà è ä.ô.-ì. í. Ý. Ë. Ïðåñìàíà â Öåíòðàëüíîì
ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå ÐÀÍ (Ìîñêâà, 2013).

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2010, 2012).

� XX Âñåðîññèéñêîé Øêîëå-êîëëîêâèóìå ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì
(Éîøêàð-Îëà, 2013).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9 ïå÷àòíûõ ðà-
áîòàõ àâòîðà, èç íèõ 3 � â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â
ñîàâòîðñòâå, íåò. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 54 íàèìåíîâàíèÿ. Îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 94 ñòðàíèöû.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáî-
òû, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû öåëè èññëåäîâàíèÿ, îïèñàíà
ñòðóêòóðà è âçàèìîñâÿçü ðàçëè÷íûõ ãëàâ, à òàêæå èçëîæåíû îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îñíîâíûì ñâîéñòâàì èíäåêñîâ.
Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû âèäà (1) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-

âèÿõ îáëàäàþò äâóìÿ âàæíûìè ñâîéñòâàìè.11 Âî-ïåðâûõ, èõ ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñòåïåííîé õâîñò, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c, κ > 0,
òàêèå, ÷òî P(Yn > x) ∼ cx−κ ïðè x → ∞, à âî-âòîðûõ, ìàêñèìóì Mn =
max{Y1, . . . , Yn} ïðè n→∞ ðàñòåò àñèìïòîòè÷åñêè, êàê ìàêñèìóì [θn] íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì, ãäå θ ∈ (0, 1) ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñòðåìàëüíûì èíäåêñîì ïðîöåññà Yn. Ñðåäíèé ðàçìåð êëàñòåðà ïðè ýòîì
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 1/θ > 1.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1.27 Ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn
ñ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) èìååò ýêñòðåìàëüíûé èí-
äåêñ θ, åñëè äëÿ ëþáîãî τ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un(τ),
÷òî:

1) nḠ(un(τ))→ τ ïðè n→∞;
2) P(Mn ≤ un(τ))→ exp(−θτ), n→∞.
Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 1 èçëîæåíû ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû è äîêàçàíû

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíäåêñàìè â ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ ïðîöåññû òèïà (1) Yn
è Ỹn c êîýôôèöèåíòàìè An è Ãn, ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ
èëè íåðàâåíñòâ ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ,
íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ àâòîð, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â ðà-
áîòå äå Õààíà è äð.11

Òåîðåìà À. Ïóñòü ïðîöåññ Yn, n ≥ 1, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è
ïóñòü

1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî κ > 0, ÷òî EAκ
1 = 1, EAκ

1 ln+A1 < ∞,
0 < EBκ

1 <∞;
2) ðàñïðåäåëåíèå B1/(1 − A1) íåâûðîæäåííîå, à ðàñïðåäåëåíèå lnA1 ïðè

óñëîâèè, ÷òî A1 6= 0, íå ðåøåò÷àòîå.
Òîãäà
1. Óðàâíåíèå Y∞

d
= A1Y∞ + B1, ãäå Y∞ è (A1, B1) íåçàâèñèìû, èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Y∞
d
=
∑∞

j=1Bj

∏j−1
i=1 Ai.

2. Åñëè â (1) ïîëîæèòü Y0
d
= Y∞, òî ïðîöåññ {Yn} ñòàöèîíàðíûé.

3. Ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè ïðîöåññà {Yn} âûïîëíåíî Yn
d→ Y∞,

n→∞.
4. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0, òàêàÿ, ÷òî P(Y∞ > x) ∼ cx−κ,

x→∞.
27Ëèäáåòòåð Ì., Ëèíäãðåí Ã., Ðîòñåí Õ. Ýêñòðåìóìû ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðîöåññîâ.

Ì.: Ìèð, 1989.

6



5. Ïðîöåññ Yn èìååò ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñ θ, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå
θ =

∫∞
1 P(

∨∞
j=1

∏j
i=1Ai ≤ y−1)κy−κ−1 dy.

Ïðè÷åì äëÿ âñåõ x > 0 èìååì limn→∞ P(n−1/κMn ≤ x) = exp(−cθ x−κ).
Äàëåå, åñëè Nn � íîðìàëèçîâàííûé ïî âðåìåíè òî÷å÷íûé ïðîöåññ ïðå-

âûøåíèé óðîâíÿ un = xn−1/κ, x > 0, è N � ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ
ñ èíòåíñèâíîñòüþ cθx−κ è ðàñïðåäåëåíèåì êðàòíîñòè òî÷åê, çàäàííîì âå-
ðîÿòíîñòÿìè πk = (θk − θk+1)/θ, k ≥ 1, ãäå

θk =

∫ +∞

1

P

( ∞∑
j=1

I
{

Πj
i=1Ai > y−1

}
= k − 1

)
κy−κ−1 dy,

â ÷àñòíîñòè θ1 = θ, òî Nn
d→ N , n→∞.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ïîâåäåíèå ïðîöåññà (1) â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíàìè An. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äâà ïðîöåññà
âèäà (1) çàäàíû ïàðàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (An, Bn) è (An, B̃n), n ≥ 1, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷åì ýòè ïàðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1, 2 òåîðåìû À, òî îáà
ïðîöåññà èìåþò îäèíàêîâûå èíäåêñû õâîñòà κ è îäèíàêîâûå ýêñòðåìàëüíûå
èíäåêñû θ, à òàêæå îäèíàêîâûå θk è πk, k ≥ 1.

Â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, íàçûâàåìûõ áðî-
óíîâñêèìè ñìåñÿìè, è äîêàçûâàþòñÿ èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò
ðàñïðåäåëåíèå BM(a, σ, F∆) è íàçûâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîé ñìå-

ñüþ, åñëè Z
d
= W

(a,σ)
∆ , ãäå W

(a,σ)
t = at+ σWt, Wt � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå

äâèæåíèå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ∆ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F∆ íåîòðèöà-

òåëüíà è íå çàâèñèò îò W
(a,σ)
t .

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà A èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå GBM(a, σ, F∆) è íàçûâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîé áðîóíîâñêîé ñìåñüþ, åñëè lnA èìååò ðàñïðåäåëåíèå BM(a, σ, F∆).

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññó áðîóíîâñêèõ ñìåñåé (àñèììåòðè÷íîãî ëàïëàñîâñêîãî, îáîáùåííûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äð.).

Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 1 ââîäèòñÿ íîâûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðåíè-
åì ïðîöåññà (1) êàê ïðîöåññà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðîìó ñòîõàñòè÷åñêî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íàáëþäàåìîãî ÷åðåç ñëó÷àéíûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü A ∼ GBM(a, σ, F∆), ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

∆ ≥ 0 è E∆−
2a
σ2

+1 < ∞, a < 0, σ > 0. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ (Xt)t≥0, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dXt = (c+ (a+ σ2/2) ·Xt) dt+ σXtdWt, X0 = x ≥ 0, (2)

ãäå W � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, c > 0, a + σ2/2 < 0, σ > 0;
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∆n
d
= ∆ íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è íå çàâèñÿò îò ïðîöåññà W ; Tn =∑n

i=1 ∆i, Yn = XTn, n ≥ 1.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû À

c An
d
= A, n ≥ 1, è èíäåêñ κ = −2a

σ2 .
Çàìå÷àíèå 1.4.1. Åñëè åñòü ïðîöåññ Yn, óäîâëåòâîðÿþùèé (1) è óñëîâèÿì

òåîðåìû À, ñ An ∼ GBM(a, σ, F∆), òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññ Ỹn ñ òåìè
æå An, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé ïðîöåññà (2)

÷åðåç ñëó÷àéíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆n
d
= ∆, è èìåþùèé òå æå κ, θ, θk è

πk, k = 1, 2, . . .
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ãðàíèö ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà ïðîöåñ-

ñà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (1), â ñëó÷àå áðîóíîâñêèõ ñìåñåé â êà÷åñòâå ðàñ-
ïðåäåëåíèé Z1 = lnA1. ×òîáû íàéòè ðàâíîìåðíóþ ãðàíèöó ýêñòðåìàëüíîãî
èíäåêñà, àâòîð ïðèìåíèëà ïîäõîä, êîòîðûé èñïîëüçîâàëà Êëþïïåëüáåðã15.
Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ââåäåíà ìàñøòàáíàÿ
ôóíêöèÿ è ìåðà ñêîðîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìóì ïðî-
öåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ (2). Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòàìè âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1.1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1.4.1 èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ îöåíêà: θ ≤ µ · 2a2

σ2 , ãäå µ = E∆1.

Òåîðåìà 2.2.1. Åñëè ∆
d
= µ∆0, ãäå E∆0 = 1, òî θ çàâèñèò òîëüêî îò

a
σ

√
µ.
Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü Z1 ∼ BM(a, σ, F∆). Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî
θ̌ ≤ θ ≤ θ̂,

ãäå θ̌ = 1 − Eeκmin(Z1+Tsup,0), θ̂ = 1 − Eeκmin(Z1,0), Tsup = supt∈[0;+∞)W
(a,σ)
t ,

W
(a,σ)
t = σWt + at, Wt � ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, a < 0, σ > 0.
Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü Z1 ∼ BM(a, σ, F∆). Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå íåðà-

âåíñòâî
θ ≤ 1− 2Φ

(a
σ

√
µ
)
,

ãäå µ = E∆.
Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà âîïðîñó íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè õâîñòîâîãî è ýêñ-

òðåìàëüíîãî èíäåêñîâ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèé ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ îò ðàñïðå-
äåëåíèé êîýôôèöèåíòîâ An è ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ.

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 3 ââîäèòñÿ íîâûé âèä ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, îñíîâàííûé íà ñõîäèìîñòè èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ìåëëèíà-Ñòèëòüåñà íà
îòðåçêå. Ïóñòü äàíû ñ. â. A è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ. â. A(m), m ≥ 1. Ïóñòü
íà [0;K], K > 0, îïðåäåëåíû è êîíå÷íû ψ(s) = EAs è ψm(s) = E(A(m))s,
m > M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí A(m)

ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå A â ñìûñëå ∗, è îáîçíà÷àòü ýòó ñõîäèìîñòü
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A(m) ∗→ A, åñëè ψm(s)→ ψ(s), m→∞, s ∈ [0;K].
Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò κ ∈ (0, K) òàêîå, ÷òî ψ(κ) = 1. Òîãäà

åñëè A(m) ∗→ A, m→∞, s ∈ [0, K], òî óðàâíåíèå ψm(s) = 1 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ m èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå κm ∈ (0, K) è κm → κ, m→∞.

Äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè äëÿ õâîñòîâîãî è ýêñòðå-
ìàëüíîãî èíäåêñîâ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ πk, k =
1, 2, . . .

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (A

(m)
n , B

(m)
n ), n ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì òåîðåìû À ïðè êàæäîì m ≥ 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {An}
òàêàÿ, ÷òî A

(m)
1

∗→ A1, m → ∞, è ñóùåñòâóåò κ ∈ (0, K), K > 0, òàêàÿ,
÷òî ψ(κ) = 1, ãäå ψ(κ) = EAκ

1. Òîãäà åñëè

θ
(m)
k =

∫ +∞

1

P

( ∞∑
j=1

I
{

Πj
i=1A

(m)
i > y−1

}
= k − 1

)
κmy

−κm−1 dy

è

θk =

∫ +∞

1

P

( ∞∑
j=1

I
{

Πj
i=1Ai > y−1

}
= k − 1

)
κy−κ−1 dy,

òî
θ

(m)
k → θk è π

(m)
k → πk, m→∞,

ãäå

π
(m)
k =

θ
(m)
k − θ(m)

k+1

θ(m)
, πk =

θk − θk+1

θ
, k,m ≥ 1.

Ïàðàãðàô 2 ãëàâû 3 ïîñâÿùåí ïðèìåðó ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåïðåðûâ-
íîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Z1 èìååò òðîè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, ôîð-
ìàëüíî íå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû À èç ðàáîòû äå Õààíà è äð.11

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 3 ðàññìîòðåí ñëó÷àé îáîáùåííîãî ëàïëàñîâñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, äëÿ íåãî íàéäåíû õâîñòîâîé è ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñû, à òàêæå
ïîñ÷èòàíî ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ.

Âåëè÷èíà Z1 èìååò îáîáùåííîå ëàïëàñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè åå ïëîò-
íîñòü ðàâíà

g(x) =

{
rαeαx, x < 0,

(1− r)βe−βx, x ≥ 0.
α, β > 0, 0 < r < 1. (3)

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü âåëè÷èíà Z1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-
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ñòüþ (3). Òîãäà ïðè r > α
α+β

κ = r(α + β)− α, θ =
κ2

rβ(α + β)
.

Äëÿ "ãðàíè÷íîãî" ñëó÷àÿ α = 0, β > 0 ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ
îêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè ãåîìåòðè÷åñêèì ñ ïàðàìåòðîì r.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ õâîñòîâîãî è ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà
íà ìíîãîìåðíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñòåïåííûìè õâîñòàìè
ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîì-
ïîíåíò âåêòîðîâ, è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé, ïðè ýòîì èíäåêñû ïðå-
âðàùàþòñÿ â ôóíêöèè îò êîýôôèöèåíòîâ. Ïîäîáíûé ïîäõîä â îòíîøåíèè
õâîñòîâîãî èíäåêñà áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå Êåñòåíà10, à â îòíîøåíèè ýêñòðå-
ìàëüíîãî èíäåêñà � â ðàáîòå Êëþïïåëüáåðã è Ïåðãàìåíùèêîâà16.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Y

(1)
n , Y

(2)
n , . . . , Y

(l)
n , n ≥ 1, l ≥ 1, èìåþùèå ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ

èíäåêñàìè õâîñòîâ κ1, . . . , κl ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

P(Y (i)
n > x) ∼ c(i)x−κi, x→∞,

ãäå c(i) � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, i = 1, . . . , l. Ïóñòü θi � ýêñòðåìàëüíûå èí-
äåêñû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Y (i)

n , i = 1, . . . , l, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yn(z) = z1Y
(1)
n + . . . zlY

(l)
n , z1, . . . , zl > 0.

Îáîçíà÷èì κ(z) è θ(z) � åå õâîñòîâîé è ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñû ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü κ1 < κi, i = 2, . . . , l. Òîãäà

κ(z) = κ1 è θ(z) = θ1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y (1)
n , . . . , Y (l)

n íåçàâèñèìû, èìåþò
îäèíàêîâûå õâîñòîâûå èíäåêñû κ1 = . . . = κl = κ è ýêñòðåìàëüíûå èíäåêñû
θ1, . . . , θl. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y ∗n (z) = max(z1Y

(1)
n , . . . , zlY

(l)
n ) è

Yn(z) = z1Y
(1)
n + . . .+ zlY

(l)
n , z1, . . . , zl > 0.

Òåîðåìà 4.2.1. Ýêñòðåìàëüíûå èíäåêñû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Y ∗n (z) è
Yn(z) ñîâïàäàþò è ðàâíû

θ(z) =
c(1)zκ1

c(1)zκ1 + . . .+ c(l)zκl
θ1 + . . .+

c(l)zκl
c(1)zκ1 + . . .+ c(l)zκl

θl.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ õâîñòîâîãî è
ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàííûõ
âåêòîðíî-ìàòðè÷íûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ, êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòó À. Â. Ëåáåäåâó çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó ïðè ðàáîòå íàä äèññåð-
òàöèåé.
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