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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðóïï ãîëîíî-

ìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ñóïåðìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ
íèìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïîíÿòèå ãðóïïû ãîëîíîìèè âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Ý.Êàðòàíà1,
îí èñïîëüçîâàë ãðóïïû ãîëîíîìèè äëÿ êëàññèôèêàöèè ðèìàíîâûõ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ2. Ãðóïïà ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû Ëè ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùåé èç
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïåòåëü â ýòîé òî÷êå. ×àùå
âñåãî ðàññìàòðèâàþò ñâÿçíóþ ãðóïïó ãîëîíîìèè, ò.å. êîìïîíåíòó åäèíèöû
ãðóïïû ãîëîíîìèè, äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íóæíî ðàññìîòðåòü ïàðàëëåëüíûå
ïåðåíîñû âäîëü ñòÿãèâàåìûõ ïåòåëü. Àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå
ãîëîíîìèè, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè. Ãðóïïà ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìà-
íîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíî-
ñòè Ëåâè-×èâèòà; îíà äàåò èíôîðìàöèþ î òåíçîðå êðèâèçíû è î ïàðàëëåëü-
íûõ ñå÷åíèÿõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ìíîãîîáðàçèåì òà-
êèõ, êàê òåíçîðíîå ðàññëîåíèå èëè ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ Áåðæå ñâÿçíûõ íåïðèâî-
äèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿç-
íàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè n-ìåðíîãî íåðàçëîæèìîãî, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ëîêàëüíî
ñèììåòðè÷åñêèì, ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå:
SO(n), U(m), SU(m) (n = 2m), Sp(m), Sp(m) · Sp(1) (n = 4m), Spin(7),
(n = 8), G2 (n = 7). Áåðæå ïîëó÷èë ëèøü ñïèñîê âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíî-
ìèè, è âîçíèêëà çàäà÷à ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ êàæäîé
èç ýòèõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâåëî ê çíàìåíèòîé òåîðåìå
Êàëàáè-ßó. Òîëüêî â 1987 ãîäó Áðàéíò4 ïîñòðîèë ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèè Spin(7) è G2. Òàêèì îáðàçîì, íà ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è ïîòðåáîâàëîñü áîëåå òðèäöàòè ëåò. Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ äå Ðà-
ìà ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ê ñëó÷àþ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè5.

1�E. Cartan, Les groupes r�eels simples �nis et continus, Ann. Scient. Ecol. Norm. Sup. 31
(1914) 263�355.

2�E. Cartan, Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann, Bull. Soc. math. France 54
(1926) 214�264.

3M. Berger, Sur les groupers d'holonomie des vari�et�es �aconnexion a�ne et des vari�et�es
riemanniennes, Bull. Soc. Math. France. 83 (1955) 279�330.

4R. Bryant, Metrics with exceptional holonomy, Ann. of Math. 126 (2) (1987) 525�576.
5G. de Rham, Sur la r�eductibilit�ed'um espace de Riemann, Comm. Math. Helv. 26 (1952)

328�344.
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Íåðàçëîæèìûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè (ò.å. îòëè÷íû-
ìè îò SO(n)) ãðóïïàìè ãîëîíîìèè èìåþò âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Ìíîãîîáðàçèÿ ñ áîëüøèíñòâîì èç ýòèõ ãðóïï ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿìè Ýéíøòåéíà èëè Ðè÷÷è-ïëîñêèìè è äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíûå ñïè-
íîðíûå ïîëÿ. Áëàãîäàðÿ ýòèì ñâîéñòâàì, ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöè-
àëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (â òåîðèè ñòðóí, òåîðèè ñóïåðñèììåò-
ðèè è M-òåîðèè)6,7,8,9,10,11. Â ñâÿçè ñ ýòèì, çà ïîñëåäíèå 20 ëåò ïîÿâèëîñü
ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèé ïîëíûõ è êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî
ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè, íàïðèìåð10,12,13.

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, à â ïåðâóþ î÷åðåäü, ëîðåíöåâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ Áåðæå ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï
ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé14. Îäíàêî, â ñëó÷àå ïñåâäîðè-
ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé íåäîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðèâîäèìûå
ãðóïïû ãîëîíîìèè. Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ Âó15 ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ñâÿçíûõ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Ñëàáî íåïðèâî-
äèìàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè íå ñîõðàíÿåò íèêàêîå íåâûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ãðóïïà ãîëî-
íîìèè ìîæåò ñîõðàíÿòü âûðîæäåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ãîëîíîìèè íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé, â ÷åì
è çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü.

Äîëãîå âðåìÿ èìåëèñü ëèøü ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ ãîëîíîìèè ÷åòûðåõ-
6Ä. Â. Àëåêñååâñêèé, Ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà ñ íåîáû÷íûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè,

Ôóíê. àí. ïðèë. 2 (2) (1968) 1�10.
7À. Áåññå, Ìíîãîîáðàçèÿ Ýíøòåéíà. Ïåð. ñ àíãë. Ò. 2. Ì.: Ìèð, 1990.
8S. Cecotti, A Geometric Introduction to F-Theory, Lectures Notes, SISSA, 2010.
9S. S. Gubser, Special holonomy in string theory and M-theory, Strings, branes and extra

dimensions. TASI 2001, 197�233, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2004.
10D.Joyce, Riemannian holonomy groups and calibrated geometry. Oxford Uni. Press, 2007.
11B. McInnes, Methods of holonomy theory for Ricci-�at Riemannian manifolds, J. Math.

Phys. 32 (4) (1991) 888�896.
12ß. Â. Áàçàéêèí, Å. Ã. Ìàëüêîâè÷, Ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2, ñâÿçàííûå ñ

3-ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì, Ñèá. ìàòåì. æóðí. 49 (1) (2008) 3�7.
13Ä. Â. Åãîðîâ, QR-ïîäìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîâû ìåòðèêè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè G2,

Ìàòåì. çàìåòêè 90 (5) (2011) 781�784.
14ñì. ñíîñêó 3 íà ñ. 1.
15H. Wu, On the de Rham decomposition theorem, Illinois J. Math. 8 (1964) 291�311.
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ìåðíûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé16,17,18,19,20. Òîëüêî â 1993 ãîäó Áåðàðä-
Áåðæåðè è Èêåìàêõåí ñäåëàëè ïåðâûé øàã ê êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï
ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè21. Îíè ïî-
ëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïðèâîäè-
ìûìè, ïîäàëãåáð ëîðåíöåâîé àëãåáðû Ëè so(1, n). Äðóãîé âàæíûé øàã ê
êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñäåëàë
Ëàéñòíåð22, à çàâåðøàåò ýòó êëàññèôèêàöèþ íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëàáî íåïðèâîäèìûìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ
íåïðèâîäèìûìè, ãðóïïàìè ãîëîíîìèè äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþò òàêæå ìíîãîîá-
ðàçèÿìè Âîëêåðà23. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ èçó÷àþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàáî-
òàõ, íàïðèìåð23,24,25, à òàêæå â ôèçè÷åñêèõ ðàáîòàõ26,27,28. Â ÷àñòíîñòè, â
ðàáîòàõ29,30,31 âûðàæàåòñÿ íàäåæäà, ÷òî ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöè-
àëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè íàéäóò ïðèìåíåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êå, íàïðèìåð, â M-òåîðèè è òåîðèè ñòðóí. Ýòî ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü

16Â.Â.Àñòðàõàíöåâ, Î ãðóïïàõ ãîëîíîìèè ÷åòûðåõìåðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, Ìàòåì. çàìåòêè 9 (1) (1971) 59�66.

17R. Ghanam, G. Thompson, Two special metrics with R14-type holonomy, Class. Quantum
Grav. 18 (2001) 2007�2014.

18T. Jacobson, J. D. Romano, The spin holonomy group in general relativity, Comm. Math.
Phys. 155 (2) (1993) 261�276.

19G. S. Hall, D. P. Lonie, Holonomy groups and spacetimes, Class. Quantum Grav. 17 (6)
(2000) 1369�1382.

20R. P. Kerr, J. N. Goldberg, Some applications of the in�nitesimal-holonomy group to the
Petrov classi�cation of Einstein spaces, J. Math. Phys. 2 (1961) 327�332.

21L. Berard-Bergery, À. Ikemakhen, On the Holonomy of Lorentzian Manifolds, Proceeding
of symposia in pure math. 54 (1993) 27�40.

22T. Leistner, On the classi�cation of Lorentzian holonomy groups, J. Di�erential Geom.
76 (3) (2007) 423�484.

23M. Brozos-V�azquez et al, The geometry of Walker manifolds, Synthesis Lectures on
Mathematics and Statistics 5. Williston: Morgan & Claypool Publishers, 2009.

24R. Bryant, Pseudo-Riemannian metrics with parallel spinor �elds and vanishing Ricci
tensor, S�emin. Congr., 4, Soc. Math. France, 2000, 53�94.

25R. Schimming, Riemannsche R�aume mit ebenfrontiger und mit ebener Symmetrie, Math.
Nachr. 59 (1974) 129�162.

26J. M. Figueroa-O'Farrill, Breaking the M-waves, Class. Quantum Grav. 17 (15) (2000)
2925�2947.

27J. Grover at. al., Gauduchon-Tod structures, Sim holonomy and de Sitter supergravity,
J. High Energy Phys. 7 (2009) 069.

28K. Sfetsos, D. Zoakos, Supersymmetry and Lorentzian holonomy in various dimensions,
J. of High Energy Physics 9 (2004) 10�27.

29J. Brannlund, A. Coley, S. Hervik, Supersymmetry, holonomy and Kundt spacetimes,
Class. Quantum Grav. 25 (2008) 195007, 10 pp.

30G. W. Gibbons, C. N. Pope, Time-Dependent Multi-Centre Solutions from New Metrics
with Holonomy Sim(n− 2), Class. Quantum Grav. 25 (2008) 125015, 21pp.

31Ñì. ññûëêó 8 íà ñ. 2.

3



èçó÷åíèÿ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Êðîìå íàñòîÿùåé ðàáîòû ýòîìó ïîñâÿùåíû ðà-
áîòû32,33,34,35,36,37,38.

Òåîðèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé âîçíèêëà ïîñëå îòêðûòèÿ òåîðåòè÷åñêèìè
ôèçèêàìè ñóïåðñèììåòðèè39,40. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ èíòåðåñ ê ðè-
ìàíîâûì ñóïåðìíîãîîáðàçèÿì41,42,43,44. Â ÷àñòíîñòè ê ñóïåðìíîãîîáðàçèÿì
Êàëàáè-ßó45, êîòîðûå, êàê ìû óâèäèì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðèìàíîâû ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè, ñîäåðæàùèìèñÿ â ñóïåðàëãåáðå
Ëè su(p0, q0|p1, q1).

Âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ ãðóïï ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé íà ñóïåðìíîãî-
áðàçèÿõ, à â ïåðâóþ î÷åðåäü � ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé. Äî íàñòîÿùåé ðàáîòû îòñóòñòâîâàëî îïðåäåëåíèå ãðóïïû ãîëîíîìèè,
êîòîðîå áû áûëî ïðÿìûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îáû÷íîé ãðóïïû ãîëîíîìèè
è ñîõðàíÿëî áû åå ñâîéñòâà. Òåîðåòè÷åñêèå ôèçèêè èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå
ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé46,47, îäíàêî îíè ðàññìàòðèâàëè ãðóï-
ïó ãîëîíîìèè êàê ãðóïïó ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Êàòåãîðíûå ñîîáðàæå-

32H. Baum, Holonomy groups of Lorentzian manifolds � a status report, In: Global
Di�erential Geometry, eds. C.B�ar, J. Lohkamp and M. Schwarz, 163�200, Springer
Proceedings in Mathematics 17, Springer-Verlag, 2012.

33H. Baum, O. M�uller, Codazzi spinors and globally hyperbolic manifolds with special
holonomy, Math. Z. 258 (1) (2008) 185�211.

34H. Baum, K. L�arz, T. Leistner, On the full holonomy group of special Lorentzian
manifolds, http://arXiv:1204.5657.

35ß. Â. Áàçàéêèí, Ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèå ëîðåíöåâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñïåöèàëü-
íûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè, Ñèá. ìàòåì. æóðí. 50 (4) (2009) 721�736.

36Ch. Boubel, On the holonomy of Lorentzian metrics, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. 16
(3) (2007) 427�475.

37T. Krantz, Kaluza-Klein-type metrics with special Lorentzian holonomy, J. Geom. Phys.
60 (1) (2010) 74�80.

38T. Leistner, Lorentzian manifolds with special holonomy and parallel spinors, Rend. Circ.
Mat. Palermo (2) Suppl. 69 (2002) 131�159.

39Ä. À. Ëåéòåñ, Ââåäåíèå â òåîðèþ ñóïåðìíîãîîáðàçèé, ÓÌÍ 35 (1) (1980) 3�57.
40Þ. È. Ìàíèí, Êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ è êîìïëåêñíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ì.: Íàóêà, 1984.
41M. Asorey, P. M. Lavrov, Fedosov and Riemannian supermanifolds, J. Math. Phys. 50

(1) (2009) 013530, 16 pp.
42D. V. Alekseevsky, V. Cort�es, C. Devchand and U. Semmelmann, Killing spinors are

Killing vector �elds in Riemannian supergeometry, J. Geom. Phys. 26 (1�2) (1998) 37�50.
43O. Goertsches, Riemannian Supergeometry, Math. Z. 260 (3) (2008) 557�593.
44D. A. Leites, E. Poletaeva, V. Serganova, On Einstein equations on manifolds and

supermanifolds, J. Nonlin. Math.Phys. 9(4) (2002) 394�425.
45M. Ro�cek, N. Wadhwa, On Calabi-Yau supermanifolds, Adv. Theor. Math. Phys. 9 (2)

(2005) 315�320.
46Â. Ï. Àêóëîâ, Ä. Â. Âîëêîâ, Â. À. Ñîðîêà, Î êàëèáðîâî÷íûõ ïîëÿõ íà ñóïåðïðî-

ñòðàíñòâàõ ñ ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 22 (7) (1975) 396�399.
47Â. Ï. Àêóëîâ, Ä. Â. Âîëêîâ, Â. À. Ñîðîêà, Îá îáùåêîâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ êàëèáðî-

âî÷íûõ ïîëåé íà ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 31 (1) (1977) 12�22.
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íèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ñóïåðìíîãîîáðàçèè
äîëæíà áûòü ñóïåðãðóïïîé Ëè, à ñóïåðãðóïïà Ëè íå îïèñûâàåòñÿ ñâîèìè
òî÷êàìè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷èñòî íå÷åòíîå ñóïåðìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿç-
íîñòüþ. Òàêîå ñóïåðìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó òî÷êó ñ äîïîë-
íèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, ïîýòîìó èìååòñÿ òîëüêî îäíà (òðèâèàëüíàÿ) ïåòëÿ,
òåì íå ìåíåå, ñâÿçíîñòü ìîæåò áûòü íåïëîñêîé, à çíà÷èò ãðóïïà ãîëîíîìèè
äîëæíà áûòü íåòðèâèàëüíîé.

Äàëåå, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Â ðàáîòå48 àâòîðû ïèøóò: ½Âîïðîñ âûáîðà ãðóïïû ãîëîíîìèè ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìîìåíòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæà-
íèÿ òåîðèè, èñïîëüçóþùåé èäåþ îáùåêîâàðèàíòíîãî ðàññìîòðåíèÿ.� Îäíàêî
âûáèðàòü ìîæíî òîëüêî èç ñïèñêà âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè, à äëÿ ýòîãî
íóæíà êëàññèôèêàöèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êëàññèôèêàöèè ñâÿç-
íûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è åå ïðèìåíåíèé, à òàêæå
ñîçäàíèå òåîðèè ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé è ïîëó÷åíèå êëàññè-
ôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãî-
îáðàçèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1) Ïîëó÷åíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êëàññèôèêàöèè Áåðàðäà-
Áåðæåðè è Èêåìàêõåíà ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð ëîðåíöåâîé àëãåá-
ðû Ëè.
2) Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå òåíçîðà êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ Âîëêåðà.
3) Ïîñòðîåíû ìåòðèêè, ðåàëèçóþùèå âñåõ êàíäèäàòîâ â àëãåáðû ãîëîíîìèè
ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.
4) Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé
Ýéíøòåéíà, íàéäåí ñïîñîá óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîñòðîåíû
ïðèìåðû ìåòðèê Ýéíøòåéíà ñïåöèàëüíîãî âèäà.
5) Êëàññèôèöèðîâàíû ðèìàíîâû è ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå
ëîêàëüíûå ðåêóððåíòíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ â òåðìèíàõ èõ àëãåáð ãîëîíîìèè.
6) Ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.
7) Ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ 2-ñèììåòðè÷åñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé.
8) Îïðåäåëåíû ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷-
êàõ íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè; ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ãðóïïû îáëàäàþò áîëü-

48Ñì. ññûëêó 47 íà ñ. 4.
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øèíñòâîì ñâîéñòâ ãðóïï ãîëîíîìèè îáû÷íûõ ìíîãîîáðàçèé.
9) Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ îäíîãî êëàññà íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè
ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðà-
áîòû. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ñíàáæåíû
äîêàçàòåëüñòâàìè è ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû.

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè ëîðåíöåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé è ñóïåðìíîãîîáðàçèé ñ êàæäîé èç âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû òàêæå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå,
íàïðèìåð, â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òåîðèè ñòðóí, òåîðèè ñóïåðãðàâèòàöèè
è M-òåîðèè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïðî-
ñòûõ ãðóïï Ëè è ñóïåðãðóïï Ëè, ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï ãî-
ëîíîìèè, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ñóïåðãåîìåòðèè, à òàêæå ìåòîä
èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû òåíçîðà êðèâèçíû, ðàçâèòûé äèññåðòàíòîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü:
Íà êîíôåðåíöèÿõ:
Íà ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ� (Êàçàíü,

2002, 2005, 2007 ãã.).
Íà åæåãîäíîé íàó÷íîé àïðåëüñêîé êîíôåðåíöèè ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
(àïðåëü 2003, 2004, 2005 ãã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Shimura varieties, lattices and
symmetric spaces� (Àñêîíà, Øâåéöàðèÿ, ìàé 2004 ã.).

Íà ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Arithmetic and Geometry� (Êîðèí, Ãåð-
ìàíèÿ, ìàé 2005 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Geometry and Physics� (Ñðíè,
×åõèÿ, ÿíâàðü 2008, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 ãã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è îáùåé àëãåáðû�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà Â.Â. Âàãíåðà (Ñàðàòîâ, íîÿáðü 2008 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè�,
ïîñâÿùåííîì 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà Â.Â. Âèøíåâñêîãî (Êà-
çàíü, íîÿáðü 2009 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Petrov 2010 Anniversary
Symposium on General Relativity and Gravitation� ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À.Ç. Ïåòðîâà (Êàçàíü, íîÿáðü 2010 ã.).
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Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½XIII International Conference
Geometry, Integrability and Quantization� (Ñâ. Êîíñòàíòèíà è Åëåíû, Áîëãà-
ðèÿ, èþíü 2011 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½IV Congress of the Turkic
World Mathematical Society� (Áàêó, Àçåðáàéäæàí, èþëü 2011 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Di�erential geometry and its
applications� (Áðíî, ×åõèÿ, àâãóñò 2010, àâãóñò 2013 ãã.).

Íà êîíôåðåíöèÿõ â êà÷åñòâå ïðèãëàøåííîãî äîêëàä÷èêà:
Íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ½Holonomy Groups and Applications in

String Theory� (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, èþëü 2008 ã.).
Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Contributions in Di�erential

Geometry: a round table in occasion of the 65th birthday of Lionel Berard
Bergery� (Ëþêñåìáóðã, Ñåíòÿáðü 2010 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Symmetries in Di�erential
Geometry and Mathematical Physics� in honor of D.V. Alekseevsky (Ëþêñåì-
áóðã, ñåíòÿáðü 2012 ã.).

Íà ëåòíåé øêîëå ½Summer school on Di�erential Geometry and
Supersymmetry� (2 ëåêöèè, 2 ñåìèíàðà, Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, ñåíòÿáðü 2012 ã.).

Íà ñåìèíàðàõ:
Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â óíèâåðñèòåòå èì. Ãóì-

áîëüäòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Õåëüãè Áàóì (Áåðëèí, èþíü 2003, äåêàáðü
2003, àïðåëü 2005, èþíü 2007, äåêàáðü 2009, èþíü 2010 ãã.).

Â èíñòèòóòå Åðâèíà Øðåäèíãåðà (Âåíà, Àâñòðèÿ, íîÿáðü 2005 ã.).
Íà çàñåäàíèè êàôåäðû ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-

ñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Á.Í. Øàïóêîâà (äåêàáðü 2005 ã.).
Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â óíèâåðñèòåòå Ìàñàðèêà

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Èâàíà Êîëàðæà (Áðíî, ×åõèÿ, ìàé 2007, ìàé 2008,
àïðåëü 2009, äåêàáðü 2010, àïðåëü 2011, îêòÿáðü 2012, àïðåëü 2013 ãã.).

Íà ½Öåíòðàëüíî-Åâðîïåéñêîì Ñåìèíàðå� ïî ãåîìåòðèè (Áðíî, Òåëü÷, Ìè-
êóëîâ, ×åõèÿ, àïðåëü 2007, íîÿáðü 2007, ôåâðàëü 2008, íîÿáðü 2008, íîÿáðü
2009, àïðåëü 2010, íîÿáðü 2010, ìàé 2011, íîÿáðü 2011, íîÿáðü 2012 ãã.).

Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ñåìèíàðå ãàìáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ãàìáóðã, Ãåð-
ìàíèÿ, íîÿáðü 2007 ã.).

Íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè â ñòîêãîëüìñêîì óíèâåðñèòåòå ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô. Ñ.À. Ìåðêóëîâà (Ñòîêãîëüì, Øâåöèÿ, íîÿáðü 2008 ã.).

Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ãàìáóðãñêîãî óíèâåðñè-
òåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Âèñåíòý Êîðòåñà (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, èþíü
2010 ã.).
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Íà çàñåäàíèè Êàôåäðû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè Êàçàí-
ñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) Ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
À.Â. Àìèíîâîé (1 ôåâðàëÿ 2012 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêî-
âîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À.Ò. Ôîìåíêî, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò (19 íîÿáðÿ 2012 ã., 16 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. È.À. Òàéìàíîâà, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè Ñèáèðñêîãî
îòäåëåíèÿ ÐÀÍ (18, 21 ôåâðàëÿ 2013 ã.).

Â ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì öåíòðå èì. Øòåôàíà Áàíàõà Ïîëü-
ñêîé àêàäåìèè íàóê (Âàðøàâà, Ïîëüøà, 4 îêòÿáðÿ 2013 ã.).

Íà çàñåäàíèè êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ïîä
ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À.Ò. Ôîìåíêî, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò (9 îêòÿáðÿ 2013 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�32].
Ðàáîòû [1�8] îïóáëèêîâàíû â ðîññèéñêèõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ðàáîòû
[9�20] îïóáëèêîâàíû â èíîñòðàííûõ æóðíàëàõ, öèòèðóåìûå â áàçå Scopus,
ò.å. èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ðàáîòû [21,22] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàâû â êíèãàõ.
Ðàáîòû [11,13,18,21,22] ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè; ðàáîòû [11,18] ïîëó÷åíû â
ïðîöåññå íåðàçäåëèìîé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè àâòîðîâ; â ðàáîòå [13] ñî-
èñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåéíà ñ
íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé; ðàáîòû [21,22] íîñÿò îáçîðíûé õà-
ðàêòåð.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
ðàçäåëåííûõ íà 13 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïàðàãðàôû ðàçäåëå-
íû íà ïóíêòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 245 ñòðàíèöàõ òåêñòà, áèáëèîãðà-
ôèÿ ñîäåðæèò 186 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè ãðóïï ãîëî-

íîìèè ðèìàíîâûõ è ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå
çàäà÷è, à òàêæå îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå ñîäåðæà-
íèå äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè àëãåáð ãîëîíîìèè è òåí-
çîðîâ êðèâèçíû ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëàãàþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï
ãîëîíîìèè, ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå òåîðåìû, à òàêæå ðåçóëü-
òàòû Áåðæå î êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ
è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Â ïàðàãðàôå 1.2 ìû ïðèñòóïàåì ê èçó÷åíèþ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåí-
öåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì ñâÿçíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g)
ðàçìåðíîñòè n + 2 ≥ 4. Îòîæäåñòâèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â íåêîòî-
ðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñ ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî R1,n+1. Áóäåì
îáîçíà÷àòü ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî íà R1,n+1 ñèìâîëîì g. Òîãäà àëãåáðà ãîëî-
íîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â ýòîé òî÷êå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäàëãåáðîé
ëîðåíöåâîé àëãåáðû Ëè so(1, n+1). Ñîãëàñíî òåîðåìå Âó, (M, g) íå ÿâëÿåò-
ñÿ ëîêàëüíî ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ⊂ so(1, n + 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà.
Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g ⊂ so(1, n + 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè g � íåïðèâîäèìà, òî g = so(1, n + 1). Èòàê, ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g ⊂ so(1, n+1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðè-
âîäèìîé, òîãäà g ñîõðàíÿåò íåêîòîðóþ èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ ` ⊂ R1,n+1. Çà-
ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé èçîòðîïíûé âåêòîð p ∈ `, òîãäà ` = Rp. Çàôèêñè-
ðóåì êàêîé-ëèáî èçîòðîïíûé âåêòîð q òàêîé, ÷òî g(p, q) = 1. Ïîäïðîñòðàí-
ñòâî E ⊂ R1,n+1, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðàì p è q � åâêëèäîâî; ÷àùå âñåãî
áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Rn. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Ïîëó÷àåì áàçèñ Âèòòà p, e1, . . . , en, q ïðîñòðàíñòâà
R1,n+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç so(1, n + 1)Rp ïîäàëãåáðó â so(1, n + 1), ñîõðàíÿþùóþ
èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ Rp. Àëãåáðà Ëè so(1, n+ 1)Rp ìîæåò áûòü îòîæäåñòâ-
ëåíà ñî ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé Ëè:

so(1, n+ 1)Rp =


 a X t 0

0 A −X
0 0 −a

∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, X ∈ Rn, A ∈ so(n)

 .

Îòîæäåñòâèì ìàòðèöó, ïðèâåäåííóþ âûøå, ñ òðîéêîé (a,A,X). Ïîëó÷àåì
ðàçëîæåíèå so(1, n+1)Rp = (R⊕so(n))nRn. Ïóñòü SO0(1, n+1)Rp � ñâÿçíàÿ
ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè SO(1, n + 1), ñîõðàíÿþùàÿ èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ
Rp. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n) èìååì ðàçëîæåíèå
h = h′⊕ z(h), ãäå h′ = [h, h] åñòü êîììóòàíò h, à z(h) � öåíòð h. Ñëåäóþùóþ
òåîðåìó äîêàçàëè Áåðàðä-Áåðæåðè è Èêåìàêõåí49.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n + 1)Rp � ñëàáî íåïðèâîäèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ
òèïîâ:

Òèï 1. g1,h = (R⊕ h) n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà;

49Ñì. ññûëêó 21 íà ñ.3
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Òèï 2. g2,h = h n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà;

Òèï 3. g3,h,ϕ = {(ϕ(A), A, 0)|A ∈ h} n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà ñ
óñëîâèåì z(h) 6= {0} è ϕ : h → R � íåíóëåâîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
ñî ñâîéñòâîì ϕ|h′ = 0;

Òèï 4. g4,h,m,ψ = {(0, A,X + ψ(A))|A ∈ h, X ∈ Rm}, ãäå èìååò ìåñòî
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Rn = Rm ⊕ Rn−m òàêîå, ÷òî h ⊂ so(m),
dim z(h) ≥ n −m è ψ : h → Rn−m � ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå ñî ñâîéñòâîì ψ|h′ = 0.

Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) àññîöèèðîâàííàÿ, âûøå ñî ñëàáî íåïðèâîäèìîé
ïîäàëãåáðîé g ⊂ so(1, n+ 1)Rp, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ÷àñòüþ àëãåáðû
Ëè g. Ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû � àëãåáðàè÷åñêîå è íå
äàåò íèêàêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ àëãåáð. Ìû ïðèâîäèì ãåîìåòðè-
÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà âìåñòå ñ íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèåé.
Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [8, 32, 30].

Òåîðåìà 1.2.2. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï Ëè
SO0(1, n + 1)Rp ' Sim0(n), ãäå Sim0(n) � ñâÿçíàÿ ãðóïïû Ëè ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîäîáèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå,
ñëàáî íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû Ëè â SO0(1, n + 1)Rp ñîîòâåòñòâóþò
òðàíçèòèâíûì ïîäãðóïïàì Ëè â Sim0(n).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç50, ìîæíî ëåãêî êëàññèôèöèðîâàòü ñâÿçíûå
òðàíçèòèâíûå ïîäãðóïïû â Sim0(n). Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè
so(1, n+ 1)Rp ÷åðåç sim(n).

Â ïàðàãðàôå 1.3 ìû èçó÷àåì òåíçîðû êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåìûõ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì Ëàéñòíåðà ýòî ïðèâîäèò ê
êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [1, 20, 22].

Ïóñòü g ⊂ sim(n) � ïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ êðèâèçíû R(g)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî 2-ôîðì íà R1,n+1 ñî çíà÷åíèÿìè â g, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òîæäåñòâó Áüÿíêè

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ R1,n+1.

Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàë Áåðæå. Åñëè g ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ îá-
ðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà R(g), òî g íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå. Àë-
ãåáðû ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Áåð-
æå, ïîýòîìó àëãåáðû Áåðæå ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè â àëãåáðû ãîëîíîìèè.

50Ä. Â. Àëåêñååâñêèé, Îäíîðîäíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû,
Ìàò. ñáîðí. 96 (1) (1975) 93�117.
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Äëÿ ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâîì ñëàáûõ òåíçîðîâ
êðèâèçíû P(h) êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé P : Rn → h, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó g(P (X)Y, Z) + g(P (Y )Z,X) + g(P (Z)X, Y ) = 0,
X, Y, Z ∈ Rn. Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) íàçûâàåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå,
åñëè îíà ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà P(h).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ
ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð g ⊂ sim(n).

Òåîðåìà 1.3.1.Êàæäûé òåíçîð êðèâèçíû R ∈ R(g1,h) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí ýëåìåíòàìè λ ∈ R, ~v ∈ Rn, R0 ∈ R(h), P ∈ P(h), T ∈ �2Rn ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

R(p, q) =(λ, 0, ~v), R(X, Y ) = (0, R0(X, Y ), P (Y )X − P (X)Y ),

R(X, q) =(g(~v,X), P (X), T (X)), R(p,X) = 0, X, Y ∈ Rn.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì èçîìîðôèçì R(g1,h) ' R⊕Rn ⊕�2Rn ⊕R(h)⊕P(h)
h-ìîäóëåé. Äàëåå,

R(g2,h) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, ~v = 0},
R(g3,h,ϕ) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, R0 ∈ R(kerϕ), g(~v, ·) = ϕ(P (·))},

R(g4,h,m,ψ) = {R ∈ R(g2,h)|R0 ∈ R(kerψ), prRn−m ◦T = ψ ◦ P}.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îðòîãîíàëüíàÿ
÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)
òàêàÿ, ÷òî åå îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.1 ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè àëãåáð Áåðæå äëÿ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñëàáîé àëãåáðû Áåðæå h ⊂ so(n) ñóùå-
ñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Rn = Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rns ⊕ Rns+1 (1.5)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå h â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ

h = h1 ⊕ · · · ⊕ hs ⊕ {0}, (1.6)

ïðè ýòîì hi(Rnj) = 0 ïðè i 6= j, hi ⊂ so(ni) è ïðåäñòàâëåíèå hi íåïðèâîäèìî
â Rni. Ïðè ýòîì h ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà àëãåáðà hi ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå ïðè âñåõ i = 1, ..., s.
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Èòàê, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûå ñëàáûå àëãåáðû Áåðæå
h ⊂ so(n). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðèâîäèìûå
àëãåáðû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî äàëåêî íåòðèâèàëüíîå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷èë Ëàéñòíåð51.

Òåîðåìà 1.3.3. Âñÿêàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Íèæå ìû åùå îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Èç ñëåäñòâèÿ 1.3.1
è òåîðåìû 1.3.3 ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ íåïðèâîäèìûìè, àëãåáð Áåðæå g ⊂ sim(n).

Òåîðåìà 1.3.4. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n+ 1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäè-
ìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå
h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Âñÿêîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n)
(ëîêàëüíî) äîïóñêàåò ðàñïðåäåëåíèå ` èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ. Ýòè ìíîãîîáðà-
çèÿ íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Âîëêåðà52. Íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè (M, g)
ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà g èìå-
åò âèä

g = 2dvdu+ h+ 2Adu+H(du)2, (1.12)

ãäå h = hij(x
1, ..., xn, u)dxidxj � ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò

ïàðàìåòðà u, A = Ai(x
1, . . . , xn, u)dxi � ñåìåéñòâî 1-ôîðì, çàâèñÿùèõ îò u,

à H � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàM . Â ïóíêòå 1.3.2 ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû äëÿ
íàõîæäåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû è òåíçîðà Ðè÷÷è ìåòðèêè Âîëêåðà.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ìû âû÷èñëÿåì ïðîñòðàíñòâà P(h), ÷òî äàåò ïîë-
íóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ àëãåáð ãîëîíîìèè
g ⊂ sim(n). Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí [14].

Ïóñòü h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Ðàññìîòðèì h-ýêâèâàðè-
àíòíîå îòîáðàæåíèå R̃ic : P(h) → Rn, R̃ic(P ) =

∑n
i=1 P (ei)ei. Îáîçíà÷èì

çà P0(h) ÿäðî îòîáðàæåíèÿ R̃ic. Ïóñòü P1(h) � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â P(h). Òàêèì îáðàçîì, P(h) = P0(h)⊕P1(h). Ïðîñòðàí-
ñòâà P(h) äëÿ h ⊂ u(n2 ) íàéäåíû â53. Â ïóíêòå 1.4.3 íàéäåíû ïðîñòðàíñòâà
P(h) äëÿ îñòàëüíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ ýòîãî
ìû ðàññìàòðèâàåì âñå âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè ðè-
ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé h ⊂ so(n) (âêëþ÷àÿ àëãåáðû ãîëîíîìèè ñèììåòðè-

51Ñì. ññûëêó 21 íà ñ. 3.
52Ñì. ññûëêó 22 íà ñ. 3.
53Ñì. ññûëêó 21 íà ñ. 3.
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÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ) è ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ â òåðìèíàõ âåñîâ
ïðåäñòàâëåíèé. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà 1.4.1 (äëÿ êîìïàêò-
íîé àëãåáðû Ëè h âûðàæåíèå VΛ îáîçíà÷àåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå h,
îïðåäåëÿåìîå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè h⊗C ñî ñòàðøèì
âåñîì Λ; ((�2(Cm)∗⊗Cm)0 îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî â �2(Cm)∗⊗Cm, ñî-
ñòîÿùåå èç òåíçîðîâ òàêèõ, ÷òî ñâåðòêà âåðõíåãî èíäåêñà ñ ëþáûì íèæíèì
èíäåêñîì äàåò íîëü).

Òàáëèöà 1.4.1. Ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé h ⊂ so(n).

h ⊂ so(n) P1(h) P0(h) dimP0(h)
so(2) R2 0 0
so(3) R3 V4π1 5
so(4) R4 V3π1+π′

1
⊕ Vπ1+3π′

1
16

so(n), n ≥ 5 Rn Vπ1+π2

(n−2)n(n+2)
3

u(m), n = 2m ≥ 4 Rn (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)
su(m), n = 2m ≥ 4 0 (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)

sp(m)⊕ sp(1), n = 4m ≥ 8 Rn �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

sp(m), n = 4m ≥ 8 0 �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

G2 ⊂ so(7) 0 Vπ1+π2 64
spin(7) ⊂ so(8) 0 Vπ2+π3 112

h ⊂ so(n), n ≥ 4, Rn 0 0
� ñèììåòðè÷. àëãåáðà Áåðæå

Â ïàðàãðàôå 1.5 ìû äàåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàéñòíåðà
1.3.3 äëÿ ñëó÷àÿ íåïðèâîäèìûõ ïîëóïðîñòûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè,
àëãåáð Ëè h ⊂ so(n). Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [3]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ìû íàõîäèì ñâÿçü ïðîñòðàíñòâà P(h) ñ ïðîäîëæåíèåì Òàíàêà íåêîòîðîé
àëãåáðû Ëè.

Âûøå ìû ïîëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ àëãåáð Áåðæå,
ñîäåðæàùèõñÿ â sim(n). Â ïàðàãðàôå 1.6 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå ýòè àë-
ãåáðû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Ýòèì ìû çàâåðøàåì êëàññèôèêàöèþ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [19, 22, 21].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò P ∈ P(h), ÷åé îáðàç ïîðîæäà-
åò h. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ h èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1.5) è (1.6). Ïóñòü
m0 = n − ns+1. Èìååì h ⊂ so(m0). Îïðåäåëèì ÷èñëà P k

ji òàêèå, ÷òî
P (ei)ej = P k

jiek. Ðàññìîòðèì íà Rn+2 ñëåäóþùóþ ìåòðèêó:

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Aidx
idu+H · (du)2, (1.25)
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ãäå Ai = 1
3(P

i
jk + P i

kj)x
jxk, à H � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò çàâèñåòü îò òèïà

àëãåáðû ãîëîíîìèè, êîòîðóþ ìû õîòèì ïîëó÷èòü. Äëÿ àëãåáðû Ëè g3,h,ϕ

îïðåäåëèì ÷èñëà ϕi = ϕ(P (ei)). Äëÿ àëãåáðû Ëè g4,h,m,ψ îïðåäåëèì ÷èñëà
ψij, j = m+ 1, ..., n, òàêèå, ÷òî ψ(P (ei)) = −

∑n
j=m+1 ψijej.

Òåîðåìà 1.6.2. Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìåòðèêè g â òî÷êå 0 çàâèñèò îò
ôóíêöèè H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H g

v2 +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g1,h∑n

i=m0+1(x
i)2 g2,h

2vϕix
i +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g3,h,ϕ

2
∑n

j=m+1 ψijx
ixj +

∑m
i=m0+1(x

i)2 g4,h,m,ψ

Ïîëó÷àåì îñíîâíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.6.2. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n + 1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâî-

äèìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé ãîëîíîìèè ëîðåíöåâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð
g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìàíî-
âà ìíîãîîáðàçèÿ.

Äàëåå ìû ñòðîèì ÿâíûå ïðèìåðû ìåòðèê ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè
g2,G2 ⊂ so(1, 8) è g2,spin(7) ⊂ so(1, 9).

Â ãëàâå 2 ìû ïîëó÷àåì ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ìû ðàññìàòðèâàåì ñâÿçü àëãåáð ãîëîíîìèè è óðàâíå-

íèÿ Ýéíøòåéíà. Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì ñëàáî íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíî-
ìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé Ýéíøòåéíà.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçî-
òðîïíûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � Ðè÷÷è-ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî èìååò
ìåñòî îäíî èç óòâåðæäåíèé:

1) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïà-
äàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 ) ⊕ sp(1) èëè ñ
ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé Áåðæå.

2) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 2 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8).
Òåîðåìà 2.1.3. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà, íå ÿâëÿþùå-

åñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, òî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà
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1 è â ðàçëîæåíèè (1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 )⊕ sp(1) èëè ñ
ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé Áåðæå. Áîëåå òîãî, ns+1 = 0.

Â ïóíêòå 2.1.2 ìû ñòðîèì ìåòðèêè Ýéíøòåéíà (ñîîòâåòñòâåííî, Ðè÷÷è-
ïëîñêèå ìåòðèêè) ñ êàæäîé èç àëãåáð ãîëîíîìèè, ïîëó÷åííûõ â ïðèâåäåí-
íûõ òåîðåìàõ.

Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ëîðåíöåâû ìíîãîîáðà-
çèÿ íè ñ êàêèìè èç àëãåáð ãîëîíîìèè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè Ðè÷÷è-
ïëîñêèìè èëè ìíîãîîáðàçèÿìè Ýéíøòåéíà. Â ïóíêòå 2.1.3 ìû ïîêàçûâàåì,
÷òî ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåêîòîðûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè àâòîìàòè-
÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ íà òåíçîð Ðè÷÷è.
Ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíûì,
åñëè îáðàç îïåðàòîðà Ðè÷÷è ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ � èçîòðîïíûé.

Òåîðåìà 2.1.5. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçî-
òðîïíûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå, òî åãî àë-
ãåáðà ãîëîíîìèè � òà æå, ÷òî â òåîðåìå 2.1.2.

Òåîðåìà 2.1.6. Åñëè àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà
2 è â ðàçëîæåíèè (1.6) àëãåáðû h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni)
ñîâïàäàåò à îäíîé èç àëãåáð Ëè su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8),
òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå.

Â ïóíêòå 2.1.4 ìû çàíèìàåìñÿ óïðîùåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ
ìåòðèê Âîëêåðà. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ìåòðèê Âîëêåðà ðàññìîòðåëè
íåäàâíî òåîðåòè÷åñêèå ôèçèêè Ãèááîíñ è Ïîï54. Ãëàâíàÿ òåîðåìà ïóíêòà
2.1.4 äàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ
ñëó÷àÿ íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû Λ.

Òåîðåìà 2.1.7. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçî-
òðîïíûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà ñ íåíóëåâîé
êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ, òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñóùå-
ñòâóþò êîîðäèíàòû v, x1, . . . , xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà g èìååò âèä

g = 2dvdu+ h+ (Λv2 +H0)(du)
2,

ãäå ∂vH0 = 0, h � u-ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà ñ êîñ-
ìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ, óäîâëåòâîðÿþùåå ∆H0 + 1

2h
ij∂2

uhij = 0,
∇j∂uhij = 0, hij∂uhij = 0, Ricij = Λhij. Îáðàòíî, êàæäàÿ òàêàÿ ìåòðèêà
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé Ýéíøòåéíà.

54Ñì. ññûëêó 30 íà ñ. 3.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ëîðåíöåâûõ ìåòðèê
ñ Λ 6= 0 ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâ ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì. Â ïóíêòå 2.1.5 ìû ïðèâîäèì ïðè-
ìåðû ìåòðèê Ýéíøòåéíà â ðàçìåðíîñòè 4.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ìû èçó÷àåì ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðåêóð-
ðåíòíûìè ñïèíîðíûìè ïîëÿìè â òåðìèíàõ èõ àëãåáð ãîëîíîìèè. Ðåçóëüòàòû
ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [2]. Ïóñòü (M, g) � ñïèíîðíîå ïñåâäîðè-
ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (r, s), à S � ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîå
ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ñ èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòüþ ∇S. Ñïèíîðíîå ïîëå
s ∈ Γ(S) íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, åñëè ∇S

Xs = θ(X)s äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ
ïîëåé X ∈ Γ(TM), çäåñü θ � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ 1-ôîðìà. Åñëè θ = 0, òî
s � ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Âàíã îõàðàêòåðèçîâàë îäíîñâÿçíûå ñïè-
íîðíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïî-
ëÿ, â òåðìèíàõ ãðóïï ãîëîíîìèè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé55. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû ïîëó÷èëè Ëàéñòíåð äëÿ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé56, Áàóì è Êàñ äëÿ
ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåïðèâîäèìûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè57.

Ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêà-
åò ïàðàëëåëüíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñóùåñòâóåò
íå îáðàùàþùååñÿ â íîëü ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå.

Â ïóíêòå 2.2.1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñïèíîðíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿõ. Â ïóíêòå 2.2.2 ìû ðàññìàòðèâàåì Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèâå-
äåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îä-
íîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîä-
ðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ìíî-
ãîîáðàçèÿ (M, g) � îäíà èç u(n2 ), su(n2 ), sp(n4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8),
èëè (M, g) � ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè è áåç íåíóëåâûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàë-
ëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà (M, g) � êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

55M.Y. Wang, Parallel spinors and parallel forms, Ann. Global Anal. Geom. 7 (1) (1989)
59�68.

56Ñì. ññûëêó 38 íà ñ. 4.
57H. Baum, I. Kath, Parallel spinors and holonomy groups on pseudo-Riemannian spin

manifolds, Ann. Glob. Anal. Geom. 17 (1) (1999) 1�17.
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Òåîðåìà 2.2.2.Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îäíî-
ñâÿçíîå ñïèíîðíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.
Òîãäà åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ïàðàëëåëüíûõ
îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèÿ.

Â ïóíêòå 2.2.3 ðàññìîòðåíû ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ.
Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå

(n+ 2)-ìåðíîå ñïèíîðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëî-
åíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ (ò.å. åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ñîäåðæèòñÿ â sim(n)),
à â ðàçëîæåíèè (1.6) äëÿ ïîäàëãåáðû h = prso(n)g êàæäàÿ èç ïîäàëãåáð
hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç àëãåáð Ëè u(ni

2 ), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2, spin(7)
èëè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè íåðàçëîæèìîãî ñèììåòðè÷åñêîãî êýëåðîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. ×èñëî ïàðàëëåëüíûõ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèé
ðàññëîåíèÿ S ðàâíî ÷èñëó îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîäó-
ëÿ ∆n, ñîõðàíÿåìûõ àëãåáðîé h.

Â ïóíêòå 2.2.4 ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïðè-
âîäèìûìè àëãåáðàìè, äëÿ íèõ ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
óòâåðæäåíèÿì ïóíêòà 2.2.2 äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ìû ïîëó÷àåì ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ êîíôîðìíî
ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.
Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [1, 10].

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå Âîëêå-
ðà ðàçìåðíîñòè n+ 2 ≥ 4. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
M ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+ Ψ
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Adu+ (λ(u)v2 + vH1 +H0)(du)
2,

Ψ =
4

(1− λ(u)
∑n

k=1(x
k)2)

2 , H1 = −4Ck(u)x
k
√

Ψ− ∂u ln Ψ +K(u),

A = Aidx
i, Ai = Ψ

(
−4Ck(u)x

kxi + 2Ci(u)
n∑
k=1

(xk)2

)
,
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H0(x
1, ..., xn, u)

=


4

λ2(u)Ψ
∑n

k=1C
2
k(u) +

√
Ψ
(
a(u)

∑n
k=1(x

k)2 +Dk(u)x
k +D(u)

)
,

åñëè λ(u) 6= 0,

16
(∑n

k=1(x
k)2
)2∑n

k=1C
2
k(u) + ã(u)

∑n
k=1(x

k)2 + D̃k(u)x
k + D̃(u),

åñëè λ(u) = 0

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé λ(u), a(u), ã(u), Ci(u), Di(u), D(u), D̃i(u), D̃(u).
Åñëè ôóíêöèÿ λ ðàâíà íóëþ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå, èëè

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ìåòðèêà, ïîëó÷åííàÿ âûøå, ìîæåò áûòü óïðîùå-
íà. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè ïîëó÷åííîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò
ëèáî ñ Rn ⊂ sim(n), ëèáî ñ sim(n).

Â ïóíêòå 2.3.3 ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû è êîíôîðì-
íîãî òåíçîðà êðèâèçíû Âåéëÿ W ìåòðèêè Âîëêåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2.3.1 ìû çàïèñûâàåì óðàâíåíèå W = 0 â âèäå ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è íàõîäèì ïîäõîäÿùèå
ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàê, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû. Â ïóíêòå 2.3.7 íàéäåí îïåðàòîð Ðè÷÷è ïîëó÷åííûõ ìåòðèê.

Â ïóíêòå 2.3.8 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4. Âîçìîæ-
íûå àëãåáðû ãîëîíîìèè êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-
ìåðíîñòè 4 íàéäåíû â58, ãäå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ
ïðèìåðà êîíôîðìíî ïëîñêîé ìåòðèêè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè sim(2). Ïîïûò-
êà ïîñòðîèòü òàêóþ ìåòðèêó áûëà ñäåëàíà â59. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïî-
ñòðîåííàÿ ìåòðèêà â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, à åå àëãåáðà
ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò ñ so(1, 1)⊕ so(2). Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ìû âïåðâûå ïîëó÷àåì êîíôîðìíî ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
sim(n), è áîëåå òîãî, ìû íàõîäèì âñå òàêèå ìåòðèêè. Ýòî ïîêàçûâàåò ïðå-
èìóùåñòâî íàøåãî ïîäõîäà.

Â ïàðàãðàôå 2.4 ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ 2-ñèììåòðè÷åñêèõ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [11].

Ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿ-
þòñÿ 2-ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (M, g), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ ∇2R = 0, R 6= 0. Â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, óñëî-
âèå ∇2R = 0 âëå÷åò ∇R = 0. 2-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èçó÷àëèñü

58Ñì. ññûëêó 19 íà ñ. 3.
59Ñì. ññûëêó 17 íà ñ. 3.
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â60,61,62. Ìû ïîëó÷àåì ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå ëîðåíöå-

âî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n + 2. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå (M, g) � 2-
ñèììåòðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî ñóùåñòâóþò êî-
îðäèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + (Hiju+ Fij)x
ixj(du)2,

ãäå Hij � íåíóëåâàÿ äèàãîíàëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíû-
ìè ýëåìåíòàìè λ1 ≤ · · · ≤ λn, à Fij � ñèììåòðè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ
ìàòðèöà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ãëàâíûì îáðàçîì, òî, ÷òî òåíçîð ∇R
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, à ïîòîìó åãî àííóëèðóåò àëãåáðà ãîëîíîìèè. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ÿâíûé âèä ∇R, à çàòåì è ìåòðèêè.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåäîêàçàí â63 ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèÿ
∇2R = 0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ è ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé. Ýòî ïîêàçû-
âàåò çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ òåîðèè ãðóïï ãîëîíîìèè.

Â ãëàâå 3 ìû ðàçâèâàåì òåîðèþ ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé.
Â ïàðàãðàôå 3.1 ìû äàåì îïðåäåëåíèå ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé

íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êàõ íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè, à òàêæå îáñóæ-
äàåì èõ ñâîéñòâà. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [17].

Â ïóíêòàõ 3.1.1 è 3.1.2 äàíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñóïåðàëãåáðàõ Ëè
è ñóïåðìíîãîîáðàçèÿõ. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåð-
íîñòè n|m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TM êàñàòåëüíûé ïó÷îê, ò.å. ïó÷îê âåêòîðíûõ
ïîëåé íà M. Ïóñòü E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà
M, íàïðèìåð TM. Ñëîåì ïó÷êà E â òî÷êå x ∈ M íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå
ñóïåðïðîñòðàíñòâî Ex = E(V )/(OM(V )xE(V )), ãäå V ⊂M � îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó x, à OM(V )x � èäåàë â OM(V ), ñîñòîÿùèé èç
ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå x. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
E íàä ìíîãîîáðàçèåì M , ñëîè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñî ñëîÿìè E .

Ñâÿçíîñòü ∇ è òåíçîð êðèâèçíû R íà ïó÷êå E îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñî ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Â

60Â. Ð. Êàéãîðîäîâ, Ñòðóêòóðà êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, Èòîãè íàóêè è òåõí.
Ñåð. Ïðîáë. ãåîì. 14, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1983, 177�204.

61J. M. Senovilla, Second-order symmetric Lorentzian manifolds. I. Characterization and
general results, Classical Quantum Gravity 25 (24) (2008) 245011, 25 pp.

62O. F. Blanco, M. S�anchez, J. M. Senovilla, Complete classifcation of second-order
symmetric spacetimes, Journal of Physics: Conference Series 229 (2010) 012021, 5pp.

63O. F. Blanco, M. S�anchez, J. M. Senovilla, Structure of second-order sym-
metric Lorentzian manifolds, J. Eur. Math. Soc. 15 (2) (2013) 595�634.
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ïóíêòå 3.1.3 ìû îïðåäåëÿåì àëãåáðó è ãðóïïó ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ëî-
êàëüíî ñâîáîäíîì ïó÷êå íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèåì. Ñâÿçíîñòü ∇ îïðåäåëÿåò
ñâÿçíîñòü ∇̃ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ τγ : Eγ(a) → Eγ(b) âäîëü ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé
γ : [a, b] ⊂ R → M îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì τγ : Eγ(a) → Eγ(b) âåêòîðíûõ
ñóïåðïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà
E . Àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(∇)x ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x ∈M � ýòî ñóïåðïî-
äàëãåáðà ñóïåðàëãåáðû Ëè gl(Ex), ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè âèäà

τ−1
γ ◦ ∇̄r

Yr,...,Y1
Ry(Y, Z) ◦ τγ : Ex → Ex,

ãäå γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ â M ñ íà÷àëîì â òî÷êå x; y ∈M � êîíå÷-
íàÿ òî÷êà êðèâîé γ; r ≥ 0, Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TyM; ∇̄ � ñâÿçíîñòü íà TM|U
äëÿ íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂M òî÷êè y.

Îïðåäåëåíèå àëãåáðû ãîëîíîìèè hol(∇)x íå çàâèñèò îò âûáîðà ñâÿç-
íîñòåé ∇̄. Äàëåå ìû îïðåäåëÿåì ãðóïïó ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè ∇, êàê ñó-
ïåðãðóïïó Ëè, çàäàâàåìóþ ïàðîé Õàðèøà-×àíäðà (Hol(∇)x, hol(∇)x), ãäå
Hol(∇)x ⊂ GL((Ex)0̄) × GL((Ex)1̄) �ãðóïïà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ãðóïïîé
ãîëîíîìèè Hol(∇̃)x ñâÿçíîñòè ∇̃ è ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû Ëè
GL((Ex)0̄)×GL((Ex)1̄), ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäàëãåáðå Ëè
(hol(∇)x)0̄ ⊂ gl((Ex)0̄)× gl((Ex)1̄).

Â ïóíêòå 3.1.4 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íàìè ãðóïïà ãîëîíîìèè
îáëàäàåò îñíîâíûì ñâîéñòâîì îáû÷íûõ ãðóïï ãîëîíîìèè: îíà ñîäåðæèò èí-
ôîðìàöèþ î ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèÿõ ïó÷êà E . Íàïîìíèì, ÷òî ñå÷åíèÿ ïó÷êà
E âîîáùå ãîâîðÿ íå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè âî âñåõ òî÷êàõ M .

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïàðàëëåëüíîå ñå÷åíèå X ∈ E(M) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈M .

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , E
� ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü
íà E . Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïà-
ðàëëåëüíûìè ñå÷åíèÿìè X ∈ E(M) è âåêòîðàìè Xx ∈ Ex, àííóëèðóåìûìè
àëãåáðîé ãîëîíîìèè hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé Hol(∇̃)x.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M ,
E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü
íà E . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: (i) ñâÿçíîñòü ∇ � ïëîñêàÿ;
(ii) R = 0; (iii) hol(∇)x = 0.
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Â ïóíêòå 3.1.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íà ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèè, ò.å. ñâÿçíîñòåé íà êàñàòåëüíîì ïó÷êå.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , à
∇ � ñâÿçíîñòü íà TM. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè P ∈ T r,s

M (M) è òåíçîðà-
ìè Px ∈ T r,sx M, àííóëèðóåìûìè àëãåáðîé hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé
Hol(∇̃)x.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû ïàðàëëåëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé íà M è
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Íàïðèìåð, ðèìàíîâûì ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèåì (M, g) íàçûâàåòñÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèåM ðàçìåðíîñòè n|m, m = 2k,
ñíàáæåííîå ÷åòíîé íåâûðîæäåííûé ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé ìåòðèêîé g. Â
ýòîì ñëó÷àå hol(M, g) ⊂ osp(p0, q0|2k) è Hol(∇̃) ⊂ O(p0, q0)× Sp(2k,R), ãäå
(p0, q0) � ñèãíàòóðà ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè g̃, ïîëó÷àåìîé êàê îãðàíè÷å-
íèå g íà êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê M . Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð è ðàçëè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Â ïóíêòå 3.1.6 ìû îïðåäåëÿåì ñóïåðàëãåáðû Áåðæå. Ïóñòü V � âåùå-
ñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ñóïåðâïðîñòðàíñòâî, à g ⊂ gl(V ) �
ñóïåðïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ òåíçîðîâ êðèâèçíû òèïà
g íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî

R(g) =

{
R ∈ ∧2V ∗ ⊗ g

∣∣∣∣ R(X, Y )Z + (−1)|X|(|Y |+|Z|)R(Y, Z)X

+(−1)|Z|(|X|+|Y |)R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ V

}
.

Ìû íàçûâàåì ñóïåðïîäàëãåáðó g ⊂ gl(V ) ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå åñëè îíà
ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà R(g). Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû
ñóïåðàëãåáð Áåðæå äàíû â [17].

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3. ÏóñòüM � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m
ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè ∇ ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.

Â ïóíêòå 3.1.7 ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïû ãîëîíîìèè ñèììåòðè÷åñêèõ ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèé. È îïðåäåëÿåì ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå. Åñëè
àëãåáðà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ
áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå, òî ñâÿçíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ìû ðàññìàòðèâàåì íå÷åòíûå ñóïåðíîãîîáðàçèÿ, ò.å. ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 0|m. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [6, 16].
Â ïóíêòå 3.2.1 ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,F)
(F = R èëè C) ñ íåòðèâèàëüíûìè êîñûìè ïðîäîëæåíèÿìè

g[1] = {ϕ ∈ (Fn)∗ ⊗ g|ϕ(X)Y = −ϕ(Y )X äëÿ âñåõ X, Y ∈ Fn}.
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Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîçæå. Îíè òàêæå èìåþò
íåçàâèñèìûé èíòåðåñ64.

Â ïóíêòå 3.2.2 ìû ïîëó÷àåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ñâÿçíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè íå÷åòíûìè ñóïåïðîñòðàíñòâàìè è ñóïåðàë-
ãåáðàìè Ëè. Â ïóíêòå 3.2.3 ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñ-
íûå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(0|2m,C). Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìå-
ñòî èçîìîðôèçì osp(0|2m,C) ' sp(2m,C). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðû
g ⊂ sp(2m,C) ìû íàçûâàåì êîñûìè àëãåáðàìè Áåðæå. Ìû èñïîëüçóåì ìå-
òîäû è ðåçóëüòàòû èç65, â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ òðåáóþò
äîïîëíèòåëüíûõ ðàññìîòðåíèé. Â ïóíêòå 3.2.4 ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ
âîçìîæíûõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè g ⊂ sp(2m,R) íåñèììåòðè÷å-
ñêèõ íå÷åòíûõ ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ìû èçó÷àåì ãðóïïû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíî-
ãîîáðàçèé. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [9, 17].

Â ïóíêòå 3.3.1 ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå òåîðåìû Âó íà ñëó÷àé ðèìàíîâûõ
ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå òàêîå,
÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g̃) � îäíîñâÿçíî è ãåîäåçè÷åñêè ïîë-
íî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ (M0, g0),
(M1, g1),...,(Mr, gr) òàêèå, ÷òî

(M, g) = (M0 ×M1 × · · · ×Mr, g0 + g1 + · · ·+ gr), (3.25)

ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M0, g0) � ïëîñêîå, à àëãåáðû ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé (M1, g1),...,(Mr, gr) � ñëàáî íåïðèâîäèìû. Â ÷àñòíîñòè,

hol(M, g) = hol(M1, g1)⊕ · · · ⊕ hol(Mr, gr).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (M, g) ðàçëîæåíèå (3.25) èìååò ìåñòî ëîêàëüíî.
Â ïóíêòå 3.3.2 ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ îäíîãî êëàññà àëãåáð ãîëî-

íîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé. Òî÷íåå, ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðè-
âîäèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(p, q|2m) (p+q > 0)
âèäà

g = (⊕igi)⊕ z, (3.27)

ãäå gi � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà, à z � òðèâèàëüíûé
èëè îäíîìåðíûé öåíòð. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ îáîáùàåò êëàññèôèêàöèþ Áåð-

64P.-A. Nagy, Skew-symmetric prolongations of Lie algebras and applications, J. Lie Theory
23 (1) (2013) 1�33.

65L. J. Schwachh�ofer, Connections with irreducible holonomy representations, Adv. Math.
160 (1) (2001) 1�80.
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æå âîçìîæíûõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé, â òî æå âðåìÿ, ìû íå ïîëó÷àåì àíàëîãè âàæíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè
G2 è spin(7). Äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð g ⊂ so(p, q) ñâîéñòâî (3.27) âû-
ïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
åñòåñòâåííûì.

Â66 êëàññèôèöèðîâàíû îäíîñâÿçíûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðïðîñòðàíñòâà
ïðîñòûõ ñóïåðãðóïï Ëè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò âëå÷åò êëàññèôèêàöèþ
íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñóïåðìíîãî-
îáðàçèé. Ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñóïåðìíîãîîáðà-
çèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü (M, g) � íå ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè-
÷åñêèì ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè p + q|2m (p + q > 0)
c íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) âèäà (3.27),
òîãäà hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñóïåðàëãåáð Ëè èç
òàáëèöû 3.3.1.

Òàáëèöà 3.3.1. Íåïðèâîäèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåð-
æå g ⊂ osp(p, q|2m) (p + q > 0) âèäà (3.27) è ñâÿçíûå ñóïåðïîä-
ãðóïïû Ëè G ⊂ SO(p, q) × Sp(2m,R), ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðàì
g0̄ ⊂ so(p, q)⊕ sp(2m,R).

g G (p, q|2m)
osp(p, q|2m) SO(p, q)× Sp(2m,R) (p, q|2m)
osp(p|2k,C) SO(p,C)× Sp(2k,R) (p, p|4k)

u(p0, q0|p1, q1) U(p0, q0)×U(p1, q1) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)
su(p0, q0|p1, q1) U(1)(SU(p0, q0)× SU(p1, q1)) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)

hosp(r, s|k) Sp(p0, q0)× SO∗(k) (4r, 4s|4k)
hosp(r, s|k)⊕ sp(1) Sp(1)(Sp(p0, q0)× SO∗(k)) (4r, 4s|4k)

ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R) Sp(2k,R)× SO(r, s)× SL(2,R) (2k, 2k|2r + 2s)
ospsk(2k|r,C)⊕ sl(2,C) Sp(2k,C)× SO(r,C)× SL(2,C) (4k, 4k|4r)

Îïðåäåëåíèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëî-
ãè÷íû îïðåäåëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
[17]. Íàïðèìåð, ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ êýëåðî-
âûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì, åñëè îíî äîïóñêàåò ÷åòíóþ ïàðàëëåëüíóþ g-
îðòîãîíàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Àëãåáðà ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â u(p0, q0|p1, q1). Ïî îïðåäåëåíèþ, ñïåöèàëüíûì êýëåðî-
âûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì èëè ñóïåðìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-ßó íàçûâàåòñÿ
Ðè÷÷è-ïëîñêîå êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òî-
ãäà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà hol(M, g) ⊂ su(p0, q0|p1, q1).

66Â. Â. Ñåðãàíîâà, Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ñóïåðàëãåáð Ëè è ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, Ôóíê. àí. ïðèë. 17 (3) (1983) 200�207.
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Ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè osp(p, q|2m) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àé ½îáùåãî ïîëîæåíèÿ�. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè îäíîñâÿçíûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè g,
îòëè÷íûìè îò osp(p, q|2m):
g ⊂ osp(p|2k,C): ãîëîìîðôíûå ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;
g ⊂ u(p0, q0|p1, q1): êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;
g ⊂ su(p0, q0|p1, q1): ñïåöèàëüíûå êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ èëè ñóïåðì-
íîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó;
g ⊂ hosp(r, s|k): ãèïåðêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;
g ⊂ hosp(r, s|k)⊕ sp(1): êâàòåðíèîííîêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;
g ⊂ ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R): ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;
g ⊂ ospsk(2k|r,C) ⊕ sl(2,C): ãîëîìîðôíûå ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðà-
çèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � êâàòåðíèîííîêýëåðîâî ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
hol(M, g) ⊂ hosp(p0, q0|p1, q1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè (M, g) � ãèïåðêýëåðî-
âî ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0. Åñëè M � îäíîñâÿçíî, à (M, g) �
êâàòåðíèîííîêýëåðîâî, è Ric = 0, òî (M, g) � ãèïåðêýëåðîâî.

Åñòåñòâåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèé ñ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ àëãåáð ãîëîíîìèè. Ïðèìåðû ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó ïîñòðîåíû â67. Ïðèìåðû êâàòåðíèîííîêýëåðî-
âûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé ïîñòðîåíû â68.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïàðàãðàôà 3.3 ïðîñâåùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
3.3.2. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè g ⊂ osp(p, q|2m) � ñóïåðàëãåáðà Áåð-
æå, òî, êàê ïðàâèëî, prso(p,q) g ⊂ so(p, q) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå, à
prsp(2m,R) g ⊂ sp(2m,R) � êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Äàëåå ìû èñïîëüçóåì òåî-
ðèþ ïðåäñòàâëåíèé ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè êëàññè÷åñêîãî
òèïà.
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