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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðóïï ãîëîíîìèè
ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ñóïåðìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïîíÿòèå ãðóïïû ãîëîíîìèè âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðàáîòàõ Ý.Êàðòàíà
[50] è [52], â [51] îí èñïîëüçîâàë ãðóïïû ãîëîíîìèè äëÿ êëàññèôèêàöèè ðè-
ìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðóïïà ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû Ëè ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, ñî-
ñòîÿùåé èç ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïåòåëü â ýòîé
òî÷êå. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò ñâÿçíóþ ãðóïïó ãîëîíîìèè, ò.å. êîìïîíåí-
òó åäèíèöû ãðóïïû ãîëîíîìèè, äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íóæíî ðàññìîòðåòü ïà-
ðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü ñòÿãèâàåìûõ ïåòåëü. Àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ãðóïïå ãîëîíîìèè, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè. Ãðóïïà ãîëîíîìèè
ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà; îíà äàåò èíôîðìàöèþ î òåíçîðå êðèâèçíû è î
ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèÿõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ìíîãîîá-
ðàçèåì òàêèõ, êàê òåíçîðíîå ðàññëîåíèå èëè ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ Áåðæå ñâÿçíûõ íåïðè-
âîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [28]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñâÿçíàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè n-ìåðíîãî íåðàçëîæèìîãî, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ëî-
êàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì, ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì
ñïèñêå: SO(n), U(m), SU(m) (n = 2m), Sp(m), Sp(m)·Sp(1) (n = 4m), Spin(7),
(n = 8), G2 (n = 7). Áåðæå ïîëó÷èë ëèøü ñïèñîê âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíî-
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ìèè, è âîçíèêëà çàäà÷à ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ ñ êàæäîé
èç ýòèõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâåëî ê çíàìåíèòîé òåîðåìå
Êàëàáè-ßó [151]. Ëèøü â 1987 ãîäó Áðàéíò [42] ïîñòðîèë ïðèìåðû ðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèè Spin(7) è G2. Òàêèì îáðàçîì, íà
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîòðåáîâàëîñü áîëåå òðèäöàòè ëåò. Òåîðåìà ðàçëîæå-
íèÿ äå Ðàìà [131] ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ê ñëó÷àþ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè.

Íåðàçëîæèìûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè (ò.å. îòëè÷íû-
ìè îò SO(n)) ãðóïïàìè ãîëîíîìèè èìåþò âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Ìíîãîîáðàçèÿ ñ áîëüøèíñòâîì èç ýòèõ ãðóïï ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿìè Ýéíøòåéíà èëè Ðè÷÷è-ïëîñêèìè è äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíûå ñïèíîð-
íûå ïîëÿ. Áëàãîäàðÿ ýòèì ñâîéñòâàì, ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöèàëü-
íûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (â
òåîðèè ñòðóí, òåîðèè ñóïåðñèììåòðèè è M-òåîðèè) [25, 53, 76, 96, 97, 120]. Â
ñâÿçè ñ ýòèì, çà ïîñëåäíèå 20 ëåò ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèé ïîëíûõ
è êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíî-
ìèè, ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ [22, 23, 64, 70, 96, 97].

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, à â ïåðâóþ î÷åðåäü, ëîðåíöåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé.

Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ Áåðæå ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè
ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [28]. Îäíàêî, â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé íåäîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðèâîäèìûå ãðóïïû ãîëî-
íîìèè. Òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ Âó [149] ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñâÿçíûõ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ãðóï-
ïà ãîëîíîìèè íå ñîõðàíÿåò íèêàêîå íåâûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå âåêòîðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè ìîæåò
ñîõðàíÿòü âûðîæäåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå ãðóïïà ãîëîíîìèè íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé, â ÷åì è çàêëþ÷àåòñÿ îñ-
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íîâíàÿ ñëîæíîñòü.
Äîëãîå âðåìÿ èìåëèñü ëèøü ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ ãîëîíîìèè ÷åòûðåõ-

ìåðíûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé [14, 71, 78, 79, 104, 105, 135].
Ëèøü â 1993 ãîäó Áåðàðä-Áåðæåðè è Èêåìàêõåí ñäåëàëè ïåðâûé øàã

ê êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðî-
èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè [26]. Îíè ïîëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâî-
äèìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïðèâîäèìûìè, ïîäàëãåáð ëîðåíöåâîé àëãåáðû Ëè
so(1, n). Äðóãîé âàæíûé øàã ê êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñäåëàë Ëàéñòíåð [116], à çàâåðøàåò ýòó êëàññèôèêà-
öèþ íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëàáî íåïðèâîäèìûìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ
íåïðèâîäèìûìè, ãðóïïàìè ãîëîíîìèè äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ, òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþò òàêæå ìíîãîîáðàçè-
ÿìè Âîëêåðà [147]. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ èçó÷àþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàáîòàõ,
íàïðèìåð, [45, 46, 136], à òàêæå â ôèçè÷åñêèõ ðàáîòàõ [40, 41, 57, 58, 59, 66,
72, 73, 75, 133]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [40, 41, 73] âûðàæàåòñÿ íàäåæäà, ÷òî
ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè íàéäóò ïðè-
ìåíåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íàïðèìåð, â M-òåîðèè è òåîðèè ñòðóí. Â
ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ òåîðèåé 11-ìåðíîé ñóïåðãðàâèòàöèè èìåþòñÿ ôè-
çè÷åñêèå ðàáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ 11-ìåðíûå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ,
äîïóñêàþùèå íåêîòîðûå êèëëèíãîâû ñïèíîðíûå ïîëÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçó-
þòñÿ ãðóïïû ãîëîíîìèè [16, 67, 133]. Âñå ýòî ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü èçó-
÷åíèÿ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Êðîìå íàñòîÿùåé ðàáîòû ýòîìó ïîñâÿùåíû ðàáîòû
[17, 18, 20, 21, 24, 37, 90, 100, 115, 102].

Â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñèãíàòóð, îòëè÷íûõ îò ðèìàíî-
âîé è ëîðåíöåâîé èìåþò ìåñòî òîëüêî ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû [156, 173, 185, 186,
30, 31, 39, 27, 91].

Òåîðèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé âîçíèêëà ïîñëå îòêðûòèÿ òåîðåòè÷åñêèìè ôè-

8



çèêàìè ñóïåðñèììåòðèè [61, 107, 119, 146]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ èíòå-
ðåñ ê ðèìàíîâûì ñóïåðìíîãîîáðàçèÿì [13, 6, 32, 54, 55, 56, 74, 109]. Â ÷àñòíî-
ñòè ê ñóïåðìíîãîîáðàçèÿì Êàëàáè-ßó [8, 132, 152], êîòîðûå, êàê ìû óâèäèì,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè,
ñîäåðæàùèìèñÿ â ñóïåðàëãåáðå Ëè su(p0, q0|p1, q1).

Âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ ãðóïï ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé íà ñóïåðìíîãî-
áðàçèÿõ, à â ïåðâóþ î÷åðåäü � ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé. Äî íàñòîÿùåé ðàáîòû îòñóòñòâîâàëî îïðåäåëåíèå ãðóïïû ãîëîíîìèè,
êîòîðîå áû áûëî ïðÿìûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îáû÷íîé ãðóïïû ãîëîíîìèè
è ñîõðàíÿëî áû åå ñâîéñòâà. Òåîðåòè÷åñêèå ôèçèêè èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå
ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé [1, 2], îäíàêî îíè ðàññìàòðèâàëè ãðóï-
ïó ãîëîíîìèè êàê ãðóïïó ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Êàòåãîðíûå ñîîáðàæåíèÿ
ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ñóïåðìíîãîîáðàçèè äîëæ-
íà áûòü ñóïåðãðóïïîé Ëè, à ñóïåðãðóïïà Ëè íå îïèñûâàåòñÿ ñâîèìè òî÷êà-
ìè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷èñòî íå÷åòíîå ñóïåðìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ.
Òàêîå ñóïåðìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó òî÷êó ñ äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé, ïîýòîìó èìååòñÿ òîëüêî îäíà (òðèâèàëüíàÿ) ïåòëÿ, òåì íå ìåíåå,
ñâÿçíîñòü ìîæåò áûòü íåïëîñêîé, à çíà÷èò ãðóïïà ãîëîíîìèè äîëæíà áûòü
íåòðèâèàëüíîé.

Äàëåå, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Â ðàáîòå [2] àâòîðû ïèøóò: ½Âîïðîñ âûáîðà ãðóïïû ãîëîíîìèè ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìîìåíòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ
òåîðèè, èñïîëüçóþùåé èäåþ îáùåêîâàðèàíòíîãî ðàññìîòðåíèÿ.� Îäíàêî âû-
áèðàòü ìîæíî òîëüêî èç ñïèñêà âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè, à äëÿ ýòîãî
íóæíà êëàññèôèêàöèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êëàññèôèêàöèè ñâÿç-
íûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé è åå ïðèìåíåíèé, à òàêæå
ñîçäàíèå òåîðèè ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé è ïîëó÷åíèå êëàññè-

9



ôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1) Ïîëó÷åíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êëàññèôèêàöèè Áåðàðäà-
Áåðæåðè è Èêåìàêõåíà ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð ëîðåíöåâîé àëãåáðû
Ëè.

2) Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå òåíçîðà êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ Âîëêåðà
3) Ïîñòðîåíû ìåòðèêè, ðåàëèçóþùèå âñåõ êàíäèäàòîâ â àëãåáðû ãîëîíî-

ìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.
4) Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé

Ýéíøòåéíà, íàéäåí ñïîñîá óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïîñòðîåíû ïðè-
ìåðû ìåòðèê Ýéíøòåéíà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

5) Êëàññèôèöèðîâàíû ðèìàíîâû è ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþ-
ùèå ëîêàëüíûå ðåêóððåíòíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ â òåðìèíàõ èõ àëãåáð ãîëîíî-
ìèè.

6) Ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.

7) Ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ 2-ñèììåòðè÷åñêèõ ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé.

8) Îïðåäåëåíû ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷-
êàõ íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè; ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ãðóïïû îáëàäàþò áîëüøèí-
ñòâîì ñâîéñòâ ãðóïï ãîëîíîìèè îáû÷íûõ ìíîãîîáðàçèé.

9) Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ îäíîãî êëàññà íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðà-

áîòû. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ñíàáæåíû
äîêàçàòåëüñòâàìè è ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû.

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîá-
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ðàçèé è ñóïåðìíîãîîáðàçèé ñ êàæäîé èç âîçìîæíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû òàêæå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íà-
ïðèìåð, â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, òåîðèè ñòðóí, òåîðèè ñóïåðãðàâèòàöèè è
M-òåîðèè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïðî-
ñòûõ ãðóïï Ëè è ñóïåðãðóïï Ëè, ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï ãîëî-
íîìèè, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ñóïåðãåîìåòðèè, à òàêæå ìåòîä èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû òåíçîðà êðèâèçíû, ðàçâèòûé äèññåðòàíòîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü:
Íà êîíôåðåíöèÿõ:

Íà ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ� (Êàçàíü, 2002,
2005, 2007 ãã.).

Íà åæåãîäíîé íàó÷íîé àïðåëüñêîé êîíôåðåíöèè ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
(àïðåëü 2003, 2004, 2005 ãã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ½Shimura varieties, lattices and symmetric
spaces� (Àñêîíà, Øâåéöàðèÿ, ìàé 2004 ã.).

Íà ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Arithmetic and Geometry� (Êîðèí, Ãåðìà-
íèÿ, ìàé 2005 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ½Geometry and Physics� (Ñðíè,
×åõèÿ, ÿíâàðü 2008, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013 ãã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è îáùåé àëãåáðû�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà Â.Â. Âàãíåðà (Ñàðàòîâ, íîÿáðü 2008 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè�,
ïîñâÿùåííîì 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà Â.Â. Âèøíåâñêîãî (Êà-
çàíü, íîÿáðü 2009 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Petrov 2010 Anniversary
Symposium on General Relativity and Gravitation� ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî
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äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà À.Ç. Ïåòðîâà (Êàçàíü, íîÿáðü 2010 ã.).
Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½XIII International Conference

Geometry, Integrability and Quantization� (Ñâ. Êîíñòàíòèíà è Åëåíû, Áîëãà-
ðèÿ, èþíü 2011 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½IV Congress of the Turkic World
Mathematical Society� (Áàêó, Àçåðáàéäæàí, èþëü 2011 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Di�erential geometry and its
applications� (Áðíî, ×åõèÿ, àâãóñò 2010, àâãóñò 2013 ãã.).

Íà êîíôåðåíöèÿõ â êà÷åñòâå ïðèãëàøåííîãî äîêëàä÷èêà:

Íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ½Holonomy Groups and Applications in
String Theory� (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, èþëü 2008 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Contributions in Di�erential
Geometry: a round table in occasion of the 65th birthday of Lionel Berard
Bergery� (Ëþêñåìáóðã, Ñåíòÿáðü 2010 ã.).

Íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Symmetries in Di�erential
Geometry and Mathematical Physics� in honor of D.V. Alekseevsky (Ëþêñåì-
áóðã, ñåíòÿáðü 2012 ã.).

Íà ëåòíåé øêîëå ½Summer school on Di�erential Geometry and
Supersymmetry� (2 ëåêöèè, 2 ñåìèíàðà, Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, ñåíòÿáðü 2012 ã.).

Íà ñåìèíàðàõ:

Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â óíèâåðñèòåòå èì. Ãóì-
áîëüäòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Õåëüãè Áàóì (Áåðëèí, èþíü 2003, äåêàáðü
2003, àïðåëü 2005, èþíü 2007, äåêàáðü 2009, èþíü 2010 ãã.).

Â èíñòèòóòå Åðâèíà Øðåäèíãåðà (Âåíà, Àâñòðèÿ, íîÿáðü 2005 ã.).
Íà çàñåäàíèè êàôåäðû ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-

ñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Á.Í. Øàïóêîâà (äåêàáðü 2005 ã.).
Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè â óíèâåðñèòåòå Ìàñàðèêà

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Èâàíà Êîëàðæà (Áðíî, ×åõèÿ, ìàé 2007, ìàé 2008,
àïðåëü 2009, äåêàáðü 2010, àïðåëü 2011, îêòÿáðü 2012, àïðåëü 2013 ãã.).
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Íà ½Öåíòðàëüíî-Åâðîïåéñêîì Ñåìèíàðå� ïî ãåîìåòðèè (Áðíî, Òåëü÷, Ìè-
êóëîâ, ×åõèÿ, àïðåëü 2007, íîÿáðü 2007, ôåâðàëü 2008, íîÿáðü 2008, íîÿáðü
2009, àïðåëü 2010, íîÿáðü 2010, ìàé 2011, íîÿáðü 2011, íîÿáðü 2012 ãã.).

Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ñåìèíàðå ãàìáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ãàìáóðã, Ãåð-
ìàíèÿ, íîÿáðü 2007 ã.).

Íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè â ñòîêãîëüìñêîì óíèâåðñèòåòå ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô. Ñ.À. Ìåðêóëîâà (Ñòîêãîëüì, Øâåöèÿ, íîÿáðü 2008 ã.).

Íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ãàìáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Âèñåíòý Êîðòåñà (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, èþíü 2010 ã.).

Íà çàñåäàíèè Êàôåäðû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè Êàçàí-
ñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) Ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
À.Â. Àìèíîâîé (1 ôåâðàëÿ 2012 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À.Ò. Ôîìåíêî, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò (19 íîÿáðÿ 2012 ã., 16 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.).

Íà ñåìèíàðå ½Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. È.À. Òàéìàíîâà, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè Ñèáèðñêîãî
îòäåëåíèÿ ÐÀÍ (18, 21 ôåâðàëÿ 2013 ã.).

Â ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì öåíòðå èì. Øòåôàíà Áàíàõà Ïîëü-
ñêîé àêàäåìèè íàóê (Âàðøàâà, Ïîëüøà, 4 îêòÿáðÿ 2013 ã.).

Íà çàñåäàíèè êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ïîä
ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À.Ò. Ôîìåíêî, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò (9 îêòÿáðÿ 2013 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [153�
186]. Ðàáîòû [153�160] îïóáëèêîâàíû â ðîññèéñêèõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.
Ðàáîòû [161�172] îïóáëèêîâàíû â èíîñòðàííûõ æóðíàëàõ, öèòèðóåìûå â áàçå
Scopus, ò.å. èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ðàáîòû [173,174] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëàâû â êíè-
ãàõ. Ðàáîòû [163,165,170,173,174] ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíûìè; ðàáîòû [163,170] ïî-
ëó÷åíû â ïðîöåññå íåðàçäåëèìîé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè àâòîðîâ; â ðàáîòå
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[165] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéíøòåé-
íà ñ íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé; ðàáîòû [173,174] íîñÿò îáçîðíûé
õàðàêòåð.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
ðàçäåëåííûõ íà 13 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïàðàãðàôû ðàçäåëåíû
íà ïóíêòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 245 ñòðàíèöàõ òåêñòà, áèáëèîãðàôèÿ
ñîäåðæèò 186 íàèìåíîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè ãðóïï ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ è ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå çà-
äà÷è, à òàêæå îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå
äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè àëãåáð ãîëîíîìèè è òåí-
çîðîâ êðèâèçíû ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëàãàþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï ãî-
ëîíîìèè, ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå òåîðåìû, à òàêæå ðåçóëüòàòû
Áåðæå î êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ è ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ìû ïðèñòóïàåì ê èçó÷åíèþ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöå-
âûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì ñâÿçíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ðàç-
ìåðíîñòè n + 2 ≥ 4. Îòîæäåñòâèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â íåêîòîðîé
òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñ ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî R1,n+1. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî íà R1,n+1 ñèìâîëîì g. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè g

ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â ýòîé òî÷êå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäàëãåáðîé ëîðåíöåâîé
àëãåáðû Ëè so(1, n + 1). Ñîãëàñíî òåîðåìå Âó, (M, g) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ⊂ so(1, n+ 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà. Ïîýòîìó áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g ⊂ so(1, n+ 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
g � íåïðèâîäèìà, òî g = so(1, n + 1). Èòàê, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
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g ⊂ so(1, n + 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, òîãäà g

ñîõðàíÿåò íåêîòîðóþ èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ ` ⊂ R1,n+1. Çàôèêñèðóåì ïðîèç-
âîëüíûé èçîòðîïíûé âåêòîð p ∈ `, òîãäà ` = Rp. Çàôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî
èçîòðîïíûé âåêòîð q òàêîé, ÷òî g(p, q) = 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî E ⊂ R1,n+1,
îðòîãîíàëüíîå âåêòîðàì p è q � åâêëèäîâî; ÷àùå âñåãî áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî
ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Rn. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn.
Ïîëó÷àåì áàçèñ Âèòòà p, e1, . . . , en, q ïðîñòðàíñòâà R1,n+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç so(1, n + 1)Rp ïîäàëãåáðó â so(1, n + 1), ñîõðàíÿþùóþ
èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ Rp. Àëãåáðà Ëè so(1, n+1)Rp ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà
ñî ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé Ëè:

so(1, n+ 1)Rp =



a X t 0

0 A −X

0 0 −a


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, X ∈ Rn, A ∈ so(n)

 .

Îòîæäåñòâèì ìàòðèöó, ïðèâåäåííóþ âûøå, ñ òðîéêîé (a,A,X). Ïîëó÷àåì
ðàçëîæåíèå

so(1, n+ 1)Rp = (R⊕ so(n)) n Rn.

Ïóñòü SO0(1, n + 1)Rp � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè SO(1, n + 1), ñî-
õðàíÿþùàÿ èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ Rp.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n) èìååì ðàçëîæåíèå
h = h′ ⊕ z(h), ãäå h′ = [h, h] åñòü êîììóòàíò h, à z(h) � öåíòð h [48].

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó äîêàçàëè Áåðàðä-Áåðæåðè è Èêåìàêõåí [26].
Òåîðåìà 1.2.1. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n+1)Rp � ñëàáî íåïðèâîäèìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

Òèï 1. g1,h = (R⊕ h) n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà;

Òèï 2. g2,h = h n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà;

Òèï 3. g3,h,ϕ = {(ϕ(A), A, 0)|A ∈ h} n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà ñ
óñëîâèåì z(h) 6= {0} è ϕ : h → R � íåíóëåâîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
ñî ñâîéñòâîì ϕ|h′ = 0;
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Òèï 4. g4,h,m,ψ = {(0, A,X + ψ(A))|A ∈ h, X ∈ Rm}, ãäå èìååò ìåñòî
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Rn = Rm ⊕ Rn−m òàêîå, ÷òî h ⊂ so(m),
dim z(h) ≥ n−m è ψ : h → Rn−m � ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå ñî ñâîéñòâîì ψ|h′ = 0.

Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) àññîöèèðîâàííàÿ, âûøå ñî ñëàáî íåïðèâîäèìîé
ïîäàëãåáðîé g ⊂ so(1, n + 1)Rp, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ÷àñòüþ àëãåáðû
Ëè g.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èç [26] � àëãåáðàè÷åñêîå è íå äàåò íèêà-
êóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ àëãåáð. Ìû ïðèâîäèì ãåîìåòðè÷åñêîå äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà âìåñòå ñ íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèåé. Ýòîò ðå-
çóëüòàò îïóáëèêîâàí â [160, 184, 182].

Òåîðåìà 1.2.2. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï Ëè

SO0(1, n+ 1)Rp ' Sim0(n),

ãäå Sim0(n) � ñâÿçíàÿ ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå, ñëàáî íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû Ëè
â SO0(1, n+1)Rp ñîîòâåòñòâóþò òðàíçèòèâíûì ïîäãðóïïàì Ëè â Sim0(n).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç [4, 5], ìîæíî ëåãêî êëàññèôèöèðîâàòü ñâÿçíûå
òðàíçèòèâíûå ïîäãðóïïû â Sim0(n).

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè so(1, n+ 1)Rp ÷åðåç sim(n).
Â ïàðàãðàôå 1.3 ìû èçó÷àåì òåíçîðû êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåìûõ ëî-

ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì Ëàéñòíåðà ýòî ïðèâîäèò ê
êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðå-
çóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [153, 172, 174].

Ïóñòü g ⊂ sim(n) � ïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ êðèâèçíû R(g)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî 2-ôîðì íà R1,n+1 ñî çíà÷åíèÿìè â g, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òîæäåñòâó Áüÿíêè

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ R1,n+1.
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Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàë Áåðæå. Åñëè g ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ îáðà-
çàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà R(g), òî g íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå. Àëãåá-
ðû ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Áåðæå,
ïîýòîìó àëãåáðû Áåðæå ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè â àëãåáðû ãîëîíîìèè.

Äëÿ ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâîì ñëàáûõ òåíçîðîâ
êðèâèçíû P(h) êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé P : Rn → h, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òîæäåñòâó

g(P (X)Y, Z) + g(P (Y )Z,X) + g(P (Z)X, Y ) = 0, X, Y, Z ∈ Rn.

Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) íàçûâàåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå, åñëè îíà ëèíåéíî
ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà P(h).

Óäîáíî îòîæäåñòâèòü àëãåáðó Ëè so(1, n + 1) ñ ïðîñòðàíñòâîì áèâåê-
òîðîâ ∧2R1,n+1, òàêèì îáðàçîì, ÷òî (X ∧ Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X,

X, Y, Z ∈ R1,n+1. Òîãäà ýëåìåíò (a,A,X) ∈ sim(n) ñîîòâåòñòâóåò áèâåêòî-
ðó −ap ∧ q + A− p ∧X, ãäå A ∈ so(n) ' ∧2Rn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ
ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð g ⊂ sim(n).

Òåîðåìà 1.3.1. Êàæäûé òåíçîð êðèâèçíû R ∈ R(g1,h) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí ýëåìåíòàìè λ ∈ R, ~v ∈ Rn, R0 ∈ R(h), P ∈ P(h), T ∈ �2Rn ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

R(p, q) =− λp ∧ q − p ∧ ~v, R(X, Y ) = R0(X, Y ) + p ∧ (P (X)Y − P (Y )X),

R(X, q) =− g(~v,X)p ∧ q + P (X)− p ∧ T (X), R(p,X) = 0, X, Y ∈ Rn.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì èçîìîðôèçì h-ìîäóëåé

R(g1,h) ' R⊕ Rn ⊕�2Rn ⊕R(h)⊕ P(h).

Äàëåå,

R(g2,h) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, ~v = 0},

R(g3,h,ϕ) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, R0 ∈ R(kerϕ), g(~v, ·) = ϕ(P (·))},

R(g4,h,m,ψ) = {R ∈ R(g2,h)|R0 ∈ R(kerψ), prRn−m ◦T = ψ ◦ P}.
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Ñëåäñòâèå 1.3.1. Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îðòîãîíàëüíàÿ
÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)

òàêàÿ, ÷òî åå îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.1 ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè àëãåáð Áåðæå äëÿ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ñëàáîé àëãåáðû Áåðæå h ⊂ so(n) ñóùå-
ñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Rn = Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rns ⊕ Rns+1 (1.5)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå h â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ

h = h1 ⊕ · · · ⊕ hs ⊕ {0}, (1.6)

ïðè ýòîì hi(Rnj) = 0 ïðè i 6= j, hi ⊂ so(ni) è ïðåäñòàâëåíèå hi íåïðèâîäèìî â
Rni. Ïðè ýòîì h ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
àëãåáðà hi ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå ïðè âñåõ i = 1, ..., s.

Èòàê, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûå ñëàáûå àëãåáðû Áåðæå
h ⊂ so(n). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðèâîäè-
ìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî äàëåêî íåòðèâèàëüíîå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷èë Ëàéñòíåð [116].

Òåîðåìà 1.3.3. Âñÿêàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Íèæå ìû åùå îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Èç ñëåäñòâèÿ 1.3.1 è
òåîðåìû 1.3.3 ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
íåïðèâîäèìûìè, àëãåáð Áåðæå g ⊂ sim(n).
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Òåîðåìà 1.3.4. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n + 1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäè-
ìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå
h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Âñÿêîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n)

(ëîêàëüíî) äîïóñêàåò ðàñïðåäåëåíèå ` èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ. Ýòè ìíîãîîáðà-
çèÿ íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Âîëêåðà [46, 147]. Íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè
(M, g) ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà
g èìååò âèä

g = 2dvdu+ h+ 2Adu+H(du)2, (1.12)

ãäå h = hij(x
1, ..., xn, u)dxidxj � ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò

ïàðàìåòðà u, A = Ai(x
1, . . . , xn, u)dxi � ñåìåéñòâî 1-ôîðì, çàâèñÿùèõ îò u,

à H � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà M . Â ïóíêòå 1.3.2 ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû äëÿ
íàõîæäåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû è òåíçîðà Ðè÷÷è ìåòðèêè Âîëêåðà.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ìû âû÷èñëÿåì ïðîñòðàíñòâà P(h), ÷òî äàåò ïîëíóþ
ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ àëãåáð ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n).
Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí [166].

Ïóñòü h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Ðàññìîòðèì h-ýêâèâàðè-
àíòíîå îòîáðàæåíèå R̃ic : P(h) → Rn, R̃ic(P ) =

∑n
i=1 P (ei)ei. Îáîçíà÷èì

çà P0(h) ÿäðî îòîáðàæåíèÿ R̃ic. Ïóñòü P1(h) � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â P(h). Òàêèì îáðàçîì, P(h) = P0(h)⊕P1(h). Ïðîñòðàí-
ñòâà P(h) äëÿ h ⊂ u(n2 ) íàéäåíû â [116]. Â ïóíêòå 1.4.3 íàéäåíû ïðîñòðàí-
ñòâà P(h) äëÿ îñòàëüíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ
ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàåì âñå âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé h ⊂ so(n) (âêëþ÷àÿ àëãåáðû ãîëîíîìèè ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ) è ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ â òåðìèíàõ âåñîâ
ïðåäñòàâëåíèé. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà 1.4.1 (äëÿ êîìïàêò-
íîé àëãåáðû Ëè h âûðàæåíèå VΛ îáîçíà÷àåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå h,
îïðåäåëÿåìîå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè h⊗ C ñî ñòàðøèì
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âåñîì Λ; ((�2(Cm)∗ ⊗Cm)0 îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî â �2(Cm)∗ ⊗Cm, ñî-
ñòîÿùåå èç òåíçîðîâ òàêèõ, ÷òî ñâåðòêà âåðõíåãî èíäåêñà ñ ëþáûì íèæíèì
èíäåêñîì äàåò íîëü).

Òàáëèöà 1.4.1. Ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíî-
ìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé h ⊂ so(n).

h ⊂ so(n) P1(h) P0(h) dimP0(h)

so(2) R2 0 0

so(3) R3 V4π1
5

so(4) R4 V3π1+π′1 ⊕ Vπ1+3π′1 16

so(n), n ≥ 5 Rn Vπ1+π2

(n−2)n(n+2)
3

u(m), n = 2m ≥ 4 Rn (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)

su(m), n = 2m ≥ 4 0 (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)

sp(m)⊕ sp(1), n = 4m ≥ 8 Rn �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

sp(m), n = 4m ≥ 8 0 �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

G2 ⊂ so(7) 0 Vπ1+π2
64

spin(7) ⊂ so(8) 0 Vπ2+π3
112

h ⊂ so(n), n ≥ 4, Rn 0 0

� ñèììåòðè÷. àëãåáðà Áåðæå

Â ïàðàãðàôå 1.5 ìû äàåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàéñò-
íåðà 1.3.3 äëÿ ñëó÷àÿ íåïðèâîäèìûõ ïîëóïðîñòûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðî-
ñòûìè, àëãåáð Ëè h ⊂ so(n). Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [155]. Ïðî-
ñòûì ñïîñîáîì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé
h ⊗ C = sl(2,C) ⊕ k ⊂ so(4m,C), ãäå k ( sp(2m,C) � íåïðèâîäèìàÿ ïî-
äàëãåáðà. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî P(h) ñîâïàäàåò ñ
C2⊗ g1, ãäå g1 � ïåðâîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà àëãåáðû Ëè g−2⊕ g−1⊕ g0, ãäå
g−2 = C, g−1 = C2m, g0 = k ⊕ C idC2m. Åñëè P(h) 6= 0, òî ðàññìàòðèâàÿ
ïîëíîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè êâàòåðíèîííîêýëåðîâà ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà.
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Âûøå ìû ïîëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ àëãåáð Áåðæå,
ñîäåðæàùèõñÿ â sim(n). Â ïàðàãðàôå 1.6 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå ýòè àë-
ãåáðû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé. Ýòèì ìû çàâåðøàåì êëàññèôèêàöèþ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [171, 174, 173].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò P ∈ P(h), ÷åé îáðàç ïîðîæäà-
åò h. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ h èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1.5) è (1.6). Ïóñòü
m0 = n − ns+1. Èìååì h ⊂ so(m0). Îïðåäåëèì ÷èñëà P k

ji òàêèå, ÷òî
P (ei)ej = P k

jiek. Ðàññìîòðèì íà Rn+2 ñëåäóþùóþ ìåòðèêó:

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Aidx
idu+H · (du)2,

ãäå Ai = 1
3(P

i
jk + P i

kj)x
jxk, à H � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò çàâèñåòü îò òè-

ïà àëãåáðû ãîëîíîìèè, êîòîðóþ ìû õîòèì ïîëó÷èòü. Äëÿ àëãåáðû Ëè g3,h,ϕ

îïðåäåëèì ÷èñëà ϕi = ϕ(P (ei)). Äëÿ àëãåáðû Ëè g4,h,m,ψ îïðåäåëèì ÷èñëà ψij,
j = m+ 1, ..., n, òàêèå, ÷òî ψ(P (ei)) = −

∑n
j=m+1 ψijej.

Òåîðåìà 1.6.2. Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìåòðèêè g â òî÷êå 0 çàâèñèò îò
ôóíêöèè H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H g

v2 +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g1,h∑n

i=m0+1(x
i)2 g2,h

2vϕix
i +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g3,h,ϕ

2
∑n

j=m+1 ψijx
ixj +

∑m
i=m0+1(x

i)2 g4,h,m,ψ

Ïîëó÷àåì îñíîâíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.6.2. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n + 1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâî-

äèìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé ãîëîíîìèè ëîðåíöåâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð
g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìà-
íîâà ìíîãîîáðàçèÿ.
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Äàëåå ìû ñòðîèì ÿâíûå ïðèìåðû ìåòðèê ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè
g2,G2 ⊂ so(1, 8) è g2,spin(7) ⊂ so(1, 9).

Â ãëàâå 2 ìû ïîëó÷àåì ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ìû ðàññìàòðèâàåì ñâÿçü àëãåáð ãîëîíîìèè è óðàâíå-

íèÿ Ýéíøòåéíà.
Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì ñëàáî íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ

ìíîãîîáðàçèé Ýéíøòåéíà.
Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå

ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîï-
íûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � Ðè÷÷è-ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî èìååò ìåñòî
îäíî èç óòâåðæäåíèé:

1) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 )⊕ sp(1) èëè ñ ñèììåò-
ðè÷åñêîé àëãåáðîé Áåðæå.

2) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 2 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8).
Òåîðåìà 2.1.3. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà, íå ÿâëÿþùå-

åñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, òî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà
1 è â ðàçëîæåíèè (1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 ) ⊕ sp(1) èëè ñ
ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé Áåðæå. Áîëåå òîãî, ns+1 = 0.

Â ïóíêòå 2.1.2 ìû ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìåòðèê Ýéíøòåéíà (ñîîòâåò-
ñòâåííî, Ðè÷÷è-ïëîñêèõ ìåòðèê) ñ êàæäîé èç àëãåáð ãîëîíîìèè, ïîëó÷åííûõ
â ïðèâåäåííûõ òåîðåìàõ.

Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ëîðåíöåâû ìíîãîîáðà-
çèÿ íè ñ êàêèìè èç àëãåáð ãîëîíîìèè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè Ðè÷÷è-
ïëîñêèìè èëè ìíîãîîáðàçèÿìè Ýéíøòåéíà. Â ïóíêòå 2.1.3 ìû ïîêàçûâàåì,
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÷òî ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåêîòîðûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè àâòîìàòè-
÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ íà òåíçîð Ðè÷÷è.
Ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíûì,
åñëè îáðàç îïåðàòîðà Ðè÷÷è ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ � èçîòðîïíûé. Åñëè (M, g)

� ñïèíîðíîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùèå ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå, òî
ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíûì [45, 66].

Òåîðåìà 2.1.5. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîï-
íûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå, òî åãî àëãåáðà
ãîëîíîìèè � òà æå, ÷òî â òåîðåìå 2.1.2.

Òåîðåìà 2.1.6. Åñëè àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà
2 è â ðàçëîæåíèè (1.6) àëãåáðû h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni)

ñîâïàäàåò à îäíîé èç àëãåáð Ëè su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8),
òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå.

Â ïóíêòå 2.1.4 ìû çàíèìàåìñÿ óïðîùåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ
ìåòðèê Âîëêåðà. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ìåòðèê Âîëêåðà ðàññìîòðåëè
íåäàâíî òåîðåòè÷åñêèå ôèçèêè Ãèááîíñ è Ïîï â [72]. Ãëàâíàÿ òåîðåìà ïóíêòà
2.1.4 äàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ
ñëó÷àÿ íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû Λ.

Òåîðåìà 2.1.7. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîï-
íûõ ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà ñ íåíóëåâîé êîñìî-
ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ, òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóþò
êîîðäèíàòû v, x1, . . . , xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà g èìååò âèä

g = 2dvdu+ h+ (Λv2 +H0)(du)
2,

ãäå ∂vH0 = 0, h � u-ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëî-
ãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ, óäîâëåòâîðÿþùåå

∆H0 +
1

2
hij∂2

uhij = 0, ∇j∂uhij = 0, hij∂uhij = 0, Ricij = Λhij.
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Îáðàòíî, êàæäàÿ òàêàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé Ýéíøòåéíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ëîðåíöåâûõ ìåòðèê ñ

Λ 6= 0 ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâ ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì. Â ïóíêòå 2.1.5 ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû
ìåòðèê Ýéíøòåéíà â ðàçìåðíîñòè 4.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ìû èçó÷àåì ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðåêóð-
ðåíòíûìè ñïèíîðíûìè ïîëÿìè â òåðìèíàõ èõ àëãåáð ãîëîíîìèè. Ðåçóëüòàòû
ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [154].

Ïóñòü (M, g) � ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (r, s),
à S � ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîå ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ñ èíäóöèðîâàííîé
ñâÿçíîñòüþ ∇S. Ñïèíîðíîå ïîëå s ∈ Γ(S) íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, åñëè
∇S
Xs = θ(X)s äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ Γ(TM), çäåñü θ � êîìïëåêñ-

íîçíà÷íàÿ 1-ôîðìà. Åñëè θ = 0, òî s � ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Âàíã
îõàðàêòåðèçîâàë îäíîñâÿçíûå ñïèíîðíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþ-
ùèå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ, â òåðìèíàõ ãðóïï ãîëîíîìèè ýòèõ ìíîãî-
îáðàçèé [148]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè Ëàéñòíåð äëÿ ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé [115, 114], Áàóì è Êàñ äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
íåïðèâîäèìûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè [19].

Ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêà-
åò ïàðàëëåëüíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñóùåñòâóåò
íå îáðàùàþùååñÿ â íîëü ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå; ýòè ïîëÿ äîëæíû
áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû â ïåðåñå÷åíèÿõ îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ. Ìû èçó÷à-
åì íåêîòîðûå êëàññû ñïèíîðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g), ÷üè
ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ äîïóñêàþò îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîäðàññëîåíèÿ.

Â ïóíêòå 2.2.1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñïèíîðíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿõ. Â ïóíêòå 2.2.2 ìû ðàññìàòðèâàåì Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèâåäåì
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îä-
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íîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîä-
ðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ìíîãî-
îáðàçèÿ (M, g) � îäíà èç u(n2 ), su(n2 ), sp(n4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8), èëè
(M, g) � ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè è áåç íåíóëåâûõ ïàðàëëåëüíûõ
ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îä-
íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, g) �
êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îä-
íîñâÿçíîå ñïèíîðíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.
Òîãäà åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ïàðàëëåëüíûõ
îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèÿ.

Â ïóíêòå 2.2.3 ðàññìîòðåíû ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ.
Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå

(n + 2)-ìåðíîå ñïèíîðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîå-
íèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ (ò.å. åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ñîäåðæèòñÿ â sim(n)),
à â ðàçëîæåíèè (1.6) äëÿ ïîäàëãåáðû h = prso(n)g êàæäàÿ èç ïîäàëãåáð
hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç àëãåáð Ëè u(ni

2 ), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2, spin(7)

èëè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè íåðàçëîæèìîãî ñèììåòðè÷åñêîãî êýëåðîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. ×èñëî ïàðàëëåëüíûõ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèé
ðàññëîåíèÿ S ðàâíî ÷èñëó îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿ
∆n, ñîõðàíÿåìûõ àëãåáðîé h.

Â ïóíêòå 2.2.4 ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïðè-
âîäèìûìè àëãåáðàìè, äëÿ íèõ ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
óòâåðæäåíèÿì ïóíêòà 2.2.2 äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Â ïàðàãðàôå 2.3 ìû ïîëó÷àåì ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ êîíôîðìíî
ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.
Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [153, 162].

Èçâåñòíî [106], ÷òî êîíôîðìíî ïëîñêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû,
ëèáî ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû è èí-
òåðâàëà, ëèáî îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäà-
åò ñ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû. ßñíî, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò êîíôîðìíî ïëîñêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè
ãðóïïàìè ãîëîíîìèè. Ìû äîêàçûâàåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ïñåâäîðèìà-
íîâûõ ìíîãîîáðàçèé, â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ãîëîíîìèè ìîæåò ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ñëàáî íåïðèâîäèìîé è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì
ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå Âîë-
êåðà (ò.å. ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû Âåéëÿ) ðàçìåðíîñòè n + 2 ≥ 4.
Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè M ñóùåñòâóþò êîîðäèíà-
òû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+ Ψ
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Adu+ (λ(u)v2 + vH1 +H0)(du)
2,

ãäå

Ψ =
4

(1− λ(u)
∑n

k=1(x
k)2)

2 , H1 = −4Ck(u)x
k
√

Ψ− ∂u ln Ψ +K(u),

A = Aidx
i, Ai = Ψ

(
−4Ck(u)x

kxi + 2Ci(u)
n∑
k=1

(xk)2

)
,

H0(x
1, ..., xn, u)

=



4
λ2(u)Ψ

∑n
k=1C

2
k(u) +

√
Ψ
(
a(u)

∑n
k=1(x

k)2 +Dk(u)x
k +D(u)

)
,

åñëè λ(u) 6= 0,

16
(∑n

k=1(x
k)2
)2∑n

k=1C
2
k(u) + ã(u)

∑n
k=1(x

k)2 + D̃k(u)x
k + D̃(u),

åñëè λ(u) = 0
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äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé λ(u), a(u), ã(u), Ci(u), Di(u), D(u), D̃i(u), D̃(u).
Åñëè ôóíêöèÿ λ ðàâíà íóëþ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå, èëè íå

îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ìåòðèêà, ïîëó÷åííàÿ âûøå, ìîæåò áûòü óïðîùåíà.
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè ïîëó÷åííîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò ëèáî
ñ Rn ⊂ sim(n), ëèáî ñ sim(n).

Â ïóíêòå 2.3.3 ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû è êîíôîðì-
íîãî òåíçîðà êðèâèçíû Âåéëÿ W ìåòðèêè Âîëêåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2.3.1 ìû çàïèñûâàåì óðàâíåíèå W = 0 â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è íàõîäèì ïîäõîäÿùèå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò, òàê, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Â
ïóíêòå 2.3.7 íàéäåí îïåðàòîð Ðè÷÷è ïîëó÷åííûõ ìåòðèê.

Â ïóíêòå 2.3.8 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4. Âîçìîæ-
íûå àëãåáðû ãîëîíîìèè êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-
ìåðíîñòè 4 íàéäåíû â [79]. Â ñòàòüå [79] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà ïî-
ñòðîåíèÿ ïðèìåðà êîíôîðìíî ïëîñêîé ìåòðèêè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè sim(2).
Ïîïûòêà ïîñòðîèòü òàêóþ ìåòðèêó áûëà ñäåëàíà â [71]. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ìåòðèêà, ïîñòðîåííàÿ â [71], â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, à åå
àëãåáðà ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò ñ so(1, 1)⊕ so(2). Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû âïåðâûå ïîëó÷àåì êîíôîðìíî ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ àëãåáðîé ãîëî-
íîìèè sim(n), è áîëåå òîãî, ìû íàõîäèì âñå òàêèå ìåòðèêè. Ýòî ïîêàçûâàåò
ïðåèìóùåñòâî íàøåãî ïîäõîäà.

Â ïàðàãðàôå 2.4 ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ 2-ñèììåòðè÷åñêèõ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [163].

Ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿ-
þòñÿ 2-ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (M, g), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ ∇2R = 0, R 6= 0. Â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, óñëîâèå
∇2R = 0 âëå÷åò ∇R = 0 [145]. 2-ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èçó÷àëèñü â
[100, 140, 33]. Ìû ïîëó÷àåì ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå ëîðåíöå-
âî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n + 2. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå (M, g) � 2-
ñèììåòðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî ñóùåñòâóþò êîîð-
äèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + (Hiju+ Fij)x
ixj(du)2,

ãäå Hij � íåíóëåâàÿ äèàãîíàëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè λ1 ≤ · · · ≤ λn, à Fij � ñèììåòðè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðè-
öà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ãëàâíûì îáðàçîì, òî, ÷òî òåíçîð ∇R
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, à ïîòîìó åãî àííóëèðóåò àëãåáðà ãîëîíîìèè. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ÿâíûé âèä ∇R, à çàòåì è ìåòðèêè.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåäîêàçàí â [34] ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ∇2R = 0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ è ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé. Ýòî
ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ òåîðèè ãðóïï ãîëîíîìèè.

Â ãëàâå 3 ìû ðàçâèâàåì òåîðèþ ãðóïï ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé.
Â ïàðàãðàôå 3.1 ìû äàåì îïðåäåëåíèå ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé

íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êàõ íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè, à òàêæå îáñóæäàåì
èõ ñâîéñòâà. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [169].

Â ïóíêòàõ 3.1.1 è 3.1.2 äàíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ñóïåðàëãåáðàõ Ëè è
ñóïåðìíîãîîáðàçèÿõ.

Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç TM êàñàòåëüíûé ïó÷îê, ò.å. ïó÷îê âåêòîðíûõ ïîëåé íà M. Ïóñòü
E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, íàïðèìåð TM.
Ñëîåì ïó÷êà E â òî÷êå x ∈ M íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî
Ex = E(V )/(OM(V )xE(V )), ãäå V ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå òî÷êó x, à OM(V )x � èäåàë â OM(V ), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, îáðà-
ùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå x. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íàä ìíîãî-
îáðàçèåì M , ñëîè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñî ñëîÿìè ïó÷êà E .
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Ñâÿçíîñòü ∇ è òåíçîð êðèâèçíû R íà ïó÷êå E îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëî-
ãèè ñî ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Â
ïóíêòå 3.1.3 ìû îïðåäåëÿåì àëãåáðó è ãðóïïó ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ëî-
êàëüíî ñâîáîäíîì ïó÷êå íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèåì. Ñâÿçíîñòü ∇ îïðåäåëÿ-
åò ñâÿçíîñòü ∇̃ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ τγ : Eγ(a) → Eγ(b) âäîëü ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé
γ : [a, b] ⊂ R → M îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì τγ : Eγ(a) → Eγ(b) âåêòîðíûõ
ñóïåðïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(∇)x ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x ∈ M � ýòî ñóïåðïîäàë-
ãåáðà ñóïåðàëãåáðû Ëè gl(Ex), ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè âèäà

τ−1
γ ◦ ∇̄r

Yr,...,Y1
Ry(Y, Z) ◦ τγ : Ex → Ex,

ãäå γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ âM ñ íà÷àëîì â òî÷êå x; y ∈M � êîíå÷íàÿ
òî÷êà êðèâîé γ; r ≥ 0, Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TyM; ∇̄ � ñâÿçíîñòü íà TM|U äëÿ
íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂M òî÷êè y.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îïðåäåëåíèå àëãåáðû ãîëîíîìèè hol(∇)x íå çàâèñèò
îò âûáîðà ñâÿçíîñòåé ∇̄.

Äàëåå ìû îïðåäåëÿåì ãðóïïó ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè ∇, êàê ñóïåð-
ãðóïïó Ëè, çàäàâàåìóþ ïàðîé Õàðèøà-×àíäðà (Hol(∇)x, hol(∇)x), ãäå
Hol(∇)x ⊂ GL((Ex)0̄) × GL((Ex)1̄) �ãðóïïà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ãðóïïîé
ãîëîíîìèè Hol(∇̃)x ñâÿçíîñòè ∇̃ è ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû Ëè
GL((Ex)0̄)×GL((Ex)1̄), ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäàëãåáðå Ëè
(hol(∇)x)0̄ ⊂ gl((Ex)0̄)× gl((Ex)1̄).

Â ïóíêòå 3.1.4 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íàìè ãðóïïà ãîëîíî-
ìèè îáëàäàåò îñíîâíûì ñâîéñòâîì îáû÷íûõ ãðóïï ãîëîíîìèè: îíà ñîäåðæèò
èíôîðìàöèþ î ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèÿõ ïó÷êà E .

Íàïîìíèì, ÷òî ñå÷åíèÿ ïó÷êà E âîîáùå ãîâîðÿ íå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè
çíà÷åíèÿìè âî âñåõ òî÷êàõ M , îäíàêî

29



Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïàðàëëåëüíîå ñå÷åíèå X ∈ E(M) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈M .

Òåîðåìà 3.1.1. ÏóñòüM = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈M , E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëü-
íûìè ñå÷åíèÿìè X ∈ E(M) è âåêòîðàìè Xx ∈ Ex, àííóëèðóåìûìè àëãåáðîé
ãîëîíîìèè hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé Hol(∇̃)x.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M ,
E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü
íà E . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: (i) ñâÿçíîñòü ∇ � ïëîñêàÿ;
(ii) R = 0; (iii) hol(∇)x = 0.

Â ïóíêòå 3.1.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íà ñóïåðì-
íîãîîáðàçèè, ò.å. ñâÿçíîñòåé íà êàñàòåëüíîì ïó÷êå. Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , à
∇ � ñâÿçíîñòü íà TM. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè P ∈ T r,s

M (M) è òåíçîðà-
ìè Px ∈ T r,sx M, àííóëèðóåìûìè àëãåáðîé hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé
Hol(∇̃)x.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû ïàðàëëåëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé íàM è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ãîëîíîìèè. Íàïðèìåð, ðèìàíîâûì ñóïåðìíîãîîáðàçè-
åì (M, g) íàçûâàåòñÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèåM ðàçìåðíîñòè n|m, m = 2k, ñíàá-
æåííîå ÷åòíîé íåâûðîæäåííûé ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé ìåòðèêîé g. Â ýòîì
ñëó÷àå hol(M, g) ⊂ osp(p0, q0|2k) è Hol(∇̃) ⊂ O(p0, q0)×Sp(2k,R), ãäå (p0, q0)

� ñèãíàòóðà ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè g̃, ïîëó÷àåìîé êàê îãðàíè÷åíèå g íà
êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê M . Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè ÷åòíûõ è
íå÷åòíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð è ðàçëè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Â ïóíêòå 3.1.6 ìû îïðåäåëÿåì ñóïåðàëãåáðû Áåðæå. Ïóñòü V � âåùå-
ñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ñóïåðâïðîñòðàíñòâî, à g ⊂ gl(V ) � ñó-
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ïåðïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ òåíçîðîâ êðèâèçíû òèïà g íà-
çûâàåòñÿ âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî

R(g) =

R ∈ ∧2V ∗ ⊗ g

∣∣∣∣∣∣ R(X, Y )Z + (−1)|X|(|Y |+|Z|)R(Y, Z)X

+(−1)|Z|(|X|+|Y |)R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ V

 .

Ìû íàçûâàåì ñóïåðïîäàëãåáðó g ⊂ gl(V ) ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå åñëè îíà ïî-
ðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà R(g).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3. Ïóñòü M � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m
ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè ∇ ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.

Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ñóïåðàëãåáð Áåðæå äàíû â [169].
Â ïóíêòå 3.1.7 ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïû ãîëîíîìèè ñèììåòðè÷åñêèõ ñó-

ïåðìíîãîîáðàçèé. È îïðåäåëÿåì ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå. Åñëè
àëãåáðà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áåç
êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå, òî ñâÿçíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ìû ðàññìàòðèâàåì íå÷åòíûå ñóïåðíîãîîáðàçèÿ, ò.å. ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 0|m. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [158,
168].

Â ïóíêòå 3.2.1 ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû
g ⊂ gl(n,F) (F = R èëè C) ñ íåòðèâèàëüíûìè êîñûìè ïðîäîëæåíèÿìè

g[1] = {ϕ ∈ (Fn)∗ ⊗ g|ϕ(X)Y = −ϕ(Y )X äëÿ âñåõ X, Y ∈ Fn}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû èñïîëüçîâàëè êëàññèôèêàöèþ Êàöà ïðîñòûõ êîì-
ïëåêñíûõ íåïðèâîäèìûõ òðàíçèòèâíûõ Z-ãðàäóèðîâàíûõ ãëóáèíû 1 àëãåáð
Ëè. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîçæå. Îíè òàêæå èìå-
þò íåçàâèñèìûé èíòåðåñ [10, 124].

Â ïóíêòå 3.2.2 ìû ïîëó÷àåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñâÿçíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè íå÷åòíûìè ñóïåïðîñòðàíñòâàìè è ñóïåðàëãåáðà-
ìè Ëè.
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Â ïóíêòå 3.2.3 ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ñóïåðàë-
ãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(0|2m,C). Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
osp(0|2m,C) ' sp(2m,C). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðû g ⊂ sp(2m,C) ìû
íàçûâàåì êîñûìè àëãåáðàìè Áåðæå. Ìû èñïîëüçóåì ìåòîäû è ðåçóëüòàòû
èç [137], â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ
ðàññìîòðåíèé.

Â ïóíêòå 3.2.4 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òàáëèöà 3.2.8. Âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè g ⊂ sp(V )

íåñèììåòðè÷åñêèõ íå÷åòíûõ ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.
g V îãðàíè÷åíèå

sp(2m,R) R2m m ≥ 1

u(p, q) Cp,q p+ q ≥ 2

su(p, q) Cp,q p+ q ≥ 2

so(n,H) Hn n ≥ 2

sp(1)⊕ so(n,H) Hn n ≥ 2

sl(2,R)⊕ so(p, q) R2 ⊗ Rp,q p+ q ≥ 3

spin(2, 10) ∆+
2,10 = R32

spin(6, 6) ∆+
6,6 = R32

so(6,H) ∆H
6 = H8

sl(6,R) Λ3R6 = R20

su(1, 5) {ω ∈ Λ3C6| ∗ w = w}

su(3, 3) {ω ∈ Λ3C6| ∗ w = w}

sp(6,R) R14 ⊂ Λ3R6

sp(2m,C) C2m m ≥ 1

sl(2,C)⊕ so(m,C) C2 ⊗ Cm m ≥ 3

spin(12,C) ∆+
12 = C32

sl(6,C) Λ3C6 = C20

sp(6,C) Vπ3 = C14

Â ïàðàãðàôå 3.3 ìû èçó÷àåì ãðóïïû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíî-
ãîîáðàçèé. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [161, 169].

Â ïóíêòå 3.3.1 ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå òåîðåìû Âó íà ñëó÷àé ðèìàíîâûõ
ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

32



Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå òàêîå,
÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g̃) � îäíîñâÿçíî è ãåîäåçè÷åñêè ïîë-
íî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ (M0, g0),

(M1, g1),...,(Mr, gr) òàêèå, ÷òî

(M, g) = (M0 ×M1 × · · · ×Mr, g0 + g1 + · · ·+ gr), (3.25)

ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M0, g0) � ïëîñêîå, à àëãåáðû ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé (M1, g1),...,(Mr, gr) � ñëàáî íåïðèâîäèìû. Â ÷àñòíîñòè,

hol(M, g) = hol(M1, g1)⊕ · · · ⊕ hol(Mr, gr).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (M, g) ðàçëîæåíèå (3.25) èìååò ìåñòî ëîêàëüíî.
Â ïóíêòå 3.3.2 ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ îäíîãî êëàññà àëãåáð ãîëî-

íîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé. Òî÷íåå, ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâî-
äèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(p, q|2m) (p + q > 0)
âèäà

g = (⊕igi)⊕ z, (3.27)

ãäå gi � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà, à z � òðèâèàëüíûé
èëè îäíîìåðíûé öåíòð. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ îáîáùàåò êëàññèôèêàöèþ Áåð-
æå âîçìîæíûõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé, â òî æå âðåìÿ, ìû íå ïîëó÷àåì àíàëîãè âàæíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè G2

è spin(7). Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëóïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè g èìååò
âèä g = ⊕i(gi⊗Λ(ni)), ãäå gi � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè, à Λ(ni) � ñóïåðàë-
ãåáðà Ãðàññìàííà [98]. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàçðåøèìûõ ñóïåðàëãåáð Ëè â ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòåé áîëüøèõ,
÷åì îäèí [98]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ÷àñòü íåïðèâîäèìûõ
ïîäàëãåáð g ⊂ osp(p, q|2m). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð
g ⊂ so(p, q) ñâîéñòâî (3.27) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì.

Â [141] êëàññèôèöèðîâàíû îäíîñâÿçíûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâà ïðîñòûõ ñóïåðãðóïï Ëè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò âëå÷åò êëàññèôè-
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êàöèþ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñóïåðì-
íîãîîáðàçèé. Ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñóïåðìíîãî-
îáðàçèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü (M, g) � íå ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè-
÷åñêèì ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè p + q|2m (p + q > 0) c
íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) âèäà (3.27), òî-
ãäà hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñóïåðàëãåáð Ëè èç òàáëè-
öû 3.3.1.

Òàáëèöà 3.3.1 Íåïðèâîäèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåð-
æå g ⊂ osp(p, q|2m) (p + q > 0) âèäà (3.27) è ñâÿçíûå ñóïåðïîä-
ãðóïïû Ëè G ⊂ SO(p, q) × Sp(2m,R), ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäàëãåáðàì
g0̄ ⊂ so(p, q)⊕ sp(2m,R).

g G (p, q|2m)

osp(p, q|2m) SO(p, q)× Sp(2m,R) (p, q|2m)

osp(p|2k,C) SO(p,C)× Sp(2k,R) (p, p|4k)
u(p0, q0|p1, q1) U(p0, q0)× U(p1, q1) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)

su(p0, q0|p1, q1) U(1)(SU(p0, q0)× SU(p1, q1)) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)

hosp(r, s|k) Sp(p0, q0)× SO∗(k) (4r, 4s|4k)
hosp(r, s|k)⊕ sp(1) Sp(1)(Sp(p0, q0)× SO∗(k)) (4r, 4s|4k)

ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R) Sp(2k,R)× SO(r, s)× SL(2,R) (2k, 2k|2r + 2s)

ospsk(2k|r,C)⊕ sl(2,C) Sp(2k,C)× SO(r,C)× SL(2,C) (4k, 4k|4r)

Òåíçîð Ðè÷÷è ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ (M, g) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ric(Y, Z) = str(X 7→ (−1)|X||Z|R(Y,X)Z),

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, à X, Y, Z ∈ TM(U) � îäíîðîäíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëî-
ãè÷íû îïðåäåëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [55,
169]. Íàïðèìåð, ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ êýëåðî-
âûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì, åñëè îíî äîïóñêàåò ÷åòíóþ ïàðàëëåëüíóþ g-
îðòîãîíàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Àëãåáðà ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãîîá-
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ðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â u(p0, q0|p1, q1). Ïî îïðåäåëåíèþ, ñïåöèàëüíûì êýëåðîâûì
ñóïåðìíîãîîáðàçèåì èëè ñóïåðìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-ßó íàçûâàåòñÿ Ðè÷÷è-
ïëîñêîå êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1 Ïóñòü (M, g) � êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òî-
ãäà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà hol(M, g) ⊂ su(p0, q0|p1, q1).

Ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè osp(p, q|2m) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àé ½îáùåãî ïîëîæåíèÿ�. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè îäíîñâÿçíûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè g, îòëè÷-
íûìè îò osp(p, q|2m):

g ⊂ osp(p|2k,C): ãîëîìîðôíûå ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ u(p0, q0|p1, q1): êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ su(p0, q0|p1, q1): ñïåöèàëüíûå êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ èëè ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó;

g ⊂ hosp(r, s|k): ãèïåðêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ hosp(r, s|k)⊕ sp(1): êâàòåðíèîííîêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R): ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ ospsk(2k|r,C)⊕ sl(2,C): ãîëîìîðôíûå ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1 Ïóñòü (M, g) � êâàòåðíèîííîêýëåðîâî ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
hol(M, g) ⊂ hosp(p0, q0|p1, q1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè (M, g) � ãèïåðêýëåðîâî
ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0. Åñëè M � îäíîñâÿçíî, à (M, g) � êâà-
òåðíèîííîêýëåðîâî, è Ric = 0, òî (M, g) � ãèïåðêýëåðîâî.

Åñòåñòâåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ñóïåðì-
íîãîîáðàçèé ñ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ àëãåáð ãîëîíîìèè. Ïðèìåðû ñóïåðì-
íîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó ïîñòðîåíû â [8]. Ïðèìåðû êâàòåðíèîííîêýëåðîâûõ
ñóïåðìíîãîîáðàçèé ïîñòðîåíû â [55].
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Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïàðàãðàôà 3.3 ïðîñâåùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
3.3.2. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè g ⊂ osp(p, q|2m) � ñóïåðàëãåáðà Áåð-
æå, òî, êàê ïðàâèëî, prso(p,q) g ⊂ so(p, q) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå, à
prsp(2m,R) g ⊂ sp(2m,R) � êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Äàëåå ìû èñïîëüçóåì òåî-
ðèþ ïðåäñòàâëåíèé ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè êëàññè÷åñêîãî òè-
ïà.
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Ãëàâà 1.

Êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð ãîëîíîìèè è

òåíçîðîâ êðèâèçíû ëîðåíöåâûõ

ìíîãîîáðàçèé

1.1. Ãðóïïû è àëãåáðû ãîëîíîìèè: îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ãðóïïàõ

ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [25, 96, 97, 103]. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëà-

ãàþòñÿ ñâÿçíûìè.

1.1.1. Ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòåé â âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ

ÏóñòüM � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàäM ñî ñâÿç-
íîñòüþ ∇. Ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ: äëÿ ïðîèçâîëüíîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ : [a, b] ⊂ R → M îïðåäåëåí èçîìîðôèçì âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ

τγ : Eγ(a) → Eγ(b).

Çàôèêñèðóåì òî÷êó x ∈M . Ãðóïïîé ãîëîíîìèè Gx ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x íà-
çûâàåòñÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü âñåõ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ïåòåëü â òî÷êå x. Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïåòëè, ãîìîòîïíûå ïîñòîÿí-
íîé ïåòëå, ïîëó÷èì îãðàíè÷åííóþ ãðóïïó ãîëîíîìèè G0

x. Åñëè ìíîãîîáðàçèå
M îäíîñâÿçíî, òî G0

x = Gx. Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà Gx ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè
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ãðóïïû Ëè GL(Ex); ãðóïïà G0
x ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åäèíèöû ãðóï-

ïû Ëè Gx. Ïóñòü gx ⊂ gl(Ex) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè; ýòà àëãåáðà
íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x. Ãðóïïû ãîëîíîìèè
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èçîìîðôíû è ìîæíî ãîâîðèòü
î ãðóïïå ãîëîíîìèè G ⊂ GL(m,R) èëè îá àëãåáðå ãîëîíîìèè g ⊂ gl(m,R)

ñâÿçíîñòè ∇ (çäåñü m � ðàíã ðàññëîåíèÿ E). Â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ àëãåáðà ãîëîíîìèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãðóïïó ãîëîíîìèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ñå÷åíèå X ∈ Γ(E) íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, åñëè
∇X = 0. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé
γ : [a, b] → M èìååì τγXγ(a) = Xγ(b). Àíàëîãè÷íî, ïîäðàññëîåíèå F ⊂ E

íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ X ïîäðàññëîåíèÿ F , è
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y íà M , ñå÷åíèå ∇YX cíîâà ïðèíàäëåæèò F . Ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ : [a, b] → M

âûïîëíåíî τγFγ(a) = Fγ(b).
Âàæíîñòü ãðóïï ãîëîíîìèè ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé

ïðèíöèï.

Òåîðåìà 1.1.1. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ñå÷åíèÿìè X ðàññëîåíèÿ E è âåêòîðàìè Xx ∈ Ex, èíâàðè-
àíòíûìè îòíîñèòåëüíî Gx.

Îïèøåì ýòî ñîîòâåòñòâèå. Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñå÷åíèÿ X íóæíî âçÿòü
çíà÷åíèåXx â òî÷êå x ∈M . Òàê êàêX èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ, òî âåêòîð Xx èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãîëîíîìèè.
Îáðàòíî, èìåÿ Xx, îïðåäåëèì ïîëå X. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè y ∈ M ïîëîæèì
Xy = τγXx, ãäå γ � ëþáàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è êîíöîì â òî÷êå y.
Çíà÷åíèå Xy íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé γ.

Ñõîæèé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ïîäðàññëîåíèé.

Òåîðåìà 1.1.2. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè F ⊂ E è âåêòîðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè
Fx ⊂ Ex, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî Gx.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Àìáðîçîì è Çèíãåðîì [11], ïîêàçûâàåò
ñâÿçü àëãåáðû ãîëîíîìèè è òåíçîðà êðèâèçíû R ñâÿçíîñòè ∇.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü x ∈M . Àëãåáðà Ëè gx ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ îïåðà-
òîðàìè ñëåäóþùåãî âèäà

τ−1
γ ◦Ry(X, Y ) ◦ τγ ∈ gl(Ex),

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x, y �
êîíåö êðèâîé γ, à X, Y ∈ TyM .

1.1.2. Ãðóïïû ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé

Îáðàòèìñÿ ê ïñåâäîðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèÿì. Íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîðèìà-
íîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñèãíàòóðû (r, s) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ,
íà êîòîðîì çàäàíî ãëàäêîå ïîëå g ñèììåòðè÷åñêèõ íåâûðîæäåííûõ áèëèíåé-
íûõ ôîðì ñèãíàòóðû (r, s) (r � ÷èñëî ìèíóñîâ) â êàæäîé òî÷êå. Åñëè r = 0,
òî òàêîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì. Åñëè r = 1,
òî (M, g) íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâûì. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàòü
s = n+ 1, n ≥ 0.

Íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M êàíî-
íè÷åñêè çàäàåòñÿ ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇, îïðåäåëÿåìàÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè:
ïîëå ôîðì g ïàðàëëåëüíî (∇g = 0) è êðó÷åíèå ðàâíî íóëþ (Tor = 0). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç O(TxM, gx) ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà TxM ,
ñîõðàíÿþùèõ ôîðìó gx. Òàê êàê ìåòðèêà g ïàðàëëåëüíà, òîGx ⊂ O(Tx,Mgx).
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (TxM, gx) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïñåâäîåâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì Rr,s, ìåòðèêó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì g. Òîãäà ìîæåì îòîæäåñòâèòü ãðóïïó ãîëîíîìèè Gx ñ ïîäãðóïïîé Ëè
â O(r, s), à àëãåáðó ãîëîíîìèè gx ñ ïîäàëãåáðîé â so(r, s).

Ñâÿçíîñòü ∇ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ñâÿçíîñòè â òåíçîð-
íîì ðàññëîåíèè ⊗p

qTM , ãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîé ñâÿçíîñòè ñîâïàäàåò ñ åñòå-
ñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû Gx â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ ⊗p

qTxM . Èç
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òåîðåìû 1.1.1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 1.1.4. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
òåíçîðíûìè ïîëÿìè A òèïà (p, q) è òåíçîðàìè Ax ∈ ⊗p

qTxM , èíâàðèàíò-
íûìè îòíîñèòåëüíî Gx.

Èòàê, åñëè ìû çíàåì ãðóïïó ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ, òî ãåîìåòðè÷åñêóþ
çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè ìîæíî
ñâåñòè ê áîëåå ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ ãðóïïû ãîëîíîìèè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî
ïðèíöèïà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì,
åñëè (M, g) äîïóñêàåò ëîêàëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïîëÿ ðåïåðîâ. Ïîëó÷àåì, ÷òî
(M, g) ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G0 = {id} (èëè g = {0}).
Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû Àìáðîçà-Çèíãåðà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâ-
íîñèëüíî ðàâåíñòâó íóëþ òåíçîðà êðèâèçíû.

Äàëåå, ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîêýëåðîâûì,
åñëè íà M ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíîå ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ J ñî ñâîéñòâàìè
J2 = − id è g(JX, Y ) + g(X, JY ) = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y íà
M . Î÷åâèäíî, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñèãíàòóðû (2r, 2s)

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîêýëåðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ⊂ U(r, s).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäàëãåáðû g ⊂ so(r, s) ïîëîæèì

R(g) = {R ∈ Hom(∧2Rr,s, g)|R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

äëÿ âñåõ X, Y, Z ∈ Rr,s}.

Ìíîæåñòâî R(g) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðîâ êðèâèçíû òèïà g. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(R(g)) ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà g, ïî-
ðîæäåííîå ýëåìåíòàìè âèäà R(X, Y ) äëÿ âñåõ R ∈ R(g), X, Y ∈ Rr,s. Èç
òåîðåìû Àìáðîçà-Çèíãåðà è ïåðâîãî òîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäóåò, ÷òî åñëè g

� àëãåáðà ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà (M, g) â òî÷êå x ∈ M ,

40



òî Rx ∈ R(g), ò.å. çíàíèå àëãåáðû ãîëîíîìèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îãðàíè-
÷åíèå íà òåíçîð êðèâèçíû, ýòî áóäåò ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿòüñÿ íèæå. Áîëåå
òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L(R(g)) = g. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(r, s) íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðîé Áåðæå, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L(R(g)) = g. Àëãåáðû Áåð-
æå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü êàíäèäàòàìè â àëãåáðû ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Êàæäûé ýëåìåíò R ∈ R(so(r, s)) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(R(X, Y )Z,W ) = (R(Z,W )X, Y ) (1.1)

for all X, Y, Z,W ∈ V .
Òåîðåìà 1.1.3 íå äàåò õîðîøåé âîçìîæíîñòè íàéòè àëãåáðó ãîëîíîìèè.

Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1.5. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) àíàëèòè÷íî, òî
àëãåáðà ãîëîíîìèè gx ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè îïåðàòîðàìè

R(X, Y )x,∇Z1
R(X, Y )x,∇Z2

∇Z1
R(X, Y )x, ... ∈ so(TxM, gx),

ãäå X, Y , Z1, Z2, ... ∈ TxM .

Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ Rr,s íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè îãðàíè÷åíèå
ôîðìû g íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåíî. Ïîäãðóïïà Ëè G ⊂ O(r, s)

(èëè ïîäàëãåáðà g ⊂ so(r, s)) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè îíà íå èìå-
åò ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rr,s; G (èëè g) íàçûâàåòñÿ
ñëàáî íåïðèâîäèìîé, åñëè îíà íå èìååò ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ íåâûðîæ-
äåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rr,s.

ßñíî, ÷òî ïîäàëãåáðà g ⊂ so(r, s) íåïðèâîäèìà (ñëàáî íåïðèâîäèìà) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè G0 ⊂ SO(r, s)

íåïðèâîäèìà (ñëàáî íåïðèâîäèìà). Åñëè ïîäãðóïïà G ⊂ O(r, s) íåïðèâîäèìà,
òî îíà ñëàáî íåïðèâîäèìà. Îáðàòíîå âåðíî òîëüêî, åñëè ôîðìà g ïîëîæèòåëü-
íî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ðàññìîòðèì äâà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) è (N, h). Ïóñòü
x ∈ M , à y ∈ N , è Gx, Hy îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû ãîëîíîìèè.
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèé M ×N ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ìíî-
ãîîáðàçèåì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g+h. Ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íàçû-
âàåòñÿ (ëîêàëüíî) íåðàçëîæèìûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ (ëîêàëüíûì) ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(x,y) ãðóï-
ïó ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ M × N â òî÷êå (x, y). Èìååì F(x,y) = Gx × Hy.
Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ñëåäóþùåå îáðàùåíèå.

Òåîðåìà 1.1.6. Ïóñòü (M, g) � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, x ∈ M .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóæåííàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè G0

x íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
íåïðèâîäèìîé. Òîãäà äëÿ ïðîñòðàíñòâà TxM èìååì ðàçëîæåíèå â îðòîãî-
íàëüíóþ (îòíîñèòåëüíî gx) ïðÿìóþ ñóììó íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ

TxM = E0 ⊕ E1 ⊕ · · · ⊕ Et,

ïðè ýòîì G0
x äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà E0, G0

x(Ei) ⊂ Ei (i = 1, ..., t) è G0
x

äåéñòâóåò ñëàáî íåïðèâîäèìî íà Ei (i = 1, ..., t). Ñóùåñòâóåò ïëîñêîå ïñåâ-
äîðèìàíîâî ïîäìíîãîîáðàçèå N0 ⊂ M è ëîêàëüíî íåðàçëîæèìûå ïñåâäîðè-
ìàíîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ N1, ..., Nt ⊂ M , ñîäåðæàùèå òî÷êó x, òàêèå, ÷òî
TxNi = Ei (i = 0, ..., t). Ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà U ⊂ M ,
Ui ⊂ Ni (i = 0, ..., t), ñîäåðæàùèå òî÷êó x, ïðè ýòîì

U = U0 × U1 × · · · × Ut, g|TU×TU = g|TU0×TU0
+ g|TU1×TU1

+ · · ·+ g|TUt×TUt
.

Êðîìå òîãî, èìååì ðàçëîæåíèå

G0
x = {id} ×H1 × · · · ×Ht,

ãäå Hi = G0
x|Ei

� íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Ëè â G0
x (i = 1, ..., t).

Áîëåå òîãî, åñëè ìíîãîîáðàçèåM îäíîñâÿçíî è ïîëíî, òî èìååì ãëîáàëü-
íîå ðàçëîæåíèå

M = N0 ×N1 × · · · ×Nt.

Ëîêàëüíîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé äîêàçàëè Áîðåëü è Ëèõíåðîâè÷ [35]. Ãëîáàëüíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
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ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàë äå Ðàì [131]. Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû
äëÿ ñëó÷àÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàë Âó [149].

Èç òåîðåìû 1.1.6 ñëåäóåò, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî íåðàçëîæèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà
ãîëîíîìèè ñëàáî íåïðèâîäèìà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àëãåáðû Ëè ãðóïï Hi èç òåîðåìû 1.1.6 ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàìè Áåðæå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé âåðñèè òåî-
ðåìû 1.1.6.

Òåîðåìà 1.1.7. Ïóñòü g ⊂ so(p, q) � ïîäàëãåáðà Áåðæå, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
íåïðèâîäèìîé, òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Rp,q = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vr

è ðàçëîæåíèå
g = g1 ⊕ · · · ⊕ gr

â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ òàêîå, ÷òî gi àííóëèðóåò Vj ïðè i 6= j, è
gi ⊂ so(Vi) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðîé Áåðæå.

1.1.3. Ñâÿçíûå íåïðèâîäèìûå ãðóïïû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ è

ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû âèäåëè, ÷òî çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ïîäàëãåáð
g ⊂ so(r, s) ñî ñâîéñòâîì L(R(g)) = g ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å êëàññèôè-
êàöèè ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð g ⊂ so(r, s), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó
ñâîéñòâó. Äëÿ ïîäàëãåáðû g ⊂ so(n) ñëàáàÿ íåïðèâîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà
íåïðèâîäèìîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ åãî òåíçîðà êðèâèçíû âûïîëíåíî
∇R = 0. Ïî âñÿêîìó ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîìó ïñåâäîðèìàíîâó ìíîãîîáðà-
çèþ ìîæíî ïîñòðîèòü îäíîñâÿçíîå ïñåâäîðèìàíîâî ñèììåòðè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå ñ òîé æå àëãåáðîé ãîëîíîìèè. Èìååòñÿ êëàññèôèêàöèÿ Ý.Êàðòàíà îä-
íîñâÿçíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [51, 25, 83]. Åñëè ãðóïïà
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ãîëîíîìèè òàêîãî ïðîñòðàíñòâà íåïðèâîäèìà, òî îíà ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé
èçîòðîïèè. Èòàê, ñâÿçíûå íåïðèâîäèìûå ãðóïïû ãîëîíîìèè ëîêàëüíî ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé èçâåñòíû.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó îäíîñâÿçíûìè íåðàçëîæèìûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ðèìàíîâûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè (M, g) è ïðîñòûìè Z2-ãðàäóèðîâàííûìè àëãåáðàìè Ëè g = h ⊕ Rn,
òàêèìè ÷òî h ⊂ so(n). Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
ìíîãîîáðàçèÿ (M, g). Ïðîñòðàíñòâî (M, g) ìîæíî âîññòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ
åãî àëãåáðó ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) è çíà÷åíèå R ∈ R(h) òåíçîðà êðèâèçíû
ïðîñòðàíñòâà (M, g) â íåêîòîðîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñòðóêòóðó àë-
ãåáðû Ëè íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå g = h⊕ Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[A,B] = [A,B]h, [A,X] = AX, [X, Y ] = R(X, Y ), A,B ∈ h, X, Y ∈ Rn.

Òîãäà M = G/H, ãäå G � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðå
Ëè g, à H ⊂ G � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäàëãåáðå h ⊂ g.

Â 1955 ãîäó Áåðæå ïîëó÷èë ñïèñîê âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ
ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [28].

Òåîðåìà 1.1.8. Åñëè G ⊂ SO(n) � ñâÿçíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà Ëè,
àëãåáðà Ëè g ⊂ so(n) êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L(R(g)) = g, òî
ëèáî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ãîëîíîìèè ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîãî ðèìàíîâà
ïðîñòðàíñòâà, ëèáî G ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:
SO(n);

U(m), SU(m), n = 2m;
Sp(m), Sp(m) · Sp(1), n = 4m;
Spin(7), n = 8;
G2, n = 7.

Ïåðâîíà÷àëüíî â ñïèñêå Áåðæå ïðèñóòñòâîâàëà òàêæå ãðóïïà
Spin(9) ⊂ SO(16). Â [3] Àëåêñååâñêèé ïîêàçàë, ÷òî ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ
ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè Spin(9) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèìè. Ñïèñîê
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âñåõ âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãî-
îáðàçèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèìè, èç òåîðåìû 1.1.8 ñîâ-
ïàäàåò ñî ñïèñêîì ñâÿçíûõ ïîäãðóïï Ëè G ⊂ SO(n), äåéñòâóþùèõ òðàíçè-
òèâíî íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn (èç êîòîðîãî íóæíî èñêëþ÷èòü ãðóïïû
Spin(9) è Sp(m) · T , ãäå T -îêðóæíîñòü). Çàìåòèâ ýòî, â 1962 ãîäó Ñàéìîíñ
ïîëó÷èë â [142] ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Áåðæå. Áîëåå ïðîñòîå è
ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èë ñîâñåì íåäàâíî Îëìîñ [126].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.8 Áåðæå îñíîâàíî íà êëàññèôèêàöèè íåïðè-
âîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ êîìïàêòíûõ
àëãåáð Ëè. Êàæäîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ïîìîùüþ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ðàçëîæåíèÿ ïî-
ñëåäíèõ íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Äîêàçàòåëüñòâî Áåðæå ñâîäèòñÿ ê
ïðîâåðêå òîãî, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (çà íåáîëüøèì ÷èñëîì èñêëþ÷åíèé)
íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãîëîíîìèè: èç òîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäó-
åò, ÷òî R(g) = {0}, åñëè ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî òåíçîðíî-
ãî ñîìíîæèòåëÿ. Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü òîëüêî ôóíäàìåíòàëüíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, ÿâíî îïèñàííûå Ý.Êàðòàíîì. Ñ ïîìîùüþ ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ
íèõ òàêæå óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç òîæäåñòâà Áüÿíêè âûòåêàåò, ÷òî ëèáî
∇R = 0, ëèáî R = 0, çà íåáîëüøèì ÷èñëîì èñêëþ÷åíèé, óêàçàííûõ â òåîðå-
ìå 1.1.8.

Ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèè U(n2 ), SU(n2 ),
Sp(n4 ) è Sp(n4 ) · Sp(1) ïîñòðîèëè Êàëàáè, ßó è Àëåêñååâñêèé. Â 1987 ãîäó
Áðàéíò [45] ïîñòðîèë ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðóïïàìè ãîëîíî-
ìèè Spin(7) è G2. Ýòî çàâåðøàåò êëàññèôèêàöèþ ñâÿçíûõ ãðóïï ãîëîíîìèè
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äàäèì îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèè èç òåîðåìû 1.1.8.

SO(n): Ýòà ãðóïïà ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Íà
òàêîì ìíîãîîáðàçèè íå âîçíèêàåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ãåîìåòðè÷å-
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ñêèõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè.

U(m) (n = 2m): Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ýòîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ êýëåðî-
âûìè, íà êàæäîì èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ êîì-
ïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà.

SU(m) (n = 2m): Êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé ñ ýòîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè ÿâëÿ-
åòñÿ êýëåðîâûì è Ðè÷÷è-ïëîñêèì. Îíè íàçûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè êýëå-
ðîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè èëè ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè-ßó.

Sp(m) (n = 4m): Íà êàæäîì èç ìíîãîîáðàçèé ñ ýòîé ãðóïïîé ãîëîíî-
ìèè ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíàÿ êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà, ò.å. ïàðàë-
ëåëüíûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû I, J , K, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè
IJ = −JI = K. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ ãèïåðêýëåðîâûìè.

Sp(m) · Sp(1) (n = 4m): Íà êàæäîì èç ìíîãîîáðàçèé ñ ýòîé ãðóïïîé ãîëî-
íîìèè ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíîå òðåõìåðíîå ïîäðàññëîåíèå ðàññëîåíèÿ
ýíäîìîðôèçìîâ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ëîêàëüíî ïîðîæäà-
åòñÿ ïàðàëëåëüíîé êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé.

Spin(7) (n = 8), G2 (n = 7): Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ýòèìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè
ÿâëÿþòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèìè. Íà ìíîãîîáðàçè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè Spin(7)

èìååòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ 4-ôîðìà, íà ìíîãîîáðàçèè ñ ãðóïïîé ãîëîíîìèè
G2 èìååòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ 3-ôîðìà.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàçëîæèìûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè
(ò.å. îòëè÷íûìè îò SO(n)) ãðóïïàìè ãîëîíîìèè èìåþò âàæíûå ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà. Áëàãîäàðÿ ýòèì ñâîéñòâàì, ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñïåöè-
àëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçè-
êå (â òåîðèè ñòðóí è M-òåîðèè) [53, 76, 97]. Çà ïîñëåäíèå 20 ëåò ïîÿâèëîñü
ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèÿ ïîëíûõ è êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî
ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè, ïðèâåäåì ëèøü ññûëêè íà íåêîòîðûå èç
íèõ [22, 23, 64, 70, 96, 97].
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ÏðîñòðàíñòâàR(g) äëÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé g ⊂ so(n) âû÷èñëèë Àëåêñååâñêèé [3]. Äëÿ R ∈ R(g) îïðåäåëèì
ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð Ðè÷÷è, ïîëàãàÿ

Ric(R)(X, Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y ),

X, Y ∈ Rn. Ïðîñòðàíñòâî R(g) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ
ñóììó g-ìîäóëåé:

R(g) = R0(g)⊕R1(g)⊕R′(g),

ãäå R0(g) ñîñòîèò èç òåíçîðîâ êðèâèçíû ñ íóëåâûì òåíçîðîì Ðè÷÷è, R1(g)

ñîñòîèò èç òåíçîðîâ, îáíóëÿåìûõ àëãåáðîé Ëè g (ýòî ïðîñòðàíñòâî òðèâè-
àëüíî èëè îäíîìåðíî), à R′(g) � äîïîëíåíèå ê ýòèì äâóì ïðîñòðàíñòâàì.
Åñëè R(g) = R1(g), òî êàæäîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ àëãåáðîé ãîëîíî-
ìèè g ⊂ so(n) � ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå. Òàêèå ïîäàëãåáðû g ⊂ so(n) íà-
çûâàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè àëãåáðàìè Áåðæå. Àëãåáðû ãîëîíîìèè íåïðè-
âîäèìûõ ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èñ÷åðïûâàþòñÿ àëãåáðàìè
so(n), u(n2 ), sp(n4 )⊕sp(1) è ñèììåòðè÷åñêèìè àëãåáðàìè Áåðæå g ⊂ so(n). Äëÿ
àëãåáð ãîëîíîìèè su(m), sp(m), G2 è spin(7) èìååì R(g) = R0(g), ÷òî è ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêèìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ Ðè÷÷è-
ïëîñêèìè. Äàëåå, äëÿ g = sp(m)⊕sp(1) èìååìR(g) = R0(g)⊕R1(g), ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Ýéíøòåéíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â 1955 ãîäó Áåðæå, äàåò êëàññèôèêà-
öèþ âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé [28].

Òåîðåìà 1.1.9. Åñëè G ⊂ SO(r, s) � ñâÿçíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäãðóïïà Ëè,
àëãåáðà Ëè g ⊂ so(r, s) êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L(R(g)) = g, òî
ëèáî G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ãîëîíîìèè ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîãî ïñåâäîðè-
ìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, ëèáî G ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:
SO(r, s);

U(p, q), SU(p, q), r = 2p, s = 2q;
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Sp(p, q), Sp(p, q) · Sp(1), r = 4p, s = 4q;
SO(r,C), s = r;
Sp(p,R) · SL(2,R), r = s = 2p;
Sp(p,C) · SL(2,C), r = s = 4p;
Spin(7), r = 0, s = 8;
Spin(4, 3), r = s = 4;
Spin(7)C, r = s = 8;
G2, r = 0, s = 7;
G∗

2(2), r = 4, s = 3;
GC

2 , r = s = 7.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.9 îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïîäàëãåáðà
g ⊂ so(r, s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L(R(g)) = g òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ g(C) ⊂ so(r + s,C) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
L(R(g(C))) = g(C). Èíûìè ñëîâàìè, â òåîðåìå 1.1.9 ïåðå÷èñëåíû ñâÿçíûå
âåùåñòâåííûå ãðóïïû Ëè, àëãåáðû Ëè êîòîðûõ èñ÷åðïûâàþò âåùåñòâåííûå
ôîðìû êîìïëåêñèôèêàöèé àëãåáð Ëè ãðóïï Ëè èç òåîðåìû 1.1.8.

Â 1957 ãîäó â [29] Áåðæå ïîëó÷èë ñïèñîê ñâÿçíûõ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï
ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ìû íå ïðèâîäèì
ýòîò ñïèñîê çäåñü â ñèëó åãî ãðîìîçäêîñòè).

1.2. Ñëàáî íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû â

so(1, n + 1)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êëàññèôèêàöèè Áåðàðäà-

Áåðæåðè è Èêåìàêõåíà [26] ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð â so(1, n+ 1). Ýòîò ðåçóëüòàò

îïóáëèêîâàí â [160, 184].

Ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàñ-
ñìîòðèì ñâÿçíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ðàçìåðíîñòè n+2 ≥ 4. Îòîæ-
äåñòâèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â íåêîòîðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñ
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ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî R1,n+1. Áóäåì îáîçíà÷àòü ìåòðèêó Ìèíêîâñêîãî
íà R1,n+1 ñèìâîëîì g. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â ýòîé
òî÷êå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäàëãåáðîé ëîðåíöåâîé àëãåáðû Ëè so(1, n + 1).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.6, (M, g) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïðîèçâåäåíèåì ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àëãåáðà ãîëî-
íîìèè g ⊂ so(1, n + 1) ñëàáî íåïðèâîäèìà. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî g ⊂ so(1, n + 1) � ñëàáî íåïðèâîäèìà. Åñëè g � íåïðèâîäèìà, òî
g = so(1, n + 1). Ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Áåðæå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
so(1, n + 1) íå ñîäåðæèò íèêàêóþ ñîáñòâåííóþ íåïðèâîäèìóþ ïîäàëãåáðó,
ïðÿìûå ãåîìåòðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â
[60] è [38]. Èòàê, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî g ⊂ so(1, n + 1) � ñëàáî
íåïðèâîäèìà è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, òîãäà g ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå âû-
ðîæäåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ R1,n+1, à âìåñòå ñ íèì è èçîòðîïíóþ ïðÿ-
ìóþ ` = U ∩ U⊥ ⊂ R1,n+1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé èçîòðîïíûé âåêòîð
p ∈ `, òîãäà ` = Rp. Çàôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî èçîòðîïíûé âåêòîð q òàêîé,
÷òî g(p, q) = 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî E ⊂ R1,n+1, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðàì p è
q � åâêëèäîâî; ÷àùå âñåãî áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Rn.
Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn. Ïîëó÷àåì áàçèñ Âèòòà
p, e1, . . . , en, q ïðîñòðàíñòâà R1,n+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç so(1, n + 1)Rp ïîäàëãåáðó â so(1, n + 1), ñîõðàíÿþùóþ
èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ Rp. Àëãåáðà Ëè so(1, n+1)Rp ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà
ñî ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé Ëè:

so(1, n+ 1)Rp =



a X t 0

0 A −X

0 0 −a


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, X ∈ Rn, A ∈ so(n)

 .

Îòîæäåñòâèì ìàòðèöó, ïðèâåäåííóþ âûøå, ñ òðîéêîé (a,A,X). Åñòåñòâåííî
âûäåëÿþòñÿ ïîäàëãåáðû R, so(n), Rn â so(1, n+1)Rp. ßñíî, ÷òî R êîììóòèðóåò
ñ so(n), à Rn ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òàêæå èìååì

[(a,A, 0), (0, 0, X)] = (0, 0, aX + AX).
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Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå1

so(1, n+ 1)Rp = (R⊕ so(n)) n Rn.

Êàæäàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðèâîäèìîé, ïîäàëãåáðà
g ⊂ so(1, n + 1) ñîïðÿæåíà íåêîòîðîé ñëàáî íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðå â
so(1, n+ 1)Rp.

Ïóñòü SO0(1, n+1)Rp � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè SO(1, n+1), ñî-
õðàíÿþùàÿ èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ Rp. Ïîäàëãåáðû R, so(n), Rn ⊂ so(1, n+1)Rp

ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ñâÿçíûì ïîäãðóïïàì Ëè

a 0 0

0 id 0

0 0 1
a


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, a > 0

 ,




1 0 0

0 f 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f ∈ SO(n)

 ,




1 X t −1
2X

tX

0 id −X

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣X ∈ Rn

 ⊂ SO0(1, n+ 1)Rp.

Ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

SO0(1, n+ 1)Rp = (R+ × SO(n)) i Rn.

Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêàÿ ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) � êîìïàêòíà, è èìååì ðàç-
ëîæåíèå

h = h′ ⊕ z(h),

ãäå h′ = [h, h] åñòü êîììóòàíò h, à z(h) � öåíòð h [48].
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Áåðàðäó-Áåðæåðè è Èêåìàêõåíó [26].

Òåîðåìà 1.2.1. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n+ 1)Rp � ñëàáî íåïðèâîäèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1Ïóñòü h � íåêîòîðàÿ àëãåáðà Ëè. Áóäåì ïèñàòü h = h1 ⊕ h2, åñëè h ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

èäåàëîâ h1, h2 ⊂ h. Áóäåì ïèñàòü h = h1 n h2, åñëè h ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäàëãåáðû h1 ⊂ h

è èäåàëà h2 ⊂ h. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ äëÿ ãðóïï Ëè èñïîëüçóåì × è i.
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Òèï 1. g1,h = (R ⊕ h) n Rn =
{(

a Xt 0
0 A −X
0 0 −a

)∣∣∣ a ∈ R, X ∈ Rn, A ∈ h
}
, ãäå

h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà;

Òèï 2. g2,h = h n Rn =
{(

0 Xt 0
0 A −X
0 0 0

)∣∣∣ X ∈ Rn, A ∈ h
}
, ãäå h ⊂ so(n) � ïî-

äàëãåáðà;

Òèï 3. g3,h,ϕ = {(ϕ(A), A, 0)|A ∈ h}n Rn

=

{(
ϕ(A) Xt 0

0 A −X
0 0 −ϕ(A)

)∣∣∣∣ X ∈ Rn, A ∈ h

}
, ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà ñ

óñëîâèåì z(h) 6= {0} è ϕ : h → R � íåíóëåâîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
ñî ñâîéñòâîì ϕ|h′ = 0;

Òèï 4. g4,h,m,ψ = {(0, A,X + ψ(A))|A ∈ h, X ∈ Rm}

=

{(
0 Xt ψ(A)t 0
0 A 0 −X
0 0 0 −ψ(A)
0 0 0 0

)∣∣∣∣∣ X ∈ Rm, A ∈ h

}
, ãäå èìååò ìåñòî îðòîãîíàëü-

íîå ðàçëîæåíèå Rn = Rm⊕Rn−m òàêîå, ÷òî h ⊂ so(m), dim z(h) ≥ n−m

è ψ : h → Rn−m � ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñî ñâîéñòâîì
ψ|h′ = 0.

Ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) àññîöèèðîâàííàÿ, âûøå ñî ñëàáî íåïðèâîäèìîé
ïîäàëãåáðîé g ⊂ so(1, n + 1)Rp, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ÷àñòüþ àëãåáðû
Ëè g.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èç [26] � àëãåáðàè÷åñêîå è íå äàåò íèêà-
êóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ àëãåáð. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà âìåñòå ñ íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèåé.

Òåîðåìà 1.2.2. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï Ëè

SO0(1, n+ 1)Rp ' Sim0(n),

ãäå Sim0(n) � ñâÿçíàÿ ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå, ñëàáî íåïðèâîäèìûå ïîäãðóïïû Ëè
â SO0(1, n+1)Rp ñîîòâåòñòâóþò òðàíçèòèâíûì ïîäãðóïïàì Ëè â Sim0(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ∂Ln+1 ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêî-
ãî,

∂Ln+1 = {RX|X ∈ R1,n+1, g(X,X) = 0, X 6= 0}
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êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ èçîòðîïíîãî êîíóñà

C = {X ∈ R1,n+1| g(X,X) = 0}.

Îòîæäåñòâèì ∂Ln+1 ñ n-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðîé Sn ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì áàçèñ e0, e1, ..., en, en+1 ïðîñòðàíñòâà R1,n+1, ãäå

e0 =

√
2

2
(p− q), en+1 =

√
2

2
(p+ q).

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 = E ⊕ Ren+1 ⊂ R1,n+1. Êàæäàÿ
èçîòðîïíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî e0 + E1 â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå. Ïåðåñå÷åíèå (e0 + E1) ∩ C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî

{X ∈ R1,n+1|x0 = 1, x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1},

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé ñôåðîé Sn. Ýòî äàåò íàì îòîæäåñòâëåíèå
∂Ln+1 ' Sn.

Ãðóïïà SO0(1, n+ 1)Rp äåéñòâóåò íà ∂Ln+1 (êàê ãðóïïà êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé) è ñîõðàíÿåò òî÷êó Rp ∈ ∂Ln+1, ò.å. SO0(1, n + 1)Rp äåéñòâóåò
â åâêëîäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ' ∂Ln+1\{Rp} êàê ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ïîäîáèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýëåìåíòû

a 0 0

0 id 0

0 0 1
a

 ,


1 0 0

0 f 0

0 0 1

 ,


1 X t −1

2X
tX

0 id −X

0 0 1

 ∈ SO0(1, n+ 1)Rp

äåéñòâóþò â Rn êàê ãîìîòåòèÿ Y 7→ aY , ñïåöèàëüíîå îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ SO(n) è ñäâèã Y 7→ Y + X, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîðîæäàþò ãðóïïó Sim0(n). Ýòî è äàåò èçîìîð-
ôèçì SO0(1, n + 1)Rp ' Sim0(n). Äàëåå, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïîäãðóïïà
G ⊂ SO0(1, n + 1)Rp ñîõðàíÿåò ñîáñòâåííîå íåâûðîæäåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â R1,n+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ Sim0(n)

ñîõðàíÿåò ñîáñòâåííîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. À ïîñëåäíåå óñëîâèå
ðàâíîñèëüíî òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ G â Rn [4, 5].
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Îñòàåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü ñâÿçíûå òðàíçèòèâíûå ïîäãðóïïû â Sim0(n).
Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç [4, 5], ñì. [160, 184].

Òåîðåìà 1.2.3. Ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ Sim0(n) òðàíçèòèâíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà G ñîïðÿæåíà ãðóïïå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

Òèï 1. G = (R+ ×H) i Rn, ãäå H ⊂ SO(n) � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè;

Òèï 2. G = H i Rn;

Òèï 3. G = (RΦ ×H) i Rn, ãäå Φ : R+ → SO(n) åñòü ãîìîìîðôèçì è

RΦ = {a · Φ(a)|a ∈ R+} ⊂ R+ × SO(n)

� ãðóïïà âèíòîâûõ ãîìîòåòèé Rn;

Òèï 4. G = (H × UΨ) i W, ãäå èìååì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå
Rn = U ⊕ W , H ⊂ SO(W ), Ψ : U → SO(W ) � èíúåêòèâíûé ãîìî-
ìîðôèçì, è

UΨ = {Ψ(u) · u|u ∈ U} ⊂ SO(W )× U

� ãðóïïà âèíòîâûõ äâèæåíèé Rn.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïîäàëãåáðû g ⊂ so(1, n+1)Rp, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäãðóïïàì G ⊂ Sim0(n) èç ïîñëåäíåé òåîðåìû èñ÷åðïûâàþò àëãåáðû Ëè
òåîðåìû 1.2.1. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè so(1, n+1)Rp ÷åðåç sim(n).

1.3. Òåíçîðû êðèâèçíû è êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð Áåðæå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû R(g) äëÿ

ïîäàëãåáð g ⊂ sim(n). Âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì Ëàéñòíåðà î êëàññèôèêàöèè ñëàáûõ àëãåáð

Áåðæå ýòî äàñò êëàññèôèêàöèþ ïîäàëãåáð Áåðæå g ⊂ sim(n). Äàëåå, ìû íàéäåì òåíçîð

êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèé Âîëêåðà, ò.å. ìíîãîîáðàçèé ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n).

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [153, 172].
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1.3.1. Àëãåáðàè÷åñêèå òåíçîðû êðèâèçíû è êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð

Áåðæå

Ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà R(g) äëÿ ïîäàëãåáð g ⊂ sim(n) âîçíèêàåò ïðî-
ñòðàíñòâî

P(h) = {P ∈ Hom(Rn, h)|

g(P (X)Y, Z) + g(P (Y )Z,X) + g(P (Z)X, Y ) = 0, X, Y, Z ∈ Rn}, (1.2)

ãäå h ⊂ so(n) � ïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâî P(h) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ñëàáûõ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ h. ×åðåç L(P(h)) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â h, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè âèäà P (X) äëÿ âñåõ P ∈ P(h)

è X ∈ Rn. Ëåãêî óñòàíîâèòü [172, 116], ÷òî åñëè R ∈ R(h), òî äëÿ âñÿêîãî
Z ∈ Rn èìååì P (·) = R(·, Z) ∈ P(h). Ïî ýòîé ïðè÷èíå àëãåáðà h íàçûâàåòñÿ
ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L(P(h)) = h. Åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà h-ìîäóëÿ â ïðîñòðàíñòâå P(h),

Pξ(X) = [ξ, P (X)]− P (ξX),

ãäå P ∈ P(h), ξ ∈ h, X ∈ Rn. Ýòî âëå÷åò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L(P(h)) ⊂ h

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â h.
Óäîáíî îòîæäåñòâèòü àëãåáðó Ëè so(1, n+1) ñ ïðîñòðàíñòâîì áèâåêòîðîâ

∧2R1,n+1, òàêèì îáðàçîì, ÷òî

(X ∧ Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X, X, Y, Z ∈ R1,n+1.

Òîãäà ýëåìåíò (a,A,X) ∈ sim(n) ñîîòâåòñòâóåò áèâåêòîðó −ap∧q+A−p∧X,
ãäå A ∈ so(n) ' ∧2Rn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [172] äàåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðè-
âèçíû äëÿ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð g ⊂ sim(n).

Òåîðåìà 1.3.1. Êàæäûé òåíçîð êðèâèçíû R ∈ R(g1,h) îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåí ýëåìåíòàìè

λ ∈ R, ~v ∈ Rn, R0 ∈ R(h), P ∈ P(h), T ∈ �2Rn
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(p, q) =− λp ∧ q − p ∧ ~v, R(X, Y ) = R0(X,Y ) + p ∧ (P (X)Y − P (Y )X),

(1.3)

R(X, q) =− g(~v,X)p ∧ q + P (X)− p ∧ T (X), R(p,X) = 0, X, Y ∈ Rn.

(1.4)

Â ÷àñòíîñòè, èìååì èçîìîðôèçì h-ìîäóëåé

R(g1,h) ' R⊕ Rn ⊕�2Rn ⊕R(h)⊕ P(h).

Äàëåå,

R(g2,h) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, ~v = 0},

R(g3,h,ϕ) = {R ∈ R(g1,h)|λ = 0, R0 ∈ R(kerϕ), g(~v, ·) = ϕ(P (·))},

R(g4,h,m,ψ) = {R ∈ R(g2,h)|R0 ∈ R(kerψ), prRn−m ◦T = ψ ◦ P}.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. [172] Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îðòîãîíàëüíàÿ
÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. [172] Âñÿêàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà g ⊂ sim(n)

òàêàÿ, ÷òî åå îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.1 ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè àëãåáð Áåðæå äëÿ ëî-
ðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå.

Òåîðåìà 1.3.2. [172] (I) Äëÿ âñÿêîé ñëàáîé àëãåáðû Áåðæå h ⊂ so(n) ñóùå-
ñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Rn = Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rns ⊕ Rns+1 (1.5)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå h â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ

h = h1 ⊕ · · · ⊕ hs ⊕ {0}, (1.6)
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ïðè ýòîì hi(Rnj) = 0 ïðè i 6= j, hi ⊂ so(ni) è ïðåäñòàâëåíèå hi íåïðèâîäèìî
â Rni.

(II) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n), äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóþò ðàçëîæåíèÿ ïóíêòà (I). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P(h) = P(h1)⊕ · · · ⊕ P(hs).

Áåðàðä-Áåðæåðè è Èêåìàêõåí [26] ïîêàçàëè, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü
h ⊂ so(n) àëãåáðû ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå ÷àñòè (I)
òåîðåìû 1.3.2.

Ñëåäñòâèå 1.3.3. [172] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n), äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóþò ðàçëîæåíèÿ ïóíêòà (I) òåîðåìû 1.3.2, òîãäà h ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà hi ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå ïðè âñåõ i = 1, ..., s.

Èòàê, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûå ñëàáûå àëãåáðû Áåðæå
h ⊂ so(n). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè àëãåáðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðèâîäè-
ìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî äàëåêî íåòðèâèàëüíîå
óòâåðæäåíèå ïîëó÷èë Ëàéñòíåð [116].

Òåîðåìà 1.3.3. [116] Âñÿêàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Íèæå ìû åùå îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Èç ñëåäñòâèÿ 1.3.1 è
òåîðåìû 1.3.3 ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
íåïðèâîäèìûìè àëãåáð, Áåðæå g ⊂ sim(n).

Òåîðåìà 1.3.4. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n+1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé, íå
ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g

ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå h ⊂ so(n)

� àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.
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Âåðíåìñÿ ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.3.1. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû, îïðå-
äåëÿþùèå R ∈ R(g1,h) èç òåîðåìû 1.3.1, çàâèñÿò îò âûáîðà âåêòîðîâ
p, q ∈ R1,n+1. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ 6= 0, âåêòîð p′ = µp, è ïðî-
èçâîëüíûé èçîòðîïíûé âåêòîð q′ òàêîé, ÷òî g(p′, q′) = 1. Ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð W ∈ E òàêîé, ÷òî

q′ =
1

µ
(−1

2
g(W,W )p+W + q).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî E ′ èìååò âèä

E ′ = {−g(X,W )p+X|X ∈ E}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå

X ∈ E 7→ X ′ = −g(X,W )p+X ∈ E ′.

Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî òåíçîð R îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè λ̃, ṽ, R̃0, P̃ , T̃ , ãäå,
íàïðèìåð, èìååì

λ̃ = λ, ṽ =
1

µ
(~v − λW )′, P̃ (X ′) =

1

µ
(P (X) +R0(X,W ))′,

R̃0(X
′, Y ′)Z ′ = (R0(X,Y )Z)′. (1.7)

Ýòî íàáëþäåíèå áóäåò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàíî íèæå.
Ïóñòü R ∈ R(g1,h). Ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð Ðè÷÷è èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

Ric(p, q) =λ, Ric(X, Y ) = Ric(R0)(X, Y ), (1.8)

Ric(X, q) =g(X,~v − R̃ic(P )), Ric(q, q) = −trT, (1.9)

ãäå R̃icP =
∑n

i=1 P (ei)ei. Äëÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû èìååì

s = 2λ+ s0,

ãäå s0 � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà òåíçîðà R0.
Îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ric(p) =λp, Ric(X) = g(X,~v − R̃icP )p+ Ric(R0)(X), (1.10)

Ric(q) =− (trT )p− R̃ic(P ) + ~v + λq. (1.11)
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1.3.2. Òåíçîð êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèé Âîëêåðà

Âñÿêîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n) (ëî-
êàëüíî) äîïóñêàåò ðàñïðåäåëåíèå ` èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Âîëêåðà [46, 147]. Íà âñÿêîì òàêîì ìíîãîîáðà-
çèè (M, g) ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî ìåò-
ðèêà g èìååò âèä

g = 2dvdu+ h+ 2Adu+H(du)2, (1.12)

ãäå h = hij(x
1, ..., xn, u)dxidxj � ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê, çàâèñÿùèõ îò

ïàðàìåòðà u, A = Ai(x
1, . . . , xn, u)dxi � ñåìåéñòâî 1-ôîðì, çàâèñÿùèõ îò u, à

H � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà M . Âåêòîðíîå ïîëå ∂v îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ è ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì, ò.å.

∇∂v =
1

2
∂vHdu⊗ ∂v.

Ïîýòîìó, âåêòîðíîå ïîëå ∂v ïðîïîðöèîíàëüíî ïàðàëëåëüíîìó âåêòîðíîìó ïî-
ëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(∂vHdu) = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì

∂v∂iH = ∂2
vH = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ∇∂v = 0 è ∂vH = 0.
Àëãåáðû ãîëîíîìèè òèïà 2 è 4 îáíóëÿþò âåêòîð p, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå
ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò (ëîêàëüíûå) ïàðàëëåëüíûå èçîòðîïíûå âåêòîðíûå
ïîëÿ, à ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ∂vH = 0. Íàïðî-
òèâ, àëãåáðû ãîëîíîìèè òèïà 1 è 3 íå îáíóëÿþò ýòîò âåêòîð, è ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùèå ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò òîëüêî ðåêóððåíòíûå èçîòðîïíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ, èìååì d(∂vHdu) 6= 0.

Âàæíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèé Âîëêåðà ïðåäñòàâëÿþò ïëîñêèå ãðàâèòàöè-
îííûå âîëíû, êîòîðûå ëîêàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.12) ñ A = 0,
h =

∑n
i=1(dx

i)2 è ∂vH = 0, ñì. [117]. Ïëîñêèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû � ýòî
â òî÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Âîëêåðà ñ êîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè
g ⊂ Rn ⊂ sim(n).
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Áîáåëü [37] ïîñòðîèë êîîðäèíàòû

v, x1 = (x1
1, . . . , x

n1
1 ), . . . , xs+1 = (x1

s+1, ..., x
ns+1

s+1 ), u, (1.13)

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèþ (1.5). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

h = h1 + · · ·+ hs+1, hα =

nα∑
i,j=1

hαijdx
i
αdx

j
α, hs+1 =

ns+1∑
i=1

(dxis+1)
2, (1.14)

A =
s+1∑
α=1

Aα, Aα =

nα∑
k=1

Aα
kdx

k
α, As+1 = 0,

∂

∂xkβ
hαij =

∂

∂xkβ
Aα
i = 0, if β 6= α. (1.15)

Ðàññìîòðèì ïîëå ðåïåðîâ

p = ∂v, Xi = ∂i − Ai∂v, q = ∂u −
1

2
H∂v. (1.16)

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå E, ïîðîæäåííîå âåêòîðíûìè ïîëÿìè X1, ..., Xn.
Ñëîè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè h(u). Ïóñòü R0

� òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñåìåéñòâó òåíçîðîâ êðèâèçíû ìåòðèê h(u) ïðè
ýòîì îòîæäåñòâëåíèè. Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ric(h) ñîîòâåòñòâóþùèé
ýíäîìîðôèçì Ðè÷÷è, äåéñòâóþùèé íà ñå÷åíèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ E. Òåïåðü
òåíçîð êðèâèçíû R ìåòðèêè g îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ôóíêöèåé λ, ñå÷åíèåì
~v ∈ Γ(E), ñèììåòðè÷åñêèì ïîëåì ýíäîìîðôèçìîâ T ∈ Γ(End(E)), T ∗ = T ,
òåíçîðîì êðèâèçíû R0 = R(h), à òåíçîðîì P ∈ Γ(E∗ ⊗ so(E)). Ýòè òåíçî-
ðû ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ìåòðèêè (1.12). Ïóñòü
P (Xk)Xj = P i

jkXi è T (Xj) =
∑

i TijXj. Òîãäà

hilP
l
jk = g(R(Xk, q)Xj, Xi), Tij = −g(R(Xi, q)q,Xj).
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Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

λ =
1

2
∂2
vH, ~v =

1

2

(
∂i∂vH − Ai∂

2
vH
)
hijXj, (1.17)

hilP
l
jk =− 1

2
∇kFij +

1

2
∇kḣij − Γ̇lkjhli, (1.18)

Tij =
1

2
∇i∇jH − 1

4
(Fik + ḣik)(Fjl + ḣjl)h

kl − 1

4
(∂vH)(∇iAj +∇jAi) (1.19)

− 1

2
(Ai∂j∂vH + Aj∂i∂vH)− 1

2
(∇iȦj +∇jȦi)

+
1

2
AiAj∂

2
vH +

1

2
ḧij +

1

4
ḣij∂vH,

ãäå
F = dA, Fij = ∂iAj − ∂jAi

� äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû A, à êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè h, òî÷êà îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé u. Â
ñëó÷àå, êîãäà h, A èH íå çàâèñÿ îò u, òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè (1.12) íàéäåí
â [72]. Â [72] íàéäåí òàêæå òåíçîð Ðè÷÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè (1.12).

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî êîîðäèíàòû Âîëêåðà íå îïðåäåëåíû êàíîíè÷åñêè,
íàïðèìåð, ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü íàáëþäåíèå èç [72], ïîêàçûâàþùåå,
÷òî åñëè

H = λv2 + vH1 +H0, λ ∈ R, ∂vH1 = ∂vH0 = 0,

òî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

v 7→ v − f(x1, ..., xn, u), xi 7→ xi, u 7→ u

ìåíÿåò ìåòðèêó (1.12) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai 7→ Ai + ∂if, H1 7→ H1 + 2λf, H0 7→ H0 +H1f + λf 2 + 2ḟ . (1.20)

1.4. Ïðîñòðàíñòâà ñëàáûõ òåíçîðîâ êðèâèçíû

Õîòÿ Ëàéñòíåð ïîêàçàë, ÷òî ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n), ïîðîæäàåìûå îáðàçàìè ïðîñòðàíñòâ

P(h), èñ÷åðïûâàþòñÿ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îí íå íàøåë ñàìè
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ïðîñòðàíñòâà P(h). Ñåé÷àñ ìû íàéäåì ýòè ïðîñòðàíñòâà, ÷òî äàñò ïîëíóþ ñòðóêòóðó ïðî-

ñòðàíñòâ òåíçîðîâ êðèâèçíû äëÿ àëãåáð ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n). Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêî-

âàíû â [166].

1.4.1. Ðåçóëüòàòû

Ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâà P(h), ãäå h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìàÿ
ïîäàëãåáðà. Ðàññìîòðèì h � ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå

R̃ic : P(h) → Rn, R̃ic(P ) =
n∑
i=1

P (ei)ei.

Îïðåäåëåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîãîíàëüíîãî áàçè-
ñà e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà Rn. Îáîçíà÷èì çà P0(h) ÿäðî îòîáðàæåíèÿ R̃ic.
Ïóñòü P1(h) � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â P(h). Òàêèì
îáðàçîì,

P(h) = P0(h)⊕ P1(h).

Òàê êàê ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìà, à îòîáðàæåíèå R̃ic � h-
ýêâèâàðèàíòíîå, òî ïðîñòðàíñòâî P1(h) � ëèáî òðèâèàëüíî, ëèáî èçîìîðôíî
Rn. Ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ h ⊂ u(n2 ) íàéäåíû â [116]. Â ïóíêòå 1.4.3 ìû
âû÷èñëÿåì ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ îñòàëüíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà 1.4.1, ãäå äàíû ïðî-
ñòðàíñòâà P(h) äëÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèé (äëÿ êîìïàêòíîé àëãåáðû Ëè h âûðàæåíèå VΛ îáîçíà÷àåò
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå h, îïðåäåëÿåìîå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì
àëãåáðû Ëè h⊗C ñî ñòàðøèì âåñîì Λ; ((�2(Cm)∗⊗Cm)0 îáîçíà÷àåò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â �2(Cm)∗⊗Cm, ñîñòîÿùåå èç òåíçîðîâ òàêèõ, ÷òî ñâåðòêà âåðõíåãî
èíäåêñà ñ ëþáûì íèæíèì èíäåêñîì äàåò íîëü).

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå h - ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå

τ : Rn ⊗R(h) → P(h), τ(u⊗R) = R(·, u).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà íåêîòî-
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Òàáëèöà 1.4.1. Ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé h ⊂ so(n).

h ⊂ so(n) P1(h) P0(h) dimP0(h)

so(2) R2 0 0

so(3) R3 V4π1 5

so(4) R4 V3π1+π′1
⊕ Vπ1+3π′1

16

so(n), n ≥ 5 Rn Vπ1+π2

(n−2)n(n+2)
3

u(m), n = 2m ≥ 4 Rn (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)

su(m), n = 2m ≥ 4 0 (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 m2(m− 1)

sp(m)⊕ sp(1), n = 4m ≥ 8 Rn �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

sp(m), n = 4m ≥ 8 0 �3(C2m)∗ m(m+1)(m+2)
3

G2 ⊂ so(7) 0 Vπ1+π2 64

spin(7) ⊂ so(8) 0 Vπ2+π3 112

h ⊂ so(n), n ≥ 4, Rn 0 0

� ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå

ðûõ P ∈ P(h). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [3, 116] è òàá-
ëèöû 1.4.1.

Òåîðåìà 1.4.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n),
n ≥ 4, h-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå τ : Rn ⊗ R(h) → P(h) ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì. Áîëåå òîãî, τ(Rn⊗R0(h)) = P0(h) è τ(Rn⊗R1(h)) = P1(h).

Ïóñòü n ≥ 4 è h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Èç òåîðåìû 1.4.1
ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé P ∈ P1(h) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå R(·, x), ãäå
R ∈ R0(h) è x ∈ Rn. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîëüíûé P ∈ P0(h) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ∑iRi(·, xi) äëÿ íåêîòîðûõ Ri ∈ R1(h) è xi ∈ Rn.

1.4.2. ßâíûé âèä íåêîòîðûõ P ∈ P(h)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû è ðåçóëüòàòû èç [3], ìîæíî ïîëó÷èòü
ÿâíûé âèä ïðîñòðàíñòâ P(h).
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Èç ðåçóëüòàòîâ [116] ñëåäóåò, ÷òî

P(u(m)) ' �2(Cm)∗ ⊗ Cm.

Äàäèì ÿâíîå îïèñàíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà. Ïóñòü

S ∈ �2(Cm)∗ ⊗ Cm ⊂ (Cm)∗ ⊗ gl(m,C).

Ðàññìîòðèì îòîæäåñòâëåíèå

Cm = R2m = Rm ⊕ iRm

è âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , em ïðîñòðàíñòâà Rm. Îïðåäåëèì êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Sabc, a, b, c = 1, . . . ,m òàê, ÷òî

S(ea)eb =
∑
c

Sacbec.

Èìååì Sabc = Scba. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå S1 : R2m → gl(2m,R) óñëîâèÿìè

S1(ea)eb =
∑
c

Sabcec, S1(iea) = −iS1(ea), S1(ea)ieb = iS1(ea)eb.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

P = S − S1 : R2m → gl(2m,R)

ïðèíàäëåæèò P(u(n)), è êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà P(u(n)) èìååò òàêîé
âèä. Ïîëó÷åííûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó P(su(n)) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ∑b Sabb = 0 äëÿ âñåõ a = 1, . . . ,m, ò.å. S ∈ (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0.
Åñëè m = 2k, ò.å. n = 4k, òî P ïðèíàäëåæèò P(sp(k)) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà S(ea) ∈ sp(2k,C), a = 1, . . . ,m, ò.å.

S ∈ (sp(2k,C))(1) ' �3(C2k)∗.

Â [174] ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé P ∈ P(u(m)) óäîâëåòâîðÿåò

g(R̃ic(P ), X) = − trC P (JX), X ∈ R2m.
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Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé R ∈ R1(so(n)) ⊕ R′(so(n)) èìååò âèä
R = RS, ãäå S : Rn → Rn � ñèììåòðè÷åñêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è

RS(X, Y ) = SX ∧ Y +X ∧ SY. (1.21)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

τ(Rn,R1(so(n))⊕R′(so(n))) = P(so(n)).

Ýòî è (1.21) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P(so(n)) ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ
ýëåìåíòàìè P âèäà

P (y) = Sy ∧ x+ y ∧ Sx,

ãäå x ∈ Rn è S ∈ �2Rn � ôèêñèðîâàíû, à y ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Äëÿ òàêèõ P èìååì R̃ic(P ) = (trS − S)x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
P0(so(n)) ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè P âèäà

P (y) = Sy ∧ x,

ãäå x ∈ Rn, S ∈ �2Rn óäîâëåòâîðÿþò trS = 0, Sx = 0, à y ∈ Rn � ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð.

Èçîìîðôèçì P1(so(n)) ' Rn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ∈ Rn

ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó P = x ∧ · ∈ P1(so(n)), ò.å. P (y) = x ∧ y äëÿ âñåõ
y ∈ Rn.

Êàæäûé P ∈ P1(u(m)) èìååò âèä

P (y) = −1

2
g(Jx, y)J +

1

4
(x ∧ y + Jx ∧ Jy),

ãäå J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà R2m, x ∈ R2m �ôèêñèðîâàííûé, à y ∈ R2m

� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Êàæäûé P ∈ P1(sp(m)⊕ sp(1)) èìååò âèä

P (y) = −1

2

3∑
α=1

g(Jαx, y)Jα +
1

4

(
x ∧ y +

3∑
α=1

Jαx ∧ Jαy
)
,

ãäå (J1, J2, J3) � êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà R4m, x ∈ R4m � ôèêñèðîâàí-
íûé, à y ∈ R4m � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
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Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ h ⊂ so(h) ïðî-
ñòîé êîìïàêòíîé àëãåáðû Ëè h, îòëè÷íîé îò so(3), ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
P ∈ P(h) = P1(h) èìååò âèä

P (y) = [x, y].

Åñëè h ⊂ so(n) � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå, òî

P(h) = P1(h) = {R(·, x)|x ∈ Rn},

ãäå R � îáðàçóþùèé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà R(h) ' R.
Â îáùåì ñëó÷àå, ïóñòü h ⊂ so(n)� íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà è P ∈ P1(h).

Òîãäà R̃ic(P ) ∧ · ∈ P1(so(n)). Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

R̃ic
(
P +

1

n− 1
R̃ic(P ) ∧ ·

)
= 0,

ò.å.
P +

1

n− 1
R̃ic(P ) ∧ · ∈ P0(so(n)).

Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèå

P1(h) ⊂ P(so(n)) = P0(so(n))⊕ P1(so(n))

èìååò âèä

P ∈ P1(h) 7→
(
P+

1

n− 1
R̃ic(P )∧·,− 1

n− 1
R̃ic(P )∧·

)
∈ P0(so(n))⊕P1(so(n)).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò òåíçîð W = P + 1
n−1 R̃ic(P ) ∧ ·, ÿâëÿþùèéñÿ

àíàëîãîì òåíçîðà Âåéëÿ äëÿ P ∈ P(h) è ýòîò òåíçîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðóþ êîìïîíåíòó òåíçîðà Âåéëÿ ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ.

1.4.3. Âû÷èñëåíèå ïðîñòðàíñòâ P(h)

Ïóñòü h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ. Òàê êàê äëÿ ïîäàëãåáð h ⊂ u(n2 ) ïðîñòðàíñòâà P(h) íàéäåíû
[116], áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî h 6⊂ u(n2 ), òîãäà ïîäàëãåáðà h⊗C ⊂ so(n,C) �
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íåïðèâîäèìà, è äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîñòðàíñòâî P(h⊗C), êîòîðîå ñîâïàäàåò
ñ P(h)⊗ C.

Âû÷èñëèì ïðîñòðàíñòâà P(h) äëÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïîäàë-
ãåáð Áåðæå h ⊂ so(n,C). Íåñèììåòðè÷åñêèìè ïîäàëãåáðàìè Áåðæå
h ⊂ so(n,C) (ò.å. ïîäàëãåáðàìè ñ R(h) 6= R1(h)) ÿâëÿþòñÿ so(n,C),
sl(2,C) ⊕ sp(2m,C) ⊂ so(4m,C) (m ≥ 2), spin(7,C) ⊂ so(8,C) è
GC

2 ⊂ so(7,C). Ñèììåòðè÷åñêèå ïîäàëãåáðû Áåðæå h ⊂ so(m,C) (ò.å.
ïîäàëãåáðû ñ R(h) = R1(h)) äàíû â òàáëèöå 1.4.2, âçÿòîé èç [137].

Òàáëèöà 1.4.2. Íåïðèâîäèìûå ñèììåòðè÷åñêèå ïîäàëãåáðû Áåðæå h ⊂ so(m,C) = so(V ).

No. h V

1 sp(2n,C), n ≥ 3 Vπ2 = Λ2C2n/Cω

2 so(n,C), n ≥ 3, n 6= 4 V2π1 = �2Cn/Cg

3 h is a simple Lie algebra h

4 so(9,C) (∆9)
C

5 sp(8,C) Vπ4 = Λ4C8/(ω ∧ Λ2C8)

6 FC
4 Vπ1 = C26

7 sl(8,C) Vπ4 = Λ4C8

8 so(16,C) (∆+
16)

C

9 so(p,C)⊕ so(q,C), p, q ≥ 3 Cp ⊗ Cq

10 sp(2p,C)⊕ sp(2q,C), p, q ≥ 2 C2p ⊗ C2q

11 sl(2,C)⊕ sl(2,C) C2 ⊗�3C2

12 sp(6,C)⊕ sl(2,C) Vπ3 ⊗ C2 = (Λ3C6/(ω ∧ C6))⊗ C2

13 sl(6,C)⊕ sl(2,C) Vπ3 ⊗ C2 = Λ3C6 ⊗ C2

14 so(12,C)⊕ sl(2,C) (∆+
12)

C ⊗ C2

15 EC
7 ⊕ sl(2,C) Vπ1 ⊗ C2 = C56 ⊗ C2

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî è h ⊂ so(V ). Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R : Λ2V → h ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó R(h) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî
x ∈ V âûïîëíåíî R(·, x) ∈ P(h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè R ∈ R(h), òî ïðèíàäëåæíîñòü R(·, x) ∈ P(h) ñëå-
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äóåò èç (1.1) è òîæäåñòâà Áüÿíêè. Îáðàòíî, åñëè R(·, x) ∈ P(h) äëÿ âñåõ
x ∈ V , òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî R óäîâëåòâîðÿåò (1.1), à ýòî âëå÷åò R ∈ R(h).
�

Îòìåòèì, ÷òî ýòó ëåììó ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå ê íåïðèâîäèìûì ïîä-
ìîäóëÿì U ⊂ R(h).

Ëåììà 1.4.2. Ïóñòü h ⊂ so(n,C) = so(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà.
Òîãäà ðàçëîæåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗ h â ïðÿìóþ ñóììó íåïðè-
âîäèìûõ h-ìîäóëåé èìååò âèä

V ⊗ h = kV ⊕ (⊕λVλ),

ãäå k � ÷èñëî íåíóëåâûõ îòìåòîê íà ñõåìå Äûíêèíà ïðåäñòàâëåíèÿ h â
ïðîñòðàíñòâå V , à Vλ � ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå íåïðèâîäèìûå h-ìîäóëè,
íåèçîìîðôíûå ìîäóëþ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðàòíîñòü ìîäóëÿ Vλ â ïðîèçâåäåíèè V ⊗ h ðàâíà

dim{v ∈ hλ−Λ|(adAi
)Λi+1v = 0, i = 1, . . . , l},

ãäå Λ � ñòàðøèé âåñ ìîäóëÿ V , l � ðàíã h, Ai � êàíîíè÷åñêèå ãåíåðàòîðû
h, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíÿì, à Λi � îòìåòêè íà
äèàãðàììå Äûíêèíà, îïðåäåëÿþùèå Λ [48]. Åñëè Λ 6= λ, òî dim hλ−Λ ðàâíà 0

èëè 1. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå Vλ � ïîïàðíî íåèçîìîðôíû. Äàëåå,

k = dim{v ∈ h0|(adAi
)Λi+1v = 0, i = 1, . . . , l},

ãäå h0 � ïîäàëãåáðà Êàðòàíà h. Åñëè Λi > 0, òî (adAi
)Λi+1v = 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
k = dim{v ∈ h0|[Ai, v] = 0 âñÿêèé ðàç, êîãäà Λi = 0}.

Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòîèò èç ñòðîê ìàò-
ðèöû Êàðòàíà àëãåáðû Ëè h, ñîîòâåòñòâóþùèõ i ñ Λi = 0. Òåïåðü äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà Êàðòàíà � íåâûðîæäåíà. �
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à h ⊂ so(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Åñëè
V ⊗ h ñîäåðæèò òîëüêî îäèí íåïðèâîäèìûé ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé V , òî
P1(h) ' V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R1(h) ' F, ãäå ñîîòâåòñòâåííî
F = R èëè C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Hom0(V, h) ⊂ Hom(V, h) � ïîäïðîñòðàíñòâî,
ñîñòîÿùåå èç îòîáðàæåíèé ϕ : V → h òàêèõ, ÷òî∑n

i=1 ϕ(ei)ei = 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Hom1(V, h) åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, òîãäà

Hom(V, h) = Hom0(V, h)⊕ Hom1(V, h).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Hom1(V, h) ' V . Çàìåòèì, ÷òî Hom1(V, so(n)) = P1(so(n)).

Ëåììà 1.4.3. Hom1(V, h) = {prh ◦P |P ∈ P1(so(n))}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Hom0(V, h) è P ∈ P1(so(n)), òîãäà

(ϕ, prh ◦P ) =
n∑

i,j=1

(ei ⊗ ϕ(ei), ej ⊗ prh ◦P (ej)) =

n∑
i=1

(ϕ(ei), prh ◦P (ei)) =
n∑
i=1

(ϕ(ei), P (ei)) = (ϕ, P ) = 0,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà ðàçíûõ òåíçîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ è ôàêò, ÷òî Hom0(V, h) ⊂ Hom0(V, so(n)) � îðòîãîíàëüíî
Hom1(V, so(n)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî prh ◦P = 0. Íàïîì-
íèì, ÷òî P èìååò âèä x0 ∧ · äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ V . Òîãäà h àííóëèðóåò x0 è
èìååì x0 = 0. Ëåììà âåðíà. �

Çàìåòèì, ÷òî �2h ñîäåðæèò idh. Áîëåå òîãî, ëèáî R1(h) = 0, ëèáî
R1(h) = F idh. Ïóñòü R : Λ2V → h � ïðîäîëæåíèå idh òàêîå, ÷òî R|h⊥ = 0,
òîãäà R(x, y) = prh(x ∧ y) äëÿ âñåõ x, y ∈ V . ßñíî, ÷òî ëèáî P1(h) = 0, ëèáî
P1(h) = Hom1(V, h). Ëåììà 1.4.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî P1(h) = Hom1(V, h) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà R1(h) = F idh. �
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Ïóñòü h1 ⊂ gl(V1) è h2 ⊂ gl(V2) � íåïðèâîäèìûå
êîìïëåêñíûå ïîäàëãåáðû, è

h = h1 ⊕ h2 ⊂ so(V1 ⊗ V2) = so(V ).

Åñëè h îòëè÷íà îò sl(2,C)⊕ sp(2m,C), òî P0(h) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
h � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå, òî P(h) = P1(h) ' V . Áîëåå òîãî,

P1(sl(2,C)⊕ sp(2m,C)) ' V

è
P0(sl(2,C)⊕ sp(2m,C)) = (sp(2m,C))(1) ⊕ (sp(2m,C))(1),

ãäå (sp(2m,C))(1) ' �3(C2m)∗ � ïåðâîå ïðîäîëæåíèå ïîäàëãåáðû
sp(2m,C) ⊂ gl(2m,C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ
V1 è V2 � áîëüøå ÷åì 2. Ïóñòü àëãåáðà Ëè h � îäíà èç ñëåäóþùèõ:
h = so(V1)⊕ so(V2), h = sp(V1)⊕ sp(V2).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ P ∈ P(h), ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ òîëüêî â h1 èëè â h2, ò.å.

P(h1 ⊂ so(V )) = P(h2 ⊂ so(V )) = 0.

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 � áîëüøå ÷åì 2,
êàæäàÿ èç àëãåáð h1 è h2 ñîõðàíÿåò áîëåå äâóõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
V è äåéñòâóåò â ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ îäíîâðåìåííî. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

P(h1 ⊂ so(V )) = P(h2 ⊂ so(V )) = 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Çàìåòèì, ÷òî h ⊂ so(V ) � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå è íà äèàãðàì-

ìå Äûíêèíà h, îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå V , â òî÷íîñòè äâå íåíóëåâûå
îòìåòêè. Îäíà èç ýòèõ îòìåòîê � íà äèàãðàììå Äûíêèíà àëãåáðû Ëè h1,
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à äðóãàÿ � íà äèàãðàììå Äûíêèíà àëãåáðû Ëè h2. Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊗ h

ñîäåðæèò äâå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû, èçîìîðôíûå V . Äàëåå,

V ⊗ h = (h1 ⊗ V1 ⊗ V2)⊕ (h2 ⊗ V1 ⊗ V2).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíà íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà V ⊂ V ⊗h ïðèíàäëåæèò
h1⊗V1⊗V2, à äðóãàÿ � ïðèíàäëåæèò h2⊗V1⊗V2. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêàÿ èç
íèõ íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó P(h). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, P(h) ñîäåðæèò
P1(h) ' V . Èòàê,

(V ⊕ V ) ∩ P(h) = P1(h) ' V.

Åñëè Vλ ⊂ V ⊗ h � íåïðèâîäèìûé h-ïîäìîäóëü, íå èçîìîðôíûé V , òî Vλ
ñîäåðæèòñÿ ëèáî â h1 ⊗ V1 ⊗ V2, ëèáî â h2 ⊗ V1 ⊗ V2, ò.å. îí íå ñîäåðæèòñÿ â
P(h).

Åñëè h = h1 ⊕ h2 ⊂ so(V1 ⊗ V2) = so(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàë-
ãåáðà, îòëè÷íàÿ îò òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííûõ, òî îíà ñîäåðæèòñÿ ëèáî â
f = so(V1)⊕ so(V2), ëèáî â f = sp(V1)⊕ sp(V2). Äàëåå, P(h) = (V ⊗ h) ∩ P(f).
Òàê êàê P(f) ' V � íåïðèâîäèìûé h-ìîäóëü, à îáðàçû ýëåìåíòîâ èç P(f)

ïîðîæäàþò f, òî P(h) = 0.
Åñëè dimV1 = 2, òî h1 = sl(2,C) è h2 ⊂ sp(2m,C) � íåïðèâîäèìàÿ ïî-

äàëãåáðà, m ≥ 2. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè h = sl(2,C) ⊕ sp(2m,C). Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî

P(sp(2m,C) ⊂ so(V )) = (sp(2m,C))(1) ⊕ (sp(2m,C))(1).

Èñïîëüçóÿ ýòî è ïðåäûäóùèå àðãóìåíòû, ïîëó÷àåì P1(h) ' V è

P0(h) = (sp(2m,C))(1) ⊕ (sp(2m,C))(1).

Åñëè h2 ⊂ sp(2m,C) � ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà, òî

P0(sl(2,C)⊕ h2) = (V ⊗ (sl(2,C)⊕ h2)) ∩ P0(sl(2,C)⊕ sp(2m,C))

è ýòî ïåðåñå÷åíèå òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó (h2)
(1) = 0 [137]. Ïðåäëîæåíèå äî-

êàçàíî. �
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, à δ � åå ñòàðøèé êîðåíü.
Ïóñòü V = VΛ. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V ⊗ h ñîäåðæèò h-ïîäìîäóëü VΛ+δ.
Ïóñòü Aδ ∈ h è vΛ ∈ V � ñîîòâåòñòâåííî ñòàðøèé êîðåíü è ñòàðøèé âåê-
òîð. Òîãäà vΛ ⊗ Aδ ∈ VΛ+δ ⊂ V ⊗ h è âêëþ÷åíèå VΛ+δ ⊂ P(h) ðàâíîñèëüíî
vΛ ⊗ Aδ ∈ P(h). Óñëîâèå vΛ ⊗ Aδ ∈ P(h) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Aδ � ðàíãà
äâà è Aδv−Λ 6= 0, ãäå v−Λ � ìëàäøèé âåêòîð â V (çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû vΛ è
v−Λ � èçîòðîïíûå è (vΛ, v−Λ) 6= 0). Åñëè Aδ � ðàíãà äâà, òî Aδ � Aδ ∈ R(h)

è h ⊂ so(V ) � íåñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè
h ⊂ so(V )� ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå èëèR(h) = 0, òî VΛ+δ∩P(h) = 0.
Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü íåïðèâîäèìûå ïîäìîäóëè Vλ ⊂ V ⊗ h íåèçî-
ìîðôíûå VΛ+δ è V (åñëè ïðåäñòàâëåíèå äàíî äèàãðàììîé Äûíêèíà ñ îäíîé
íåíóëåâîé îòìåòêîé). Ìû óâèäèì, ÷òî òàêèå ïîäìîäóëè íå ñîäåðæàòñÿ â P(h).

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

Cn ⊗ so(n,C) = Cn ⊕ Vπ1⊕π2
⊕ Vπ3

, (n ≥ 5),

C7 ⊗GC
2 = C7 ⊕ Vπ1+π2

⊕ V2π2
, C8 ⊗ so(7) = C8 ⊕ Vπ2+π3

⊕ Vπ1+π3
.

Ëåììà 1.4.4. Èìååì P1(so(n,C)) ' Cn, P0(so(n,C)) = Vπ1⊕π2
(n ≥ 5),

P(GC
2 ) = P0(G

C
2 ) = Vπ1+π2

è P(spin(7,C)) = P0(spin(7,C)) = Vπ2+π3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî P1(so(n,C)) ' Cn,
à äëÿ ïîäàëãåáð GC

2 ⊂ so(7,C) è spin(7,C) ⊂ so(8,C) èìååì P1(h) = 0, ò.å.
P(h) ∩ V = 0.

Ïóñòü h = GC
2 . Èìååì Λ = π1 = ε1 è δ = π2 = ε1 − ε3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

vΛ ⊗ Aδ ∈ P(h), ò.å. VΛ+δ ⊂ P(h). Äàëåå, V ⊗ h ñîäåðæèò 3-ìåðíîå âåêòîð-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåñà 2π2. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè
vε1 ⊗Aε1, v−ε2 ⊗Aε1−ε3 è v−ε3 ⊗Aε1−ε2, ãäå Aµ îáîçíà÷àåò íåêîòîðûé íåíóëåâîé
êîðíåâîé âåêòîð â h âåñà µ. Áîëåå òîãî, ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò îäíîìåð-
íîå ïåðåñå÷åíèå ñ V2π2

è äâóìåðíîå ïåðåñå÷åíèå ñ Vπ1+π2
. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

V2π2
⊂ P(h) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ýòè òðè âåêòîðà ïðèíàäëåæàò
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P(h). ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî vε1 ⊗Aε1 6∈ P(h), äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíå-
íèå P ∈ P(h) íà âåêòîðàõ v−ε1, vε2 è vε3.

Àëãåáðû Ëè so(n,C) è spin(7,C) ⊂ so(8,C) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû àíà-
ëîãè÷íî. �

Ëåììà 1.4.5. Ïóñòü h � ïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè, îòëè÷íàÿ
îò sl(2,C). Òîãäà äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ h ⊂ so(h) èìååì
P(h) = P1(h) ' h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî R(h) � îäíîìåðíî è îíî ïîðîæ-
äàåòñÿ ñêîáêîé Ëè àëãåáðû Ëè h [137], òî êàæäûé ýëåìåíò P ∈ P1(h) èìååò
âèä P (·) = [·, x] äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ h.

Ïóñòü (·, ·) � ôîðìà Êèëëèíãà íà h. Ïóñòü P ∈ P(h), òîãäà äëÿ âñåõ
x, y, z ∈ h èìååì

([P (x), y], z) + ([x, P (y)], z) = −([P (y), z], x)− ([P (z), x], y) + ([x, P (y)], z)

= −([P (z), x], y) = −(P (z), [x, y]).

Òàê êàê h ⊗ h = �2h ⊕ Λ2h è ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå êàæäîé ïðî-
ñòîé àëãåáðû Ëè h, îòëè÷íîé îò sl(n,C), îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé Äûíêèíà
ñ îäíîé íåíóëåâîé îòìåòêîé, òî ñîãëàñíî ëåììå 1.4.2, ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî P ñîäåðæèòñÿ ëèáî â �2h, ëèáî â Λ2h. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî òàêæå
äëÿ h = sl(n,C), òàê êàê äèàãðàììà Äûíêèíà ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ýòîé àëãåáðû Ëè èìååò äâå íåíóëåâûå îòìåòêè, ò.å. h ⊗ h ñîäåðæèò äâà
íåïðèâîäèìûõ h-ìîäóëÿ, èçîìîðôíûõ h, îäèí èç íèõ ñîâïàäàåò ñ P1(h), è íàì
íóæíî èññëåäîâàòü âòîðîé èç íèõ.

Åñëè P ∈ Λ2h, òî P ([x, y]) = [P (x), y] + [x, P (y)], ò.å. P � äèôôåðåíöèðî-
âàíèå h. Òàê êàê h � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, òî P èìååò âèä P (·) = [·, x] äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈ h, ò.å. P ∈ P1(h).
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Ïóñòü P ∈ �2h, òîãäà P ([x, y]) = −[P (x), y]− [x, P (y)]. Èìååì

0 =P ([[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y])

=− [P ([x, y]), z]− [[x, y], P (z)]− [P ([y, z]), x]

− [[y, z], P (x)]− [P ([z, x]), y]− [[z, x], P (y)]

=[[P (x), y], z] + [[x, P (y)], z]− [[x, y], P (z)] + [[P (y), z], x]

+ [[y, P (z)], x]− [[y, z], P (x)]

+ [[P (z), x], y] + [[z, P (x)], y]− [[z, x], P (y)]

=− 2([[x, y], P (z)] + [[y, z], P (x)] + [[z, x], P (y)]).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò

[[P (x), y], z] + [[x, P (y)], z] + [[P (y), z], x]

+ [[y, P (z)], x] + [[P (z), x], y] + [[z, P (x)], y] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

[P ([x, y]), z] + [P ([y, z]), x] + [P ([z, x]), y] = 0,

ò.å. P ([·, ·]) ∈ R(h). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî P ([x, y]) = c[x, y] äëÿ âñåõ x, y ∈ h

è íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ∈ C. Ïîëó÷àåì, ÷òî P = c idh. ßñíî, ÷òî P ∈ P(h)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = 0. Ëåììà äîêàçàíà. �

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèÿ 1, 2, 4�8 èç òàáëèöû 1.4.2.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèé 4, 5 è 8 ìû äîêàæåì, ÷òî P0(h) = 0, èñïîëüçóÿ ëåì-

ìó 1.4.1. Äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïîäìîäóëÿ Vλ ⊂ V ⊗ h, îòëè÷íîãî îò
ñòàðøåãî ïîäìîäóëÿ è îò V , ìû íàéäåì ïîäìîäóëü U ⊂ Λ2V ⊗ h òàêîé, ÷òî
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå τ èç (Λ2V ⊗ h)⊗ V â V ⊗ h, îòîáðàæàþùåå R⊗ x

â R(·, x), îòîáðàæàåò U ⊗V íà Vλ. Òàê êàê U 6⊂ R(h), òî ïîëó÷èì Vλ 6⊂ P(h).
Ïîäàëãåáðà h = so(9,C) ⊂ so((∆9)

C) = so(16,C). Èìååì

V ⊗ h = V ⊕ Vπ2+π4
⊕ Vπ1+π4

.

ÏîäìîäóëüVπ2+π4
⊂ V ⊗ h � ñòàðøèé, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäìî-

äóëü Vπ1+π4
. h-ìîäóëü �2h ⊂ Λ2V ⊗ h ñîäåðæèò ïîäìîäóëü V2π1

. Èìååì
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V2π1
⊗V = V2π1+π4

⊕Vπ1+π4
. Òàê êàê V2π1+π4

6⊂ V ⊗h è τ(V2π1
⊗V ) 6= 0, ïîëó÷àåì

τ(V2π1
⊗ V ) = Vπ1+π4

. Òàê êàê V2π1
6⊂ R(h), çàêëþ÷àåì, ÷òî Vπ1+π4

6⊂ P(h).
Ïîäàëãåáðà h = so(16,C) ⊂ so((∆+

16)
C) = so(128,C). Èìååì

V ⊗ h = V ⊕ Vπ2+π8
⊕ Vπ1+π7

. Ïîäìîäóëü Vπ2+π8
⊂ V ⊗ h � ñòàðøèé. h-ìîäóëü

�2h ⊂ Λ2V ⊗ h ñîäåðæèò ïîäìîäóëü V2π1
. Èìååì V2π1

⊗ V = Vπ1+π7
⊕ V2π1+π8

,
ïîýòîìó Vπ1+π7

6⊂ P(h).
Ïîäàëãåáðà h = sp(8,C) ⊂ so(Vπ4

) = so(42,C). Èìååì
V ⊗h = V ⊕V2π1+π4

⊕Vπ1+π3
. Ïîäìîäóëü V2π1+π4

⊂ V ⊗h � ñòàðøèé. h-ìîäóëü
�2h ⊂ Λ2V ⊗h ñîäåðæèò ïîäìîäóëü Vπ2

. Èìååì Vπ2
⊗V = Vπ2+π4

⊕Vπ1+π3
⊕Vπ2

,
ïîýòîìó Vπ1+π3

6⊂ P(h).
Òîëüêî ÷òî èñïîëüçîâàííûé òðþê íå ïðîõîäèò ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè 1, 2, 6,

7 èç òàáëèöû 1.4.2, è íàì ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ.
Ïîäàëãåáðà h = sp(2n,C) ⊂ so(Vπ2

). Èìååì

V ⊗ h = V ⊕ V2π1+π2
⊕ Vπ1+π3

⊕ V2π1
.

Ïîäìîäóëü V2π1+π2
⊂ V ⊗h � ñòàðøèé, è íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäìîäóëè

Vπ1+π3
è V2π1

. h-ìîäóëü Λ2V ⊗ h ñîäåðæèò ïîäìîäóëü Vπ2+π4
, â òî æå âðåìÿ,

Vπ2+π4
⊗V ñîäåðæèò ïîäìîäóëü Vπ1+π3

, è íå ñîäåðæèò íèêàêîé èç ïîäìîäóëåé
V2π1+π2

, V2π1
. Ïîýòîìó, Vπ1+π3

6⊂ P(h).
Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü V2π1

. Ïóñòü e1, . . . , en, e−1, . . . , e−n � ñòàíäàðòíûé
áàçèñ â C2n (òàêîé, ÷òî ω(ei, e−i) = 1). Ñòàðøèé âåêòîð ìîäóëÿ V2π1

ðàâåí

ϕ =
n∑
i=2

e1 ∧ ei ⊗ (E1,i − En+i,n+1),

ãäå Ea,b � ìàòðèöà ñ åäèíèöåé íà ìåñòå (a, b) è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ
ìåñòàõ. Ïóñòü x = e−1 ∧ e−2, y = e2 ∧ e3 è z = e−1 ∧ e−3. Òîãäà,
(ϕ(x)y, z)+(ϕ(y)z, x)+(ϕ(z)x, y) = 2. Òàêèì îáðàçîì, ϕ 6∈ P(h) è Vπ2

6⊂ P(h).
Ïîäàëãåáðà h = so(n,C) ⊂ so(V2π1

). Èìååì

V ⊗ h = V ⊕ V2π1+π2
⊕ Vπ1+π3

⊕ Vπ2
.

Ïîäìîäóëü V2π1+π2
⊂ V ⊗h � ñòàðøèé, è íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäìîäóëè

Vπ1+π3
è Vπ2

. h-ìîäóëü �2h ⊂ Λ2V ⊗ h ñîäåðæèò ïîäìîäóëü Vπ4
, à Vπ4

⊗ V
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ñîäåðæèò Vπ1+π3
è íå ñîäåðæèò íèêàêîé èç ïîäìîäóëåé V2π1+π2

è Vπ2
. Ïîýòîìó

Vπ1+π3
6⊂ P(h).

Ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü Vπ2
. Ïóñòü e1, . . . , em, e−1, . . . , e−m è e1, . . . , em,

e−1, . . . , e−m, e0 � ñòàíäàðòíûå áàçèñû ïðîñòðàíñòâ C2m è C2m+1 òàêèå, ÷òî
g(ei, e−i) = 1 è g(e0, e0) = 1. Ñòàðøèé âåêòîð ìîäóëÿ Vπ2

ðàâåí

ϕ =
m∑
i=3

e1 � ei ⊗ (E2,i − Em+i,m+2)−
m∑
i=3

e2 � ei ⊗ (E1,i − Em+i,m+1),

åñëè n = 2m, è

ϕ = e1 � e0 ⊗ (E2,2m+1 − E2m+1,m+2)− e2 � e0 ⊗ (E1,2m+1 − E2m+1,m+1)

+
m∑
i=3

e1 � ei ⊗ (E2,i − Em+i,m+2)−
m∑
i=3

e2 � ei ⊗ (E1,i − Em+i,m+1),

åñëè n = 2m+ 1. Ðàññìàòðèâàÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ x = e−1 � e−3, y = e1 � e3 è
z = e−1 � e−2, ïîëó÷àåì

(ϕ(x)y, z) + (ϕ(y)z, x) + (ϕ(z)x, y) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ 6∈ P(h) è Vπ2
6⊂ P(h).

Ïîäàëãåáðà sl(8,C) ⊂ so(Λ4C8). Èìååì

V ⊗ g = V ⊕ Vπ1+π4+π7
⊕ Vπ1+π3

⊕ Vπ5+π7
.

Ïîäìîäóëü Vπ1+π4+π7
⊂ V ⊗ h � ñòàðøèé, è íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäìî-

äóëè Vπ1+π3
è Vπ5+π7

. Ïóñòü e1, . . . , e8 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C8.
Ìåòðèêà íà V = Λ4C8 îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì

(ω, θ) = ω ∧ θ = θ ∧ ω ∈ Λ8C8 ' C,

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4, e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8) = 1.

Ñòàðøèé âåêòîð ïîäìîäóëÿ Vπ1+π3
⊂ V ⊗ h ðàâåí

ϕ =
5∑
i=1

e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ ei ⊗ E1,i.
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Ðàññìîòðåâ

x = e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8, y = e2 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6, z = e3 ∧ e4 ∧ e7 ∧ e8,

ïîëó÷èì
(ϕ(x)y, z) + (ϕ(y)z, x) + (ϕ(z)x, y) = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Vπ1+π3
6⊂ P(h). Èç ñèììåòðè÷íîñòè äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ

sl(8,C) ñëåäóåò, ÷òî Vπ5+π7
6⊂ P(h).

Ïîäàëãåáðà h = FC
4 ⊂ so(26,C). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îïèñà-

íèåì ýòîé ïîäàëãåáðû èç [9]. Àëãåáðà Ëè FC
4 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ Z2-

ãðàäóèðîâêó:
FC

4 = so(9,C)⊕ (∆9)
C.

Ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ C26 ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó

C26 = C⊕ C9 ⊕ (∆9)
C.

Ýëåìåíòû ïîäàëãåáðû so(9,C) ⊂ FC
4 ñîõðàíÿþò ýòî ðàçëîæåíèå, îáíóëÿþò

C è äåéñòâóþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì â C9 è (∆9)
C. Ýëåìåíòû (∆9)

C ⊂ FC
4

ïåðåâîäÿò C è C9 â (∆9)
C (óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû è óìíîæåíèå Êëèôôîð-

äà) è ïåðåâîäÿò (∆9)
C â C⊕C9 (ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîïðÿæåíèåì

çàðÿäîâ è åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, ñîïîñòàâëÿþùèì âåêòîð ïàðå ñïèíî-
ðîâ). Ïóñòü P ∈ P(FC

4 ). Ðàçëîæèì ýòî îòîáðàæåíèå â ñóììó P = ϕ + ψ,
ãäå ϕ è ψ ñîîòâåòñòâåííî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â so(9,C) è â (∆9)

C. Óñëîâèå
P ∈ P(FC

4 ) âëå÷åò

ϕ|C9 ∈ P(so(9,C) ⊂ so(9,C)), ϕ|(∆9)C ∈ P(so(9,C) ⊂ so((∆9)
C)),

ϕ(a) = 0, (ψ(a)x, s) + (ψ(x)s, a) = 0

(ψ(x)y − ψ(y)x, s) + (ϕ(s)x, y) = 0, (ψ(r)s− ψ(s)r, x) + (ϕ(x)r, s) = 0

äëÿ âñåõ a ∈ C, x, y ∈ C9 è s, r ∈ (∆9)
C.

Áóäåì îáîçíà÷àòü h-ìîäóëè ÷åðåç V h
λ , à so(9,C)-ìîäóëè ÷åðåç Vλ. Èìååì

V ⊗ h = V ⊕ V h
π1+π4

⊕ V h
π2
.
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Ïîäìîäóëü V h
π1+π4

⊂ V ⊗h � ñòàðøèé, è îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìîäóëü V h
π2
. Çà-

ìåòèì, ÷òî dimV h
π2

= 273. Òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííûå óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ψ|C9⊕(∆9)C. Â ÷àñòíîñòè,

ψ|(∆9)C ∈ (∆9)
C ⊗ (∆9)

C = C⊕ V2π4
⊕ Vπ3

⊕ Vπ2
⊕ Vπ1

îïðåäåëÿåò
ϕ|C9 ∈ P(so(9,C) ⊂ so(9,C)) = Vπ1

⊕ Vπ1+π2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ|C9 ∈ Vπ1

= P1(so(9,C) ⊂ so(9,C)).

Äàëåå,
ψ|C9 ∈ C9 ⊗ (∆9)

C = Vπ4
⊕ Vπ1+π4

îïðåäåëÿåò ϕ|(∆9)C ∈ P(so(9,C) ⊂ so((∆9)
C) = Vπ4

. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî P1(h) îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè C ⊕ Vπ1

⊂ (∆9)
C ⊗ (∆9)

C è
Vπ4

⊂ C9 ⊗ (∆9)
C (íàïîìíèì, ÷òî C ⊕ Vπ1

⊕ Vπ4
= C ⊕ C9 ⊕ (∆9)

C = V ).
Ðàçìåðíîñòè so(9,C)-ìîäóëåé V2π4

, Vπ3
, Vπ2

, Vπ1
è Vπ1+π4

ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íû 126, 84, 206, 9 è 128. ×èñëî dimV h

π2
= 273 íåëüçÿ ïîëó÷èòü â âèäå ñóììû

íåêîòîðûõ èç ýòèõ ÷èñåë, ïîýòîìó V h
π2
6⊂ P(h). �

1.5. Î êëàññèôèêàöèè ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ êëàññèôèêàöèè àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðà-

çèé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ëàéñòíåðà î êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå

h ⊂ so(n). Ëàéñòíåð êëàññèôèöèðîâàë âñå òàêèå ïîäàëãåáðû, è îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííûé

ñïèñîê ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà ïîëó÷èòü ïðîñòîå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

Â [155] ìû äàåì òàêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóïðîñòûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè,

àëãåáð Ëè h ⊂ so(n).

Â ðàáîòå [172], ïåðâûé âàðèàíò êîòîðîé áûë îïóáëèêîâàí íà ñàéòå
www.arxiv.org 25 àïðåëÿ 2003 ãîäà, áûëà äîêàçàíà òåîðåìà Ëàéñòíåðà 1.3.3
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äëÿ n ≤ 9. Äëÿ ýòîãî áûëè ïåðå÷èñëåíû íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n)

äëÿ n ≤ 9, òàáëèöà 1.5.1. Âòîðîé ñòîëáåö òàáëèöû ñîäåðæèò àëãåáðû ãîëîíî-
ìèè íåïðèâîäèìûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â òðåòüåì ñòîëáöå ñîäåðæàòñÿ
àëãåáðû, íå ÿâëÿþùèåñÿ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äëÿ ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé àëãåáðû Ëè h ÷åðåç πK
Λ1,...Λl

(h) îáîçíà÷àåì
îáðàç ïðåäñòàâëåíèÿ πK

Λ1,...Λl
: h → so(n), êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì ρΛ1,...Λl
: h(C) → gl(U), çàäàâàåìûì ÷èñëîâûìè

îòìåòêàìè Λ1, ...Λl íà ñõåìå Äûíêèíà (çäåñü h(C) � êîìïëåêñèôèêàöèÿ àë-
ãåáðû h, U � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî), K = R, H èëè
C, åñëè äëÿ ρΛ1,...Λl

ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííûì, êâàòåðíèîííûì
èëè êîìïëåêñíûì. Ñèìâîë t îáîçíà÷àåì îäíîìåðíûé öåíòð.

Òàáëèöà 1.5.1. Íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû â so(n) (n ≤ 9).

n íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè n-ìåðíûõ äðóãèå íåïðèâîäèìûå

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîäàëãåáðû â so(n)

n = 1

n = 2 so(2)

n = 3 πR
2 (so(3))

n = 4 πR
1,1(so(3)⊕ so(3)), πC

1 (su(2)), πC
1 (su(2))⊕ t

n = 5 πR
1,0(so(5)), πR

4 (so(3))

n = 6 πR
1,0,0(so(6)), πC

1,0(su(3)), πC
1,0(su(3))⊕ t

n = 7 πR
1,0,0(so(7)), πR

1,0(g2) πR
6 (so(3))

n = 8 πR
1,0,0,0(so(8)), πC

1,0(su(4)), πC
1,0(su(4))⊕ t, πC

3 (so(3)),

πH
1,0(sp(2)), πR

1,0,1(sp(2)⊕ sp(1)), πR
0,0,1(so(7)), πC

3 (so(3))⊕ t,

πR
1,3(so(3)⊕ so(3)), πR

1,1(su(3)) πH
1,0(sp(2))⊕ t

n = 9 πR
1,0,0,0(so(9)), πR

2,2(so(3)⊕ so(3)) πR
8 (so(3))

Äëÿ àëãåáð, íà ÿâëÿþùèõñÿ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé, c êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû áûëè íàéäåíû ïðîñòðàíñòâà P(h) êàê ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî

P(πH
1,0(sp(2))) = P(πH

1,0(sp(2))⊕ t),

ò.å. L(P(πH
1,0(sp(2))⊕ t)) = πH

1,0(sp(2)) è sp(2)⊕ t íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé
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Áåðæå. Äëÿ îñòàëüíûõ àëãåáð òðåòüåãî ñòîëáöà òàáëèöû èìååì P(h) = 0.
Çíà÷èò àëãåáðû Ëè èç òðåòüåãî ñòîëáöà òàáëèöû 1.5.1 íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè
àëãåáðàìè Áåðæå.

Îêàçàëîñü, ÷òî ê ýòîìó âðåìåíè Ëàéñòíåð óæå äîêàçàë òåîðåìó 1.3.3 â
[111] â ñëó÷àå åñëè n � ÷åòíî, è ïðåäñòàâëåíèå h ⊂ so(n) � êîìïëåêñíîãî
òèïà, ò.å. h ⊂ u(n2 ). Â ýòîì ñëó÷àå P(h) ' (h ⊗ C)(1), ãäå (h ⊗ C)(1) � ïåðâîå
ïðîäîëæåíèå ïîäàëãåáðû h ⊗ C ⊂ gl(n2 ,C). Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è êëàññè-
ôèêàöèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ íåòðèâèàëüíûìè ïðîäîëæåíèÿìè,
Ëàéñòíåð äîêàçàë, ÷òî êàæäàÿ ñëàáàÿ àëãåáðà Áåðæå h ⊂ u(n2 ) ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëó÷àé ïîäàëãåáð h ⊂ so(n) âåùåñòâåííîãî òèïà (ò.å. íåêîìïëåêñíîãî òè-
ïà) ÿâëÿåòñÿ êóäà áîëåå ñëîæíûì. Â ýòîì ñëó÷àå Ëàéñòíåð ðàññìîòðåë êîì-
ïëåêñèôèöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå h⊗C ⊂ so(n,C), ÿâëÿþùååñÿ íåïðèâîäè-
ìûì. Èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõ
ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè, îí íàøåë êðèòåðèé â òåðìèíàõ âåñîâ ýòèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå h ⊗ C ⊂ so(n,C) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé
Áåðæå. Äàëåå Ëàéñòíåð ðàññìîòðåë, ñëó÷àé çà ñëó÷àåì, ïðîñòûå àëãåáðû Ëè
h ⊗ C [112], à çàòåì è ïîëóïðîñòûå àëãåáðû (ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè âèäà sl(2,C)⊕ k ãäå k � ïðîñòàÿ, è ñíîâà ðàçëè÷íûå
âîçìîæíîñòè äëÿ k áûëè ðàññìîòðåíû) [113]. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî îïóáëè-
êîâàíî â [116].

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ïîëóïðîñòûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè,
íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð h ⊂ so(n) ñ íåïðèâîäèìîé êîìïëåêñèôèêàöèåé
h⊗C ⊂ so(n,C). Ïðîñòûì ñïîñîáîì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü ñëó÷àé h⊗C = sl(2,C)⊕k, ãäå k ( sp(2m,C) � ïðîñòàÿ íåïðèâîäèìàÿ
ïîäàëãåáðà, à ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå C2 ⊗ C2m. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî P(h) ñîâïàäàåò ñ C2 ⊗ g1, ãäå g1

� ïåðâîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà íåïîëîæèòåëüíî ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0,
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ãäå g−2 = C, g−1 = C2m, g0 = k ⊕ C idC2m, à ãðàäóèðîâêà îïðåäåëÿåò-
ñÿ ýëåìåíòîì − idC2m. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè P(h) � íåòðèâèàëüíî, òî
g1 èçîìîðôíî C2m, âòîðîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà g2 èçîìîðôíî C, è g3 = 0.
Òîãäà ïîëíîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà îïðåäåëÿåò ïðîñòóþ |2|-ãðàäóèðîâàííóþ
êîìïëåêñíóþ àëãåáðó Ëè

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó îäíîñâÿçíûìè íåðàçëîæèìûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ðèìàíîâûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè (M, g) è ïðîñòûìè Z2-ãðàäóèðîâàííûìè àëãåáðàìè Ëè g = h ⊕ Rn

òàêèìè, ÷òî h ⊂ so(n). Åñëè ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êâà-
òåðíèîííîêýëåðîâûì, òî h = sp(1) ⊕ f ⊂ so(4k), ãäå n = 4k è f ⊂ sp(k).
Êîìïëåêñèôèêàöèÿ àëãåáðû h ⊕ R4k ñîâïàäàåò ñ (sl(2,C) ⊕ k) ⊕ (C2 ⊗ C2k),
ãäå k = f⊗C ⊂ sp(2k,C). Ïóñòü e1, e2 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C2,
è ïóñòü

F =

0 0

1 0

 , H =

1 0

0 −1

 , E =

0 1

0 0


� áàçèñ àëãåáðû Ëè sl(2,C). Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ Z-ãðàäóèðîâêó àëãåáðû
Ëè g⊗ C:

g⊗C = g−2⊕ g−1⊕ g0⊕ g1⊕ g2 = CF ⊕ e2⊗C2k⊕ (k⊕CH)⊕ e1⊗C2k⊕CE.

Îáðàòíî, êàæäàÿ òàêàÿ ïðîñòàÿ Z-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè îïðåäåëÿåò, ñ
òî÷íîñòüþ äî äâîéñòâåííîñòè, îäíîñâÿçíîå êâàòåðíèîííîêýëåðîâî ñèììåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

1.5.1. Ïðîäîëæåíèÿ Òàíàêà

Ðàññìîòðèì Z-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè âèäà

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0.
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Äëÿ k ≥ 1, k-îå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè,

gk = {u ∈ (g∗−2 ⊗ gk−2)⊕ (g∗−1 ⊗ gk−1)|

u([X, Y ]) = [u(X), Y ] + [X, u(Y )], X, Y ∈ g−2 ⊕ g−1}. (1.22)

Ïóñòü k ≥ 1 è l ≥ 0. Äëÿ u ∈ gk è v ∈ gl îïðåäåëèì ñêîáêó Ëè [u, v] ∈ gk+l

óñëîâèåì
[u, v]X = [[u,X], v] + [u, [v,X]], X ∈ g−2 ⊕ g−1;

ñêîáêà Ëè ýëåìåíòîâ u ∈ gk è X ∈ g−2 ⊕ g−1 îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì
[u,X] = Xu. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå ⊕∞

k=−2gk.
Äëÿ k ⊂ sp(2m,C), m ≥ 2 ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0, g−2 = CF, g−1 = C2m, g0 = k⊕ CH

ñ íåíóëåâûìè ñêîáêàìè Ëè

[X, Y ] = Ω(X, Y )F, [A,X] = AX, [A,B] = [A,B]k,

[H,X] = −X, [H,F ] = −2F, (1.23)

ãäå X, Y ∈ C2m, A,B ∈ k, à Ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà C2m.

Ëåììà 1.5.1. Èìååì

g1 = {ϕ ∈ g∗−1 ⊗ g0|∃A ∈ g−1, ϕ(X)Y − ϕ(Y )X = Ω(X, Y )A, X, Y ∈ g−1}.

Åñëè k ( sp(2m,C) � ñîáñòâåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà è g1 6= 0, òî
g1 ' C2m, g2 ' C, g3 = 0, à àëãåáðà Ëè

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2

� ïðîñòàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = ψ + ϕ, ãäå ψ ∈ g∗−2 ⊗ g−1, è ϕ ∈ g∗−1 ⊗ g0.
Óñëîâèå u ∈ g1 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèÿì

[ϕ(X), F ] = Ω(ψ(F ), Y )F, ϕ(X)Y − ϕ(Y )X = Ω(X,Y )ψ(F ).
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Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå âëå÷åò ïåð-
âîå.

Áóäåì îáîçíà÷àòü C2m ÷åðåç V . Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî k = sp(V ).
Íàéäåì g1. Èìååì ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû sp(V )-ìîäóëåé: g∗−2⊗ g−1 ' V è

g∗−1 ⊗ g0 ' V ⊗ (sp(V )⊕ C) = V ⊕ (V ⊕ V3π1
⊕ Vπ1+π2

),

ãäå VΛ îáîçíà÷àåò íåïðèâîäèìûé sp(V )-ìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì Λ. Ïî îïðå-
äåëåíèþ, ïåðåñå÷åíèå g1 è g∗−1 ⊗ g0 ñîâïàäàåò ñ

(sp(V )⊕ CH)(1) = (sp(V ))(1) = �3V ' V3π1
.

ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå g1 è g∗−2 ⊗ g−1 � òðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
g1 îòëè÷íî îò sp(V )(1), òî g1 ñîäåðæèò ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé V . Âñÿêîå
sp(V )-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå èç V â (g∗−2⊗ g−1)⊕ (g∗−1⊗ g0) èìååò âèä

Z 7→ ψZ + ϕZ , ψZ(F ) = aZ, ϕZ(Y ) = bΩ(Z, Y )H + cZ � Y,

ãäå a, b, c ∈ R, à ýëåìåíò Z � Y ∈ sp(V ) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

(Z � Y )X = Ω(Z,X)Y + Ω(Y,X)Z.

Âòîðîå óðàâíåíèå äëÿ g1 ïðèíèìàåò âèä

−bΩ(Z,X)Y+bΩ(Z, Y )X+c(Ω(Y, Z)X−Ω(X,Z)Y+2Ω(Y,X)Z) = aΩ(X, Y )Z.

Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõX, Y, Z ∈ V , è îíî ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâàì b = −c = −1

2a (òàê êàê dimV ≥ 4). Âòîðîå óðàâíåíèå äëÿ g1

èìååò âèä
−2bΩ(Z, Y ) = aΩ(Z, Y )

è ñëåäóåò èç ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
(sp(2m,C))(1) â g1 èçîìîðôíî V , è èçîìîðôèçì èìååò âèä

Z ∈ V 7→ ψZ + ϕZ , ψZ(F ) = 2Z, ϕZ(Y ) = −Ω(Z, Y )H + Z � Y, Y ∈ V.

Ïóñòü k ( sp(V ) � ñîáñòâåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. ßñíî, ÷òî

g1 = ((g∗−2 ⊗ g−1)⊕ (g∗−1 ⊗ g0)) ∩ (sp(V )⊕ CH)1,
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è h(1) = (g∗−1 ⊗ g0) ∩ sp(V )(1). Èçâåñòíî, ÷òî h(1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
g1 6= 0, òî g1 èçîìîðôíî V è äèàãîíàëüíî âëîæåíî â V ⊕ sp(V )(1).

Ðàññìîòðèì ïîëíîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà g = ⊕∞
i=−2gi. Ïóñòü

g0 = ⊕∞
i=0gi ⊂ g. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî g � ïðèìèòèâíàÿ Z-ãðàäóèðîâàííàÿ

àëãåáðà Ëè, ò.å. g0 ⊂ g � ìàêñèìàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ ïîäàëãåáðà, è g0

íå ñîäåðæèò íèêàêèå ãðàäóèðîâàííûå èäåàëû â g êðîìå {0}. Â ñàìîì äåëå,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà g̃ ⊂ g òàêàÿ, ÷òî g0 ( g̃. Òîãäà
aF + X ∈ g̃ äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ R, X ∈ g−1. Åñëè a 6= 0, òî, ðàññìàòðèâàÿ
u ∈ g1, ïîëó÷èì 0 6= u(F ) ∈ g̃∩g−1, ò.å. ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé X ∈ g−1 òàêîé, ÷òî X ∈ g̃. Òàê êàê g0 äåéñòâóåò íà g−1 íåïðèâî-
äèìî, èìååì g−1 ⊂ g̃. Îêîí÷àòåëüíî, [g−1, g−1] = g−2, ò.å. g−2 ⊂ g̃ è g̃ = g.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî g̃ = ⊕∞

i=0g̃i ⊂ g0 � ãðàäóèðîâàííûé èäåàë. Äëÿ
X ∈ g−1è ξ ∈ g̃0 èìååì [ξ,X] ∈ g−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [ξ,X] ∈ g̃, è ïîëó÷àåì
[ξ,X] = 0 äëÿ âñåõ X ∈ g−1. Ýòî âëå÷åò g̃0 = 0. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî g̃k = 0 äëÿ âñåõ k ≥ 2. Èòàê, g � ïðèìèòèâíàÿ Z-ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà Ëè. Åñëè g � áåñêîíå÷íîìåðíà, òî èç òåîðåìû 6.1 èç [77] ñëåäóåò,
÷òî g0 = sp(V ) ⊕ CH, ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàëè,
÷òî k ( sp(V ) � ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà. Òàêèì îáðàçîì, g � êîíå÷íîìåð-
íàÿ àëãåáðà Ëè. Òàê êàê ýëåìåíò H ∈ g0 îïðåäåëÿåò Z-ãðàäóèðîâêó àëãåáðû
Ëè g, òî êàæäûé èäåàë t ⊂ g � ãðàäóèðîâàííûé. Êàê â óòâåðæäåíèè âûøå,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî t = g, ëèáî t = 0, ò.å. g � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè. Ôîð-
ìà Êèëëèíãà Z-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè îáëàäàåò ñâîéñòâîì b(gk, gl) = 0

äëÿ k 6= −l. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî g2 ' C è g3 = 0. Ëåììà äîêàçàíà. �

1.5.2. Ïîëóïðîñòûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîñòûìè, ñëàáûå àëãåáðû

Áåðæå

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü h ⊂ so(n) � ïîëóïðîñòàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîñòîé,
íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà âåùåñòâåííîãî òèïà. Åñëè P(h) 6= 0, òî h ⊂ so(n)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè ñèììåòðè÷åñêîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñèôèêàöèÿ
h ⊗ C ⊂ so(n,C) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Òàê êàê àëãåáðà Ëè h ⊗ C � ïî-
ëóïðîñòàÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî îíà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ
ñóììó äâóõ ñâîèõ èäåàëîâ, h ⊗ C = h1 ⊕ h2. Ïðåäñòàâëåíèå h1 ⊕ h2 â ïðî-
ñòðàíñòâå Cn äîëæíî èìåòü ôîðìó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Cn = Cn1⊗Cn2,
ãäå h1 ⊂ gl(n1,C), h2 ⊂ gl(n2,C) � íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû. Òàê êàê
h1 ⊕ h2 ⊂ so(n,C), òî ëèáî h1 ⊂ so(n1,C), h2 ⊂ so(n2,C), n1, n2 ≥ 3,
ëèáî h1 ⊂ sp(n1,C), h2 ⊂ sp(n2,C), n1, n2 ≥ 2. Â [166] äîêàçàíî ïðî-
ñòûì ñïîñîáîì, ÷òî P(so(n1,C) ⊕ so(n2,C)) ' Cn, è, åñëè n1, n2 ≥ 3, òî
P(sp(n1,C)⊕sp(n2,C)) ' Cn. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ íåïðèâî-
äèìûõ ïîäàëãåáð h1⊕h2 àëãåáð Ëè so(n1,C)⊕so(n2,C) è sp(n1,C)⊕sp(n2,C)

ñ n1, n2 ≥ 3 èìååì P(h1 ⊕ h2) = 0. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðû ãîëîíîìèè ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ

SO(n1 + n2)/(SO(n1)× SO(n2)), n1, n2 ≥ 3,

Sp(n1 + n2)/(Sp(n1)× Sp(n2)), n1, n2 ≥ 1

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî so(n1)⊕ so(n2) è sp(n1)⊕ sp(n2) [25].
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n1 = 2, h1 = sl(2,C), h2 ( sp(n2,C). Ïóñòü

k = h2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5.1, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ äîêàæåì è ëåììû 1.5.1
ñëåäóåò, ÷òî h = sp(1) ⊕ f ⊂ sp(1) ⊕ sp(k) ⊂ so(4k) � àëãåáðà ãîëîíîìèè
íåêîòîðîãî êâàòåðíèîííîêýëåðîâà ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà
âåðíà. �

Ïðåäëîæåíèå 1.5.1. Ïóñòü k ⊂ sp(2m,C) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà,
m ≥ 2. Òîãäà

P(sl(2,C)⊕ k) ' C2 ⊗ g1,

ãäå g1 � ïåðâîå ïðîäîëæåíèå Òàíàêà àëãåáðû Ëè

g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 = CF ⊕ C2m ⊕ (k⊕ CH).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = C2m, à Ω, ω � ñèìïëåêòè÷åñêèå ôîðìû íà
V è C2. Ïóñòü e1, e2 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C2 òàêîé, ÷òî ω(e1, e2) = 1. Ïóñòü
F,H,E � áàçèñ àëãåáðû Ëè sl(2,C), êàê âûøå. Äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

P : C2 ⊗ V → sl(2,C)⊕ k

è X ∈ V áóäåì ïèñàòü

P (ei ⊗X) = α(ei ⊗X)E + β(ei ⊗X)F + γ(ei ⊗X)H + T (ei ⊗X),

T (ei ⊗X) ∈ k, i = 1, 2. (1.24)

Ðàññìîòðèì óñëîâèå P ∈ P(sl(2,C) ⊕ k). Ïóñòü X, Y, Z ∈ V . Ðàññìàòðèâàÿ
âåêòîðû e1 ⊗X, e1 ⊗ Y , e1 ⊗ Z, ïîëó÷èì

β(e1 ⊗X)Ω(Y, Z) + β(e1 ⊗ Y )Ω(Z,X) + β(e1 ⊗ Z)Ω(X, Y ) = 0.

Òàê êàê dimV ≥ 4, òî ýòî âëå÷åò β(e1⊗X) = 0 äëÿ âñåõ X ∈ V . Àíàëîãè÷íî,
ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû e2 ⊗X, e2 ⊗ Y , e2 ⊗ Z, ïîëó÷èì α(e2 ⊗X) = 0.

Âçÿâ âåêòîðû e1 ⊗X, e1 ⊗ Y , e2 ⊗ Z, óñòàíîâèì

γ(e1⊗X)Ω(Y, Z) + Ω(T (e1⊗X)Y, Z)− γ(e1⊗Y )Ω(X,Z)−Ω(T (e1⊗Y )X,Z)

−β(e2 ⊗ Z)Ω(Y,X) = 0.

Ïóñòü A ∈ V � äâîéñòâåííûé âåêòîð ê β|e2⊗V , ò.å. β(e2 ⊗ Z) = Ω(A,Z) äëÿ
âñåõ Z ∈ V . Òîãäà,

γ(e1 ⊗X)Y + T (e1 ⊗X)Y − γ(e1 ⊗ Y )X − T (e1 ⊗ Y )X + Ω(X, Y )A = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà P ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òåì æå ïóòåì è îíî èìååò
âèä

γ(e2 ⊗X)Y − T (e2 ⊗X)Y − γ(e2 ⊗ Y )X + T (e2 ⊗ Y )X + Ω(X, Y )B = 0,

ãäå âåêòîð B ∈ V îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì β(e1 ⊗ Z) = Ω(B,Z), Z ∈ V . Èòàê,
P ∈ P(sl(2,C)⊕ k) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ

γ(e1 ⊗ ·)H + T (e1 ⊗ ·), γ(e2 ⊗ ·)H − T (e2 ⊗ ·) : V → k⊕ CH
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ïðèíàäëåæàò g1. Òàêèì îáðàçîì,

P(sl(2,C)⊕ k) ' g1 ⊕ g1 = C2 ⊗ g1,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîìîðôèçì sl(2,C)⊕ k-ìîäóëåé. �

1.5.3. Äàëüíåéøèå çàìå÷àíèÿ

Îñòàåòñÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ïîëó÷èòü ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî
ôàêòà: åñëè äëÿ âåùåñòâåííîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ h ⊂ so(n) ïðî-
ñòîé àëãåáðû Ëè h èìååì P(h) 6= 0, òî h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè íåêî-
òîðîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: P0(h) 6= 0

è P1(h) 6= 0. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå âëå÷åò, ÷òî h ⊂ so(n)

� àëãåáðà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì; âòîðîå óñëîâèå âëå÷åò, ÷òî h ⊂ so(n) � àëãåá-
ðà ãîëîíîìèè íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Áûëî áû
ïîëåçíûì ïîëó÷èòü ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Åñëè ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè H ⊂ SO(n), ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïðèâîäè-
ìîé ïîäàëãåáðå h ⊂ so(n), íå äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà åäèíè÷íîé ñôåðå,
òî P0(h) = 0.

Ïðîñòðàíñòâà P(h) è R(h) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

R(h) = {S ∈ Rn∗ ⊗ P(h)|S(X)(Y ) = −S(Y )(X)}.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

τ : Rn ⊗R(h) → P(h), τ(X ⊗R) = R(X, ·) ∈ P(h).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [116] â ðàáîòå [166] ïîêàçàíî, ÷òî

τ(Rn ⊗R0(h)) = P0(h) (åñëè n ≥ 4), τ(Rn ⊗R1(h)) = P1(h).

Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P1(h) 6= 0, ò.å. P1(h) ' Rn. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò h-ýêâèâàðèàíòíûé ëèíåéíûé èçîìîðôèçì S : Rn → P1(h), îïðåäå-
ëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî
S(X)(Y ) = −S(Y )(X), ò.å. S ∈ R1(h).

Ïðîñòðàíñòâî P(h) ñîäåðæèòñÿ â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè Rn⊗h. Ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû [166] ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçëîæåíèå h-ìîäóëÿ Rn ⊗ h â ïðÿìóþ
ñóììó íåïðèâîäèìûõ h-ìîäóëåé èìååò âèä

Rn ⊗ h = kRn ⊕ (⊕λVλ),

ãäå k � êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ îòìåòîê íà ñõåìå Äûíêèíà, çàäàþùåé ïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè h⊗C â ïðîñòðàíñòâå Cn, à Vλ � ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå
íåïðèâîäèìûå h-ìîäóëè, êîòîðûå íåèçîìîðôíû Rn. Åñëè P0(h) 6= 0, òî ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñî ñòàðøåé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé â Rn ⊗ h.

Ïðîñòðàíñòâî R(h) ñîäåðæèòñÿ â �2h [3]. Åñëè R1(h) 6= 0, òî ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî íàòÿíóòî íà îòîáðàæåíèå idh ∈ �2h ⊂ ∧2Rn ⊗ h. Çàìåòèì, ÷òî
idh(X, Y ) = prh(X ∧ Y ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè R1(h) 6= 0, òî

P1(h) = τ(Rn ⊗ idh) = {prh(X ∧ ·)|X ∈ Rn}.

Íî ñîâåðøåííî íåÿñíî, ïî÷åìó åñëè P1(h) 6= 0, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî äîëæíî
ñîâïàäàòü ñ τ(Rn ⊗ idh) (ýòî óòâåðæäåíèå âëåêëî áû R1(h) ' R).

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü S : Rn → P(h) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå

T : ∧2Rn → h, T (X, Y ) = S(X)(Y )− S(Y )(X).

Òîãäà T + T ∗ ∈ R(so(n)), ãäå T ∗ : so(n) → so(n) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

(T ∗(X, Y )Z,W ) = (T (Z,W )X, Y ).

Ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå P1(h) 6= 0 âëå÷åò R1(h) 6= 0 òîëüêî ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà h ⊂ so(n).
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Ïðåäëîæåíèå 1.5.2. Ïóñòü h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå âå-
ùåñòâåííîãî òèïà ïðîñòîé àëãåáðû Ëè h òàêîé, ÷òî P1(h) 6= 0. Åñëè íåïðè-
âîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå h⊗C ⊂ so(n,C) çàäàíî ñõåìîé Äûíêèíà ñ îäíîé èëè
äâóìÿ íåíóëåâûìè îòìåòêàìè, òî R1(h) 6= 0, ò.å. h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãî-
ëîíîìèè íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåíóëåâàÿ îòìåòêà òîëüêî îäíà, òî êðàòíîñòü ìî-
äóëÿ Rn â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè Rn⊗ h � åäèíèöà, à èìåííî, ïîäìîäóëü â
Rn⊗ h, èçîìîðôíûé Rn, ñîâïàäàåò ñ τ(Rn⊗ idh), ÷òî âëå÷åò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâûõ îòìåòîê � äâå. Òîãäà êðàòíîñòü ìîäóëÿ Rn

â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèèRn⊗h� äâà. Îäèí èç ïîäìîäóëåé, èçîìîðôíûõRn,
ñîâïàäàåò ñ τ(Rn⊗idh). Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê τ(Rn⊗idh) â Rn⊗h ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîäïðîñòðàíñòâî (Rn ⊗ h)0 ⊂ Rn ⊗ h, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ϕ : Rn → h ñ R̃ic(ϕ) = 0 [166]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåííûé ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ
P1(h) íà τ(Rn⊗idh) � íåíóëåâàÿ. ßñíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâîW ⊂ Rn⊗Rn⊗h

ýëåìåíòîâ, îáíóëÿåìûõ àëãåáðîé Ëè h, � äâóìåðíîå; îíî ñîäåðæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî R idh ⊂ �2h ⊂ ∧2Rn ⊗ h. Òàê êàê P1(h) ' Rn, òî ñóùåñòâóåò
h-ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîðôèçì S : Rn → P1(h), S ∈ W . Åñëè W ⊂ ∧2Rn⊗ h,
òî S ∈ R1(h). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, W = R idh⊕Rψ, ãäå ψ ∈ �2Rn ⊗ h. Òàê
êàê P1(h) 6⊂ (Rn⊗h)0, òî S /∈ Rψ. Îòîáðàæåíèå T ∈ ∧2Rn⊗h, îïðåäåëåííîå â
ëåììå, ïðèíàäëåæèò W , ñëåäîâàòåëüíî T = c idh äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
c ∈ R. Äàëåå, id∗h = idh, è ëåììà âëå÷åò idh ∈ R1(h), ò.å. R1(h) = R idh. Ýòî
äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå. �

1.6. Êîíñòðóêöèè ìåòðèê è êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Âûøå ìû ïîëó÷èëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ àëãåáð Áåðæå, ñîäåðæàùèõñÿ

â sim(n). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè àëãåáðû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû

êàê àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòèì ìû çàâåðøàåì êëàññèôèêàöèþ
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àëãåáð ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà îïóáëè-

êîâàíû â [159, 171, 173, 174].

Ìåòðèêè, ðåàëèçóþùèå àëãåáðû Áåðæå òèïîâ 1 è 2 ïîñòðîèëè Áåðàðä-
Áåðæåðè è Èêåìàêõåí â [26]. Ýòè ìåòðèêè èìåþò âèä

g = 2dvdu+ h+ (λv2 +H0)(du)
2,

ãäå h � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà Rn ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè h ⊂ so(n), λ ∈ R,
à H0 � äîñòàòî÷íî îáùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Åñëè λ 6= 0, òî
àëãåáðà ãîëîíîìèè ýòîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò ñ g1,h, åñëè λ = 0, òî àëãåáðà
ãîëîíîìèè ìåòðèêè g ñîâïàäàåò ñ g2,h.

Â [171] ìû ïðèâîäèì åäèíóþ êîíñòðóêöèþ ìåòðèê ñî âñåìè âîçìîæíûìè
àëãåáðàìè ãîëîíîìèè. Çäåñü ìû óïðîñòèì ýòó êîíñòðóêöèþ.

Ëåììà 1.6.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ íàéäåòñÿ P ∈ P(h) òàêîé, ÷òî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
P (Rn) ⊂ h ïîðîæäàåò àëãåáðó Ëè h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) �
íåïðèâîäèìà. Åñëè h � îäíà èç àëãåáð ãîëîíîìèè so(n), u(m), sp(m)⊕ sp(1),
òî â êà÷åñòâå P ìîæíî âçÿòü îäèí èç òåíçîðîâ, îïèñàííûõ â ïóíêòå 1.4.2
ïðè ïðîèçâîëüíîì íåíóëåâîì ôèêñèðîâàííîì X ∈ Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî
P (Rn) ⊂ h ïîðîæäàåò àëãåáðó Ëè h. Àíàëîãè÷íî, åñëè h ⊂ so(n) � ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåðæå, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü íåíóëåâîé X ∈ Rn

è ïîëîæèòü P = R(X, ·), ãäå R � òåíçîð êðèâèçíû ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ su(m) âîñïîëüçóåìñÿ èçîìîðôèçìîì
P(su(m)) ' (�2(Cm)∗ ⊗ Cm)0 èç ïóíêòà 1.4.2 è âîçüìåì P , îïðåäåëÿåìûé
ýëåìåíòîì S ∈ (�2(Cm)∗⊗Cm)0, êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó èç ïðî-
ñòðàíñòâ (�2(Cm0)∗ ⊗ Cm0)0 äëÿ m0 < m. Ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî äëÿ sp(m).
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Ïîäàëãåáðà G2 ⊂ so(7) ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè [19]:

A1 = E12 − E34, A2 = E12 − E56, A3 = E13 + E24, A4 = E13 − E67,

A5 = E14 − E23, A6 = E14 − E57, A7 = E15 + E26, A8 = E15 + E47,

A9 = E16 − E25, A10 = E16 + E37, A11 = E17 − E36, A12 = E17 − E45,

A13 = E27 − E35, A14 = E27 + E46,

ãäå Eij ∈ so(7) (i < j) � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî
(Eij)kl = δikδjl − δilδjk.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå P ∈ Hom(R7, G2),

P (e1) = A6, P (e2) = A4 + A5, P (e3) = A1 + A7, P (e4) = A1,

P (e5) = A4, P (e6) = −A5 + A6, P (e7) = A7.

Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P ∈ P(G2), à ýëåìåíòû
A1, A4, A5, A6, A7 ∈ G2 ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè G2.

Ïîäàëãåáðà spin(7) ⊂ so(8) ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè [19]:

A1 = E12 + E34, A2 = E13 − E24, A3 = E14 + E23, A4 = E56 + E78,

A5 = −E57 + E68, A6 = E58 + E67, A7 = −E15 + E26, A8 = E12 + E56,

A9 = E16 + E25, A10 = E37 − E48, A11 = E38 + E47, A12 = E17 + E28,

A13 = E18 − E27, A14 = E35 + E46, A15 = E36 − E45, A16 = E18 + E36,

A17 = E17 + E35, A18 = E26 − E48, A19 = E25 + E38, A20 = E23 + E67,

A21 = E24 + E57.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå P ∈ Hom(R8, spin(7)),

P (e1) = 0, P (e2) = −A14, P (e3) = 0, P (e4) = A21,

P (e5) = A20, P (e6) = A21 − A18, P (e7) = A15 − A16, P (e8) = A14 − A17.

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó P(spin(7)), à ýëåìåíòû A14, A15 − A16, A17, A18,

A20, A21 ∈ spin(7) ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè spin(7).
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) óòâåðæäåíèå ëåììû

ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.2. �

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå,

90



ò.å. L(P(h)) = h. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ òðåáóåò ôèêñàöèè äîñòàòî÷-
íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ P1, ..., PN ∈ P(h), ÷üè îáðàçû ïîðîæäàþò h. Òîëüêî
÷òî äîêàçàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì P ∈ P(h). Íàïîì-
íèì, ÷òî äëÿ h èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1.5) è (1.6). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî áàçèñ e1, ..., en ïðîñòðàíñòâà Rn ñîãëàñîâàí ñ ðàçëîæåíèåì (1.5). Ïóñòü
m0 = n1 + · · · + ns = n − ns+1. Èìååì h ⊂ so(m0) è h íå ïåðåâîäèò â
íîëü íèêàêèå íåòðèâèàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Rm0. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó-
÷àå àëãåáðû Ëè g4,h,m,ψ èìååì 0 < m0 ≤ m. Îïðåäåëèì ÷èñëà P k

ji òàêèå, ÷òî
P (ei)ej = P k

jiek. Ðàññìîòðèì íà Rn+2 ñëåäóþùóþ ìåòðèêó:

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Aidx
idu+H · (du)2, (1.25)

ãäå
Ai =

1

3
(P i

jk + P i
kj)x

jxk, (1.26)

à H � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò çàâèñåòü îò òèïà àëãåáðû ãîëîíîìèè, êîòîðóþ
ìû õîòèì ïîëó÷èòü.

Äëÿ àëãåáðû Ëè g3,h,ϕ îïðåäåëèì ÷èñëà ϕi = ϕ(P (ei)).

Äëÿ àëãåáðû Ëè g4,h,m,ψ îïðåäåëèì ÷èñëà ψij, j = m+ 1, ..., n òàêèå, ÷òî

ψ(P (ei)) = −
n∑

j=m+1

ψijej. (1.27)

Òåîðåìà 1.6.1. Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìåòðèêè g â òî÷êå 0 çàâèñèò îò
ôóíêöèè H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H g

v2 +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g1,h∑n

i=m0+1(x
i)2 g2,h

2vϕix
i +
∑n

i=m0+1(x
i)2 g3,h,ϕ

2
∑n

j=m+1 ψijx
ixj +

∑m
i=m0+1(x

i)2 g4,h,m,ψ

Èç òåîðåì 1.3.4 è 1.6.1 ïîëó÷àåì îñíîâíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1.6.2. Ïîäàëãåáðà g ⊂ so(1, n + 1) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäè-
ìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðèâîäèìîé, àëãåáðîé ãîëîíîìèè ëîðåíöåâà ìíîãî-
îáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé èç ïîäàëãåáð
g1,h, g2,h, g3,h,ϕ, g4,h,m,ψ ⊂ sim(n), ãäå h ⊂ so(n) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ðèìà-
íîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6.1. Ðàññìîòðèì ïîëå ðåïåðîâ (1.16).
Ïóñòü Xp = p è Xq = q. Èíäåêñû a, b, c... áóäóò ïðîáåãàòü âñå èíäåêñû áàçèñ-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Γcba îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé
∇Xa

Xb = ΓcbaXc. Ïîñòðîåííûå ìåòðèêè � àíàëèòè÷åñêèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 9.2 èç [103] ñëåäóåò, ÷òî g ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà

∇Xaα
· · ·∇Xa1

R(Xa, Xb)(0) ∈ so(T0M, g0) = so(1, n+ 1), α = 0, 1, 2...,

ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòðèêîé g, à R � òåíçîð
êðèâèçíû. Êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

R(Xa, Xb)Xc =
∑
d

Rd
cabXd.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

∇aα
· · ·∇a1

Rd
cab = Xaα

∇aα−1
· · ·∇a1

Rd
cab + [Γaα

,∇Xaα−1
· · ·∇Xa1

R(Xa, Xb)]
d
c ,

(1.28)
ãäå Γaα

îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé (Γabaα
). Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì

ìåòðèêó Âîëêåðà, òî g ⊂ sim(n).
Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, íåòðóäíî íàéòè àëãåáðó ãîëîíîìèè g. Ïðîâåäåì âû-

÷èñëåíèÿ äëÿ àëãåáðû ÷åòâåðòîãî òèïû. Äëÿ äðóãèõ òèïîâ àëãåáð äîêàçàòåëü-
ñòâî àíàëîãè÷íî. Ïóñòü H = 2

∑n
j=m+1 ψijx

ixj +
∑m

i=m0+1(x
i)2. Ìû äîëæíû

äîêàçàòü ðàâåíñòâî g = g4,h,m,ψ. ßñíî, ÷òî ∇∂v = 0, ïîýòîìó g ⊂ so(n) n Rn.
Âîçìîæíî íåíóëåâûå ñêîáêè Ëè áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé èìåþò âèä

[Xi, Xj] = −Fijp = 2P j
ikx

kp, [Xi, q] = Cp
iqp,
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Cp
iq = −1

2
∂iH =


−
∑n

j=m+1 ψijx
j, 1 ≤ i ≤ m0,

−xi, m0 + 1 ≤ i ≤ n,

−ψkixk, m+ 1 ≤ i ≤ n.

Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî ëåãêî íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ Γa, à èìåííî, Γp = 0,

Γk =


0 Y t

k 0

0 0 −Yk
0 0 0

 , Y t
k = (P k

1ix
i, . . . , P k

m0i
xi, 0, . . . , 0),

Γq =


0 Zt 0

0
(
P i
jkx

k
)
−Z

0 0 0

 , Zt = −(Cp
1q, . . . , C

p
nq).

Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû:

Rk
jiq = P k

ji, Rk
jil = 0, Rk

qij = −P i
jk

Rj
qjq = −1, m0 + 1 ≤ j ≤ m, Rl

qjq = −ψjl, m+ 1 ≤ l ≤ n.

Ýòî âëå÷åò

prso(n) (R (Xi, q) (0)) = P (ei), prRn (R (Xi, q) (0)) = ψ(P (ei)),

prRn (R (Xj, q) (0)) = −ej, m0 + 1 ≤ j ≤ m,

prRn (R (Xi, Xj) (0)) = P (ej)ei − P (ei)ej.

Ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå g4,h,m,ψ ⊂ g. Ôîðìóëà (1.28) è èíäóêöèÿ ïîçâîëÿþò óñòà-
íîâèòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. �

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà. Èç äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.6.1 ñëåäóåò, ÷òî
àëãåáðà ãîëîíîìèè ìåòðèêè

g = 2dvdu+
7∑
i=1

(dxi)2 + 2
7∑
i=1

Aidx
idu,
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ãäå
A1 = 2

3(2x
2x3 + x1x4 + 2x2x4 + 2x3x5 + x5x7),

A2 = 2
3(−x

1x3 − x2x3 − x1x4 + 2x3x6 + x6x7),

A3 = 2
3(−x

1x2 + (x2)2 − x3x4 − (x4)2 − x1x5 − x2x6),

A4 = 2
3(−(x1)2 − x1x2 + (x3)2 + x3x4),

A5 = 2
3(−x

1x3 − 2x1x7 − x6x7),

A6 = 2
3(−x

2x3 − 2x2x7 − x5x7),

A7 = 2
3(x

1x5 + x2x6 + 2x5x6),

â òî÷êå 0 ∈ R9 ñîâïàäàåò ñ g2,G2 ⊂ so(1, 8). Àíàëîãè÷íî, àëãåáðà ãîëîíîìèè
ìåòðèêè

g = 2dvdu+
8∑
i=1

(dxi)2 + 2
8∑
i=1

Aidx
idu,

ãäå

A1 = −4
3x

7x8, A2 = 2
3((x

4)2 + x3x5 + x4x6 − (x6)2),

A3 = −4
3x

2x5, A4 = 2
3(−x

2x4 − 2x2x6 − x5x7 + 2x6x8),

A5 = 2
3(x

2x3 + 2x4x7 + x6x7), A6 = 2
3(x

2x4 + x2x6 + x5x7 − x4x8),

A7 = 2
3(−x

4x5 − 2x5x6 + x1x8), A8 = 2
3(−x

4x6 + x1x7),

â òî÷êå 0 ∈ R10 ñîâïàäàåò ñ g2,spin(7) ⊂ so(1, 9).
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Ãëàâà 2.

Ïðèìåíåíèÿ

2.1. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñâÿçü àëãåáð ãîëîíîìèè è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà. Ìû

íàéäåì àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé Ýéíøòåéíà. Äàëåå, ìû ïîêàæåì,

÷òî â ñëó÷àå íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû, íà ìíîãîîáðàçèè Âîëêåðà ñóùåñòâó-

þò ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû, ïîçâîëÿþùèå ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà.

Áóäóò äàíû ïðèìåðû ìåòðèê Ýéíøòåéíà. Ýòà òåìà ìîòèâèðîâàíà ðàáîòîé ôèçèêîâ Ãèá-

áîíñà è Ïîïà [72]. Ïðèâîäèìûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [157, 164, 165, 167].

2.1.1. Àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé Ýéíøòåéíà

Ðàññìîòðèì ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g ⊂ sim(n).
Ïðåæäå âñåãî, â [174] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå ëîðåíöåâî ìíîãî-
îáðàçèå Ýéíøòåéíà, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1 èëè 2. Åñëè
êîñìîëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íå ðàâíà íóëþ, òî àëãåáðà
ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1. Åñëè (M, g) äîïóñêàåò ëîêàëü-
íûå ïàðàëëåëüíûå èçîòðîïíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, òî (M, g) � Ðè÷÷è-ïëîñêîå
ìíîãîîáðàçèå.

Êëàññèôèêàöèþ çàâåðøàþò ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå ëî-
ðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � Ðè÷÷è-ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî èìååò ìåñòî îäíî
èç óòâåðæäåíèé:

(1) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïà-
äàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 ) ⊕ sp(1) èëè
ñ ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé Áåðæå.

(2) Àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 2 è â ðàçëîæåíèè
(1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8).

Òåîðåìà 2.1.3. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå ëî-
ðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-
ïëîñêèì, òî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 1 è â ðàçëî-
æåíèè (1.6) äëÿ h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé
èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: so(ni), u(ni

2 ), sp(ni

4 )⊕ sp(1) èëè ñ ñèììåòðè÷åñêîé
àëãåáðîé Áåðæå. Áîëåå òîãî, ns+1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.1.2 è 2.1.3. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ M .
Ïóñòü g � àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â ýòîé òî÷êå. Îòîæäå-
ñòâèì (TxM, gx) ñ ïðîñòðàíñòâîì (R1,n+1, g). Ïî òåîðåìå Àìáðîçà-Çèíãåðà, g

ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ

Rγ = τ−1
γ ◦Ry(τγ·, τγ·) ◦ τγ,

ãäå γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â M ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è ñ êîíöîì â òî÷êå
y ∈ M . Ïóñòü τγ : TxM → TyM � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü γ. Âñå ýòè
ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó R(g) è îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê â
ïàðàãðàôå 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) � Ðè÷÷è-ïëîñêîå. Ïî
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òåîðåìå 2.1.1, g � òèïà 1 èëè 2. Åñëè g � òèïà 2, òî èç (1.8) è (1.9) ñëåäó-
åò, ÷òî êàæäûé Rγ óäîâëåòâîðÿåò λ = 0, ~v = 0, Ric(R0) = 0, R̃ic(P ) = 0 è
trT = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü h ⊂ so(n) àëãåáðû g ëèíåéíî
ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ èç R0(h) è P0(h). Êàê ìû óæå âèäåëè, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) èç ðàçëîæåíèÿ (1.6) ëèáî ñîâïà-
äàåò ñ so(3) ⊂ so(3), ëèáî îíà ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà
R0(h). Åñëè g � òèïà 1, òî êàæäûé Rγ óäîâëåòâîðÿåò λ = 0, ~v = R̃ic(P ),
Ric(R0) = 0 è trT = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî Rγ èìååì R̃ic(P ) 6= 0,
ò.å. ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé ïîäàëãåáðû hi ⊂ so(ni) èìååì P1(hi) 6= 0. Åñëè
(M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ 6= 0, òî
ïî òåîðåìå 2.1.1, g � òèïà 1. Èòàê, òåíçîð êðèâèçíû Rx â òî÷êå x óäîâëåòâî-
ðÿåò λ = Λ, ~v = R̃ic(P ) è Ric(R0) = Λg|Rn⊗Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé
hi ⊂ so(ni) èìååì R1(hi) 6= 0, â ÷àñòíîñòè, ns+1 = 0. �

2.1.2. Ïðèìåðû ìåòðèê Ýéíøòåéíà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìåòðèê ñ êàæäîé èç àëãåáð ãîëî-
íîìèè, ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Èç (1.8) è (1.9) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

Ric = Λg

äëÿ ìåòðèêè (1.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â îáîçíà÷åíèÿõ ïóíêòà 1.3.2 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

λ = Λ, Ric(h) = Λh, ~v = R̃icP, trT = 0. (2.1)

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì ìåòðèêó (1.12) òàêóþ, ÷òî h � ðèìàíîâà ìåò-
ðèêà Ýéíøòåéíà ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè h è íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîí-
ñòàíòîé Λ, à A = 0. Ïóñòü

H = Λv2 +H0,

ãäå H0 � ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x1, ..., xn. Òîãäà ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ èç (2.1)
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âûïîëíåíû. Èç (1.19) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèå óðàâíåíèå èìååò âèä

∆H0 = 0,

ãäå
∆ = hij

(
∂i∂j − Γkij∂k

)
(2.2)

� îïåðàòîð Ëàïëàññà-Áåëüòðàìè ìåòðèêè h. Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî îáùóþ ãàð-
ìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþH0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìåòðèêà g � ýéíøòåéíîâà è íåðàç-
ëîæèìà. Èç òåîðåìû 2.1.3 ñëåäóåò, ÷òî g = (R⊕ h) n Rn.

Âçÿâ â òîé æå êîíñòðóêöèè Λ = 0, ïîëó÷èì Ðè÷÷è-ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ
àëãåáðîé ãîëîíîìèè g = h n Rn.

Ïîñòðîèì Ðè÷÷è-ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g = (R⊕h)nRn,
ãäå h � êàê â ÷àñòè (1) òåîðåìû 2.1.2. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé
ïóíêòà 1.6. Ðàññìîòðèì P ∈ P(h) ñ R̃ic(P ) 6= 0. Íàïîìíèì, ÷òî hij = δij.
Ïóñòü

H = vH1 +H0,

ãäå H1 è H0 � ôóíêöèè êîîðäèíàò x1, ..., xn. Òðåòåå óðàâíåíèå èç (2.1) ïðè-
íèìàåò âèä

∂kH1 = 2
∑
i

P k
ii,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âçÿòü

H1 = 2
∑
i,k

P k
iix

k.

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèå èìååò âèä
1

2

∑
i

∂2
iH0 −

1

4

∑
i,j

F 2
ij −

1

2
H1

∑
i

∂iAi − 2Ai

∑
k

P i
kk = 0.

Çàìåòè, ÷òî
Fij = 2P j

ikx
k,

∑
i

∂iAi = −2
∑
i,k

P k
iix

k.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà ∑i ∂
2
iH0 = K, ãäå K � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè äâà.

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå

H0 =
1

2
(x1)2K2 +

1

6
(x1)3∂1K1 +

1

24
(xi)4(∂i)

2K,
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ãäå
K1 = K − 1

2
(xi)2(∂i)

2K, K2 = K1 − x1∂1K1.

×òîáû ñäåëàòü ìåòðèêó g íåðàçëîæèìîé, äîáàâèì ê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè
H0 ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ

(x1)2 + · · ·+ (xn−1)2 − (n− 1)(xn)2.

Òàê êàê ∂v∂iH 6= 0, òî àëãåáðà ãîëîíîìèè ìåòðèêè g � òèïà 1 èëè 3. Èç
òåîðåìû 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî g = (R⊕ h) n Rn.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð Ðè÷÷è-ïëîñêîé ìåòðèêè ñ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè h n Rn, ãäå h � êàê â ÷àñòè (2) òåîðåìû 2.1.2. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ðàññìîòðåòü P ∈ P(h) ñ R̃ic(P ) = 0, âçÿòü H1 = 0 è ïîëó÷èòü íóæíóþ H0.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1.4. Ïóñòü g � àëãåáðà èç òåîðåìû 2.1.2 èëè 2.1.3, òîãäà ñó-
ùåñòâóåò n + 2-ìåðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà (èëè Ðè÷÷è-
ïëîñêîå) ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g.

Ïðèìåð 2.1.1. Â ïóíêòå 1.6 Ìû ïîñòðîèëè ìåòðèêè ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè
g2,G2 ⊂ so(1, 8) è g2,spin(7) ⊂ so(1, 9). Âûáèðàÿ òîëüêî ÷òî îïèñàííûì ñïî-
ñîáîì ôóíêöèè H, ïîëó÷èì Ðè÷÷è-ïëîñêèå ìåòðèêè ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè
g2,G2 ⊂ so(1, 8) è g2,spin(7) ⊂ so(1, 9).

2.1.3. Ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ òîòàëüíî èçîòðîïíûì îïåðàòîðîì

Ðè÷÷è

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû âèäåëè, ÷òî â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé, ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ íè ñ êàêèìè èç àëãåáð ãîëîíîìèè íå
ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè Ðè÷÷è-ïëîñêèìè èëè ìíîãîîáðàçèÿìè Ýéíøòåéíà.
Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî âñå-òàêè ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåêîòîðûìè àë-
ãåáðàìè ãîëîíîìèè àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó áîëåå ñëàáîìó
óñëîâèþ íà òåíçîð Ðè÷÷è.
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Ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-
èçîòðîïíûì, åñëè îáðàç îïåðàòîðà Ðè÷÷è ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ � èçîòðîïíûé,
ýêâèâàëåíòíî,

g(Ric(x),Ric(y)) = 0

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y . Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå Ðè÷÷è-ïëîñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíûì. Åñëè (M, g) � ñïèíîðíîå
ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùèå ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå, òî ýòî ìíîãîîáðà-
çèå ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíûì [45, 66].

Òåîðåìà 2.1.5. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå ëî-
ðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå, òî åãî àëãåáðà ãîëî-
íîìèè � òà æå, ÷òî â òåîðåìå 2.1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.1
èç [174] è òåîðåì 2.1.2 è 2.1.3. �

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 1.3 è 1.4, ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó.

Òåîðåìà 2.1.6. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå ëî-
ðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Åñëè àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) � òèïà 2 è â ðàçëî-
æåíèè (1.6) àëãåáðû h ⊂ so(n) êàæäàÿ ïîäàëãåáðà hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ
îäíîé èç àëãåáð Ëè su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8), òî ìíîãîîá-
ðàçèå (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå.

Çàìåòèì, ÷òî ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ëîêàëüíî (M, g) äîïóñêàåò ñïèíîðíóþ ñòðóêòóðó. Èç [174, 116] ñëåäóåò, ÷òî
(M, g) äîïóñêàåò ëîêàëüíûå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ, ñëåäîâàòåëüíî
ìíîãîîáðàçèå (M, g) � òîòàëüíî Ðè÷÷è-èçîòðîïíîå.
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2.1.4. Óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ìåòðèêè (1.12) ðàññìîòðåëè Ãèááîíñ è Ïîï â [72].
Ïðåæäå âñåãî îíî âëå÷åò, ÷òî

H = Λv2 + vH1 +H0, ∂vH1 = ∂vH0 = 0.

Äàëåå, îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

∆H0 −
1

2
F ijFij − 2Ai∂iH1 −H1∇iAi + 2ΛAiAi − 2∇iȦi

+
1

2
ḣijḣij + hijḧij +

1

2
hijḣijH1 = 0, (2.3)

∇jFij + ∂iH1 − 2ΛAi +∇jḣij − ∂i(h
jkḣjk) = 0, (2.4)

∆H1 − 2Λ∇iAi − Λhijḣij = 0, (2.5)

Ricij = Λhij, (2.6)

ãäå îïåðàòîð ∆ äàí ôîðìóëîé (2.2). Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàñ-
ñìîòðåâ óðàâíåíèÿ (2.1) è ïðèìåíèâ ôîðìóëû ïóíêòà 1.3.2.

Êîîðäèíàòû Âîëêåðà íå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, Øèììèíã
[136] äîêàçàë, ÷òî åñëè ∂vH = 0, òî êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîA = 0

èH = 0. Ãëàâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïóíêòà äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè àíàëîãè÷íûå
êîîðäèíàòû è òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ
ñëó÷àÿ Λ 6= 0.

Òåîðåìà 2.1.7. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n + 2-ìåðíîå ëî-
ðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ. Åñëè (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Ýéíøòåéíà ñ íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷å-
ñêîé êîíñòàíòîé Λ, òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñóùåñòâóþò êîîð-
äèíàòû v, x1, . . . , xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà g èìååò âèä

g = 2dvdu+ h+ (Λv2 +H0)(du)
2,

ãäå ∂vH0 = 0, h � u-ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà ñ êîñìîëî-
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ãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Λ, óäîâëåòâîðÿþùåå

∆H0 +
1

2
hijḧij = 0, (2.7)

∇jḣij = 0, (2.8)

hijḣij = 0, (2.9)

Ricij = Λhij. (2.10)

Îáðàòíî, êàæäàÿ òàêàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé Ýéíøòåéíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ëîðåíöåâûõ ìåòðèê
ñ Λ 6= 0 ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâ ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (2.8), (2.9) è óðàâíåíèþ (2.7) äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèè H0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.7.

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó (1.12). Òåíçîð êðèâèçíû R ýòîé ìåòðèêè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàìè λ, vectv,R0, P, T , êàê â ïóíêòå 1.3.2. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå �
ýéíøòåéíîâî, èìååì λ = Λ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Äëÿ êàæäîãî ñå÷åíèÿ W ∈ Γ(E) òàêîãî, ÷òî
∇∂v

W = 0, ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû x̃a òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå âåê-
òîðíîå ïîëå q′ èìååò âèä q′ = −1

2g(W,W )p+W + q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W = W iXi. Òàê êàê ∇∂v
W = 0, èìååì

∂vW
i = 0. Áóäåì èñêàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

v = ṽ, xi = xi(x̃1, ..., x̃n, ũ), u = ũ.

Èìååì
∂ṽ = ∂v, ∂̃i =

∂xj

∂x̃i
∂j, ∂ũ =

∂xi

∂ũ
∂i + ∂u.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò,

H ′ = g(∂ũ, ∂ũ) = H + 2
∂xi

∂ũ
Ai + g

(
∂xi

∂ũ
∂i,

∂xj

∂ũ
∂j

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

q′ = ∂ũ −
1

2
H ′∂v = q + U − 1

2
g(U,U)p,

ãäå
U =

∂xi

∂ũ
Xi.

Ðàâåíñòâî U = W ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé
∂xi(x̃1, ..., x̃n, ũ)

∂ũ
= W i(x1(x̃1, ..., x̃n, ũ), ..., xn(x̃1, ..., x̃n, ũ), ũ). (2.11)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dyi(ũ)

dũ
= W i(y1(ũ), ..., yn(ũ), ũ). (2.12)

Íàëîæèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ yi(ũ0) = x̃i. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ÷èñåë x̃k ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå yi(u). Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ãëàäêî çàâèñèò îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå â âèäå xi(x̃1, ..., x̃n, ũ). Ïîëó-
÷åííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.11). Òàê êàê det

(
∂xi

∂x̃j (ũ0)
)
6= 0,

òî det
(
∂xi

∂x̃j

)
6= 0 äëÿ ũ áëèçêèõ ê ũ0. Ìû ïîëó÷èëè íóæíîå ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò. �

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòû òàê, ÷òî ~v = 0, äåéñòâèòåëüíî
åñëè ~v 6= 0, òî ðàññìîòðåâ W = − 1

Λ~v, áóäåì èìåòü ṽ = 0. Èç (1.17) ñëåäóåò,
÷òî ∇∂v

W = 0. Ïîýòîìó, ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
Ai = 1

2Λ∂iH1. Äàëåå, ðàññìîòðåâ ïðåîáðàçîâàíèå

v 7→ v +
1

2Λ
H1

è ó÷èòûâàÿ (1.20), ïîëó÷èì Ai = H1 = 0. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
2.1.7 ñëåäóåò èç (2.3�2.6). �

Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ Λ = 0 ïîëó÷èë Ëàéñòíåð â [165].

2.1.5. Ïðèìåðû â ðàçìåðíîñòè 4

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4, ò.å. n = 2. Áóäåì ïèñàòü
x = x1, y = x2.
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Ðè÷÷è-ïëîñêèå ìåòðèêè Âîëêåðà â ðàçìåðíîñòè 4 íàéäåíû â [105]. Äëÿ
íèõ èìååò ìåñòî h = (dx)2 + (dy)2, A2 = 0, H = −(∂xA1)v + H0, ãäå A1

� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ H0 � ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà.

Â [118] îïèñàíû âñå 4-ìåðíûå ìåòðèêè Âîëêåðà-Ýéíøòåéíà ñ Λ 6= 0. Êî-
îðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî h � ìåòðèêà ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðè-
âèçíû, íåçàâèñÿùàÿ îò u. Äàëåå, A = Wdz + W̄ z̄, W = i∂zL, ãäå z = x + iy,
à L � R-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,

L = 2Re
(
φ∂z(lnP0)−

1

2
∂zφ

)
, 2P 2

0 =

(
1 +

Λ

|Λ|
zz̄

)2

, (2.13)

ãäå φ = φ(z, u) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé z è ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò u. Îêîí÷àòåëüíî, H = Λ2v + H0, à ôóíêöèþ
H0 = H0(z, z̄, u) ìîæíî íàéòè ñõîæèì îáðàçîì.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîñòðîèì ïðèìåðû ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê Âîëêåðà ñ
Λ 6= 0, A = 0, è h çàâèñÿùåì îò u. Ðåøåíèå èç [118] íå ïîäõîäèò äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ïðèìåðîâ òàêîãî âèäà, ïîñêîëüêó ½ïðîñòûå� ôóíêöèè φ(z, u) îïðåäåëÿþò
½ñëîæíûå� ôîðìû A. Ïîñòðîåííûå ïðèìåðû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ñî-
ãëàñíî ðàáîòàì [41, 57, 59, 72]. Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ìîæíî ïîñòðîèòü â
ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè 5, ýòîò ñëó÷àé îáñóæäàåòñÿ â [72, 75].

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà Ýéíøòåéíà â ðàçìåðíîñòè 2 (è
3) èìååò ïîñòîÿííóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, ïîýòîìó òàêèå ìåòðèêè ñ îäèíà-
êîâîé êîíñòàíòîé Λ � ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íû, à êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî ∂uh = 0. Êàê â [118], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Λ > 0, òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî h = 1

Λ

(
(dx)2 + sin2 x (dy)2

)
, H = Λv2 +H0, è óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

∆S2f = −2f, ∆S2H0 = 2Λ

(
2f 2 − (∂xf)2 +

(∂yf)2

sin2 x

)
,

∆S2 = ∂2
x +

∂2
y

sin2 x
+ cotx ∂x. (2.14)

Ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó A: A = − ∂yf
sinx dx + sinx ∂xfdy. Àíàëîãè÷íî,
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åñëè Λ < 0, òî ðàññìîòðèì h = 1
−Λ·x2

(
(dx)2 + (dy)2

)
, è áóäåì èìåòü

∆L2f = 2f, ∆L2H0 = −4Λf 2 − 2Λx2((∂xf)2 + (∂yf)2),

∆L2 = x2(∂2
x + ∂2

y), (2.15)

è A = −∂yfdx+∂xfdy. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (2.7�2.10), óäîáíî íàéòè ôóíêöèþ f , à ïîòîì, èçìåíÿÿ êîîðäèíàòû,
èçáàâèòüñÿ îò 1-ôîðìû A. Ïîñëå òàêîé çàìåíû êîîðäèíàò, h íå çàâèñèò îò u
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � êèëëèíãîâà ôîðìà äëÿ h [72]. Åñëè Λ > 0,
òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

f = c1(u) sinx sin y + c2(u) sinx cos y + c3(u) cos x;

äëÿ Λ < 0 ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

f = c1(u)
1

x
+ c2(u)

y

x
+ c3(u)

x2 + y2

x
.

Ôóíêöèè φ(z, u) = c(u), c(u)z è c(u)z2 èç (2.13) îïðåäåëÿþò Êèëëèíãîâó
ôîðìó A [165]. Äëÿ äðóãèõ ôóíêöèé φ ôîðìà A èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü g � ìåòðèêà Ýéíøòåéíà âèäà (1.12) ñ Λ 6= 0, A = 0 è H = Λv2 +H0.
Òåíçîð êðèâèçíû R ìåòðèêè g èìååò âèä

R(p, q) = Λp∧ q, R(X, Y ) = ΛX ∧Y, R(X, q) = −p∧T (X), R(p,X) = 0.

Ìåòðèêà g íåðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå
àëãåáðà ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò ñ sim(2).

Äëÿ òåíçîðà Âåéëÿ èìååì

W (p, q) =
Λ

3
p ∧ q, W (p,X) = −2Λ

3
p ∧X,

W (X, Y ) =
Λ

3
X ∧ Y, W (X, q) = −2Λ

3
X ∧ q − p ∧ T (X).

Â [79, 80] ïîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà g èìååò òèï Ïåòðîâà II èëè D (òèï ìîæåò
çàâèñåòü îò òî÷êè). Èç êðèòåðèÿ Áåëà ñëåäóåò, ÷òî g èìååò òèï II â òî÷êå
m ∈M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Tm 6= 0, èíà÷å g � òèïà D. Òàê êàê ýíäî-
ìîðôèçì Tm � ñèììåòðè÷åñêèé ñ íóëåâûì ñëåäîì, îí ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî
èìååò ðàíã 2. Ñëåäîâàòåëüíî, Tm = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detTm = 0.
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Ñëó÷àé Λ < 0.

Ïðèìåð 2.1.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f = c(u)x2, òîãäà A = 2xc(u)dy. Âû-
áåðåì H0 = −Λx4c2(u). ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ôîðìû A, ðåøèì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé

dx(u)

du
= 0,

dy(u)

du
= 2Λc(u)x3(u)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x̃ è y(0) = ỹ. Ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå

v = ṽ, x = x̃, y = ỹ + 2Λb(u)x̃3, u = ũ,

ãäå ôóíêöèÿ b(u) óäîâëåòâîðÿåò db(u)
du = c(u) è b(0) = 0. Îòíîñèòåëüíî íîâûõ

êîîðäèíàò èìååì

g = 2dvdu+ h(u) +
(
Λv2 + 3Λx4c2(u)

)
(du)2,

h(u) =
1

−Λ · x2

((
36Λ2b2(u)x4 + 1

)
(dx)2 + 12Λb(u)x2dxdy + (dy)2

)
.

Ïóñòü c(u) ≡ 1, òîãäà b(u) = u è detT = −9Λ4x4
(
x4 + v2

)
. Ðàâåíñòâî

detTm = 0 ((m = (v, x, y, u))) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó v = 0. Ìåòðèêà íåðàç-
ëîæèìà. Ìåòðèêà g èìååò òèï Ïåòðîâà D íà ìíîæåñòâå {(0, x, y, u)} è òèï II
íà åãî äîïîëíåíèè.

Ïðèìåð 2.1.3. Ôóíêöèè f = x2y è H0 = −Λx4y ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøå-
íèÿìè (2.15). Ïðè ýòîì A = −x2dxdu + 2xydy. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå
êîîðäèíàò, çàäàííîå ñâîèì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

v = ṽ, x = x̃(1 + 3Λũx̃3)−
1
3 , y = ỹ(1 + 3Λũx̃3)

2
3 , u = ũ.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò,

g = 2dvdu+ h(u) + Λ

(
v2 + 3x4y2 +

x6

ρ2

)
(du)2, ρ = 1 + 3Λux3,

h(u) =
1

−Λ

((
36Λ2x2y2u2 +

1

x2ρ2

)
(dx)2 + 12Λρyudxdy +

ρ2

x2 (dy)
2
)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî detT < 0 âñþäó, ïîýòîìó ìåòðèêà g � íåðàçëîæèìà è
èìååò òèï Ïåòðîâà II.
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Ñëó÷àé Λ > 0.

Ïðèìåð 2.1.4. Ôóíêöèÿ f = ln
(
tan x

2

)
cosx + 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíè-

åì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (2.14). Ïîëó÷àåì A =
(
cosx − ln

(
cot x2

)
sin2 x

)
dy.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

ṽ = v, x̃ = x, ỹ = y − Λu
(
ln
(
tan

x

2

)
− cosx

sin2 x

)
, ũ = u.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò,

g = 2dvdu+ h(u) +
(
Λv2 + H̃0

)
(du)2,

h(u) =

(
1

Λ
+

4Λu2

sin4 x

)
(dx)2 +

4u

sin x
dxdy +

sin2 x

Λ
(dy)2,

ãäå H̃0 óäîâëåòâîðÿåò ∆hH̃0 = −1
2h

ijḧij. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè H̃0 ÿâëÿ-
åòñÿ

H̃0 = −Λ

(
1

sin2 x
+ ln2

(
cot

x

2

))
.

Èìååì
detT = − Λ4

sin4 x

(
v2 +

(
ln
(
cot

x

2

)
cosx − 1

)2
)
.

Ïîýòîìó ìåòðèêà g èìååò òèï Ïåòðîâà D íà ìíîæåñòâå{
(0, x, y, u)| ln

(
cot x2

)
cosx − 1 = 0

}
è òèï II íà äîïîëíåíèè ê ýòîìó ìíîæå-

ñòâó. Ìåòðèêà íåðàçëîæèìà.

Ïðèìåð 2.1.5. Ôóíêöèè f = y cosx è H0 = Λ ·
(
− y2 cos2 x + ln

(
tan x

2

) )
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (2.14). Èìååì
A = − cotxdx− y sin2 x dy. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

ṽ = v, x̃ = arccos
(
eΛu cosx

)
, ỹ = ye−Λu, ũ = u.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò,

g = 2dvdu+ h(u) + Λ

(
v2 − y2e−2Λu +

1

2
ln

1− ρ

1 + ρ

)
(du)2, ρ = e−Λu cosx,

h(u) =
e−2Λu sin2 x

Λ · (1− ρ2)
(dx)2 +

e2Λu(1− ρ2)

Λ
(dy)2.
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Èìååì detT = −Λ4·(4y2 cos2 x+(ρ+2v)2)
4(1−ρ2)2

. Ïîýòîìó, ìåòðèêà g èìååò òèï Ïåòðîâà
D â òî÷êå (v, x, y, u) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî x = π

2 è v = 0, ëèáî
y = 0 è cosx = −2veΛu.

2.2. Ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðåêóððåíòíûìè

ñïèíîðíûìè ïîëÿìè

Ñóùåñòâîâàíèå ðåêóððåíòíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè òåñíî

ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïàðàëëåëüíîãî îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïîäðàññëîåíèÿ ñïè-

íîðíîãî ðàññëîåíèÿ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå êëàññèôèöèðóåì ñëåäóþùèå

îäíîñâÿçíûå ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå òàêèå ïîäðàññëîåíèÿ, â òåðìè-

íàõ èõ àëãåáð ãîëîíîìèè: ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ; ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ; ïñåâäîðè-

ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïðèâîäèìûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè; ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîá-

ðàçèÿ íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû, äîïóñêàþùèå äâà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå

èçîòðîïíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [154].

Ïóñòü (M, g) � ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (r, s),
à S � ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîå ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ñ èíäóöèðîâàííîé
ñâÿçíîñòüþ ∇S. Ñïèíîðíîå ïîëå s ∈ Γ(S) íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, åñëè

∇S
Xs = θ(X)s (2.16)

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ Γ(TM), çäåñü θ � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ 1-
ôîðìà. Åñëè θ = 0, òî s � ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Äëÿ ðåêóððåíòíîãî
ñïèíîðíîãî ïîëÿ s ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî îïðåäåëåííàÿ, íå îáðàùàþùàÿñÿ â
íîëü ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ïîëå fs� ïàðàëëåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
dθ = 0. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M � îäíîñâÿçíî, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà
ãëîáàëüíî.

Èçó÷åíèå ñïèíîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ïàðàëëåëüíûå ñïèíîð-
íûå ïîëÿ, áûëî íà÷àòî Í. Õèò÷èíûì [84], à ïîçäíåå Ò. Ôðèäðèõîì [69].
Ì. Âàíã îõàðàêòåðèçîâàë îäíîñâÿçíûå ñïèíîðíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ,
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äîïóñêàþùèå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ, â òåðìèíàõ ãðóïï ãîëîíîìèè
ýòèõ ìíîãîîáðàçèé [148]. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Ò. Ëàéñòíåð äëÿ
ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé [115, 114], Õ. Áàóì è È. Êàñ äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ íåïðèâîäèìûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè [19], è À. Èêåìàêõåí â
ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû (n, n), äîïóñ-
êàþùèõ äâà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå èçîòðîïíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ [92].

Ò. Ôðèäðèõ [69] ðàññìîòðåë óðàâíåíèå (2.16) íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî θ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ 1-ôîðìà. Îí äîêàçàë, ÷òî ýòî
óðàâíåíèå âëå÷åò ðàâåíñòâî òåíçîðà Ðè÷÷è íóëþ è ðàâåíñòâî dθ = 0. Íè-
æå ìû óâèäèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ëîðåíöåâûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ïðèìåð 1 èç [69] äàåò ðåøåíèå s óðàâíåíèÿ (2.16) ñ θ = iω,
dω 6= 0 äëÿ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé 1-ôîðìû ω íà êîìïàêòíîì ðèìà-
íîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íåïëîñêîãî
òîðà T 2 è îêðóæíîñòè S1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå
s âîçíèêàåò èç ëîêàëüíî îïðåäåëåííîãî ðåêóððåíòíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ íà
êýëåðîâîì, íå ÿâëÿþùåìñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ìíîãîîáðàçèè T 2, ñóùåñòâîâàíèå
ïîñëåäíåãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà 2.2.1.

Ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò
ïàðàëëåëüíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè 1 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñóùåñòâóåò íå
îáðàùàþùååñÿ â íîëü ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå; ýòè ïîëÿ äîëæíû áûòü
ïðîïîðöèîíàëüíû â ïåðåñå÷åíèÿõ îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðà-
ôå ìû èçó÷àåì íåêîòîðûå êëàññû ñïèíîðíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
(M, g), ÷üè ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ äîïóñêàþò îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîä-
ðàññëîåíèÿ.

Â ïóíêòå 2.2.2 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ëîêàëüíî
íåðàçëîæèìîãî ðèìàíîâà ñïèíîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò ïàðàë-
ëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå, òî ëèáî ìíîãîîáðàçèå (M, g)
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ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì è íå ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ëèáî îíî äîïóñêàåò íåíó-
ëåâîå ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Áîëåå òîãî, ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå âñÿêî-
ãî îäíîñâÿçíîãî ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîãî ñïèíîðíîãî êýëåðîâà, íå ÿâëÿþùå-
ãîñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ïàðàëëåëüíûå
îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîäðàññëîåíèÿ. Äàëåå, ïðîèçâîëüíîå îäíîñâÿçíîå
ïîëíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S êîòîðîãî
äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå, à àëãåáðà
ãîëîíîìèè íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñïè-
íîðíîãî êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, è ñïèíîð-
íîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå.

Â ïóíêòå 2.2.3 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå n + 2-ìåðíîãî
îäíîñâÿçíîãî íåðàçëîæèìîãî ñïèíîðíîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äî-
ïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ ïðÿ-
ìûõ, ò.å. åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ñîäåðæèòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäàëãåáðå

sim(n) = (R⊕ so(n)) n Rn ⊂ so(1, n+ 1),

è ïîäàëãåáðà h = prso(n)g ⊂ so(n) ñîõðàíÿåò îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñïèíîðíîãî ìîäóëÿ ∆n.

Â ïóíêòå 2.2.4 äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñïèíîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåïðè-
âîäèìûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè ìû ïîëó÷àåì òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è äëÿ
íåðàçëîæèìûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé â ïóíêòå 2.2.2.

Â ïóíêòå 2.2.5 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå êàæäîãî îäíî-
ñâÿçíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ñïèíîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû
(n, n) ñ äâóìÿ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè ïàðàëëåëüíûìè èçîòðîïíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå.

Â ïóíêòå 2.2.6 ìû îáñóæäàåì ñâÿçü ðåêóððåíòíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé è
ïàðàëëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé spinC-ðàññëîåíèé, êîòîðûå èçó÷àëè À. Ìî-
ðîèàíó [122] è À. Èêõåìàêõåí [93, 94].
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2.2.1. Ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Rr,s � ïñåâäîåâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé g ñèãíàòóðû (r, s) (r îáîçíà÷àåò ÷èñëî ìèíóñîâ).
Ïóñòü (Clr,s, ·) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà, à Clr,s = Clr,s ⊗ C �
åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ. Ïîñëåäíÿÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå
ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì áàçèñu(ε) =

√
2

2

 1

−εi

 , ε = ±1


ïðîñòðàíñòâà C2. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâà C2:

E = id, T =

 0 −i

i 0

 , U =

 i 0

0 −i

 , V =

 0 i

i 0

 .

Èìååì

T 2 = −V 2 = −U 2 = E, UT = −iV, V T = iU, UV = −iT,

Tu(ε) = −εu(ε), Uu(ε) = iu(−ε), Tu(ε) = εu(−ε).

Ïóñòü n = r + s. Áàçèñ e1, ..., en ïðîñòðàíñòâà Rr,s íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííûì, åñëè g(ei, ej) = kiδij, ãäå ki = −1 äëÿ 1 ≤ i ≤ r, è ki = 1 äëÿ
r + 1 ≤ i ≤ n. Çàôèêñèðóåì òàêîé áàçèñ. Äëÿ öåëîãî m îáîçíà÷èì ÷åðåç
C(m) àëãåáðó êîìïëåêñíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m. Îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèå èçîìîðôèçìû:

1) åñëè n � ÷åòíîå, òî îïðåäåëèì Φr,s : Clr,s → C
(
2

n
2

)
, ïîëàãàÿ

Φr,s(e2k−1) = τ2k−1E ⊗ · · · ⊗ E ⊗ U ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T︸ ︷︷ ︸
(k−1)−ðàç

, (2.17)

Φr,s(e2k) = τ2kE ⊗ · · · ⊗ E ⊗ V ⊗ T ⊗ · · · ⊗ T︸ ︷︷ ︸
(k−1)−ðàç

, (2.18)

ãäå 1 ≤ k ≤ n
2 , τi = i äëÿ 1 ≤ i ≤ r, è τi = 1 äëÿ r + 1 ≤ i ≤ n;
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2) åñëè n � íå÷åòíîå, òî îïðåäåëèì Φr,s : Clr,s → C
(
2

n−1
2

)
⊕ C

(
2

n−1
2

)
,

ïîëàãàÿ

Φr,s(ek) = (Φr,s−1(ek),Φr,s−1(ek)), k = 1, ..., n− 1, (2.19)

Φr,s(en) = (T ⊗ · · · ⊗ T,−iT ⊗ · · · ⊗ T ). (2.20)

Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ∆r,s = C2[n2 ] íàçûâàåòñÿ ñïèíîðíûì ìîäóëåì.
Áóäåì ïèñàòü A · s = Φr,s(A)s äëÿ A ∈ Clr,s, s ∈ ∆r,s. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñëåäóþùèé áàçèñ ìîäóëÿ ∆r,s:

(u(εk, ..., ε1) = u(εk)⊗ · · · ⊗ u(ε1)|εi = ±1).

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Ëè spin(r, s) ãðóïïû Ëè Spin(r, s) ìîæåò áûòü âëî-
æåíà â Clr,s ñëåäóþùèì îáðàçîì:

spin(r, s) = span{ei · ej|1 ≤ i < j ≤ n}.

Àëãåáðó Ëè so(r, s) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì áèâåêòîðîâ Λ2Rr,s

òàêèì îáðàçîì, ÷òî

(x ∧ y)z = g(x, z)y − g(y, z)x, x, y, z ∈ Rr,s.

Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

λ∗ : so(r, s) → spin(r, s), λ∗(x ∧ y) = x · y.

Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè so(r, s) â ∆r,s � íåïðèâîäèìî, åñëè
n � íå÷åòíî, è ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ
íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäóëåé

∆±
r,s = span{u(εk, ..., ε1)|ε1 = · · · = εk = ±1},

åñëè n � ÷åòíî.
Åñëè (M, g) � ñïèíîðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî îíî äîïóñêàåò ñïèíîðíîå

ðàññëîåíèå S. Ñëîé Sx ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñïèíîð-
íûì ìîäóëåì ∆r,s. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇ îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü ∇S íà
ñïèíîðíîì ðàññëîåíèè S. Àëãåáðà ãîëîíîìèè ýòîé ñâÿçíîñòè ñîâïàäàåò ñ
λ∗(h) ⊂ spin(r, s).
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2.2.2. Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îäíîñâÿç-
íîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîå-
íèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè h ⊂ so(n) ìíîãîîáðàçèÿ
(M, g) � îäíà èç u(n2 ), su(n2 ), sp(n4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8), èëè (M, g) �
ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå
êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè
h ⊂ so(n) ñîõðàíÿåò îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî l ñïèíîðíîãî
ìîäóëÿ ∆n. Åñëè h àííóëèðóåò l, òî (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå
ïîëå, è h � îäíà èç su(n2 ), sp(n4 ), G2, spin(7) [148]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h íå
îáíóëÿåò l. Çàìåòèì, ÷òî h ⊂ so(n) � êîìïàêòíàÿ àëãåáðà Ëè. Åäèíñòâåííîé
êîìïàêòíîé àëãåáðîé Ëè, äîïóñêàþùåé íåòðèâèàëüíîå òî÷íîå 2-ìåðíîå âåùå-
ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ so(2). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî h ñîäåðæèò îäíî-
ìåðíûé öåíòð, ñëåäîâàòåëüíî h ñîäåðæèòñÿ â u(n2 ), ò.å. ìíîãîîáðàçèå (M, g) �
êýëåðîâî. Òàê êàê su(n2 ) îáíóëÿåò äâà êîìïëåêñíûå îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â ∆n, òî u(n2 ) ñîõðàíÿåò ýòè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà è íå îáíóëÿåò èõ. Ìû
ïîêàçàëè, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ïàðàëëåëüíûå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîäðàññëîåíèÿ. Â
ñëó÷àå h = u(n2 ) ýòèõ ïîäðàññëîåíèé � â òî÷íîñòè äâà. �

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè è áåç íåíóëåâûõ ïàðàëëåëüíûõ
ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îä-
íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (M, g) �
êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îäíîñâÿç-
íûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè su(n2 ), sp(n4 ), G2, spin(7)
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äîïóñêàþò íåíóëåâûå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ. �

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ïîëíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå áåç íåíóëåâûõ ïàðàëëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé, àëãåáðà ãîëîíî-
ìèè êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé. Òîãäà åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå
S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãîîáðàçèå (M, g) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñïèíîð-
íîãî êýëåðîâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ìíîãîîáðàçèÿ è ñïèíîðíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåíóëåâûì ïàðàëëåëüíûì ñïèíîðíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå äå Ðàìà, ìíîãîîáðàçèå (M, g) ìîæíî ðàç-
ëîæèòü â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîñâÿçíûõ íåðàçëîæèìûõ ïîëíûõ ðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèé è, âîçìîæíî, ïëîñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñì., íàïðèìåð, [174].
Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ â ýòîì ðàññëîåíèè àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ñïèíîð-
íûìè, à ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëü-
íîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòèì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò êàæäîå ìíîãîîáðàçèå èç ðàçëîæåíèÿ. �

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå n-ìåðíîå îäíîñâÿç-
íîå ñïèíîðíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì. Òîãäà
åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ïàðàëëåëüíûõ îäíî-
ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû 2.2.6, êîòîðàÿ áó-
äåò äîêàçàíà íèæå.

2.2.3. Ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), ò.å. ïñåâäî-
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñèãíàòóðû (1, n+ 1), n ≥ 0. Àëãåáðû ãîëîíîìèè ëî-
ðåíöåâûõ ñïèíîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå
ïîëÿ, êëàññèôèöèðîâàíû â [115, 114]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëî-
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åíèå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò îäíîìåðíîå ïàðàëëåëüíîå êîìïëåêñíîå
ïîäðàññëîåíèå, è íà (M, g) íåò íåíóëåâûõ ïàðàëëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé.

Òåîðåìà 2.2.3. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ïîëíîå ñïèíîðíîå ëîðåíöåâî
ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà (M, g) íåò íåíóëåâûõ ïàðàëëåëüíûõ
ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îä-
íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò
ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) (M, g) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèÿ
(R,−(dt)2) è ñïèíîðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (N, h) òàêîãî, ÷òî
ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ (N, h) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíî-
ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå, è íà (N, h) íåò ïàðàëëåëüíûõ ñïè-
íîðíûõ ïîëåé;

2) (M, g) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìîãî ñïèíîðíîãî ëîðåíöåâà
ìíîãîîáðàçèÿ è ñïèíîðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (N, h) òàêèõ, ÷òî
ñïèíîðíûå ðàññëîåíèÿ îáîèõ ìíîãîîáðàçèé äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíûå îä-
íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîäðàññëîåíèÿ, è ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîì èç
ýòèõ ìíîãîîáðàçèé íåò ïàðàëëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-
åò èç òåîðåìû Âó, ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [115, 114]. �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ñïèíîð-
íîå ïîëå, òî èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû 2.2.3, â êîòîðîé (N, h) äîïóñêàåò
ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå [115, 114].

Ðàññìîòðèì íåðàçëîæèìîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå
îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå l. Ïóñòü s ∈ Γ(l) � ïðîèçâîëüíîå ëî-
êàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ l, íå îáðàùàþùååñÿ â íîëü. Ïóñòü p ∈ Γ(TM) �
ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê Äèðàêà. Âåêòîðíîå ïîëå p îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

g(p,X) = − < X · s, s >,

115



ãäå <,> � ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå íà S. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî p � ðåêóð-
ðåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå. Â ñàìîì äåëå, ñëåäóÿ âû÷èñëåíèÿì èç [114], äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y èìååì

g(∇Y p,X) = Y (g(p,X))− g(p,∇YX) = −(Y (< X · s, s >)− < ∇YX · s, s >)

= −(< ∇YX · s, s > + < X · ∇S
Y s, s >

+ < X · s,∇S
Y s > − < ∇YX · s, s >)

= −(θ(Y ) + θ(Y )) < X · s, s >= (θ(Y ) + θ(Y ))g(p,X).

Òàêèì îáðàçîì,
∇Y p = 2Re(θ)(Y )p. (2.21)

Â ñëó÷àå ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîòîê Äèðàêà óäîâëåòâîðÿåò g(p, p) ≤ 0,
à íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ p ñîâïàäàþò ñ íóëåâûìè òî÷êàìè ïîëÿ s. Òàê êàê s
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, à p � ðåêóððåíòíîå ïîëå, òî ëèáî g(p, p) < 0, ëèáî
g(p, p) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå ðàçëîæèìî. Òàêèì îáðàçîì, p �
èçîòðîïíîå ðåêóððåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, à ìíîãîîáðàçèå (M, g) äîïóñêàåò
ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ ïðÿìûõ.

Â [115, 114] ïîêàçàíî, ÷òî (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g = g2,h = h n Rn, è â ðàçëîæåíèè (1.6) äëÿ
ïîäàëãåáðû h ⊂ so(n) êàæäàÿ èç ïîäàëãåáð hi ⊂ so(ni) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
àëãåáð Ëè su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2 ⊂ so(7), spin(7) ⊂ so(8).

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå (n+2)-
ìåðíîå ñïèíîðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äî-
ïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà (M, g) äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ (ò.å. åãî àëãåáðà ãîëîíîìèè g ñîäåðæèòñÿ â sim(n)), à â ðàçëîæå-
íèè (1.6) äëÿ ïîäàëãåáðû h = prso(n)g êàæäàÿ èç ïîäàëãåáð hi ⊂ so(ni) ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíîé èç àëãåáð Ëè u(ni

2 ), su(ni

2 ), sp(ni

4 ), G2, spin(7) èëè ñ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè íåðàçëîæèìîãî ñèììåòðè÷åñêîãî êýëåðîâà ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî
ïàðàëëåëüíûõ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèé ðàññëîåíèÿ S ðàâíî
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÷èñëó îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîäóëÿ ∆n, ñîõðàíÿåìûõ
àëãåáðîé h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé àëãåáðû Ëè g èç òåîðåìû 1.6.2
íàéòè âñå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ∆1,n+1.

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè so(1, n + 1) ' Λ2R1,n+1 ýëåìåíò (a,A,X) ∈ sim(n)

ñîîòâåòñòâóåò áèâåêòîðó

−ap ∧ q + A− p ∧X.

Íàïîìíèì, ÷òî
∆1,n+1 ' ∆n ⊗∆1,1, ∆1,1 ' C2.

Ðàññìîòðèì âåêòîðû e− =
√

2
2 (p − q), e+ =

√
2

2 (p + q) è îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ e−, e+, e1, ..., en ïðîñòðàíñòâà R1,n+1. Çàìåòèì, ÷òî p =

√
2

2 (e− + e+) è
q =

√
2

2 (e− − e+).
Íàéäåì âñå êîìïëåêñíûå îäíîìåðíûå p ∧ Rn-èíâàðèàíòíûå ïîäìîäóëè â

∆1,n+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w ∈ ∆1,n+1 � ñïèíîð òàêîé, ÷òî (p ∧ ei) · w = ciw,
ci ∈ C, äëÿ âñåõ i = 1, ..., n. Ïóñòü

w = w+ ⊗ u(1) + w− ⊗ u(−1),

ãäå w± ∈ ∆n. Èñïîëüçóÿ (2.17), (2.18) è âû÷èñëåíèÿ èç [115, 114], ëåãêî óñòà-
íîâèòü, ÷òî

(ei ∧ p) · w =

√
2

2
ei · (e− + e+) · w =

√
2(ei · w−)⊗ u(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâà (p∧ ei) ·w = ciw âëåêóò ci = 0, ei ·w− = 0. Òàê êàê
âåêòîðû ei äåéñòâóþò â ∆n êàê èçîìîðôèçìû, èìååì w− = 0. Òàêèì îáðàçîì,
w = w+ ⊗ u(1), è âñå êîìïëåêñíûå îäíîìåðíûå p ∧ Rn-èíâàðèàíòíûå ïîäìî-
äóëè â ∆1,n+1 ñîäåðæàòüñÿ â ∆n ⊗ u(1). Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
p ∧ Rn â ýòîì ìîäóëå � òðèâèàëüíî. Òîæå ñàìîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî
äëÿ p ∧ Rm â ñëó÷àå àëãåáðû Ëè g4,h,m,ψ. Äàëåå,

(p ∧ q) · (w+ ⊗ u(1)) = 2w+ ⊗ u(1), A(w+ ⊗ u(1)) = A(w+)⊗ u(1)
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äëÿ âñåõ w+ ∈ ∆n è A ∈ so(n). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå g-èíâàðèàíòíûå
îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìîäóëÿ ∆1,n+1 èìåþò âèä l⊗u(1), ãäå l ⊂ ∆n �
h-èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà âåðíà. �

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ëîðåíöåâî
ìíîãîîáðàçèå ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g = (R⊕ h) n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � àëãåá-
ðà ãîëîíîìèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî íåíóëåâîå ïàðàëëåëü-
íîå ñïèíîðíîå ïîëå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.4, íà (M, g) ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò
ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå s (ðàññìàòðèâàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s îïðåäåëåíî ãëîáàëüíî).
Ïðåäïîëîæåíèå îá àëãåáðå h è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ 1-ôîðìà θ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ. Òîò ôàêò, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè g íå äîïóñêàåò íèêàêîå íåíóëåâîå ïàðàëëåëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå è ðàâåíñòâî (2.21) ïîêàçûâàþò, ÷òî dθ 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 èç [69], óïîìÿíóòîå âî ââåäåíèè, íå èìååò ìåñòî äëÿ
ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

2.2.4. Ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïðèâîäèìûìè àëãåáðàìè

ãîëîíîìèè

Òåîðåìà 2.2.5. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíî-
âî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (r, s) ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè
h ⊂ so(r, s). Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò
ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè h � îäíà èç u(r2 ,

s
2), su(r2 ,

s
2), sp(r4 ,

s
2), G2 ⊂ so(7),

G∗
2(2) ⊂ so(3, 4), GC

2 ⊂ so(7, 7), spin(7) ⊂ so(8), spin(3, 4) ⊂ so(4, 4),
spin(7,C) ⊂ so(8, 8), èëè (M, g) � ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå ïñåâäîêýëåðîâî
ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè
îäíîñâÿçíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g), äîïóñêàþùèõ íåíó-
ëåâûå ïàðàëëåëüíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ, èñ÷åðïûâàþòñÿ àëãåáðàìè su(r2 ,

s
2),
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sp(r4 ,
s
2), G2 ⊂ so(7), G∗

2(2) ⊂ so(3, 4), GC
2 ⊂ so(7, 7), spin(7) ⊂ so(8),

spin(3, 4) ⊂ so(4, 4), spin(7,C) ⊂ so(8, 8) [19]. Èç ðåçóëüòàòîâ [12] ñëåäóåò, ÷òî
ìíîãîîáðàçèÿ ñ êàæäîé èç ýòèõ àëãåáð ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íå ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, à
åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå
ïîäðàññëîåíèå l. Ïóñòü s � ëîêàëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ l, îïðåäåëåííîå â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè y ∈M . Óðàâíåíèå (2.16) âëå÷åò

RS
y (X,Y )sy = (dθ)y(X, Y )sy (2.22)

äëÿ âñåõ X, Y ∈ TyM . Çäåñü RS � òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇S. Ýòî óðàâ-
íåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî RS

y (X, Y ) äåéñòâóåò íà ly êàê óìíîæåíèå íà êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà. Èç òåîðåìû Àìáðîçà-Çèíãåðà ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè hx,
x ∈ M , ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äåéñòâóåò íà lx êàê óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå
÷èñëà, è ýòî äåéñòâèå � íåòðèâèàëüíî. Ïîñêîëüêó ïîäàëãåáðà h ⊂ so(r, s) �
íåïðèâîäèìà, îíà ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé àëãåáðîé Ëè. Ïîýòîìó h ñîäåðæèò
íåêîòîðûé êîììóòàòèâíûé èäåàë. Ñîãëàñíî ëåììå Øóðà, ýòîò èäåàë ïîðîæ-
äåí êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J ∈ u(r2 ,

s
2), ñëåäîâàòåëüíî h ⊂ u(r2 ,

s
2). Òàê êàê

su(r2 ,
s
2) îáíóëÿåò äâà êîìïëåêñíûõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà â ∆r,s [19],

òî u(r2 ,
s
2) ñîõðàíÿåò ýòè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïèíîðíîå ðàñ-

ñëîåíèå êàæäîãî ïñåâäîêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå
äâà ïàðàëëåëüíûõ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèÿ. �

Ñëåäñòâèå 2.2.3. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè è áåç íåíóëåâûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé. Òîãäà ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàë-
ëåëüíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(M, g) � ïñåâäîêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

Òåîðåìà 2.2.6. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ïñåâäîêýëåðîâî ìíî-
ãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíî-
ìèè. Òîãäà åãî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ïàðàë-
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ëåëüíûõ îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïîäðàññëîåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíî-
âî ìíîãîîáðàçèå, íå ÿâëÿþùååñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì, ñ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé
ãîëîíîìèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå S äîïóñêàåò ïàðàëëåëü-
íîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîäðàññëîåíèå l. Ïóñòü s � ëîêàëüíîå ñå÷åíèå
ðàññëîåíèÿ l, ò.å. s� ðåêóððåíòíîå ñïèíîðíîå ïîëå. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.2.5 ìû âèäåëè, ÷òî h ñîäåðæèò îäíîìåðíûé êîììóòàòèâíûé èäåàë, ïîðîæ-
äåííûé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J ∈ u(r2 ,

s
2), à â óðàâíåíèè (2.22) äåéñòâèå

ýíäîìîðôèçìà Rx(X, Y ) íà sx ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì åãî ïðîåêöèè RJ ⊂ hx.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.22) âëå÷åò ðàâåíñòâî (dθ(X, Y ))2 = −a(X, Y )2,
a(X, y) ∈ R, ò.å. dθ = iω äëÿ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé 2-ôîðìû ω íà
ìíîãîîáðàçèè M .

Áóäåì ñëåäîâàòü èäåÿì èç [122] è [93]. Âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñ-
ëåíèÿì èç ëåììû 3.1 èç [122] è òåîðåìû 2 èç [69] âëåêóò óðàâíåíèå

Ric(X) · s = i(Xyω) · s (2.23)

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X. Çäåñü Ric � îïåðàòîð Ðè÷÷è. Ðàññìîòðèì ðàñ-
ïðåäåëåíèå T è E, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tx = {X ∈ TxM |X · sx = 0},

Ex = {X ∈ TxM |∃Y ∈ TxM, X · sx = iY · sx}.

Ïîñêîëüêó ìû âûáðàëè s â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ìíî-
ãîîáðàçèÿ, è ëþáûå äâà òàêèõ ñïèíîðíûõ ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëüíû â ïåðåñå÷å-
íèè îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ, òî ðàñïðåäåëåíèÿ T è E îïðåäåëåíû ãëîáàëü-
íî íà M . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îáà ðàñïðåäåëåíèÿ � ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü
X ∈ Γ(T ), òîãäà äëÿ êàæäîãî ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Z èìååì

(∇ZX) · s = ∇S
Z(X · s)−X · (∇S

Zs) = 0−X · (θ(Z)s) = −θ(Z)(X · s) = 0,

ò.å. T � ïàðàëëåëüíî. ÏóñòüX ∈ Γ(E), òîãäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå Y òàêîå, ÷òî X · s = iY · s. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî
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ïîëÿ Z èìååì

(∇ZX) · s = ∇S
Z(X · s)−X · (∇S

Zs) = ∇S
Z(iY · s)−X · (θ(Z)s)

= i(∇ZY + θ(Z)Y − θ(Z)Y ) · s = i(∇ZY ) · s,

ò.å. E � ïàðàëëåëüíî. Òàê êàê Ric 6= 0 è w = idθ 6= 0, òî ðàâåíñòâî (2.23)
ïîêàçûâàåò, ÷òî T 6= TM è E 6= 0. Òàê êàê àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ
(M, g) íåïðèâîäèìà, èìååì T = 0 è E = TM . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî
ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿX ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå Y òàêîå, ÷òî X · s = iY · s. Ýòî îïðåäåëÿåò ýíäîìîðôèçì êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ I òàêîé, ÷òî

X · s = iI(X) · s. (2.24)

Ñëåäîâàòåëüíî,

X · s = iI(X) · s = −I2(X) · s, (X + I2(X)) · s = 0.

Òàê êàê T = 0, òî I2(X) = −X, ò.å. I � ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M .
Ïîêàæåì, ÷òî I � g-îðòîãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà. Èìååì

2g(I(X), I(Y ))s = I(X)·I(Y )·s+I(Y )·I(X)·s = −i(I(X)·Y ·s+I(Y )·X ·s)

= −i(2g(I(X), Y )s− Y · I(X) · s+ 2g(X, I(Y ))s−X · I(Y ) · s)

= X · Y · s+ Y ·X · s− 2i(g(I(X), Y ) + g(X, I(Y )))s

= 2g(X, Y )s− 2i(g(I(X), Y ) + g(X, I(Y )))s.

Ýòî âëå÷åò g(I(X), I(Y )) = g(X,Y ). Äàëåå, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñòðóêòóðà
I � ïàðàëëåëüíàÿ. Â ñàìîì äåëå, (2.24) âëå÷åò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ
âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y :

∇YX · s+X · θ(Y ) · s = i∇Y (IX) · s+ iI(X) · θ(Y ) · s.

Ñëåäîâàòåëüíî,
θ(Y )X · s = i∇Y (IX) · s.
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Èñïîëüçóÿ ýòî è ðàâåíñòâî (2.24), ïðèìåíåííîå ê ∇YX, ïîëó÷èì

0 = i(∇Y (IX)− I(∇YX)) · s.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ∇Y (IX) − I(∇YX) ∈ Γ(T ). Ñëåäîâàòåëüíî,
∇Y (IX) − I(∇YX) = 0, ò.å. ∇I = 0. Òàêèì îáðàçîì, s îïðåäåëÿåò êýëåðîâó
ñòðóêòóðó I. Îòìåòèì, ÷òî ýòî äàåò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà ðåêóððåíòíûõ ñïèíîðíûõ ïîëÿ s è s1.
Ýòè ïîëÿ îïðåäåëÿþò êýëåðîâû ñòðóêòóðû I è I1, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.24)
äëÿ s è s1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê I è I1 ïàðàëëåëüíû, òî èõ çíà÷åíèÿ
Ix è I1x â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ M êîììóòèðóþò ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
hx ⊂ so(TxM, gx) ' so(r, s). Òàê êàê hx ⊂ so(TxM, gx) � íåïðèâîäèìà, òî ñî-
ãëàñíî ëåììå Øóðà, öåíòðàëèçàòîð àëãåáðû Ëè hx â so(TxM, gx) èçîìîðôåí
ëèáî iR, ëèáî sp(1). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, hx äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â sp(r4 ,

s
4).

Ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêèìè àëãåáðàìè ãîëî-
íîìèè ÿâëÿþòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèìè. Çàêëþ÷àåì, ÷òî Ix = αI1x äëÿ íåêîòîðîãî
α ∈ R. Òàê êàê I2

x = I2
1x = −id, òî α = ±1. Ïîñêîëüêó îáà òåíçîðíûõ ïîëÿ I

è I1 � ïàðàëëåëüíû, òî I = αI1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî I = I1. Ïóñòü Ω � ïñåâäîêýëåðîâà ôîðìà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñòðóêòóðå I. Ïóñòü e1, ..., em, Ie1, ..., Iem (r + s = n = 2m) �
ëîêàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Γ(TM), ò.å.
g(ei, ei) = g(Iei, Iei) = ki. ãäå ki = −1 äëÿ i = 1, ..., r2 , è ki = 1 äëÿ
i = r

2 + 1, ...,m. Ïóñòü e1, ..., em, (Ie)1, ..., (Ie)m � äâîéñòâåííûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Γ(TM). Òîãäà

Ω = −
m∑
i=1

ki(Ie)
i ∧ ei.

Èñïîëüçóÿ ýòî è (2.24), ïîëó÷àåì

Ω · s = −
m∑
i=1

ki(Iei) · ei · s = −i
m∑
i=1

ki(Iei) · (Iei) · s = −ims.

Àíàëîãè÷íî, Ω · s1 = −ims1. Íàïîìíèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëî-
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æåíèå ñïèíîðíîãî ðàçëîæåíèÿ S ïñåâäîêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ:

S =
m∑
k=0

Sk, (Sk)x ' ΛkCm,

ãäå Sk � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ (m − 2k)i îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ Êëèôôîðäà íà ôîðìó Ω. Ïîëó÷àåì,
÷òî s, s1 ∈ Sm. Òàê êàê Sm � ðàññëîåíèå ðàíãà 1, òî s è s1 � ïðîïîðöèî-
íàëüíû è ïðèíàäëåæàò îäíîìó îäíîìåðíîìó ïàðàëëåëüíîìó ïîäðàññëîåíèþ
ðàññëîåíèÿ S. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî S äîïóñêàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïàðàë-
ëåëüíûå îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïîäðàññëîåíèÿ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ
â òî÷íîñòè äâà òàêèõ ïîäðàññëîåíèÿ, âòîðîå èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò êýëåðîâîé
ñòðóêòóðå −I (è ñîâïàäàåò ñ ðàññëîåíèåì S0 ðàíãà 1).

2.2.5. Ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû

Òåîðåìà 2.2.7. Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ïñåâäîðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû (n, n), äîïóñêàþùåå äâà âçàèìíî äî-
ïîëíèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå èçîòðîïíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ñïèíîðíîå
ðàññëîåíèå S ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) äîïóñêàåò îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïîä-
ðàññëîåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn,n è îíî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå
Rn,n = W ⊕ W1, ãäå W,W1 ⊂ Rn,n � èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Àëãåá-
ðà ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò âèä

h̃ =

A =

 B 0

0 −BT

∣∣∣∣∣∣B ∈ h

 , (2.25)

ãäå h ⊂ gl(n,R) � ïîäàëãåáðà, ñîâïàäàþùàÿ ñ îãðàíè÷åíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ h̃

íàW . Â [92] ïîêàçàíî, ÷òî h̃ îáíóëÿåò íåêîòîðûé ýëåìåíò â ∆n,n òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà h ⊂ sl(n,R). Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíò A ∈ h̃ äåéñòâóåò â
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∆n,n êàê
1

2
n ·+1

4

n∑
i=1

(e∗i · A(ei)− A(e∗i ) · ei)·,

ãäå e1, ..., en è e∗1, ..., e∗n � áàçèñû ïðîñòðàíñòâW èW1 òàêèå, ÷òî g(ei, e∗j) = δij.

Ñëåäîâàòåëüíî, A0 =

 E 0

0 −E

 äåéñòâóåò â ∆n,n êàê óìíîæåíèå íà n. Òàê

êàê àëãåáðà Ëè ˜sl(n,R) îáíóëÿåò íåêîòîðûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ∆n,n, òî
àëãåáðà Ëè ˜gl(n,R) = ˜sl(n,R) ⊕ RA0 ñîõðàíÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìóþ â
∆n,n. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. �

2.2.6. Ñâÿçü ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíîðíûìè ïîëÿìè spinC-

ðàññëîåíèé

Ïóñòü (M, g) � îäíîñâÿçíîå ñïèíîðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ àëãåá-
ðîé ãîëîíîìèè h ⊂ so(p, q) è ñïèíîðíûì ðàññëîåíèåì S. Ïóñòü SC �
spinC-ðàññëîåíèå íà (M, g), îïðåäåëåííîå êîìïëåêñíûì ðàññëîåíèåì ïðÿ-
ìûõ L íàä (M, g) ñ ôîðìîé ñâÿçíîñòè iA è àëãåáðîé ãîëîíîìèè hL ⊂ iR.
Àëãåáðà ãîëîíîìèè ĥ èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòè íà SC ñîäåðæèòñÿ â
λ∗(h) ⊕ iR ⊂ spin(p, q) ⊕ iR. Â [93] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî
ïàðàëëåëüíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â ðàññëîåíèè SC ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâà-
íèþ íåíóëåâîãî ñïèíîðà v ∈ ∆p,q òàêîãî, ÷òî ξ · v = itv äëÿ âñåõ (ξ, it) ∈ ĥ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî ïàðàëëåëüíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â
SC âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïîäðàñ-
ñëîåíèÿ S. Â îáùåì ñëó÷àå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò
ìåñòî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ñóùåñòâîâàíèå íåíóëå-
âîãî ïàðàëëåëüíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ â SC âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî
ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè (M, g) [94], â òî æå âðåìÿ,
âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ñóùåñòâóþò ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå
íåíóëåâûå ðåêóððåíòíûå ñïèíîðíûå ïîëÿ è, âìåñòå ñ òåì, íå äîïóñêàþùèå
íåíóëåâûå ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
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2.3. Êîíôîðìíî ïëîñêèå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñî

ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåí-

öåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûå

ìåòðèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå ðàñøèðåíèÿ ðèìàíîâûõ ìåòðèê ïîñòîÿííîé ñåê-

öèîííîé êðèâèçíû äî ìåòðèê Âîëêåðà. Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [153, 162].

2.3.1. Ðåçóëüòàòû

Èçâåñòíî [106], ÷òî êîíôîðìíî ïëîñêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ëèáî ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, ëèáî
ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû è èíòåðâàëà,
ëèáî îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ êîìïî-
íåíòîé ñâÿçíîñòè åäèíèöû îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, ñðåäè ðàçíîîáðàçíûõ ìíîãîîáðà-
çèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, ìîæíî âûäåëèòü òîëüêî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. ßñíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíôîðìíî ïëîñ-
êèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå ëîêàëü-
íîå îïèñàíèå êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g) ñî ñëàáî
íåïðèâîäèìûìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ íåïðèâîäèìûìè, ãðóïïàìè ãîëîíîìèè.

Íà ìíîãîîáðàçèè Âîëêåðà (M, g) îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ λ,
èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà

Ric p = λp,

ãäå Ric � îïåðàòîð Ðè÷÷è. Åñëè ìåòðèêà g çàïèñàíà â âèäå (1.12), òî
λ = 1

2∂
2
vH, è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè g óäîâëåòâîðÿåò

s = 2λ+ s0,

ãäå s0 � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè h. Âèä êîíôîðìíî ïëîñêîé ìåòðèêè
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Âîëêåðà áóäåò çàâèñåòü îò îáðàùåíèÿ â íîëü ôóíêöèè λ. Â îáùåì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå Âîëêåðà
(ò.å. ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû Âåéëÿ) ðàçìåðíîñòè n + 2 ≥ 4. Òî-
ãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè M ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû
v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+ Ψ
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Adu+ (λ(u)v2 + vH1 +H0)(du)
2,

ãäå

Ψ =
4

(1− λ(u)
∑n

k=1(x
k)2)

2 ,

A = Aidx
i, Ai = Ψ

(
−4Ck(u)x

kxi + 2Ci(u)
n∑
k=1

(xk)2

)
,

H1 = −4Ck(u)x
k
√

Ψ− ∂u ln Ψ +K(u),

H0(x
1, ..., xn, u)

=



4
λ2(u)Ψ

∑n
k=1C

2
k(u) +

√
Ψ
(
a(u)

∑n
k=1(x

k)2 +Dk(u)x
k +D(u)

)
,

åñëè λ(u) 6= 0,

16
(∑n

k=1(x
k)2
)2∑n

k=1C
2
k(u) + ã(u)

∑n
k=1(x

k)2 + D̃k(u)x
k + D̃(u),

åñëè λ(u) = 0

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé λ(u), a(u), ã(u), Ci(u), Di(u), D(u), D̃i(u), D̃(u).
Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè g ðàâíà −(n− 2)(n+ 1)λ(u).

Åñëè ôóíêöèÿ λ ðàâíà íóëþ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå, èëè íå
îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ìåòðèêà, ïîëó÷åííàÿ âûøå, ìîæåò áûòü óïðîùåíà.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå Âîëêåðà
ðàçìåðíîñòè n+ 2 ≥ 4.

1) åñëè ôóíêöèÿ λ íå ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ,
òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû
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v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+ Ψ
n∑
i=1

(dxi)2 + (λ(u)v2 + vH1 +H0)(du)
2,

ãäå

Ψ =
4

(1− λ(u)
∑n

k=1(x
k)2)

2 ,

H1 = −∂u ln Ψ, H0 =
√

Ψ

(
a(u)

n∑
k=1

(xk)2 +Dk(u)x
k +D(u)

)
.

2) Åñëè λ ≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ,
òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u

òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + 2Adu+ (vH1 +H0)(du)
2,

ãäå

A = Aidx
i, Ai = Ci(u)

n∑
k=1

(xk)2, H1 = −2Ck(u)x
k

H0 =
n∑
k=1

(xk)2

(
1

4

n∑
k=1

(xk)2
n∑
k=1

C2
k(u)− (Ck(u)x

k)2 + Ċk(u)x
k + a(u)

)
+Dk(u)x

k +D(u).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå Ci ≡ 0, òî ìåòðèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + a(u)
n∑
k=1

(xk)2(du)2. (2.26)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2.3.2 äàåò ëîêàëüíûé âèä êîíôîðìíî ïëîñêîé
ìåòðèêè Âîëêåðà â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê, ãäå λ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü èëè òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òàêèå òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñþäó ïëîòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ. Òåîðåìà 2.3.1 îïèñûâàåò òàêæå ìåòðèêó â îêðåñò-
íîñòÿõ òåõ òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ λ îáðàùàåòñÿ â íîëü, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
íóëåâîé, íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòÿõ èçîëèðîâàííûõ íóëåâûõ òî÷åê ôóíêöèè λ.
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Äàëåå, ìû íàõîäèì àëãåáðû ãîëîíîìèè ïîëó÷åííûõ ìåòðèê è ïðîâåðÿåì,
êàêèå èç ìåòðèê � ðàçëîæèìû.

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü (M, g) � êàê â òåîðåìå 2.3.1.

1) Ìíîãîîáðàçèå (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• λ̇ 6≡ 0,

• λ̇ ≡ 0 , λ 6= 0, ò.å. g ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê â ïåðâîé ÷àñòè
òåîðåìû 2.3.2, è ∑n

k=1D
2
k + (a+ λD)2 6≡ 0,

• λ ≡ 0, ò.å. g ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê âî âòîðîé ÷àñòè òåîðå-
ìû 2.3.2, è ∑n

k=1C
2
k + a2 6≡ 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìåòðèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

g = Ψ
n∑
k=1

(dxk)2 + 2dvdu+ λv2(du)2, λ ∈ R.

Àëãåáðà ãîëîíîìèè ýòîé ìåòðèêè òðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà λ = 0. Åñëè λ 6= 0, òî àëãåáðà ãîëîíîìèè èçîìîðôíà
so(n)⊕ so(1, 1).

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìî. Òî-
ãäà åãî àëãåáðà èçîìîðôíà Rn ⊂ sim(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
λ2 +

∑n
k=1C

2
k ≡ 0 äëÿ êàæäîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; â ýòîì ñëó÷àå,

(M, g) � ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà, à g äàíà ôîðìóëîé (2.26). Åñëè
äëÿ êàæäîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååì λ2 +

∑n
k=1C

2
k 6≡ 0, òî àëãåáðà

ãîëîíîìèè èçîìîðôíà sim(n).

Â ïóíêòå 2.3.2 ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ðåçóëüòàò Êóðèòû [106] íà ñëó÷àé ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ïóíêòå 2.3.3 ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òåí-
çîðà êðèâèçíû è êîíôîðìíîãî òåíçîðà êðèâèçíû ÂåéëÿW ìåòðèêè Âîëêåðà.
Ïóíêòû 2.3.4, 2.3.5 è 2.3.6 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâàì îñíîâíûõ òåîðåì. Ìû
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çàïèñûâàåì óðàâíåíèå W = 0 â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è íàõîäèì ïîäõîäÿùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê,
÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Â ïóíêòå 2.3.7 íàéäåí
îïåðàòîð Ðè÷÷è ïîëó÷åííûõ ìåòðèê.

Â ïóíêòå 2.3.8 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4. Âîçìîæ-
íûå àëãåáðû ãîëîíîìèè êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-
ìåðíîñòè 4 íàéäåíû â [79]. Ìåòðèêà (2.26) â ðàçìåðíîñòè 4 ïîëó÷åíà â [143]. Â
ñòàòüå [79] áûëà îáîçíà÷åíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà êîíôîðìíî ïëîñ-
êîé ìåòðèêè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè sim(2) (ýòà àëãåáðà â [79] îáîçíà÷åíà ÷åðåç
R14). Ïîïûòêà ïîñòðîèòü òàêóþ ìåòðèêó áûëà ñäåëàíà â [71]. Ìû ïîêàçûâà-
åì, ÷òî ìåòðèêà, ïîñòðîåííàÿ òàì, â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé,
à åå àëãåáðà ãîëîíîìèè ñîâïàäàåò ñ so(1, 1)⊕ so(2). Òàêèì îáðàçîì, â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ìû âïåðâûå ïîëó÷àåì êîíôîðìíî ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ àëãåáðîé
ãîëîíîìèè sim(n), è áîëåå òîãî, ìû íàõîäèì âñå òàêèå ìåòðèêè.

Ïîëåâîå óðàâíåíèå òåîðèè ãðàâèòàöèè Íîðäñòðåìà, êîòîðàÿ áûëà ñîçäàíà
äî òåîðèè Ýéíøòåéíà, èìååò âèä:

W = 0, s = 0,

ñì. [125, 130, 47]. Âñå ìåòðèêè èç òåîðåìû 2.3.1 â ðàçìåðíîñòè 4 è ìåòðè-
êè èç âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 2.3.2 äëÿ á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé äàþò ïðèìå-
ðû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè âñå ðåøåíèÿ òåîðèè
ãðàâèòàöèè Íîðäñòðåìà ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè, ñîäåðæàùèìèñÿ â sim(n).
Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà íà ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ òàêèìè
àëãåáðàìè ãîëîíîìèè èçó÷àëîñü â [72]. Â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïîëó÷èò
ïîëíîå ðåøåíèå, îäíàêî ïðèìåðû ðåøåíèé èìåþò èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêèå èí-
òåðïðåòàöèè [72].

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îäíîñâÿçíûå êîíôîðìíî ïëîñêèå ëîðåíöåâû ñïèíîð-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþò ïðîñòðàíñòâà êîíôîðìíûõ ñïèíîðîâ Êèëëèíãà
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè [20].

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ïðèìåðû êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ
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ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ êàêèå-ëèáî ãëîáàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, íà-
ïðèìåð, âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêöèè ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëîðåí-
öåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèè [24].

Ïðîåêòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü 4-ìåðíûõ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ
ìåòðèê ñî ñïåöèàëüíûìè àëãåáðàìè ãîëîíîìèè èçó÷àëàñü íåäàâíî â [81].
Èìååòñÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ ðàáîò î êîíôîðìíî ïëîñêèõ (ïñåâäî)ðèìàíîâûõ,
â ÷àñòíîñòè, ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ
[7, 101, 134, 65, 85, 86, 87].

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà áûëè èñïîëüçîâàíû â [163] äëÿ êëàññèôèêà-
öèè ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∇2R = 0.

2.3.2. Ðàçëîæèìîñòü êîíôîðìíî ïëîñêèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãî-

îáðàçèé

Êóðèòà [106] äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé.

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü (M, g) � n-ìåðíîå êîíôîðìíî ïëîñêîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå. Òîãäà åãî ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè Hx (x ∈ M)
â îáùåì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ SO(n). Åñëè Hx 6= SO(n), òî äëÿ íåêîòîðîé
êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

1) Hx � òðèâèàëüíî, à ìåòðèêà � ïëîñêàÿ â U ;

2) Hx = SO(k) × SO(n − k) è U � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî k-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû K è íåêîòîðî-
ãî (n− k)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû −K
(K 6= 0);

3) Hx = SO(n− 1), è U � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîé (èëè èíòåðâàëà) è
íåêîòîðîãî (n − 1)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðè-
âèçíû.
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Ìû îáîáùàåì ýòó òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé,
ìû òàêæå äàåì áîëåå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ñèãíàòóðû (r, s) ñ îãðàíè÷åííîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè Hol0(M, g). Åñëè
(M, g) íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, òî èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé:

1) Hol0(M, g) = SO(r, s);

2) Hol0(M, g) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé è íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé
(â ÷àñòíîñòè, îíà ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå âûðîæäåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà);

3) Hol0(M, g) = SO(r1, s1)×SO(r−r1, s−s1), è êàæäàÿ òî÷êà x ∈M èìååò
îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ëèáî ïëîñêàÿ, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâå-
äåíèå íåêîòîðîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé
êðèâèçíû K è ñèãíàòóðû (r1, s1), è íåêîòîðîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû −K (K 6= 0) è ñèãíàòóðû
(r − r1, s− s1);

4) Hol0(M, g) = SO(r − 1, s) (ñîîòâåòñòâåííî Hol0(M, g) = SO(r, s − 1)),
è êàæäàÿ òî÷êà x ∈ M èìååò îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîé, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ïñåâäîðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû è ñèãíàòóðû (r − 1, s) (ñî-
îòâåòñòâåííî (r, s− 1)) è ïðîñòðàíñòâà (L,−(dt)2) (ñîîòâåòñòâåííî
(L, (dt)2)), ãäå L � ïðÿìàÿ èëè èíòåðâàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (M, g) � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòó-
ðû (r, s) è ðàçìåðíîñòè d = r+s. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå so(TM) êîñîñèììåò-
ðè÷åñêèõ ýíäîìîðôèçìîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ïðîñòðàíñòâîì áèâåêòîðîâ ∧2TM , òàêèì îáðàçîì, ÷òî

(X ∧ Y )Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X
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äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y, Z íà M . Òåíçîð Âåéëÿ W ïñåâäîðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

W = R +RL, (2.27)

ãäå òåíçîð RL èìååò âèä

RL(X, Y ) = LX ∧ Y +X ∧ LY, (2.28)

L =
1

d− 2

(
Ric− s

2(d− 1)
id

)
� òåíçîð Ñêîóòåíà, à s � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè Hol0(M, g) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé. Òåîðåìà Âó î ðàçëîæåíèè [149] óòâåðæäàåò, ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M èìååò îêðåñòíîñòü U , òàêóþ, ÷òî (U, g|U) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

(U, g|U) = (M1 ×M2, g1 + g2)

äâóõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M1, g1) è (M2, g2). Ïóñòü d1 è d2 � ðàç-
ìåðíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ òåíçîðîâ êðèâèçíû, îïåðàòîðîâ Ðè÷÷è è
ñêàëÿðíûõ êðèâèçí èìååì

R = R1 +R2, Ric = Ric1 + Ric2, s = s1 + s2.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî d ≥ 4. Â ýòîì ñëó÷àå W = 0, è èìååì

R1 +R2 = −RL. (2.29)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d1 ≥ d2 è d1 ≥ 2. Òåíçîð êðèâèçíû R1 ìîæåò áûòü çàïèñàí
â âèäå R1 = W1−RL1

. Ðàññìàòðèâàÿ ðàâåíñòâî (2.29), îãðàíè÷åííîå íà TM1,
ìû ïîëó÷àåì W1 = 0 è

1

d1 − 2

(
Ric1−

s1

2(d1 − 1)
id

)
=

1

d− 2

(
Ric1−

s1 + s2

2(d− 1)
id

)
. (2.30)

Åñëè d2 ≥ 2, òî, âçÿâ ñëåä â (2.30), ïîëó÷èì
s1

d1(d1 − 1)
= − s2

d2(d2 − 1)
.
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Ïîñêîëüêó s1 � ôóíêöèÿ íà M1, à s2 � ôóíêöèÿ íà M2, òî îáå ôóíêöèè
äîëæíû áûòü ïîñòîÿííûìè. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçàä â (2.30),
ïîëó÷àåì

Ric1 =
s1

d1
id . (2.31)

Äàëåå,
R1(X, Y ) =

s1

d1(d1 − 1)
X ∧ Y. (2.32)

Òîæå ñàìîå âåðíî äëÿ âòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ñåêöèîííûõ êðèâèçí ïîëó-
÷àåì

k1 =
s1

d1(d1 − 1)
= − s2

d2(d2 − 1)
= −k2.

Åñëè d2 = 1, òî (2.30) ýêâèâàëåíòíî (2.31), è ýòî âëå÷åò (2.32). Èç òåîðåìû
Øóðà ñëåäóåò, ÷òî k1 � ïîñòîÿííàÿ. Åñëè d1 = 2, òî òåíçîð êðèâèçíû R1

óäîâëåòâîðÿåò R1(X, Y ) = fX ∧ Y äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f íà M1. Äîêàçà-
òåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå òàêîå æå êàê è âûøå.

Åñëè d = 3, òî d1 = 2 è d2 = 1. Èìååì R = R1 è R1(X, Y ) = fX ∧ Y

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f è M1. Â ýòîì ñëó÷àå, (M, g) � êîíôîðìíî ïëîñêîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òåíçîð Êîòòîíà C, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

C(X, Y, Z) = g((∇ZL)X, Y )− g((∇YL)X,Z),

ðàâåí íóëþ. Ýòî âëå÷åò, ÷òî ôóíêöèÿ f � ïîñòîÿííà, ò.å. (M1, g1) � ìíîãîîá-
ðàçèå ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè Hol0(M, g) � íåïðèâîäèìà, òî îíà ñîâïà-
äàåò ñ SO(r, s). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hol0(M, g) � íåïðèâîäèìà è îòëè÷íà îò
SO(r, s) è U(r2 ,

s
2). Òîãäà ðàññìàòðèâàåìîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-

çèåì Ýéíøòåéíà [44]. Ïîñêîëüêó (M, g) ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîíôîðìíî ïëîñêèì,
òî (M, g) � ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, è åãî ñâÿçíàÿ
ãðóïïà ãîëîíîìèè ëèáî òðèâèàëüíà, ëèáî ñîâïàäàåò ñ SO(r, s), ò.å. ìû ïî-
ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïñåâäîêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêèì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì [150], ñëåäîâàòåëüíî
Hol0(M, g) 6= U(r2 ,

s
2) . Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.3.5. �
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2.3.3. Òåíçîð êîíôîðìíîé êðèâèçíû Âåéëÿ ìåòðèê Âîëêåðà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
òåíçîðå êðèâèçíû ìåòðèêè Âîëêåðà (1.12). Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
ïóíêòà 1.3.2. Äëÿ òåíçîðà RL, îïðåäåëåííîãî âûøå, èìååì

RL(p,X) =
1

n
p ∧

(
Ric(h) +

(n− 1)λ− s0

n+ 1
id

)
X, (2.33)

RL(p, q) =
1

n

(
2nλ− s0

n+ 1
p ∧ q + p ∧ (~v − R̃icP )

)
, (2.34)

RL(X, Y ) =
1

n

(
p ∧ (g(X,~v − R̃icP )Y − g(Y,~v − R̃icP )X) (2.35)

+

(
Ric(h)− s

2(n+ 1)

)
X ∧ Y +X ∧

(
Ric(h)− s

2(n+ 1)

)
Y

)
,

RL(X, q) =
1

n

(
(trT )p ∧X + g(X,~v − R̃icP )p ∧ q +X ∧ (~v − R̃icP ) (2.36)

+

(
Ric(h) +

(n− 1)λ− s0

n+ 1
id

)
X ∧ q

)
.

Òåíçîð Âåéëÿ W ìîæíî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ ýòî, ôîðìóëû ïóíêòà 1.3.2 è
(2.27).

2.3.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M, g) � ìíîãîîáðàçèå Âîëêåðà, ò.å. åãî àëãåáðà ãîëîíî-
ìèè ñîäåðæèòñÿ â sim(n). Ëîêàëüíûé âèä ìåòðèêè g äàí ôîðìóëîé (1.12).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà g � êîíôîðìíî ïëîñêàÿ, ò.å. W = 0.

Ëåììà 2.3.1. Óðàâíåíèå W = 0 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíå-
íèé:

s0 = −n(n− 1)λ, R0 = −1

2
λRid, P (X) = ~v ∧X, T = f idE, (2.37)

ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå E, à f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
óñëîâèå W = 0 âëå÷åò R̃icP = −(n− 1)~v, è ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà Âåéëÿ
W0 ìåòðèêè h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W = 0. Òîãäà, R = −RL. Èç
(1.4) è (2.33) ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ric(h) = − (n−1)λ−s0

n+1 id. Âçÿâ ñëåä, ïîëó÷èì
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s0 = −n(n−1)λ. Ñëåäîâàòåëüíî, Ric(h) = s0
n id, ò.å. ìåòðèêè h � ýéíøòåéíîâû,

è èìååì
R0 = W0 −

s0

2n(n− 1)
Rid.

Èç (1.3) è (2.35) âûïëûâàåò

R0 +
s0

2n(n− 1)
Rid = 0.

Çàêëþ÷àåì, ÷òî W0 = 0. Èñïîëüçóÿ (1.4) è (2.36), ïîëó÷èì
P (X) = − 1

nX ∧ (~v− R̃icP ). Ïðèìåíÿÿ R̃ic, ïîëó÷àåì R̃icP = −(n−1)~v. Ñëå-
äîâàòåëüíî, P (X) = ~v∧X. Ðàâåíñòâà (1.4) è (2.36) âëåêóò T (X) = 1

n(trT )X,
ò.å. T = f id äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f . Îáðàòíî, (2.37) âëå÷åò ðàâåíñòâî
W = 0. �

Ïîñêîëüêó h íå çàâèñèò îò v, èìååì ∂vλ = 0. Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî

H = λv2 +H1v +H0, ∂vH1 = ∂vH0 = 0.

Èç (1.18) âûòåêàåò, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà P íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû
v. Ýòî, óðàâíåíèå P (X) = ~v ∧ X è (1.17) âëåêóò ∂i∂2

vH = 0, ò.å. ∂iλ = 0,
ñëåäîâàòåëüíî s0 è λ � ôóíêöèè çàâèñÿùèå òîëüêî îò u. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
n ≥ 3 ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òàêæå èç ðàâåíñòâà Ric(h) = s0

n id. Èòàê,
êàæäàÿ ìåòðèêà â ñåìåéñòâå h(u) èìååò ïîñòîÿííóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.
Ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå x̃i = x̃i(xk, u) êîîðäèíàò x1, ..., xn, çàâèñÿùåå îò
ïàðàìåòðà u òàêîå, ÷òî îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò ìåòðèêà h èìååò âèä

h = Ψ
n∑
k=1

(dxk)2, Ψ =
4

(1− λ(u)
∑n

k=1(x
k)2)

2 .

Ðàññìàòðèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ṽ = v, x̃i = x̃i(xk, u), ũ = u, ìîæåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî h â (1.12) èìååò òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé âèä.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Tij = fδij. Ðàâåíñòâî (1.19) âëå÷åò f = vf1 + f0,
∂vf1 = ∂vf = 0. Ïðèìåíÿÿ ∂v ê Tij = fδij, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

f1δij =
1

2
∇i∇jH1 − λ(u)

1

2
(∇iAj +∇jAi).
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Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∇iZi = ∇jZj, ∇iZj +∇jZi = 0, i 6= j, (2.38)

ãäå
Zi = λAi −

1

2
∂iH1. (2.39)

Çàìåòèì, ÷òî ~v = −ZihijXj. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìåòðèêè h èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä:

Γkij =
1

2Ψ
(δkj∂iΨ + δki∂jΨ− δij∂kΨ).

Èñïîëüçóÿ ýòî, ïîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

∂i

(
Zi
Ψ

)
= ∂j

(
Zj
Ψ

)
, ∂i

(
Zj
Ψ

)
+ ∂j

(
Zi
Ψ

)
= 0, i 6= j. (2.40)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè n = 2 è n ≥ 3.
Ñëó÷àé n ≥ 3.

Ëåììà 2.3.2. Åñëè n ≥ 3, òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

∂ifi = ∂jfj, ∂ifj + ∂jfi = 0, i 6= j

èìååò âèä
fi = xiBkx

k − 1

2
Bi

n∑
k=1

(xk)2 + dikx
k + cxi + ci,

ãäå Bi, ci, c, dik ∈ R, dki = −dik.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èíäåêñû i, j, k ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òîãäà

∂i∂jfk = −∂i∂kfj = ∂k∂jfi = −∂i∂jfk,

ò.å. ∂i∂jfk = 0. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî fk =
∑

i6=k Cki(x
i, xk). Òåïåðü ýòè ôóíêöèè

íåòðóäíî íàéòè. �

Ïîëó÷àåì

Zi = Ψ

(
xiBk(u)x

k − 1

2
Bi(u)

n∑
k=1

(xk)2 + dik(u)x
k + c(u)xi + ci(u)

)
, (2.41)

ãäå Bi(u), ci(u), c(u), dik(u) � ôóíêöèè ïåðåìåííîé u, è dki(u) = −dik(u).
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Òîëüêî ÷òî ðåøåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áëèçêà ê óðàâíåíèþ Êèëëèíãà
äëÿ 1-ôîðì:

∇iZj +∇jZi = 0.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.3.3. Êàæäîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåò-
ðèêîé Ψ

∑n
k=1(dx

k)2 èìååò âèä

X = X i∂i, X i = fikx
k − 2λxickx

k + λci

n∑
k=1

(xk)2 + ci,

ãäå bi, fik ∈ R, fki = −fik.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ λ, óïîìÿíóòàÿ âûøå ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåò-
ðèêîé îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ: ñôåðû, ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî àëãåáðà Ëè k êèëëèíãîâûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôíà so(n+1), so(1, n),
iso(Rn). Ñèììåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àëãåáðû Ëè k èìååò âèä k = so(n)+Rn.
Âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå ÷èñëàìè fik, ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì so(n),
âåêòîðíûå ïîëÿ îïðåäåëÿåìûå ÷èñëàìè ci, ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3.3. Ðàññìîòðèì êèëëèíãîâó 1-ôîðìó
Zi = hijX

j. Êðîìå óðàâíåíèé (2.38) îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ∇iZi = 0.
Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

∂i

(
Zi
Ψ

)
= − 1

2Ψ2

n∑
k=1

Zk∂kΨ.

Ýòî âëå÷åò Zi = Ψfi, ãäå fi � êàê â ëåììå 2.3.2 ñ c = 0 è Bk = −2λck. Ëåììà
âåðíà. �

Èç (2.39) ñëåäóåò

λFij = ∂iZj − ∂jZi

= Ψ
3
2

(
(Bi − 2λCi)x

j − (Bj − 2λCj)x
i + 2λxk(djkx

i − dikx
j)
)
− 2Ψdij. (2.42)

Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî Bi(u) = λ(u)B̃i(u) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè B̃i(u).
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Èç (1.18) è (1.17) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå P (X) = ~v ∧X èìååò âèä

− 1

2
∇kFij − δik

Ψ

2
∂u∂j ln Ψ + δjk

Ψ

2
∂u∂j ln Ψ

= Ψ

(
1

2
∂jH1 − λAj

)
δki −Ψ

(
1

2
∂iH1 − λAi

)
δkj. (2.43)

Åñëè i, j, k � ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî

0 = ∇kFij = ∂kFij −
1

Ψ
Fij∂kΨ− 1

2Ψ
Fkj∂iΨ− 1

2Ψ
Fik∂jΨ

= Ψ∂k

(
Fij
Ψ

)
− λFkjx

i
√

Ψ− λFikx
j
√

Ψ.

Èñïîëüçóÿ ýòî è óðàâíåíèå (2.42), ïîëó÷àåì

− ∂k

(
Fij
Ψ

)
= λxkΨ

(
(B̃j − 2Cj)x

i − (B̃i − 2Ci)x
j
)
+

2
√

Ψ(xidkj − xjdki) + 2λΨxk(xjdil − xidjl)x
l.

Èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííîé xk, íàõîäèì

Fij = Ψ
3
2

(
(B̃i−2Ci)x

j−(B̃j−2Cj)x
i+2(dlix

j−dljxi)xl
)
−ΨCij(x

i, xj, u) (2.44)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé Cij(x
i, xj, u). Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (2.42), ïîëó÷àåì

dij = λ
2Cij. Óðàâíåíèÿ (2.43) äëÿ k = i 6= j èìåþò âèä

∇iFij = −Ψ∂u∂j ln Ψ + 2ΨZj.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∇iFij = Ψ
3
2∂i

(
Fij

Ψ
3
2

)
+ λFljx

l
√

Ψ.

Èñïîëüçóÿ ýòî, (2.39), (2.42) è (2.44), ïîëó÷àåì

Ψ
3
2

(
−2dij − ∂i

Cij√
Ψ

)
+ Ψ∂u∂j ln Ψ

−Ψ2

(
λDkx

kxj − 1

2
Dj

n∑
k=1

(xk)2 + 2c(u)xj +
1

2
Dj

)
= 0,

ãäå Dk = B̃k + 2Ck. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ

∂j∂u ln Ψ = λ̇xjΨ, ∂i
Cij√

Ψ
= −λxiCij +

∂iCij√
Ψ
, dij =

λ

2
Cij,
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íàõîäèì

−∂iCij −Ψ

(
λDkx

kxj − 1

2
Dj

n∑
k=1

(xk)2 + (2c(u)− λ̇)xj +
1

2
Dj

)
= 0.

Åñëè λ(u) 6= 0, òî óðàâíåíèå dij = λ
2Cij âëå÷åò ∂iCij = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Dk = 0 è c = 1
2λ̇. Åñëè λ(u) = 0, òî

∂j∂iCij + 4(Djxj − (2c− λ̇)) = 0.

Çäåñü ìû ïèøåì xj âìåñòî xj, ÷òîáû èçáåæàòü ñóììèðîâàíèå ïî j. Ò.ê.
Cij = −Cji, èìååì Dj = 0, c = 1

2λ̇ è ∂iCij = 0. Òàêèì îáðàçîì, Dk = 0,
B̃k = −2Ck, c = 1

2λ̇ è dij = λ
2Cij, ãäå Cij � ôóíêöèè ïåðåìåííîé u. Èòàê,

Fij = Ψ
3
2

(
4Cj(u)x

i−4Ci(u)x
j +λ(u)(Cli(u)x

j−Clj(u)xi)xl
)
−ΨCij(u). (2.45)

Íàïîìíèì, ÷òî F = dA. Â [72] ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
v 7→ v−φ(x1, ..., xm, u) ìåíÿåò Ai íà Ai+∂iφ. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò
F áåç èçìåíåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó A òàêóþ,
÷òî dA = F . Ìû âûáèðàåì

Ai = Ψ

(
−4Ck(u)x

kxi + 2Ci(u)
n∑
k=1

(xk)2 +
1

2
Cik(u)x

k

)
.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ñ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

v = ṽ, xi = Ai
j(ũ)x̃

j, u = ũ, (2.46)

ãäå Ai
j(u) � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî
Ãi =

n∑
k=1

Ak
i (u)(∂uA

k
l (u))x̃

l + Ak
i (u)Ai.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêà èìååò òó æå ôîðìó, ïðè
ýòîì

C̃i(u) = Cj(u)A
j
i (u), C̃ij(u) =

n∑
k=1

Ak
i (u)∂uA

k
j (u) +

1

2
Ar
i (u)Crk(u)A

k
j (u).
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå C̃ij(u) = 0. Ò.ê. ∑n
k=1A

i
k(u)A

j
k(u) = δij, òî ýòî óðàâ-

íåíèå ïðèíèìàåò âèä
∂uA

k
i (u) = Aj

i (u)
1

2
Cjk(u).

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Cjk(u) � êîñîñèììåòðè÷íà, 1
2Cjk(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êðèâóþ â àëãåáðå Ëè so(n). Ïîýòîìó ñåìåéñòâî Ak
i (u), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîìó óðàâíåíèþ � íè÷òî èíîå, êàê ðàçâåðòêà êðèâîé 1
2Cjk(u) â

ãðóïïå Ëè SO(n). Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìîæåì
ïîëàãàòü, ÷òî Cij(u) = 0. Äàëåå,

∂iH1 = 2λAi − 2Zi = −2Ψ

(
2λCk(u)x

kxi − λCi(u)
n∑
k=1

(xk)2 +
1

2
λ̇xi + Ci(u)

)
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî
H1 = −4Ck(u)x

k
√

Ψ− ∂u ln Ψ +K(u)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè K(u).
Îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ H0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

Tij = fδij. Åñëè i 6= j, òî ∇i∇jH0 =
√

Ψ∂i∂j
H0√

Ψ
, è, èñïîëüçóÿ (1.19), ïîëó÷èì

∂i∂j
H0√
Ψ

= 2Ψ
3
2xixj

n∑
k=1

C2
k(u).

Åñëè λ(u) 6= 0, òî ôóíêöèÿ 4
λ2(u)Ψ

∑n
k=1C

2
k(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíîå

ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

H0 =
4

λ2(u)
Ψ

n∑
k=1

C2
k(u) +

√
Ψ

n∑
k=1

fk(x
k, u).

Óñëîâèå ∇i∇iH0 = ∇j∇jH0 âëå÷åò ∂2
i fi = ∂2

j fj, ñëåäîâàòåëüíî

fi(x
i, u) = a(u)(xi)2 +Di(u)xi + di(u)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé a(u), Di(u), di(u). Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ H0 � êàê â
óòâåðæäåíèè òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ λ(u) 6= 0. Ñëó÷àé λ(u) = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
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Ñëó÷àé n = 2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.40) èìååò âèä

∂1

(
Z1

Ψ

)
= ∂2

(
Z2

Ψ

)
, ∂1

(
Z2

Ψ

)
+ ∂2

(
Z1

Ψ

)
= 0, (2.47)

ýòî âëå÷åò òîëüêî, ÷òî Z1

Ψ è Z2

Ψ � âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè íåêîòîðîé
êîìïëåêñíîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé x1 + ix2. Çàìåòèì, ÷òî

∇1F12 = Ψ∂1
F12

Ψ
, ∇2F12 = Ψ∂2

F12

Ψ
.

Èñïîëüçóÿ (2.43), ïîëó÷èì

Z1 = −1

2
∂2
F12

Ψ
+

1

2
∂u∂1 ln Ψ, Z2 =

1

2
∂1
F12

Ψ
+

1

2
∂u∂2 ln Ψ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå èç (2.47), è, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
∂u∂i ln Ψ = λ̇xiΨ, ïîëó÷àåì

∂1∂2
F12

Ψ
3
2

= 0.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

F12 = Ψ
3
2 (f1(x

1, u) + f2(x
2, u)).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (2.47), èìååì ∂2
1f1 = ∂2

2f2, ò.å.

f1 = t(u)(x1)2 + a1(u)x1 + b1(u), f2 = t(u)(x2)2 + a2(u)x2 + b2(u).

Äàëåå,
∂1H1 = 2Z1 + 2λA1, ∂2H1 = 2Z2 + 2λA2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = ∂2∂1H1 − ∂1∂2H1 = −2λF12 + 2∂2Z1 − 2∂1Z2.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî âëå÷åò t = λb, ãäå b = b1 + b2. Èòàê,

F12 = Ψ
3
2 (λ(u)b(u)((x1)2 + (x2)2) + ai(u)x

i(u) + b(u)).

Ðàâåíñòâî (2.45) äëÿ n = 2 èìååò âèä

F12 = Ψ
3
2

(
−1

2
λ(u)C12(u)((x

1)2 + (x2)2)− 1

2
C12(u) + 4C2(u)x

1 − 4C1(u)x
2
)
.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà Fij � òàêàÿ æå, êàê â ñëó÷àå n ≥ 3, è îêîí÷àíèå
äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 � òàêîå æå, êàê äëÿ n ≥ 3. Òåîðåìà âåðíà.
�
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2.3.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.2

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u è ìåòðèêó g êàê â òåîðåìå 2.3.1.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ λ(u) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ðàññìîò-

ðèì ïðåîáðàçîâàíèå

v 7→ v − φ, φ =
2

λ(u)
Ck(u)x

k
√

Ψ.

Ôîðìà Ai ìåíÿåòñÿ íà

Ai + ∂iφ = Ψ

(
−2Ck(u)x

kxi + Ci(u)
n∑
k=1

(xk)2 +
Ci(u)

λ(u)

)
.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3, ïðè êàæäîì u, hikAk � êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå
ðèìàíîâîé ìåòðèêè h(u).

Ñëåäóÿ èäåÿì èç [165], íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî ôóíêöèè Ai ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò, çàäàííîå ñâîèì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

v = ṽ, xk = xk(x̃i, u), u = ũ.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ãk =
∂xi

∂x̃k

(
Ai + hij

∂xj

∂u

)
.

Óðàâíåíèå Ãk = 0 èìååò âèä
∂xj(x̃1, ..., x̃n, u)

∂u
= V j(x1(x̃1, ..., x̃n, u), ..., xn(x̃1, ..., x̃n, u), u),

ãäå V j = −hjkAk. Ðàññìàòðèâàÿ x̃1, ..., x̃k êàê ïàðàìåòðû è íàëàãàÿ íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

xi(x̃1, ..., x̃n, u0) = x̃i,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòå-
ìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùóþ îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé êàê îò ïàðàìåòðîâ. Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äà-
þùåå íóæíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òàê êàê äëÿ êàæäîãî u, hikAk � êèëëèíãîâî
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âåêòîðíîå ïîëå ðèìàíîâîé ìåòðèêè h(u), òî ïðåîáðàçîâàíèå xk = xk(x̃i, u) �
èçîìåòðèÿ, ñëåäîâàòåëüíî h íå ìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìåòðè-
êó òåîðåìû 2.3.1 ñ Ci = 0. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå v 7→ v + 1

2λ(u)K(u),
ïîëó÷àåì H1 = −∂u ln Ψ.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ λ � íóëåâàÿ. Ôîðìà F ïðèíèìàåò âèä

Fij = 32(Cj(u)x
i − Ci(u)x

j).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 2.3.1, ìîæåì âûáðàòü Ai = 16Ci(u)
∑n

k=1(x
k)2.

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå xi 7→ xi

2 è çàìåíèâ 2Ci(u) íà Ci(u), ïîëó-
÷èì A = Ci(u)

∑n
k=1(x

k)2dxidu, ò.å. Ai = Ci(u)
∑n

k=1(x
k)2. Áîëåå òîãî,

h =
∑n

k=1(dx
k)2. Èç óðàâíåíèÿ P (X) = ~v ∧X ñëåäóåò, ÷òî

∂jH1 = −∇iFij = −2Cj.

Ïîýòîìó, H1 = −2Ckx
k +K(u) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè K(u).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∑n
k=1C

2
k 6≡ 0. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,

çàäàííîå îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

v = ṽ, xi = x̃i + bi(ũ), u = ũ

òàêèì, ÷òî 2Ci(u)b
i(u) = K(u). Ïîñëå ýòîãî, H1 = −2Ci(u)x

i, ò.å. ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî K(u) = 0. Óðàâíåíèå Tij = fδij äëÿ i 6= j èìååò âèä

1

2
∂i∂jH0 = xixj

n∑
k=1

Ck − 2Ckx
k(Cjx

i + Cix
j)− CiCj

n∑
k=1

(xk)2 + (Ċjx
i + Ċix

j).

Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ïðè óñëîâèè Tii = Tjj, äàíî â óòâåðæäåíèè
òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∑n
k=1C

2
k ≡ 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîëüêî ñëåäóþùèå

êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè: Riuju, Ruiuj, Riuuj,
Ruiju, ïîýòîìó ìåòðèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ãðàâèòàöèîííóþ âîëíó
[174], ò.å. h =

∑n
k=1(dx

k)2, A = 0 è H = H0. Áîëåå òîãî,

H0 = a(u)
n∑
i=1

(xi)2 +Di(u)x
i +D(u).
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Ðàññìîòðèì íîâûå êîîðäèíàòû

ṽ = v −
∑
j

dbj(u)

du
xj + d(u), x̃i = xi + bi(u), ũ = u.

Ïîëó÷èì ìåòðèêó òîãî æå âèäà ñ

H̃0 = a(u)
n∑
i=1

(xi)2 + D̃i(u)x
i + D̃(u),

ãäå

D̃j = −2
d2bj

(du)2 + 2abj +Dj, (2.48)

D̃ = 2
dd(u)

du
+
∑
j

(
dbj

du

)2

+ a
∑
j

(bj)2 +Dib
i +D. (2.49)

Óðàâíåíèå (2.48) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé bj(u) òàêèõ, ÷òî D̃k = 0. Èñ-
ïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèþ d(u) òàêèì îáðàçîì,
÷òî D̃ = 0. Èòàê,

H0 = a(u)
n∑
i=1

(xi)2.

Òåîðåìà âåðíà. �

2.3.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.3

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó g èç òåîðåìû 2.3.1. Ïóñòü g ⊂ sim(n) � àëãåáðà ãîëîíî-
ìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ≡ 0 íà M . Ïóñòü ∑n
k=1C

2
k 6≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà x ∈M òàêàÿ, ÷òî ~vx 6= 0. Óñëîâèå íà òåíçîð êðèâèçíû âëå÷åò

Rx(px, qx) = −px ∧ ~vx, Rx(X,Y ) = px ∧ ((X ∧ Y )~vx).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî px ∧ Ex ⊂ g. Äàëåå,

Rx(~vx, qx) = −g(~vx, ~vx)px ∧ qx − px ∧ Tx(~vx),

÷òî âëå÷åò Rpx ∧ qx ⊂ g. Íàêîíåö,

Rx(X, qx) = −g(~vx, X)px ∧ qx + ~vx ∧X − px ∧ Tx(X).
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Òàê êàê áèâåêòîðû âèäà ~vx∧X ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè so(Ex), òî çàêëþ÷àåì,
÷òî

g = Rpx ∧ qx + so(Ex) + px ∧ Ex ' sim(n).

Åñëè ∑n
k=1C

2
k ≡ 0 è a2 6≡ 0, òî ìåòðèêà äàíà ôîðìóëîé (2.26), à àëãåáðà

ãîëîíîìèè ýòîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò ñ Rn. Åñëè ∑n
k=1C

2
k(u) ≡ 0 è a2(u) ≡ 0,

òî ìåòðèêà � ïëîñêàÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ � íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà ìåòðèêà ìîæåò áûòü

çàïèñàíà êàê ïåðâàÿ ìåòðèêà â òåîðåìå 2.3.2. Èìååì

R(p, q) = −λp ∧ q, R(X, Y ) = −1

2
λX ∧ Y, X, Y ∈ Γ(E).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî g ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó R⊕ so(n) ⊂ sim(n). Äàëåå,

Tii = λΨ
3
2Dkx

k + Ψ(
√

Ψ− 1)(a+ λD).

Åñëè ∑n
k=1D

2
k + (a + λD)2 6≡ 0, òî òåíçîð T íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî, à

ðàâåíñòâî R(X, q) = −n trTp ∧X ïîêàçûâàåò, ÷òî g ñîäåðæèò Rn ⊂ sim(n),
ò.å. g = sim(n). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

g = Ψ
n∑
k=1

(dxk)n + 2dvdu+ (λv2 + 2D(u))(du)2.

ßñíî, ÷òî òàêàÿ ìåòðèêà g � ðàçëîæèìà. Ìåòðèêà 2dvdu+(λv2 +2D(u))(du)2

èìååò ïîñòîÿííóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó λ
2 , ñëåäîâàòåëüíî îíà èçîìîðôíà

ìåòðèêå 2dvdu+ λv2(du)2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò λ̇ 6≡ 0. Òîãäà λ 6≡ 0

íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, è ìåòðèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ïåðâàÿ ìåòðèêà èç òåîðåìû
2.3.2. Èìååì ~v = −1

2λ̇x
i∂i. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òàêàÿ, ÷òî ~vx 6= 0.

Èìååì
Rx(px, qx) = −λxpx ∧ qx − px ∧ ~vx ∈ g,

Rx(X, Y ) = −λ
2
X ∧ Y + px ∧ ((Y ∧X)~vx) ∈ g, X, Y ∈ TxM.
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Ðàññìàòðèâàÿ ñêîáêó Ëè ïîñëåäíèõ äâóõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû g, ïîëó÷àåì

px ∧ ((Y ∧X)~vx) ∈ g.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî g ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ Rn ⊂ g. Äâà ðà-
âåíñòâà, çàïèñàííûå âûøå, óêàçûâàþò íà òî, ÷òî g ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó
R⊕ so(n) ⊂ sim(n). Òàêèì îáðàçîì, g = sim(n). Òåîðåìà âåðíà. �

2.3.7. Îïåðàòîð Ðè÷÷è ïîëó÷åííûõ ìåòðèê

Îïåðàòîð Ðè÷÷è ìåòðèêè (2.26) èìååò âèä

Ric = na(u)∂v ⊗ du,

â ÷àñòíîñòè, Ric2 = 0.
Â ðàáîòå [65] èçó÷àëèñü êîíôîðìíî ïëîñêèå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ

(M, g), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

[R(X, Y ),Ric] = 0. (2.50)

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ìíîãîîáðàçèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ïîñòî-
ÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, ïðîèçâåäåíèÿìè äâóõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû, è ïðîèçâåäåíèÿìè ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé
êðèâèçíû è èíòåðâàëîâ. Îïåðàòîð Ðè÷÷è ìåòðèêè (2.26) óäîâëåòâîðÿåò (2.50).
Áîëåå òîãî, òàêàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, íàïðèìåð, äëÿ a(u) = 1, ò.å. â
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Êàýíà�Âàëëàõà. Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå ìåòðèêè â
[65] ïîòåðÿíû. Â ðàáîòå [85] èçó÷àëèñü ïñåâäîðèìàíîâû êîíôîðìíî ïëîñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ (M, g), óäîâëåòâîðÿþùèå (2.50). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîìèìî
î÷åâèäíûõ ñëó÷àåâ, (M, g) ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîìïëåêñíóþ ñôåðó
èëè ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå Ric2 = 0. Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû êîíôîðì-
íî ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñâîéñòâîì Ric2 = 0 ïîñòðîåíû â [86].

Îïåðàòîð Ðè÷÷è âòîðîé ìåòðèêè èç òåîðåìû 2.3.2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ric(p) = 0, Ric(X) = ng(X,~v)p, Ric(q) = nT11p+ n~v, X ∈ Γ(E),
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çäåñü ~v = −
∑n

k=1Ck(u)Xk. Ôóíêöèþ T11 ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ (1.19). Èìå-
åì Ric2 6= 0 è Ric3 = 0. Óñëîâèå (2.50) íå èìååò ìåñòà. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
ýòîé ìåòðèêè ðàâíà íóëþ.

Äëÿ ïåðâîé ìåòðèêè èç òåîðåìû 2.3.2 èìååì

Ric(p) = λp, Ric(X) = ng(X,~v)p− (n− 1)λX, Ric(q) = nT11p+ n~v + λq,

ãäå ~v = −1
2λ̇ΨxkXk. Îïåðàòîð Ðè÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì. Ñêàëÿðíàÿ

êðèâèçíà ýòîé ìåòðèêè ðàâíà 2λ+ s0 = −(n− 2)(n + 1)λ, è îíà ðàâíà íóëþ
òîëüêî â ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå.

2.3.8. Ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 4

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.3.5 ê êîíôîðìíî ïëîñêîìó, íå ÿâëÿþùåìóñÿ ïëîñ-
êèì, ëîðåíöåâó ìíîãîîáðàçèþ (M, g) ðàçìåðíîñòè 4 ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè
g ⊂ so(1, 3), ïîëó÷èì, ÷òî (M, g) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:

1) g = so(1, 3);

2) g ⊂ sim(2), ò.å. (M, g) � êàê â òåîðåìå 2.3.1 äëÿ n = 2;

3) g = so(1, 1)⊕ so(2), è (M, g) � ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ëèáî ïðîèçâåäåíèþ
(dS2, cgdS2) è (L2, cgL2), ëèáî ïðîèçâåäåíèþ (AdS2, cgAdS2

) è (S2, cgS2);

4) g = so(1, 2), è (M, g) � ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðà-
çèÿ (R, (dt)2) è îäíîãî èç ìíîãîîáðàçèé (dS3, cgdS3

), (AdS3, cgAdS3
); èëè

g = so(3), è (M, g) � ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ
(R,−(dt)2) è îäíîãî èç ìíîãîîáðàçèé (S3, cgS3), (L3, cgL3).
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Çäåñü c > 0 � êîíñòàíòà, à Sn, Ln, dSn, AdSn � ñîîòâåòñòâåííî ñôå-
ðà, ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà è àíòè-äå Ñèòòå-
ðà. Ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Âîëêåðà ÿâëÿåò-
ñÿ êîíôîðìíî ïëîñêèì è èìååò àëãåáðó ãîëîíîìèè so(1, 3) [79].

Âîçìîæíûå àëãåáðû ãîëîíîìèè êîíôîðìíî ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãî-
îáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4 íàéäåíû â [79]. Ìåòðèêà (2.26) â ðàçìåðíîñòè 4 ïî-
ëó÷åíà â [143]. Â ñòàòüå [79] áûëà îáîçíà÷åíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà
êîíôîðìíî ïëîñêîé ìåòðèêè ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè sim(2) (ýòà àëãåáðà â [79]
îáîçíà÷åíà ÷åðåç R14). Ïîïûòêà ïîñòðîèòü òàêóþ ìåòðèêó áûëà ñäåëàíà â
[71], ãäå áûëà ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ ìåòðèêà:

g = 2dxdt+ 4ydtdy − 4zdtdz +
(dy)2

2y2 +
(dz)2

2y2 + 2(x+ y2 − z2)2(dt)2. (2.51)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå

x 7→ x− y2 + z2, y 7→ y, z 7→ z, t 7→ t,

ïîëó÷èì
g = 2dxdt+ 2x2(dt)2 +

(dy)2

2y2 +
(dz)2

2y2 . (2.52)

Èòàê, ìåòðèêà (2.51) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, à åå àëãåáðà ãîëîíîìèè ñîâ-
ïàäàåò ñ so(1, 1) ⊕ so(2). Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âïåðâûå
ïîëó÷àåì êîíôîðìíî ïëîñêóþ ìåòðèêó ñ àëãåáðîé ãîëîíîìèè sim(2), è áîëåå
òîãî, ìû íàõîäèì âñå òàêèå ìåòðèêè.

2.4. 2-ñèììåòðè÷åñêèå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàöèþ 2-ñèììåòðè÷åñêèõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé. Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [163].

Ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿ-
þòñÿ k-ñèììåòðè÷åñêèå ïñåâäîðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (M, g), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ

∇kR = 0, ∇k−1R 6= 0,
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ãäå k ≥ 1. Â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, óñëîâèå ∇kR = 0 âëå-
÷åò ∇R = 0 [145]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ïñåâäîðèìàíîâû k-
ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà äëÿ k ≥ 2 [100, 140, 33].

Íåðàçëîæèìûå îäíîñâÿçíûå ëîðåíöåâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà èñ-
÷åðïûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè äå Ñèòòåðà, àíòè-äå Ñèòòåðà è Êàýíà-Âàëàõà,
ïîñëåäíèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíûå ïëîñêèå ãðàâèòà-
öèîííûå âîëíû [49]. Êàéãîðîäîâ [100] ðàññìàòðèâàë ðàçëè÷íûå îáîáùåííûå
ñèììåòðè÷åñêèå ëîðåíöåâû ïðîñòðàíñòâà.

Ðàáîòà Ñåíîâèëëà [140] íà÷èíàåò ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ 2-
ñèììåòðè÷åñêèõ ëîðåíöåâûõ ïðîñòðàíñòâ, â íåé äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå òàêîå
ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò èçîòðîïíîå ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Â ðàáîòå
[33] ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ â ðàçìåðíîñòè 4,
äëÿ ýòîãî áûëà èñïîëüçîâàíà êëàññèôèêàöèÿ Ïåòðîâà òåíçîðîâ Âåéëÿ [128].

Â ðàáîòå [163] ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàò [33] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü (M, g) � ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå ëîðåíöåâî ìíîãîîá-
ðàçèå ðàçìåðíîñòè n+2. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå (M, g) � 2-ñèììåòðè÷åñêîå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîêàëüíî ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû v, x1, ..., xn, u

òàêèå, ÷òî

g = 2dvdu+
n∑
i=1

(dxi)2 + (Hiju+ Fij)x
ixj(du)2,

ãäå Hij � íåíóëåâàÿ äèàãîíàëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè λ1 ≤ · · · ≤ λn, à Fij � ñèììåòðè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðè-
öà.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåäîêàçàí â [34] ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ∇2R = 0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ è ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé. Ýòî
ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ òåîðèè ãðóïï ãîëîíîìèè.
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2.4.1. Àëãåáðà ãîëîíîìèè 2-ñèììåòðè÷åñêîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [140] ìåòîäàìè îáû÷íî ïðèìåíÿåìûìè â òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.4.2. Êàæäîå 2-ñèììåòðè÷åñêîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå (M, g)

äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå èçîòðîïíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ �
òèïà 2 èëè 4. Òåîðåìó 2.4.2 ëåãêî ïåðåäîêàçàòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ãðóïï ãî-
ëîíîìèè [163].

Êðàåóãîëüíûì êàìíåì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4.3. Àëãåáðîé ãîëîíîìèè (n + 2)-ìåðíîãî ëîêàëüíî íåðàç-
ëîæèìîãî 2-ñèììåòðè÷åñêîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ÿâëÿåòñÿ
Rn ⊂ sim(n).

2.4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.3

Äëÿ ïîäàëãåáðû g ⊂ so(r, s) ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

∇R(g) = {S ∈ Hom(Rr,s,R(g))|Su(v, w) + Sv(w, u) + Sw(u, v) = 0}.

Åñëè g ⊂ so(r, s) � àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â òî÷êå m ∈ M ,
òî ∇Rm ∈ ∇R(g). Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ∇R(so(r, s)) íà íåïðèâîäèìûå
so(r, s)-ìîäóëè íàéäåíî â [144].

Íåòðóäíî íàéòè ïðîñòðàíñòâî ∇R(g) äëÿ êàæäîé àëãåáðû ãîëîíîìèè
g ⊂ sim(n), îíî ñîñòîèò èç òåíçîðîâ

S ∈ Hom(R1,n+1,R(g)), S : u ∈ R1,n+1 7→ Su = R(λu,eu,Pu,R
0
u,Tu) ∈ R(g),

óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó òîæäåñòâó Áüÿíêè.
Ïóñòü (M, g) � (n+ 2)-ìåðíîå ëîêàëüíî íåðàçëîæèìîå 2-ñèììåòðè÷åñêîå

ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, ò.å. òåíçîð ∇R � íåíóëåâîé, ïàðàëëåëüíûé, à ïî-
òîìó àííóëèðóåòñÿ àëãåáðîé ãîëîíîìèè. Ïðîñòðàíñòâî ∇R(so(1, n + 1)) íå
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ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, àííóëèðóåìûõ àëãåáðîé Ëè so(1, n+1) [144].
Ïîñêîëüêó so(1, n+1) � åäèíñòâåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðà ãîëîíîìèè, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî g ⊂ sim(n), ò.å. ìåòðèêà g ëîêàëüíî èìååò âèä (1.12).

Ðåäóêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ h ⊂ so(n) èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1.5),
(1.6), ýòèì ðàçëîæåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò àäàïòèðîâàííûå êîîðäèíàòû (1.13),
áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò àäàïòèðîâàííûå êîîðäèíàòû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
A = 0, [165]. Äëÿ êàæäîãî α = 0, ..., s ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèåMα ⊂M ,
îïðåäåëåííîå óñëîâèÿìè xβ = cβ, α 6= β, ãäå cβ � ïîñòîÿííûå âåêòîðû. Èí-
äóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà èìååò âèä

gα = 2dvdu+ hα +Hα(du)
2.

Ëåììà 2.4.1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Mα ⊂ M ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì.
Îðòîãîíàëüíàÿ ÷àñòü àëãåáðû ãîëîíîìèè gα ìåòðèêè gα ñîâïàäàåò ñ íåïðè-
âîäèìîé ïîäàëãåáðîé hα ⊂ so(nα), α = 1, ..., s. Åñëè ìåòðèêà g � 2-
ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî òåíçîð êðèâèçíû êàæäîé ìåòðèêè gα óäîâëåòâîðÿåò
∇2R = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìåòðèêè (1.12) ñ
A = 0 � ñëåäóþùèå:

Γvuu =
1

2
H,u, Γviu =

1

2
H,i, Γvvu =

1

2
H,v, Γiju =

1

2
hikhjk,u,

Γiuu = −1

2
hikH,k, Γuuu =

1

2
H,v, Γijk = Γijk(h),

ãäå çàïÿòàÿ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Mα ⊂ M � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå. Ïîýòîìó, åñëè ∇2R = 0,
òî êàæäîå (Mα, gα) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Óòâåðæäåíèå îá
îðòîãîíàëüíîé ÷àñòè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé
ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ñî ñëîåì p⊥m/Rpm ' Em è íå çàâèñèò îò
ôóíêöèè H [174]. �

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (1.6). Åñëè E = Rns+1, òî h = 0 è äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Åñëè n1 6= 0, òî ìåòðèêà g1 óäîâëåòâîðÿåò ∇2R = 0 è îðòîãîíàëü-
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íàÿ ÷àñòü àëãåáðû ãîëîíîìèè ýòîé ìåòðèêè h1 ⊂ so(n1) � íåïðèâîäèìà. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M, g) óäîâëåòâîðÿåò ∇2R = 0 è àëãåáðà ãîëî-
íîìèè ñîâïàäàåò ñ g = h n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìà.

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü g = h n Rn, ãäå h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìà. Òîãäà
ïîäïðîñòðàíñòâî ∇R(g)0 ⊂ ∇R(g), ñîñòîÿùåå èç òåíçîðîâ, àíóëèðóåììûõ
àëãåáðîé Ëè g, èìååò âèä

∇R(g)0 = RS, S = q′ ⊗RIdE , q′ = g(p, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ∈ ∇R(g)0. Äëÿ êàæäîãî v ∈ V = R1,n+1,
ýëåìåíò Sv ∈ R(g) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå Sv = R(R0

v,Pv,Tv). Òàê êàê
S·(p, ·) = 0, òî Sp = 0. Óñëîâèå òîãî, ÷òî g àííóëèðóåò S èìååò âèä

[A, Sv3(v1, v2)]− SAv3(v1, v2)− Sv3(Av1, v2)− Sv3(v1, Av2) = 0

äëÿ âñåõ A ∈ g è v1, v2, v3 ∈ V . Ïóñòü U,X, Y, Z ∈ E. Èìååì

[p ∧X,SU(Y, Z)] = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, R0
U(Y, Z)X = 0, ò.å. R0

U = 0. Äàëåå,

[p ∧X,SZ(Y, q)]− SZ(Y,X) = 0.

Ïîýòîìó,
−p ∧ PZ(Y )X − p ∧ (PZ(Y )X − PZ(X)Y ) = 0,

ò.å. 2PZ(Y )X = PZ(X)Y . Òàê êàê ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõX, Y ∈ E,
ïîëó÷àåì PZ = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî SZ(X, Y ) = 0. Àíàëîãè÷íî,

[p ∧X,Sq(Y, Z)] = 0,

ò.å. R0
q = 0. Ðàâåíñòâî

[p ∧X,Sq(Y, q)]− SX(Y, q)− Sq(Y,X) = 0
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âëå÷åò
TX(Y ) = 2Pq(Y )X − Pq(X)Y.

Âòîðîå òîæäåñòâî Áüÿíêè

Sq(X, Y ) + SX(Y, q) + SY (q,X) = 0

âëå÷åò
TX(Y )− TY (X) = Pq(X)Y − Pq(Y )X.

Èòàê, Pq(Y )X − Pq(X)Y = 0. Èç ýòîãî è îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà P(h)

ñëåäóåò, ÷òî Pq = 0. Ïîýòîìó, TX = 0. Îêîí÷àòåëüíî, ïóñòü A ∈ h, òîãäà

[A, Sq(X, q)]− Sq(AX, q) = 0.

Ýòî âëå÷åò ATq(X) = Tq(AX), ò.å. Tq êîììóòèðóåò ñ h. Òàê êàê Tq � ñèì-
ìåòðè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì E, à ïîäàëãåáðà h ⊂ so(n) � íåïðèâîäèìà, òî èç
ëåììû Øóðà ñëåäóåò, ÷òî Tq � ïðîïîðöèîíàëåí òîæäåñòâåííîìó. �

Èç ëåììû 2.4.2 ñëåäóåò, ÷òî ∇R äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè èìååò âèä

∇UR = fg(p, U)RIdE , ∀U ∈ TM, (2.53)

ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è

RIdE(U1, U2) = p ∧ ((U1 ∧ U2)p), ∀U1, U2 ∈ TM.

Ëåììà 2.4.3. Êîíôîðìíûé òåíçîð Âåéëÿ W � ïàðàëëåëåí, ò.å. ∇W = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî

W = R + L ∧ g,

ãäå
L =

1

d− 2

(
Ric− s

2(d− 1)
Id

)
, d = n+ 2,

(L ∧ g)(U1, U2) = LU1 ∧ U2 + U1 ∧ LU2, U1, U2 ∈ TM.

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ U èìååì

∇UW = ∇UR + (∇UL) ∧ g.

153



Ïóñòü X0 = p, Xn+1 = q. Äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà Ðè÷÷è
èìååì

(∇U1
Ric)U2 = gab∇U1

R(U2, Xa)Xb = gabfg(p, U1)R
IdE(U2, Xa)Xb

= gabfg(p, U1)(p ∧ ((U2 ∧Xa)p))Xb

= fg(p, U1)(g
abg(p,Xb)(U2 ∧Xa)p− gabg((U2 ∧Xa)p,Xb)p)

= fg(p, U1)((U2 ∧ p)p− gabg(g(U2, p)Xa − g(Xa, p)U2, Xb)p)

= (2− d)fg(p, U1)g(p, U2)p.

Ñëåäîâàòåëüíî, (∇U1
Ric)U2 = −nfg(p, U1)g(p, U2)p. Äàëåå,

g(grads, U1) = gabg((∇U1
Ric)Xa, Xb) = 0,

ò.å. grads = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(∇U1
L)U2 = −fg(p, U1)g(p, U2)p.

Ïîýòîìó,

(∇U1
L)U2 ∧ U3 + U2 ∧ (∇U1

L)U3

= −fg(p, U1)g(p, U2)p ∧ U3 − U2 ∧ fg(p, U1)g(p, U3)p

= fg(p, U1)(p ∧ g(p, U3)U2 − p ∧ g(p, U2)U3)

= −fg(p, U1)p ∧ ((U2 ∧ U3)p) = −∇U1
R(U2, U3).

Òàêèì îáðàçîì, (∇U1
L) ∧ g = −∇U1

R è ∇W = 0. �

Óñëîâèå∇W = 0 ïðè ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ âëå÷åò, ÷òî (M, g)

� ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè W = 0, òî ýòî äîêà-
çàíî â ïàðàãðàôå 2.3. Åñëè W 6= 0, òî ðåçóëüòàòû ðàáîò [63, 62] ïîêàçûâàþò,
÷òî ëèáî ∇R = 0, ëèáî (M, g) � ïëîñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà. Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãåáðà ãîëîíîìèè ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñîäåðæèòñÿ â Rn ⊂ sim(n), è
ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà âåðíà. �
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2.4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.1

Ìû äîêàçàëè, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ Rn ⊂ sim(n), ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèìè ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè, ïîýòîìó ëîêàëüíî ñóùåñòâóþò êîîðäè-
íàòû v, x1, ..., xn, u òàêèå, ÷òî ìåòðèêà g èìååò âèä

g = 2dvdu+ δijdx
idxj +H(du)2, ∂vH = 0.

Îñòàåòñÿ òîëüêî íàéòè ôóíêöèþ H. Èìååì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè:

Γvuu =
1

2
H,u, Γiuu = −1

2
H,i, Γviu =

1

2
H,i

Îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ðåïåðà p = ∂v, ei = ∂i, q = ∂u − 1
2H∂v è äâîé-

ñòâåííîãî êîðåïåðà p′ = g(q, ·), ei, q′ = g(p, ·), èìååì

R =
1

2
H,ij(q

′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej).

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà êðèâèçíû ïîëó÷àåì

∇R =
1

2
H,ijke

k ⊗ (q′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej) +
1

2
H,ijuq

′ ⊗ (q′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej),

∇2R =

(
1

2
H,ijk −

1

4

∑
k

H,kH,ijk

)
q′2 ⊗ (q′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej)

+
1

2
H,ijku(q

′ ∨ ek)⊗ (q′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej)

+
1

2
H,ijk`(e

k ⊗ e`)⊗ (q′ ∧ ei ∨ q′ ∧ ej). (2.54)

Ïîýòîìó ìåòðèêà ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ 2-ñèììåòðè÷åñêîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H = (uHij + Fij)x
ixj +Gi(u)x

i +K(u),

ãäå Hij è Fij � ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, ìàòðèöà Hij � íåíóëåâàÿ, à Gi(u) è
K(u) � ôóíêöèè u. Èñïîëüçóÿ çàìåíó êîîðäèíàò, ìîæíî èçáàâèòñÿ îò ôóíê-
öèé Gi(u), K(u) è ïðèâåñòè ìàòðèöó Hij ê äèàãîíàëüíîìó âèäó [163].

�
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Ãëàâà 3.

Òåîðèÿ ãðóïï ãîëîíîìèè

ñóïåðìíîãîîáðàçèé

3.1. Îáùàÿ òåîðèÿ

Çäåñü ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ è äàäèì îïðåäåëåíèå ãðóïï ãîëîíîìèè ñâÿç-

íîñòåé íà ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êàõ íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè, à òàêæå îáñóäèì èõ

ñâîéñòâà. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [169].

3.1.1. Ñóïåðàëãåáðû Ëè

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ñóïåðàëãåáðàõ Ëè [61, 98, 107, 68].
Âåêòîðíûì ñóïåðïðîñòðàíñòâîì V íàçûâàåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííîå âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî V = V0̄ ⊕ V1̄, Z2 = {0̄, 1̄}. Ýëåìåíòû x ∈ V0̄ ∪ V1̄ íàçû-
âàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Ýëåìåíòû x ∈ V0̄ íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè, ÷åòíîñòü |x|
òàêîãî x îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì |x| = 0̄, íàïðîòèâ, ýëåìåíòû x ∈ V1̄\{0}

íàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè, áóäåì ïèñàòü |x| = 1̄. Åñëè V è W � âåêòîðíûå
ñóïåðïðîñòðàíñòâà, òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V ⊗W òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ñóïåðïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ãðàäóèðîâêè

(V ⊗W )0̄ = (V0̄ ⊗W0̄)⊕ (V1̄ ⊗W1̄), (V ⊗W )1̄ = (V0̄ ⊗W1̄)⊕ (V1̄ ⊗W0̄).

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ F : V → W , ñîõðàíÿþùèå ÷åòíîñòü, íàçûâàþòñÿ
ìîðôèçìàìè.
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Ñóïåðàëãåáðà � ýòî âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî A = A0̄ ⊕ A1̄ âìåñòå ñ
ìîðôèçìîì · : A⊗A→ A (äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ èìååì |x·y| = |x|+|y|).
Âàæíûì ïðèìåðîì ñóïåðàëãåáð ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåáðà Ãðàññìàííà

Λ(m) = ΛRm = ⊕m
k=1Λ

kRm

ñ î÷åâèäíîé Z2-ãðàäóèðîâêîé. Ýòà ñóïåðàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðêîììóòàòèâ-
íîé, ò.å. åå îäíîðîäíûå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò xy = (−1)|x||y|yx.

Ñóïåðàëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ñóïåðàëãåáðà g = g0̄ ⊕ g1̄ ñ óìíîæåíèåì
[·, ·] : g⊗ g → g, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâàì

[x, y] = −(−1)|x||y|[y, x],

[[x, y], z] + (−1)|x|(|y|+|z|)[[y, z], x] + (−1)|z|(|x|+|y|)[[z, x], y] = 0.

Â ÷àñòíîñòè, g0̄ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, à g1̄ � g0̄-ìîäóëåì.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè g � êëàññè÷åñêîãî òèïà, åñëè ïðåäñòàâ-

ëåíèå g0̄ â ïðîñòðàíñòâå g1̄ âïîëíå ïðèâîäèìî, èíà÷å òàêàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè
èìååò òèï Êàðòàíà. Ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè g êëàññè÷åñêîãî òèïà èìååò
òèï I, åñëè ïðåäñòàâëåíèå g0̄ â g1̄ íåïðèâîäèìî èòèï II, åñëè g1̄ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó äâóõ íåïðèâîäèìûõ g0̄-ìîäóëåé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïóñòü V = V0̄ ⊕ V1̄ � âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî. Ñóïåðàëãåá-
ðà Ëè âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ V îáîçíà÷àåòñÿ gl(V ). Åå ÷åòíàÿ ÷àñòü
gl(V )0̄ = gl(V0̄) ⊕ gl(V1̄) ñîñòîèò èç ÷åòíûõ ýíäîìîðôèçìîâ; íå÷åòíàÿ ÷àñòü
gl(V ) ñîñòîèò èç íå÷åòíûõ ýíäîìîðôèçìîâ, ò.å. èç ýíäîìîðôèçìîâ ìåíÿþùèõ
÷åòíîñòü, gl(V )1̄ = V ∗

0̄ ⊗ V1̄ ⊕ V ∗
1̄ ⊗ V0̄.

Ðàññìîòðèì ñóïåðâåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V = Rn|m = Rn ⊕ ΠRm, ãäå Π

� ôóíêòîð, ìåíÿþùèé ÷åòíîñòü, â ÷àñòíîñòè, çäåñü îí èñïîëüçóåòñÿ ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ΠRm � ÷èñòî íå÷åòíîå. Â ýòîì ñëó÷àå
âìåñòî gl(V ) ïèøåì gl(n|m,R). Â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååì

gl(n|m,R) =


 A B

C D

 ,
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ãäå

gl(n|m,R)0̄ =


 A 0

0 D

 , gl(n|m,R)1̄ =


 0 B

C 0

 .

Ðàññìîòðèì ñóïåðàëãåáðó Ëè

sl(n|m,R) = {ξ ∈ gl(n|m,R)| str ξ = 0},

ãäå

str

 A B

C D

 = trA− trD.

Åñëè n 6= m, òî sl(n|m) � ïðîñòàÿ êëàññè÷åñêîãî òèïà II.
Ïóñòü g � ÷åòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñóïåðñèììåòðè÷åñêàÿ ôîð-

ìà íà âåêòîðíîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå Rn|2m = Rn ⊕ ΠR2m, ò.å.
g(Rn,ΠR2m) = g(ΠR2m,Rn) = 0, îãðàíè÷åíèå η ôîðìû g íà Rn íåâû-
ðîæäåíî è ñèììåòðè÷íî è èìååò íåêîòîðóþ ñèãíàòóðó (p, q), p + q = n,
à îãðàíè÷åíèå ω ôîðìû g íà R2m � íåâûðîæäåíî è êîñîñèììåòðè÷íî.
Èìåÿ òàêóþ ôîðìó, áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Rn|2m ÷åðåç Rp,q|2m.
Îðòîñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîäàëãåáðà â
gl(n|2m,R), ñîõðàíÿþùàÿ g,

osp(p, q|2m)ī = {ξ ∈ gl(n|2m,R)ī| g(ξx, y) + (−1)|x|̄ig(x, ξy) = 0}, ī ∈ Z2.

Åñëè p + q 6= 2, òî ñóïåðàëãåáðà Ëè osp(p, q|2m) � ïðîñòàÿ êëàññè÷åñêîãî
òèïà I. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îãðàíè÷åíèå g íà Rn � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî,
òî ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìàòðèöà ôîðìû g èìååò âèä

1n 0 0

0 0 1m

0 −1m 0

, òîãäà

osp(n|2m) =




A B1 B2

Bt
2 C1 C2

−Bt
1 C3 −Ct

1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣A

t = −A,Ct
2 = C2, C

t
3 = C3

 .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � ÷åòíî è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì íåâû-
ðîæäåííóþ ñóïåðñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó íà âåêòîðíîì ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâå Rn ⊕ ΠR2m òàêóþ, ÷òî îãðàíè÷åíèå g íà Rn èìååò ñèãíàòóðó
(2p0, 2q0), 2p0 +2q0 = n. Ïóñòü J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Rn⊕ΠR2m òà-
êàÿ, ÷òî g(Jx, Jy) = g(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn ⊕ ΠR2m. Îãðàíè÷åíèå ôîðìû
g(J ·, ·) íà R2m � ñèììåòðè÷íî, íåâûðîæäåíî è èìååò íåêîòîðóþ ñèãíàòóðó
(2p1, 2q1), p1 + q1 = m. Ïî îïðåäåëåíèþ,

u(p0, q0|p1, q1) = {ξ ∈ osp(2p0, 2q0|2m)|[ξ, J ] = 0},

su(p0, q0|p1, q1) = {ξ ∈ u(p0, q0|p1, q1)| str(J ◦ ξ) = 0}.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî n è 2m � ÷åòíûå, êðàòíûå 4,
m = 2k è ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ÷åòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñóïåð-
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà íà Rn ⊕ ΠR2m òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå g íà
Rn � ñèãíàòóðû (4r, 4s), 4r + 4s = n. Ïóñòü I, J,K � êâàòåðíèîí-
íàÿ ñòðóêòóðà íà Rn ⊕ ΠR2m, ò.å. I, J,K ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïëåêñ-
íûå ñòðóêòóðû è ïîðîæäàþò àëãåáðó Ëè, èçîìîðôíóþ sp(1), ïðè ýòîì,
g(Ix, Iy) = g(Jx, Jy) = g(Kx,Ky) = g(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn ⊕ ΠR2m.
Ïî îïðåäåëåíèþ,

hosp(r, s|k) = {ξ ∈ osp(4r, 4s|2m)|[ξ, I] = [ξ, J ] = [ξ,K] = 0}.

Íîðìàëèçàòîð sp(1) â osp(4r, 4s|2m) ñîâïàäàåò ñ sp(1)⊕hosp(r, s|k). Çàìåòèì,
÷òî hosp(r, s|k)0̄ ∩ sp(2m,R) = so∗(k), ãäå so∗(k) � ïîäàëãåáðà â gl(k,H),
äåéñòâóþùàÿ íà R4k = Hk è ñîõðàíÿþùàÿ ôîðìó

ω(·, ·) + iω(I·, ·) + jω(J ·, ·) + kω(K·, ·),

ãäå ω � îãðàíè÷åíèå g íà R4k.

3.1.2. Ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû î ñóïåðìíîãîîáðàçèÿõ èç [61, 107,
108, 119, 146].
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Âåùåñòâåííûì ãëàäêèì (àíàëèòè÷åñêèì) ñóïåðìíîãîîáðàçèåì M ðàç-
ìåðíîñòè n|m íàçûâàåòñÿ ïàðà (M,OM), ãäå M � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, à OM � ïó÷îê êîììóòàòèâíûõ ñóïåðàëãåáð íàä R, ëî-
êàëüíî èçîìîðôíûõ

Rn|m = (Rn,ORn|m = ORn ⊗ Λη1,...,ηm),

ãäå ORn � ïó÷îê ãëàäêèõ (àíàëèòè÷åñêèõ) ôóíêöèé íà Rn, à Λη1,...,ηm � ñó-
ïåðàëãåáðà Ãðàññìàííà ñ m ïîðîæäàþùèìè. Ñå÷åíèÿ ïó÷êà OM íàçûâàþòñÿ
ñóïåðôóíêöèÿìè íà M. Èäåàë

(OM)1̄ ⊕ ((OM)1̄)
2

ñîñòîèò èç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ â OM, ïó÷îê OM , îïðåäåëÿåìûé êàê
ôàêòîð

OM/((OM)1̄ ⊕ ((OM)1̄)
2)

çàäàåò íà M ñòðóêòóðó âåùåñòâåííîãî ãëàäêîãî (àíàëèòè÷åñêîãî) ìíîãîîá-
ðàçèÿ. Ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ

∼: OM → OM .

Çíà÷åíèåì ñóïåðôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ M íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå f̃(x). Åñ-
ëè m = 0, òî M = M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Êàæäûé èçîìîðôèçì
OM(U) ' ORn|m(U1), ãäå U ⊂ M è U1 ⊂ Rn, îïðåäåëÿåò íà M ñèñòåìó ëî-
êàëüíûõ êîîðäèíàò (U, x1, ..., xn+m). Èçâåñòíî [15], ÷òî íàM ñóùåñòâóåò àò-
ëàñ, ñîñòîÿùèé èç ñèñòåì êîîðäèíàò (U, x1, ..., xn+m) òàêèõ, ÷òî (U, x1, ..., xn)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó êîîðäèíàò íà M . Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå
êîîðäèíàòû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî i, j, k = 1, ..., n, α, β, γ = 1, ...,m è
a, b, c = 1, ..., n + m. Äëÿ (U, x1, ..., xn+m) áóäåì îáîçíà÷àòü xn+α çà ξα. Äëÿ
êàæäîé f ∈ OM(U) èìååì

f =
m∑
r=0

∑
α1<···<αr

fα1...αr
ξα1 · · · ξαr , (3.1)
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ãäå fα1...αr
∈ OM(U) è f∅ = f̃ . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1 < · · · < αr è ïåðåñòàíîâ-

êè σ : {α1, ..., αr} → {α1, ..., αr} èìååì fσ(α1)...σ(αr) = signσ fα1...αr
. Åñëè ñðåäè

÷èñåë α1, ..., αr èìåþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ, òî fα1...αr
= 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TM êàñàòåëüíûé ïó÷îê, ò.å. ïó÷îê ñóïåðäèôôåðåíöèðî-
âàíèé ïó÷êà OM. Åñëè (U, xi, ξα) � ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, òî âåê-
òîðíûå ïîëÿ ∂xi, ∂ξα îáðàçóþò áàçèñ ñóïåðìîäóëÿ TM(U) íàä ñóïåðàëãåáðîé
OM(U). Âåêòîðíûå ïîëÿ ∂xi è ∂ξα äåéñòâóþò íà ôóíêöèþ f âèäà (3.1) ïî
ïðàâèëó

∂xif =
m∑
r=0

∑
α1<···<αr

∂xifα1...αr
ξα1 · · · ξαr , (3.2)

∂ξαf =
m∑
r=1

r∑
s=1

∑
α1<···<αs−1<αs=α<αs+1···<αr

(−1)s−1fα1...αr
ξα1 · · · ξαs−1ξαs+1 · · · ξαr .

(3.3)

Âìåñòî ∂xa áóäåì ïèñàòü ∂a.
Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, à E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé

ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íàM, íàïðèìåð TM. Ïóñòü p|q � ðàíã ïó÷êà E . Òî-
ãäà ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò áàçèñ ñå÷åíèé (eI , hΦ)I=1,...,p;Φ=1,...,q ïó÷êà E . Áóäåì
îáîçíà÷àòü òàêîé áàçèñ òàêæå ÷åðåç eA, ãäå ep+Φ = hΦ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî A,B,C = 1, ..., p + q. Ïóñòü x ∈ M . Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ñóïåðïðî-
ñòðàíñòâî

Ex = E(V )/(OM(V )xE(V )),

ãäå V ⊂M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, àOM(V )x � èäåàëOM(V ), ñîñòîÿùèé
èç ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå x. Ïðîñòðàíñòâî Ex íå çàâèñèò îò
âûáîðà V è èìååò ðàçìåðíîñòü p|q. Äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà
V ⊂ M îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ èç E(V ) íà Ex. Íàïðèìåð, åñëè E = TM, òî
(TM)x � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ê M â òî÷êå x.

Ñâÿçíîñòüþ íà E íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì

∇ : TM ⊗R E → E
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ïó÷êîâ ñóïåðìîäóëåé íàä R òàêîé, ÷òî

∇fYX = f∇YX and ∇Y fX = (Y f)X + (−1)|Y ||f |f∇YX

äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé f , âåêòîðíûõ ïîëåé Y íà M è ñå÷åíèé X

ïó÷êà E . Â ÷àñòíîñòè, |∇YX| = |Y |+ |X|. Ëîêàëüíî ïîëó÷àåì ñóïåðôóíêöèè
ΓAaB òàêèå, ÷òî

∇∂a
eB = ΓAaBeA.

ßñíî, ÷òî |ΓAaB| = |a|+ |A|+ |B|, ãäå |a| = |∂xa| è |A| = |eA|.
Òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

R(Y, Z) = [∇Y ,∇Z ]−∇[Y,Z], (3.4)

ãäå Y è Z �âåêòîðíûå ïîëÿ íà M. Ïóñòü ∇̄ � ñâÿçíîñòü íà TM. Îïðåäåëèì
êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ R îòíîñèòåëüíî ∇̄,

∇̄r
Yr,...,Y1

R(Y, Z)X =∇Yr
(∇̄r−1

Yr−1,...,Y1
R(Y, Z)X)− ∇̄r−1

∇̄YrYr−1,...,Y1
R(Y, Z)X

− (−1)|Yr||Yr−1|∇̄r−1
Yr−1,∇̄YrYr−2,...,Y1

R(Y, Z)X

− · · · − (−1)|Yr|(|Yr−1|+···+|Y2|)∇̄r−1
Yr−1,...,Y2,∇̄YrY1

R(Y, Z)X

(3.5)

− (−1)|Yr|(|Yr−1|+···+|Y1|)∇̄r−1
Yr−1,...,Y1

R(∇̄Yr
Y, Z)X

− (−1)|Yr|(|Yr−1|+···+|Y1|+|Y |)∇̄r−1
Yr−1,...,Y1

R(Y, ∇̄Yr
Z)X

− (−1)|Yr|(|Yr−1|+···+|Y1|+|Y |+|Z|)∇̄r−1
Yr−1,...,Y1

R(Y, Z)∇Yr
X,

ãäå r ≥ 1, Yr, ..., Y1, Y, Z ∈ TM(M) � îäíîðîäíûå è X ∈ E(M). Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ∇̄0R = R. Èìååì

|∇̄r
Yr,...,Y1

R(Y, Z)| = |Yr|+ · · ·+ |Y1|+ |Y |+ |Z|.

Åñëè E = TM è ∇̄ = ∇, òî ïîëó÷àåì îáû÷íûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
òåíçîðà R.

Ïóñòü r ≥ 0. Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ∇̄r
ar,...,a1

RA
Bab òåíçîðà ∇̄rR èç óñëîâèÿ

∇̄r
∂ar ,...,∂a1

R(∂a, ∂b)eB = ∇̄r
ar,...,a1

RA
BabeA.
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Òîãäà, |∇̄r
ar,...,a1

RA
Bab| = |ar|+ · · ·+ |a1|+ |a|+ |b|+ |A|+ |B|. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî

RA
Bab = ∂aΓ

A
bB + (−1)|a|(|b|+|B|+|C|)ΓCbBΓAaC

− (−1)|a||b|(∂bΓ
A
aB + (−1)|b|(|a|+|B|+|C|)ΓCaBΓAbC) (3.6)

è

∇̄r
ar,...,a1

RA
Bab =∂ar

(∇̄r−1
ar−1,...,a1

RA
Bab)

+ (−1)|ar|(|ar−1|+···+|a1|+|a|+|b|+|B|+|C|)∇̄r−1
ar−1,...,a1

RC
BabΓ

A
arC

− Γ̄carar−1
∇̄r−1
c,ar−2,...,a1

RA
Bab

− (−1)(|c|+|ar−2|)|ar−1|Γ̄carar−2
∇̄r−1
ar−1,c,ar−3,...,a1

RA
Bab

− · · · − (−1)(|c|+|a1|)(|ar−1|+···|a2|)Γ̄cara1
∇̄r−1
ar−1,...,a2,c

RA
Bab (3.7)

− (−1)(|c|+|a|)(|ar−1|+···+|a1|)Γ̄cara
∇̄r−1
ar−1,...,a1

RA
Bcb

− (−1)(|c|+|b|)(|ar−1|+···+|a1|+|a|)Γ̄carb
∇̄r−1
ar−1,...,a1

RA
Bac

− (−1)(|C|+|B|)(|ar−1|+···+|a1|+|a|+|b|)ΓCarB
∇̄r−1
ar−1,...,a1

RA
Cab.

3.1.3. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ëîêàëüíî ñâî-

áîäíîì ïó÷êå íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèåì

Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó-
÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé ðàíãà p|q íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E . Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íàä M , îïðåäåëåííîå êàê

E = ∪x∈MEx.

Ðàíã ðàññëîåíèÿ E ðàâåí p+ q. Îïðåäåëèì ïîäðàññëîåíèÿ

E0̄ = ∪x∈M(Ex)0̄, E1̄ = ∪x∈M(Ex)1̄

ðàññëîåíèÿ E. Îãðàíè÷åíèå

∇̃ = (∇|Γ(TM)⊗Γ(E))
∼ : Γ(TM)⊗ Γ(E) → Γ(E)
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îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü íà E. Òàê êàê ñâÿçíîñòü ∇ � ÷åòíàÿ, ïîäðàññëîåíèÿ
E0̄, E1̄ ⊂ E � ïàðàëëåëüíû. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ : [a, b] ⊂ R → M è
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ τγ : Eγ(a) → Eγ(b) âäîëü γ. Òàê êàê ïîäðàññëîåíèÿ
E0̄, E1̄ ⊂ E � ïàðàëëåëüíû, èìååì

τγ(E0̄)γ(a) = (E0̄)γ(b), τγ(E1̄)γ(a) = (E1̄)γ(b).

Ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì
τγ : Eγ(a) → Eγ(b)

âåêòîðíûõ ñóïåðïðîñòðàíñòâ. Íàçîâåì ýòîò èçîìîðôèçì ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì â E âäîëü γ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, E � ëî-
êàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(∇)x ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x ∈M � ýòî ñóïåðïîäàëãåá-
ðà ñóïåðàëãåáðû Ëè gl(Ex), ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè âèäà

τ−1
γ ◦ ∇̄r

Yr,...,Y1
Ry(Y, Z) ◦ τγ : Ex → Ex,

ãäå γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ âM ñ íà÷àëîì â òî÷êå x; y ∈M � êîíå÷íàÿ
òî÷êà êðèâîé γ; r ≥ 0, Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TyM; ∇̄ � ñâÿçíîñòü íà TM|U äëÿ
íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂M òî÷êè y.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Îïðåäåëåíèå àëãåáðû ãîëîíîìèè hol(∇)x íå çàâèñèò
îò âûáîðà ñâÿçíîñòåé ∇̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � êðèâàÿ â M ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è êîí-
öîì â òî÷êå y ∈ M . Ïóñòü U ⊂ M � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè y. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè ∇̂ íà TM|U è ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî t ≥ 0 îïðåäåëèì
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

L(∇̂)t = span{∇̂r
Yr,...,Y1

Ry(Y, Z)|0 ≤ r ≤ t, Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TyM}.

ßñíî, ÷òî L(∇̂)t íå çàâèñèò îò âûáîðà U . Ïóñòü (U, xa) � ñèñòåìà ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò òàêàÿ, ÷òî y ∈ U . Ïóñòü ∇̄ � ñâÿçíîñòü íà TM|U . Îáîçíà÷èì ñèìâî-
ëîì ~∇ ñâÿçíîñòü íà TM|U òàêóþ, ÷òî ~∇∂a = 0. ×òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå,
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äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ≥ 0 èìååì L(∇̄)t = L(~∇)t. Ýòî
áóäåò ñëåäîâàòü èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3.1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ≥ 0 èìååì
∇̄t
∂at ,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

) =

~∇t
∂at ,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

) +
t−1∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

Bat...a−1,bs...b−1
~∇s
∂bs ,...,∂b1

R(∂b0, ∂b−1
),

ãäå Bat...a−1,bs...b−1
∈ OM(U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî t. Äëÿ t = 0 äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Çàôèêñèðóåì t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ âñåõ r < t è
äîêàæåì åå äëÿ r = t. Èñïîëüçóÿ (3.7) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

∇̄r
∂ar ,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

)

=[∇∂r
, ∇̄r−1

∂ar−1
,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

)]

−
r−1∑
l=−1

(−1)(|c|+|al|)(|ar−1|+···+|al+1|)Γ̄caral
∇̄r−1
∂ar−1

,...,∂al+1
,∂c,∂al−1

,...,∂a1
R(∂a0

, ∂a−1
)

=[∇∂r
, ~∇r−1

∂ar−1
,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

)

+
r−2∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

Bar−1...a−1,bs...b−1
~∇s
∂bs ,...,∂b1

R(∂b0, ∂b−1
)]

−
r−1∑
l=−1

(−1)(|c|+|al|)(|ar−1|+···+|al+1|)Γ̄caral
∇̄r−1
∂ar−1

,...,∂al+1
,∂c,∂al−1

,...,∂a1
R(∂a0

, ∂a−1
)
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=[∇∂r
, ~∇r−1

∂ar−1
,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

)]

+
r−2∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

∂ar
(Bar−1...a−1,bs...b−1

)~∇s
∂bs ,...,∂b1

R(∂b0, ∂b−1
)

+
r−2∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

(−1)|ar||Bar−1...a−1,bs...b−1
|Bar−1...a−1,bs...b−1

[∇∂ar
, ~∇s

∂bs ,...,∂b1
R(∂b0, ∂b−1

)]

−
r−1∑
l=−1

(−1)(|c|+|al|)(|ar−1|+···+|al+1|)Γ̄caral
∇̄r−1
∂ar−1

,...,∂al+1
,∂c,∂al−1

,...,∂a1
R(∂a0

, ∂a−1
)

=~∇r
∂ar ,...,∂a1

R(∂a0
, ∂a−1

) +
r−2∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

∂ar
(Bar−1...a−1,bs...b−1

)~∇s
∂bs ,...,∂b1

R(∂b0, ∂b−1
)

+
r−2∑
s=0

∑
(bs,...,b−1)

(−1)|ar||Bar−1...a−1,bs...b−1
|Bar−1...a−1,bs...b−1

~∇s+1
∂ar∂bs ,...,∂b1

R(∂b0, ∂b−1
)

−
r−1∑
l=−1

(−1)(|c|+|al|)(|ar−1|+···+|al+1|)Γ̄caral
∇̄r−1
∂ar−1

,...,∂al+1
,∂c,∂al−1

,...,∂a1
R(∂a0

, ∂a−1
).

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè ê ïîñëåäíåìó ÷ëåíó âûðàæåíèÿ. �

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàäM , à ∇̃ � ñâÿçíîñòü íà E, êàê âûøå.
Àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(∇̃)x ñîäåðæèòñÿ â (hol(∇)x)0̄, îäíàêî ýòè àëãåáðû Ëè
íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü, ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 3.1.1. Ðàññìîòðèì ñóïåðìíîãîîáðàçèå R0|1 = ({0},Λξ). Îïðåäå-
ëèì ñâÿçíîñòü ∇ íà TR0|1, ïîëàãàÿ ∇∂ξ

∂ξ = ξ∂ξ. Òîãäà hol(∇̃)0 = {0} è
(hol(∇)0)0̄ = hol(∇)0 = gl(0|1).

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ãðóïïû ãîëîíîìèè. Íàïîìíèì, ÷òî ñóïåðãðóïïà Ëè
G = (G,OG) � ýòî ãðóïïîâîé îáúåêò êàòåãîðèè ñóïåðìíîãîîáðàçèé. Íèçëåæà-
ùåå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè. Ñóïåðàëãåáðà Ëè g äëÿ G
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê G â òî÷êå e ∈ G. Àëãåáðîé
Ëè ãðóïïû Ëè G ÿâëÿåòñÿ ÷åòíàÿ ÷àñòü g0̄ ñóïåðàëãåáðû Ëè g.

Ñóïåðãðóïïà Ëè G îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé Õàðèøà-×àíäðà (G, g),
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ãäå G � ãðóïïà Ëè, g = g0̄⊕g1̄ � ñóïåðàëãåáðà Ëè, ïðè ýòîì g0̄ � àëãåáðà Ëè
ãðóïïû Ëè G, áîëåå òîãî, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïðåäñòàâëåíèå Ad ãðóïïû
Ëè G â ïðîñòðàíñòâå g, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ G íà g0̄, ïðè÷åì äèôôåðåíöèàë Ad ñîâïàäàåò ñ ñóïåðñêîáêîé
Ëè àëãåáðû Ëè g, îãðàíè÷åííîé íà g0̄ × g1̄ [61, 74].

Ïóñòü Hol(∇)0
x � ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè

GL((Ex)0̄)×GL((Ex)1̄),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäàëãåáðå

(hol(∇)x)0̄ ⊂ gl((Ex)0̄)⊕ gl((Ex)1̄) ⊂ gl(Ex).

Ïóñòü Hol(∇)x � ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ëè

GL((Ex)0̄)×GL((Ex)1̄),

ïîðîæäåííàÿ ãðóïïàìè Ëè Hol(∇)0
x è Hol(∇̃)x. Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè

Hol(∇)x ñîâïàäàåò ñ (hol(∇)x)0̄. Ïóñòü Ad′ � ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîé ãðóïïû
Ëè Hol(∇)0

x íà hol(∇)x òàêîå, ÷òî äèôôåðåíöèàë Ad′ ñîâïàäàåò ñ ñóïåðñêîá-
êîé Ëè hol(∇)x, îãðàíè÷åííîé íà (hol(∇)x)0̄ × (hol(∇)x)1̄. Îïðåäåëèì ïðåä-
ñòàâëåíèå Ad′′ ãðóïïû Ëè Hol(∇̃)x íà hol(∇)x ïðàâèëîì

Ad′′τµ(τ
−1
γ ◦ ∇̄r

Yr,...,Y1
Ry(Y, Z) ◦ τγ) = τµ ◦ τ−1

γ ◦ ∇̄r
Yr,...,Y1

Ry(Y, Z) ◦ τγ ◦ τ−1
µ .

Çàìåòèì, ÷òî
Ad′ |Hol(∇)0x∩Hol(∇̃)x

= Ad′′ |Hol(∇)0x∩Hol(∇̃)x
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïðåäñòàâëåíèå Ad ãðóïïû Ëè Hol(∇)x íà
hol(∇)x. Èìååì Hol(∇)0

x ∩ Hol(∇̃)x = Hol(∇̃)0
x. Åñëè M � îäíîñâÿçíî, òî

Hol(∇̃)x ⊂ Hol(∇)0
x è Hol(∇)x = Hol(∇)0

x.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ñóïåðãðóïïà Ëè Hol(∇)x, îïðåäåëÿåìàÿ ïàðîé
Õàðèøà-×àíäðà (Hol(∇)x, hol(∇)x), íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãîëîíîìèè ñâÿçíî-
ñòè ∇ â òî÷êå x. Ñóïåðãðóïïà Ëè Hol(∇)0

x, îïðåäåëÿåìàÿ ïàðîé Õàðèøà-
×àíäðà (Hol(∇)0

x, hol(∇)x), íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè
ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x.
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3.1.4. Ïàðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ

Ïóñòü (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, E � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-
ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E . Ñå÷åíèå X ∈ E(M) íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåëüíûì, åñëè ∇X = 0. Ïóñòü E � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íà M , à ∇̃
� ñâÿçíîñòü íà E, êàê âûøå. Äëÿ ñå÷åíèÿ X̃ ∈ Γ(E) ïîëó÷àåì ∇̃X̃ = 0.
Ïîýòîìó, äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé γ : [a, b] ⊂ R →M èìååì τγX̃γ(a) = X̃γ(b).
Ñëåäîâàòåëüíî, τγXγ(a) = Xγ(b), ãäå τγ : Eγ(a) → Eγ(b), ò.å. X � ïàðàëëåëüíî
âäîëü êðèâûõ â M .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (U, xa) è áàçèñ eA ìîäóëÿ E(U).
Ïóñòü X ∈ E(U), òîãäà

X = XAeA, ∇∂a
X = ∂aX

AeA + (−1)|a||X
A|XAΓBaAeB

1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ∇X = 0 ýêâèâàëåíòíî

∂aX
A + (−1)|a||X

B |XBΓAaB = 0 (3.8)

èëè óðàâíåíèÿì

∂iX
A +XBΓAiB = 0, (3.9)

∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓAγB = 0. (3.10)

Óðàâíåíèÿ (3.9) è (3.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(∂γr
...∂γ1

(∂iX
A +XBΓAiB))∼ = 0, (3.11)

(∂γr
...∂γ1

(∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓAγB))∼ = 0, (3.12)

ãäå 0 ≤ r ≤ m, èëè â âèäå

∂iX
A
γ1...γr

+

signγ1,...,γr

r∑
l=0

∑
{α1,...,αr}={γ1,...,γr}
α1<···<αl,αl+1<···<αr

signα1,...,αr
XB
α1...αl

ΓAiBαl+1...αr
= 0, (3.13)

1Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (−1)|a||X
A|XAΓB

aA = (−1)|a|XA
0̄ ΓB

aA − (−1)|a|XA
1̄ ΓB

γA, ãäå X
A = XA

0̄ + XA
1̄ �

ðàçëîæåíèå of XA â ñóììó ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷àñòåé.
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XA
γγ1...γr

+

signγ1,...,γr

r∑
l=0

∑
{α1,...,αr}={γ1,...,γr}
α1<···<αl,αl+1<···<αr

signα1,...,αr
(−1)lXB

α1...αl
ΓAγBαl+1...αr

= 0. (3.14)

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïàðàëëåëüíîå ñå÷åíèå X ∈ E(M) îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∇X = 0, x ∈ M è Xx � çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ X
â òî÷êå x. Òàê êàê X � ïàðàëëåëüíî âäîëü êðèâûõ â M , òî, èñïîëüçóÿ Xx,
ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ñå÷åíèÿ X âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M . Ðàññìîò-
ðèì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, êàê âûøå. Òàê êàê ìû çíàåì çíà÷åíèÿ X âî âñåõ
òî÷êàõ, íàì èçâåñòíû ôóíêöèè X̃A. Èñïîëüçóÿ (3.14) äëÿ r = 0, ìîæíî íàéòè
ôóíêöèè XA

γ , à èìåííî
XA
γ = −X̃BΓ̃AγB.

Èñïîëüçóÿ (3.14) äëÿ r = 1, èìååì

XA
γγ1

= −X̃BΓAγBγ1
+XB

γ1
Γ̃AγB.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî íàéòè âñå ôóíêöèè XA
γγ1...γr

, ò.å. ôóíêöèè XA �
èçâåñòíû, à çíà÷èò ìû âîññòàíîâèëè ñå÷åíèå X. �

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëü-
íûìè ñå÷åíèÿìè X ∈ E(M) è âåêòîðàìè Xx ∈ Ex, àííóëèðóåìûìè àëãåáðîé
ãîëîíîìèè hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé Hol(∇̃)x.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñå÷åíèå X ∈ E(M)

� ïàðàëëåëüíî, ò.å. ∇X = 0. Ïóñòü U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, à ∇̄
� ñâÿçíîñòü íà TM|U . Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

∇̄r
Yr,...,Y1

R(Y, Z)X = 0 (3.15)
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äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TM(U). Òàê êàê X � ïàðàëëåëüíî,
òî äëÿ âñåõ êðèâûõ γ âM ñ íà÷àëîì â òî÷êå x ∈M è êîíöîì â òî÷êå y ∈M ,
èìååì Xy = τγXx. Ïîýòîìó, ÷òîáû óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî Xx àííóëèðóåòñÿ
àëãåáðîé hol(∇)x, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü (3.15) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð Xx ∈ Ex, àí-
íóëèðóåìûé àëãåáðîé ãîëîíîìèè hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûé ãðóïïîé Hol(∇̃)x.
Èç òåîðåìû 1.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå X0 ∈ Γ(E) òàêîå, ÷òî
∇̃X0 = 0 è (X0)x = Xx. Çàôèêñèðóåì êîîðäèíàòû (U, xa) íà M è ëîêàëü-
íûé áàçèñ eA ìîäóëÿ E(U). Òîãäà ẽA � ëîêàëüíûé áàçèñ ìîäóëÿ Γ(U,E),
è ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèè XA

0 ∈ OM(U) òàêèå, ÷òî X0 = XA
0 ẽA íà U . Èñ-

ïîëüçóÿ (3.14) è XA
0 , îïðåäåëèì, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.1.2,

ôóíêöèè XA
γγ1...γr

∈ OM(U) äëÿ âñåõ γ < γ1 < · · · < γr, 0 ≤ r ≤ m − 1.
Ïîëó÷èì ôóíêöèè XA ∈ OM(U) òàêèå, ÷òî X̃A = XA

0 . Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå
X = XAeA ∈ E(U). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ∇X = 0. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè XA óäîâëåòâîðÿþò (3.11) è (3.12) äëÿ âñåõ
γ1 < · · · < γr, 0 ≤ r ≤ m è ïðîèçâîëüíûõ γ, òîãäà XA áóäóò óäîâëåòâîðÿòü
(3.11) è (3.12) äëÿ âñåõ γ1, ..., γr è γ. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèè
XA óäîâëåòâîðÿþò (3.12) äëÿ γ < γ1 < · · · < γr.

Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî r. Ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì áóäåì äîêàçûâàòü
ðàâåíñòâî

(∂ar
...∂as+1

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼ = 0, (3.16)

ãäå r ≥ 1, 1 ≤ s ≤ r. Äëÿ r = 0, ðàâåíñòâî (3.11) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
∇̃X0 = 0; (3.12) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé XA

γ . Çàôèêñèðóåì r0 > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.11) è (3.12) èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ r < r0 è ïðîâåðèì
ýòî ðàâåíñòâî äëÿ r = r0.

Ëåììà 3.1.2. Èìååì

(∂γr
...∂γ1

(∂iX
A +XBΓAiB))∼

= (∂γr
...∂γ2

((−1)(|A|+|B|)|XB |RA
Bγ1i

XB))∼, (3.17)
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(∂γr
...∂γ1

(∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓAγB))∼ =

0, åñëè γ < γ1;

(−1)s−1 1
2(∂γr

...∂γs+1
∂γs−1

...∂γ1
((−1)(|A|+|B|)|XB |RA

Bγsγs
XB))∼,

åñëè γ = γs äëÿ íåêîòîðîãî s, 1 ≤ s ≤ r;

(∂γr
...∂γ2

((−1)(|A|+|B|)|XB |RA
Bγ1γ

XB))∼,

åñëè γs < γ < γs+1 äëÿ íåêîòîðîãî s, 1 ≤ s ≤ r.

(3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
(∂γr

...∂γ1
(∂iX

A +XBΓAiB))∼

=(∂γr
...∂γ2

(∂i∂γ1
XA + (∂γ1

XB)ΓAiB + (−1)|X
B |XB∂γ1

ΓAiB))∼

=(∂γr
...∂γ2

(∂i(−(−1)|X
B |XBΓAγ1B

)− (−1)|X
C |XCΓBγ1C

ΓAiB + (−1)|X
B |XB∂γ1

ΓAiB))∼

=(∂γr
...∂γ2

(−(−1)|X
B |(∂iX

B)ΓAγ1B
− (−1)|X

B |XB∂iΓ
A
γ1B

− (−1)|X
C |XCΓBγ1C

ΓAiB + (−1)|X
C |XC∂γ1

ΓAiC))∼

=(∂γr
...∂γ2

((−1)|X
B |XCΓBiCΓAγ1B

− (−1)|X
C |XC∂iΓ

A
γ1C

− (−1)|X
C |XCΓBγ1C

ΓAiB + (−1)|X
C |XC∂γ1

ΓAiC))∼

=(∂γr
...∂γ2

((−1)|X
C |+|B|+|C|XCΓBiCΓAγ1B

− (−1)|X
C |XC∂iΓ

A
γ1C

− (−1)|X
C |XCΓBγ1C

ΓAiB + (−1)|X
C |XC∂γ1

ΓAiC))∼

=(∂γr
...∂γ2

((−1)|X
C |XCRA

Cγ1i
))∼ = (∂γr

...∂γ2
((−1)|X

C |(|A|+|C|)RA
Cγ1i

XC))∼

=(∂γr
...∂γ2

((−1)(|A|+|B|)|XB |RA
Bγ1i

XB))∼.

Ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, (3.6) è ôàêò, ÷òî ïðåäïîëî-
æåíèÿ èíäóêöèè âëåêóò

(∂γr
...∂γ2

(−(−1)|X
B |∂iX

B))∼

= (∂γr
...∂γ2

((−1)|X
B |XCΓBiC))∼ = (∂γr

...∂γ2
((−1)|X

C |+|B|+|C|XCΓBiC))∼.

Ýòî äîêàçûâàåò (3.17).
Äîêàæåì (3.18). Ïðåæäå âñåãî, åñëè γ < γ1, òî èç îïðåäåëåíèÿXA ñëåäóåò,

÷òî
(∂γr

...∂γ1
(∂γX

A + (−1)|X
B |XBΓAγB))∼ = 0.
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Êàê âûøå, èç ïðåäïîëîæåíèé èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t, 1 ≤ t ≤ r

èìååì

(∂γr ...∂γ1((−1)|X
B |XBΓA

γB))∼ = (−1)t−1(∂γr ...∂γt+1∂γt−1 ...∂γ1∂γt((−1)|X
B |XBΓA

γB))∼

= (−1)t−1(∂γr ...∂γt+1∂γt−1 ...∂γ1((−1)(|A|+|B|)|XB |(−(−1)|B|+|C|ΓC
γtBΓA

γC + ∂γtΓ
A
γB)XB))∼. (3.19)

Äàëåå, åñëè γ = γs äëÿ íåêîòîðîãî s, 1 ≤ s ≤ r, òî ∂γr
...∂γ1

∂γX
A = 0 è

(∂γr ...∂γ1(∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓA
γB))∼

= (−1)s−1(∂γr ...∂γs+1∂γs−1 ...∂γ1((−1)(|A|+|B|)|XB |(−(−1)|B|+|C|ΓC
γsBΓA

γsC + ∂γsΓ
A
γsB)XB))∼

= (−1)s−1 1
2
(∂γr ...∂γs+1∂γs−1 ...∂γ1((−1)(|A|+|B|)|XB |RA

Bγsγs
XB))∼,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè (3.19) äëÿ t = s è (3.6).
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé γs < γ < γs+1 äëÿ íåêîòîðîãî s, 1 ≤ s ≤ r.

Â ýòîì ñëó÷àå,

(∂γr
...∂γ1

∂γX
A)∼ = (−1)s(∂γr

...∂γs+1
∂γ∂γs

...∂γ1
XA)∼

= (−1)s(∂γr
...∂γs+1

∂γ∂γs
...∂γ2

(−(−1)|X
B |XBΓAγ1B

))∼

= (∂γr
...∂γ2

∂γ((−1)|X
B |XBΓAγ1B

))∼

= (∂γr
...∂γ2

((−1)|X
B |∂γX

BΓAγ1B
+XB∂γΓ

A
γ1B

))∼

= (∂γr
...∂γ2

(−(−1)|X
B |(−1)|X

C |XCΓBγCΓAγ1B
+XB∂γΓ

A
γ1B

))∼

= (∂γr
...∂γ2

(−(−1)|C|+|B|+(|A|+|B|)|XB |ΓCγBΓAγ1C
XB

+ (−1)(|A|+|B|)|XB |∂γΓ
A
γ1B
XB))∼,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèåXA è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ñðàâíèâàÿ
ýòî ñ (3.19) äëÿ t = 1 è (3.6), ïîëó÷èì

(∂γr
...∂γ1

(∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓAγB))∼ = (∂γr
...∂γ2

((−1)(|A|+|B|)|XB |RA
Bγ1γ

XB))∼.

Ëåììà âåðíà. �

Òàê êàê ∇̃X0 = 0, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé γ â U ñ íà÷àëîì â òî÷êå
x ∈ M è êîíöîì â íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ U , ïîëó÷àåì Xy = τγXx. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

(∇̄s
Ys,...,Y1

R(Y, Z))∼X̃ = 0 (3.20)
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äëÿ âñåõ s ≥ 0 è Y, Z, Y1, ..., Yr ∈ TM(U). Ïîýòîìó,

(∇̄t−1
at,...,a2

RA
Ba1a

XB)∼ = 0 äëÿ âñåõ t ≥ 1. (3.21)

Ëåììà 3.1.2 è (3.21) äîêàçûâàþò (3.11), (3.12) è (3.16) äëÿ r = 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî (3.16) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ r < r0 è äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî
âìåñòå ñ (3.11) è (3.12) äëÿ r = r0.

Ëåììà 3.1.3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(∂ar
...∂as+1

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼

= (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s
as+1,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼

äëÿ âñåõ s, 1 ≤ s ≤ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
(∂ar

...∂as+1
((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s−1

as,...,a2
RA
Ba1a

XB))∼

= (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)|XB |(∂as+1
(∇̄s−1

as,...,a2
RA
Ba1a

)XB

+ (−1)|as+1|(|as|+···+|a1|+|a|+|A|+|B|)∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

∂as+1
XB)))∼.

Èñïîëüçóÿ (3.7) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïîëó÷èì
(∂ar

...∂as+2
((−1)(|A|+|B|)|XB |∂as+1

(∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

)XB))∼

= (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s
as+1,...,a2

RA
Ba1a

XB

+ (−1)(|A|+|B|)|XB |(−1)(|C|+|B|)(|ar|+···|a1|+|a|)ΓCas+1B
∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ca1a

XB))∼.

Áîëåå òîãî,
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(∂ar ...∂as+2((−1)(|A|+|B|)|XB |(−1)|as+1|(|as|+···+|a1|+|a|+|A|+|B|)∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a∂as+1X

B))∼

=− (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)|XB |(−1)|as+1|(|as|+···+|a1|+|a|+|A|+|B|)

× ∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

(−1)|as+1||XC |XCΓBas+1C
)∼

=− (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)(|XC |+|B|+|C|)+|as+1|(|as|+···+|a1|+|a|+|A|+|B|)+|as+1||XC |

× ∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

XCΓBas+1C
))∼

=− (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|C|)(|XB |+|C|+|B|)+|as+1|(|as|+···+|a1|+|a|+|A|+|C|)+|as+1||XB |

× ∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ca1a

XBΓCas+1B
))∼

=− (∂ar
...∂as+2

((−1)σ∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ca1a

XBΓCas+1B
))∼

=− (∂ar
...∂as+2

((−1)σ(−1)(|C|+|as+1|+|B|)(|as|+···+|a1|+|a|+|C|+|XB |)

× ΓCas+1B
∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ca1a

XB))∼,

=− (−1)(|A|+|B|)|XB |(−1)(|C|+|B|)(|ar|+···|a1|+|a|)ΓCas+1B
∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ca1a

XB))∼.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âûòåêàþùåå èç ïðåäïîëîæåíèé èíäóêöèè ðàâåíñòâî

(∂ar
...∂as+2

(∂as+1
XB))∼ = −(∂ar

...∂as+2
((−1)|as+1||XC |XCΓBas+1C

))∼

è ðàâåíñòâî (−1)|as+1||XC |XCΓBas+1C
= (−1)|as+1|(|XB |+|B|+|C|)XCΓBas+1C

.
Òàêèì îáðàçîì,

(∂ar
...∂as+1

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼

= (∂ar
...∂as+2

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s
as+1,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.1.3, (3.21) è ôàêò, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ ôóíêöèé
f ∈ OM(U), |f | = 1, èìååì f̃ = 0, ïîëó÷àåì

(∂ar
...∂as+1

((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄s−1
as,...,a2

RA
Ba1a

XB))∼

= ((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄r−1
ar,...,a2

RA
Ba1a

XB)∼ = (∇̄r−1
ar,...,a2

RA
Ba1a

XB)∼ = 0.

Äàëåå,

(∂γr
...∂γ1

(∂iX
A +XBΓAiB))∼ = (∂γr

...∂γ2
((−1)(|A|+|B|)|XB |RA

Bγ1i
XB))∼

= ((−1)(|A|+|B|)|XB |∇̄r−1
γr,...,γ2

RA
Bγ1i

XB)∼ = (∇̄r−1
γr,...,γ2

RA
Bγ1i

XB)∼ = 0.
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Àíàëîãè÷íî, (∂γr
...∂γ1

(∂γX
A + (−1)|X

B |XBΓAγB))∼ = 0.
Ôóíêöèè XA óäîâëåòâîðÿþò (3.11) è (3.12). Ñëåäîâàòåëüíî, ∇X = 0.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.2 ñëåäóåò, ÷òî X íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäè-
íàò íàä U . Ïîýòîìó, äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M èìååì
åäèíñòâåííîå ïàðàëëåëüíîå ñå÷åíèå X ∈ E(U). Ýòî îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëüíîå
ñå÷åíèå X ∈ E(M). Òåîðåìà âåðíà. �

Ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, åñëè E äîïóñêàåò ëîêàëüíûå áàçèñû
ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈M , E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) ñâÿçíîñòü ∇ � ïëîñêàÿ;
(ii) R = 0;
(iii) hol(∇)x = 0.

Ïàðàëëåëüíûå ïîäïó÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäïó÷îê F ⊂ E OM-
ïîäìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïîäïó÷êîì ðàíãà p1|q1, åñëè ëî-
êàëüíî ñóùåñòâóåò áàçèñ eA (A = 1, ..., p, p + 1..., p + q) ìîäóëÿ E(U) òàêîé,
÷òî eĀ (Ā = 1, ..., p1, p + 1, ..., p + q1) � áàçèñ ìîäóëÿ F(U). Íàïðèìåð, ëî-
êàëüíî ïðÿìîé ïîäïó÷îê êàñàòåëüíîãî ïó÷êà TM íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
íà M.

Ëîêàëüíî ïðÿìîé ïîäïó÷îê F ⊂ E íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, åñëè äëÿ
êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ M è ïðîèçâîëüíûõ Y ∈ TM(U),
X ∈ F(U) èìååì ∇YX ∈ F(U).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 1.1.2, åå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.1, åãî ìîæíî íàéòè â [169].

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê OM-ñóïåðìîäóëåé íà M, à ∇ � ñâÿçíîñòü íà E .
Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëü-
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íûìè ëîêàëüíî ïðÿìûìè ïîäïó÷êàìè F ⊂ E ðàíãà p1|q1 è âåêòîðíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè Fx ⊂ Ex ðàçìåðíîñòè p1|q1, ñîõðàíÿåìûìè àëãåáðîé ãîëî-
íîìèè hol(∇)x è ãðóïïîé Hol(∇̃)x.

3.1.5. Ñëó÷àé ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íàä ñóïåðìíîãîîáðàçèÿìè

Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m. Ðàññìîòðèì
ñâÿçíîñòü ∇ íà êàñàòåëüíîì ïó÷êå TM ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ M. Òîãäà â îïðå-
äåëåíèå 3.1.1 àëãåáðû ãîëîíîìèè hol(∇)x ìîæíî âûáðàòü ∇̄ = ∇. Ïîëîæèì
E = TM, òîãäà E = ∪y∈MTyM = TM. Â ÷àñòíîñòè, E0̄ = TM � êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòè ∇̃ è ∇̃|TM íà âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèÿõ TM è TM . Àëãåáðó ãîëîíîìèè hol(∇)x è ãðóïïó Hol(∇̃)x ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü ñ ñóïåðïîäàëãåáðîé hol(∇) ⊂ gl(n|m,R) è ïîäãðóïïîé Ëè
Hol(∇̃) ⊂ GL(n,R)×GL(m,R), ñîîòâåòñòâåííî.

Íà êîêàñàòåëüíîì ïó÷êå T ∗
M = HomOM(TM,OM) ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ M

îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçíîñòü ∇∗,

(∇∗
Xϕ)Y = Xϕ(Y )− (−1)|X||ϕ|ϕ(∇XY ),

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, X, Y ∈ TM(U) è ϕ ∈ T ∗
M(U) � îäíî-

ðîäíûå ýëåìåíòû. Òåíçîð êðèâèçíû R∗ ñâÿçíîñòè ∇∗ èìååò âèä

(R∗(Y, Z)ϕ)X = −(−1)|ϕ|(|Y |+|Z|)ϕ(R(Y, Z)X),

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, X, Y ∈ TM(U) è ϕ ∈ T ∗
M(U) � îäíî-

ðîäíûå ýëåìåíòû. Ïóñòü γ : [a, b] ⊂ R →M � êðèâàÿ, à τγ : Tγ(a)M→ Tγ(b)M

è τ ∗γ : T ∗γ(a)M→ T ∗γ(b)M � ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ñâÿçíîñòåé ∇ è ∇∗. Òîãäà,

(τ ∗γϕ)X = ϕ(τ−1
γ X),

ãäå ϕ ∈ T ∗
γ(a)M è X ∈ Tγ(b)M.

Ðàññìîòðèì ïó÷îê òåíçîðíûõ ïîëåé òèïà (r, s) íàä M,

T r,s
M = ⊗r

OMTM
⊗
OM

⊗s
OMT

∗
M.
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Îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü ∇r,s íà ýòîì ïó÷êå,

∇r,s
X (X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕs)

=
r∑
i=1

(−1)|X|(|X1|+···+|Xi−1|)X1⊗· · ·⊗Xi−1⊗∇XXi⊗Xi+1⊗· · ·⊗Xr⊗ϕ1⊗· · ·⊗ϕs

+
s∑
j=1

(−1)|X|(|X1|+···+|Xr|+|ϕ1|+···+|ϕj−1|)

×X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕj−1 ⊗∇∗
Xϕj ⊗ ϕj+1 ⊗ · · · ⊗ ϕs,

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, X,X1, ..., Xr ∈ TM(U) è
ϕ1, ..., ϕr ∈ T ∗

M(U) � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû. Äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû Rr,s ýòîé
ñâÿçíîñòè èìååì

Rr,s(Y, Z)(X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕs)

=
r∑
i=1

(−1)(|Y |+|Z|)(|X1|+···+|Xi−1|)X1 ⊗ · · · ⊗Xi−1

⊗R(Y, Z)Xi ⊗Xi+1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕs

+
s∑
j=1

(−1)(|Y |+|Z|)(|X1|+···+|Xr|+|ϕ1|+···+|ϕj−1|)X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕj−1⊗

R∗(Y, Z)ϕj ⊗ ϕj+1 ⊗ · · · ⊗ ϕs,

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, Y, Z,X1, ..., Xr ∈ TM(U) è
ϕ1, ..., ϕs ∈ T ∗

M(U). Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ τ r,sγ ñâÿçíîñòè ∇r,s âäîëü êðèâîé
γ : [a, b] ⊂ R →M èìååò âèä

τ r,sγ (X1 ⊗ · · · ⊗Xr ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕs) = (τγX1 ⊗ · · · ⊗ τγXr ⊗ τ ∗γϕ1 ⊗ · · · ⊗ τ ∗γϕs),

ãäå X1, ..., Xr ∈ Tγ(a)M è ϕ1, ..., ϕs ∈ T ∗γ(a)M.
Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(∇r,s)x ñâÿçíîñòè ∇r,s â òî÷êå

x ∈ M è ãðóïïà Hol(∇̃r,s)x ñîâïàäàþò ñ òåíçîðíûìè ïðîäîëæåíèÿìè ïðåä-
ñòàâëåíèé àëãåáðû hol(∇)x è ãðóïïû Hol(∇̃)x, ñîîòâåòñòâåííî. Èç òåîðåìû
3.1.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò
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Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü M = (M,OM) � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, x ∈ M , à
∇ � ñâÿçíîñòü íà TM. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè òåíçîðíûìè ïîëÿìè P ∈ T r,s

M (M) è òåíçîðà-
ìè Px ∈ T r,sx M, àííóëèðóåìûìè àëãåáðîé hol(∇)x è ñîõðàíÿåìûìè ãðóïïîé
Hol(∇̃)x.

Ïðèìåð 3.1.2. Â òàáëèöå 3.1.1 ïðèâåäåíû ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàëëåëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé.

Êðó÷åíèå ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T (X, Y ) = ∇XY − (−1)|X||Y |∇YX − [X, Y ], (3.22)

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è X, Y ∈ TM(U) � îäíîðîäíûé ýëå-
ìåíò. Åñëè ñâÿçíîñòü ∇ � áåç êðó÷åíèÿ, ò.å. T = 0, òî òåíçîð êðèâèçíû R

óäîâëåòâîðÿåò ñóïåðòîæäåñòâó Áüÿíêè

R(X, Y )Z + (−1)|X|(|Y |+|Z|)R(Y, Z)X + (−1)|Z|(|X|+|Y |)R(Z,X)Y = 0 (3.23)

äëÿ âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂M è îäíîðîäíûõ X, Y, Z ∈ TM(U).
Ðàñïðåäåëåíèå F ⊂ TM íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì, åñëè

[F(U),F(U)] ⊂ F(U)

äëÿ âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂ M . Òåîðåìà 3.1.2 äàåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà M è âåê-
òîðíûìè ñóïåðïðîñòðàíñòâàìè F ⊂ TxM, ñîõðàíÿåìûìè hol(∇)x è Hol(∇̃)x.
Èç (3.22) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ∇ � ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, òî êàæäîå ïàðàë-
ëåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M � èíâîëþòèâíî.

Ðèìàíîâûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì (M, g) íàçûâàåòñÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèå
M ðàçìåðíîñòè n|m, m = 2k, ñíàáæåííîå ÷åòíîé íåâûðîæäåííûé ñóïåð-
ñèììåòðè÷åñêîé ìåòðèêîé g. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå gx ìåòðèêè g â êàæäîé
òî÷êå x ∈M óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

gx|(TxM)0̄×(TxM)1̄ = 0,
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Òàáëèöà 3.1.1. Ïðèìåðû ïàðàëëåëüíûõ ñòðóêòóð è ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîíîìèè

ïàðàëëåëüíàÿ hol(∇) Hol(∇̃) îãðà-íèå

ñòðóêòóðà íà M ñîä-ñÿ â ñîäåðæèòñÿ â

ðèìàíîâà ñóïåðìåòðèêà osp(p, q|2k) O(p, q)× Sp(2k,R) n = p+ q,

m = 2k

÷åòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ospsk(2k|p, q) Sp(2k,R)×O(p, q) n = 2k,

ñóïåðêîñîñèììåòðè÷åñêàÿ m = p+ q

ìåòðèêà

íå÷åòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ pe(n,R)
{(

A 0
0 (At)−1

)∣∣A ∈ GL(n,R)
}

m = n

ñóïåðñèììåòðè÷åñêàÿ

ìåòðèêà

íå÷åòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ pesk(n,R)
{(

A 0
0 (At)−1

)∣∣A ∈ GL(n,R)
}

m = n

ñóïåðêîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ìåòðèêà

êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà gl(k|l,C) GL(k,C)×GL(l,C) n = 2k,

l = 2m

íå÷åòíàÿ êîìïëåêñíàÿ q(n,R)
{(

A 0
0 A

)∣∣A ∈ GL(n,R)
}

m = n

ñòðóêòóðà

gx|(TxM)0̄×(TxM)0̄ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé, à
gx|(TxM)1̄×(TxM)1̄ � íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé. Ìåòðèêà g
îïðåäåëÿåò ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó g̃ íà ìíîãîîáðàçèè M . Ìåòðèêà g̃ íå
îáÿçàíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M, g) äîïóñ-
êàåò åäèíñòâåííóþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ ∇ òàêóþ, ÷òî ∇g = 0.
Ýòà ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà. Ïóñòü hol(M, g) �
àëãåáðà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè ∇. Èìååì hol(M, g) ⊂ osp(p0, q0|2k) è
Hol(∇̃) ⊂ O(p0, q0)×Sp(2k,R), ãäå (p0, q0) � ñèãíàòóðà ïñåâäîðèìàíîâîé ìåò-
ðèêè g̃.

3.1.6. Ñóïåðàëãåáðû Áåðæå

Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâî, à g ⊂ gl(V ) � ñóïåðïîäàëãåáðà. Ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðàè÷å-
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ñêèõ òåíçîðîâ êðèâèçíû òèïà g íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî
R(g) = R(g)0̄ ⊕R(g)1̄,

R(g) =

R ∈ ∧2V ∗ ⊗ g

∣∣∣∣∣∣ R(X, Y )Z + (−1)|X|(|Y |+|Z|)R(Y, Z)X

+(−1)|Z|(|X|+|Y |)R(Z,X)Y = 0, X, Y, Z ∈ V

 .

ßñíî, ÷òî R(g) ÿâëÿåòñÿ g-ñóïåðìîäóëåì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ A ·R = RA,

RA(X, Y ) = [A,R(X, Y )]

− (−1)|A||R|R(AX, Y )− (−1)|A|(|R|+|X|)R(X,AY ), (3.24)

ãäå A ∈ g, R ∈ R(g), à X, Y ∈ V � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû. Åñëè M � ñóïåð-
ìíîãîîáðàçèå, à ∇ � ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ íà TM, òî, ïðèìåíÿÿ
êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ê (3.23), ïîëó÷èì

(∇r
Yr,...,Y1

R)x ∈ R(hol(∇)x)

äëÿ âñåõ r ≥ 0 è Y1, ..., Yr ∈ TxM . Áîëåå òîãî,

|(∇r
Yr,...,Y1

R)x| = |Y1|+ · · ·+ |Yr|

äëÿ îäíîðîäíûõ Y1, ..., Yr.
Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî

L(R(g)) = span{R(X,Y )|R ∈ R(g), X, Y ∈ V } ⊂ g.

Èç (3.24) ñëåäóåò, ÷òî L(R(g)) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â g. Íàçîâåì ñóïåðïîä-
àëãåáðó g ⊂ gl(V ) ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå åñëè L(R(g)) = g.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3. Ïóñòü M � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m ñ
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ. Òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè ∇ ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 è (3.23). �

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî

R∇(g) =

S ∈ V ∗ ⊗R(g)

∣∣∣∣∣∣ SX(Y, Z) + (−1)|X|(|Y |+|Z|)SY (Z,X)

+(−1)|Z|(|X|+|Y |)SZ(X, Y ) = 0, X, Y, Z ∈ V

 .
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Åñëè M � ñóïåðìíîãîîáðàçèå, à ∇ � ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ íà
TM, òî

(∇r
Yr,...,Y2,·R)x ∈ R∇(hol(∇)x)

äëÿ âñåõ r ≥ 1 è Y2, ..., Yr ∈ TxM . Áîëåå òîãî,

|(∇r
Yr,...,Y2,·R)x| = |Y2|+ · · ·+ |Yr|

äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ Y2, ..., Yr.
Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ñóïåðàëãåáð Áåðæå äàíû â [169].
Çàìåòèì, ÷òî osp(0|2m) ' sp(2m,R). Ïîýòîìó ñóïåðïîäàëãåáðû

g ⊂ osp(0|2m) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ïîäàëãåáðàìè àëãåáðû Ëè sp(2m,R).
Ïðîñòðàíñòâî R(g) áóäåì îáîçíà÷àòü R̄(g). Ïîäàëãåáðû g ⊂ sp(2m,R), ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñóïåðïîäàëãåáðàì Áåðæå g ⊂ osp(0|2m), áóäåì íàçûâàòü êîñû-
ìè àëãåáðàìè Áåðæå.

3.1.7. Ãðóïïû ãîëîíîìèè ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèõ ñóïåðïðî-

ñòðàíñòâ

ÏóñòüM � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n|m ñî ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ
∇. Ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M,∇) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè
èìååì ∇R = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå (M, ∇̃|TM) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì. Ïóñòü x ∈M . Òåîðåìà 3.1.3 ïîêàçûâàåò,
÷òî hol(∇)x àííóëèðóåò çíà÷åíèÿ Rx ∈ R(hol(∇)x), à Hol(∇̃)x ñîõðàíÿåò Rx.
Ñëåäîâàòåëüíî,

hol(∇)x = span{Rx(X, Y )|X, Y ∈ TxM}.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî, à g ⊂ gl(V ) � ñóïåðïîäàëãåáðà,
àííóëèðóþùàÿ íåêîòîðûé R ∈ R(g). Ðàññìîòðèì ñóïåðàëãåáðó Ëè h = g+V

ñ ñóïåðñêîáêàìè Ëè

[x, y] = −R(x, y), [A, x] = Ax, [A,B] = A ◦B − (−1)|A||B|B ◦ A,
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ãäå x, y ∈ V è A,B ∈ g. Ðàçëîæåíèå h = g + V íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì
ðàçëîæåíèåì ñóïåðàëãåáðû Ëè h [56]. Äëÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè h âñå òàêèå
ðàçëîæåíèÿ îïèñàíû â [141]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè âñå íåïðèâî-
äèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.

Ñóïåðàëãåáðà Áåðæå g íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè R∇(g) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.4. Ïóñòü M � ñóïåðìíîãîîáðàçèå ñ ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ áåç êðó÷åíèÿ ∇. Åñëè hol(∇) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ñóïåðàëãåáðà Áåðæå,
òî ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M,∇) � ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∇R = 0. Òàê êàê
R∇(hol(∇)y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ M , òî (∇r

Yr,...,Y1
R)∼ = 0 äëÿ âñåõ r ≥ 0 è

âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y1, ..., Yr íàM. Èñïîëüçóÿ ýòî, (3.7) è äâîéíóþ èíäóê-
öèþ ïî r è s, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî (∂ar

· · · ∂as+1
∇s+1
as,...,a1,f

Rd
cab)

∼ = 0 äëÿ âñåõ r è
s òàêèõ, ÷òî r ≥ s ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, (∂γr

· · · ∂γ1
∇fR

d
cab)

∼ = 0 äëÿ âñåõ r ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, ∇R = 0. �

Ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðïðîñòðàíñòâà èçó÷àëèñü â [141, 108, 74]. Îäèí êëàññ
íå÷åòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ áûë ðàññìîòðåí â [56].

3.2. Ñëó÷àé íå÷åòíûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé

Çäåñü ìû ïðèâåäåì êëàññèôèêàöèþ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè íå÷åòíûõ ðèìàíî-

âûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé èç [158, 168] è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â

äàëüíåéøåì.

3.2.1. Êîñûå ïðîäîëæåíèÿ àëãåáð Ëè

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîçæå. Îíè òàêæå èìåþò
íåçàâèñèìûé èíòåðåñ [10, 124].

Íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,F) (F = R èëè C) ñ íåòðèâèàëüíûìè
ïðîäîëæåíèÿìè

g(1) = {ϕ ∈ (Fn)∗ ⊗ g|ϕ(x)y = ϕ(y)x äëÿ âñåõ x, y ∈ Fn}
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� õîðîøî èçâåñòíû [44]. Çäåñü ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåá-
ðû g ⊂ gl(n,F) ñ íåòðèâèàëüíûìè êîñûìè ïðîäîëæåíèÿìè

g[1] = {ϕ ∈ (Fn)∗ ⊗ g|ϕ(x)y = −ϕ(y)x äëÿ âñåõ x, y ∈ Fn}.

Íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ so(n,R) ñ íåíóëåâûìè êîñûìè ïðîäîë-
æåíèÿìè êëàññèôèöèðîâàíû â [124]. Ýòè ïîäàëãåáðû èñ÷åðïûâàþòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé àëãåáðîé Ëè so(n) è ïðèñîåäèíåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êîìïàêò-
íûõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.

Íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,C) ñ g[1] 6= 0 êëàññèôèöèðîâàíû
â [168]. Ìû ïðèâîäèì ñïèñîê ýòèõ àëãåáð â òàáëèöå 3.2.1. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî g[1] ñîâïàäàåò ñ Π(g ⊂ gl(0|n,C))(1) è èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ïîëíîå ïðîäîëæåíèå Êàðòàíà

g∗ = R0|n ⊕ g⊕ (g ⊂ gl(0|n,C))(1) ⊕ (g ⊂ gl(0|n,C))(2) ⊕ · · ·

ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé òðàíçèòèâíîé ñóïåðàëãåáðîé Ëè ñ ñîãëàñîâàííîé Z-
ãðàäóèðîâêîé è g1 6= 0. Òàêèå Z-ãðàäóèðîâàííûå ñóïåðàëãåáðû Ëè êëàññèôè-
öèðîâàíû â [98]. Âòîðîå ïðîäîëæåíèå g[2] îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Êëàññèôèöèðóåì òåïåðü íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,R) ñ g[1] 6= 0.
Ïóñòü g ⊂ gl(n,R) � òàêàÿ ïîäàëãåáðà. Åñëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå � âåùå-
ñòâåííîãî òèïà, ò.å. Rn íå äîïóñêàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, êîììóòèðóþ-
ùóþ ñ ýëåìåíòàìè g, òî g ⊗ C ⊂ gl(n,C) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà, è
(g ⊗ C)[1] = g[1] ⊗ C 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå
g ⊂ gl(n,R) îòëè÷íî îò ïðèñîåäèíåííîãî è îò ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû Ëè so(n,R), òî (g ⊗ C)(1) 6= 0 èëè (g ⊗ C ⊕ C)(1) 6= 0 (â ÷àñòíî-
ñòè, g(1) 6= 0). Ñëåäîâàòåëüíî íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû âåùåñòâåííîãî òèïà
g ⊂ gl(n,R) ñ g[1] 6= 0 èñ÷åðïûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïîäàëãåáðàìè âåùå-
ñòâåííîãî òèïà g ⊂ gl(n,R) (ñ òî÷íîñòüþ äî öåíòðà àëãåáðû Ëè g) ñ g(1) 6= 0,
ïðèñîåäèíåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âåùåñòâåííûõ ôîðì êîìïëåêñíûõ ïðî-
ñòûõ àëãåáð Ëè è ïîäàëãåáðàìè so(p, n − p) ⊂ gl(n,R). Ýòîò ðåçóëüòàò ïðè-
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âåäåí â òàáëèöå 3.2.2, ãäå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èç [44]:

Hn(C) = {A ∈Matn(C)|A∗ = A}, Sn(H) = {A ∈Matn(H)|A∗ = −A},

An(H) = {A ∈Matn(H)|A∗ = A}.

Ïåðâîå è âòîðîå êîñûå ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ
(g⊗ C)[k] = g[k] ⊗ C.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ gl(n,R) � êîìïëåêñíîãî òèïà, ò.å.
E = Rn äîïóñêàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó J , êîììóòèðóþùóþ ñ ýëåìåíòàìè
èç g. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñèôèêàöèÿ E ⊗ C äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

E ⊗ C = V ⊕ V̄ ,

ãäå V è V̄ � ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà ïðîäîëæåíèÿ J íà E ⊗ C, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì i è −i. Àëãåáðà Ëè g ⊗ C ñîõðàíÿåò ýòî
ðàçëîæåíèå. Ðàññìîòðèì èäåàë

g1 = g ∩ Jg ⊂ g.

Òàê êàê g � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðà Ëè, òî ñóùåñòâóåò èäåàë g2 ⊂ g òàêîé, ÷òî

g = g1 ⊕ g2.

Àëãåáðà Ëè g1 ⊗ C äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

g1 ⊗ C = g′1 ⊕ g′′1

â ïðÿìóþ ñóììó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîäîëæåíèÿ J íà g1 ⊗ C, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì i è −i. ßñíî, ÷òî g′1 àííóëèðóåò V ,
g′′1 àííóëèðóåò V̄ , à g2 ⊗ C äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî â V ⊕ V̄ . Ïîýòîìó,

(g⊗ C)[1] = (g′1 ⊂ gl(V̄ ))[1] ⊕ (g′′1 ⊂ gl(V ))[1].

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå g′1 ⊕ (g2 ⊗ C) â V̄ � íåïðèâîäèìî. Åñëè
dim g2 ≥ 2, òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêî-
òîðûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Ëè g′1 è g2 ⊗ C. Â ýòîì ñëó-
÷àå, (g′1 ⊂ gl(V̄ ))[1] = 0 è (g′′1 ⊂ gl(V ))[1] = 0. Ïîýòîìó, dim g2 ≤ 1, è

184



Òàáëèöà 3.2.1. Êîìïëåêñíûå íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(V ) ñ g[1] 6= 0.
g V g[1] g[2]

sl(n,C) Cn, n ≥ 3 (Cn ⊗ Λ2(Cn)∗)0 (Cn ⊗ Λ3(Cn)∗)0

gl(n,C) Cn, n ≥ 2 Cn ⊗ Λ2(Cn)∗ Cn ⊗ Λ3(Cn)∗

sl(n,C) �2Cn, n ≥ 3 Λ2(Cn)∗ 0

gl(n,C) �2Cn, n ≥ 3 Λ2(Cn)∗ 0

sl(n,C) Λ2Cn, n ≥ 5 �2(Cn)∗ 0

gl(n,C) Λ2Cn, n ≥ 5 �2(Cn)∗ 0

sl(n,C)⊕ sl(m,C)⊕ C Cn ⊗ Cm, n,m ≥ 2 V ∗ 0

n 6= m

sl(n,C)⊕ sl(n,C) Cn ⊗ Cn, n ≥ 3 V ∗ 0

sl(n,C)⊕ sl(n,C)⊕ C Cn ⊗ Cn, n ≥ 3 V ∗ 0

so(n,C) Cn, n ≥ 4 Λ3V ∗ Λ4V ∗

so(n,C)⊕ C Cn, n ≥ 4 Λ3V ∗ Λ4V ∗

sp(2n,C)⊕ C C2n n ≥ 2 V ∗ 0

g � ïðîñòàÿ g C id 0

g⊕ C, g � ïðîñòàÿ g C id 0

g1 ⊂ gl(n2 ,C) ⊂ gl(n,R) � êîìïëåêñíàÿ ïîäàëãåáðà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê
âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,R) ñ g[1] 6= 0 èñ÷åð-
ïûâàþòñÿ ïîäàëãåáðàìè èç òàáëèöû 3.2.1, ïîäàëãåáðàìè èç òàáëèöû 3.2.2, è
ïîäàëãåáðàìè âèäà g1⊕z ⊂ gl(n,R), ãäå z ⊂ C � öåíòð âåùåñòâåííîé ðàçìåð-
íîñòè 1 èëè 2, à g1 � ïîäàëãåáðà èç òàáëèöû 3.2.1 ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì.

3.2.2. Íå÷åòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðïðîñòðàíñòâà è ïðîñòûå ñó-

ïåðàëãåáðû Ëè

Ïóñòü (M = R0|k,∇) � íå÷åòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ñóïåðìíîãîîáðàçèå ñ àëãåá-
ðîé ãîëîíîìèè g ⊂ gl(0|k,R) ' gl(k,R). Îïðåäåëèì ñóïåðàëãåáðó Ëè

k = g⊕ ΠRk,
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Òàáëèöà 3.2.2. Íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,R) âåùåñòâåííîãî òèïà ñ g[1] 6= 0 (z

îáîçíà÷àåò 0 èëè R).
g V

sl(n,R) Rn, n ≥ 3

gl(n,R) Rn, n ≥ 2

sl(n,R)⊕ z �2Rn, n ≥ 3

sl(n,H)⊕ z Sn(H), n ≥ 2

sl(n,R)⊕ z Λ2Rn, n ≥ 5

sl(n,H)⊕ z An(H), n ≥ 3

sl(n,R)⊕ sl(m,R)⊕ R Rn ⊗ Rm, n > m ≥ 2

sl(n,R)⊕ sl(n,R)⊕ z Rn ⊗ Rn, n ≥ 3

sl(n,H)⊕ sl(m,H)⊕ R Hn ⊗Hm, n > m ≥ 1

sl(n,H)⊕ sl(n,H)⊕ z Hn ⊗Hn, n ≥ 2

sl(n,C)⊕ R Hn(C), n ≥ 3

so(p, q)⊕ z Rp+q, p+ q ≥ 4

sp(2n,R)⊕ R R2n, n ≥ 2

g⊕ z, g � âåùåñòâåííàÿ ôîðìà g

ïðîñòîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè

ïîëàãàÿ

[ΠX,ΠY ] = R(X, Y ), [A,ΠX] = Π(AX), [A,B] = [A,B]g,

ãäå A,B ∈ g è X, Y ∈ Rk. Îáðàòíî, ïóñòü k � ñóïåðàëãåáðà Ëè ñ ÷åòíîé ÷à-
ñòüþ g è íå÷åòíîé ÷àñòüþ ΠRk. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ àëãåáðîé
Ëè g, à K � îäíîñâÿçíàÿ ñóïåðãðóïïà Ëè ñ ñóïåðàëãåáðîé Ëè k. Ñóïåðãðóïïó
Ëè K ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïàðîé Õàðèøà-×àíäðà (G, k) [74]. Ñóïåðïðî-
ñòðàíñòâî M = K/G ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì è äîïóñêàåò
åäèíñòâåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü [108].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñâÿçíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè íå÷åòíûìè ñóïåðïðîñòðàíñòâàìè (M,∇) è ñó-
ïåðàëãåáðàìè Ëè k = g ⊕ ΠRk. Áîëåå òîãî, ΠRk ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì êM, à g ⊂ gl(k,R) � àëãåáðà ãîëîíîìèè. Ìíîãîîáðàçèå (M,∇)

ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ⊂ sp(k,R).
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Ïóñòü g � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðà Ëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ⊂ gl(k,R) �
ëèáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà, ëèáî ñóùåñòâóåò g-èíâàðèàíòíîå ðàçëîæåíèå

ΠRk = k−1 ⊕ k1

òàêîå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ g íà k−1 è k1 � òî÷íûå è íåïðèâîäèìûå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò R ∈ R̄(g) òàêîé, ÷òî g àííóëèðóåò R è èìååì
R(Rk,Rk) = g, òîãäà ñóïåðàëãåáðà Ëè k = g ⊕ ΠRk, îïðåäåëåííàÿ âûøå,
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 1.2.7 è 1.2.8 è [98].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè êëàññèôèêàöèþ ñëàáî íåïðèâîäèìûõ ðåäóêòèâ-
íûõ ïîäàëãåáð g ⊂ gl(k,R), äîïóñêàþùèõ ýëåìåíòû R ∈ R̄(g) òàêèå, ÷òî g

àííóëèðóåò R è âåðíî R(Rk,Rk) = g, ê êëàññèôèêàöèè âåùåñòâåííûõ ïðî-
ñòûõ ñóïåðàëãåáð Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé
g ⊂ sp(k,R). Åñëè g ⊂ gl(k,R) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, òî g ⊂ sp(k,R)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k−1 ' k∗1.
Ïðèâåäåì ñïèñêè ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè

êëàññè÷åñêîãî òèïà [68, 98, 127]. Ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ñóïåðàëãåáðû Ëè
êëàññè÷åñêîãî òèïà èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðîñòûìè êîìïëåêñíûìè ñóïåðàëãåáðàìè
Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê âåùåñòâåííûå ñóïåðàëãåáðû
Ëè, è èõ âåùåñòâåííûìè ôîðìàìè.

Òàáëèöà 3.2.3. Ïðîñòûå êîìïëåêñíûå ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà I.
g g0̄ g1̄ îãðàíè÷åíèÿ

osp(n|2m,C) so(n,C)⊕ sp(2m,C) Cn ⊗ C2m n 6= 2

osp(4|2, α,C) sl(2,C)⊕ sl(2,C)⊕ sl(2,C) C2 ⊗ C2 ⊗ C2 α ∈ C\{0,−1}

F (4) so(7,C)⊕ sl(2,C) C8 ⊗ C2

G(3) G2 ⊕ sl(2,C) C7 ⊗ C2

pq(n,C) sl(n,C) sl(n,C) n ≥ 3

3.2.3. Íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå êîñûå àëãåáðû Áåðæå

Â [168] ìû êëàññèôèöèðîâàëè êîñûå àëãåáðû Áåðæå g ⊂ gl(V ), çäåñü ìû îãðà-
íè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðèâåäåì êëàññèôèêàöèþ êîñûõ àëãåáð Áåðæå g ⊂ sp(V ),
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Òàáëèöà 3.2.4. Ïðîñòûå êîìïëåêñíûå ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà II.
g g0̄ g1 g−1 îãðàíè÷åíèÿ

sl(n|m,C) sl(n,C)⊕ sl(m,C)⊕ C Cn ⊗ Cm∗ Cn∗ ⊗ Cm n 6= m

psl(n|n,C) sl(n,C)⊕ sl(n,C) Cn ⊗ Cn∗ Cn∗ ⊗ Cn

osp(2|2m,C) so(2,C)⊕ sp(2m,C) C2m C2m

pe(n,C) sl(n,C) �2sl(n,C) Λ2sl(n,C)∗ n ≥ 3

ýòîãî íàì áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå êîñûå àëãåáðû Áåðæå g ⊂ sp(V )

èñ÷åðïûâàþòñÿ àëãåáðàìè òàáëèöû 3.2.7. Ïîñëåäíèå 3 àëãåáðû � ñèììåò-
ðè÷åñêèå êîñûå àëãåáðû Áåðæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî è g ⊂ sp(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîëóïðîñòàÿ ïîäàëãåáðà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû âî ìíîãîì èñïîëüçóåì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî
ðåçóëüòàòà èç [137]. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ íå çàâèñèò
îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû òåíçîðû êðèâèçíû êàê îòîáðàæåíèÿ ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ Λ2V èëè èç �2V . Íåêîòîðûå ñëó÷àè ïîòðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ
ðàññìîòðåíèé.

Çàôèêñèðóåì ïîäàëãåáðó Êàðòàíà â g. Ïóñòü ∆ � ìíîæåñòâî êîðíåé àë-
ãåáðû Ëè g, à Φ � ìíîæåñòâî âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ g ⊂ gl(V ). Ïîëîæèì
∆0 = ∆ ∪ {0}. Äëÿ êàæäîãî α ∈ ∆ çàôèêñèðóåì íåíóëåâîé âåêòîð Aα â
êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå gα. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Φα = {âåñà AαV } = (α+ Φ) ∩ Φ.

Òðîéêà (λ0, λ1, α), ãäå λ0, λ1 ∈ Φ è α ∈ ∆ íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé òðîéêîé,
åñëè

Φα ⊂ {λ0 + β, λ1 + β|β ∈ ∆0}.

Ïîðîæäàþùàÿ òðîéêà íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, åñëè λ0 è λ1 ÿâëÿþòñÿ ýêñ-
òðåìàëüíûìè âåñàìè. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî
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Òàáëèöà 3.2.5. Ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà I.
g⊗ C g g0̄ g1̄

osp(n|2m,C) osp(r, n− r|2m,R) so(r, n− r)⊕ sp(2m,R) Rr,n−r ⊗ R2m

osp(2n|2m,C) hosp(r,m− r|n) so(n,H)⊕ sp(r,m− r) Hn ⊗H Hr,m−r

osp(1|2m,C) osp(1|2m,R) sp(2m,R) R2m

osp(4|2, α,C) sl(2,R)⊕ sl(2,R)⊕ sl(2,R) R2 ⊗ R2 ⊗ R2

su(2)⊕ su(2)⊕ sl(2,R) R4 ⊗ R2

sl(2,C)⊕ sl(2,R) R1,3 ⊗ R2

F (4) sl(2,R)⊕ so(7) R2 ⊗∆7

sl(2,R)⊕ so(3, 4) R2 ⊗∆3,4

su(2)⊕ so(2, 5) C2 ⊗∆2,5

su(2)⊕ so(1, 6) C2 ⊗∆1,6

G(3) sl(2,R)⊕G2 R2 ⊗ R7

sl(2,R)⊕G∗
2(2) R2 ⊗ R3,4

pq(n,C) pq(n,R) sl(n,R) sl(n,R)

su(p, n− p) su(p, n− p)

pq(n,H) sl(n
2
,H) sl(n

2
,H)

sl(n|m,C) su(s, n− s|r,m− r) su(s, n− s)⊕ su(r,m− r)⊕ Ri Cs,n−s ⊗ Cr,m−r

psl(n|n,C) psu(s, n− s|r, n− r) su(s, n− s)⊕ su(r, n− r) Cs,n−s ⊗ Cr,n−r

sl(n,C) Cn ⊗ Cn

osp(2|2m,C) hosp(r,m− r|1) Ri⊕ sp(r,m− r) Hr,m−r

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.12 èç [137], ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [168].

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü g ⊂ gl(V ) � íåïðèâîäèìàÿ êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå,
òîãäà ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ òðîéêà (λ0, λ1, α).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè. Ïðèâåäåì
ïðåäëîæåíèå 3.18 èç [137].

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Ïóñòü g ⊂ gl(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïðîñòàÿ ïîä-
àëãåáðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ ïîðîæäàþùàÿ
òðîéêà (λ0, λ1, α). Òîãäà ëèáî Φ ⊂ ∆0, ëèáî ïðåäñòàâëåíèå g íà V ñîïðÿ-
æåíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:
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(i) •k •0 • · · · •0 0 •0 k = 1, 2 (ii) •0 •1 • · · · •0 0 •0

(iii) •1 •0 • · · · •0 0
>•0 (iv) •1 •0 • · · · •0 0

<•0

(v) •1 •0 • · · · •0 0 •0��
•0

@
@•0

(vi) •k k ≤ 3

(vii) •1 •1 •0 (viii) •0 •0 • · · · •1 0 •0 n = 5, 6

(ix) •0 •0 •0 •1 •0 •0 •0 (x) •1>•1

(xi) •0 •0<•1 (xii) •0 •0 •1<•0

(xiii) •0 •0 •0<•1

(xiv) •0 •0 • · · · •0 0
>•1 n ≤ 7 (xv) •0 •0 • · · · •0 0 •0��

•1

@@•0
5 ≤ n ≤ 8

(xvi) •1 •0 •0 •0 •0

• 0
(xvii) •0 •0 •0 •0 •0

• 0
•1

Åñëè Φ ⊂ ∆0, òî ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ gl(V ) � îäíî èç ñëåäóþùèõ:
(xviii) sp(2n,C) äåéñòâóþùàÿ íà (Λ2C2n)0 = Λ2C2n/CΩ, ãäå Ω � ñèìïëåê-

òè÷åñêàÿ ôîðìà íà C2n;
(xix) f4 äåéñòâóþùàÿ íà V f4

π1
= C26;

(xx) g2 ⊂ gl(7,C);
(xxi) ïðèñîåäèíåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé g ⊂ sp(V ), òî íàì èíòåðåñíû òîëüêî

ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: (iv), (vi) ïðè k = 1, 3, (viii) ïðè n = 6, (x), (xi),
(xii), (xiv) ïðè n = 1, 2, 5, 6, (xv) ïðè n = 6, 8, (xvii).

Ïðåäñòàâëåíèÿ (x), (xii) è (xv) äëÿ n = 8 ìîæíî ðàññìîòðåòü òàê æå, êàê
â [137] (ãäå äëÿ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé äîêàçàíî, ÷òî dimR(g) ≤ 1; àíàëîãè÷íî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî dim R̄(g) ≤ 1, íî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íå ñîäåðæàòñÿ â

Òàáëèöà 3.2.6. Ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ñóïåðàëãåáðû Ëè òèïà II.
g⊗ C g g0̄ g1̄

sl(n|m,C) sl(n|m,R) sl(n,R)⊕ sl(m,R)⊕ R Rn ⊗ Rm∗ ⊕ Rn∗ ⊗ Rm

sl(n
2
|m

2
,H) sl(n

2
,H)⊕ sl(m

2
,H)⊕ R Hn

2 ⊗H Hm
2
∗ ⊕Hn

2
∗ ⊗H Hm

2

osp(2|2m,C) osp(2|2m,R) R⊕ sp(2m,R) R2m ⊕ R2m∗

pe(n,C) pe(n,R) sl(n,R) �2sl(n,R)⊕ Λ2sl(n,R)∗

pe(n
2
,R) sl(n

2
,H) �2sl(n

2
,H)⊕ Λ2sl(n

2
,H)∗
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òàáëèöå 3.2.3, ïîýòîìó dim R̄(g) = 0).

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ.
(vi) (sl(2,C) ⊂ gl(�kC2), k = 1, 3). Âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïà-

êåòà Mathematica ïîêàçûâàþò, ÷òî dim R̄(g) = 0 äëÿ k = 3. Ñëó÷àé k = 1

îïðåäåëÿåò ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå sl(2,C).

Ïðîñòðàíñòâî R̄(g) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ðàâåíñòâà

R̄(g) = ker(∂ : �2V ∗ ⊗ g → �3V ∗ ⊗ V ),

ãäå ∂ � ñèììåòðèçàöèÿ; îòîáðàæåíèå ∂ ÿâëÿåòñÿ g-ýêâèâàðèàíòíûì. Ðàçëî-
æèì g-ìîäóëè �2V ∗⊗ g è �3V ∗⊗V â ñóììó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Åñëè
êðàòíîñòü êîìïîíåíòû VΛ â ïðåäñòàâëåíèè �2V ∗ ⊗ g áîëüøå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êðàòíîñòè â ïðåäñòàâëåíèè �3V ∗ ⊗ V , òî ïðîñòðàíñòâî R̄(g) ñîäåðæèò
g-ìîäóëü, èçîìîðôíûé VΛ. Â ÷àñòíîñòè, R̄(g) 6= 0, à ïîñêîëüêó àëãåáðà Ëè g

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî g ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Ïðèìåíèì ýòó èäåþ
ê ñëåäóþùèì äâóì ñëó÷àÿì.

(xv) n = 6 (ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g = so(12,C) íà
V = ∆+

12). Èñïîëüçóÿ ïàêåò LiE, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �2V ∗ ⊗ g ñîäåðæèò
ïîäìîäóëü èçîìîðôíûé V2π1

, à�3V ∗⊗V íå ñîäåðæèò ïîäìîäóëü èçîìîðôíûé
V2π1

. Ïîýòîìó, spin(12,C) ⊂ gl(∆+
12) ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå.

(xi) (sp(6,C) ⊂ gl(Λ3C6).) Â ýòîì ñëó÷àå �2V ∗ ⊗ g ñîäåðæèò ïîäìîäóëü

Òàáëèöà 3.2.7. Íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå êîñûå àëãåáðû Áåðæå g ⊂ sp(2m,C) = sp(V ).
g V îãðàíè÷åíèå

sp(2m,C) C2m n ≥ 1

sl(2,C)⊕ so(m,C) C2 ⊗ Cm m ≥ 3

spin(12,C) ∆+
12 = C32

sl(6,C) Λ3C6 = C20

sp(6,C) Vπ3 = C14

so(n,C)⊕ sp(2q,C) Cn ⊗ C2q n ≥ 3, q ≥ 2

GC
2 ⊕ sl(2,C) C7 ⊗ C2

so(7,C)⊕ sl(2,C) C8 ⊗ C2
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èçîìîðôíûé Vπ3
, à �3V ∗ ⊗ V íå ñîäåðæèò ïîäìîäóëü èçîìîðôíûé Vπ3

. Ïî-
ýòîìó, sp(6,C) ⊂ gl(14,C) ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå.

(xiv) (ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g = so(2n + 1,C) íà
V = ∆2n+1, n = 5, 6). Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Mathematica ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
R̄(spin(11,C)) = 0. Â [168] ìû ïîêàçàëè, ÷òî R̄(spin(14,C)) = 0. Òàê êàê
spin(13,C) ⊂ spin(14,C), òî R̄(spin(13,C)) = 0. Åñëè n = 2, òî èìååì ñòàí-
äàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sp(4,C); n = 1 äàåò ñòàíäàðòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå sl(2,C).

(xvii) e7 ⊂ gl(56,C). Âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàíèåì ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èç
[9]. Àëãåáðà Ëè e7 äîïóñêàåò ñòðóêòóðó Z2-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè,

e7 = sl(8,C)⊕ Λ4C8.

Ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ C56 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó

C56 = Λ2C8 ⊕ Λ2(C8)∗.

Ýëåìåíòû sl(8,C) ñîõðàíÿþò ýòî ïðåäñòàâëåíèå è äåéñòâóþò åñòåñòâåííî íà
êàæäîé êîìïîíåíòå, à ýëåìåíòû Λ4C8 ìåíÿþò êîìïîíåíòû ìåñòàìè. Òàê êàê
e7 ⊂ sp(56,C), òî êàæäûé ýëåìåíò R ∈ R̄(e7) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòîá-
ðàæåíèåì

R : �2C56 → e7 ⊂ �2C56

è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèå ê e7 ⊂ �2C56. Òàêèì
îáðàçîì, R ∈ �2e7. Êàê e7-ìîäóëü �2e7 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�2e7 = V e7
2π1
⊕ V e7

π6
⊕ C.

Èìååì dimV e7
2π1

= 7371 è dimV e7
π6

= 1539. Êàê sl(8,C)-ìîäóëü
�2e7 = �2(sl(8,C)⊕ Λ4C8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�2e7 = �2sl(8,C)⊕�2Λ4C8 ⊕W,

ãäå W ⊂ �2e7 ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ïåðåñòàâëÿþùèõ
sl(8,C) è Λ4C8. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ðàçëîæåíèè ïðîñòðàí-
ñòâà �2e7 â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ sl(8,C)-ìîäóëåé èìååòñÿ òîëüêî

192



îäíî ñëàãàåìîå ðàçìåðíîñòè áîëüøå 1 è êðàòíîñòè 2: �2(sl(8,C)) è �2Λ4 ñî-
äåðæàò ïîäìîäóëü èçîìîðôíûé V sl(8,C)

π2+π6
. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé R ∈ R̄(e7)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ èç R̄(e7), ñîäåðæàùèõñÿ â
(�2sl(8,C))/V

sl(8,C)
π2+π6

, (�2Λ4C8)/V
sl(8,C)
π2+π6

, W è 2V
sl(8,C)
π2+π6

⊂ �2sl(8,C) ⊕ �2Λ4C8.
Èìååì

�2C56 = �2(Λ2C8)⊕ (Λ2C8 ⊗ Λ2(C8)∗)⊕�2(Λ2C8)

= (Λ2C8 ⊕ Λ4C8)⊕ (V
sl(8,C)
π2+π6

⊕ sl(8,C)⊕ C)⊕ (Λ2(C8)∗ ⊕ Λ4C8)

êàê sl(8,C)-ìîäóëü. Ýòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåò âêëþ÷åíèå e7 ⊂ �2C56

è ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R ∈ R̄(e7) ∩ W .
Ïóñòü x, y ∈ �2(Λ2C8). Ïî îïðåäåëåíèþ W , èìååì R(x, y) ∈ sl(8,C).
Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî Áüÿíêè ê x, y, z ∈ �2(Λ2C8), ïîëó÷èì
R|�2(Λ2C8)⊗Λ2C8 ∈ R̄(sl(8,C) ⊂ gl(Λ2C8)). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó R ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, òî òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîå îãðàíè÷åíèå
ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R = 0. Â [168] ïîêàçàíî, ÷òî

R̄(sl(8,C) ⊂ gl(Λ2C8)) ' Λ2(C8)∗ ⊗�2(C8)∗ ' V
sl(8,C)
π5+π7

⊕ V
sl(8,C)
π6+2π7

.

Òàêèì îáðàçîì, R̄(e7)∩W èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïîäìîäóëþ sl(8,C)-ìîäóëÿ
V

sl(8,C)
π5+π7

⊕ V
sl(8,C)
π6+2π7

. Çàìåòèì, ÷òî dimV
sl(8,C)
π5+π7

= 378 è dimV
sl(8,C)
π6+2π7

= 630. Äàëåå,
�2(sl(8,C)) ' V

sl(8,C)
2π1+2π7

⊕V sl(8,C)
π2+π6

⊕sl(8,C)⊕C, �2Λ4C8 ' V
sl(8,C)
π4 ⊕V sl(8,C)

π2+π6
⊕C,

dimV
sl(8,C)
2π1+2π7

= 1232, V sl(8,C)
π2+π6

= 720, dimV
sl(8,C)
2π4

= 1764. Àíàëèçèðóÿ ðàçìåðíî-
ñòè ìîäóëåé, ïîëó÷àåì R̄(e7) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóïðîñòîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ, ïðî-
ñòîé àëãåáðû Ëè g àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïîõîæåé òåîðåìû èç [121], ïî-
äðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [168]. �

3.2.4. Íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè íåñèììåòðè÷åñêèõ íå÷åò-

íûõ ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé

Â ïóíêòå 3.2.2 ìû êëàññèôèöèðîâàëè íåïðèâîäèìûå ñèììåòðè÷åñêèå êî-
ñûå àëãåáðû Áåðæå g ⊂ sp(2m,R), ïîýòîìó îñòàåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü
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íåïðèâîäèìûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè êîñûå àëãåáðû Áåðæå
g ⊂ sp(2m,R).

Íàïîìíèì, ÷òî â òàáëèöå 3.2.7 äàíû íåïðèâîäèìûå êîñûå ïîäàëãåáðû
Áåðæå g ⊂ sp(2m,C), ïîñëåäíèå òðè àëãåáðû ýòîé òàáëèöû ÿâëÿþòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè.

Äëÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà V è íåïðèâîäèìîé ïîäàëãåáðû
g ⊂ gl(V ) ðàññìîòðèì êîìïëåêñèôèêàöèè

VC = V ⊗R C, gC = g⊗R C ⊂ gl(VC).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
R̄(gC) = R̄(g)⊗R C.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ⊂ gl(V ) � êîìïëåêñíîãî òèïà, ò.å. V ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå i : gC → gl(V ). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäëî-
æåíèþ 3.1 èç [137].

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
à g ⊂ gl(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà.

1. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ gl(V ) � êîìïëåêñíîãî òèïà, òî g ⊂ gl(V ) �
êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gC ⊂ gl(VC) � êîñàÿ
àëãåáðà Áåðæå.

2. Åñëè ïîäàëãåáðà g ⊂ gl(V ) � âåùåñòâåííîãî òèïà, è åñëè (i(gC))[1] = 0,
òî g ⊂ gl(V ) � êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Jg = g è gC ⊂ gl(V ) � êîìïëåêñíàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå.

Ïðåæäå âñåãî, àëãåáðû èç òàáëèöû 3.2.7 ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó ñëó÷àþ
èç ïðåäëîæåíèÿ ñ (i(gC))[1] = 0, è òîëüêî ïåðâûå ïÿòü àëãåáð èç òàáëèöû 3.2.7
íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè êîñûìè àëãåáðàìè Áåðæå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäàëãåáðà g ⊂ sp(V ) � âåùåñòâåííîãî òèïà è ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêîé êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Òîãäà gC ⊂ sp(VC) � îäíà
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èç ïåðâûõ ïÿòè àëãåáð òàáëèöû 3.2.7. Êàæäàÿ èç ýòèõ àëãåáð òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðîé Áåðæå [137]. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2 è ïðåäëîæåíèÿ 3.1 èç [137]
ñëåäóåò, ÷òî g ⊂ sp(V ) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëó-
÷èò ñïèñîê íåïðèâîäèìûõ íåñèììåòðè÷åñêèõ êîñûõ àëãåáð Áåðæå g ⊂ sp(V )

âåùåñòâåííîãî òèïà, èñïîëüçóÿ [137].
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäàëãåáðû g ⊂ sp(V ) êîìïëåêñíîãî òèïà òàêèå,

÷òî (i(gC))[1] 6= 0. Ïóñòü g � òàêàÿ àëãåáðà. Ïóñòü, êàê â ïóíêòå 3.2.1,

g1 = g ∩ Jg.

Òîãäà
g = g1 ⊕ g2, gC = g′1 ⊕ g′′1 ⊕ (g2 ⊗ C).

Áîëåå òîãî, g′1 è g′′1 � èçîìîðôíû. Òàáëèöà 3.2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíñòâåííîé
âîçìîæíîé i(gC) ÿâëÿåòñÿ sl(n,C)⊕sl(n,C)⊕C. Â ýòîì ñëó÷àå, V = Cn⊗Cn,
g1 = sl(n,C) è g2 = R. Àëãåáðà Ëè gC, äåéñòâóþùàÿ â VC, ñîõðàíÿåò ðàçëîæå-
íèå VC = W ⊕W̄ , ãäåW è W̄ � ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà ïðîäîëæåíèÿ J íà
VC, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì i è −i. Áîëåå òîãî, g′1 ' sl(n,C)

àííóëèðóåò W , g′′1 ' sl(n,C) àííóëèðóåò W̄ , à C äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî â
W ⊕ W̄ . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

R̄(gC) ⊂ R̄
(
gl(n,C) ⊂ gl(W )

)
⊕ R̄

(
gl(n,C) ⊂ gl(W̄ )

)
.

Çàìåòèì, ÷òî dimCW = 2n. Àëãåáðû Ëè sl(n,C) è gl(n,C) íå ÿâëÿþòñÿ
êîñûìè ïîäàëãåáðàìè Áåðæå â gl(W ) äëÿ W òàêèõ ðàçìåðíîñòåé, ïîýòîìó
R̄(gC) = 0. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî g1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî g∩ Jg = 0, ò.å. g ⊂ gC

� âåùåñòâåííàÿ ôîðìà. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü âåùåñòâåííûå ôîðìû g àëãåáð
h èç òàáëèöû 3.2.1 òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà g ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ h ⊂ gl(E) � íåïðèâîäèìî è âçÿòü V = E, ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåùå-
ñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Àëãåáðà Ëè gC = h äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî
â VC = W ⊕ W̄ . Ïóñòü R ∈ R̄(gC ⊂ VC) è S ∈ ∇R̄(gC ⊂ VC). Èç ïåðâîãî
òîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäóåò, ÷òî R(X, Y ) = 0, åñëè îáà X è Y ïðèíàäëåæàò
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ëèáî W , ëèáî W̄ . Äàëåå, äëÿ X1 ∈ W̄ è X ∈ W èìååì

R(X1, ·|W )|W ∈ ((gC)W ⊂ gl(W ))[1], R(X, ·|W̄ )|W̄ ∈ ((gC)W̄ ⊂ gl(W̄ ))[1].

Îòñþäà è èç âòîðîãî òîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäóåò, ÷òî

S·|W (X1, ·|W )|W ∈ ((gC)W ⊂ gl(W ))[2], S·|W̄ (X, ·|W̄ )|W̄ ∈ ((gC)W̄ ⊂ gl(W̄ ))[2].

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè g ⊂ sp(V ) � êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå è
((gC)W ⊂ gl(W ))[2] = 0, òî ∇R̄(g) = 0, ò.å. g ⊂ sp(V ) � ñèììåòðè÷åñêàÿ
êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì òîëüêî ÷åòûðå âîçìîæíîñòè äëÿ
h ⊂ gl(E):

gl(n,C), sl(n,C), so(n,C), so(n,C)⊕ C ⊂ gl(n,C).

Ñîîòâåòñòâóþùèå g ⊂ sp(2m,R) � ñëåäóþùèå:

u(n), su(n) ⊂ sp(2n,R), so(n,H), so(n,H)⊕ Ri ⊂ sp(4n,R).

Íàéäåì ïðîñòðàíñòâî R̄(g) ⊗ C = R̄(gC ⊂ gl(VC)). Êàê ìû âèäåëè, êàæ-
äûé R ∈ R̄(gC ⊂ gl(VC)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè R(X,X1)

ãäå X ∈ W è X1 ∈ W̄ . Ïóñòü e1, ..., em � áàçèñ â W , à e1, ..., em � äâîé-
ñòâåííûé áàçèñ â W̄ . Áóäåì ïèñàòü R(ei, e

j) = Aj
i , ãäå Aj

i ∈ gC|W . Îïðåäå-
ëèì ÷èñëà Ajl

ik òàêèå, ÷òî Aj
iek =

∑
lA

jl
ikel. Òîãäà, A

j
ie
l =

∑
k A

jl
ike

k. Ïóñòü
g = u(n), òîãäà Aj

i ∈ gl(n,C) è m = n. Èìååì R ∈ R̄(gC) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Ajl

ik = −Ajl
ki è Ajl

ik = −Alj
ik. Ïîýòîìó, R̄(u(n)) ⊗ C èçîìîðôíî

(W ∧ W ) ⊗ (W ∗ ∧ W ∗). Äëÿ g = su(n) äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåì óñëîâèÿ∑
k A

jk
ik = 0. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî u(n), su(n) ⊂ sp(2n,R) ÿâëÿþòñÿ êîñûìè

àëãåáðàìè Áåðæå. Òàê êàê

(so(2n,C) ⊂ gl(2n,C))[1] = (so(2n,C)⊕ C ⊂ gl(2n,C))[1],

òî so(n,H) ⊕ Ri ⊂ sp(4n,R) íå ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Ðàññìîò-
ðèì g = so(n,H) ⊂ sp(4n,R). Êàæäûé R ∈ R̄(gC ⊂ VC) îïðåäåëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàìè Aj

i ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì Ajl
ik = −Ajk

il . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
R̄(gC ⊂ VC) ' ∧4C2n, ò.å. so(n,H) ⊂ sp(4n,R) � êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå. Ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèîííóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3.2.3. Âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè
g ⊂ sp(2m,R) íåñèììåòðè÷åñêèõ íå÷åòíûõ ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 3.2.8.

Òàáëèöà 3.2.8. Âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå àëãåáðû ãîëîíîìèè g ⊂ sp(V ) íåñèììåòðè÷åñêèõ

íå÷åòíûõ ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé.
g V îãðàíè÷åíèå

sp(2m,R) R2m m ≥ 1

u(p, q) Cp,q p+ q ≥ 2

su(p, q) Cp,q p+ q ≥ 2

so(n,H) Hn n ≥ 2

sp(1)⊕ so(n,H) Hn n ≥ 2

sl(2,R)⊕ so(p, q) R2 ⊗ Rp,q p+ q ≥ 3

spin(2, 10) ∆+
2,10 = R32

spin(6, 6) ∆+
6,6 = R32

so(6,H) ∆H
6 = H8

sl(6,R) Λ3R6 = R20

su(1, 5) {ω ∈ Λ3C6| ∗ w = w}

su(3, 3) {ω ∈ Λ3C6| ∗ w = w}

sp(6,R) R14 ⊂ Λ3R6

sp(2m,C) C2m m ≥ 1

sl(2,C)⊕ so(m,C) C2 ⊗ Cm m ≥ 3

spin(12,C) ∆+
12 = C32

sl(6,C) Λ3C6 = C20

sp(6,C) Vπ3 = C14

3.3. Ãðóïïû ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé

3.3.1. Îáîáùåíèå òåîðåìû Âó

Ñóïåðïîäàëãåáðà g ⊂ osp(r, s|2k) íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé, åñëè îíà
íå ñîõðàíÿåò íèêàêîå ñîáñòâåííîå íåâûðîæäåííîå âåêòîðíîå ñóïåðïîäïðî-
ñòðàíñòâî â Rr,s ⊕ Π(R2k).
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Ïóñòü M è N � ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäå-
íèÿ

M×N = (M ×N,OM×N ).

Ïóñòü U ⊂ M è V ⊂ N � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, à (U, x1, ..., xn, ξ1, ..., ξm)

è (V, y1, ..., yp, η1, ..., ηq) � ñèñòåìû êîîðäèíàò íàM è N , ñîîòâåòñòâåííî. Ïî
îïðåäåëåíèþ,

OM×N (U × V ) = OM×N(U × V )⊗ Λξ1,...,ξm,η1,...,ηq ,

ýòî óñëîâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïó÷îê OM×N [107, 108]. Ïóñòü (M, g) è
(N , h) � ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ, à ∇g è ∇h � ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿç-
íîñòè Ëåâè-×åâèòà. Òîãäà g + h � ðèìàíîâà ñóïåðìåòðèêà íà M×N , ïðè
ýòîì

hol(M×N , g + h)(x,y) = hol(M, g)x ⊕ hol(N , h)y

è
Hol(∇̃g+h)(x,y) = Hol(∇̃g)x × Hol(∇̃h)y,

ãäå x ∈M è y ∈ N . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 1.1.6.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî
ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g̃) � îäíîñâÿçíî è ãåîäåçè÷åñêè ïîëíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà ãîëîíîìèè hol(M, g) íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðè-
âîäèìîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ
(M0, g0), (M1, g1),..., (Mr, gr) òàêèå, ÷òî

(M, g) = (M0 ×M1 × · · · ×Mr, g0 + g1 + · · ·+ gr), (3.25)

ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M0, g0) � ïëîñêîå, à àëãåáðû ãîëîíîìèè ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèé (M1, g1),...,(Mr, gr) � ñëàáî íåïðèâîäèìû. Â ÷àñòíîñòè,

hol(M, g) = hol(M1, g1)⊕ · · · ⊕ hol(Mr, gr). (3.26)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (M, g) ðàçëîæåíèå (3.25) èìååò ìåñòî ëîêàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé âåðñèè ýòîé òåîðåìû àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëîêàëüíîé âåðñèè òåîðåìû Âó. Ïóñòü x ∈M . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî hol(M, g)x íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé, òîãäà hol(M, g)x ñî-
õðàíÿåò íåâûðîæäåííîå âåêòîðíîå ñóïåðïîäïðîñòðàíñòâî F1 ⊂ TxM. Ïóñòü
F2 ⊂ TxM � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Àëãåáðà hol(M, g)x ñîõðà-
íÿåò ðàçëîæåíèå F1 ⊕ F2 = TxM. Ïî òåîðåìå 3.1.2, ñóùåñòâóþò ïàðàë-
ëåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ F1 è F2 íà M, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîé îòêðû-
òîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x. Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ � èíâîëþòèâíû, ïîýòî-
ìó ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ M, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó x è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì F1 è F2 [119]. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
x1, ..., xn, ξ1, ..., ξm è y1, ..., yn, η1, ..., ηm íàM òàêèå, ÷òî x1, ..., xn1, ξ1, ..., ξm1 è
y1, ..., yn−n1, η1, ..., ηm−m1 � êîîðäèíàòû íàM1 èM2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòî-
ìó,

x1, ..., xn1, y1, ..., yn−n1, ξ1, ..., ξm1, η1, ..., ηm−m1

� êîîðäèíàòû íà M, è M ëîêàëüíî èçîìîðôíî íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîèçâå-
äåíèÿ M1 ×M2. Òàê êàê F1 è F2 � íåâûðîæäåíû, òî îãðàíè÷åíèÿ g1 è g2

ìåòðèêè g ñîîòâåòñòâåííî íà F1 è F2 � òàêæå íåâûðîæäåíû. Ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî g1 è g2 íå çàâèñÿò ñîîòâåòñòâåííî îò êîîðäèíàò y1, ..., yn−n1, η1, ..., ηm−m1 è
x1, ..., xn1, ξ1, ..., ξm1. Òàêèì îáðàçîì, (M1, g1) è (M2, g2) � ðèìàíîâû ñóïåðì-
íîãîîáðàçèÿ, è g = g1 + g2. Ëîêàëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g̃) � îäíîñâÿçíî è
ãåîäåçè÷åñêè ïîëíî. Ïóñòü F1, F2, F1, F2, M1 è M2 � êàê âûøå. ßñíî, ÷òî
âåêòîðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (F1)0̄, (F2)0̄ ⊂ TxM � íåâûðîæäåíû, è èõ ñîõðà-
íÿåò ãðóïïà ãîëîíîìèè Hol(M, g̃)x ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g̃). Ïî
òåîðåìå Âó, M äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ M1×M2, ãäå M1 è M2 � èíòå-
ãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó x è ñîîòâåòñòâóþùèå ïà-
ðàëëåëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì, îïðåäåëåííûì âåêòîðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè
(F1)0̄ ⊂ TxM è (F2)0̄ ⊂ TxM . ßñíî, ÷òî íèçëåæàùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñó-
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ïåðìíîãîîáðàçèéM1 èM2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííîM1 èM2. Èç ëîêàëüíîé
÷àñòè òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî M = M1 ×M2 è g = g1 + g2. Òåîðåìà âåðíà. �

3.3.2. Êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ãðóïï ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ

ñóïåðìíîãîîáðàçèé

Â ýòîì ïóíêòå ìû êëàññèôèöèðóåì íåïðèâîäèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñó-
ïåðàëãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(p, q|2m) (p+ q > 0) âèäà

g = (⊕igi)⊕ z, (3.27)

ãäå gi � ïðîñòûå ñóïåðàëãåáðû Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà, à z � òðèâèàëüíûé èëè
îäíîìåðíûé öåíòð. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ îáîáùàåò êëàññèôèêàöèþ Áåðæå âîç-
ìîæíûõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, â
òî æå âðåìÿ ìû íå ïîëó÷àåì àíàëîãè âàæíûõ àëãåáð ãîëîíîìèè G2 è spin(7).

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëóïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè g èìååò âèä
g = ⊕i(gi⊗Λ(ni)), ãäå gi � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè, à Λ(ni) � ñóïåðàëãåáðà
Ãðàññìàííà [98]. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàç-
ðåøèìûõ ñóïåðàëãåáð Ëè â ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòåé áîëüøèõ, ÷åì
îäèí [98]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ÷àñòü íåïðèâîäèìûõ ïî-
äàëãåáð g ⊂ osp(p, q|2m). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïîäàëãåáð
g ⊂ so(p, q) ñâîéñòâî (3.27) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì.

Â [141] êëàññèôèöèðîâàíû îäíîñâÿçíûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâà ïðîñòûõ ñóïåðãðóïï Ëè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò âëå÷åò êëàññèôè-
êàöèþ íåïðèâîäèìûõ àëãåáð ãîëîíîìèè ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñóïåðì-
íîãîîáðàçèé. Ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñóïåðìíîãî-
îáðàçèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü (M, g) � íå ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì
ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè p + q|2m (p + q > 0) c íåïðè-
âîäèìîé àëãåáðîé ãîëîíîìèè hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) âèäà (3.27), òîãäà
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hol(M, g) ⊂ osp(p, q|2m) ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñóïåðàëãåáð Ëè èç òàáëèöû
3.3.1.

Òàáëèöà 3.3.1. Íåïðèâîäèìûå íåñèììåòðè÷åñêèå ñóïåðàëãåáðû Áåðæå g ⊂ osp(p, q|2m)

(p + q > 0) âèäà (3.27) è ñâÿçíûå ñóïåðïîäãðóïïû Ëè G ⊂ SO(p, q) × Sp(2m,R), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîäàëãåáðàì g0̄ ⊂ so(p, q)⊕ sp(2m,R).

g G (p, q|2m)

osp(p, q|2m) SO(p, q)× Sp(2m,R) (p, q|2m)

osp(p|2k,C) SO(p,C)× Sp(2k,R) (p, p|4k)
u(p0, q0|p1, q1) U(p0, q0)× U(p1, q1) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)

su(p0, q0|p1, q1) U(1)(SU(p0, q0)× SU(p1, q1)) (2p0, 2q0|2p1 + 2q1)

hosp(r, s|k) Sp(p0, q0)× SO∗(k) (4r, 4s|4k)
hosp(r, s|k)⊕ sp(1) Sp(1)(Sp(p0, q0)× SO∗(k)) (4r, 4s|4k)

ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R) Sp(2k,R)× SO(r, s)× SL(2,R) (2k, 2k|2r + 2s)

ospsk(2k|r,C)⊕ sl(2,C) Sp(2k,C)× SO(r,C)× SL(2,C) (4k, 4k|4r)

Òåíçîð Ðè÷÷è ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ (M, g) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ric(Y, Z) = str(X 7→ (−1)|X||Z|R(Y,X)Z), (3.28)

ãäå U ⊂ M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, à X, Y, Z ∈ TM(U) � îäíîðîäíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, àíà-
ëîãè÷íû îïðåäåëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
[55, 169]. Íàïðèìåð, ðèìàíîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå (M, g) íàçûâàåòñÿ êýëå-
ðîâûì ñóïåðìíîãîîáðàçèåì, åñëè îíî äîïóñêàåò ÷åòíóþ ïàðàëëåëüíóþ g-
îðòîãîíàëüíóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Àëãåáðà ãîëîíîìèè òàêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â u(p0, q0|p1, q1). Ïî îïðåäåëåíèþ, ñïåöèàëüíûì êýëåðîâûì
ñóïåðìíîãîîáðàçèåì èëè ñóïåðìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-ßó íàçûâàåòñÿ Ðè÷÷è-
ïëîñêîå êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìû äîêàçû-
âàåì â [169].

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïóñòü (M, g) � êýëåðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òîã-
äà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà hol(M, g) ⊂ su(p0, q0|p1, q1).
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Ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè osp(p, q|2m) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àé ½îáùåãî ïîëîæåíèÿ�. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè îäíîñâÿçíûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé ñ àëãåáðàìè ãîëîíîìèè g, îòëè÷-
íûìè îò osp(p, q|2m):

g ⊂ osp(p|2k,C): ãîëîìîðôíûå ðèìàíîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ u(p0, q0|p1, q1): êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ su(p0, q0|p1, q1): ñïåöèàëüíûå êýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ èëè ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó;

g ⊂ hosp(r, s|k): ãèïåðêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ hosp(r, s|k)⊕ sp(1): êâàòåðíèîííîêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ ospsk(2k|r, s)⊕ sl(2,R): ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ;

g ⊂ ospsk(2k|r,C)⊕ sl(2,C): ãîëîìîðôíûå ïàðàêýëåðîâû ñóïåðìíîãîîá-
ðàçèÿ.

Âîò åùå îäíî ïðåäëîæåíèå èç [169].

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Ïóñòü (M, g) � êâàòåðíèîííîêýëåðîâî ñó-
ïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
hol(M, g) ⊂ hosp(p0, q0|p1, q1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè (M, g) � ãèïåðêýëå-
ðîâî ñóïåðìíîãîîáðàçèå, òîãäà Ric = 0. Åñëè M � îäíîñâÿçíî, à (M, g) �
êâàòåðíèîííîêýëåðîâî, è Ric = 0, òî (M, g) � ãèïåðêýëåðîâî.

Åñòåñòâåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ñóïåðì-
íîãîîáðàçèé ñ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ àëãåáð ãîëîíîìèè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðî-
áëåìà ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðèâåëà ê òåîðåìå
Êàëàáè-ßó [151]. Â [132] ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà Êàëàáè-ßó íåâåðíà äëÿ êýëå-
ðîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè äâà. Â [152] ïîêàçàíî,
÷òî àðãóìåíòû [132] ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé âåùåñòâåí-
íîé ðàçìåðíîñòè äâà, ïîýòîìó âîçìîæíî, ÷òî òåîðåìà Êàëàáè-ßó âåðíà äëÿ
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ñóïåðìíîãîîáðàçèé âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé ÷åì äâà. Ïðèìåðû
ñóïåðìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó ïîñòðîåíû â [8]. Ïðèìåðû êâàòåðíèîííîêýëå-
ðîâûõ ñóïåðìíîãîîáðàçèé ïîñòðîåíû â [55].

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.2.

3.3.3. Ïîäãîòîâêà ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3.2

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ � òàêîå æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ èç [137].

Ïðåäëîæåíèå 3.3.3. Ïóñòü g ⊂ gl(V ) � íåïðèâîäèìàÿ ñóïåðàëãåáðà Áåð-
æå âèäà (3.27). Åñëè g àííóëèðóåò ìîäóëü R(g), òî g ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.

Äàëåå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè.
Ïóñòü V = Rp,q, à g ⊂ so(V ) � ðåäóêòèâíàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïî-

äàëãåáðà Áåðæå. Åñëè g íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, òî îíà ñîõðàíÿåò íåêî-
òîðîå âûðîæäåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V . Ñëåäîâàòåëüíî, g ñîõðàíÿåò
èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî L = W ∩W⊥. Òàê êàê êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû Ëè g � âïîëíå ïðèâîäèìî, òî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî L′ ⊂ V . Ïîñêîëüêó g ñëàáî íåïðèâîäèìà, òî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L′ � âûðîæäåíî. Åñëè L′ íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, òî g ñîõðàíÿåò
ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ ìåòðèêè íà L′, à ïîýòîìó g ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå äîïîëíè-
òåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L′ ê ýòîìó ÿäðó, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-
íûì. Èòàê, L′ � èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à V = L ⊕ L′ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé ñóììîé èçîòðîïíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî åñëè
p = q. Ìåòðèêà íà V ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü L′ ñ äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
L∗, à ïðåäñòàâëåíèÿ g íà L è L′ ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè. Ýòî ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ gl(L) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Ïóñòü R ∈ R(g).
Èç òîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäóåò, ÷òî R(x, y) = 0 è R(ϕ, ψ) = 0 äëÿ âñåõ
x, y ∈ L è ϕ, ψ ∈ L∗. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ϕ ∈ L∗ èìååì
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R(·, ϕ) ∈ (g ⊂ gl(L))(1), àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ L âû-
ïîëíåíî R(·, x) ∈ (g ⊂ gl(L∗))(1). Ïîýòîìó, (g ⊂ gl(L))(1) 6= 0, è ïðåäñòàâëåíèå
g ⊂ gl(L) ìîæíî íàéòè â òàáëèöå B èç [44]. Ñëàáî íåïðèâîäèìûå ðåäóêòèâíûå
ñèììåòðè÷åñêèå ïîäàëãåáðû Áåðæå g ⊂ so(p, q) ïåðå÷èñëåíû â [29].

Ïóñòü g ⊂ so(p, p) = so(L⊕L′) � êàê âûøå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P ∈ Pη(g)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

prgl(L) ◦P |L ∈ (g ⊂ gl(L))(1), prgl(L∗) ◦P |L ∈ (g ⊂ gl(L∗))(1).

Ïîýòîìó, åñëè g ⊂ so(L ⊕ L∗) ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå, òî
(g ⊂ gl(L))(1) 6= {0}, è òàêèå àëãåáðû èçâåñòíû.

Ïðèâåäåì àëãåáðàè÷åñêóþ âåðñèþ òåîðåìû 3.3.1 äëÿ ÷èñòî íå÷åòíîãî ñëó-
÷àÿ.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü g ⊂ sp(2m,R) � êîñàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå, íå ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ íåïðèâîäèìîé, òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

V = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vr

è ðàçëîæåíèå
g = g1 ⊕ · · · ⊕ gr

â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ òàêîå, ÷òî gi àííóëèðóåò Vj ïðè i 6= j, è
gi ⊂ sp(Vi) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðèâîäèìîé êîñîé ïîäàëãåáðîé Áåðæå.

Ïóñòü g ⊂ sp(2m,R) = sp(V ) � ðåäóêòèâíàÿ ñëàáî íåïðèâîäèìàÿ ïîäàë-
ãåáðà. Åñëè g íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé, òî, êàê è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî V èìååò âèä V = L⊕L∗, ãäå g ⊂ gl(L) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Åñëè
g ⊂ sp(V ) ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå, òî (g ⊂ gl(L))[1] 6= {0}, à òàêèå
ïîäàëãåáðû íàì èçâåñòíû.

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå èëè âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω. Ïóñòü g ⊂ sp(V ) � ïîäàëãåáðà. Íàçîâåì âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî

Pω(g) =

P ∈ V ∗ ⊗ g

∣∣∣∣∣∣ ω(P (X)Y, Z) + ω(P (Y )Z,X) + ω(P (Z)X, Y ) = 0

äëÿ âñåõ X, Y, Z ∈ V
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ïðîñòðàíñòâîì êîñûõ ñëàáûõ òåíçîðîâ êðèâèçíû òèïà g. Íàçîâåì ïîäàëãåá-
ðó g ⊂ sp(V ) êîñîé ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå, åñëè g ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ
îáðàçàìè ýëåìåíòîâ P ∈ Pω(g). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè R ∈ R̄(g), à X ∈ V �
ôèêñèðîâàííûé âåêòîð, òî R(·, X) ∈ Pω(g). Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ êîñàÿ àë-
ãåáðà Áåðæå ÿâëÿåòñÿ êîñîé ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.4. Êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ ñëàáàÿ êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå
g ⊂ sp(2m,R) ÿâëÿåòñÿ êîñîé àëãåáðîé Áåðæå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííóþ
êîïèþ òåîðåìû 1.3.3, äîêàçàííîé â [116].

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ sp(2m,R) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûì,
òî ïðîñòðàíñòâî Pω(g) èçîìîðôíî (gC ⊂ gl(m,C))[1], è äîêàçàòåëüñòâî ñëåäó-
åò èç ïóíêòà 3.2.1.

Åñëè ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ sp(2m,R) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûì,
òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ íåïðèâîäèìûõ ñëàáûõ êîñûõ àëãåáð
Áåðæå g ⊂ sp(2m,C). Îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê êëàñ-
ñèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ñëàáûõ àëãåáð Áåðæå g ⊂ so(n,C). Â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, â [116] ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðèâîäèìàÿ
ïîäàëãåáðà g ⊂ so(n,C) ÿâëÿëàñü ñëàáîé àëãåáðîé Áåðæå, è áûëè êëàññè-
ôèöèðîâàíû âñå ïîäàëãåáðû g ⊂ gl(n,C), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ,
à ïîäàëãåáðû g ⊂ sp(2m,C) áûëè îòìå÷åíû îòäåëüíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ñëàáûå êîñûå ïîäàëãåáðû Áåðæå g ⊂ sp(2m,C) óäîâëåòâîðÿþò óïîìÿíóòîìó
óñëîâèþ, èç ýòîãî ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ïðîñòðàíñòâî Pω(g) äëÿ íåïðèâîäèìûõ êîñûõ ïîäàëãåáð Áåðæå
g ⊂ sp(2n,R) ìîãóò áûòü íàéäåíû èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïóíêòà 1.4. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè

g = g1 ⊕ g2 ⊂ sp(V 1 ⊗ V 2) = sp(V ),
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ãäå g1 ⊂ gl(V 1) è g2 ⊂ gl(V 2) � íåïðèâîäèìû, òî

Pω(g1 ⊂ sp(V )) = Pω(g2 ⊂ sp(V )) = 0,

êðîìå ñëó÷àÿ êîãäà êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ g ⊂ sp(V ) ñîâïàäàåò ñ

so(n,C)⊕ sl(2,C) ⊂ sp(2n,C).

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå so(n,R)⊕ sl(2,R) ⊂ sp(2n,R),

Pω(sl(2,R) ⊂ sp(V )) = 0, Pω(so(n,R) ⊂ so(V )) = (so(n,C) ⊂ sl(n,C))[1].

Ïóñòü g ⊂ gl(L) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Ñíîâà ðàññìîòðèì g êàê
ñëàáî íåïðèâîäèìóþ ïîäàëãåáðó â sp(L ⊕ L∗) = sp(2m,R), ãäå m = dimL.
Ïóñòü ω � åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà L⊕L∗. Ïðèíàäëåæíîñòü
P ∈ Pω(g) ýêâèâàëåíòíà ïðèíàäëåæíîñòÿì

prgl(L) ◦P |L ∈ (g ⊂ gl(L))[1], prgl(L∗) ◦P |L ∈ (g ⊂ gl(L∗))[1].

Ïîýòîìó, åñëè g ⊂ sp(L ⊕ L∗) � ñëàáàÿ êîñàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå, òî
(g ⊂ gl(L))[1] 6= {0}.

3.3.4. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ R(g)

Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó g ⊂ osp(p, q|2m) = osp(V ) è îïèøåì ïðîñòðàíñòâî
R(g). Îáîçíà÷èì ñóïåðñèììåòðè÷åñêóþ ìåòðèêó íà V ñèìâîëîì g. Èìååì
g = η + ω, ãäå η � ïñåâäîåâêëèäîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû(p, q) íà V0̄ = Rp,q, à
ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà ΠV1̄ = R2m. Îòîæäåñòâèì osp(V ) ñ Λ2V , ïðè
ýòîì ýëåìåíò X ∧ Y ∈ osp(V ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(X ∧ Y )Z = (−1)|Y ||Z|g(X,Z)Y − (−1)(|Y |+|Z|)|X|g(Y, Z)X,

ãäå X, Y, Z ∈ V � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû. Çàìåòèì, ÷òî so(p, q) ' Λ2V0̄ è
sp(2m,C) ' Λ2V1̄ = �2ΠV1̄. Èç ïåðâîãî ñóïåðòîæäåñòâà Áüÿíêè ñëåäóåò, ÷òî
êàæäûé R ∈ R(g) óäîâëåòâîðÿåò

g(R(X, Y )Z,W ) = (−1)(|X|+|Y |)(|Z|+|W |)g(R(Z,W )X, Y ) (3.29)
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äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ X, Y, Z,W ∈ V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

R : Λ2V → g ⊂ Λ2V

ÿâëÿåòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, R ðàâåí íóëþ
íà îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè g⊥ ⊂ Λ2V .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R(g)0̄. Ïóñòü R ∈ (Λ2V ∗ ⊗ g)0̄. Îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

A = prso(p,q) g0̄ ◦R|Λ2V0̄⊕Λ2V1̄
: Λ2V0̄ ⊕ Λ2V1̄ → prso(p,q) g0̄,

B = prR2m∗⊗Rp+q g1̄ ◦R|V0̄⊗V1̄
: V0̄ ⊗ V1̄ → prR2m∗⊗Rp+q g1̄,

C = prRp+q ∗⊗R2m g1̄ ◦R|V0̄⊗V1̄
: V0̄ ⊗ V1̄ → prRp+q ∗⊗R2m g1̄,

D = prsp(2m,R) g0̄ ◦R|Λ2V0̄⊕Λ2V1̄
: Λ2V0̄ ⊕ Λ2V1̄ → prsp(2m,R) g0̄.

Â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèé B è C ìû èñïîëüçîâàëè âêëþ÷åíèå

osp(p, q|2m) ⊂ gl(p+ q|2m,R)

= gl(p+ q,R)⊕ gl(2m,R)⊕ R2m∗ ⊗ Rp+q ⊕ Rp+q ∗ ⊗ R2m. (3.30)

Òàê êàê R ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â g ⊂ osp(p, q|2m), òî èìååì

ω(C(x, ξ)y, δ) = −η(y,B(x, ξ)δ) (3.31)

äëÿ âñåõ x, y ∈ V0̄ è ξ, δ ∈ V1̄, ò.å. îòîáðàæåíèÿ B è C îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.
Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèÿ A,B,C,D íà ïðîñòðàíñòâî Λ2V , îòîáðàæàÿ â íîëü
åñòåñòâåííûå äîïîëíåíèÿ. Òîãäà,

R = A+B + C +D.

Â ìàòðè÷íîì âèäå èìååì

R(x, y) = −R(y, x) =

 A(x, y) 0

0 D(x, y)

 ,

R(ξ, δ) = R(δ, ξ) =

 A(ξ, δ) 0

0 D(ξ, δ)

 ,

R(x, ξ) = −R(ξ, x) =

 0 B(x, ξ)

C(x, ξ) 0

 ,
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ãäå x, y ∈ V0̄ è ξ, δ ∈ V1̄.
Çàïèñûâàÿ ñóïåðòîæäåñòâî Áüÿíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî R ∈ R(g)0̄ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà A|Λ2V0̄
∈ R(prso(p,q) g0̄), D|Λ2V1̄

∈ R̄(prsp(2m,R) g0̄) è èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

D(x, y)ξ + C(y, ξ)x+ C(ξ, x)y = 0, (3.32)

A(ξ, δ)x−B(δ, x)ξ +B(x, ξ)δ = 0 (3.33)

äëÿ âñåõ x, y ∈ V0̄ è ξ, δ ∈ V1̄.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R ∈ R(g)0̄. Èñïîëüçóÿ (3.29), ïîëó÷èì

ω(D(x, y)ξ, δ) = η(A(ξ, δ)x, y), (3.34)

ω(C(x, ξ)y, δ) = −ω(C(y, δ)x, ξ), η(B(x, ξ)δ, y) = −η(B(y, δ)ξ, x) (3.35)

äëÿ âñåõ x, y ∈ V0̄ è ξ, δ ∈ V1̄. Â ÷àñòíîñòè, A|Λ2V1̄
è D|Λ2V0̄

îïðåäåëÿþò äðóã
äðóãà. Çíà÷åíèÿ óðàâíåíèé (3.32) è (3.33) íà A|Λ2V1̄

èD|Λ2V0̄
íå ÿâëÿþòñÿ ñòîëü

ïðîçðà÷íûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäñòàâëåíèå g0̄ â ïðîñòðàíñòâå V0̄⊕V1̄

� äèàãîíàëüíî (ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ g0̄ â ïðîñòðàíñòâàõ V0̄ è V1̄ � òî÷íûå), òî
A|Λ2V1̄

è D|Λ2V0̄
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòîáðàæåíèÿìè D|Λ2V1̄

è A|Λ2V0̄
.

Ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü ýòî íàáëþäåíèå.
Îáðàòèìñÿ ê ïðîñòðàíñòâó R(g)1̄. Ïóñòü R ∈ (Λ2V ∗ ⊗ g)1̄. Îïðåäåëèì

ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

A = prso(p,q) g0̄ ◦R|V0̄⊗V1̄
: V0̄ ⊗ V1̄ → prso(p,q) g0̄,

B = prR2m∗⊗Rp+q g1̄ ◦R|Λ2V0̄⊕Λ2V1̄
: Λ2V0̄ ⊕ Λ2V1̄ → prR2m∗⊗Rp+q g1̄,

C = prRp+q ∗⊗R2m g1̄ ◦R|Λ2V0̄⊕Λ2V1̄
: Λ2V0̄ ⊕ Λ2V1̄ → prRp+q ∗⊗R2m g1̄,

D = prsp(2m,R) g0̄ ◦R|V0̄⊗V1̄
: V0̄ ⊗ V1̄ → prsp(2m,R) g0̄.

Òàê êàê R ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â g ⊂ osp(p, q|2m), èìååì

ω(C(x, y)z, ξ) = −η(z, B(x, y)ξ), ω(C(ξ, δ)z, θ) = −η(z, B(ξ, δ)θ) (3.36)

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ V0̄ è ξ, δ, θ ∈ V1̄, ò.å. îòîáðàæåíèÿ B è C îïðåäåëÿþò äðóã
äðóãà. Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèÿ A,B,C,D íà ïðîñòðàíñòâî Λ2V , îòîáðàæàÿ

208



â íîëü åñòåñòâåííûå äîïîëíåíèÿ. Òîãäà R = A + B + C + D. Â ìàòðè÷íîì
âèäå èìååì

R(x, y) = −R(y, x) =

 0 B(x, y)

C(x, y) 0

 ,

R(ξ, δ) = R(δ, ξ) =

 0 B(ξ, δ)

C(ξ, δ) 0

 ,

R(x, ξ) = −R(ξ, x) =

 A(x, ξ) 0

0 D(x, ξ)

 ,

ãäå x, y ∈ V0̄ è ξ, δ ∈ V1̄.
Çàïèñûâàÿ ñóïåðòîæäåñòâî Áüÿíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî R ∈ R(g)1̄ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

B(x, y)z +B(y, z)x+B(z, x)y = 0, (3.37)

C(ξ, δ)θ + C(δ, θ)ξ + C(θ, ξ)δ = 0, (3.38)

B(x, y)ξ + A(y, ξ)x+ A(ξ, x)y = 0, (3.39)

C(ξ, δ)x−D(δ, x)ξ +D(x, ξ)δ = 0 (3.40)

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ V0̄ è ξ, δ, θ ∈ V1̄. Çàôèêñèðóåì ξ ∈ V1̄. Èñïîëüçóÿ (3.37),
ïîëó÷àåì

η(B(x, y)ξ, z) + η(B(y, z)ξ, x) + η(B(z, x)ξ, y) = 0

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ V0̄. Èñïîëüçóÿ ýòî è (3.39), ìû âèäèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî ξ ∈ V1̄ èìååì

R(·, ξ) ∈ Pη(prso(p,q) g0̄).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî x ∈ V0̄ èìååì

R(·, x) ∈ Pω(prsp(2m,R) g0̄).

Ýòî áóäåò ýêñòðåìàëüíî ïîëåçíûì îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Ëè g0̄ èëè íåêîòîðîãî åå èäåàëà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì â V0̄ ⊕ V1̄.
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Â [109] ïîêàçàíî, ÷òî

R(osp(p, q|2m)) ' �2(Λ2V )/Λ4V (3.41)

è osp(p, q|2m)-ñóïåðìîäóëü R(osp(p, q|2m)) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
òðåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Ýòî îáîáùàåò õîðîøî èçâåñòíîå ðàçëî-
æåíèå so(p, q)-ìîäóëÿ R(so(p, q)) [3] è îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå ýëåìåíòîâ
R ∈ R(osp(p, q|2m)) â ñóììó òåíçîðà Âåéëÿ, áåññëåäíîé ÷àñòè òåíçîðà Ðè÷÷è
è ñêàëÿðíîé êðèâèçíû.

Ñðàâíèì (3.41) ñ ïîëó÷åííûì íàìè îïèñàíèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
R(osp(p, q|2m)) êàê so(p, q)⊕ sp(2m,R)-ìîäóëü. Èìååì

Λ2V =Λ2V0̄ ⊕ (V0̄ ⊗ V1̄)⊕ Λ2V1̄,

�2(Λ2V ) =�2 (Λ2V0̄)
⊕

�2(V0̄ ⊗ V1̄)
⊕

�2(Λ2V1̄)
⊕

Λ2V0̄ ⊗ (V0̄ ⊗ V1̄)⊕
Λ2V0̄ ⊗ Λ2V1̄

⊕
(V0̄ ⊗ V1̄)⊗ Λ2V1̄,

Λ4V =Λ4V0̄

⊕
Λ3V0̄ ⊗ V1̄

⊕
Λ2V0̄ ⊗ Λ2V1̄

⊕
V0̄ ⊗ Λ3V1̄

⊕
Λ4V1̄.

Ýòî âëå÷åò

R(osp(p, q|2m))0̄ '(�2(Λ2V )/Λ4V )0̄ = �2(Λ2V0̄)/Λ
4V0̄⊕

�2(Λ2V1̄)/Λ
4V1̄

⊕
�2(V0̄ ⊕ V1̄).

Çàìåòèì, ÷òî R(so(p, q)) ' �2(Λ2V0̄)/Λ
4V0̄ [3]. Àíàëîãè÷íî,

R̄(sp(2m,R)) ' �2(�2ΠV1̄)/�4 ΠV1̄ = �2(Λ2V1̄)/Λ
4V1̄.

Èòàê,

R(osp(p, q|2m))0̄ ' R(so(p, q))⊕ R̄(sp(2m,R))⊕�2(V0̄ ⊕ V1̄).

Îïèøåì ýòîò èçîìîðôèçì. Âêëþ÷åíèÿ

R(so(p, q)), R̄(sp(2m,R)) ⊂ R(osp(p, q|2m))0̄

� î÷åâèäíû. Ïóñòü B ∈ �2(V0̄⊕V1̄) = Λ2(V0̄⊕ΠV1̄), ò.å. B � êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèé ýíäîìîðôèçì V0̄⊕ΠV1̄ îòíîñèòåëüíî êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû η⊗ω,
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è B óäîâëåòâîðÿåò

η ⊗ ω(B(x, ξ), y ⊗ δ) = −η ⊗ ω(B(y, δ), x⊗ ξ).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó (3.35). Óðàâíåíèå (3.31) îïðå-
äåëÿåò ýëåìåíò C, à óðàâíåíèÿ (3.32) è (3.33) îïðåäåëÿþò îãðàíè÷åíèÿ
D|Λ2V0̄

è A|Λ2V1̄
. Ïîëîæèì A|Λ2V0̄

= 0 è D|Λ2V1̄
= 0. Ìû ïîëó÷àåì

íåêîòîðûé ýëåìåíò R ∈ R(osp(p, q|2m))0̄. Òàê îïðåäåëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
�2(V0̄ ⊕ V1̄) ⊂ R(osp(p, q|2m))0̄.

Äàëåå,

R(osp(p, q|2m))1̄ ' V1̄ ⊗ (Λ2V0̄ ⊗ V0̄)/Λ
3V0̄

⊕
V0̄ ⊗ (Λ2V1̄ ⊗ V1̄)/Λ

3V1̄.

Èìååì Pη(so(p, q)) ' (Λ2V0̄ ⊗ V0̄)/Λ
3V0̄ [166]. Àíàëîãè÷íî,

Pω(sp(2m,R)) ' (�2ΠV1̄ ⊗ ΠV1̄)/�3 ΠV1̄. Ïîëó÷àåì

R(osp(p, q|2m))1̄ ' Pη(so(p, q))⊗ V1̄

⊕
ΠPω(sp(2m,R))⊗ V0̄.

Ïóñòü P ∈ Pη(so(p, q)) è ζ ∈ V0̄ � ôèêñèðîâàíû. Îïðåäåëèì
R ∈ R(osp(p, q|2m))1̄, ïîëàãàÿ

A(x, δ) = ω(δ, ζ)P (x), D(x, δ) = 0,

B(x, y)ξ = ω(ζ, ξ)(P (x)y − P (y)x), B(ξ, δ) = 0.

Àíàëîãè÷íî, êàæäûé ýëåìåíò P ⊗x ∈ Pω(sp(2m,R))⊗V0̄ îïðåäåëÿåò íåêîòî-
ðûé R ∈ R(osp(p, q|2m))1̄. Ýòî äàåò òî÷íóþ ôîðìó ïîëó÷åííûõ èçîìîðôèç-
ìîâ.

Èíôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâàõ R(g) äëÿ íåêîòîðûõ ïîäàëãåáð
g ⊂ gl(n|k,R), íå ñîäåðæàùèõñÿ â osp(p, q|2m), ìîæíî íàéòè â [109, 129].

3.3.5. Ïðèñîåäèíåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ ñóïåðàëãåáð Ëè

Ïðåäëîæåíèå 3.3.4. Ïóñòü g � ïðîñòàÿ (âåùåñòâåííàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ)
ñóïåðàëãåáðà Ëè, äîïóñêàþùàÿ ÷åòíóþ íåâûðîæäåííóþ g-èíâàðèàíòíóþ ñó-
ïåðñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó, ò.å. òàêàÿ, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå
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ïðåäñòàâëåíèå g � îðòîñèìïëåêòè÷åñêîå. Òîãäà R(g) = R(g)0̄ � îäíîìåð-
íîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ñóïåðñêîáêàìè Ëè ñóïåðàëãåáðû Ëè g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, èç ñóïåðòîæäåñòâà ßêîáè ñëåäóåò, ÷òî
[·, ·] ∈ R(g)0̄ äëÿ êàæäîé ïðîñòîé ñóïåðàëãåáðû Ëè. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëåíèå g0̄ � äèàãîíàëüíî â g0̄⊕g1̄ (ñ òî÷íîñòüþ äî öåíòðà àëãåáðû g0̄, êîòîðûé
íå èãðàåò ðîëè).

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî R(g)1̄ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g0̄ ñîäåðæèò ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ïðîñòûõ èäåàëà h1 è h2. Ïóñòü R ∈ R(g)1̄, òîãäà äëÿ âñåõ
ôèêñèðîâàííûõ ξ ∈ g1̄ è x ∈ h1 èìååì R(x, ξ) ∈ h1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ x ∈ h1 èìååì prg0̄

◦R(x, ·) ∈ Pω(prsp(g1̄) g0̄), íî g0̄-
ìîäóëü g1̄ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ïðîñòûõ èäåàëîâ â g0̄ (åñëè g � òèïà I) èëè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ
òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé (åñëè g � òèïà II). Ýòî è ïóíêò 3.2.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî
prg0̄

◦R(x, ·) íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå â îäíîì èç ïðîñòûõ èäåàëîâ â
g0̄ (åñëè g0̄ èëè åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ íå ñîâïàäàåò ñ so(n,C) ⊕ sl(2,C), ò.å.
åñëè g îòëè÷íà îò osp(p, q|2) è osp(p|2,C); ýòè äâå ñóïåðàëãåáðû Ëè ìîãóò
áûòü ðàññìîòðåíû òàê æå, êàê ðàññìîòðåíà g = osp(1|2m,R) íèæå; èìååì
R(g)1̄ = 0). Ïîëó÷àåì, ÷òî prg0̄

◦R(x, ·) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ h1. Àíàëîãè÷íî,
prg0̄

◦R(x, ·) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ h2, è prg0̄
◦R(x, ·) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ g0̄, ò.å.

R = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü àëãåáðû Ëè g0̄ � ïðîñòàÿ, òîãäà

g = osp(1|2m,F) èëè g = osp(2|2m,F), F = R èëè C.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé g = osp(1|2m,F), ñëó÷àé g = osp(2|2m,F) ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî. Òàê êàê êîìïëåêñèôèêàöèÿ ïðèñîåäèíåííî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ g = osp(1|2m,R) � íåïðèâîäèìà, äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñóïåðàëãåáðû Ëè g = osp(1|2m,C).
Ïóñòü R ∈ R(g)1̄. Äëÿ êàæäîãî x ∈ g0̄ = sp(2m,C) èìååì
prg0̄

◦R(x, ·) ∈ Pω(sp(2m,C)), à äëÿ êàæäîãî ξ ∈ g1̄ = C2m èìååì
prg0̄

◦R(·, ξ) ∈ Pη(adsp(2m,C)). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî R(g)1̄ äèàãîíàëüíî âëîæåíî
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â sp(2m,C) - ìîäóëü

(C2m ⊗ Pη(adsp(2m,C)))⊕ (sp(2m,C)⊗ Pω(sp(2m,C))).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≥ 2. Â [166] ìû äîêàçûâàåì, ÷òî
Pη(adsp(2m,C)) ' sp(2m,C) è êàæäûé P ∈ Pη(adsp(2m,C)) èìååò âèä
P (·) = [x, ·], ãäå x ∈ sp(2m,C). Çàìåòèì, ÷òî Pω(sp(2m,C)) ñîäåðæèò
ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé C2m, êàæäûé ýëåìåíò P ýòîãî ìîäóëÿ èìååò
âèä P (·) = ξ � · äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ C2m; çäåñü äëÿ ξ, δ ∈ C2m ýëåìåíò
ξ � δ ∈ sp(2m,C) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(ξ � δ)θ = ω(ξ, θ)δ + ω(δ, θ)ξ.

Èòàê, R(g)1̄ äèàãîíàëüíî âëîæåíî â sp(2m,C)-ìîäóëü

(C2m ⊗ sp(2m,C))⊕ (sp(2m,C)⊗ C2m).

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî R ∈ R(g)1̄ ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îòîáðàæå-
íèÿ ϕ : C2m → sp(2m,C) è ψ : sp(2m,C) → C2m òàêèå, ÷òî
R(x, ξ) = [ϕ(ξ), x] = ψ(x) � ξ äëÿ âñåõ ξ ∈ C2m è x ∈ sp(2m,C). Òàê
êàê R(g)1̄ � sp(2m,C)-ìîäóëü, òî ϕ è ψ � ïðîïîðöèîíàëüíû êàê ýëåìåí-
òû C2m ⊗ sp(2m,C). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå [ϕ(ξ), x] = ψ(x)� ξ äëÿ
âñåõ ξ ∈ C2m è x ∈ sp(2m,C) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî
ðàçëîæèòü sp(2m,C)-ìîäóëü C2m⊗sp(2m,C) â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ
êîìïîíåíò è ïðîâåðèòü ýòî óðàâíåíèå íà íåêîòîðîì íåíóëåâîì ïðåäñòàâèòåëå
êàæäîé êîìïîíåíòû. Èìååì

C2m ⊗ sp(2m,C) = V3π1
⊕ Vπ1+π2

⊕ C2m.

Ïóñòü (ξα)α=−m,...,−1,1,...,m � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C2m, ò.å.
ω(ξα, ξβ) = δα,−β. Òîãäà sp(2m,C) ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà
ξα � ξβ. Ïóñòü

ϕ = cψ = ξ1 ⊗ ξ1 � ξ1 ∈ V3π1
.
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ξ = ξ−1 è x = ξ−1 � ξ1, ïîëó÷èì

0 = [ξ1 � ξ1, ξ−1 � ξ1].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[ξ1 � ξ1, ξ−1 � ξ1] = 2ξ1 � ξ1 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ = cψ = ξ1 ⊗ ξ1 � ξ1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ

ϕ = cψ =
∑
α

ξα ⊗ ξ−α � ξ1 ∈ C2m, ξ = ξ1, x = ξ1 � ξ1,

ïîëó÷èì, ÷òî ϕ = cψ =
∑

α ξα ⊗ ξ−α � ξ1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.
Îêîí÷àòåëüíî, sp(2m,C)-ìîäóëü C2m⊗sp(2m,C) ñîäåðæèò âåñîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî âåñà π1 + π2 ðàçìåðíîñòè 2, è ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

c1ξ1 ⊗ ξ1 � ξ2 + c2ξ2 ⊗ ξ1 � ξ1, c1, c2 ∈ C.

Ïóñòü ϕ = cψ � òàêîé âåêòîð. Âûáèðàÿ ξ = ξ−1 è x = ξ−2 � ξ1, ïîëó÷èì
c1 = 0; âûáèðàÿ ξ = ξ−2 è x = ξ−1 � ξ2, ïîëó÷èì c2 = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî
R(g)1̄ = 0. Åñëè m = 1, òî C2 ⊗ sp(2,C) = V3π1

⊕ C2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Pω(sp(2,C)) = C2. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî � òî æå ñàìîå.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R(g)0̄ � îäíîìåðíî.
Ïóñòü R ∈ R(g)0̄ � äàí, êàê âûøå, ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè A, B,

C, D. Ìû âèäåëè, ÷òî A|Λ2V0̄
(èëè D|Λ2V1̄

) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò A è D.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò âåñü R. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = 0 è D = 0. Ïóñòü ξ, δ ∈ g1̄ è x ∈ g0̄. Èìååì
ξ · R(x, δ) = [ξ, R(x, δ)]. Åñëè R(x, δ) 6= 0, òî ïîñêîëüêó g � ïðîñòàÿ, ñó-
ùåñòâóåò ξ òàêîé, ÷òî ξ · R(x, δ) 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ξ · R ∈ R(g)1̄ = 0,
÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Åñëè ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü àëãåáðû Ëè g0̄ � ïðîñòàÿ, òî A|Λ2V0̄
, áóäó÷è ýëå-

ìåíòîì ïðîñòðàíñòâà R(adg0̄
), ïðîïîðöèîíàëåí ñêîáêå Ëè â g0̄ [137]. Òàê êàê
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A|Λ2V0̄
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò R ∈ R(g)0̄, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R(g)0̄

� îäíîìåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � òèïà I, à ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü g0̄ íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòîé. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî R̄(g0̄ ⊂ sp(g1̄)) � îäíîìåðíî (ïóíêò 3.2.4). Ñëåäîâà-
òåëüíî, D|Λ2V1̄

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îäíîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Òàê êàê
D|Λ2V1̄

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò R ∈ R(g)0̄, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R(g)0̄

� îäíîìåðíî.
Îêîí÷àòåëüíî, ïóñòü g � òèïà II, à ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü àëãåáðû Ëè g0̄ íå

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò.å. g0̄ = h1 ⊕ h2 ⊕ z. Òîãäà A|h1⊗h2
= 0, A|Λ2h1

= c1[·, ·]h1

è A|Λ2h2
= c2[·, ·]h2

àííóëèðóþòñÿ àëãåáðîé Ëè g0̄, ïîýòîìó D|Λ2V1̄
ïðèíàäëå-

æèò íåêîòîðîìó äâóìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó, àííóëèðóåìîìó àëãåáðîé Ëè g0̄. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, g0̄ ìîæåò àííóëèðîâàòü òîëüêî îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â R̄(g0̄ ⊂ sp(g1̄)). Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò c ∈ C òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî R èìå-
åì c1 = c c2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî R(g)0̄ � îäíîìåðíî. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

3.3.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.2

Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü g ⊂ osp(p, q|2m) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà âèäà
(3.27). Åñëè R(g)1̄ = 0, òî R(g) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì g-ìîäóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (gi)1̄ · R(g)0̄ ⊂ R(g)1̄ = 0. Òàê êàê êàæ-
äàÿ gi - ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà, òî (gi)0̄ = [(gi)1̄, (gi)1̄].
Ñëåäîâàòåëüíî, (gi)0̄ · R(g)0̄ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z 6= 0. Òàê êàê
osp(p, q|2m)0̄ ∩ q(2m,R) = 0, òî èç ëåììû Øóðà ñëåäóåò, ÷òî z = RJ , ãäå
J - ÷åòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà V . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî J · R(g) = 0. �

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîî÷åðåäíî ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ñóïåðàëãåáðû Ëè
g êëàññè÷åñêîãî òèïà. Äëÿ êàæäîé g ìû íàéäåì âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ g ⊂ osp(p, q|2m) = osp(V ) òàêèå, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêîé
ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà g0̄ èìååò âèä h1⊕h2⊕ z, ãäå h1 è h2 � ïðîñòûå,
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à z � òðèâèàëüíûé èëè îäíîìåðíûé öåíòð. Åñëè g � òèïà I, ò.å. g0̄-ìîäóëü g1̄

� íåïðèâîäèìûé, òî g1̄ èìååò âèä W1 ⊗W2, ãäå h1 ⊂ so(W1) è h2 ⊂ sp(W2)

� íåïðèâîäèìûå ïîäàëãåáðû. Åñëè g � òèïà II, ò.å. g0̄-ìîäóëü èìååò g1̄ âèä
g−1⊕g1, ãäå g−1 è g1 � íåïðèâîäèìûå g0̄-ìîäóëè, òî íàéäóòñÿ äâà âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâà U1 è U2 òàêèå, ÷òî h1 ⊂ gl(U1) è h2 ⊂ gl(U2) � íåïðèâîäèìûå
ïîäàëãåáðû, è g−1 = U ∗

1 ⊗ U2, g1 = U ∗
2 ⊗ U1.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
Ñëó÷àé a. h1 àííóëèðóåò V1̄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � òèïà I. Òàê êàê âêëþ-

÷åíèå i : g ↪→ osp(p, q|2m) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñóïåðàëãåáð Ëè, òî
îãðàíè÷åíèå

i|g1̄
: g1̄ = W1 ⊗W2 → osp(V )1̄ = V0̄ ⊗ V1̄

ÿâëÿåòñÿ g0̄-ýêâèâàðèàíòíûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ h1-ýêâèâàðèàíòíûì.
Òàê êàê h1 àííóëèðóåòW2 è V1̄, òî V0̄ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé h1-ïîäìîäóëåé,
èçîìîðôíûõ W1, è íåêîòîðîãî h1-òðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè g

� òèïà II, òî V0̄ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé h1-ïîäìîäóëåé, èçîìîðôíûõ U1⊕U ∗
1 ,

è h1-òðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ.
Èìåþò ìåñòî òðè ïîäñëó÷àÿ:
a.1. h2 àííóëèðóåò V0̄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � òèïà I. Èç àðãóìåíòîâ,

ïðèâîäèìûõ âûøå, ñëåäóåò, ÷òî V1̄ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé h2 -ïîäìîäóëåé,
èçîìîðôíûõ W2 è íåêîòîðîãî h2-òðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ. Èç ïàðàãðàôà 1.5 è
ïóíêòà 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè V0̄ ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî h1-ìîäóëÿ, èçîìîðô-
íîãî W1, è åñëè V1̄ ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî h2-ìîäóëÿ, èçîìîðôíîãî W2, òî
Pη(h1 ⊂ so(V0̄)) = 0 è Pω(h2 ⊂ so(V1̄)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, R(g)1̄ = 0,
ò.å. g ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî V0̄ ñîäåðæèò â òî÷íî-
ñòè îäèí h1-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé W1, ëèáî V1̄ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí
h2-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé W2. Àíàëîãè÷íî, åñëè g � òèïà II, òî ëèáî V0̄

ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí h1-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé U1 ⊕ U ∗
1 , ëèáî V1̄ ñî-

äåðæèò â òî÷íîñòè îäèí h2-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé U2 ⊕ U ∗
2 . Äàëåå ìû ïðî-

âåðÿåì êàêèå èç òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé g ñóùåñòâóþò, äëÿ ýòîãî ïåðåõîäèì ê
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êîìïëåêñèôèêàöèè g è åå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ïóñòü g � òèïà I. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî V1̄ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè

îäèí h2-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé W2. Òàê êàê g1̄ ⊗W2 ñîäåðæèò òîëüêî îäèí
ïîäìîäóëü, àííóëèðóåìûé àëãåáðîé h2, è èçîìîðôíûé W1, êàê h1-ìîäóëü, è
ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå g1̄ â V ÿâëÿåòñÿ g0̄-ýêâèâàðèàíòíûì, òî g ñîõðàíÿ-
åò âåêòîðíîå ñóïåðïîäïðîñòðàíñòâî (g1̄ · V1̄) ⊕ V1̄ ⊂ V , à åãî ÷åòíàÿ ÷àñòü
ñîäåðæèò òîëüêî îäèí h1-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé W1. Èç íåïðèâîäèìîñòè V
ñëåäóåò, ÷òî V0̄ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí h1-ïîäìîäóëü, èçîìîðôíûé W1, à
V1̄ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí h2-ïîäìîäóëü èçîìîðôíûé W2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî V ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé âåêòîð v, àííóëèðóåìûé àëãåáðîé Ëè g0̄. Ìî-
æåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Ïóñòü v ∈ V0̄. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå èç g1̄ â V1̄, ïåðåâîäÿùåå ϕ ∈ g1̄ â ϕv. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ g0̄-ýêâèâàðèàíòíûì, à ïîñêîëüêó g0̄-ìîäóëè g1̄ è V1̄ � íå èçîìîðôíû, òî
ýòî îòîáðàæåíèå � íóëåâîå. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî Rv ⊂ V � èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, V0̄ = W1 è V1̄ = W2. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
g ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, ëèáî îíî íå ñóùåñòâóåò. Åñëè g � òèïà II, òî
ïîõîæèå àðãóìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî V0̄ = U1 è V1̄ = U2.

a.2. h2 àííóëèðóåò V1̄. Â ýòîì ñëó÷àå h1⊕h2 àííóëèðóåò V1̄. Ïóñòü U ⊂ V0̄

� íåïðèâèìûé h1 ⊕ h2-ìîäóëü. Òàê êàê U íå ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, òî
g1̄ · U 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, g1̄ · U ⊂ V1 àííóëèðóåòñÿ h1 ⊕ h2, ò.å. g1̄ ⊗ U

ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, àííóëèðóåìîå h1⊕h2. Ýòî ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ òîëüêî, åñëè U ' g1̄ (åñëè g � òèïà I), èëè åñëè U èçîìîðôíî g−1 èëè
g1 (åñëè g � òèïà II). Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íå ñóùåñòâóþò.

a.3. Ïðåäñòàâëåíèå h2 � äèàãîíàëüíî â V0̄ ⊕ V1̄. Ìîæíî ðàçëîæèòü V0̄ â
ïðÿìóþ ñóììó V0̄ = L1 ⊕ L2 ⊕ L3 ⊕ L4 òàê, ÷òî h1 ⊕ h2 àííóëèðóåò L4, h1 àí-
íóëèðóåò L2, h2 àííóëèðóåò L1, L1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé h1-ïîäìîäóëåé,
èçîìîðôíûõ W1 (ñîîòâåòñòâåííî U1 ⊕ U ∗

1 ), L2 ÿâëÿåòñÿ h2-ïîäìîäóëåì, L3

� h1 ⊕ h2-ïîäìîäóëü (ïðè ýòîì êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà â L3 ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ h1 è h2). Åñëè L3 6= 0, òî èç ïàðàãðàôà 1.5 ñëåäóåò, ÷òî
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Pη(prso(L1⊕L2) g0̄) = 0, ÷òî âëå÷åò R(g)1̄ = 0. Òàêèì îáðàçîì, L3 = 0. Òàê êàê
g � ñóïåðàëãåáðà Áåðæå, òî èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. Ñóùåñòâóåò R ∈ R(g)0̄ òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ L2 èìååì
0 6= R(x, y) ∈ h2. Âûðàæàÿ R â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèé A,B,C,D, êàê âûøå,
ïîëó÷èì A|Λ2L2

6= 0 è D|Λ2L2
6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A|Λ2V1̄

6= 0 è D|Λ2V1̄
6= 0.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî h2 ⊂ so(L2) � ïîäàëãåáðà Áåðæå, à h2 ⊂ sp(V1̄) � êîñàÿ
ïîäàëãåáðà Áåðæå.

2. Ñóùåñòâóåò R ∈ R(g)0̄ òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ξ, δ ∈ V1̄ èìååì
0 6= R(ξ, δ) ∈ h2. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

3. Ñóùåñòâóåò R ∈ R(g)1̄ òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ L2 è ξ ∈ V1̄ èìååì
0 6= R(x, ξ) ∈ h2. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî h2 ⊂ so(L2) � ïîäàëãåáðà Áåðæå,
h2 ⊂ sp(V1̄) � êîñàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå.

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî L2 � íåïðèâîäèìûé h2-ìîäóëü, ëèáî L2 = L ⊕ L∗,
ãäå h2 ⊂ gl(L) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà. Òîæå ñàìîå èìååò ìåñòî äëÿ V1̄.
Êàê â ñëó÷àå a.1, èç íåïðèâîäèìîñòè g ⊂ osp(V ) ñëåäóåò, ÷òî L2 = 0, ýòî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñëó÷àé b. h1 àííóëèðóåò V0̄. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ a. Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè g � òèïà I, òî â ýòîì ñëó÷àå h1 ⊂ sp(V1̄), è V1̄ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé ñóììîé h1-ìîäóëåé, èçîìîðôíûõ W1 è òðèâèàëüíîãî h1-ìîäóëÿ. Òàê êàê
h1 ⊂ so(W1), òî h1 ⊂ su(W1).

Ñëó÷àé c. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè h1 è h2 � äèàãîíàëüíû â V0̄ ⊕ V1̄.
Ìîæíî ðàçëîæèòü V0̄ â ïðÿìóþ ñóììó V0̄ = L1⊕L2⊕L3⊕L4 òàê, ÷òî h1⊕h2

àííóëèðóåò L4, h1 àííóëèðóåò L2, h2 àííóëèðóåò L1, L1 � h1-ìîäóëü, L2 � h2-
ìîäóëü, à L3 � h1 ⊕ h2-ìîäóëü. Ïóñòü V1̄ = L′1 ⊕ L′2 ⊕ L′3 ⊕ L′4 � àíàëîãè÷íîå
ðàçëîæåíèå. Òàê êàê R(g)1̄ 6= 0, òî Pη(prso(V0̄) g0̄) 6= 0 è Pω(prsp(V1̄) g0̄) 6= 0. Ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè L1 6= 0, òî L3 = 0. Áîëå òîãî, L2 6= 0, òàê êàê ïðåäñòàâ-
ëåíèå h1 � äèàãîíàëüíî â V0̄⊕V1̄. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî L3 = 0, ëèáî L1 = 0 è
L2 = 0. Äàëåå, åñëè L3 6= 0, òî h1⊕h2 ⊂ so(L3) � ïîäàëãåáðà Áåðæå (êîòîðàÿ
ëèáî íåïðèâîäèìà, ëèáî L3 èìååò âèä U ⊕ U ∗, ãäå h1 ⊕ h2 ⊂ gl(U) � íåïðè-
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âîäèìà). Àíàëîãè÷íî, åñëè L1 6= 0 è L2 6= 0, òî h1 ⊂ so(L1) è h2 ⊂ so(L2) �
ïîäàëãåáðà Áåðæå. Ñõîæèå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ V1̄. Åñëè L1 6= 0,
L2 6= 0, L′1 6= 0 è L′2 6= 0, òî, êàê â ñëó÷àå a.1, ïðåäñòàâëåíèå � íåïðè-
âîäèìî. Åñëè L1 6= 0, L2 6= 0 è L′3 6= 0, òî, êàê â ñëó÷àå ïðèñîåäèíåííûõ
ïðåäñòàâëåíèé, èìååì R(g)1̄ = 0. Åñëè L3 6= 0 è L′3 6= 0, òî ëèáî h1 ⊕ h2

íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå èëè êîñîé àëãåáðîé Áåðæå, ëèáî h1 ⊕ h2 ÿâëÿ-
åòñÿ òîëüêî ðåäóêòèâíîé àëãåáðîé Áåðæå, èëè ðåäóêòèâíîé êîñîé àëãåáðîé
Áåðæå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå g íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ìû ðàçëîæèëè V â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ g0̄

-ìîäóëåé. Ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, ñóùåñòâóþò ëè ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ g, äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ g0̄ ïðîäîëæèòü äî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé g. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
ïåðåõîäÿ ê êîìïëåêñèôèêàöèè, òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ïðåäñòàâ-
ëåíèé êîìïëåêñíûõ ïðîñòûõ ñóïåðàëãåáð Ëè [88, 89, 95, 98, 99, 123, 138, 139,
68]. Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ gl(V ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
VΛ ñî ñòàðøèì âåñîì Λ, êîòîðûé ìîæíî çàäàòü íà äèàãðàììå Êàöà-Äûíêèíà
äëÿ g. Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü g0̄-ìîäóëü VΛ â ñóììó íåïðèâî-
äèìûõ êîìïîíåíò. Îäèí g0̄-ìîäóëü VΛ̃ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìî èç Λ. Òîãäà
VΛ̃ äîëæåí ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç íåïðèâîäèìûõ g0̄-ìîäóëåé, ïîëó÷åííûõ íà-
ìè. Âåñ Λ̃ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò Λ, è îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ñîñòîèò ëè VΛ èç
íåïðèâîäèìûõ g0̄-ìîäóëåé, ïîëó÷åííûõ íàìè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó òåõíèêó
íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3.3.1. Ïóñòü g � âåùåñòâåííàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîé ïðîñòîé ñó-
ïåðàëãåáðû Ëè F (4) ñ g0̄ = sl(2,R) ⊕ so(7,R) è g1̄ = R2 ⊗∆, ãäå ∆ ' R8 �
ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè so(7,R).

a.1. Èìååì V0̄ = ∆ è V1̄ = R2. Çàìåòèì, ÷òî V0̄⊗V1̄ = osp(8|2,R)1̄, ïîýòîìó,

[V0̄ ⊗ V1̄, V0̄ ⊗ V1̄] = sl(2,R)⊕ so(8,R).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå g â ïðîñòðàíñòâå R8|2.
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a.2. Ìû ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîñëå a.3.
a.3. Èìååì V0̄ = ∆ ⊕ L, ãäå sl(2,R) ⊂ so(L) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåá-

ðà Áåðæå, è V1̄ = R2. Êàê â ñëó÷àå a.1, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ñóùåñòâóåò.
Ýòî ìîæíî äîêàçàòü òàêæå ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïðåæäå âñåãî, ïîñêîëüêó
sl(2,R) ⊂ so(L) � íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðà Áåðæå, òî åäèíñòâåííûìè âîçìîæ-
íûìè L ìîãóò áûòü R3 è R5. Ïåðåõîäÿ ê êîìïëåêñèôèêàöèè, ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå g0̄ = sl(2,C)⊕ so(7,C)-ìîäóëè: V0̄ = C8 ⊕ L, ãäå C8 � ñïèíîðíîå
ïðåäñòàâëåíèå so(7,C), L ñîâïàäàåò ëèáî ñ C3, ëèáî ñ C5, è V1̄ = ΠC2. Çàìå-
òèì, ÷òî íè g1̄ ⊗C8, íè g1̄ ⊗C2 íå ñîäåðæàò íè êàêîé èç g0̄-ìîäóëåé C3 è C5.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g1̄ · (C8⊕ΠC2) ⊂ C8⊕ΠC2, ò.å. âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
C8⊕ΠC2 ⊂ V ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, ïîýòîìó L = 0. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ìåòîä ðàçëîæåíèÿ g0̄-ìîäóëÿ V íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû îñíîâûâàåòñÿ
íà ôàêòå, ÷òî åñëè U ⊂ V � íåïðèâîäèìûé g0̄-ìîäóëü, òî g1̄ ïåðåâîäèò åãî â
íåêîòîðóþ íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ g1̄ ⊗ U .

Èíôîðìàöèþ î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ñóïåðàëãåáðû Ëè F (4)

ìîæíî íàéòè â [138]. Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñî ñòàðøèì âå-
ñîì Λ äëÿ F (4) îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîâûìè îòìåòêàìè (a1, a2, a3, a4) íà ñõåìå
Êàöà-Äûíêèíà. Ïóñòü b = 1

3(2a1 − 3a2 − 4a3 − 2a4). Äîëæíû áûòü âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: b, a2, a3, a4 � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà; åñëè
b = 0, òî a1 = · · · = a4 = 0; b 6= 1; åñëè b = 2, òî a2 = a4 = 0; åñëè
b = 3, òî a2 = 2a4 + 1. Âåñ Λ̃ îïðåäåëÿåòñÿ îòìåòêàìè (b, a2, a3, a4) íà ñõå-
ìå Äûíêèíà àëãåáðû Ëè sl(2,C)⊕ so(7,C). Â íàøåì ñëó÷àå Λ̃ äîëæåí áûòü
îäíèì èç (0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (2, 0, 0, 0), (4, 0, 0, 0). Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ íå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íà ÷èñëîâûå îòìåòêè. Òðåòèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò
ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå V ñîäåðæèò g0̄-ìîäóëü
ñî ñòàðøèì âåñîì (3, 1, 0, 0), â òî âðåìÿ êàê íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìîãóò
ñîäåðæàòü ýòîò ïîäìîäóëü.

Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ a.2, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ñ óñëîâèåì b = 1,
a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1. Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèÿ F (4) ñ b = 1 íå ñóùåñòâóþò.

220



b. Ýòîò ñëó÷àé íå âîçíèêàåò, òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå so(7,R) â ∆ íå ÿâëÿ-
åòñÿ óíèòàðíûì.

c. Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 1.1.3, 3.2.4 è [29] ïîêàçûâàþò, ÷òî åäèíñòâåí-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè sl(2,R)⊕ so(7,R) êàê êîñîé àëãåáðû Áåðæå
ÿâëÿåòñÿ R2 ⊗ ∆, à àëãåáðà Ëè sl(2,R) ⊕ so(7,R) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé
Áåðæå â so(p, q). Òàêèì îáðàçîì, êàê ìû âèäåëè, R(g)1̄ = 0.

Ïðèìåð 3.3.2. Ïóñòü g � âåùåñòâåííàÿ ôîðìà ïðîñòîé êîìïëåêñíîé
ñóïåðàëãåáðû Ëè osp(4|2, α,C) ñ g0̄ = sl(2,R) ⊕ sl(2,R) ⊕ sl(2,R) è
g1̄ = R2 ⊗R2 ⊗R2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ⊂ osp(p, q|2m) = osp(V ) � íåïðèâî-
äèìàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêàÿ èç àëãåáð Ëè sl(2,R) íå äåéñòâó-
åò äèàãîíàëüíî â V0̄ ⊕ V1̄. Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå sl(2,R)

â R2 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì è àðãóìåíòû ñëó÷àÿ a.1, ïîëó÷èì, ÷òî
V1̄ = R2 êàê sl(2,R)-ìîäóëü, è V0̄ = R2 ⊗ R2 êàê sl(2,R) ⊕ sl(2,R) -
ìîäóëü. ×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàòèìñÿ ê êîì-
ïëåêñíîìó ñëó÷àþ. Òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ïðî-
ñòîé êîìïëåêñíîé ñóïåðàëãåáðû Ëè osp(4|2, α,C) [95]. Êàæäîå ïðåä-
ñòàâëåíèå osp(4|2, α,C) äàíî îòìåòêàìè (a2, a1, a3) òàêèìè, ÷òî a2, a3 è
b = 1

1+α(2a1 − a2 − αa3) � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå. Äàëåå, åñëè b = 0,
òî a1 = a2 = a3 = 0; åñëè b = 1, òî α(a3 + 1) = ±(a2 + 1). Â [95]
ïîêàçàíî, ÷òî V ñîäåðæèò ñëåäóþùèå sl(2,C) ⊕ sl(2,C) ⊕ sl(2,C)-ìîäóëè
(b, a2, a3), (b − 1, a2 ± 1, a3 ± 1), (b − 1, a2 ± 1, a3 ∓ 1), (b − 2, a2 ± 2, a3),
(b − 2, a2, a3 ± 2), (b − 2, a2, a3), (b − 3, a2 ± 1, a3 ± 1), (b − 3, a2 ± 1, a3 ∓ 1),
(b−4, a2, a3) (ïðåäñòàâëåíèÿ äàíû ÷èñëîâûìè îòìåòêàìè íà äèàãðàììå Äûí-
êèíà äëÿ sl(2,C) ⊕ sl(2,C) ⊕ sl(2,C)). Â íàøåì ñëó÷àå (b, a2, a3) äîëæåí
áûòü îäíèì èç (1, 0, 0),(0, 1, 0),(0, 0, 1),(0, 1, 1),(1, 1, 0),(1, 0, 1). Â ïåðâîì ñëó-
÷àå α = 1, è ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ osp(4|2,R); âòî-
ðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé ñëó÷àè íå âîçìîæíû; â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ
V ñîäåðæèò ïðåäñòàâëåíèÿ (0, 2, 1) è (0, 1, 2), ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
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îáðàçîì, åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå osp(4|2,R).

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåêîòîðîå ÷èñëî àëãåáð Ëè sl(2,R) äåéñòâóåò
äèàãîíàëüíî V0̄⊕ V1̄. Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû ñëó÷àåâ a.3 è b, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè g ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå, òî îíà � ñèììåòðè÷åñêàÿ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòûõ ñóïåðàëãåáð Ëè g òàêèõ, ÷òî ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü
àëãåáðû Ëè g0̄ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ìîæíî ðàññìîòðåòü òî÷íî òàê æå. Ñèòóà-
öèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå g0̄ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì
â V0̄⊕V1̄ (êðîìå òîæäåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé osp(1|2m,R) è osp(2|2m,R)).
Ìû íåìåäëåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî prso(V0̄) g0̄ ⊂ so(V0̄) � ïîäàëãåáðà Áåðæå, à
prsp(V1̄) g0̄ ⊂ sp(V1̄) � êîñàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå.

Ïðèìåð 3.3.3. Ðàññìîòðèì ñóïåðàëãåáðó Ëè g = pe(n,R). Íàïîì-
íèì, ÷òî g0̄ = sl(n,R) è g1̄ = �2Rn ⊕ Λ2Rn∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
g ⊂ osp(p, q|2m) = osp(V ) � íåïðèâîäèìàÿ íåñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Áåð-
æå. Òîãäà prso(V0̄) g0̄ ⊂ so(V0̄) � ïîäàëãåáðà Áåðæå, à prsp(V1̄) g0̄ ⊂ sp(V1̄)

� êîñàÿ ïîäàëãåáðà Áåðæå. Ïàðàãðàô 1.1.3, ïóíêò 3.2.4 è [29] ïîêàçûâàþò,
÷òî V0̄ è V1̄ äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå: sl(n,R), Rn ⊕ Rn∗,
�2Rn ⊕�2Rn∗, Λ2Rn ⊕ Λ2Rn∗, Λ3R6. (n = 6), Λ4R8 (n = 8). Ïåðåéäåì ê êîì-
ïëåêñèôèêàöèè. Ïóñòü, íàïðèìåð, V0̄ = Cn ⊕ Cn∗. g0̄-ìîäóëü g1̄ · Cn äîëæåí
ñîâïàäàòü ñ íåêîòîðîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé êîìïëåêñèôèêàöèè, âûøå
ïðèâåäåííîãî ñïèñêà. Èìååì

g1̄ ⊗ Cn = V3π1
⊕ Vπ1+π2

⊕ Vπ1+πn−2
⊕ Cn∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, g1̄ ·Cn = Cn∗ ⊂ V1̄. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå g1̄⊗Cn∗ íå ñîäåð-
æèò Cn∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ñóïåðïîäïðîñòðàíñòâî Cn ⊕ Cn∗ (ãäå
Cn∗ ⊂ V1̄) â V ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, à ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå. Äðóãèå
ïðåäñòàâëåíèÿ èç äàííîãî âûøå ñïèñêà ìîæíî ðàññìîòðåòü òî÷íî òàê æå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè g � ïðîñòàÿ âåùåñòâåííàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè è ñóùå-
ñòâóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ osp(p, q|2m) òàêîå, ÷òî g � íåñèì-
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ìåòðè÷åñêàÿ ñóïåðàëãåáðà Áåðæå, òî ìû èìååì äåëî ñ òîæäåñòâåííûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì g, è g ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ñóïåðàëãåáð Ëè: osp(p, q|2m),
osp(p|2m,C), su(p0, q0|p1, q1), hosp(p, q|m). Ýòè ñóïåðàëãåáðû Ëè ñ èõ òîæäå-
ñòâåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåñèììåòðè÷åñêèìè ñóïåðàëãåáðàìè
Áåðæå, òàê êàê îíè ñîäåðæàò ñîîòâåòñòâåííî ïîäàëãåáðû so(p, q), so(p,C),
su(p0, q0), hosp(p, q), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåñèììåòðè÷åñêèìè àëãåáðàìè Áåð-
æå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � ïðîñòàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè è ñóùåñòâóåò íåïðèâî-
äèìîå ïðåäñòàâëåíèå g ⊂ osp(p, q|2m) òàêîå, ÷òî g ⊕ z � íåñèììåòðè÷åñêàÿ
ñóïåðàëãåáðà Áåðæå, ãäå z � ñóïåðïîäàëãåáðà â osp(p, q|2m), êîììóòèðóþùàÿ
ñ g. Òàê êàê g íå ñîäåðæèòñÿ â q(n,R), ò.å. îíà íå êîììóòèðóåò ñ íå÷åòíîé
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, òî ïî ëåììå Øóðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðàëãåáð
Ëè, z ëèáî ñîâïàäàåò ñ RJ , ãäå J � ÷åòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ëèáî
ñ z = sp(1), ò.å. z ïîðîæäàåòñÿ ÷åòíîé êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé J1, J2, J3.
Èç ïàðàãðàôà 1.1.3 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà h ⊂ so(p, q) � íåïðèâîäè-
ìàÿ ïîäàëãåáðà, îòëè÷íàÿ îò íåñêîëüêèõ èñêëþ÷åíèé, åñëè h ⊕ z � àëãåáðà
Áåðæå, òî è h � àëãåáðà Áåðæå. Àíàëîãè÷íî, èç ïóíêòà 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî â
ñëó÷àå, êîãäà h ⊂ sp(2m,R) � íåïðèâîäèìàÿ ïîäàëãåáðà, åñëè h⊕ z � êîñàÿ
àëãåáðà Áåðæå, òî è h � êîñàÿ àëãåáðà Áåðæå. Òîæå çàìå÷àíèå èìååò ìåñòî
äëÿ ïðåäñòàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå U ⊕ U ∗, ãäå h ⊂ sl(U) � íåïðèâîäèìàÿ
ïîäàëãåáðà. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä, ðàçâèòûé âûøå, ìîæåò áûòü ïðèìå-
íåí òàêæå ê íåïðèâîäèìûì ïîäàëãåáðàì g ⊕ z ⊂ osp(p, q|2m), ãäå g � ïðî-
ñòàÿ àëãåáðà Ëè. Ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñóïåðàëãåáð Ëè
u(p0, q0|p1, q1), hosp(p, q|m)⊕ RJ , hosp(p, q|m)⊕ sp(1). Òàê êàê u(p0, q0|p1, q1)

ñîäåðæèò u(p0, q0), òî ýòà ñóïåðàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêîé ñóïåðàë-
ãåáðîé Áåðæå. Òàê êàê

R(sp(p, q)⊕ RJ) = R(sp(p, q)), R̄(so(m,H)⊕ RJ) = R̄(so(m,H)),
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è J äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî â V0̄ ⊕ V1̄, ïîëó÷àåì

R(hosp(p, q|m)⊕ RJ) = R(hosp(p, q|m)),

ò.å. hosp(p, q|m) ⊕ RJ íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå. Îáîáùàÿ òåíçîð
êðèâèçíû êâàòåðíèîííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà [3], îïðåäåëèì òåíçîð
êðèâèçíû R ∈ R(hosp(p, q|m)⊕ sp(1)) ðàâåíñòâîì

R(X, Y ) =
1

2

3∑
α=1

g(JαX, Y )Jα −
1

4

(
X ∧ Y +

3∑
α=1

JαX ∧ JαY
)
,

X, Y ∈ V . Îãðàíè÷åíèå R íà Λ2R4p,4q ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì êðèâèçíû êâà-
òåðíèîííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó åãî îáðàç íå ñîäåðæèòñÿ â
sp(p, q). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî R 6∈ R(hosp(p, q|m)). Òàêèì îáðàçîì,

R(hosp(p, q|m)) 6= R(hosp(p, q|m)⊕ sp(1)),

è hosp(p, q|m)⊕ sp(1) ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷åñêîé ñóïåðàëãåáðîé Áåðæå.
Ïóñòü g1 ⊂ gl(V 1) è g2 ⊂ gl(V 2) � äâå íåïðèâîäèìûå âåùåñòâåííûå

ñóïåðïîäàëãåáðû. Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé
g = g1 ⊕ g2 ⊂ gl(V 1 ⊗ V 2) = gl(V ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ⊂ osp(V ). Çàìå-
òèì, ÷òî åñëè âåêòîðíûå ñóïåðïðîñòðàíñòâà V 1 è V 2 äîïóñêàþò êîìïëåêñíûå
ñòðóêòóðû, êîììóòèðóþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñ ýëåìåíòàìè g1 è g2, òî ïðåä-
ñòàâëåíèå g = g1⊕g2 â V 1⊗V 2 � ïðèâîäèìî, è ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäñòàâ-
ëåíèå â V 1 ⊗C V

2. Äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷àñòåé V 1 ⊗ V 2 èìååì

(V 1 ⊗ V 2)0̄ = V 1
0̄ ⊗ V 2

0̄ ⊕ V 1
1̄ ⊗ V 2

1̄ , (V 1 ⊗ V 2)1̄ = V 1
0̄ ⊗ V 2

1̄ ⊕ V 1
1̄ ⊗ V 2

0̄ .

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ÷åòíûå è íå÷åòíûå ÷àñòè îáîèõ V 1 è V 2 � íåòðèâè-
àëüíû, òî ïðåäñòàâëåíèå g0̄ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì â (V 1⊗V 2)0̄⊕(V 1⊗V 2)1̄.
Ñëåäîâàòåëüíî, prso((V 1⊗V 2)0̄) g0̄ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áåðæå, à prsp((V 1⊗V 2)1̄) g0̄ �
êîñîé àëãåáðîé Áåðæå. Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû, êàê âûøå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
åñëè g � ñóïåðàëãåáðà Áåðæå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Òîæå ñàìîå
èìååò ìåñòî äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

224



Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ÷åòíûå è íå÷åòíûå ÷àñòè V 1 � íåòðèâèàëüíû,
à V 2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ÷åòíûì èëè ÷èñòî íå÷åòíûì. Åñëè V 2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî
íå÷åòíûì, òî V 1⊗V 2 = ΠV 1⊗ΠV 2, ãäå ΠV 2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ÷åòíûì. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî V 2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ÷åòíûì, ò.å. V 2 �
îáû÷íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê g = g1 ⊕ g2 ⊂ osp(V 1 ⊗ V 2), òî
ëèáî g1 ⊂ osp(V 1) è g2 ⊂ so(V 2), ëèáî g1 ⊂ ospsk(V 1) è g2 ⊂ sp(V 2).

Ïóñòü V 1 è V 2 � ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ñóïåðïðîñòðàí-
ñòâî è êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü V = V 1 ⊗ V 2. Ïóñòü g1

� ñóïåðñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V 1, à g2 � ñèììåòðè÷åñêàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V 2. Èç ðåçóëüòàòîâ [109] ñëåäóåò, ÷òî

R(sl(V 1)⊕ sl(V 2)⊕ C) ' V ∗ ⊗ V ∗.

Êàæäûé τ ∈ V ∗ ⊗ V ∗ îïðåäåëÿåò òåíçîð êðèâèçíû Rτ ðàâåíñòâîì

Rτ(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2) = A(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2) +B(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2),

ãäå A(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2) ∈ sl(V 1) ⊕ C, B(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2) ∈ sl(V 2) ⊕ C, è äëÿ
v1 ∈ V 1 è v2 ∈ V 2 èìååì

A(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2)v1 = (−1)|v1||u1|τ(x1, x2, v1, u2)u1

−(−1)(|v1|+|u1|)|x1|τ(u1, u2, v1, x2)x1,

B(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2)v2 = τ(x1, x2, u1, v2)u2 − (−1)|u1||x1|τ(u1, u2, x1, v2)x2.

Â ÷àñòíîñòè,

tr(B(x1 ⊗ x2, u1 ⊗ u2)) = (τ(x1, x2, u1, u2)− (−1)|u1||x1|τ(u1, u2, x1, x2)).

Åñëè q > 1, òî èç àðãóìåíòîâ, àíàëîãè÷íûõ àðãóìåíòàì èç [121, 168], ñëåäóåò,
÷òî åñëè Rτ ∈ R(osp(V 1)⊕ so(V 2)) ⊂ R(sl(V 1)⊕ sl(V 2)⊕C), òî ýòîò òåíçîð
äàí ýëåìåíòîì τ ∈ �2V ∗ òàêèì, ÷òî

τ(x1, x2, u1, u2) = cg1(x1, u1)g2(x2, u2),
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ãäå c ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,

R(osp(V 1)⊕ so(V 2)) = R(osp(V 1)⊕ so(V 2))0̄

� îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, osp(V 1)⊕so(V 2) ⊂ osp(V 1⊗V 2)

� ñèììåòðè÷åñêàÿ ñóïåðàëãåáðà Áåðæå, è R(g) = 0 äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé
ñóïåðïîäàëãåáðû g ⊂ osp(V 1)⊕ so(V 2) ⊂ osp(V 1 ⊗ V 2). Àíàëîãè÷íî, åñëè g1

� ñóïåðêîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V 1, g2 � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ôîðìà íà V 2, òî

R(ospsk(V 1)⊕ sp(V 2)) = R(ospsk(V 1)⊕ sp(V 2))0̄ = CRτ ,

ãäå
τ(x1, x2, u1, u2) = g1(x1, u1)g2(x2, u2).

Òå æå óòâåðæäåíèå âåðíû â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ñóïåðïðîñòðàíñòâ V 1 è V 2.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè g2 = sl(2,R) è g2 = sl(2,C) (åñëè â ïîñëåä-

íåì ñëó÷àå g1 ⊂ ospsk(V 1) äîïóñêàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, òî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïðåäñòàâëåíèå g1 ⊕ g2 â ïðîñòðàíñòâå V 1 ⊗C V

2). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî g2 = sl(2,R). Èìååì g1 ⊂ ospsk(V 1). Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ðåäóêòèâ-
íûõ àëãåáð Ëè h òàêèõ, ÷òî h⊕ sl(2,R) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïîäàëãåáðîé
Áåðæå â so(p, q) è êîñîé ïîäàëãåáðîé Áåðæå â sp(2m,C), òî g1

0̄ íåò èäåà-
ëîâ, äåéñòâóþùèõ äèàãîíàëüíî â V 1

0̄ ⊕ V 1
1̄ . Ïîýòîìó g1 ⊂ ospsk(V 1) � òîæ-

äåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñóïåðàëãåáðû Ëè g1. Èç ïàðàãðàôà 1.1.3, ïóíêòà
3.2.4 è óñëîâèÿ R(g)1̄ 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî g1 = ospsk(V 1) = ospsk(2m|r, s).
Àíàëîãè÷íî, åñëè g2 = sl(2,C), òî g1 = ospsk(2m|r,C). Ìû ïîëó÷è-
ëè ñëåäóþùèå äâå àëãåáðû: ospsk(2m|r, s) ⊕ sl(2,R) ⊂ osp(R2m|r,s ⊗ R2),

ospsk(2m|r,C) ⊕ sl(2,C) ⊂ osp(C2m|r ⊗ C2). Âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé òîæäåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñóïåðàëãåáðû Ëè
hosp(r, r|m) ⊕ sp(1), ïîýòîìó ýòî ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò íåñèììåòðè÷å-
ñêóþ ñóïåðàëãåáðó Áåðæå. Êîìïëåêñèôèêàöèåé ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âòîðîå, ïîýòîìó ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå îïðåäåëÿåò íåñèììåòðè-
÷åñêóþ ñóïåðàëãåáðó Áåðæå. Òåîðåìà âåðíà. �
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