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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èçó÷åíèå ñóìì âèäà
∞∑
n=1

1

ns
(1)

ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà s âîñõîäèò ê Ë. Ýéëåðó1.
Îí, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàë ðàñõîäèìîñòü ðÿäà â (1) ïðè s = 1 è ñõîäèìîñòü
ïðè s > 1, à òàêæå çíàìåíèòûå ñîîòíîøåíèÿ

2
∞∑
n=1

1

n2k
= −(2πi)2kB2k

(2k)!
äëÿ k = 1, 2, 3, . . . , (2)

ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ðÿäà ïðè ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ s ñ àðõèìåäîâîé
ïîñòîÿííîé2 π = 3.14159265 . . . è ÷èñëàìè Áåðíóëëè Bs ∈ Q; ïîñëåäíèå
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

z

ez − 1
= 1− z

2
+

∞∑
s=2

Bs
zs

s!
= 1− z

2
+

∞∑
k=1

B2k
z2k

(2k)!
.

Â 1882 ãîäó Ô. Ëèíäåìàí3 äîêàçàë òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π è, òåì ñà-
ìûì, òðàíñöåíäåíòíîñòü ζ(s) äëÿ ÷åòíûõ s.

Ëèøü âåêîì ñïóñòÿ ïîñëå Ýéëåðà Á. Ðèìàí4 ðàññìîòðåë ðÿä â (1) êàê
ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s. Ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò â îáëàñòè
Re s > 1 àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà
âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ζ(s). Èìåííî ýòî
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå è ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ζ(s) áûëè
îòêðûòû Ðèìàíîì â åãî ìåìóàðå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðè-
ìàíà è åå îáîáùåíèÿ èãðàþò íåîöåíèìóþ ðîëü â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
÷èñåë5, íî òåìàòèêà íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé ýéëåðîâûõ ñóìì ζ(s) â (1)
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ s > 1 è îáîáùåíèé ýòèõ ÷èñåë. Äëÿ êðàòêîñòè ìû
áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ s äçåòà-çíà÷åíèÿìè, à òàêæå ÷åòíûìè è íå÷åò-
íûìè äçåòà-çíà÷åíèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè s.

1L. Euler, Comm. Acad. Sci. Imp. Petropol. 9 (1737), 160�188; Meditationes circa
singulare serierum genus, Novi Comm. Acad. Sci. Petropol. 20 (1775), 140�186; Reprinted,
Opera Omnia Ser. I 15 (Teubner, Berlin 1927), 217�267.

2S.R. Finch, Mathematical constants, Encyclopedia of Mathematics and its
Applications 94 (Cambridge University Press, Cambridge 2003).

3F. Lindemann, �Uber die Zalh π, Math. Annalen 20 (1882), 213�225.
4Á. Ðèìàí, Î ÷èñëå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ äàííîé âåëè÷èíû, Ñî÷èíåíèÿ

(ÎÃÈÇ, Ìîñêâà 1948), 216�224.
5Ñ.Ì. Âîðîíèí, À.À. Êàðàöóáà, Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà (Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà

1994).
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Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òðàíñöåíäåíòíîñòü (à çíà÷èò, è èððàöè-
îíàëüíîñòü) ÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé ñëåäóþò èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ Ýéëåðà è Ëèíäåìàíà. Ôîðìóëû, ïîäîáíûå (2), äëÿ íå÷åòíûõ äçåòà-
çíà÷åíèé íåèçâåñòíû, è ïðåäïîëîæèòåëüíî ζ(2k + 1)/π2k+1 íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íè äëÿ êàêîãî öåëîãî k > 1. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðè-
ðîäà íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé êàçàëàñü íåïðèñòóïíîé âïëîòü äî 1978 ãîäà,
êîãäà Ð. Àïåðè6 ïðåäúÿâèë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé, äîêàçûâàþùèõ èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζ(3). Èìåííî ýòî ðåçóëüòàò
èçâåñòåí â ìàòåìàòèêå êàê òåîðåìà Àïåðè, à ÷èñëî ζ(3) òàêæå èçâåñòíî â
íàøè äíè êàê ïîñòîÿííàÿ Àïåðè.

Èñòîðèÿ ýòîãî îòêðûòèÿ òàê æå, êàê è ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñ-
íîâàíèå íàáëþäåíèé Àïåðè, èçëîæåíû À. âàí äåð Ïîðòåíîì7. Â êà÷åñòâå
ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(3) Àïåðè âûáèðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
vn/un ∈ Q, n = 0, 1, 2, . . . , ãäå çíàìåíàòåëè {un} = {un}n=0,1,... è ÷èñëè-
òåëè {vn} = {vn}n=0,1,... óäîâëåòâîðÿþò îäíîé è òîé æå ïîëèíîìèàëüíîé
ðåêóðñèè

(n+ 1)3un+1 − (2n+ 1)(17n2 + 17n+ 5)un + n3un−1 = 0 (3)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u0 = 1, u1 = 5, v0 = 0, v1 = 6.

Òîãäà

lim
n→∞

vn
un

= ζ(3), (4)

íî íå ìåíåå âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿþòñÿ íåîæèäàííûå (ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðåêóðñèè (3)) âêëþ÷åíèÿ

un =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

∈ Z, D3
nvn ∈ Z, n = 0, 1, 2, . . . , (5)

ãäå ÷åðåç Dn îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n (è
D0 = 1 äëÿ ïîëíîòû). Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå8 ê ðàçíîñòíîìó
óðàâíåíèþ (3) ïðèâîäèò ê ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

lim
n→∞

|unζ(3)− vn|1/n = (
√
2− 1)4, (6)

lim
n→∞

|un|1/n = lim
n→∞

|vn|1/n = (
√
2 + 1)4 (7)

ñîãëàñíî (4), ãäå ÷èñëà (
√
2−1)4 è (

√
2+1)4 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ2−34λ+1 ðåêóðñèè (3). Ñîáðàííàÿ èíôîðìàöèÿ î
ñâîéñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {un} è {vn} äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ζ(3) íå
ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè ζ(3) = a/b,
ãäå a, b ∈ Z, ëèíåéíûå ôîðìû rn = bD3

n(unζ(3) − vn) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

6R. Ap�ery, Irrationalit�e de ζ(2) et ζ(3), Ast�erisque 61 (1979), 11�13.
7A. van der Poorten, A proof that Euler missed... Ap�ery's proof of the irrationality

of ζ(3), Math. Intelligencer 1:4 (1978/79), 195�203.
8À.Î. Ãåëüôîíä, Èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, 3-å èçä. (Íàóêà, Ìîñêâà 1967).
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÷èñëàìè, íåíóëåâûìè ââèäó (6). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D
1/n
n → e ïðè n → ∞

ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë; ñëåäî-
âàòåëüíî,

lim
n→∞

|rn|1/n = e3(
√
2− 1)4 = 0.59126300 . . . < 1,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ îöåíêîé |rn| > 1
äëÿ öåëûõ íåíóëåâûõ rn. Áîëåå òîãî, äîïîëíèòåëüíûå ïðåäåëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ (7) è ñòàíäàðòíûå àðãóìåíòû9 ïîçâîëÿþò èçìåðèòü èððàöèîíàëü-
íîñòü ïîñòîÿííîé Àïåðè êîëè÷åñòâåííî:

µ(ζ(3)) 6 1 +
4 log(

√
2 + 1) + 3

4 log(
√
2 + 1)− 3

= 13.41782023 . . . .

Çäåñü è äàëåå ïîêàçàòåëåì èððàöèîíàëüíîñòè µ(α) âåùåñòâåííîãî èð-
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

µ = µ(α) = inf{c ∈ R : íåðàâåíñòâî |α− a/b| 6 |b|−c èìååò

êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â a, b ∈ Z};

â ñëó÷àå µ(α) < +∞ ãîâîðÿò, ÷òî α � íåëèóâèëëåâî ÷èñëî.

Îðèãèíàëüíûå ðàññóæäåíèÿ Àïåðè áûëè íàñòîëüêî çàãàäî÷íû, ÷òî èí-
òåðåñ ê òåîðåìå Àïåðè íå îñëàáåâàåò è â íàøè äíè. Ôåíîìåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé Àïåðè íåîäíîêðàòíî ïåðåîñìûñ-
ëèâàëñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,

9M. Hata, Rational approximations to π and some other numbers, Acta Arith. 63:4
(1993), 335�349.

10F. Beukers, A note on the irrationality of ζ(2) and ζ(3), Bull. London Math. Soc.

11:3 (1979), 268�272.
11F. Beukers, Pad�e approximations in number theory, Lecture Notes in Math. 888

(Springer-Verlag, Berlin 1981), 90�99.
12F. Beukers, Irrationality proofs using modular forms, Ast�erisque 147�148 (1987),

271�283.
13S. Fischler, Irrationalit�e de valeurs de z�eta [d'apr�es Ap�ery, Rivoal, ...], Ast�erisque

294 (2004), 27�62.
14Ë.À. Ãóòíèê, Îá èððàöèîíàëüíîñòè íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ñîäåðæàùèõ ζ(3), Óñïå-

õè ìàòåì. íàóê 34:3 (1979), 190; Acta Arith. 42:3 (1983), 255�264.
15Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ζ(3), Ìàòåì. çàìåòêè 59:6 (1996),

865�880.
16Yu.V. Nesterenko, Integral identities and constructions of approximations to zeta

values, J. Th�eor. Nombres Bordeaux 15:2 (2003), 535�550.
17M. Pr�evost, A new proof of the irrationality of ζ(3) using Pad�e approximants, J.

Comput. Appl. Math. 67 (1996), 219�235.
18Â.Í. Ñîðîêèí, Àïïðîêñèìàöèè Ýðìèòà�Ïàäå äëÿ ñèñòåì Íèêèøèíà è èððàöè-

îíàëüíîñòü ζ(3), Óñïåõè ìàòåì. íàóê 49:2 (1994), 167�168.
19Â.Í. Ñîðîêèí, Òåîðåìà Àïåðè, Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ. � 3 (1998),

48�52.
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20, 21, 22, 23, 24. Íîâûå ïîäõîäû ïîçâîëèëè óñèëèòü ðåçóëüòàò Àïåðè êîëè-
÷åñòâåííî � ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè
÷èñëà ζ(3) (ïîñëåäíèå ýòàïû ñîðåâíîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè � ðàáîòû
Ì. Õàòû25 è Äæ. Ðèíà, Ê. Âèîëû26. Ìû ïðåæäå âñåãî óêàæåì ÿâíûå ôîð-
ìóëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè unζ(3) − vn, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè: ïðåäñòàâëåíèå Áýéêåðñà

unζ(3)− vn =

∫∫∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− (1− xy)z)n+1
dx dy dz (8)

â âèäå êðàòíîãî âåùåñòâåííîãî èíòåãðàëà, à òàêæå ðÿä Ãóòíèêà�Íåñòå-
ðåíêî

unζ(3)− vn = −1

2

∞∑
ν=1

d

dt

(
(t− 1)(t− 2) · · · (t− n)

t(t+ 1)(t+ 2) · · · (t+ n)

)2∣∣∣∣
t=ν

(9)

è ðÿä Áîëëà27

unζ(3)− vn = n!2
∞∑
ν=1

(
t+

n

2

)(t− 1) · · · (t− n) · (t+ n+ 1) · · · (t+ 2n)

t4(t+ 1)4 · · · (t+ n)4

∣∣∣∣
t=ν

.

(10)
Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ìåòîäà �óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè� Àïå-

ðè óñòàíîâèë òàêæå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζ(2) áåç ÿâíîãî ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû ζ(2) = π2/6. Íà ýòîò ðàç, çíàìåíàòåëè {u′

n} è ÷èñëèòåëè {v′n}
ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì u′

nζ(2)−v′n, n = 0, 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþò
ðåêóðñèè

(n+ 1)2un+1 − (11n2 + 11n+ 3)un − n2un−1 = 0

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u′
0 = 1, u′

1 = 3, v′0 = 0, v′1 = 5;

ïðè ýòîì

u′
n =

n∑
k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)
∈ Z, D2

nv
′
n ∈ Z, n = 0, 1, 2, . . . ,

20Â.Í. Ñîðîêèí, Öèêëè÷åñêèå ãðàôû è òåîðåìà Àïåðè, Óñïåõè ìàòåì. íàóê 57:3
(2002), 99�134.

21C. Viola, Birational transformations and values of the Riemann zeta-function, J.
Th�eor. Nombres Bordeaux 15:2 (2003), 561�592.

22D. Zeilberger, Computerized deconstruction, Adv. Appl. Math. 31 (2003), 532�543.
23Â.Â. Çóäèëèí, Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ è ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë, Àíàëè-

òè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë è ïðèëîæåíèÿ (ñá. ñòàòåé), Òðóäû ÌÈÀÍ 218 (1997), 165�178.
24W. Zudilin, Ap�ery's theorem. Thirty years after, Intern. J. Math. Computer Sci. 4:1

(2009), 9�19.
25M. Hata, A new irrationality measure for ζ(3), Acta Arith. 92:1 (2000), 47�57.
26G. Rhin, C. Viola, The group structure for ζ(3), Acta Arith. 97:3 (2001), 269�293.
27K. Ball, T. Rivoal, Irrationalit�e d'une in�nit�e de valeurs de la fonction z�eta aux

entiers impairs, Invent. Math. 146:1 (2001), 193�207.
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è

lim
n→∞

|u′
nζ(2)− v′n|1/n =

(√
5− 1

2

)5

< e−2,

lim
n→∞

|un|1/n = lim
n→∞

|vn|1/n =

(√
5 + 1

2

)5

.

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ïðèâîäèò òàêæå ê îöåíêå

µ(ζ(2)) = µ(π2) 6 1 +
5 log((

√
5 + 1)/2) + 2

5 log((
√
5 + 1)/2)− 2

= 11.85078219 . . .

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà π2. Ïðèáëèæåíèÿ Àïåðè ê ζ(2)
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóõêðàòíîãî âåùåñòâåííîãî èíòåãðàëà

u′
nζ(2)− v′n = (−1)n

∫∫
[0,1]2

xn(1− x)nyn(1− y)n

(1− xy)n+1
dx dy, (11)

à òàêæå â âèäå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

u′
nζ(2)− v′n = (−1)n

∞∑
ν=1

n! · (t− 1)(t− 2) · · · (t− n)

t2(t+ 1)2(t+ 2)2 · · · (t+ n)2

∣∣∣∣
t=ν

. (12)

Âìåñòå ñ òåì, òåîðåìà Àïåðè ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñóùåñòâåííûì ïðî-
äâèæåíèåì â ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è (êîòîðóþ ïî ïðàâó ìîæíî íà-
çâàòü ôîëüêëîðíîé; ïå÷àòíîå óïîìèíàíèå ñì., íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè
À.Á. Øèäëîâñêîãî28): äîêàçàòü èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë ζ(2k + 1) äëÿ

k = 1, 2, 3, . . . .
Ê ñîæàëåíèþ, åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Àïåðè ïðèâîäÿò

ê ëèíåéíûì ôîðìàì, ñîäåðæàùèì çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè êàê â íå÷åò-
íûõ, òàê è â ÷åòíûõ òî÷êàõ; ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿëî ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàòû îá èððàöèîíàëüíîñòè ζ(s) äëÿ íå÷åòíûõ s > 5. Ëèøü â 2000
ãîäó Ò. Ðèâîàëü29, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áîëëà (10), ïî-
ñòðîèë ëèíåéíûå ôîðìû, ñîäåðæàùèå òîëüêî íå÷åòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ è
ïîçâîëÿþùèå äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ñðåäè ÷èñåë

ζ(3), ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11), . . .

èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ðàçìåð-

íîñòè δ(s) ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íàä Q ÷èñëàìè 1, ζ(3), ζ(5), . . . ,
ζ(s− 2), ζ(s), ãäå s íå÷åòíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

δ(s) >
log s

1 + log 2
(1 + o(1)) ïðè s → ∞.

Ïî ñóùåñòâó, òåîðåìû Àïåðè, Ðèâîàëÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ â âèäå ðÿäîâ è êðàòíûõ èíòåãðàëîâ óêàçûâàþò íà òåñíóþ ñâÿçü

28À.Á. Øèäëîâñêèé, Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà (Íàóêà, Ìîñêâà 1987).
29T. Rivoal, La fonction z�eta de Riemann prend une in�nit�e de valeurs irrationnelles

aux entiers impairs, C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I Math. 331:4 (2000), 267�270.
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êîíñòðóêöèé ïðèáëèæåíèé ñ îáîáùåííûìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ðÿäà-

ìè

m+1Fm

(
a0, a1, . . . , am

b1, . . . , bm

∣∣∣∣ z) =
∞∑
ν=0

(a0)ν(a1)ν · · · (am)ν
ν! (b1)ν · · · (bm)ν

zν , (13)

ãäå (a)ν = Γ(a+ ν)/Γ(a) îáîçíà÷àåò ñèìâîë Ïîõãàììåðà; óñëîâèå

Re(a0 + a1 + · · ·+ am) < Re(b1 + · · ·+ bm)

îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (13) â îáëàñòè |z| 6 1. Ýòè ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè è èõ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü âî âñåõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü óïîìèíàíèåì êëàññè÷åñêèõ
ìîíîãðàôèé-ýíöèêëîïåäèé Ó. Áåéëè30, Ë. Ñëåéòåð31 è Äæ. Ýíðþñà, Ð. Àñ-
êè, Ð. Ðîÿ32, â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ íå òîëüêî ðåçóëüòàòû, íî è ïðèëîæå-
íèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îòìåòèì òàêæå ìîíîãðàôèþ Ã. Ãàñïå-
ðà, Ì. Ðàõìàíà33, ïîñâÿùåííóþ q-îáîáùåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ôóíê-
öèÿì è èçâåñòíóþ â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ ïîä èìåíåì q-áèáëèè.

Èìåííî ñâÿçü ïðèáëèæàþùèõ ëèíåéíûõ ôîðì èç òåîðèè ÷èñåë ñ òåî-
ðèåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâîëèëà ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà
ðÿä îòêðûòûõ ïðîáëåì â îáåèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, âêëþ÷àÿ ãèïîòå-
çó Ä. Âàñèëüåâà î ðàçëîæåíèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ áýéêåðñîâà òèïà â
ëèíåéíûå ôîðìû îò äçåòà-çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííîé ÷åòíîñòè34, ãèïîòåçó
À. Øìèäòà î öåëî÷èñëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îáîá-
ùåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Àïåðè35, ãèïîòåç Ä. Áîéäà î âûðàæåíèè
ìåðû Ìàëåðà ÷åðåç L-ðÿäû36 (ò.å. îáîáùåííûå äçåòà-çíà÷åíèÿ), à òàêæå
ïðîáëåì ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñëåäíèõ â âèäå ïåðèîäîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ
Ì. Êîíöåâè÷åì è Ä. Çàãèðîì37. Êðîìå òîãî, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû
ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòà-
òîâ â íàïðàâëåíèè òåîðåì Àïåðè è Ðèâîàëÿ.

30W.N. Bailey, Generalized hypergeometric series, Cambridge Math. Tracts 32

(Cambridge Univ. Press, Cambridge 1935)
31L. J. Slater, Generalized hypergeometric functions (Cambridge Univ. Press,

Cambridge 1966).
32G.E. Andrews, R. Askey, R. Roy, Special functions, Encyclopedia of Mathematics

and its Applications 71 (Cambridge University Press, Cambridge 1999).
33Ã. Ãàñïåð, Ì. Ðàõìàí, Áàçèñíûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû (Ìèð, Ìîñêâà

1993).
34D.V. Vasilyev, On small linear forms for the values of the Riemann zeta-function

at odd points, Preprint � 1 (558) (Nat. Acad. Sci. Belarus, Institute Math., Minsk 2001).
35A.L. Schmidt, Generalized q-Legendre polynomials, J. Comput. Appl. Math. 49:1�3

(1993), 243�249.
36D. Boyd, Mahler's measure and special values of L-functions, Experiment. Math. 7:1

(1998), 37�82.
37M. Kontsevich, D. Zagier, Periods, Mathematics unlimited�2001 and beyond

(Springer, Berlin 2001), 771�808.

6



Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðå-
øèòü ðÿä îòêðûòûõ ïðîáëåì â òåîðèè ÷èñåë, êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ñïå-
öèàëüíûõ ôóíêöèé, ïðÿìûì èëè êîñâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûõ ñ òåîðå-
ìîé Àïåðè îá èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3). Èìåííî, â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• êîëè÷åñòâåííîå óñèëåíèå òåîðåìû Ðèâîàëÿ;
• ãèïîòåçà Ä. Âàñèëüåâà î ïðåäñòàâëåíèè îáîáùåííûõ êðàòíûõ èí-
òåãðàëîâ â âèäå ëèíåéíûõ ôîðì îò äçåòà-çíà÷åíèé;

• èððàöèîíàëüíîñòü q-äçåòà-çíà÷åíèé;
• íîâûå îöåíêè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-çíà÷åíèé;
• ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå è èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì î ðàññòîÿíèè íàòó-
ðàëüíûõ ñòåïåíåé ðàöèîíàëüíîãî (íåöåëîãî) ÷èñëà äî áëèæàéøåãî
öåëîãî;

• ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Àïåðè (5), è ãèïîòåçà À. Øìèäòà;

• ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ L-ðÿäîâ � îáîáùåííûõ äçåòà-
çíà÷åíèé.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäèêà äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò èñïîëü-
çîâàíèå ìíîãî÷èñëåííûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì èç âåùåñòâåííîãî è êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè ÷èñåë, ìåòîäû òåîðèè îáîáùåííûõ ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, âêëþ÷àÿ èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóììèðîâàíèÿ è èí-
òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòîäû òåîðèè ìî-
äóëÿðíûõ ôóíêöèé, ñïåöèàëüíûå (àðèôìåòè÷åñêèå) äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è ìåòîäû ñîáñòâåííî òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé (èð-
ðàöèîíàëüíûõ è òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

• ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷åòûðåõ ÷èñåë ζ(5), ζ(7), ζ(9) è ζ(11)
èððàöèîíàëüíî;

• íîâîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âïîëíå-óðàâíîâåøåííûõ ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ è, ñ åãî ïîìîùüþ, ðåøåíèå ãèïîòåçû
Ä. Âàñèëüåâà;

• îöåíêà ñâåðõó äëÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ζq(2) =
∑∞

n=1 q
n/(1−qn)2,

q-àíàëîãà ÷èñëà ζ(2);
• ëó÷øàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2);
• ëó÷øàÿ îöåíêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò (3/2)k, k = 1, 2, . . . , äî áëèæàé-
øåãî öåëîãî;

• ðåøåíèå ãèïîòåçû À. Øìèäòà â îáùåì ñëó÷àå;
• ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ L(E, 2) è L(E, 3) â ñëó÷àå
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E êîíäóêòîðà 32.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Èññëåäîâàíèå, ïðîâå-
äåííîå â äèññåðòàöèè, íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçâèòûå â ðàáîòå
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ìåòîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë, êîìáè-
íàòîðèêå, òåîðèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, òåîðèè ìîäóëÿðíûõ ôîðì,
à òàêæå â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì àíàëèçå, p-àäè÷åñêîì àíàëèçå, àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå, K-òåîðèè.

Ðàçäåëû äèññåðòàöèè ìîãóò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ
äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî
ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêà.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëà-
äûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå òåîðèè ÷èñåë ÌÃÓ; íà ñåìèíàðàõ
ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ì. Ïëàíêà (Áîíí, Ãåðìàíèÿ); íàó÷íûõ ñå-
ìèíàðàõ óíèâåðñèòåòîâ Ïàðèæ 6, Ëèîí 1, Ãðåíîáëÿ, Ëèëëÿ, Ìåòöà (Ôðàí-
öèÿ); Ã¼òòåíáóðãà, Ê¼ëüíà, Ôðàíêôóðòà, Ìàéíöà, Êàññåëÿ (Ãåðìàíèÿ);
Îóëó (Ôèíëÿíäèÿ); Öþðèõà (Øâåéöàðèÿ); Ëóíäà (Øâåöèÿ); Êîïåíãàãåíà
(Äàíèÿ); Ïèçû (Èòàëèÿ); Ñèíãàïóðà (Ñèíãàïóð); Íüþêàñëà, Ìåëüáóðíà è
Áðèñáàíà (Àâñòðàëèÿ); Îñàêà (ßïîíèÿ); Ìîíðåàëÿ (Êàíàäà).

Òàêæå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ, âêëþ÷àÿ: Diophantische Approximationen (Îáåðâîëüôàõ, Ãåð-
ìàíèÿ, 2000 & 2007 & 2012); Probl�emes diophantiens et nombres transcendants
(Ïàðèæ, 2001); Recent Advances in Mathematical Analysis and Number The-
ory (ÌÈÀÍ, Ìîñêâà, 2001); Probl�emes diophantiens (CIRM, Ìàðñåëü Ëþ-
ìèíè, Ôðàíöèÿ, 2002) Elementare und Analytische Zahlentheorie (Îáåðâîëü-
ôàõ, Ãåðìàíèÿ, 2003); 13th Journ�ees Arithm�etiques (Ãðàö, Àâñòðèÿ, 2003);
Diophantine Approximation (Ëåéäåí, Ãîëëàíäèÿ, 2003); 7th Symposium on
Orthogonal Polynomials, Special Functions and Applications (Êîïåíãàãåí,
Äàíèÿ, 2003); 35th Annual Iranian Mathematical Conference (Àõâàç, Èðàí,
2005); Analytical Methods in Number Theory, Probability Theory and Mathe-
matical Statistics (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2005); Gauss�Dirichlet Conference (Ã¼ò-
òèíãåí, Ãåðìàíèÿ, 2005); 14th Journ�ees Arithm�etiques (Ìàðñåëü, Ôðàíöèÿ,
2005); Diophantine Approximation and Heights (Âåíà, Àâñòðèÿ, 2006); Dio-
phantine approximation and transcendental numbers (CIRM, Ìàðñåëü Ëþ-
ìèíè, Ôðàíöèÿ, 2006); Diophantine and analytic problems in number theory
(ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2007); 9th Symposium on Orthogonal Polynomials, Special
Functions and Applications (Ìàðñåëü, Ôðàíöèÿ, 2007); D�eveloppements r�e-
cents en approximation diophantienne (CIRM, Ìàðñåëü Ëþìèíè, Ôðàíöèÿ,
2007); Analytical and Combinatorial Methods in Number Theory and Geometry
(Èðàêëèîí, Êðèò, Ãðåöèÿ, 2007); p-adic Aspects of Di�erential Equations:
Crystals, Mirror symmetry, Modular Forms (Ëîçàííà, Øâåéöàðèÿ, 2007);
Combinatorics and Statistical Physics (Âåíà, Àâñòðèÿ, 2008); Number Theory
and Physics at the Crossroads (Áàíôô, Êàíàäà, 2008); Geometry and Arith-
metic around Hypergeometric Functions (Îáåðâîëüôàõ, Ãåðìàíèÿ, 2008);
10th Symposium on Orthogonal Polynomials, Special Functions and Applica-
tions (Ë¼âåí, Áåëüãèÿ, 2009); 53rd Annual Meeting of the Australian Mathe-
matical Society (Àäåëàèäà, Àâñòðàëèÿ, 2009); 54th Annual Meeting of the
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Australian Mathematical Society (Áðèñáàí, Àâñòðàëèÿ, 2010); Computational
and Analytical Mathematics (Áàðíàáè, Êàíàäà, 2011); Explicit Methods in
Number Theory (Îáåðâîëüôàõ, Ãåðìàíèÿ, 2011 & 2013); 11th Symposium
on Orthogonal Polynomials, Special Functions and Applications (Ìàäðèä, Èñ-
ïàíèÿ, 2011); 55th Annual Meeting of the Australian Mathematical Society
(Âîëëîíãîíã, Àâñòðàëèÿ, 2011); Analytic Number Theory (Êèîòî, ßïîíèÿ,
2011); Hypergeometric series and their generalizations in algebra, geometry,
number theory and physics (Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ, 2012); The works of Srinivasa
Ramanujan and related topics (Ìàéñóð, Èíäèÿ, 2012); The Legacy of Srinivasa
Ramanujan (Äåëè, Èíäèÿ, 2012); Arctic Number Theory Workshop (Ñààðè-
ñåëêÿ, Ôèíëÿíäèÿ, 2013); Special Functions and Special Numbers (Óòðåõò,
Ãîëëàíäèÿ, 2013); 57th Annual Meeting of the Australian Mathematical So-
ciety (Ñèäíåé, Àâñòðàëèÿ, 2013).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 27
ðàáîòàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê èçäàíèé, ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ Ðîññèè äëÿ
ïóáëèêàöèè íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà
íàóê. Êðîìå òîãî, 4 ðàáîòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïðî÷èõ
èçäàíèÿõ; îíè îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé (*) â ïðèâîäèìîì äàëåå ñïèñêå îñíîâ-
íûõ ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâ-
ëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû,
íàñ÷èòûâàþùåãî 165 íàèìåíîâàíèé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåîðåì èñïîëüçóåò-
ñÿ îäèíàðíàÿ íóìåðàöèÿ; ëåììû è ïðåäëîæåíèÿ èìåþò äâîéíóþ íóìåðà-
öèþ, â êîòîðîé ïåðâîå ÷èñëî îòâå÷àåò íîìåðó ãëàâû, à âòîðîå � òåêóùåìó
íîìåðó óòâåðæäåíèÿ âíóòðè ãëàâû.

Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 118 ñòðàíèö.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïîäðîáíî îïèñûâàþòñÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñ èñòîðèåé
ñîîòâåòñòóþùåé òåìàòèêè, îïèñûâàþòñÿ ìåòîäèêà è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷è-
ìîñòü, à òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 1�7).

Ëèíåéíûå ïðèáëèæàþùèå ôîðìû Ðèâîàëÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Fn = Fs,r,n = n!s+1−2r

∞∑
ν=1

(
t+

n

2

)∏rn
j=1(t− j) ·

∏rn
j=1(t+ n+ j)∏n

j=0(t+ j)s+1

∣∣∣∣
t=ν

,

s íå÷åòíî,

(14)

ãäå âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð r < s/2 èìååò ïîðÿäîê r ∼ s/ log2 s; â ÷àñò-
íîñòè, ðÿä F3,1,n ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì (10) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Àïåðè. Ðàñêëàäûâàÿ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà t ïîä çí�àêîì ñóì-
ìèðîâàíèÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è èñïîëüçóÿ èäåè ðàáîò Å. Íèêè-
øèíà38 è Þ. Íåñòåðåíêî39, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

2Ds+1
n Fn ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z.

Êðîìå òîãî, ÿâíûå ôîðìóëû (14) äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì îò íå÷åòíûõ äçåòà-
çíà÷åíèé ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ôîðì è
èõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè n → ∞. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Ðèâîàëÿ � ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè Íåñòåðåí-
êî40.

Òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíû (14) ÿâëÿþòñÿ Q-ëèíåéíûìè ôîðìàìè îò 1 è
äçåòà-çíà÷åíèé îäíîé ÷åòíîñòè, ñâÿçàí ñî ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèåé ðàöè-
îíàëüíîé ôóíêöèè ïàðàìåòðà t, ñòîÿùåé â (14) ïîä çí�àêîì ñóììû. Âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåíåå ýêçîòè÷åñêîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îá-
ñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ Ë. Ãóòíèêà, Ò. Õåññàìè Ïèëåðóä, Ò. Ðèâîàëÿ: â èòîãå
ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íàä Q
çíà÷åíèÿìè ïîëèëîãàðèôìîâ

Lis(z) =
∞∑
n=1

zn

ns

â ðàöèîíàëüíîé òî÷êå z, 0 < |z| 6 1.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèâîàëÿ èñïîëüçóåò íåêî-

òîðîå îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Àïåðè, åå ðå-
çóëüòàò äàåò ëèøü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-
çíà÷åíèé. Äëÿ ñëåäóþùåãî çà ζ(3) èððàöèîíàëüíîãî íå÷åòíîãî ζ(s) òåîðå-
ìà Ðèâîàëÿ óñòàíàâëèâàåò ëèøü äèàïàçîí41: 5 6 s 6 169. Äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïîä çí�àêîì ñóììèðîâàíèÿ (ïîäîáíî ïðåä-
ñòàâëåíèþ (9)) äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü Q-ëèíåéíûå ôîðìû îò íå÷åòíûõ
äçåòà-çíà÷åíèé, íå ñîäåðæàùèå ζ(3). Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü42, ÷òî �ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî èç äåâÿòè íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21)
èððàöèîíàëüíî� Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äàþùóþ íîâîå ïðî-
äâèæåíèå â ðåøåíèè çàäà÷è îá èððàöèîíàëüíîñòè íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 1. Îäíî èç ÷èñåë

ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)

38Å.Ì. Íèêèøèí, Îá èððàöèîíàëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé F (x, s), Ìàòåì. ñá.

109:3 (1979), 410�417.
39Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ζ(3), Ìàòåì. çàìåòêè 59:6 (1996),

865�880.
40Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë, Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð. 1.

Ìàòåì., ìåõ. � 1 (1985), 46�54.
41K. Ball, T. Rivoal, Irrationalit�e d'une in�nit�e de valeurs de la fonction z�eta aux

entiers impairs, Invent. Math. 146:1 (2001), 193�207.
42T. Rivoal, Irrationalit�e d'au moins un des neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21), Acta

Arith. 103 (2002), 157�167.
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èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè.
Ìû èñïîëüçóåì íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðà-
áîòàõ Ðèâîàëÿ, à òàêæå àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä43, 44, òðàäèöèîííî ïðèìå-
íÿåìûé äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíîê ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë. Îòìåòèì,
÷òî èñïîëüçîâàííàÿ òåõíèêà óñïåøíî ðàáîòàåò è â äðóãèõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ: â45 àíàëîãè òåîðåìû Ðèâîàëÿ è òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíû äëÿ
çíà÷åíèé áåòà-ôóíêöèè Äèðèõëå

β(s) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)s

â ÷åòíûõ òî÷êàõ s > 2. Óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
Íåñòåðåíêî â ðàáîòå46 ïîçâîëèëî òàêæå óëó÷øèòü ðÿä äðóãèõ îöåíîê èç
ðàáîòû Áîëëà�Ðèâîàëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Áýéêåðñà47 èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) è ζ(3), èñïîëüçóþ-
ùåå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (11) è (8), ïðîñòîå è êîðîòêîå. Èìåííî
ýòî ïîñëóæèëî ñåðüåçíûì îñíîâàíèåì äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ êðàò-
íûõ èíòåãðàëîâ ñ öåëüþ êîëè÷åñòâåííî óñèëèòü è îáîáùèòü ðåçóëüòàòû
Àïåðè. Î. Âàñèëåíêî48 ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî s-
êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, îáîáùàþùèõ èíòåãðàëû Áýéêåðñà:

Js,n =

∫
· · ·

∫
[0,1]s

∏s
j=1 x

n
j (1− xj)

n

Qs(x1, . . . , xs)n+1
dx1 · · · dxs, (15)

ãäå

Qs(x1, . . . , xs) = 1− x1(1− x2(1− · · · (1− xs−1(1− xs)) · · · )).
Ïîçäíåå Ä. Âàñèëüåâ49 èçó÷èë èíòåãðàëû J4,n, J5,n è äîêàçàë, ÷òî

4D4
nJ4,n ∈ Zζ(4) + Zζ(2) + Z, D5

nJ5,n ∈ Zζ(5) + Zζ(3) + Z, (16)

43G.V. Chudnovsky, On the method of Thue�Siegel, Ann. of Math. II Ser. 117:2
(1983), 325�382.

44Å.À. Ðóõàäçå, Îöåíêà ñíèçó ïðèáëèæåíèÿ ln 2 ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, Âåñò-
íèê ÌÃÓ. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ. � 6 (1987), 25�29.

45T. Rivoal, W. Zudilin, Diophantine properties of numbers related to Catalan's
constant, Math. Annalen 326:4 (2003), 705�721.

46S. Fischler, W. Zudilin, A re�nement of Nesterenko's linear independence criterion
with applications to zeta values, Math. Annalen 347:4 (2010), 739�763.

47F. Beukers, A note on the irrationality of ζ(2) and ζ(3), Bull. London Math. Soc.

11:3 (1979), 268�272.
48Î.Í. Âàñèëåíêî, Íåêîòîðûå ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â

öåëûõ òî÷êàõ, Òåîðèÿ ÷èñåë è åå ïðèëîæåíèÿ (Òàøêåíò, 26�28 ñåíòÿáðÿ 1990 ã.), Òåçè-
ñû äîêëàäîâ Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íî-òåîðåòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Òàøêåíò, Òàøêåíò-
ñêèé ãîñ. ïåä. èíñòèòóò 1990), 27.

49D.V. Vasilyev, On small linear forms for the values of the Riemann zeta-function
at odd points, Preprint � 1 (558) (Nat. Acad. Sci. Belarus, Institute Math., Minsk 2001).
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à òàêæå, ÷òî ëèíåéíûå ôîðìû â (15) ñòðåìÿòñÿ (äîñòàòî÷íî áûñòðî) ê
íóëþ ïðè n → ∞ (ê ñîæàëåíèþ, íå íà ñòîëüêî áûñòðî, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû îá èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-çíà÷åíèé). Âêëþ÷åíèÿ
D2

nJ2,n ∈ Zζ(2)+Z, D3
nJ3,n ∈ Zζ(3)+Z, äîêàçàííûå ðàíåå Áýéêåðñîì, è (16)

äàëè Âàñèëüåâó îñíîâàíèå âûñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå: èìåþò
ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

2s−2Ds
nJs,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(4) + Zζ(2) + Z äëÿ s ÷åòíîãî,

Ds
nJs,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z äëÿ s íå÷åòíîãî.

×àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå â çàäà÷å Âàñèëüåâà (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæå-
íèÿ íà äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2Dn) äàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäå-
íèè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî s > 2 è n = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

Js,n = Fs,n, (17)

ãäå

Fs,n = 2n!s−1

∞∑
ν=1

(−1)(s+1)(t+n+1)
(
t+

n

2

)∏n
j=1(t− j) ·

∏n
j=1(t+ n+ j)∏n

j=0(t+ j)s+1

∣∣∣∣
t=ν

.

(18)
Êàê ñëåäñòâèå, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

2s−2Ds+1
n Js,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(4) + Zζ(2) + Z äëÿ s ÷åòíîãî,

Ds+1
n Js,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z äëÿ s íå÷åòíîãî.

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (18) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì (14) ïðè s íå÷åò-
íîì è r = 1, òàê ÷òî òîæäåñòâî (17) îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå èíòåãðàëüíîé
êîíñòðóêöèè Q-ëèíåéíûõ ôîðì îò äçåòà-çíà÷åíèé ñ êîíñòðóêöèåé Ðèâîà-
ëÿ.

Ðÿäû Áîëëà (10) è Ðèâîàëÿ (14) õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè îáîáùåííûõ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé êàê âïîëíå óðàâíîâåøåííûå ðÿäû. Èìåííî
òàêîå íàçâàíèå äàë Ô. Óèïïë50 ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì (13), óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ

a0 + 1 = a1 + b1 = · · · = am + bm;

èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, èìåííî ê òàêèì ðÿäàì.
Îñîáóþ ðîëü ñðåäè âïîëíå óðàâíîâåøåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
èãðàþò ðÿäû ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî äîïîë-
íèòåëüíîå óñëîâèå

a1 =
1
2
a0 + 1, b1 =

1
2
a0;

50F. J.W. Whipple, On well-poised series, generalized hypergeometric series having
parameters in pairs, each pair with the same sum, Proc. London Math. Soc. II Ser. 24

(1926), 247�263.
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îáçîð èñòîðèè è ïðèëîæåíèé âïîëíå è ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûõ ðÿäîâ
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè íàïèñàí Äæ. Ýíäðþñîì51. Ðÿä (18) (êàê
è ðÿä (14)) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûì:

Fs,n =
n!2s+1(3n+ 2)!

(2n+ 1)!s+2
·s+4Fs+3

(
3n+ 2, 3

2
n+ 2, n+ 1, . . . , n+ 1

3
2
n+ 1, 2n+ 2, . . . , 2n+ 2

∣∣∣∣ (−1)s+1

)
.

(19)
Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåãî ðåçóëüòàòà î ïðåäñòàâëåíèè ñî-
âåðøåííî óðàâíîâåøåííîãî ðÿäà â âèäå êðàòíîãî èíòåãðàëà. Âî âòîðîé
ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ íå òîëüêî ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ðåçóëüòàòà è òåîðåìû 2, íî è ðÿä äðóãèõ âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Èìåííî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 â ïîñëåäîâàâøåé ðàáîòå52 çàäà÷à Âàñè-
ëüåâà áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà â ñëó÷àå íå÷åòíîãî s > 3. Äëÿ ðÿäîâ (19)
âîçìîæíû è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñîðîêèíñêî-
ãî òèïà53; ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèè êðàòíûõ èíòåãðà-
ëîâ óñòàíîâëåíû Ñ. Çëîáèíûì54, 55. Ïîçäíåå Çëîáèí56 è íåçàâèñèìî Â. Ñà-
ëèõîâ, À. Ôðîëîâè÷åâ57 ïîëó÷èëè äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è Âàñèëüåâà.

Êàê îáû÷íî, âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò ÷èñëà q è ïðåâðàùàþùèåñÿ â
êëàññè÷åñêèå îáúåêòû â ïðåäåëå q → 1 (ïî êðàéíåé ìåðå ôîðìàëüíî),
íàçûâàþòñÿ q-àíàëîãàìè èëè q-ðàñøèðåíèÿìè. Âîçìîæíûé ñïîñîá q-ðàñ-
øèðèòü çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
(çäåñü q ∈ C, |q| < 1):

ζq(s) =
∞∑
n=1

σs−1(n)q
n =

∞∑
ν=1

νs−1qν

1− qν
=

∞∑
ν=1

qνρs(q
ν)

(1− qν)s
, s = 1, 2, . . . , (20)

ãäå σs−1(n) =
∑

d|n d
s−1 îáîçíà÷àåò ñóììó ñòåïåíåé äåëèòåëåé, à ìíîãî÷ëå-

íû ρs(x) ∈ Z[x] ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåêóðñèâíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

ρ1 = 1 è ρs+1 = (1+(s−1)x)ρs+x(1−x)ρ′s ïðè s = 1, 2, . . . . (21)

51G.E. Andrews, The well-poised thread: An organized chronicle of some amazing
summations and their implications, Ramanujan J. 1:1 (1997), 7�23.

52C. Krattenthaler, T. Rivoal, Hyperg�eom�etrie et fonction z�eta de Riemann, Mem.
Amer. Math. Soc. 186 (Amer. Math. Soc., Providence, RI 2007), no. 875.

53Â.Í. Ñîðîêèí, Î ìåðå òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà π2, Ìàòåì. ñá. 187:12 (1996),
87�120.

54Ñ.À. Çëîáèí, Èíòåãðàëû, ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå ëèíåéíûõ ôîðì îò îáîáùåí-
íûõ ïîëèëîãàðèôìîâ, Ìàòåì. çàìåòêè 71:5 (2002), 782�787.

55Ñ.À. Çëîáèí, Î íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâàõ, Óñïåõè ìàòåì. íàóê 57:3
(2002), 153�154.

56Ñ.À. Çëîáèí, Ðàçëîæåíèÿ êðàòíûõ ðÿäîâ â ëèíåéíûå ôîðìû, Ìàòåì. çàìåòêè

77:5 (2005), 683�706.
57Â.Õ. Ñàëèõîâ, À.È. Ôðîëîâè÷åâ, Î êðàòíûõ èíòåãðàëàõ, ïðåäñòàâèìûõ â

âèäå ëèíåéíîé ôîðìû îò 1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(2k − 1), Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. 11:6
(2005), 143�178.
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Òîãäà èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
q→1
|q|<1

(1− q)sζq(s) = ρs(1) · ζ(s) = (s− 1)! · ζ(s), s = 2, 3, . . . ;

ðàâåíñòâî ρs(1) = (s − 1)! ñëåäóåò èç (21). Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì
q-äçåòà-çíà÷åíèÿ (20) ïðèâîäÿò ê ðÿäó íîâûõ èíòåðåñíûõ çàäà÷ â òåîðèè
äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé è òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëÿ îáû÷íûõ äçåòà-çíà÷åíèé.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ζq(s) òðàíñöåíäåíòíû êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà q.

Äëÿ ÷åòíûõ s > 2 ðÿäû Es(q) = 1−2sζq(s)/Bs, ãäå Bs ∈ Q � ÷èñëà Áåð-
íóëëè, èçâåñòíû êàê ðÿäû Ýéçåíøòåéíà. Ïîýòîìó ìîäóëÿðíîå ïðîèñõîæ-
äåíèå (îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ = log q

2πi
) ôóíêöèé E4, E6, E8, . . . ïðèâî-

äèò ê àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ζq(2), ζq(4), ζq(6) íàä Q[q], â òî âðåìÿ
êàê îñòàëüíûå ÷åòíûå q-äçåòà-çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ζq(4)
è ζq(6). Â òàêîé èíòåðïðåòàöèè ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Íåñòåðåíêî58 �÷èñëà
ζq(2), ζq(4), ζq(6) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî q,
0 < |q| < 1� ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì q-ðàñøèðåíèåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëèíäå-
ìàíà �ζ(2) = π2/6 òðàíñöåíäåíòíî�. Îá àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäå íå÷åòíûõ
q-äçåòà-çíà÷åíèé (íàïðèìåð, q-àíàëîã çàäà÷è îá èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-
çíà÷åíèé) èçâåñòíî íåìíîãî. Ï. Ýðä¼ø59 äîêàçàë èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
ζq(1) (q-ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà) â ñëó÷àå q = p−1, ãäå p ∈ Z \ {0,±1}; äðóãèå
äîêàçàòåëüñòâà èìåþòñÿ â60, 61, à â62 è63 ïîëó÷åíà îöåíêà

µ(ζq(1)) 6
2π2

π2 − 2
= 2.50828476 . . . (22)

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ζq(1) ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà ïàðà-
ìåòð q. Êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì äëÿ ζq(1) â ïîñëåä-
íèõ äâóõ ñòàòüÿõ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò q, îäíàêî â ïðåäåëå q → 1,
|q| < 1, ïîëó÷àþòñÿ ðàñõîäÿùèåñÿ âåëè÷èíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì Â. Ôàí Àññå ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ëèíåéíûõ ïðèáëè-
æàþùèõ ôîðì äëÿ ζq(2) è ζq(3), ïåðåõîäÿùèõ ïðè q → 1 â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Àïåðè u′

nζ(2)− v′n è unζ(3)− vn ñîîòâåòñòâåííî.
Ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷èñåë ζ(s), s = 2, 3, . . . ,

óñïåøíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé q-äçåòà-çíà÷åíèé. Èìåííî, ìû èìååì â âè-
äó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ëèíåéíûõ ôîðì è àðèôìåòè÷åñêèé

58Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Ìîäóëÿðíûå ôóíêöèè è âîïðîñû òðàíñöåíäåíòíîñòè, Ìà-

òåì. ñá. 187:9 (1996), 65�96.
59P. Erd�os, On arithmetical properties of Lambert series, J. Indiana Math. Soc. 12

(1948), 63�66.
60J.-P. B�ezivin, Ind�ependence lin�eaire des valeurs des solutions transcendantes de

certaines �equations fonctionelles, Manuscripta Math. 61 (1988), 103�129.
61P. Borwein, On the irrationality of

∑
1

qn+r , J. Number Theory 37 (1991), 253�259.
62P. Bundschuh, K. V�a�an�anen, Arithmetical investigations of a certain in�nite

product, Compositio Math. 91 (1994), 175�199.
63W. Van Assche, Little q-Legendre polynomials and irrationality of certain Lambert

series, Ramanujan J. 5 (2001), 295�310.
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ìåòîä, äîïîëíåííûé ãðóïïîâûì ïîäõîäîì Äæ. Ðèíà è Ê. Âèîëû64, 65. Äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ìû óêàçûâàåì íåîáõîäèìûå q-ðàñøèðåíèÿ.
Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ òàêæå èìåþò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ; êðî-
ìå òîãî, q-àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò óëó÷øàòü èçâåñòíûå ìåðû
èððàöèîíàëüíîñòè q-äçåòà-çíà÷åíèé è äðóãèõ q-ïîñòîÿííûõ66. Òàê, íàïðè-
ìåð, èñïîëüçóÿ áàçèñíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êëàññè÷åñêîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ãåéíå67 è q-àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä ìû óëó÷øàåì îöåíêó (22)
äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè q-ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà:

µ(ζq(1)) 6 2.46497868 . . . .

Èñïîëüçóÿ q-àíàëîã ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî 3F2(1)-ðÿäà è ïðåîáðàçîâà-
íèå Õîëëà, ìû íå òîëüêî ðåøàåì óïîìÿíóòóþ çàäà÷ó Ôàí Àññå äëÿ ζq(2),
íî è îïòèìèçèðóåì îöåíêó äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ýòîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî q = 1/p, p ∈ Z\{0,±1}, ÷èñëî ζq(2) ÿâëÿåò-
ñÿ èððàöèîíàëüíûì ñ ïîêàçàòåëåì èððàöèîíàëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèì

íåðàâåíñòâó

µ(ζq(2)) 6 3.51887508 . . . . (23)

Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òèïà (23) äëÿ ζq(2) (äîêàçûâàþùèå íåëèóâèë-
ëåâîñòü ýòîé ïîñòîÿííîé â ñëó÷àå q−1 ∈ Z \ {0,±1}) äî ïóáëèêàöèé àâòîðà
íå áûëè èçâåñòíû, õîòÿ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èððàöèîíàëüíîñòü68 è äàæå
òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà ζq(2) äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî q ñ óñëîâèåì
0 < |q| < 1 ñëåäóåò èç óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû Íåñòåðåíêî. Â ðåçóëüòàòå
áîëåå àêêóðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè
â ðàáîòå69 áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

µ(ζq(2)) 6
10π2

5π2 − 24
= 3.89363887 . . . .

Òåîðåìà 3 çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò ýòîò ðåçóëüòàò.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïðèâîäèòñÿ âòðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè;

òàì æå ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé

Un(q)ζq(2)− Vn(q) = (−1)n
∞∑
ν=1

∏n
j=1(1− qj) ·

∏n
j=1(1− qjT )∏n

j=0(1− qn+1+jT )2
T n+1

∣∣∣∣
T=qν

64G. Rhin, C. Viola, On a permutation group related to ζ(2), Acta Arith. 77:1 (1996),
23�56.

65G. Rhin, C. Viola, The group structure for ζ(3), Acta Arith. 97:3 (2001), 269�293.
66P. Bundschuh, W. Zudilin, Irrationality measures for certain q-mathematical

constants, Math. Scand. 101:1 (2007), 104�122.
67E. Heine, Untersuchungen �uber die Reihe . . . , J. Reine Angew. Math. 34 (1847),

285�328.
68D. Duverney, Irrationalit�e d'un q-analogue de ζ(2), C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I

Math. 321:10 (1995), 1287�1289.
69C. Smet, W. Van Assche, Irrationality proof of a q-extension of ζ(2) using little

q-Jacobi polynomials, Acta Arith. 138:2 (2009), 165�178.
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íàøåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè òàêæå äîêàçûâàåò èððàöèîíàëü-
íîñòü ÷èñëà ζq(2) â ñëó÷àå q

−1 ∈ Z \ {0,±1}, à â ïðåäåëå q → 1 ïîëó÷àþò-
ñÿ ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Àïåðè (12) ê ζ(2). Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå70

ìû ïðåäúÿâëÿåì q-àíàëîã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé (9), (10), îäíàêî ýòî íå ïðèâîäèò ê èððàöèîíàëüíîñòè âåëè÷èíû ζq(3).
Âîïðîñ îá èððàöèîíàëüíîñòè ζq(3) îñòàåòñÿ îòêðûòûì; èçâåñòíû òîëüêî
÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû â äóõå òåîðåìû 1.

Èñïîëüçîâàíèå q-àðèôìåòè÷åñêîãî ìåòîäà è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîí-
ñòðóêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü è äðóãèå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå
ðåçóëüòàòû äëÿ q-äçåòà-çíà÷åíèé. Òàê, óïîìÿíóòàÿ â ïðåäûäóùåì àáçàöå
ðàáîòà ñîäåðæèò ðåçóëüòàò î áåñêîíå÷íîñòè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñðå-
äè íå÷åòíûõ q-äçåòà-çíà÷åíèé (q-àíàëîã òåîðåìû Ðèâîàëÿ) â ñëó÷àå q−1 ∈
Z \ {0,±1}. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ q-äçåòà-çíà÷åíèé çíà÷èòåëüíûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò è âîïðîñû ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè. Çäåñü ñëå-
äóåò óïîìÿíóòü ðàáîòó Þ. Ïóïûð¼âà71, äîêàçàâøåãî ëèíåéíóþ íåçàâèñè-
ìîñòü q-äçåòà-çíà÷åíèé, à òàêæå ïîëó÷èâøåãî ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû îá
èõ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè.

Îáçîð72 î ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âûäåðæàííûõ âðåìåíåì
ìåð èððàöèîíàëüíîñòè log 2, π è log 3 áûë îïóáëèêîâàí â 2004 ã. Âñïëåñê
àêòèâíîñòè73, 74, 75 â ïîñëåäîâàâøåå ïÿòèëåòèå ïðèâåë íå òîëüêî ê êîëè÷å-
ñòâåííûì èçìåíåíèÿì ðàññìîòðåííûõ â îáçîðå ìåð, íî è ê âîçíèêíîâåíèþ
ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ êîíñòðóêòîðñêèõ èäåé äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ. Âìåñòå ñ
òåì ðåêîðäíûå ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

µ(ζ(2)) 6 5.44124250 . . . è µ(ζ(3)) 6 5.51389062 . . . ,

ïîëó÷åííûå Ðèíîì è Âèîëîé â 1996 ã. è â 2001 ã. ñîîòâåòñòâåííî, îñòàâà-
ëèñü íåçûáëèìûìè. Â îñíîâå ìåòîäà Ðèíà�Âèîëû � ãðóïïà áèðàöèîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ áýéêåðñîâà òèïà (11),
(8), äîïîëíåííóþ àðèôìåòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïî ñóùåñòâó, íàøå äîêàçà-
òåëüñòâî îöåíêè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè q-àíàëîãà ζ(2) â òðåòüåé ãëà-

âå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê q-âåðñèÿ ìåòîäà Ðèíà�Âèîëû, ïåðåëîæåííîãî íà
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê.

70C. Krattenthaler, T. Rivoal, W. Zudilin, S�eries hyperg�eom�etriques basiques,
q-analogues des valeurs de la fonction z�eta et formes modulaires, Inst. Jussieu Math. J. 5:1
(2006), 53�79.

71Þ.À. Ïóïûð¼â, Î ëèíåéíîé è àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè q-äçåòà-çíà÷åíèé,
Ìàòåì. çàìåòêè 78:4 (2005), 608�613.

72Â.Â. Çóäèëèí, Ýññå î ìåðàõ èððàöèîíàëüíîñòè π è äðóãèõ ëîãàðèôìàõ, ×åáû-
ø¼âñêèé ñá. (ÒÃÏÓ, Òóëà) 5:2 (2004), 49�65.

73R. Marcovecchio, The Rhin�Viola method for log 2, Acta Arith. 139:2 (2009), 147�
184.

74Â.Õ. Ñàëèõîâ, Î ìåðå èððàöèîíàëüíîñòè log 3, Äîêë. ÐÀÍ 417:6 (2007), 753�
755.

75Â.Õ. Ñàëèõîâ, Î ìåðå èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà π, Óñïåõè ìàòåì. íàóê 63:3
(2008), 163�164.
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Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿ-
äû âìåñòî q-àíàëîãîâ èíòåãðàëîâ (à ïîíÿòèå q-èíòåãðàëà äåéñòâèòåëüíî
ñóùåñòâóåò76) ïðîäèêòîâàíà îòñóòñòâèåì ïîíÿòèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ
ïîñëåäíèõ.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà åùå îäíîé äåìîíñòðàöèè
óñïåøíîñòè àðèôìåòèêî-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà � äîêàçàòåëüñòâó
íîâîé îöåíêè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) = π2/6.

Òåîðåìà 4. Ïîêàçàòåëü èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà ζ(2) = π2/6 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ(ζ(2)) 6 5.09541178 . . . .

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ îöåíêà

µ(π
√
d) 6 10.19082357 . . . ,

ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðàöèîíàëüíîãî d. Â òî æå âðåìÿ äëÿ
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé d ∈ Q èçâåñòíû ëó÷øèå îöåíêè: ðåçóëüòàòû

µ(π) 6 7.606308 . . . , µ(π
√
3) 6 4.601057 . . . , µ(π

√
10005) 6 10.021363 . . .

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Â. Ñàëèõîâà77, Â. Àíäðîñåíêî è Ñàëèõîâà78 è äèññåð-
òàíòà79 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 èñïîëüçóåò äâå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîí-
ñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(2). Ñîâïàäåíèå ýòèõ
ïðèáëèæåíèé � íåòðèâèàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå òîæäåñòâî, íå íàéäåííîå
â ëèòåðàòóðå. Êðîìå òîãî, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò
ñòðîèòü ñîâìåñòíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ζ(2) è ζ(3), ê ñîæàëå-
íèþ, íåäîñòàòî÷íî õîðîøèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ýòèõ äçåòà-çíà÷åíèé.

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ è àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä, ïðèìåíÿ-
þùèåñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1, 3 è 4 íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ âî ìíî-
ãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ íà ñòûêå äèîôàíòîâîé è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèé ÷èñåë.
ßðêèé ïðèìåð ïîäîáíîãî ñèìáèîçà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñþæåòîì ïÿòîé

ãëàâû äèññåðòàöèè.
Ïóñòü ⌊ · ⌋ è { · } îáîçíà÷àþò öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòè ÷èñëà ñîîòâåò-

ñòâåííî. Êàê èçâåñòíî80, íåðàâåíñòâî {(3/2)k} 6 1− (3/4)k ïðè k > 6 äàåò
òî÷íóþ ôîðìóëó g(k) = 2k+ ⌊(3/2)k⌋−2 äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî g = g(k)
òàêîãî, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû íå áîëåå

76R. Askey, The q-gamma and q-beta functions Appl. Anal. 8 (1978), 125�141.
77Â.Õ. Ñàëèõîâ, Î ìåðå èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà π, Óñïåõè ìàòåì. íàóê 63:3

(2008), 163�164.
78Â.À. Àíäðîñåíêî, Â.Õ. Ñàëèõîâ, Èíòåãðàë Ìàðêîâåêêèî è ìåðà èððàöèî-

íàëüíîñòè π/
√
3, Âåñòíèê ÁÃÒÓ 34:4 (2011), 129�132.

79Â.Â. Çóäèëèí, Ôîðìóëû ðàìàíóäæàíîâà òèïà è ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè íåêî-
òîðûõ êðàòíûõ ÷èñëà π, Ìàòåì. ñá. 196:7 (2005), 51�66.

80R.C. Vaughan, The Hardy�Littlewood method, Cambridge Tracts in Mathematics
125 (Cambridge Univ. Press, Cambridge 1997).
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g ïîëîæèòåëüíûõ k-õ ñòåïåíåé (ïðîáëåìà Âàðèíãà). Ê. Ìàëåð81 èñïîëüçî-
âàë îáîáùåíèå Ðèäó èçâåñòíîé òåîðåìû Ðîòà, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåðà-
âåíñòâî ∥(3/2)k∥ 6 Ck, ãäå ∥x∥ = min({x}, 1− {x}) � ðàññòîÿíèå îò x ∈ R
äî áëèæàéøåãî öåëîãî, èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â öåëûõ k äëÿ
ëþáîãî C < 1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå C = 3/4 ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåííîå âûøå
çíà÷åíèå g(k) äëÿ âñåõ k > K, ãäå K � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ, íî íåýô-
ôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïî-
ëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ (ò.å. C > 1/2) è ýôôåêòèâíóþ (â òåðìèíàõ K)
îöåíêó âèäà ∥∥∥∥(3

2

)k∥∥∥∥ > Ck äëÿ âñåõ k > K. (24)

Ïåðâîå ïðîäâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò À. Áåéêåðó è Äæ.
Êîýòñó82; ïðèìåíèâ ýôôåêòèâíûå îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò ëîãàðèôìîâ
â p-àäè÷åñêîì ñëó÷àå, îíè ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü (24) ñ C = 2−(1−10−64).
Ô. Áýéêåðñ83 ñóùåñòâåííî óëó÷øèë ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàâ, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî (24) âûïîëíÿåòñÿ ñ C = 2−0.9 = 0.5358 . . . ïðè k > K = 5000 (õîòÿ
åãî äîêàçàòåëüñòâî äàâàëî è ëó÷øèé âûáîð C = 0.5637 . . . , åñëè íå çàáî-
òèòüñÿ î ÿâíîì âû÷èñëåíèè ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû äëÿ K). Äîêàçàòåëü-
ñòâî Áýéêåðñà îñíîâàíî íà ïðèáëèæåíèÿõ Ïàäå ê îñòàòêó áèíîìèàëüíî-
ãî ðÿäà (1 − z)m =

∑m
n=0

(
m
n

)
(−z)n; ïîçäíåå À. Äóáèöêàñ84 è Ë. Õàáñè-

ãåð85 èñïîëüçîâàëè êîíñòðóêöèþ Áýéêåðñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (24) ñ
C = 0.5769 è 0.5770 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà òàêæå ñîäåðæèò
îöåíêó ∥(3/2)k∥ > 0.57434k ïðè k > 5 íà îñíîâå âû÷èñëåíèé èç86 è87.

Ìîäèôèöèðóÿ êîíñòðóêöèþ Áýéêåðñà, èìåííî, ðàññìàòðèâàÿ ïðèáëè-
æåíèÿ Ïàäå ê îñòàòêó ðÿäà

1

(1− z)m+1
=

∞∑
n=0

(
m+ n

m

)
zn,

è ïîëó÷àÿ òî÷íûå îöåíêè p-àäè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ âîçíèêàþùèõ áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìû äîêàçûâàåì â ïÿòîé ãëàâå ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

81K. Mahler, On the fractional parts of powers of real numbers,Mathematika 4 (1957),
122�124.

82A. Baker, J. Coates, Fractional parts of powers of rationals,Math. Proc. Cambridge

Philos. Soc. 77 (1975), 269�279.
83F. Beukers, Fractional parts of powers of rationals, Math. Proc. Cambridge Philos.

Soc. 90 (1981), 13�20.
84À.Ê. Äóáèöêàñ, Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû ∥(3/2)k∥, Óñïåõè ìàòåì. íàóê 45:1

(1990), 153�154.
85L. Habsieger, Explicit lower bounds for ∥(3/2)k∥, Acta Arith. 106 (2003), 299�309.
86F. Delmer, J.-M. Deshouillers, The computation of g(k) in Waring's problem,

Math. Comp. 54 (1990), 885�893.
87J. Kubina, M. Wunderlich, Extending Waring's conjecture up to 471600000,Math.

Comp. 55 (1990), 815�820.
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Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî îöåíêà∥∥∥∥(3

2

)k∥∥∥∥ > 0.5803k = 2−k·0.78512916... äëÿ âñåõ k > K,

ãäå K � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Êîíñòðóêöèÿ ïÿòîé ãëàâû äèññåðòàöèè ïîçâîëÿåò òàêæå äîêàçàòü
îöåíêè ∥∥∥∥(4

3

)k∥∥∥∥ > 0.4914k = 3−k·0.64672207... ïðè k > K1,∥∥∥∥(5

4

)k∥∥∥∥ > 0.5152k = 4−k·0.47839775... ïðè k > K2,

ãäå K1, K2 � ýôôåêòèâíûå ïîñòîÿííûå. Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ∥(1 + 1/N)k∥ ïðèíàäëåæèò Ì. Áåííåòòó88: ∥(1 + 1/N)k∥ >
3−k ïðè 4 6 N 6 k3k. Íàøà îöåíêà ñíèçó äëÿ ∥(4/3)k∥ äîïîëíÿåò ðåçóëü-
òàò Áåííåòòà89 î ïîðÿäêå àääèòèâíîãî áàçèñà {1, Nk, (N+1)k, (N+2)k, . . . }
â ñëó÷àå N = 3 (ñëó÷àé N = 2 îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå Âàðèíãà);
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è òðåáóåò îöåíêè ∥(4/3)k∥ > (4/9)k ïðè
k > 6. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ åå ïðîâåðèòü â äèàïàçîíå 6 6 k 6 K1.
Îòìåòèì, ÷òî Ïóïûð¼â90 äàåò ÿâíîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé K1.

Â 1992 ã. À. Øìèäò91 îáðàòèë âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ÷èñåë Àïåðè {un}n=0,1,... èç (5) ñâÿçàíî óäèâèòåëüíîå îáñòî-
ÿòåëüñòâî. Èìåííî, åñëè îïðåäåëèòü ÷èñëà {ck}k=0,1,... ïîñëåäîâàòåëüíî ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

un =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
ck, n = 0, 1, 2, . . . ,

òî ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. (ßâíûå ôîðìóëû

cn =

(
2n

n

)−1 n∑
k=0

(−1)n−k 2k + 1

n+ k + 1

(
2n

n− k

)
uk, n = 0, 1, 2, . . . ,

88M.A. Bennett, Fractional parts of powers of rational numbers, Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc. 114 (1993), 191�201.
89M.A. Bennett, An ideal Waring problem with restricted summands, Acta Arith. 66

(1994), 125�132.
90Þ.À. Ïóïûð¼â, Ýôôåêòèâèçàöèÿ íèæíåé îöåíêè äëÿ ∥(4/3)k∥,Ìàòåì. çàìåò-

êè 85:6 (2009), 927�935.
91A.L. Schmidt, Generalized q-Legendre polynomials, J. Comput. Appl. Math. 49:1�3

(1993), 243�249.
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ïîêàçûâàþò, ÷òî îæèäàåìûìè ÿâëÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Dncn ∈ Z.) Ïîçäíåå
ñàì Øìèäò92 è íåçàâèñèìî Ô. Øòðåëü93 ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ÿâíîå âû-
ðàæåíèå:

cn =
n∑

j=0

(
n

j

)3

=
∑
j

(
n

j

)2(
2j

n

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (25)

ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííîå Â. Äîéáåðîì, Â. Òóìçåðîì è Á. Âîéòîì.
Íà ñàìîì äåëå, Øòðåëü â óïîìÿíóòîé ñòàòüå èñïîëüçîâàë ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå òîæäåñòâî

n∑
k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

) k∑
j=0

(
k

j

)3

â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçëè÷íîé òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà
áèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ. Óäèâèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (25) èçó÷àëàñü Äæ. Ôðàíåëåì94 åùå â êîíöå 19-ãî âåêà: îí
äîêàçàë, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïîëèíîìèàëüíîé ðåêóðñèè

(n+ 1)2cn+1 − (7n2 + 7n+ 2)cn − 8n2cn−1 = 0.

Øìèäò îòìåòèë, ÷òî ïî âñåé âèäèìîñòè ôåíîìåí öåëî÷èñëåííîñòè, ñâÿ-
çàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë Àïåðè è Ôðàíåëÿ, âûïîëíÿåòñÿ â
ñëåäóþùåé îáùåé ñèòóàöèè.

Çàäà÷à Øìèäòà. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî öåëîãî r > 2 ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë {c(r)k }k=0,1,..., íå çàâèñèìûõ îò ïàðàìåòðà n, îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

n∑
k=0

(
n

k

)r(
n+ k

k

)r

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
c
(r)
k , n = 0, 1, 2, . . . .

Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà c
(r)
k ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ãîñïåðà�Öàéëüáåðãåðà ñîçèäàòåëüíîãî òåëåñêîïè-

ðîâàíèÿ95, Øòðåëü äîêàçàë â ñâîåé ðàáîòå öåëî÷èñëåííîñòü c
(r)
k â ñëó÷àå

92A.L. Schmidt, Legendre transforms and Ap�ery's sequences, J. Austral. Math. Soc.

Ser. A 58:3 (1995), 358�375.
93V. Strehl, Binomial identities�combinatorial and algorithmic aspects, Discrete

Math. 136:1�3 (1994), 309�346.
94J. Franel, L'interm�ediare des math�ematiciens 1 (Gauthier-Villars, Paris 1894), 45�

47; Response 170, L'interm�ediare des math�ematiciens 2 (Gauthier-Villars, Paris 1895), 33�
35.

95M. Petkov�sek, H. S. Wilf, D. Zeilberger, A = B (A.K. Peters, Ltd., Wellesley
1996).
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r = 3. Çàäà÷à Øìèäòà áûëà ïîçäíåå ñôîðìóëèðîâàíà â êíèãå96 (óïðàæ-

íåíèå 114 íà ñ. 256) ñ óêàçàíèåì, ÷òî Ã. Óèëô äîêàçàë âêëþ÷åíèÿ c
(r)
n ∈ Z

äëÿ ëþáîãî r, íî òîëüêî äëÿ n 6 9.
Øåñòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è Øìèäòà.

Èìåííî, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ c
(r)
n .

Òåîðåìà 6. ×èñëà c
(r)
n â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è Øìèäòà äåéñòâèòåëü-

íî ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Áîëåå òî÷íî, èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

c(4)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)3(
n

j

)∑
k>j

(
k + j

k − j

)(
j

n− k

)(
k

j

)(
2j

k − j

)
,

c(5)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)4(
n

j

)2∑
k>j

(
k + j

k − j

)2(
2j

n− k

)(
2j

k − j

)
è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s = 2, 3, . . .

c(2s)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)2s−1(
n

j

) ∑
k1>···>ks−1>j

(
j

n− k1

)(
k1
j

)(
k1 + j

k1 − j

)

×
(

2j

ks−1 − j

) s−1∏
l=2

(
2j

kl−1 − kl

)(
kl + j

kl − j

)2

,

c(2s+1)
n =

n∑
j=0

(
2j

j

)2s(
n

j

)2 ∑
k1>···>ks−1>j

(
2j

n− k1

)(
k1 + j

k1 − j

)2

×
(

2j

ks−1 − j

) s−1∏
l=2

(
2j

kl−1 − kl

)(
kl + j

kl − j

)2

,

ãäå n = 0, 1, 2, . . . . (Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(
n
k

)
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ â ñëó÷àå k < 0 èëè k > n.)

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷èòåëüíîãî àêêîðäà äèññåðòàöèè ìû ïðèâîäèì ðå-
çóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ äçåòà-çíà÷åíèé è èõ îáîáùåíèé
ê òàê íàçûâàåìîìó êëàññó ïåðèîäîâ, ââåäåííîìó â ôóíäàìåíòàëüíîé ðà-
áîòå Ì. Êîíöåâè÷à è Ä. Çàãèðà97. Ïåðèîä � ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, âå-
ùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè àáñîëþòíî
ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, èíòåãðèðóåìûõ ïî îáëàñòÿì â Rn, çàäàííûõ ïîëèíîìè-
àëüíûìè íåðàâåíñòâàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Áåç âèäèìîãî

96R.L. Graham, D.E. Knuth, O. Patashnik, Concrete mathematics. A foundation

for computer science, 2nd edition (Addison-Wesley Publishing Company, Reading, MA
1994).

97M. Kontsevich, D. Zagier, Periods, Mathematics unlimited�2001 and beyond

(Springer, Berlin 2001), 771�808.
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óùåðáà ïðèëàãàòåëüíîå �ðàöèîíàëüíûå� âñå òðè ðàçà ìîæåò áûòü çàìå-
íåíî íà �àëãåáðàè÷åñêèå�. Ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ P ñ÷åòíî è èìååò åñòå-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîëüöà. Ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå �âàæíûå� ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, âêëþ÷àÿ, ðàçóìååòñÿ, π, äçåòà-çíà÷åíèÿ (1) è èõ
ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ (íàïðèìåð, êðàòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ98); êðî-
ìå òîãî, ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò âñå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Âìåñòå ñ òåì,
÷èñëî 1/π ïðåäïîëîæèòåëüíî íå ïðèíàäëåæèò êîëüöó P , è ìíîãèå äðóãèå
ïðèìåðû � òàêèå, êàê çíà÷åíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òî÷êàõ è ñïåöèàëüíûå L-çíà÷åíèÿ (åùå îäíî îáîáùåíèå äçåòà-
çíà÷åíèé) � åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáèòàþò â ðàñøèðåííîì êîëüöå ïåðè-

îäîâ P̂ = P [1/π] = P [(2πi)−1]. Â îáçîðå99 îáñóæäàåòñÿ âàæíîñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèé ÷èñåë â (êàíîíè÷åñêîé) �çàìêíóòîé ôîðìå� ñ ïðèëîæåíèÿìè êàê â
÷èñòîé, òàê è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.

Ïîä L-ôóíêöèåé îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèé ðÿä Äèðèõëå

L(s) =
∞∑
n=1

an
ns

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, n = 1, 2, . . . , èìåþùåé �àðèôìåòè÷åñêóþ çíà÷è-
ìîñòü�; íàïðèìåð, ñâÿçàííóþ ñî ñ÷åòîì òî÷åê ïî ôèêñèðîâàííîìó ìîäó-
ëþ íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M (îáîçíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
L(s) = L(M, s)), ëèáî îòâå÷àþùóþ (ïàðàáîëè÷åñêîé) ìîäóëÿðíîé ôîð-
ìå f(q) =

∑∞
n=1 anq

n (òîãäà ìû ïèøåì L(s) = L(f, s)). Ðàññìàòðèâàÿ â
êà÷åñòâå M ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ E : y2 = x3 − x (êîíäóêòîðà 32), îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Np êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òî÷åê (x mod p, y mod p) ∈ (Zp)

2

íà íåé äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p è îïðåäåëèì ÷èñëà ap = p−Np.
Òîãäà

L(E, s) =
∏
p>2

(
1− ap

ps
+

1

p2s−1

)−1

=
∞∑
n=1

an
ns

.

Ýòà æå ñàìàÿ L-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê L(f, s) äëÿ ìîäó-
ëÿðíîé ôîðìû

f(τ) =
∞∑
n=1

anq
n = q

∞∏
m=1

(1− q4m)2(1− q8m)2, ãäå q = exp(2πiτ),

âåñà 2. Ïîäîáíîå ñîîòâåòñòâèå L(E, s) = L(f, s) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Q áëàãîäàðÿ çíàìåíèòîé òåîðåìå î ìîäóëÿðíîñòè
Ý. Óàéëñà100, èçâåñòíîé ðàíåå ïîä èìåíåì ãèïîòåçû Òàíèÿìû�Øèìóðû.

98Y. Ohno, W. Zudilin, Zeta stars, Commun. Number Theory Phys. 2:2 (2008), 325�
347.

99J.M. Borwein, R. E. Crandall, Closed forms: what they are and why we care,
Notices Amer. Math. Soc. 60 (2013), 50�65.

100A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat's last theorem, Annals of Math. (2)
141:3 (1995), 443�551.
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Îáùèå òåîðåìû Áåéëèíñîíà è Äåíèíãåðà�Øîëëà óñòàíàâëèâàþò ïðè-
íàäëåæíîñòü (íåêðèòè÷åñêèõ) çíà÷åíèé L-ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé ïàðàáî-

ëè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé ôîðìå f(τ) âåñà k, â òî÷êàõ m > k êîëüöó P̂ .
Íåñìîòðÿ íà àëãîðèòìè÷åñêèé õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ðåàëè-
çàöèÿ L-çíà÷åíèé ÿâíî â âèäå ïåðèîäîâ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé äàæå
â àáñîëþòíî êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ. Áîëüøèíñòâî ïîäîáíûõ âû÷èñëåíèé
ìîòèâèðîâàíî (ãèïîòåòè÷åñêèìè) âûðàæåíèÿìè äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìå-
ðû Ìàëåðà ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ýêâèâàëåíòíû ÷àñòíûì ñëó÷àÿì îáùèõ ãèïîòåç Áåéëèíñîíà�Áëîõà.

Ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà ãèïîòåç äëÿ ìåðû Ìàëåðà ìíîãî÷ëåíîâ
îò äâóõ ïåðåìåííûõ â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ101, 102 ñ Ì. Ðîäæåðñîì ìû ðàçðà-
áîòàëè ïðèíöèïèàëüíî íîâóþ ìåòîäèêó ïðåäñòàâëåíèÿ L-çíà÷åíèÿ L(f, 2),
îòâå÷àþùåãî ïàðàáîëè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé ôîðìå f(τ) âåñà 2, â êà÷åñòâå
ïåðèîäà. Â ñåäüìîé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû ïðèâîäèì îáçîð ýòîé ìåòîäè-
êè íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ L(E, 2) äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
E : y2 = x3 − x, à çàòåì îïèñûâàåì îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåêðèòè-
÷åñêèõ çíà÷åíèé L(f, k) â âèäå ïåðèîäîâ è èëëþñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå
L(E, 3).

Òåîðåìà 7. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E : y2 = x3−x êîíäóêòîðà 32
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ:

L(E, 2) =
π

16

∫ 1

0

1 +
√
1− x2

(1− x2)1/4
dx

∫ 1

0

dy

1− x2(1− y2)

=
π1/2Γ(1

4
)2

96
√
2

3F2

(
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2
7
4
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2
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4
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3F2
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2
5
4
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2

∣∣∣∣ 1),
L(E, 3) =

π2

128

∫ 1

0

(1 +
√
1− x2)2

(1− x2)3/4
dx

∫ 1

0

∫ 1

0

dy dw

1− x2(1− y2)(1− w2)

=
π3/2Γ(1

4
)2

768
√
2

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
7
4
, 3

2
, 3

2
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π3/2Γ(3

4
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√
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4F3
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1, 1, 1, 1

2
5
4
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2
, 3

2

∣∣∣∣ 1)
+

π3/2Γ(1
4
)2

256
√
2

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
3
4
, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1).
Îòìåòèì, ÷òî ëèòåðàòóðà íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ÿâíîãî èíòåãðàëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ L(E, 3) äëÿ êàêîé-ëèáî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ óâåëè÷èâàþò ñõîæåñòü äàííûõ L-çíà÷åíèé ñ ζ(2) è ζ(3) � ñð.
ñ ïðèâåäåííûìè ðàíåå ôîðìóëàìè äëÿ ïðèáëèæåíèé Àïåðè.

101M. Rogers, W. Zudilin, From L-series of elliptic curves to Mahler measures,
Compositio Math. 148 (2012), 385�414.

102M. Rogers, W. Zudilin, On the Mahler measure of 1+X+1/X+Y +1/Y , Intern.
Math. Research Notices 2014 (2014), in press (doi: 10.1093/imrn/rns285), 22 pp.
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