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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ñóìì âèäà
∞∑
n=1

1

ns
(0.1)

ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà s âîñõîäèò ê Ë. Ýéëåðó
[40], [41]. Îí, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàë ðàñõîäèìîñòü ðÿäà â (0.1) ïðè s = 1 è
ñõîäèìîñòü ïðè s > 1, à òàêæå çíàìåíèòûå ñîîòíîøåíèÿ

2
∞∑
n=1

1

n2k
= −(2πi)2kB2k

(2k)!
äëÿ k = 1, 2, 3, . . . , (0.2)

ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ðÿäà ïðè ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ s ñ àðõèìåäîâîé
ïîñòîÿííîé π = 3.14159265 . . . (ñì. [43, § 1.4]) è ÷èñëàìè Áåðíóëëè Bs ∈ Q;
ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

z

ez − 1
= 1− z

2
+

∞∑
s=2

Bs
zs

s!
= 1− z

2
+

∞∑
k=1

B2k
z2k

(2k)!
.

Â 1882 ãîäó Ô. Ëèíäåìàí [68] äîêàçàë òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π è, òåì
ñàìûì, òðàíñöåíäåíòíîñòü ζ(s) äëÿ ÷åòíûõ s.

Ëèøü âåêîì ñïóñòÿ ïîñëå Ýéëåðà Á. Ðèìàí [91] ðàññìîòðåë ðÿä â (0.1)
êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s. Ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò â îáëà-
ñòè Re s > 1 àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà
íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ζ(s). Èìåííî
ýòî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå è ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ζ(s) áû-
ëè îòêðûòû Ðèìàíîì â åãî ìåìóàðå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Äçåòà-ôóíêöèÿ
Ðèìàíà è åå îáîáùåíèÿ èãðàþò íåîöåíèìóþ ðîëü â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
÷èñåë [122], [55], íî òåìàòèêîé íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
àðèôìåòè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé ýéëåðîâûõ ñóìì ζ(s)
â (0.1) ïðè ïîëîæèòåëüíûõ s > 1 è îáîáùåíèé ýòèõ ÷èñåë. Äëÿ êðàòêîñòè
ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ s äçåòà-çíà÷åíèÿìè, à òàêæå ÷åòíûìè è íå÷åò-
íûìè äçåòà-çíà÷åíèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè s.
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0.1. Òåîðåìà Àïåðè

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òðàíñöåíäåíòíîñòü (à çíà÷èò, è èððàöè-
îíàëüíîñòü) ÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé ñëåäóþò èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ Ýéëåðà è Ëèíäåìàíà. Ôîðìóëû, ïîäîáíûå (0.2), äëÿ íå÷åòíûõ äçåòà-
çíà÷åíèé íåèçâåñòíû, è ïðåäïîëîæèòåëüíî ζ(2k + 1)/π2k+1 íå ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íè äëÿ êàêîãî öåëîãî k > 1. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðè-
ðîäà íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé êàçàëàñü íåïðèñòóïíîé âïëîòü äî 1978 ãîäà,
êîãäà Ð. Àïåðè [7] ïðåäúÿâèë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé, äîêàçûâàþùèõ èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζ(3).

Òåîðåìà Àïåðè. ×èñëî ζ(3) èððàöèîíàëüíî.

Èñòîðèÿ ýòîãî îòêðûòèÿ òàê æå, êàê è ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñ-
íîâàíèå íàáëþäåíèé Àïåðè, èçëîæåíû â [84]. ×èñëî ζ(3) òàêæå èçâåñòíî
â íàøè äíè êàê ïîñòîÿííàÿ Àïåðè (ñì., íàïðèìåð, [43, § 1.6]). Â êà÷åñòâå
ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(3) Àïåðè âûáèðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
vn/un ∈ Q, n = 0, 1, 2, . . . , ãäå çíàìåíàòåëè {un} = {un}n=0,1,... è ÷èñëè-
òåëè {vn} = {vn}n=0,1,... óäîâëåòâîðÿþò îäíîé è òîé æå ïîëèíîìèàëüíîé
ðåêóðñèè

(n+ 1)3un+1 − (2n+ 1)(17n2 + 17n+ 5)un + n3un−1 = 0 (0.3)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u0 = 1, u1 = 5, v0 = 0, v1 = 6. (0.4)

Òîãäà

lim
n→∞

vn
un

= ζ(3), (0.5)

íî íå ìåíåå âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿþòñÿ íåîæèäàííûå (ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðåêóðñèè (0.3)) âêëþ÷åíèÿ

un =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

∈ Z, D3
nvn ∈ Z, n = 0, 1, 2, . . . , (0.6)

ãäå ÷åðåç Dn îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n (è
D0 = 1 äëÿ ïîëíîòû). Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå (ñì., íàïðèìåð, [49])
ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (0.3) ïðèâîäèò ê ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

lim
n→∞

|unζ(3)− vn|1/n = (
√
2− 1)4, (0.7)

lim
n→∞

|un|1/n = lim
n→∞

|vn|1/n = (
√
2 + 1)4 (0.8)

ñîãëàñíî (0.5), ãäå ÷èñëà (
√
2−1)4 è (

√
2+1)4 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ2−34λ+1 ðåêóðñèè (0.3). Ñîáðàííàÿ èíôîðìàöèÿ
î ñâîéñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {un} è {vn} äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ζ(3) íå
ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè ζ(3) = a/b,
ãäå a, b ∈ Z, ëèíåéíûå ôîðìû rn = bD3

n(unζ(3)−vn) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-
ëàìè, íåíóëåâûìè ââèäó (0.7). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, D

1/n
n → e ïðè n → ∞
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ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë (ñì., íà-
ïðèìåð, [122, ãë. II, § 3]); ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

|rn|1/n = e3(
√
2− 1)4 = 0.59126300 . . . < 1,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ îöåíêîé |rn| > 1
äëÿ öåëûõ íåíóëåâûõ rn. Áîëåå òîãî, äîïîëíèòåëüíûå ïðåäåëüíûå ñîîò-
íîøåíèÿ (0.8) è ñòàíäàðòíûå àðãóìåíòû (ñì., íàïðèìåð, [56, ëåììà 3.1])
ïîçâîëÿþò èçìåðèòü èððàöèîíàëüíîñòü ïîñòîÿííîé Àïåðè êîëè÷åñòâåííî:

µ(ζ(3)) 6 1 +
4 log(

√
2 + 1) + 3

4 log(
√
2 + 1)− 3

= 13.41782023 . . . .

Çäåñü è äàëåå ïîêàçàòåëåì èððàöèîíàëüíîñòè µ(α) âåùåñòâåííîãî èð-
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

µ = µ(α) = inf{c ∈ R : íåðàâåíñòâî |α− a/b| 6 |b|−c èìååò

êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé â a, b ∈ Z};
â ñëó÷àå µ(α) < +∞ ãîâîðÿò, ÷òî α � íåëèóâèëëåâî ÷èñëî.

Îðèãèíàëüíûå ðàññóæäåíèÿ Àïåðè (èìåííî, ñîîòíîøåíèÿ (0.3)�(0.8))
áûëè íàñòîëüêî çàãàäî÷íû, ÷òî èíòåðåñ ê òåîðåìå Àïåðè íå îñëàáåâàåò
è â íàøè äíè. Ôåíîìåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
Àïåðè íåîäíîêðàòíî ïåðåîñìûñëèâàëñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòî-
äîâ (ñì. [19], [21], [22], [45], [53], [56], [76], [78], [85], [90], [109], [111],
[112], [121], [131], [135], [161]). Íîâûå ïîäõîäû ïîçâîëèëè óñèëèòü ðå-
çóëüòàò Àïåðè êîëè÷åñòâåííî � ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó äëÿ ïîêàçàòåëÿ
èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà ζ(3) (ïîñëåäíèå ýòàïû ñîðåâíîâàíèÿ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè � ðàáîòû [59], [90]). Ìû ïðåæäå âñåãî óêàæåì ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè unζ(3)−vn, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äàëü-
íåéøåì èçëîæåíèè: ïðåäñòàâëåíèå Áýéêåðñà [19]

unζ(3)− vn =

∫∫∫
[0,1]3

xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n

(1− (1− xy)z)n+1
dx dy dz (0.9)

â âèäå êðàòíîãî âåùåñòâåííîãî èíòåãðàëà, à òàêæå ðÿä Ãóòíèêà�Íåñòå-
ðåíêî [53], [76]

unζ(3)− vn = −1

2

∞∑
ν=1

d

dt

(
(t− 1)(t− 2) · · · (t− n)

t(t+ 1)(t+ 2) · · · (t+ n)

)2∣∣∣∣
t=ν

(0.10)

è ðÿä Áîëëà [14]

unζ(3)− vn = n!2
∞∑
ν=1

(
t+

n

2

)(t− 1) · · · (t− n) · (t+ n+ 1) · · · (t+ 2n)

t4(t+ 1)4 · · · (t+ n)4

∣∣∣∣
t=ν

.

(0.11)
Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ìåòîäà �óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè� Àïå-

ðè [7], [84] óñòàíîâèë òàêæå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζ(2) áåç ÿâíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ôîðìóëû ζ(2) = π2/6. Íà ýòîò ðàç, çíàìåíàòåëè {u′n} è ÷èñëèòåëè
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{v′n} ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì u′nζ(2) − v′n, n = 0, 1, 2, . . . , óäîâëå-
òâîðÿþò ðåêóðñèè

(n+ 1)2un+1 − (11n2 + 11n+ 3)un − n2un−1 = 0 (0.12)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u′0 = 1, u′1 = 3, v′0 = 0, v′1 = 5; (0.13)

ïðè ýòîì

u′n =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)
∈ Z, D2

nv
′
n ∈ Z, n = 0, 1, 2, . . . , (0.14)

è

lim
n→∞

|u′nζ(2)− v′n|1/n =

(√
5− 1

2

)5

< e−2, (0.15)

lim
n→∞

|un|1/n = lim
n→∞

|vn|1/n =

(√
5 + 1

2

)5

. (0.16)

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ïðèâîäèò òàêæå ê îöåíêå

µ(ζ(2)) = µ(π2) 6 1 +
5 log((

√
5 + 1)/2) + 2

5 log((
√
5 + 1)/2)− 2

= 11.85078219 . . .

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà π2. Ïðèáëèæåíèÿ Àïåðè ê ζ(2)
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóõêðàòíîãî âåùåñòâåííîãî èíòåãðà-
ëà [19]

u′nζ(2)− v′n = (−1)n
∫∫
[0,1]2

xn(1− x)nyn(1− y)n

(1− xy)n+1
dx dy, (0.17)

à òàêæå â âèäå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

u′nζ(2)− v′n = (−1)n
∞∑
ν=1

n! · (t− 1)(t− 2) · · · (t− n)

t2(t+ 1)2(t+ 2)2 · · · (t+ n)2

∣∣∣∣
t=ν

. (0.18)

0.2. Èððàöèîíàëüíîñòü íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Àïåðè ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñóùåñòâåííûì ïðî-
äâèæåíèåì â ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è (êîòîðóþ ïî ïðàâó ìîæíî íà-
çâàòü ôîëüêëîðíîé; ïå÷àòíîå óïîìèíàíèå ñì., íàïðèìåð, â [105], çàêëþ-
÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ): äîêàçàòü èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë ζ(2k + 1) äëÿ
k = 1, 2, 3, . . . .

Ê ñîæàëåíèþ, åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Àïåðè ïðèâîäÿò
ê ëèíåéíûì ôîðìàì, ñîäåðæàùèì çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè êàê â íå÷åò-
íûõ, òàê è â ÷åòíûõ òî÷êàõ; ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿëî ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàòû îá èððàöèîíàëüíîñòè ζ(s) äëÿ íå÷åòíûõ s > 5. Ëèøü â 2000
ãîäó Ò. Ðèâîàëü [92], èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áîëëà (0.11),
ïîñòðîèë ëèíåéíûå ôîðìû, ñîäåðæàùèå òîëüêî íå÷åòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ
è ïîçâîëÿþùèå äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà Ðèâîàëÿ. Ñðåäè ÷èñåë

ζ(3), ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11), . . .

èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ðàçìåð-

íîñòè δ(s) ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íàä Q ÷èñëàìè 1, ζ(3), ζ(5), . . . ,
ζ(s− 2), ζ(s), ãäå s íå÷åòíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

δ(s) >
log s

1 + log 2
(1 + o(1)) ïðè s→ ∞.

Ëèíåéíûå ïðèáëèæàþùèå ôîðìû Ðèâîàëÿ â [92] çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Fn = Fs,r,n = n!s+1−2r

∞∑
ν=1

(
t+

n

2

)∏rn
j=1(t− j) ·

∏rn
j=1(t+ n+ j)∏n

j=0(t+ j)s+1

∣∣∣∣
t=ν

,

s íå÷åòíî,

(0.19)

ãäå âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð r < s/2 èìååò ïîðÿäîê r ∼ s/ log2 s; â ÷àñò-
íîñòè, ðÿä F3,1,n ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì (0.11) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Àïåðè. Ðàñêëàäûâàÿ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà t ïîä çí�àêîì
ñóììèðîâàíèÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è èñïîëüçóÿ èäåè ðàáîò [80]
è [76], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

2Ds+1
n Fn ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z.

Êðîìå òîãî, ÿâíûå ôîðìóëû (0.19) äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì îò íå÷åòíûõ äçåòà-
çíà÷åíèé ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ ôîðì è
èõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè n→ ∞. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû Ðèâîàëÿ � ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè Íåñòåðåí-
êî [75].

Òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíû (0.19) ÿâëÿþòñÿ Q-ëèíåéíûìè ôîðìàìè îò 1
è äçåòà-çíà÷åíèé îäíîé ÷åòíîñòè, ñâÿçàí ñî ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèåé ðà-
öèîíàëüíîé ôóíêöèè ïàðàìåòðà t, ñòîÿùåé â (0.19) ïîä çí�àêîì ñóììû.
Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåíåå ýêçîòè÷åñêîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [53], [61], [62], [93]: â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòà-
òû î ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íàä Q çíà÷åíèÿìè ïîëèëî-
ãàðèôìîâ

Lis(z) =
∞∑
n=1

zn

ns

â ðàöèîíàëüíîé òî÷êå z, 0 < |z| 6 1.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðèâîàëÿ èñïîëüçóåò íåêî-

òîðîå îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Àïåðè, åå ðå-
çóëüòàò äàåò ëèøü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îá èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-
çíà÷åíèé. Äëÿ ñëåäóþùåãî çà ζ(3) èððàöèîíàëüíîãî íå÷åòíîãî ζ(s) òåîðå-
ìà Ðèâîàëÿ óñòàíàâëèâàåò ëèøü äèàïàçîí [14]: 5 6 s 6 169. Äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïîä çí�àêîì ñóììèðîâàíèÿ (ïîäîáíî ïðåä-
ñòàâëåíèþ (0.10)) äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü Q-ëèíåéíûå ôîðìû îò íå÷åò-
íûõ äçåòà-çíà÷åíèé, íå ñîäåðæàùèå ζ(3). Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî �ïî
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êðàéíåé ìåðå îäíî èç äåâÿòè íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21)
èððàöèîíàëüíî� (àâòîð äèññåðòàöèè [142] è Ðèâîàëü [94] íåçàâèñèìî óñòà-
íîâèëè ýòîò ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè èç
[92]). Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äàþùóþ íîâîå ïðîäâèæåíèå â
ðåøåíèè çàäà÷è îá èððàöèîíàëüíîñòè íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 1. Îäíî èç ÷èñåë

ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)

èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåíà ãë. 1 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.
Ìû èñïîëüçóåì íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðà-
áîòàõ Ðèâîàëÿ, à òàêæå àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä (ñì., íàïðèìåð, [32], [99],
[56]), òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûé äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíîê ìåðû èððàöèî-
íàëüíîñòè ÷èñåë. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ òåõíèêà óñïåøíî ðàáîòà-
åò è â äðóãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷àõ: â [95] àíàëîãè òåîðåìû Ðèâîàëÿ
è òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíû äëÿ çíà÷åíèé áåòà-ôóíêöèè Äèðèõëå

β(s) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)s

â ÷åòíûõ òî÷êàõ s > 2. Óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
Íåñòåðåíêî [75] â ðàáîòå [46] ïîçâîëèëî òàêæå óëó÷øèòü ðÿä äðóãèõ îöå-
íîê èç [14] è [142].

0.3. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû è êðàòíûå èíòåãðàëû

Äîêàçàòåëüñòâî Áýéêåðñà [19] èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) è ζ(3), èñïîëü-
çóþùåå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (0.17) è (0.9), ïðîñòîå è êîðîòêîå.
Èìåííî ýòî ïîñëóæèëî ñåðüåçíûì îñíîâàíèåì äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìå-
íåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñ öåëüþ êîëè÷åñòâåííî óñèëèòü è îáîáùèòü
ðåçóëüòàòû Àïåðè (ñì. [38], [56], [58], [59], [88], [89], [90], [117], [118],
[119], [121]). Î. Âàñèëåíêî â [117] ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå
ñåìåéñòâî s-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, îáîáùàþùèõ èíòåãðàëû Áýéêåðñà:

Js,n =

∫
· · ·

∫
[0,1]s

∏s
j=1 x

n
j (1− xj)

n

Qs(x1, . . . , xs)n+1
dx1 · · · dxs, (0.20)

ãäå

Qs(x1, . . . , xs) = 1− x1(1− x2(1− · · · (1− xs−1(1− xs)) · · · )). (0.21)

Ïîçäíåå Ä. Âàñèëüåâ [119] èçó÷èë èíòåãðàëû J4,n, J5,n è äîêàçàë, ÷òî

4D4
nJ4,n ∈ Zζ(4) + Zζ(2) + Z, D5

nJ5,n ∈ Zζ(5) + Zζ(3) + Z, (0.22)

à òàêæå, ÷òî ëèíåéíûå ôîðìû â (0.20) ñòðåìÿòñÿ (äîñòàòî÷íî áûñòðî)
ê íóëþ ïðè n → ∞ (ê ñîæàëåíèþ, íå íà ñòîëüêî áûñòðî, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû îá èððàöèîíàëüíîñòè äçåòà-çíà÷åíèé). Âêëþ÷åíèÿ
D2

nJ2,n ∈ Zζ(2) + Z, D3
nJ3,n ∈ Zζ(3) + Z, äîêàçàííûå Áýéêåðñîì â [19],
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è (0.22) äàëè Âàñèëüåâó îñíîâàíèå âûñêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå:
èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

2s−2Ds
nJs,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(4) + Zζ(2) + Z äëÿ s ÷åòíîãî,

Ds
nJs,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z äëÿ s íå÷åòíîãî.

(0.23)

Íåñìîòðÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå s = 2, 3, 4, 5,
óâåðåííîñòü àâòîðà [119] â ñïðàâåäëèâîñòè (0.23) ðàçäåëÿëè íåìíîãèå.
Ïðè÷èíîé ïîñëåäíåãî ñòàëà äðóãàÿ íåâåðíàÿ ãèïîòåçà, èìåííî 2s−2Ds

nJs,n ∈
Zζ(s)+Z äëÿ s ÷åòíîãî è Ds

nJs,n ∈ Zζ(s)+Z äëÿ s íå÷åòíîãî, âûñêàçàííàÿ
Âàñèëüåâûì â ñâîåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå [118].

×àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå â çàäà÷å Âàñèëüåâà (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæå-
íèÿ íà äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2Dn) äàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäå-
íèè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî s > 2 è n = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

Js,n = Fs,n, (0.24)

ãäå

Fs,n = 2n!s−1

∞∑
ν=1

(−1)(s+1)(t+n+1)
(
t+

n

2

)∏n
j=1(t− j) ·

∏n
j=1(t+ n+ j)∏n

j=0(t+ j)s+1

∣∣∣∣
t=ν

.

(0.25)
Êàê ñëåäñòâèå, èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

2s−2Ds+1
n Js,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(4) + Zζ(2) + Z äëÿ s ÷åòíîãî,

Ds+1
n Js,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(5) + Zζ(3) + Z äëÿ s íå÷åòíîãî.

(0.26)

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (0.25) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì (0.19) ïðè s íå÷åò-
íîì è r = 1, òàê ÷òî òîæäåñòâî (0.24) îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå èíòåãðàëüíîé
êîíñòðóêöèè Q-ëèíåéíûõ ôîðì îò äçåòà-çíà÷åíèé ñ êîíñòðóêöèåé èç [92].

Ðÿäû Áîëëà (0.11) è Ðèâîàëÿ (0.19) õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè îáîá-
ùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [5], [11], [107]. Ôîðìàëüíî, ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

m+1Fm

(
a0, a1, . . . , am

b1, . . . , bm

∣∣∣∣ z) =
∞∑
ν=0

(a0)ν(a1)ν · · · (am)ν
ν! (b1)ν · · · (bm)ν

zν , (0.27)

ãäå (a)ν = Γ(a+ ν)/Γ(a) îáîçíà÷àåò ñèìâîë Ïîõãàììåðà; óñëîâèå

Re(a0 + a1 + · · ·+ am) < Re(b1 + · · ·+ bm) (0.28)

îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (0.27) â îáëàñòè |z| 6 1 (ñì., íàïðèìåð,
[11, § 2.1]). Âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ èãðàþò
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ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì
ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïôàôôà�Çààëüøþòöà

3F2

(
−n, a, b

c, 1 + a+ b− c− n

∣∣∣∣ 1) =
(c− a)n(c− b)n
(c)n(c− a− b)n

(0.29)

(n � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå; ñì., íàïðèìåð, [107, ñ. 49, ôîðìóëà (2.3.1.3)]),
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äóãàëëà

5F4

(
a, 1 + 1

2
a, b, c, d

1
2
a, 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d

∣∣∣∣ 1)
=

Γ(1 + a− b) Γ(1 + a− c) Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− b− c− d)

Γ(1 + a) Γ(1 + a− b− c) Γ(1 + a− b− d) Γ(1 + a− c− d)
(0.30)

(ñì. [11, § 4.4]), à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå Óèïïëà

6F5

(
a, 1 + 1

2
a, b, c, d, e

1
2
a, 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e

∣∣∣∣ −1

)
=

Γ(1 + a− d) Γ(1 + a− e)

Γ(1 + a) Γ(1 + a− d− e)
· 3F2

(
1 + a− b− c, d, e
1 + a− b, 1 + a− c

∣∣∣∣ 1) (0.31)

(ñì. [126] è [11, § 4.4]); ðÿä äðóãèõ ïðèìåðîâ ïðèâîäèòñÿ â ãëàâàõ 4 è 6
(ñîîòíîøåíèå (4.26) è ïðåäëîæåíèå 6.1). Êðîìå òîãî, äëÿ ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé èçâåñòíî ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé [11],
[107], èç êîòîðûõ ìû îòìåòèì êëàññè÷åñêèé èíòåãðàë Ýéëåðà�Ïîõãàììåðà
äëÿ ãàóññîâîé ôóíêöèè (m = 1 â (0.27))

2F1

(
a, b
c

∣∣∣∣ z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt (0.32)

â ñëó÷àå Re c > Re b > 0 (ñì., íàïðèìåð, [107, ñ. 20, ôîðìóëà (1.6.6)]).
Ôîðìóëà (0.32) ñïðàâåäëèâà ïðè |z| < 1, à òàêæå ïðè ëþáîì z ∈ C, åñëè
a ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì öåëûì.

Â ðàáîòå [127] Ô. Óèïïë íàçâàë âïîëíå óðàâíîâåøåííûìè ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû (0.27), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

a0 + 1 = a1 + b1 = · · · = am + bm;

èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, (0.30) è (0.31)) îòíîñÿòñÿ, êàê ïðà-
âèëî, èìåííî ê òàêèì ðÿäàì. Îñîáóþ ðîëü ñðåäè âïîëíå óðàâíîâåøåí-
íûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ èãðàþò ðÿäû ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåí-

íûå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

a1 =
1
2
a0 + 1, b1 =

1
2
a0;

îáçîð èñòîðèè è ïðèëîæåíèé âïîëíå è ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûõ ðÿäîâ
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè ïðèâîäèòñÿ â [4]. Ðÿä (0.25) (êàê è
ðÿä (0.19)) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûì:

Fs,n =
n!2s+1(3n+ 2)!

(2n+ 1)!s+2
·s+4Fs+3

(
3n+ 2, 3

2
n+ 2, n+ 1, . . . , n+ 1

3
2
n+ 1, 2n+ 2, . . . , 2n+ 2

∣∣∣∣ (−1)s+1

)
.

(0.33)
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Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåãî ðåçóëüòàòà î ïðåäñòàâëåíèè ñîâåð-
øåííî óðàâíîâåøåííîãî ðÿäà â âèäå êðàòíîãî èíòåãðàëà. Â ãë. 2 ïðèâî-
äÿòñÿ íå òîëüêî ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà è òåîðåìû 2,
íî è ðÿä äðóãèõ âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Èìåííî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 â ïîñëåäîâàâøåé ðàáîòå [65] çàäà÷à Âà-
ñèëüåâà áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà â ñëó÷àå íå÷åòíîãî s > 3. Ìåòîäèêà [65]
îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè ñóìì (0.33) â âèäå êðàòíûõ ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ è èäåéíî îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû [119] è [149], îäíàêî òåõíè÷å-
ñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ èäåé ïîòðåáîâàëà îò àâòîðîâ [65] áîëüøîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ðàáîòû. Äëÿ ðÿäîâ (0.33) âîçìîæíû è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ
â âèäå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñîðîêèíñêîãî òèïà (â [110], [111] ñîäåðæàòñÿ
òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ïðèëîæåíèÿ ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ); ñîîòâåòñòâóþùèå
òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèè êðàòíûõ èíòåãðàëîâ óñòàíîâëåíû Ñ. Çëîáè-
íûì [132], [133]. Ïîçäíåå Çëîáèí [134] è íåçàâèñèìî Â. Ñàëèõîâ, À. Ôðî-
ëîâè÷åâ [102] ïîëó÷èëè äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è Âàñèëüåâà.

0.4. q-Àíàëîãè äçåòà-çíà÷åíèé

Êàê îáû÷íî, âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò ÷èñëà q è ïðåâðàùàþùèåñÿ â
êëàññè÷åñêèå îáúåêòû â ïðåäåëå q → 1 (ïî êðàéíåé ìåðå ôîðìàëüíî),
íàçûâàþòñÿ q-àíàëîãàìè èëè q-ðàñøèðåíèÿìè. Âîçìîæíûé ñïîñîá q-ðàñ-
øèðèòü çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
(çäåñü q ∈ C, |q| < 1):

ζq(s) =
∞∑
n=1

σs−1(n)q
n =

∞∑
ν=1

νs−1qν

1− qν
=

∞∑
ν=1

qνρs(q
ν)

(1− qν)s
, s = 1, 2, . . . , (0.34)

ãäå σs−1(n) =
∑

d|n d
s−1 îáîçíà÷àåò ñóììó ñòåïåíåé äåëèòåëåé, à ìíîãî÷ëå-

íû ρs(x) ∈ Z[x] ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåêóðñèâíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

ρ1 = 1 è ρs+1 = (1+(s−1)x)ρs+x(1−x)ρ′s ïðè s = 1, 2, . . . . (0.35)

Òîãäà èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
q→1
|q|<1

(1− q)sζq(s) = ρs(1) · ζ(s) = (s− 1)! · ζ(s), s = 2, 3, . . . ;

ðàâåíñòâî ρs(1) = (s− 1)! ñëåäóåò èç (0.35). Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì
q-äçåòà-çíà÷åíèÿ (0.34) ïðèâîäÿò ê ðÿäó íîâûõ èíòåðåñíûõ çàäà÷ â òåîðèè
äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé è òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë [146], êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëÿ îáû÷íûõ äçåòà-çíà÷åíèé.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü [148], ÷òî ζq(s) òðàíñöåíäåíòíû êàê ôóíêöèè ïàðàìåò-
ðà q.

Äëÿ ÷åòíûõ s > 2 ðÿäû Es(q) = 1−2sζq(s)/Bs, ãäå Bs ∈ Q � ÷èñëà Áåð-
íóëëè, èçâåñòíû êàê ðÿäû Ýéçåíøòåéíà. Ïîýòîìó ìîäóëÿðíîå ïðîèñõîæ-
äåíèå (îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ = log q

2πi
) ôóíêöèé E4, E6, E8, . . . ïðèâî-

äèò ê àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ζq(2), ζq(4), ζq(6) íàä Q[q], â òî âðåìÿ
êàê îñòàëüíûå ÷åòíûå q-äçåòà-çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ζq(4)
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è ζq(6). Â òàêîé èíòåðïðåòàöèè ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Íåñòåðåíêî [77] �÷èñ-
ëà ζq(2), ζq(4), ζq(6) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q äëÿ àëãåáðàè÷åñêî-
ãî q, 0 < |q| < 1� ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì q-ðàñøèðåíèåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðå-
ìû Ëèíäåìàíà [68] �ζ(2) = π2/6 òðàíñöåíäåíòíî�. Îá àðèôìåòè÷åñêîé
ïðèðîäå íå÷åòíûõ q-äçåòà-çíà÷åíèé (íàïðèìåð, q-àíàëîã çàäà÷è îá èððà-
öèîíàëüíîñòè äçåòà-çíà÷åíèé) èçâåñòíî íåìíîãî. Ï. Ýðä¼ø [39] äîêàçàë
èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζq(1) (q-ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà) â ñëó÷àå q = p−1,
ãäå p ∈ Z \ {0,±1}; äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà èìåþòñÿ â [23] è [25], à â [27]
è [116] ïîëó÷åíà îöåíêà

µ(ζq(1)) 6
2π2

π2 − 2
= 2.50828476 . . . (0.36)

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ζq(1) ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà ïàðà-
ìåòð q. Êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì äëÿ ζq(1) â [27]
è [116] íåïðåðûâíî çàâèñèò îò q, îäíàêî â ïðåäåëå q → 1, |q| < 1, ïîëó-
÷àþòñÿ ðàñõîäÿùèåñÿ âåëè÷èíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì Â. Ôàí
Àññå ñôîðìóëèðîâàë â [116] çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþ-
ùèõ ôîðì äëÿ ζq(2) è ζq(3), ïåðåõîäÿùèõ ïðè q → 1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Àïåðè u′nζ(2)− v′n è unζ(3)− vn ñîîòâåòñòâåííî (ñì. § 0.1).

Ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷èñåë ζ(s), s = 2, 3, . . . ,
óñïåøíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé q-äçåòà-çíà÷åíèé. Èìåííî, ìû èìååì â âè-
äó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ëèíåéíûõ ôîðì è àðèôìåòè÷åñêèé
ìåòîä, äîïîëíåííûé ãðóïïîâûì ïîäõîäîì Äæ. Ðèíà è Ê. Âèîëû [89], [90],
[121]. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ìû óêàçûâàåì íåîáõîäèìûå q-
ðàñøèðåíèÿ. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñ-
íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû [48], äëÿ êîòîðûõ òàêæå èìåþò ìåñòî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ; êðîìå òîãî, q-àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä [143], [144] ïîçâîëÿåò
óëó÷øàòü èçâåñòíûå ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè q-äçåòà-çíà÷åíèé è äðóãèõ
q-ïîñòîÿííûõ (ñì. [28], [141], [143], [144], [150], [156]). Òàê, íàïðèìåð,
èñïîëüçóÿ áàçèñíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ãåéíå [60] è q-àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä ìû óëó÷øàåì îöåíêó (0.36) äëÿ
ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè q-ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (ñì. [150]):

µ(ζq(1)) 6 2.46497868 . . . .

Èñïîëüçóÿ q-àíàëîã ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî 3F2(1)-ðÿäà è ïðåîáðàçîâà-
íèå Õîëëà [48], ìû íå òîëüêî ðåøàåì óïîìÿíóòóþ çàäà÷ó Ôàí Àññå äëÿ ζq(2),
íî è îïòèìèçèðóåì îöåíêó äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ýòîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî q = 1/p, p ∈ Z\{0,±1}, ÷èñëî ζq(2) ÿâëÿåò-
ñÿ èððàöèîíàëüíûì ñ ïîêàçàòåëåì èððàöèîíàëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèì

íåðàâåíñòâó

µ(ζq(2)) 6 3.51887508 . . . . (0.37)

Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òèïà (0.37) äëÿ ζq(2) (äîêàçûâàþùèå íåëè-
óâèëëåâîñòü ýòîé ïîñòîÿííîé â ñëó÷àå q−1 ∈ Z \ {0,±1}) äî ïóáëèêàöèé
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àâòîðà [141], [144] íå áûëè èçâåñòíû, õîòÿ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èððàöè-
îíàëüíîñòü [37] è äàæå òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà ζq(2) äëÿ ëþáîãî àëãåá-
ðàè÷åñêîãî q ñ óñëîâèåì 0 < |q| < 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû Íåñòåðåíêî [77].
Â ðåçóëüòàòå áîëåå àêêóðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ
êîíñòðóêöèè â ðàáîòå [108] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà

µ(ζq(2)) 6
10π2

5π2 − 24
= 3.89363887 . . .

ëó÷øàÿ, ÷åì â [144]. Òåîðåìà 3 çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò ýòîò ðåçóëüòàò.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ïðèâîäèòñÿ â ãë. 3; òàì æå ìû óñòàíàâëè-

âàåì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé

Un(q)ζq(2)− Vn(q) = (−1)n
∞∑
ν=1

∏n
j=1(1− qj) ·

∏n
j=1(1− qjT )∏n

j=0(1− qn+1+jT )2
T n+1

∣∣∣∣
T=qν

íàøåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè òàêæå äîêàçûâàåò èððàöèîíàëü-
íîñòü ÷èñëà ζq(2) â ñëó÷àå q

−1 ∈ Z\{0,±1}, à â ïðåäåëå q → 1 ïîëó÷àþòñÿ
ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Àïåðè (0.18) ê ζ(2). Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [66]
ìû ïðåäúÿâëÿåì q-àíàëîã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé (0.10), (0.11), îäíàêî ýòî íå ïðèâîäèò ê èððàöèîíàëüíîñòè âåëè÷è-
íû ζq(3). Âîïðîñ îá èððàöèîíàëüíîñòè ζq(3) îñòàåòñÿ îòêðûòûì; èçâåñòíû
òîëüêî ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû [66], [63] â äóõå òåîðåìû 1.

Èñïîëüçîâàíèå q-àðèôìåòè÷åñêîãî ìåòîäà è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîí-
ñòðóêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü è äðóãèå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå
ðåçóëüòàòû äëÿ q-äçåòà-çíà÷åíèé. Òàê, ðàáîòà [66] ñîäåðæèò ðåçóëüòàò î
áåñêîíå÷íîñòè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñðåäè íå÷åòíûõ q-äçåòà-çíà÷åíèé (q-
àíàëîã òåîðåìû Ðèâîàëÿ) â ñëó÷àå q−1 ∈ Z \ {0,±1}. Òàêæå îòìåòèì,
÷òî äëÿ q-äçåòà-çíà÷åíèé çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò è âîïðî-
ñû ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè [146], [148]. Çäåñü ñëåäóåò óïîìÿíóòü
ðàáîòó Þ. Ïóïûð¼âà [86], äîêàçàâøåãî ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü q-äçåòà-
çíà÷åíèé, à òàêæå ïîëó÷èâøåãî ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû îá èõ àëãåáðàè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè.

0.5. Ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ζ(2)

Îáçîð [154] î ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âûäåðæàííûõ âðå-
ìåíåì ìåð èððàöèîíàëüíîñòè log 2, π è log 3 áûë îïóáëèêîâàí â 2004 ã.
Âñïëåñê àêòèâíîñòè [71], [100], [101] â ïîñëåäîâàâøåå ïÿòèëåòèå ïðèâåë
íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì ðàññìîòðåííûõ â [154] ìåð, íî
è ê âîçíèêíîâåíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ êîíñòðóêòîðñêèõ èäåé äëÿ èõ
ïîëó÷åíèÿ. Âìåñòå ñ òåì ðåêîðäíûå ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

µ(ζ(2)) 6 5.44124250 . . . è µ(ζ(3)) 6 5.51389062 . . . ,

ïîëó÷åííûå Ðèíîì è Âèîëîé â 1996 ã. è â 2001 ã. ñîîòâåòñòâåííî, îñòàâàëèñü
íåçûáëèìûìè. Â îñíîâå ìåòîäà Ðèíà�Âèîëû � ãðóïïà áèðàöèîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ áýéêåðñîâà òèïà (0.17),
(0.9) (ñì. îáñóæäåíèå â êîíöå § 2.1 è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
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ãðóïï Ðèíà�Âèîëû â [151]), äîïîëíåííóþ àðèôìåòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïî
ñóùåñòâó, íàøå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè q-àíàëîãà
ζ(2) â ãë. 3 åñòü íå ÷òî èíîå, êàê q-âåðñèÿ ìåòîäà Ðèíà�Âèîëû, ïåðåëî-
æåííîãî íà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê (ñì. [149], [151]). Íåîáõîäèìîñòü
èñïîëüçîâàòü q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû âìåñòî q-àíàëîãîâ èíòåãðàëîâ
(à ïîíÿòèå q-èíòåãðàëà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò � ñì., íàïðèìåð, [8],
[42]) ïðîäèêòîâàíà îòñóòñòâèåì ïîíÿòèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ äëÿ ïîñëåä-
íèõ.

Ãëàâà 4 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà åùå îäíîé äåìîíñòðàöèè
óñïåøíîñòè àðèôìåòèêî-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà � äîêàçàòåëüñòâó
íîâîé îöåíêè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) = π2/6.

Òåîðåìà 4. Ïîêàçàòåëü èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà ζ(2) = π2/6 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ(ζ(2)) 6 5.09541178 . . . .

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ îöåíêà

µ(π
√
d) 6 10.19082357 . . . ,

ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðàöèîíàëüíîãî d. Â òî æå âðåìÿ äëÿ
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé d ∈ Q èçâåñòíû ëó÷øèå îöåíêè: ðåçóëüòàòû

µ(π) 6 7.606308 . . . , µ(π
√
3) 6 4.601057 . . . , µ(π

√
10005) 6 10.021363 . . .

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Â. Ñàëèõîâà [101], Â. Àíäðîñåíêî è Ñàëèõîâà [6] è
àâòîðà [157] ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 èñïîëüçóåò äâå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå êîí-
ñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(2). Ñîâïàäåíèå ýòèõ
ïðèáëèæåíèé � íåòðèâèàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå òîæäåñòâî, íå íàéäåííîå
(õîòÿ è óïîìÿíóòîå, ñì. § 4.4) â ëèòåðàòóðå. Êðîìå òîãî, ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèå êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñîâìåñòíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëè-
æåíèÿ ê ζ(2) è ζ(3), ê ñîæàëåíèþ, íåäîñòàòî÷íî õîðîøèå äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ äçåòà-çíà÷åíèé.

0.6. Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ∥(3/2)k∥ è ïðîáëåìà Âàðèíãà

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ è àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä, ïðèìåíÿ-
þùèåñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1, 3 è 4 íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ âî ìíî-
ãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ íà ñòûêå äèîôàíòîâîé è àíàëèòè÷åñêîé òåîðèé ÷èñåë.
ßðêèé ïðèìåð ïîäîáíîãî ñèìáèîçà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñþæåòîì ãë. 5 íà-
ñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Ïóñòü ⌊ · ⌋ è { · } îáîçíà÷àþò öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòè ÷èñëà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàê èçâåñòíî [120], íåðàâåíñòâî {(3/2)k} 6 1 − (3/4)k ïðè k > 6
äàåò òî÷íóþ ôîðìóëó g(k) = 2k + ⌊(3/2)k⌋ − 2 äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî
g = g(k) òàêîãî, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóì-
ìû íå áîëåå g ïîëîæèòåëüíûõ k-õ ñòåïåíåé (ïðîáëåìà Âàðèíãà). Ê. Ìà-
ëåð [70] èñïîëüçîâàë îáîáùåíèå Ðèäó èçâåñòíîé òåîðåìû Ðîòà, ÷òîáû ïî-
êàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî ∥(3/2)k∥ 6 Ck, ãäå ∥x∥ = min({x}, 1 − {x}) �
ðàññòîÿíèå îò x ∈ R äî áëèæàéøåãî öåëîãî, èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
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ðåøåíèé â öåëûõ k äëÿ ëþáîãî C < 1. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå C = 3/4 ïîëó÷à-
åòñÿ ïðèâåäåííîå âûøå çíà÷åíèå g(k) äëÿ âñåõ k > K, ãäå K � íåêîòîðàÿ
àáñîëþòíàÿ, íî íåýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëå-
äóþùàÿ çàäà÷à: ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ (ò.å. C > 1/2) è ýôôåêòèâíóþ
(â òåðìèíàõ K) îöåíêó âèäà∥∥∥∥(3

2

)k∥∥∥∥ > Ck äëÿ âñåõ k > K. (0.38)

Ïåðâîå ïðîäâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò À. Áåéêåðó è Äæ.
Êîýòñó [13]; ïðèìåíèâ ýôôåêòèâíûå îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì îò ëîãàðèô-
ìîâ â p-àäè÷åñêîì ñëó÷àå, îíè ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü (0.38) ñ C =

2−(1−10−64). Ô. Áýéêåðñ [20] ñóùåñòâåííî óëó÷øèë ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàâ,
÷òî íåðàâåíñòâî (0.38) âûïîëíÿåòñÿ ñ C = 2−0.9 = 0.5358 . . . ïðè k > K =
5000 (õîòÿ åãî äîêàçàòåëüñòâî äàâàëî è ëó÷øèé âûáîð C = 0.5637 . . . ,
åñëè íå çàáîòèòüñÿ î ÿâíîì âû÷èñëåíèè ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû äëÿ K).
Äîêàçàòåëüñòâî Áýéêåðñà îñíîâàíî íà ïðèáëèæåíèÿõ Ïàäå ê îñòàòêó áè-
íîìèàëüíîãî ðÿäà (1 − z)m =

∑m
n=0

(
m
n

)
(−z)n; ïîçäíåå À. Äóáèöêàñ [35]

è Ë. Õàáñèãåð [54] èñïîëüçîâàëè êîíñòðóêöèþ Áýéêåðñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè (0.38) ñ C = 0.5769 è 0.5770 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà òàê-
æå ñîäåðæèò îöåíêó ∥(3/2)k∥ > 0.57434k ïðè k > 5 íà îñíîâå âû÷èñëåíèé
èç [34] è [67].

Ìîäèôèöèðóÿ êîíñòðóêöèþ Áýéêåðñà [20], èìåííî, ðàññìàòðèâàÿ ïðè-
áëèæåíèÿ Ïàäå ê îñòàòêó ðÿäà

1

(1− z)m+1
=

∞∑
n=0

(
m+ n

m

)
zn, (0.39)

è ïîëó÷àÿ òî÷íûå îöåíêè p-àäè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ âîçíèêàþùèõ áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ, ìû äîêàçûâàåì â ãë. 5 ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî îöåíêà∥∥∥∥(3

2

)k∥∥∥∥ > 0.5803k = 2−k·0.78512916... äëÿ âñåõ k > K,

ãäå K � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Êîíñòðóêöèÿ ãë. 5 ïîçâîëÿåò òàêæå äîêàçàòü îöåíêè∥∥∥∥(4

3

)k∥∥∥∥ > 0.4914k = 3−k·0.64672207... ïðè k > K1,∥∥∥∥(5

4

)k∥∥∥∥ > 0.5152k = 4−k·0.47839775... ïðè k > K2,

(0.40)

ãäå K1, K2 � ýôôåêòèâíûå ïîñòîÿííûå. Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ∥(1+1/N)k∥ ïðèíàäëåæèò Ì. Áåííåòòó [16]: ∥(1+1/N)k∥ >
3−k ïðè 4 6 N 6 k3k. Íàøà îöåíêà ñíèçó äëÿ ∥(4/3)k∥ äîïîëíÿåò ðåçóëüòàò
Áåííåòòà [17] î ïîðÿäêå àääèòèâíîãî áàçèñà {1, Nk, (N +1)k, (N +2)k, . . . }
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â ñëó÷àå N = 3 (ñëó÷àé N = 2 îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå Âàðèíãà);
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è òðåáóåò îöåíêè ∥(4/3)k∥ > (4/9)k ïðè
k > 6. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ åå ïðîâåðèòü â äèàïàçîíå 6 6 k 6 K1.
Îòìåòèì, ÷òî Ïóïûð¼â äàåò ÿâíîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé K1 â ðàáîòå [87].

0.7. ×èñëà Àïåðè è ÷èñëà Ôðàíåëÿ

À. Øìèäò â [103] îáðàòèë âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ÷èñåë Àïåðè {un}n=0,1,... èç (0.6) ñâÿçàíî óäèâèòåëüíîå îáñòî-
ÿòåëüñòâî. Èìåííî, åñëè îïðåäåëèòü ÷èñëà {ck}k=0,1,... ïîñëåäîâàòåëüíî ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

un =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
ck, n = 0, 1, 2, . . . ,

òî ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. (ßâíûå ôîðìóëû

cn =

(
2n

n

)−1 n∑
k=0

(−1)n−k 2k + 1

n+ k + 1

(
2n

n− k

)
uk, n = 0, 1, 2, . . . ,

ïîêàçûâàþò, ÷òî îæèäàåìûìè ÿâëÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Dncn ∈ Z.) Ïîçäíåå
ñàì Øìèäò [104] è íåçàâèñèìî Ô. Øòðåëü [114] ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå
ÿâíîå âûðàæåíèå:

cn =
n∑

j=0

(
n

j

)3

=
∑
j

(
n

j

)2(
2j

n

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (0.41)

ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííîå Â. Äîéáåðîì, Â. Òóìçåðîì è Á. Âîéòîì.
Íà ñàìîì äåëå, Øòðåëü â [114] èñïîëüçîâàë ñîîòâåòñòâóþùåå òîæäåñòâî

n∑
k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

) k∑
j=0

(
k

j

)3

â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçëè÷íîé òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà
áèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ. Óäèâèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (0.41) èçó÷àëàñü Äæ. Ôðàíåëåì [47] åùå â êîíöå 19-ãî âåêà:
îí äîêàçàë, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïîëèíîìèàëüíîé ðåêóðñèè

(n+ 1)2cn+1 − (7n2 + 7n+ 2)cn − 8n2cn−1 = 0.

Øìèäò â [103] îòìåòèë, ÷òî ïî âñåé âèäèìîñòè ôåíîìåí öåëî÷èñëåí-
íîñòè, ñâÿçàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë Àïåðè è Ôðàíåëÿ, âûïîë-
íÿåòñÿ â ñëåäóþùåé îáùåé ñèòóàöèè.

Çàäà÷à Øìèäòà. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî öåëîãî r > 2 ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë {c(r)k }k=0,1,..., íå çàâèñèìûõ îò ïàðàìåòðà n, îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

n∑
k=0

(
n

k

)r(
n+ k

k

)r

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
c
(r)
k , n = 0, 1, 2, . . . . (0.42)
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Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà c
(r)
k ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ãîñïåðà�Öàéëüáåðãåðà ñîçèäàòåëüíîãî òåëåñêîïè-

ðîâàíèÿ [82], Øòðåëü äîêàçàë â [114] öåëî÷èñëåííîñòü c
(r)
k â ñëó÷àå r = 3.

Çàäà÷à Øìèäòà áûëà ïîçäíåå ñôîðìóëèðîâàíà â êíèãå [50] (óïðàæíå-

íèå 114 íà ñ. 256) ñ óêàçàíèåì, ÷òî Ã. Óèëô äîêàçàë âêëþ÷åíèÿ c
(r)
n ∈ Z

äëÿ ëþáîãî r, íî òîëüêî äëÿ n 6 9.
Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è Øìèäòà. Èìåííî, ìû äîêàçûâàåì

ñëåäóþùèå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ c
(r)
n .

Òåîðåìà 6. ×èñëà c
(r)
n â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è Øìèäòà äåéñòâèòåëü-

íî ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Áîëåå òî÷íî, èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

c(4)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)3(
n

j

)∑
k>j

(
k + j

k − j

)(
j

n− k

)(
k

j

)(
2j

k − j

)
, (0.43)

c(5)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)4(
n

j

)2∑
k>j

(
k + j

k − j

)2(
2j

n− k

)(
2j

k − j

)
(0.44)

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s = 2, 3, . . .

c(2s)n =
n∑

j=0

(
2j

j

)2s−1(
n

j

) ∑
k1>···>ks−1>j

(
j

n− k1

)(
k1
j

)(
k1 + j

k1 − j

)

×
(

2j

ks−1 − j

) s−1∏
l=2

(
2j

kl−1 − kl

)(
kl + j

kl − j

)2

,

c(2s+1)
n =

n∑
j=0

(
2j

j

)2s(
n

j

)2 ∑
k1>···>ks−1>j

(
2j

n− k1

)(
k1 + j

k1 − j

)2

×
(

2j

ks−1 − j

) s−1∏
l=2

(
2j

kl−1 − kl

)(
kl + j

kl − j

)2

,

ãäå n = 0, 1, 2, . . . . (Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(
n
k

)
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ â ñëó÷àå k < 0 èëè k > n.)

0.8. Ïåðèîäû

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷èòåëüíîãî àêêîðäà ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû, ñâÿ-
çàííûå ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ äçåòà-çíà÷åíèé è èõ îáîáùåíèé ê òàê íàçûâà-
åìîìó êëàññó ïåðèîäîâ, ââåäåííîìó â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå Ì. Êîíöå-
âè÷à è Ä. Çàãèðà [64]. Ïåðèîä � ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, âåùåñòâåííàÿ è
ìíèìàÿ ÷àñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ èí-
òåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
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èíòåãðèðóåìûõ ïî îáëàñòÿì â Rn, çàäàííûõ ïîëèíîìèàëüíûìè íåðàâåí-
ñòâàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Áåç âèäèìîãî óùåðáà ïðèëàãà-
òåëüíîå �ðàöèîíàëüíûå� âñå òðè ðàçà ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà �àëãåáðàè-
÷åñêèå� [64]. Ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ P ñ÷åòíî è èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóê-
òóðó êîëüöà. Ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå �âàæíûå� ìàòåìàòè÷åñêèå ïî-
ñòîÿííûå, âêëþ÷àÿ, ðàçóìååòñÿ, π [18], äçåòà-çíà÷åíèÿ (0.1) è èõ ìíîãî-
÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ (íàïðèìåð, êðàòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ [81], [147]);
êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò âñå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. Âìåñòå ñ
òåì, ÷èñëî 1/π ïðåäïîëîæèòåëüíî íå ïðèíàäëåæèò êîëüöó P , è ìíîãèå
äðóãèå ïðèìåðû � òàêèå, êàê çíà÷åíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â
àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ è ñïåöèàëüíûå L-çíà÷åíèÿ (åùå îäíî îáîáùåíèå
äçåòà-çíà÷åíèé) � åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáèòàþò â ðàñøèðåííîì êîëüöå

ïåðèîäîâ P̂ = P [1/π] = P [(2πi)−1]. Â îáçîðå [24] îáñóæäàåòñÿ âàæíîñòü
ïðåäñòàâëåíèé ÷èñåë â (êàíîíè÷åñêîé) �çàìêíóòîé ôîðìå� ñ ïðèëîæåíèÿ-
ìè êàê â ÷èñòîé, òàê è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.

Ïîä L-ôóíêöèåé îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèé ðÿä Äèðèõëå

L(s) =
∞∑
n=1

an
ns

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, n = 1, 2, . . . , èìåþùåé �àðèôìåòè÷åñêóþ çíà÷è-
ìîñòü�; íàïðèìåð, ñâÿçàííóþ ñî ñ÷åòîì òî÷åê ïî ôèêñèðîâàííîìó ìîäó-
ëþ íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M (îáîçíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
L(s) = L(M, s)), ëèáî îòâå÷àþùóþ (ïàðàáîëè÷åñêîé) ìîäóëÿðíîé ôîð-
ìå f(q) =

∑∞
n=1 anq

n (òîãäà ìû ïèøåì L(s) = L(f, s)). Ðàññìàòðèâàÿ â
êà÷åñòâå M ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ E : y2 = x3 − x (êîíäóêòîðà 32), îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Np êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òî÷åê (x mod p, y mod p) ∈ (Zp)

2

íà íåé äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p è îïðåäåëèì ÷èñëà ap = p−Np.
Òîãäà

L(E, s) =
∏
p>2

(
1− ap

ps
+

1

p2s−1

)−1

=
∞∑
n=1

an
ns
.

Ýòà æå ñàìàÿ L-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê L(f, s) äëÿ ìîäó-
ëÿðíîé ôîðìû

f(τ) =
∞∑
n=1

anq
n = q

∞∏
m=1

(1− q4m)2(1− q8m)2, ãäå q = exp(2πiτ),

âåñà 2. Ïîäîáíîå ñîîòâåòñòâèå L(E, s) = L(f, s) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Q áëàãîäàðÿ çíàìåíèòîé òåîðåìå î ìîäóëÿðíîñòè
Ý. Óàéëñà [128], èçâåñòíîé ðàíåå ïîä èìåíåì ãèïîòåçû Òàíèÿìû�Øèìóðû.

Îáùèå òåîðåìû [64] Áåéëèíñîíà è Äåíèíãåðà�Øîëëà óñòàíàâëèâàþò
ïðèíàäëåæíîñòü (íåêðèòè÷åñêèõ) çíà÷åíèé L-ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé ïà-

ðàáîëè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé ôîðìå f(τ) âåñà k, â òî÷êàõ m > k êîëüöó P̂ .
Íåñìîòðÿ íà àëãîðèòìè÷åñêèé õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ðåàëè-
çàöèÿ L-çíà÷åíèé ÿâíî â âèäå ïåðèîäîâ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé äàæå
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â àáñîëþòíî êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ. Áîëüøèíñòâî ïîäîáíûõ âû÷èñëåíèé
ìîòèâèðîâàíî (ãèïîòåòè÷åñêèìè) âûðàæåíèÿìè äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ìå-
ðû Ìàëåðà ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ýêâèâàëåíòíû ÷àñòíûì ñëó÷àÿì îáùèõ ãèïîòåç Áåéëèíñîíà�Áëîõà.

Ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà ãèïîòåç äëÿ ìåðû Ìàëåðà ìíîãî÷ëåíîâ
îò äâóõ ïåðåìåííûõ â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [97], [98] ñ Ì. Ðîäæåðñîì ìû
ðàçðàáîòàëè ïðèíöèïèàëüíî íîâóþ ìåòîäèêó ïðåäñòàâëåíèÿ L-çíà÷åíèÿ
L(f, 2), îòâå÷àþùåãî ïàðàáîëè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé ôîðìå f(τ) âåñà 2, â êà-
÷åñòâå ïåðèîäà. Â ãë. 7 ìû ïðèâîäèì îáçîð ýòîé ìåòîäèêè íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ L(E, 2) äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E : y2 = x3 − x,
à çàòåì îïèñûâàåì îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
L(f, k) â âèäå ïåðèîäîâ è èëëþñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå L(E, 3).

Òåîðåìà 7. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E : y2 = x3−x êîíäóêòîðà 32
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ:

L(E, 2) =
π

16

∫ 1

0

1 +
√
1− x2

(1− x2)1/4
dx

∫ 1

0

dy

1− x2(1− y2)
(0.45)

=
π1/2Γ(1

4
)2

96
√
2

3F2

(
1, 1, 1

2
7
4
, 3

2

∣∣∣∣ 1)+
π1/2Γ(3

4
)2

8
√
2

3F2

(
1, 1, 1

2
5
4
, 3

2

∣∣∣∣ 1), (0.46)

L(E, 3) =
π2

128

∫ 1

0

(1 +
√
1− x2)2

(1− x2)3/4
dx

∫ 1

0

∫ 1

0

dy dw

1− x2(1− y2)(1− w2)
(0.47)

=
π3/2Γ(1

4
)2

768
√
2

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
7
4
, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1)+
π3/2Γ(3

4
)2

32
√
2

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
5
4
, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1)
+
π3/2Γ(1

4
)2

256
√
2

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
3
4
, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1). (0.48)

Îòìåòèì, ÷òî ëèòåðàòóðà íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ÿâíîãî èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ L(E, 3) äëÿ êàêîé-ëèáî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ óâåëè÷èâàþò ñõîæåñòü äàííûõ L-çíà÷åíèé ñ ζ(2) è ζ(3) � ñð.
ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïðèáëèæåíèé Àïåðè â § 0.1.



ÃËÀÂÀ 1

Îäíî èç ÷èñåë ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) èððàöèîíàëüíî

Íà÷íåì ñ îáúÿñíåíèÿ òîãî, êàê îáîáùåíèå ðÿäà Áîëëà (0.11) è ìåòîäè-
êà ðàáîòû [76] ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî èç íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(2s + 1) äëÿ íåêîòîðîãî
s > 3 èððàöèîíàëüíî. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, 2, . . . ðàññìîò-
ðèì âåëè÷èíó

Fn =
1

2

∞∑
ν=1

d2Rn(t)

dt2

∣∣∣∣
t=ν

, (1.1)

ãäå

Rn(t) = 2n!2s−6
(
t+

n

2

)∏n
j=1(t− j)3 ·

∏n
j=1(t+ n+ j)3∏n

j=0(t+ j)2s
=

2s∑
j=1

n∑
k=0

Bjk

(t+ k)j

(1.2)
� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ðÿä (1.1) îáîá-
ùàåò ïðåäñòàâëåíèÿ (0.10) è (0.11) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé Àïå-
ðè. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Rn(t) â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé âëå÷åò

Fn =
∞∑
ν=1

2s∑
j=1

j(j + 1)

2

n∑
k=0

Bjk

(ν + k)j+2
=

2s∑
j=1

j(j + 1)

2

n∑
k=0

Bjk

∞∑
l=k+1

1

lj+2

=
2s∑
j=1

j(j + 1)

2

n∑
k=0

Bjk

(
ζ(j + 2)−

k∑
l=1

1

lj+2

)
=

2s+2∑
j=3

Ajζ(j)− A0, (1.3)

ãäå

Aj =
(j − 1)(j − 2)

2

n∑
k=0

Bj−2,k (1.4)

A0 =
2s∑
j=1

j(j + 1)

2

n∑
k=0

Bjk

k∑
l=1

1

lj+2
. (1.5)

Áîëåå ïîëîâèíû êîýôôèöèåíòîâ (1.4) ðàâíû íóëþ: âî-ïåðâûõ,

A3 =
n∑

k=0

B1k =
n∑

k=0

Rest=−k Rn(t) = −Rest=∞Rn(t) = 0 (1.6)

ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

Rn(t) = O(t−2) ïðè t→ ∞ (1.7)

21
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è òåîðåìå î âû÷åòàõ; âî-âòîðûõ, ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
ëåãêî ïðîâåðÿåìîìó ñâîéñòâó Rn(t) = −Rn(−t − n), ïðèâîäÿùåìó ïîñëå
ïîäñòàíîâêè â ðàçëîæåíèå (1.2) ê ðàâåíñòâó Bj,k = (−1)j+1Bj,n−k, k =
0, 1, . . . , n, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè,

Aj =
(j − 1)(j − 2)

2

n∑
k=0

Bj−2,k

= (−1)j−1 (j − 1)(j − 2)

2

n∑
k=0

Bj−2,n−k = (−1)j−1Aj

è, çíà÷èò,
A4 = A6 = · · · = A2s = A2s+2 = 0. (1.8)

Îñòàâøèåñÿ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû A0, A5, A7, . . . , A2s+1 ñîãëàñíî (1.4),
(1.5) è ôîðìóëå

Bjk =
1

(2s− j)!

d2s−j

dt2s−j

(
Rn(t)(t+ k)2s

)∣∣
t=−k

(1.9)

ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ìîæíî íàéòè,
ïðåäñòàâèâ èñõîäíóþ ôóíêöèþ Rn(t) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé 2t+ n,

n!∏n
j=0(t+ j)

=
n∑

k=0

(−1)k
(
n
k

)
t+ k

,

∏n
j=1(t− j)∏n
j=0(t+ j)

=
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n
k

)(
n+k
n

)
t+ k

,∏n
j=1(t+ n+ j)∏n

j=0(t+ j)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)(
2n−k
n

)
t+ k

.

(1.10)
Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè R(t) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

Dj
n ·

1

j!

dj

dtj
(
R(t)(t+k)

)∣∣
t=−k

∈ Z, k = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, 2, . . . , (1.11)

ãäå Dn îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè

R(t) =
n∑

l=0

Bl

t+ l
,

òî

R(t)(t+ k) = Bk +
n∑

l=0
l ̸=k

Bl

(
1 +

k − l

t+ l

)
,

òàê ÷òî

1

j!

dj

dtj
(
R(t)(t+ k)

)∣∣
t=−k

= −
n∑

l=0
l ̸=k

Bl

(k − l)j
, k = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,

à â ñëó÷àå j = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ïðîñòî ðàâíà Bk. Ïðåäñòàâëÿÿ â (1.9) ôóíê-
öèþ Rn(t)(t + k)2s â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 2t + n è 2s ñîìíîæèòåëåé âèäà
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R(t)(t+k), ãäå R(t) � îäíà èç ôóíêöèé â (1.10), ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ Ëåéáíèöà è âêëþ÷åíèÿ (1.11), ìû ïîëó÷àåì D2s−j

n ·Bjk ∈ Z
ïðè k = 0, 1, . . . , n è j = 1, . . . , 2s. Îêîí÷àòåëüíî,

D2s+2
n Fn ∈ Zζ(5) + Zζ(7) + · · ·+ Zζ(2s+ 1) + Z (1.12)

ñîãëàñíî (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.8).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7) è

Rest=ν

(
Rn(t) ·

π3 cos πt

sin3 πt

)
= Rest=ν

(
Rn(ν) +R′

n(ν)(t− ν) +
1

2
R′′

n(ν)(t− ν)2 +O((t− ν)3)
)

×
(
(t− ν)−3 +O(1)

)
=

1

2
R′′

n(ν), ν ∈ Z, (1.13)

à òàêæå ñ ó÷åòîì Rn(ν) = R′
n(ν) = R′′

n(ν) = 0 äëÿ ν = 1, 2, . . . , n çàêëþ-
÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà (1.1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå áàðíñîâñêîãî
èíòåãðàëà [15]

Fn = − 1

2πi

∫ t0+i∞

t0−i∞
Rn(t)

(
π

sinπt

)3

cosπt dt

= Re

(
(−1)nin!2s−6

2π

∫ t0+i∞

t0−i∞
(2t+ n)

× Γ(t)2s+3Γ(n+ 1− t)3Γ(2n+ 1 + t)3

Γ(n+ 1 + t)2s+3
e−πit dt

)
,

ãäå 0 < t0 < n+ 1. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó ãàììà-ôóíêöèè

log Γ(z) =
(
z − 1

2

)
log z − z +

1

2
log 2π +O

(
|Re z|−1

)
, (1.14)

ãäå ïîñòîÿííàÿ â O( · ) àáñîëþòíàÿ, è îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó t = nτ , íàõîäèì

Fn = Re

(
(−1)n(2π)s−1i

ns+1

∫ τ0+i∞

τ0−i∞
e(n+1)f(τ)+g(τ)

(
1 +O(n−1)

)
dτ

)
, (1.15)

ãäå τ0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç èíòåðâàëà 0 < τ0 < 1,

f(τ) = (2s+ 3)τ log τ + 3(1− τ) log(1− τ) + 3(2 + τ) log(2 + τ)

− (2s+ 3)(1 + τ) log(1 + τ)− πiτ,

g(τ) = log(1 + 2τ) +
1

2
(2s+ 3) log(1 + τ)− 1

2
(2s+ 3) log τ

− 3

2
log(1− τ)− 3

2
log(2 + τ).

Ìîæíî ïîêàçàòü [142, ëåììà 2.7], ÷òî óðàâíåíèå f ′(τ) = 0 èìååò äâà ðå-
øåíèÿ; îíè ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè Im τ > 0 è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé Re τ = −1

2
. Âûáåðåì òî ðåøåíèå τ = τ1 óðàâíåíèÿ f

′(τ) = 0, äëÿ
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êîòîðîãî Re τ > −1
2
, è ïîëîæèì τ0 = Re τ1. Òîãäà 0 < τ0 < 1. Ïðèìåíÿÿ ê

èíòåãðàëó â (1.15) ñ τ0 = Re τ1 ìåòîä ïåðåâàëà, ïîëó÷àåì

lim sup
n→∞

log |Fn|
n

= Re f(τ1) (1.16)

ïðè óñëîâèè, ÷òî Im f(τ1) /∈ πZ. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (1.12) è (1.16)
â ñëó÷àå 2s + 2 + Re f(τ1) < 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(2s+1) èððàöèîíàëüíî. Íàêîíåö, âûáèðàÿ s = 10, íàõîäèì

τ1 = 0.99223412 . . .+ i0.01200539 . . . ,

f(τ1) = −22.02001639 . . .− i3.10440862 . . . ;

ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äåâÿòè ÷èñåë ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21)
èððàöèîíàëüíî.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòàì [137], [138], [139], [140], [142],
[151].

1.1. Àðèôìåòèêà ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ïåðåä îïèñàíèåì îáùåé êîíñòðóêöèè ëèíåéíûõ ôîðì îò 1 è ζ(5), ζ(7), . . .
ìû ïðèâåäåì ñâîéñòâà ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

R(t) = R(a, b; t) =


(t+ b)(t+ b+ 1) · · · (t+ a− 1)

(a− b)!
ïðè a > b,

(b− a− 1)!

(t+ a)(t+ a+ 1) · · · (t+ b− 1)
ïðè a < b,

(1.17)

èãðàþùèõ ðîëü ñòðîèòåëüíûõ êèðïè÷èêîâ â äàëüíåéøåì îïèñàíèè.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà öåëîçíà÷-

íûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 1.1 (ñì. [12, ëåììà 1] èëè [136, ëåììà 7]). Ïóñòü a > b. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî j âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

Dj
a−b ·

1

j!
R(j)(−k) ∈ Z, k ∈ Z.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî âêëþ-
÷åíèé (1.11) äëÿ ïåðâîé èç ôóíêöèé â (1.10).

Ëåììà 1.2. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà a, b, a0, b0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâàì a0 6 a < b 6 b0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî j
âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

Dj
b0−a0−1 ·

1

j!

(
R(t)(t+ k)

)(j)∣∣
t=−k

∈ Z, k = a0, a0 + 1, . . . , b0 − 1.

Ëåììû 1.1 è 1.2 äàþò ÷àñòè÷íóþ (íî êðàéíå âàæíóþ) èíôîðìàöèþ î
p-àäè÷åñêîé îöåíêå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

R(j)(−k) è
(
R(t)(t+ k)

)(j)∣∣
t=−k

(1.18)
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ñîîòâåòñòâåííî: äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p èç èíòåðâàëà
√
N < p 6 N èìååì

ordpDN = 1. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîñâÿùåíû óòî÷íåíèþ ïîëó-
÷åííûõ p-àäè÷åñêèõ îöåíîê âåëè÷èí (1.18).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü a, b, a0, b0 öåëûå, b0 6 b < a 6 a0, è ïóñòü ðàöè-

îíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(t) = R(a, b; t) îïðåäåëåíà â (1.17). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

öåëîãî k, b0 6 k < a0, ïðîñòîãî p >
√
a0 − b0 − 1 è íåîòðèöàòåëüíîãî

öåëîãî j èìåþò ìåñòî îöåíêè

ordpR
(j)(−k) > −j +

⌊
a− 1− k

p

⌋
−
⌊
b− 1− k

p

⌋
−
⌊
a− b

p

⌋
= −j +

⌊
k − b

p

⌋
−

⌊
k − a

p

⌋
−
⌊
a− b

p

⌋
. (1.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå p >
√
a0 − b0 − 1. Ïðåæäå

âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà âûïîëíåíî

⌊−x⌋ = −⌊x⌋ − δx, ãäå δx =

{
0, åñëè x ∈ Z,
1, åñëè x /∈ Z,

îòêóäà ⌊
−s
p

⌋
= −

⌊
s− 1

p

⌋
− 1 äëÿ s ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî,⌊
k − b

p

⌋
= −

⌊
b− 1− k

p

⌋
− 1,

⌊
a− 1− k

p

⌋
= −

⌊
k − a

p

⌋
− 1 (1.20)

äëÿ ëþáîãî öåëîãî k.
Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

R(−k) =


(a− 1− k)!

(b− 1− k)! (a− b)!
ïðè k < b,

0 ïðè b 6 k < a,

(−1)a−b (k − b)!

(k − a)! (a− b)!
ïðè k > a;

ñëåäîâàòåëüíî,

ordpR(−k) >
⌊
a− 1− k

p

⌋
−
⌊
b− 1− k

p

⌋
−
⌊
a− b

p

⌋
ïðè k < a,

ordpR(−k) >
⌊
k − b

p

⌋
−

⌊
k − a

p

⌋
−
⌊
a− b

p

⌋
ïðè k > b,

÷òî îòâå÷àåò îöåíêàì (1.19) ïðè j = 0 ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1.20).
Åñëè k < b èëè k > a, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

r(t) =
R′(t)

R(t)
=

a−1∑
l=b

1

t+ l
,
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äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì öåëîì j > 1 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

r(j−1)(−k) ·Dj−1
max{a−b0−1,a0−b−1} ∈ Z.

Èíäóêöèÿ ïî j è òîæäåñòâî

R(j)(t) =
(
R(t)r(t)

)(j−1)
=

j−1∑
m=0

(
j − 1

m

)
R(m)(t)r(j−1−m)(t) (1.21)

ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé t = −k ïðèâîäèò ê òðåáóåìûì îöåíêàì (1.19).
Â ñëó÷àå b 6 k < a ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Rk(t) =
R(t)

t+ k
, rk(t) =

R′
k(t)

Rk(t)
=

a−1∑
l=b
l ̸=k

1

t+ l
;

î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî öåëîãî j > 1 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

r
(j−1)
k (−k) ·Dj−1

a−b−1 ∈ Z.
Òîãäà

R(j)(−k) = jR
(j−1)
k (−k),

ïîñêîëüêó

Rk(−k) = (−1)k−b (k − b)! (a− 1− k)!

(a− b)!
,

òàê ÷òî èíäóêöèÿ ïî j âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (1.21) (ãäå ìû ïîäñòàâëÿåì
Rk(t), rk(t) âìåñòî R(t), r(t) ñîîòâåòñòâåííî) ïîêàçûâàþò, ÷òî

ordpR
(j)(−k) > ordpR

(j−1)
k (−k)

> −(j − 1) +

⌊
k − b

p

⌋
+

⌊
a− 1− k

p

⌋
−
⌊
a− b

p

⌋
äëÿ êàæäîãî j > 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ (1.20), ìû âíîâü ïîëó÷àåì
òðåáóåìûå îöåíêè (1.19). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.4. Ïóñòü a, b, a0, b0 öåëûå, a0 6 a < b 6 b0, è ïóñòü ðàöè-

îíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(t) = R(a, b; t) îïðåäåëåíà â (1.17). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

öåëîãî k, a0 6 k < b0, ïðîñòîãî p >
√
b0 − a0 − 1 è íåîòðèöàòåëüíîãî

öåëîãî j èìåþò ìåñòî îöåíêè

ordp

(
R(t)(t+k)

)(j)∣∣
t=−k

> −j+
⌊
b− a− 1

p

⌋
−
⌊
k − a

p

⌋
−
⌊
b− 1− k

p

⌋
. (1.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå p >
√
b0 − a0 − 1. Èìå-

åì

(
R(t)(t+ k)

)∣∣
t=−k

=

(−1)k−a (b− a− 1)!

(k − a)! (b− 1− k)!
ïðè a 6 k < b,

0 ïðè k < a èëè k > b,

÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (1.22) ïðè j = 0.
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Ðàññìàòðèâàÿ â ñëó÷àå a 6 k < b ôóíêöèè

Rk(t) = R(t)(t+ k), rk(t) =
R′

k(t)

Rk(t)
=

b−1∑
l=a
l ̸=k

1

t+ l
,

è ïðîâîäÿ èíäóêöèþ ïî j > 0, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.21) (ãäå ñíîâà
ôóíêöèè R(t), r(t) çàìåíåíû íà Rk(t), rk(t)) ìû ïðèõîäèì ê îöåíêàì (1.22).

Åñëè æå k < a èëè k > b, çàìåòèì, ÷òî(
R(t)(t+ k)

)(j)∣∣
t=−k

= jR(j−1)(−k).
Ïîñêîëüêó

R(−k) =


(b− a− 1)! (a− 1− k)!

(b− 1− k)!
ïðè k < a,

(−1)b−a (b− a− 1)! (k − b)!

(k − a)!
ïðè k > b,

èíäóêöèÿ ïî j è ðàâåíñòâà (1.20) âíîâü ïðèâîäÿò ê òðåáóåìûì îöåíêàì
(1.22). Ëåììà äîêàçàíà. �

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ p-àäè÷åñêè óòî÷-
íåííûìè îöåíêàìè ëåìì 1.3, 1.4, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ìåòîäà.

Ëåììà 1.5 (ñð. ñ [32, òåîðåìà 4.3 è § 6] è [56, ëåììà 3.2]). Äëÿ ëþáîãî
C > 0 è ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [u, v) ⊂ (0, 1) èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå

ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

1

n

∑
p>

√
Cn

{n/p}∈[u,v)

log p = ψ(v)− ψ(u) =

∫ v

u

dψ(z),

ãäå {a} = a− ⌊a⌋ � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà è ψ(z) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ãàììà-ôóíêöèè.

1.2. Ëèíåéíûå ôîðìû îò 1 è íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûå íå÷åòíûå ÷èñëà q è r, óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâó q > r+4. Íàáîðó ïîëîæèòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ

h = (h0;h1, . . . , hq),

ñâÿçàííûõ óñëîâèåì

h1 + h2 + · · ·+ hq 6 h0 ·
q − r

2
, (1.23)

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ

R̃(t) = R̃(h; t)

= (h0 + 2t)
Γ(h0 + t)rΓ(h1 + t) · · ·Γ(hq + t)

Γ(1 + t)rΓ(1 + h0 − h1 + t) · · ·Γ(1 + h0 − hq + t)
. (1.24)
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Ñîãëàñíî (1.23) âûïîëíåíî

R̃(t) = O(t−2) ïðè t→ ∞, (1.25)

òàê ÷òî ðÿä

F̃ (h) =
1

(r − 1)!

∞∑
t=0

R̃(r−1)(t) (1.26)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Åñëè r = 1, âåëè÷èíà (1.26) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûé ðÿä

F̃ (h) =
h0! (h1 − 1)! · · · (hq − 1)!

(h0 − h1)! · · · (h0 − hq)!

× q+2Fq+1

(
h0, 1 +

1
2
h0, h1, . . . , hq

1
2
h0, 1 + h0 − h1, . . . , 1 + h0 − hq

∣∣∣∣ 1),
â òî âðåìÿ êàê ïðè r > 1 ðÿä (1.26) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè G-ôóíêöèé Ìåéåðà [69] (èíòåãðàëîâ áàðíñîâñêîãî òèïà), âû÷èñ-
ëÿåìûõ â òî÷êàõ eπik, ãäå k = ±1,±3, . . . ,±(r − 2).

Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (1.24) îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ t 7→ −t− h0:

R̃(−t− h0) = (−1)(h0−1)(q+r)R̃(t) = −R̃(t), (1.27)

ãäå ìû ïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

Γ(t+ b)Γ(1− t− b) = (−1)b
π

sin πt
.

Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà (1.26) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé îò 1 è íå÷åòíûõ
äçåòà-çíà÷åíèé.

Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàáîð ïà-
ðàìåòðîâ h óïîðÿäî÷åííûì:

h1 6 h2 6 · · · 6 hq <
1

2
h0;

îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ íîðìàëèçàöèþ âåëè÷èíû (1.26):

F (h) =

∏q
j=r+1(h0 − 2hj)!∏r

j=1(hj − 1)!2
· F̃ (h) = 1

(r − 1)!

∞∑
t=1−h1

R(r−1)(t), (1.28)

ãäå ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

R(t) = (h0 + 2t)
r∏

j=1

1

(hj − 1)!

Γ(hj + t)

Γ(1 + t)
·

r∏
j=1

1

(hj − 1)!

Γ(h0 + t)

Γ(1 + h0 − hj + t)

×
q∏

j=r+1

(h0 − 2hj)!
Γ(hj + t)

Γ(1 + h0 − hj + t)
(1.29)
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ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé (1.17). Ïîëîæèì m0 =
max{hr − 1, h0 − 2hr+1} è mj = max{m0, h0 − h1 − hr+j} äëÿ j = 1, . . . , q− r
è îïðåäåëèì öåëî÷èñëåííóþ âåëè÷èíó

Φ = Φ(h) =
∏

√
h0<p6mq−r

pνp , (1.30)

ãäå

νp = min
hr+16k6h0−hr+1

{νk,p} (1.31)

è

νk,p =
r∑

j=1

(⌊
k − 1

p

⌋
+

⌊
h0 − k − 1

p

⌋
−
⌊
k − hj
p

⌋
−
⌊
h0 − hj − k

p

⌋
− 2

⌊
hj − 1

p

⌋)
+

q∑
j=r+1

(⌊
h0 − 2hj

p

⌋
−
⌊
k − hj
p

⌋
−
⌊
h0 − hj − k

p

⌋)
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Âåëè÷èíà (1.28) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé îò

1, ζ(r+2), ζ(r+4), . . . , ζ(q−4), ζ(q−2) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Áîëåå òîãî,

Dr
m1
Dm2 · · ·Dmq−r ·Φ−1·F (h) ∈ Zζ(q−2)+Zζ(q−4)+· · ·+Zζ(r+2)+Z. (1.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå ëåììû 1.1, 1.2 è ëåììû 1.3, 1.4 ê ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè (1.29), ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëà

Bjk =
1

(q − j)!
·
(
R(t)(t+ k)q−r

)(q−j)∣∣
t=−k

,

j = r + 1, . . . , q, k = hr+1, . . . , h0 − hr+1,

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Dq−j
m0

·Bjk ∈ Z (1.33)

è

ordpBjk > −(q − j) + νk,p, (1.34)

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëþáîãî k = hr+1, . . . , h0 − hr+1 è ëþáîãî ïðîñòîãî
p >

√
h0. Äàëåå, ðàçëîæåíèå

R(t) =

q∑
j=r+1

h0−hj∑
k=hj

Bjk

(t+ k)j−r
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ïðèâîäèò ê ðÿäó

F (h) =

q∑
j=r+1

(
j − 2

r − 1

) h0−hj∑
k=hj

Bjk

( ∞∑
l=1

−
k−h1∑
l=1

)
1

lj−1

=

q∑
j=r+1

Aj−1ζ(j − 1)− A0,

ãäå

Aj−1 =

(
j − 2

r − 1

) h0−hj∑
k=hj

Bjk, j = r + 1, . . . , q, (1.35)

A0 =

q∑
j=r+1

(
j − 2

r − 1

) h0−hj∑
k=hj

Bjk

k−h1∑
l=1

1

lj−1
.

Ñîãëàñíî (1.33) è âêëþ÷åíèÿì

Dr
m1
Dm2 · · ·Dmj−r

·
k−h1∑
l=1

1

lj−1
∈ Z,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ k = hj, . . . , h0 − hj, j = r+1, . . . , q, ìû ïîëó÷àåì âêëþ-
÷åíèÿ

Dq−j−1
m0

· Aj ∈ Z ïðè j = r, r + 1, . . . , q − 1,

Dr
m1
Dm2 · · ·Dmq−r · A0 ∈ Z,

êîòîðûå íåñêîëüêî óòî÷íÿþòñÿ îöåíêàìè (1.34):

ordpAj > −(q − j − 1) + νp ïðè j = 0 è j = r, r + 1, . . . , q − 1,

ãäå ïîêàçàòåëè νp îïðåäåëåíû â (1.31). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

Ar = 0 è Ar+1 = Ar+3 = · · · = Aq−3 = Aq−1 = 0.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.25); â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.27) ïîëó÷àåì

Bjk = (−1)jBj,h0−k ïðè j = r + 1, . . . , q,

÷òî âëå÷åò Aj−1 = 0 äëÿ j íå÷åòíûõ ñîãëàñíî (1.35). Ëåììà äîêàçàíà ïîë-
íîñòüþ. �

1.3. Àñèìïòîòèêà ëèíåéíûõ ôîðì

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîñòðîåííûõ ëèíåéíûõ
ôîðì (1.32) îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëî÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé
η = (η0; η1, . . . , ηq), ñâÿçàííûõ äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 0 ñ èñõîäíûì íàáî-
ðîì ïàðàìåòðîâ h â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

h0 = η0n+ 2 è hj = ηjn+ 1 ïðè j = 1, . . . , q. (1.36)
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Ïîëîæèì

mj = max{ηr, η0 − 2ηr+1, η0 − η1 − ηr+j} ïðè j = 1, . . . , q − r

(ò.å. ñòàðîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ñ ýòèìè èìåíàìè â n ðàç áîëüøå íîâî-
ãî). Àñèìïòîòèêà âåëè÷èíû (1.30) ïðè n → ∞ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ
ïîìîùüþ ëåììû 1.5 â òåðìèíàõ öåëîçíà÷íîé ôóíêöèè

ϕ0(x, y) =
r∑

j=1

(
⌊y⌋+ ⌊η0x− y⌋ − ⌊y − ηjx⌋ − ⌊(η0 − ηj)x− y⌋ − 2⌊ηjx⌋

)
+

q∑
j=r+1

(
⌊(η0 − 2ηj)x⌋ − ⌊y − ηjx⌋ − ⌊(η0 − ηj)x− y⌋

)
,

1-ïåðèîäè÷íîé ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ x è y. Ñîãëàñíî (1.31) è (1.36)
íàõîäèì

νp = min
ηr+1n6k−16(η0−ηr+1)n

ϕ0

(
n

p
,
k − 1

p

)
> ϕ

(
n

p

)
,

ãäå

ϕ(x) = min
y∈R

ϕ0(x, y) = min
06y<1

ϕ0(x, y).

Êðîìå òîãî,

lim
n→∞

logDmjn

n
= mj, j = 1, . . . , q − r,

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ

lim
n→∞

log(Dr
m1n

Dm2n · · ·Dmq−rnΦ(h)
−1)

n

= rm1 +m2 + · · ·+mq−r −
(∫ 1

0

ϕ(x) dψ(x)−
∫ 1/mq−r

0

ϕ(x)
dx

x2

)
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå âåëè÷èíû F (h). Çäåñü ìû
îãðàíè÷èìñÿ ïîäðîáíûì ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ r = 3, êîòîðûé íåîáõîäèì
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Íàèáîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ èññëåäîâàíà íà-
ìè â ðàáîòå [142] (ñì. òàêæå [137], [138], [139]).

Ëåììà 1.6. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåùåñòâåííîçíà÷íîé íåîòðèöà-

òåëüíîé ôóíêöèè h(y) = | ctg(x + iy)|, y ∈ R, çàâèñèò òîëüêî îò x
(mod πZ) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x = πk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k, òî òî÷-
êà z = x ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì) ïîëþñîì ôóíêöèè ctg z íà ïðÿìîé
Im z = x. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ôóíê-
öèè h(y), ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè, äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 0. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì



1.3. Àñèìïòîòèêà ëèíåéíûõ ôîðì 32

äàëåå x /∈ πZ è, çíà÷èò, cos 2x < 1. Èìååì

h(y)2 =

∣∣∣∣cos(x+ iy)

sin(x+ iy)

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣(e−y + ey) cosx+ i(e−y − ey) sinx

(e−y − ey) cosx+ i(e−y + ey) sinx

∣∣∣∣2
=
e−2y + e2y + 2 cos 2x

e−2y + e2y − 2 cos 2x
= 1 +

4 cos 2x

e−2y + e2y − 2 cos 2x

6 1 +
4| cos 2x|

2− 2 cos 2x
, (1.37)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì Y + 1/Y > 2 ïðè Y = e−2y > 0,
ïðåâðàùàþùèìñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â ñëó÷àå Y = 1. Îöåíêà â ïðàâîé ÷à-
ñòè (1.37) çàâèñèò òîëüêî îò x (mod πZ), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû. �

Ëåììà 1.7. Ïóñòü r = 3. Òîãäà äëÿ ñóììû (1.28) ñïðàâåäëèâî èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

F (h) = − 1

2πi

∫ t0+i∞

t0−i∞
R(t)

(
π

sin πt

)3

cos πt dt

= Re

(
i

2π

∫ t0+i∞

t0−i∞
R(t)

(
π

sin πt

)3

e−πit dt

)
, (1.38)

ãäå t0 ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èç èíòåðâàëà 1− h1 < t0 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì t0 íåöåëûì.
Ðàññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (1.38) íà ïîëîæèòåëüíî-îðèåí-
òèðóåìîì êîíòóðå ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè t0± iN , N +1/2± iN , ãäå
öåëîå ÷èñëî N > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè, ñîîòíîøå-
íèþ (1.13) (ïðèìåíåííîìó ê R(t)) è àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè R(t) âíóòðè
è íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà èíòåãðàë

1

2πi

(∫ t0−iN

t0+iN

+

∫ N+1/2−iN

t0−iN

+

∫ N+1/2+iN

N+1/2−iN

+

∫ t0+iN

N+1/2+iN

)
R(t)

(
π

sin πt

)3

cosπt dt

(1.39)

ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êàõ t ∈ Z, t0 <
t 6 N , èìåííî ∑

t0<ν6N

R(2)(ν)

2
=

N∑
ν=0

R(2)(ν)

2
. (1.40)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî R(t) èìååò
íóëè ïîðÿäêà íå íèæå 3 â òî÷êàõ t = −1,−2, . . . , 1− h1. Îòìåòèì òåïåðü,
÷òî íà ñòîðîíàõ [N+1/2−iN,N+1/2+iN ], [t0−iN,N+1/2−iN ] è [N+1/2+
iN, t0 + iN ] ïðÿìîóãîëüíèêà âûïîëíåíî R(t) = O(N−2) ñîãëàñíî (1.25), à
ôóíêöèÿ (

π

sin πt

)3

cos πt = π3(ctg πt+ ctg3 πt)
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îãðàíè÷åíà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè
ctg πt íà ðàññìàòðèâàåìûõ ñòîðîíàõ: äëÿ îòðåçêà [N+1/2−iN,N+1/2+iN ]
ìû ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.6, à äëÿ äâóõ äðóãèõ îòðåçêîâ � òðèâèàëüíîé
îöåíêîé

| ctg π(x+ iy)| =
∣∣∣∣1 + e±2πix · e−2π|y|

1− e±2πix · e−2π|y|

∣∣∣∣ 6 1 + e−2π|y|

1− e−2π|y| , x ∈ R,

ïðè y = ±N . Ïîýòîìó

1

2πi

(∫ N+1/2−iN

t0−iN

+

∫ N+1/2+iN

N+1/2−iN

+

∫ t0+iN

N+1/2+iN

)
R(t)

(
π

sin πt

)3

cosπt dt = O(N−1)

è ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó N → ∞ â (1.39) ìû ïîëó÷àåì ïðàâóþ ÷àñòü
(1.38), â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (1.40) äàåò èñêîìóþ ñóììó
(1.28). Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàïèñûâàÿ

R(t)

(
π

sin πt

)3

= −(h0 + 2t)
3∏

j=1

Γ(hj + t) Γ(−t)
(hj − 1)!

·
3∏

j=1

1

(hj − 1)!

Γ(h0 + t)

Γ(1 + h0 − hj + t)

×
q∏

j=4

(h0 − 2hj)!
Γ(hj + t)

Γ(1 + h0 − hj + t)
,

ïðèìåíÿÿ íà êîíòóðå â (1.38) àñèìïòîòèêó ãàììà-ôóíêöèè (1.14) è äåëàÿ
çàìåíó ïåðåìåííîé t = n(τ−η0), ïðåäñòàâèì èíòåãðàë èç ëåììû 1.7 â âèäå

F (h) = Re

(
n−q/2

2πi

∫ τ0+i∞

τ0−i∞
enf(τ)+g(τ)

(
1 +O(n−1)

)
dτ

)
, (1.41)

ãäå τ0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ èç èíòåðâàëà η0 − η1 <
τ0 < η0, à ôóíêöèè

f(τ) = 3τ log τ + 3(η0 − τ) log(η0 − τ)

−
q∑

j=1

(
(τ − ηj) log(τ − ηj)− (τ − η0 + ηj) log(τ − η0 + ηj)

)
− πiτ − 2

3∑
j=1

ηj log ηj +

q∑
j=4

(η0 − 2ηj) log(η0 − 2ηj)

è g(τ) ãîëîìîðôíû â τ -ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè ïî ëó÷àì (−∞, η0 − η1] è
[η0,+∞). Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïåðåâàëà (ñì., íàïðèìåð, [26, ãë. 5])
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü óðàâíåíèå f ′(τ) = 0 èìååò åäèíñòâåí-

íûé êîðåíü τ = τ1, ðàñïîëîæåííûé â ïîëîñå η0 − η1 < Re τ < η0, ïðè÷åì
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Im f(τ1) /∈ πZ. Òîãäà τ = τ1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåâàëà äëÿ èíòåãðàëà

â (1.41) ñ τ0 = Re τ1, òàê ÷òî

lim sup
n→∞

log |F (h)|
n

= Re f(τ1).

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå êîðíÿ τ = τ1 îñíîâàíî íà
òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà

(τ − η0)
3(τ − η1) · · · (τ − ηq)− τ 3(τ − η0 + η1) · · · (τ − η0 + ηq)

â îáëàñòè Im τ > 0 è η0 − η1 < Re τ < η0. Êàê ìû ïîêàçàëè â [142], óðàâ-
íåíèå f ′(τ) = 0 èìååò â òî÷íîñòè äâà êîðíÿ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé τ = 1

2
η0. Ïîñêîëüêó Re f(τ) = Re f(η0 − τ), òî êîðåíü óðàâíåíèÿ

f ′(τ) = 0, îòëè÷íûé îò τ = τ1, íå âëèÿåò íà àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (1.41).

Ïîäûòîæèì ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèé 1.1�1.3.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü r = 3 è

C0 = −Re f(τ1),

C1 = rm1 +m2 + · · ·+mq−r −
(∫ 1

0

ϕ(x) dψ(x)−
∫ 1/mq−r

0

ϕ(x)
dx

x2

)
.

Åñëè C0 > C1, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë

ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(q − 4) è ζ(q − 2)

èððàöèîíàëüíî.

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âûáèðàÿ r = 3, q = 13,

η0 = 91, η1 = η2 = η3 = 27, ηj = 25 + j ïðè j = 4, 5, . . . , 13,

ïîëó÷àåì τ1 = 87.47900541 . . .+ i 3.32820690 . . . ,

Im f(τ1)/π = −355.10280595 . . .

è

C0 = −Re f(τ1) = 227.58019641 . . . ,

C1 = 3 · 35 + 34 + 8 · 33−
(∫ 1

0

ϕ(x) dψ(x)−
∫ 1/33

0

ϕ(x)
dx

x2

)
= 226.24944266 . . . ,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

ϕ(x) = ν ïðè x ∈ Ων \ Ων+1, ν = 0, 1, . . . , 9,

äëÿ x ∈ [0, 1), ãäå Ω0 = [0, 1),

Ω1 = Ω2 =
[

2
91
, 36
37

)
∪
[
90
91
, 1
)
,

Ω3 =
[

2
91
, 1
20

)
∪
[

5
91
, 3
4

)
∪
[
28
37
, 13
14

)
∪
[
14
15
, 35
37

)
∪
[
18
19
, 27
28

)
∪
[
88
91
, 36
37

)
∪
[
90
91
, 1
)
,
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Ω4 =
[

1
38
, 1
22

)
∪
[

5
91
, 3
26

)
∪
[

2
17
, 1
8

)
∪
[

4
31
, 4
27

)
∪
[

5
33
, 7
30

)
∪
[

4
17
, 12
37

)
∪
[
30
91
, 1
3

)
∪
[
31
91
, 3
8

)
∪
[
14
37
, 11
28

)
∪
[
13
33
, 9
22

)
∪
[

7
17
, 13
28

)
∪
[

8
17
, 1
2

)
∪
[
19
37
, 9
14

)
∪
[
20
31
, 2
3

)
∪
[
21
31
, 3
4

)
∪
[
25
33
, 11
14

)
∪
[
26
33
, 23
28

)
∪
[
14
17
, 23
27

)
∪
[
31
36
, 25
27

)
∪
[
85
91
, 35
37

)
∪
[
20
21
, 26
27

)
∪
[
32
33
, 34
35

)
,

Ω5 =
[

1
37
, 1
27

)
∪
[

1
25
, 1
24

)
∪
[

5
91
, 1
18

)
∪
[

2
35
, 2
27

)
∪
[

3
38
, 1
12

)
∪
[

8
91
, 3
34

)
∪
[

2
21
, 1
9

)
∪
[

4
33
, 1
8

)
∪
[

5
38
, 4
27

)
∪
[

3
19
, 1
6

)
∪
[

5
29
, 5
27

)
∪
[

4
21
, 5
26

)
∪
[

6
29
, 2
9

)
∪
[

5
21
, 7
27
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è Ω10 = ∅.
Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1.4 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Ïåðåáèðàÿ ðàçëè÷íûå öåëî÷èñëåííûå íàáîðû íàïðàâëåíèé η = (η0;
η1, . . . , ηq) ñ q = 11, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

η1 6 η2 6 · · · 6 ηq <
1

2
η0 è η0 6 120,

ìû íå îáíàðóæèëè íè îäíîãî íàáîðà η, äîêàçûâàþùåãî ñ ïîìîùüþ ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.4 èððàöèîíàëüíîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç òðåõ ÷èñåë ζ(5), ζ(7)
è ζ(9). Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î �åñòåñòâåííûõ� ãðàíèöàõ, äîñòèãíóòûõ â
ðåçóëüòàòå òåîðåìû 1 çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóê-
öèè è àðèôìåòè÷åñêîãî ìåòîäà â ìàêñèìàëüíî îáùåé ôîðìå.



ÃËÀÂÀ 2

Èíòåãðàëüíûå êîíñòðóêöèè ëèíåéíûõ ôîðì

îò äçåòà-çíà÷åíèé

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 2 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé íåêî-
òîðîãî àíàëèòè÷åñêîãî òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùåãî êðàòíûå èíòåãðàëû ýé-
ëåðîâà òèïà è ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû.
Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû äî-
êàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèé, ïîäîáíûõ (0.24). Îíè ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ òàê íàçûâàåìîé WZ-òåîðèè, ðàçðàáîòàííîé Ã. Óèëôîì è Ä. Öàé-
ëüáåðãåðîì [129], [82], è çàêëþ÷àþòñÿ â ïîèñêå è äîêàçàòåëüñòâå ðåêóð-
ðåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ òîæäåñòâ.
Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðîéíîé èíòåãðàë J3,n è ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðÿä F3,n óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-
íèþ (0.3). Îäíàêî, ïîèñê ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ èíòåãðàëîâ J4,n è J5,n
ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ âñå åùå îñòàåòñÿ çà ïðåäåëàìè âîç-
ìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà íåîáõîäèìî óêàçûâàòü äëÿ êàæäîãî s.

Â êà÷åñòâå èñòîðè÷åñêîãî çàìå÷àíèÿ îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäåíèå èíòåãðà-
ëà J3,n è ðÿäà F3,n áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â [151] ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Áýéëè [11, § 6.3, ôîðìóëà (2)] è èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Íåñòåðåíêî [78,
òåîðåìà 2]. Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû (ñ çàìåíîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýéëè íà
ïðåîáðàçîâàíèå Óèïïëà (0.31)) äàþò êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òîæäå-
ñòâà J2,n = F2,n. Ýòè íàáëþäåíèÿ è ñðàâíåíèå àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ Js,n
è ðÿäîâ Fs,n ïðè n→ ∞ (â ñëó÷àå s = 4, 5) ïîçâîëèëè âûñêàçàòü â [151] ðà-
âåíñòâî (0.24) â êà÷åñòâå ãèïîòåçû. Ïîäðîáíàÿ âåðñèÿ ïðèâîäèìîãî äàëåå
äîêàçàòåëüñòâà îïóáëèêîâàíà â [149] (ñì. òàêæå [145]).

2.1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò è ñëåäñòâèÿ èç íåãî

Îñíîâíûå îáúåêòû ýòîé ãëàâû � îáùèé ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûé
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

Fs(h) = Fs(h0;h1, . . . , hs) =
Γ(1 + h0)

∏s
j=1 Γ(hj)∏s

j=1 Γ(1 + h0 − hj)

× s+2Fs+1

(
h0, 1 +

1
2
h0, h1, . . . , hs

1
2
h0, 1 + h0 − h1, . . . , 1 + h0 − hs

∣∣∣∣ (−1)s+1

)
=

∞∑
µ=0

(h0 + 2µ)

∏s
j=0 Γ(hj + µ)∏s

j=0 Γ(1 + h0 − hj + µ)
(−1)(s+1)µ (2.1)

37
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è s-êðàòíûé èíòåãðàë

Js(a, b) = Js

(
a0, a1, . . . , as

b1, . . . , bs

)
=

∫
· · ·

∫
[0,1]s

∏s
j=1 x

aj−1
j (1− xj)

bj−aj−1

Qs(x1, x2, . . . , xs)a0
dx1 dx2 · · · dxs, (2.2)

ãäå Q0 = 1 è

Qs = Qs(x1, x2, . . . , xs) = 1− x1(1− x2(· · · (1− xs−1(1− xs)) · · · ))
= 1− x1Qs−1(x2, . . . , xs) = Qs−1(x1, . . . , xs−1) + (−1)sx1x2 · · · xs (2.3)

(ñì. (0.21)).
Îáëàñòü ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà (0.27) óêà-

çàíà â (0.28) (ñì. òàêæå óñëîâèå (1.23) ïðè r = 1). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2.2).

Ëåììà 2.1. Åñëè
Re bj > Re aj > 0, j = 1, . . . , s,

Re b1 > Re(a1 + a0) ïðè s = 1 èëè Re b1 > Re(a1 + a0) ïðè s > 1,
(2.4)

òî èíòåãðàë â (2.2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè s = 1 èíòåãðàë J1 â (2.2) ÿâëÿåòñÿ áåòà-èíòå-
ãðàëîì, òàê ÷òî óñëîâèÿ (2.4) ãàðàíòèðóþò åãî àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü.
Åñëè æå s > 2, òî ââèäó

Qs(x1, . . . , xs) = 1− x1(1− x2(1− · · · (1− xs−1(1− xs)) · · · )) > 1− x1

âûïîëíåíî∫ 1−εs

εs

· · ·
∫ 1−ε1

ε1

∣∣∣∣
∏s

j=1 x
aj−1
j (1− xj)

bj−aj−1

Qs(x1, x2, . . . , xs)a0

∣∣∣∣ dx1 · · · dxs
6

∫ 1−εs

εs

· · ·
∫ 1−ε1

ε1

∏s
j=2 x

Re(aj−1)
j (1− xj)

Re(bj−aj−1)

1− x1 + x1x2X
dx1 · · · dxs

6
∫ 1−εs

εs

· · ·
∫ 1−ε2

ε2

s∏
j=2

x
Re(aj−1)
j (1− xj)

Re(bj−aj−1)

×
(
− log(1− x1 + x1x2X)

1− x2X

)∣∣∣∣1−ε1

x1=ε1

dx2 · · · dxs (2.5)

äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε1, . . . , εs > 0, ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå
X = 1 − x3(1 − · · · (1 − xs−1(1 − xs)) · · · ) = Qs−2(x3, . . . , xs). Ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ε1 → 0 â ïðàâîé ÷àñòè (2.5) ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó∫ 1−εs

εs

· · ·
∫ 1−ε2

ε2

s∏
j=2

x
Re(aj−1)
j (1− xj)

Re(bj−aj−1)

(
− log(x2X)

1− x2X

)
dx2 · · · dxs,

(2.6)
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êîòîðûé áëàãîïîëó÷íî ñõîäèòñÿ ïðè y = x2X → 1, òàê êàê ôóíêöèÿ
(log y)/(1 − y) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå y = 1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðè y → 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

| log(x2X)| < (x2X)−δ 6 x−δ
2 (1− x3)

−δ,

ãäå ìû âûáèðàåì δ = 1
2
min{Re a2,Re(b3 − a3)}, òàê ÷òî èíòåãðàë (2.6)

äåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ, à ýòî îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü èíòå-
ãðàëà (2.2) â óñëîâèÿõ (2.4) ñîãëàñíî îöåíêå (2.5). �

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî s > 1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî∏s+1
j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

Γ(h1) Γ(hs+2)
· Fs+2(h0;h1, . . . , hs+2)

= Js

(
h1, h2, h3, . . . , hs+1

1 + h0 − h3, 1 + h0 − h4, . . . , 1 + h0 − hs+2

)
(2.7)

ïðè óñëîâèÿõ

1 + Reh0 >
2

s+ 1
·
s+2∑
j=1

Rehj, (2.8)

Re(1 + h0 − hj+1) > Rehj > 0, j = 2, . . . , s+ 1, (2.9)

Re(1 + h0 − h3) > Re(h1 + h2) ïðè s > 2, (2.10)

h1, hs+2 ̸= 0,−1,−2, . . . , (2.11)

îáåñïå÷èâàþùèõ àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà è ðÿäà â (2.7).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè,
ìîæíî îïóñòèòü óñëîâèå (2.10). Êðîìå òîãî, èíòåðïðåòèðóÿ Γ(hj+µ)/Γ(hj)
â ñëó÷àå j = 1, s+2 êàê ñèìâîë Ïîõãàììåðà (hj)µ, ìîæíî òàêæå îòêàçàòüñÿ
îò îãðàíè÷åíèÿ (2.11) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ñóììèðîâàíèè â (2.1).

Çàìå÷àíèå 2.2. Êàê îòìå÷àåò Äæ. Ýíäðþñ â [4, § 16], �öåëûé îáçîð
ìîã áû áûòü íàïèñàí òîëüêî äëÿ èíòåãðàëîâ, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíîâåøåííû-
ìè ðÿäàìè�. Òåîðåìà 8 íåìíîãî ðàñøèðèëà áû ïîäîáíûé îáçîð. Â [152] ìû
äîêàçûâàåì äðóãèå òåîðåìû, ñâÿçûâàþùèå óðàâíîâåøåííûå ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêèå îáúåêòû è ýéëåðîâû èíòåãðàëû è ñâÿçàííûå ñ îáùåé êîíñòðóê-
öèåé ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê äçåòà-çíà÷åíèÿì èç ãë. 1.

Äðóãîå ñåìåéñòâî êðàòíûõ èíòåãðàëîâ

S(z) =

∫
· · ·

∫
[0,1]s

∏s
j=1 x

aj−1
j (1− xj)

bj−aj−1∏m
i=1(1− zx1x2 · · ·xri)ci

dx1 dx2 · · · dxs, (2.12)

1 6 r1 < r2 < · · · < rm = s,

ïðèìåíÿëîñü Â. Ñîðîêèíûì [110], [111] äëÿ ðåøåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ çà-
äà÷, ñâÿçàííûõ ñî çíà÷åíèÿìè ïîëèëîãàðèôìîâ. Íåäàâíî Ñ. Çëîáèí [132],
[133] äîêàçàë (â íàèáîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ), ÷òî çàìåíîé ïåðåìåí-
íûõ èíòåãðàëû (2.2) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ôîðìå (2.12) ñ z = 1. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà 8 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëîâ
S(1) â âèäå ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (2.1)
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû aj, bj, ci è ri â (2.12). Êðîìå òî-
ãî, Çëîáèí [132] ïîêàçàë, ÷òî ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â (2.12)
èíòåãðàë S(z) ÿâëÿåòñÿ Q[z−1]-ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îáîáùåííûõ ïîëè-
ëîãàðèôìîâ∑

n1>n2>···>nl>1

zn1

ns1
1 n

s2
2 · · ·nsl

l

ñ sj > 1, sj ∈ Z, j = 1, . . . , l,

ãäå 0 6 s1 + s2 + · · ·+ sl 6 s è 0 6 l 6 m.

Â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ h ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûé
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä (2.1) ÿâëÿåòñÿ Q-ëèíåéíîé ôîðìîé îò ÷åòíûõ
èëè íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè s > 4 (ñð. ñ ïðåä-
ëîæåíèåì 1.1 è [151, § 9]). Ïîýòîìó åñëè öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû
a è b óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

b1 + a2 = b2 + a3 = · · · = bs−1 + as, (2.13)

òî èíòåãðàë (2.2) åñòü Q-ëèíåéíàÿ ôîðìà îò äçåòà-çíà÷åíèé îäèíàêîâîé
÷åòíîñòè. Ñïåöèàëèçàöèÿ aj = n + 1, bj = 2n + 2 ïðèâîäèò ê òîæäå-
ñòâó (0.24) òåîðåìû 1, è âêëþ÷åíèÿ (0.26) ñëåäóþò èç ðàññóæäåíèé â íà÷à-
ëå ãë. 1. (Íà ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî [142, ëåììû 4.2�4.4] ìû ïîëó÷àåì áîëåå
òî÷íûå âêëþ÷åíèÿ: òàê, íàïðèìåð, äëÿ s > 3 íå÷åòíîãî âûïîëíåíî

2Ds+1
n Φ−1

n · Js,n ∈ Zζ(s) + Zζ(s− 2) + · · ·+ Zζ(3) + Z,

ãäå Φn � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë p < n, äëÿ êîòîðûõ 2
3
6 {n/p} < 1.)

Âûáîð aj = rn + 1, bj = (r + 1)n + 2 â (2.2) (èëè, ýêâèâàëåíòíî, h0 =
(2r + 1)n + 2 è hj = rn + 1 äëÿ j = 1, . . . , s + 2 â (2.1)) ñ öåëûì r > 1,
çàâèñÿùèì îò çàäàííîãî íå÷åòíîãî s, ïðèâîäèò ê ëèíåéíûì ôîðìàì Ðè-
âîàëÿ (0.19) îò íå÷åòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé, èñïîëüçîâàííûõ â [92] äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ñðåäè ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . .

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü î÷åâèäíóþ èíâàðèàíòíîñòü â ïðåäïîëî-
æåíèè (2.13) âåëè÷èíû

Fs+2(h0;h1, . . . , hs+2)∏s+2
j=1 Γ(hj)

=
Js(a, b)∏s+1

j=2 Γ(hj) ·
∏s+1

j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

=
Js(a, b)∏s

j=1 Γ(aj) · Γ(b1 + a2 − a0 − a1) ·
∏s

j=1 Γ(bj − aj)

ïîä äåéñòâèåì (h-òðèâèàëüíîé) ãðóïïû Gs ïîðÿäêà (s+ 2)!, ñîñòîÿùåé èç
âñåõ ïåðåñòàíîâîê ïàðàìåòðîâ h1, . . . , hs+2. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå èìååò
òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ïðèëîæåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ s = 2 è s = 3 çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ (xs−1, xs) 7→ (1− xs, 1− xs−1) â (2.2) ðåàëèçóåò äîïîëíèòåëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå c êàê èíòåãðàëà (2.2) òàê è ðÿäà (2.1); ïðè s > 4 ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå íåäîñòóïíî, ïîñêîëüêó íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (2.13). Ãðóïïû ⟨Gs, c⟩
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ïîðÿäêîâ 120 è 1920 ïðè s = 2 è s = 3 ñîîòâåòñòâåííî õîðîøî èçâåñòíû
(ñì. [11, § 3.6 è § 7.5]); Äæ. Ðèí è Ê. Âèîëà [88]�[90], [121] ïðèìåíÿþò èõ,
÷òîáû ïîëó÷èòü õîðîøèå îöåíêè ìåð èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë ζ(2) è ζ(3).
Ãðóïïà ⟨G2, c⟩ (â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà)
ïðèìåíÿåòñÿ íàìè äàëåå â ãë. 3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. Â ñëó÷àå
s > 4 ãðóïïà Gs äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê ãðóïïà ïåðå-
ñòàíîâîê ïàðàìåòðîâ

e0l = hl − 1, 1 6 l 6 s+ 2, ejl = h0 − hj − hl, 1 6 j < l 6 s+ 2;

äåòàëè ïðèâåäåíû â [151, § 9].

2.2. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà 2.2. Òåîðåìà 8 âåðíà ïðè s = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ òåîðåìû Äóãàëëà
(0.30) èìååì

F3(h0;h1, h2, h3) =
Γ(h1) Γ(h2) Γ(h3) Γ(1 + h0 − h1 − h2 − h3)

Γ(1 + h0 − h1 − h2) Γ(1 + h0 − h1 − h3)
×Γ(1 + h0 − h2 − h3)

(2.14)

ïðè óñëîâèè, ÷òî 1 + Reh0 > Re(h1 + h2 + h3) è hj íå ÿâëÿåòñÿ íåïîëî-
æèòåëüíûì öåëûì ïðè j = 1, 2, 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè (2.7) ÿâëÿåòñÿ áåòà-èíòåãðàëîì, ïîýòîìó

J1

(
h1, h2

1 + h0 − h3

)
=

∫ 1

0

xh2−1(1− x)h0−h2−h3

(1− x)h1
dx

=
Γ(h2) Γ(1 + h0 − h1 − h2 − h3)

Γ(1 + h0 − h1 − h3)

ïðè óñëîâèÿõ 1+Reh0 > Re(h1+h2+h3) è Reh2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óìíî-
æåíèå ðàâåíñòâà (2.14) íà íåîáõîäèìîå ïðîèçâåäåíèå ãàììà-ìíîæèòåëåé
ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó (2.7) â ñëó÷àå s = 1. �

Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè îïðåäåëèòü J0(a0) êàê 1, òî óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû 8 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè s = 0, áëàãîäàðÿ äðóãîìó ñëåäñòâèþ
èç òåîðåìû Äóãàëëà (ñì. [11, § 4.4, ôîðìóëà (3)]).

Ëåììà 2.3 ([78, § 3.2]). Ïóñòü ÷èñëà a0, a, b ∈ C è t0 ∈ R óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì

Re a0 > t0 > 0, Re a > t0 > 0 è Re b > Re a0 +Re a.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî z ∈ C \ (1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫ 1

0

xa−1(1− x)b−a−1

(1− zx)a0
dx

=
Γ(b− a)

Γ(a0)
· 1

2πi

∫ −t0+i∞

−t0−i∞

Γ(a0 + t) Γ(a+ t) Γ(−t)
Γ(b+ t)

(−z)t dt, (2.15)
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ãäå (−z)t = |z|teit arg(−z), −π < arg(−z) < π ïðè z ∈ C\ [0,+∞) è arg(−z) =
±π ïðè z ∈ (0, 1]. Ïðè ýòîì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.15) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî, è â ñëó÷àå |z| 6 1 îáà èíòåãðàëà â (2.15) îòâå÷àþò àáñîëþòíî

ñõîäÿùåìóñÿ ãàóññîâó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó ðÿäó

Γ(a) Γ(b− a)

Γ(b)
· 2F1

(
a0, a

b

∣∣∣∣ z) =
Γ(b− a)

Γ(a0)

∞∑
ν=0

Γ(a0 + ν) Γ(a+ ν)

ν! Γ(b+ ν)
zν .

Îïðåäåëèì ϵs = 0 ïðè s ÷åòíîì è ϵs = 1 èëè −1 ïðè s íå÷åòíîì.

Ëåììà 2.4. Äëÿ êàæäîãî s > 2 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Js

(
a0, a1, . . . , as−1, as

b1, . . . , bs−1, bs

)
=

Γ(bs − as)

Γ(a0)
· 1

2πi

∫ −t0+i∞

−t0−i∞

Γ(a0 + t) Γ(as + t) Γ(−t)
Γ(bs + t)

× eϵsπit · Js−1

(
a0 + t, a1 + t, . . . , as−1 + t

b1 + t, . . . , bs−1 + t

)
dt

ïðè óñëîâèè, ÷òî Re a0 > t0 > 0, Re as > t0 > 0, Re bs > Re a0 + Re as è
èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ðåêóðñèÿ â (2.3)
è èíäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

0 < Qs(x1, x2, . . . , xs) < 1 äëÿ (x1, x2, . . . , xs) ∈ (0, 1)s è s > 1. (2.16)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðîé ðåêóðñèåé â (2.3) èìååì Qs = Qs−1 · (1−zxs) äëÿ
s > 2, ãäå

z =
(−1)s+1x1 · · · xs−1

Qs−1(x1, . . . , xs−1)
.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (x1, . . . , xs−1) ∈ (0, 1)s−1 ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåí-
íûì, ïðè÷åì z < 0 äëÿ s ÷åòíûõ è 0 < z < 1 äëÿ s íå÷åòíûõ, ïîñêîëüêó â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå

z =
x1 · · ·xs−1

Qs−1(x1, . . . , xs−2, xs−1)
=

x1 · · ·xs−1

Qs−2(x1, . . . , xs−2) + x1 · · ·xs−1

< 1

ñîãëàñíî (2.16). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñùåïëÿÿ èíòåãðèðîâàíèå â (2.2) ïî (s−1)-
ìåðíîìó êóáó (0, 1)s−1 è èíòåðâàëó (0, 1) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3 ê èíòåãðàëó∫ 1

0

xas−1
s (1− xs)

bs−as−1

(1− zxs)a0
dxs,

ìû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ñîîòíîøåíèå. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Ñëó÷àé s = 1 ðàññìîòðåí â ëåììå 2.2.
Ïîýòîìó ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî s > 2, òîæäåñòâî (2.7) âûïîëíåíî ïðè s− 1 è,
äîïîëíèòåëüíî,

1 + Reh0 >
2

s
·
s+1∑
j=1

Rehj, Rehs+2 < 1. (2.17)
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Îãðàíè÷åíèÿ (2.17) áåç òðóäà ñíèìàþòñÿ â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì äëÿ t ∈ C ñ Re t < 0
âûïîëíåíî

Js−1

(
h1 + t, h2 + t, h3 + t, . . . , hs + t

1 + h0 − h3 + t, 1 + h0 − h4 + t, . . . , 1 + h0 − hs+1 + t

)
=

∏s
j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

Γ(h1 + t) Γ(hs+1 + t)
· Fs+1(h0 + 2t;h1 + t, . . . , hs+1 + t)

=

∏s
j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

Γ(h1 + t) Γ(hs+1 + t)
· 1

2πi

∫ −q0+i∞

−q0−i∞
(h0 + 2t+ 2q)

×
Γ(h0 + 2t+ q)

∏s+1
j=1 Γ(hj + t+ q) Γ(−q)∏s+1

j=1 Γ(1 + h0 − hj + t+ q)
eϵs−1πiq dq, (2.18)

ãäå âåùåñòâåííîå ÷èñëî q0 > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Re(h0 + 2t) > q0, Re(1 + 1
2
h0 + t) > q0,

Re(hj + t) > q0 ïðè j = 1, . . . , s+ 1,

à àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà áàðíñîâñêîãî òèïà ñëå-
äóåò èç [78, ëåììà 3]. Ñäâèãàÿ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ t + q 7→ q
â (2.18) (è èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ðàâåíñòâî eϵsπit · eϵs−1πiq = eϵs−1πi(t+q) · eϵ1πit),
ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.4 è ìåíÿÿ ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëó÷åííîì äâîé-
íîì êîìïëåêñíîì èíòåãðàëå (çàêîííîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ àáñîëþòíîé ñõî-
äèìîñòüþ èíòåãðàëîâ), ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Js

(
h1, h2, h3, . . . , hs, hs+1

1 + h0 − h3, 1 + h0 − h4, . . . , 1 + h0 − hs+1, 1 + h0 − hs+2

)
=

∏s+1
j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

Γ(h1)

× 1

2πi

∫ −q1+i∞

−q1−i∞
(h0 + 2q)

∏s+1
j=1 Γ(hj + q)∏s+1

j=1 Γ(1 + h0 − hj + q)
eϵs−1πiq

× 1

2πi

∫ −t0+i∞

−t0−i∞

Γ(−q + t) Γ(h0 + q + t) Γ(−t)
Γ(1 + h0 − hs+2 + t)

eϵ1πit dt dq, (2.19)

ãäå q1 = q0 + t0. Ïîñêîëüêó Rehs+2 < 1 è hs+2 ̸= 0,−1,−2, . . . , âíóòðåííèé
áàðíñîâñêèé èíòåãðàë ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.3:

1

2πi

∫ −t0+i∞

−t0−i∞

Γ(−q + t) Γ(h0 + q + t) Γ(−t)
Γ(1 + h0 − hs+2 + t)

e±πit dt

=
Γ(−q)

Γ(1− hs+2 − q)

∫ 1

0

xh0+q−1(1− x)−hs+2−q

(1− x)−q
dx

=
Γ(−q)

Γ(1− hs+2 − q)
· Γ(h0 + q) Γ(1− hs+2)

Γ(1 + h0 − hs+2 + q)
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=
Γ(h0 + q) Γ(hs+2 + q) Γ(−q)
Γ(hs+2) Γ(1 + h0 − hs+2 + q)

· sin π(hs+2 + q)

sin πhs+2

=
Γ(h0 + q) Γ(hs+2 + q) Γ(−q)
Γ(hs+2) Γ(1 + h0 − hs+2 + q)

×
(
eπiq · 1− i ctg πhs+2

2
+ e−πiq · 1 + i ctg πhs+2

2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (2.19), íàõîäèì

Js

(
h1, h2, h3, . . . , hs, hs+1

1 + h0 − h3, 1 + h0 − h4, . . . , 1 + h0 − hs+1, 1 + h0 − hs+2

)
=

∏s+1
j=1 Γ(1 + h0 − hj − hj+1)

Γ(h1) Γ(hs+2)

×
(
1− i ctg πhs+2

4πi

∫ −q1+i∞

−q1−i∞
(h0 + 2q)

×
∏s+2

j=0 Γ(hj + q) Γ(−q)∏s+2
j=1 Γ(1 + h0 − hj + q)

e(ϵs−1+1)πiq dq

+
1 + i ctg πhs+2

4πi

∫ −q1+i∞

−q1−i∞
(h0 + 2q)

×
∏s+2

j=0 Γ(hj + q) Γ(−q)∏s+2
j=1 Γ(1 + h0 − hj + q)

e(ϵs−1−1)πiq dq

)
.

Åñëè s ÷åòíî, ïîëàãàåì ϵs−1 = −1 â ïåðâîì èíòåãðàëå è ϵs−1 = 1 âî âòîðîì.
Ïîýòîìó îáà èíòåãðàëà ðàâíû∫ −q1+i∞

−q1−i∞
(h0+2q)

∏s+2
j=0 Γ(hj + q) Γ(−q)∏s+2

j=1 Γ(1 + h0 − hj + q)
eϵsπiq dq = 2πi·Fs+2(h0;h1, . . . , hs+2),

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (2.7). Òåîðåìà 8 äîêàçàíà. �
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Èððàöèîíàëüíîñòü q-äçåòà-çíà÷åíèé

Èññëåäîâàíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ q-äçåòà-çíà÷åíèé îñíîâàíî íà
ïðèìåíåíèè q-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè è q-àðèôìåòèêå, îñíîâ-
íûå êîìïîíåíòû êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Çäåñü, êàê è
ðàíüøå, ⌊ · ⌋ � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà è ñîêðàùåíèå �ÍÎÊ� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî.

îáû÷íûå îáúåêòû q-ðàñøèðåíèÿ, p = 1/q ∈ Z \ {0,±1}

÷èñëà n ∈ Z �÷èñëà� [n]p =
pn − 1

p− 1
∈ Z[p]

ïðîñòûå l ∈ {2, 3, 5, 7, . . . } ⊂ Z

íåïðèâîäèìûå êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

Φl(p) =
l∏

k=1
(k,l)=1

(p− e2πik/l) ∈ Z[p]

ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà Γ(t)

q-ãàììà-ôóíêöèÿ Äæåêñîíà

Γq(t) =

∏∞
ν=1(1− qν)∏∞

ν=1(1− qt+ν−1)
(1− q)1−t

ôàêòîðèàë n! = Γ(n+ 1)

n! =
n∏

ν=1

ν ∈ Z

q-ôàêòîðèàë [n]q! = Γq(n+ 1)

[n]p! =
n∏

ν=1

pν − 1

p− 1
= pn(n−1)/2[n]q! ∈ Z[p]

ordl n! =

⌊
n

l

⌋
+

⌊
n

l2

⌋
+ · · · ordΦl(p)[n]p! =

⌊
n

l

⌋
, l = 2, 3, 4, . . .

Dn = ÍÎÊ(1, . . . , n)

=
∏

ïðîñòûå l 6 n

l⌊logn/ log l⌋ ∈ Z

Dn(p) = ÍÎÊ(p− 1, [1]p, . . . , [n]p)

=
n∏

l=1

Φl(p) ∈ Z[p]

àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ôîðìóëà Ìåðòåíñà

lim
n→∞

logDn

n
= 1 lim

n→∞

log |Dn(p)|
n2 log |p|

=
3

π2

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà è îáîñíîâàíèå âòîðîãî ñòîëáöà òàáëèöû
ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Íàñòîÿùàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáî-
òàõ [141], [143], [144], [146].

45
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3.1. q-Àðèôìåòèêà

Íàïîìíèì ñòàíäàðòíûå q-îáîçíà÷åíèÿ (ñì. [48, ãë. 1]):

(a; q)n =
n∏

ν=1

(1− aqν−1), (a1, a2, . . . , am; q)n = (a1; q)n(a2; q)n · · · (am; q)n,

Γq(t) =
(q; q)∞
(qt; q)∞

(1− q)1−t, [n]q! = Γq(n+ 1) =
(q; q)n
(1− q)n

,[
n

k

]
q

=
[n]q!

[k]q! [n− k]q!
=

(q; q)n
(q; q)k · (q; q)n−k

,

ãäå k = 0, 1, . . . , n è n = 0, 1, 2, . . . .
Ðàññìîòðèì êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû [123]

Φl(x) =
l∏

k=1
(k,l)=1

(x− e2πik/l), deg Φl(x) = ϕ(l), l = 1, 2, . . . , (3.1)

ãäå ϕ( · ) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî-
÷ëåíîâ (3.1) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè è äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . ìíîãî-
÷ëåí Φl(x) íåïðèâîäèì íàä Z; êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

xn − 1 =
∏
l|n

Φl(x). (3.2)

Ïîñêîëüêó

(x;x)n = (1− x)(1− x2) · · · (1− xn) = ±
n∏

k=1

∏
l|k

Φl(x),

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèå (x;x)n â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñîäåðæèò òîëüêî ìíîãî÷ëåíû (3.1), ïðè÷åì

ordΦl(x)(x;x)n =

⌊
n

l

⌋
, l = 1, 2, . . . , (3.3)

ãäå ⌊ · ⌋ îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (3.3)
ÿâëÿåòñÿ

ordΦl(x)

[
n

k

]
x

=

⌊
n

l

⌋
−
⌊
k

l

⌋
−
⌊
n− k

l

⌋
, (3.4)

÷òî äåëàåò âîçìîæíûì ðàññìàòðèâàòü êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû êàê q-àíàëîãè
ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ñâîþ î÷åðåäü, ôîðìóëà (3.4) âëå÷åò âêëþ÷åíèÿ[

n

k

]
x

∈ Z[x], k = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, 2, . . . , (3.5)

êîòîðûå îáû÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ q-âåðñèè òðåóãîëüíèêà Ïàñêà-
ëÿ.
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Èç ðàçëîæåíèÿ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí

Dn(x) =
n∏

l=1

Φl(x) ∈ Z[x]

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì ìíîãî÷ëåíîâ x−1, x2−1, . . . , xn−1,
èíûìè ñëîâàìè, Dn(x) åñòü ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé âêëþ÷åíèÿì

Dn(x) ·
1

xk − 1
∈ Z[x], k = 1, 2, . . . , n.

Ôîðìóëà Ìåðòåíñà [74] (ñì. òàêæå [55, § 18.5, òåîðåìà 330])∑
l6n

ϕ(l) =
3

π2
n2 +O(n log n), (3.6)

ÿâëÿþùàÿñÿ â íàøåì ñëó÷àå q-àíàëîãîì àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì.

Ëåììà 3.1 (ñì. [27, § 2] è [116, ëåììà 2]). Äëÿ ëþáîãî p ∈ Z \ {0,±1}
ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

log |Dn(p)|
n2

=
3

π2
log |p|.

Ëåììà 3.2 ([143]). Äëÿ ëþáîãî p ∈ Z\{0,±1} è ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà
[u, v) ⊂ (0, 1), u, v ∈ Q, ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

1

n2

∑
l:{n/l}∈[u,v)

log |Φl(p)| =
3

π2

(
ψ′(u)− ψ′(v)

)
log |p|

=
3 log |p|
π2

∫ v

u

d(−ψ′(x)),

ãäå ψ(x) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.6)

1

n2

∑
l:{n/l}∈[u,v)

log |Φl(p)| ∼
1

n2

∑
l:{n/l}∈[u,v)

log |Φl(p)| ∼
log |p|
n2

∑
l:{n/l}∈[u,v)

ϕ(l)

∼ log |p|
n2

·
∞∑

N=0

∑
n

v+N
<l6 n

u+N

ϕ(l)

∼ 3 log |p|
π2n2

·
∞∑

N=0

(
n2

(u+N)2
− n2

(v +N)2

)
ïðè n→ ∞. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

ψ′(x) =
d2

dx2
log Γ(x) =

1

x2
+

1

(x+ 1)2
+

1

(x+ 2)2
+

1

(x+ 3)2
+ · · · . �

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, ëåììà 3.2 ÿâëÿåòñÿ q-àíàëîãîì ëåììû 1.5.
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3.2. q-Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

Çàôèêñèðóåì öåëûå ïàðàìåòðû

(a, b) =

(
a1, a2, a3
b1, b2, b3

)
, (3.7)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

min{a2, a3} > b1 = 1, a2 < b2, a3 < b3, a1+ a2+ a3 6 b2+ b3− 1, (3.8)

è ðàññìîòðèì q-áàçèñíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä [48]

Gq(a, b) =
Γq(a2) Γq(a3) Γq(b2 − a2) Γq(b3 − a3)

(1− q)2Γq(b2) Γq(b3)

× 3φ2

(
qa1 , qa2 , qa3

qb2 , qb3

∣∣∣∣ q, qb2+b3−a1−a2−a3

)
=

Γq(a2) Γq(a3) Γq(b2 − a2) Γq(b3 − a3)

(1− q)2Γq(b2) Γq(b3)

×
∞∑
t=0

(qa1 , qa2 , qa3 ; q)t
(qb1 , qb2 , qb3 ; q)t

qt(b2+b3−a1−a2−a3), (3.9)

àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè |q| < 1. Î÷åâèäíàÿ ñèììåòðèÿ âåëè÷èíû
Gq(a, b) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 3.3. Âåëè÷èíà Gq(a, b) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ

σ :

(
a1, a2, a3
1, b2, b3

)
7→

(
a1, a3, a2
1, b3, b2

)
.

Èç òîæäåñòâà Õîëëà [48, ôîðìóëà (3.2.10)]

3φ2

(
qa1 , qa2 , qa3

qb2 , qb3

∣∣∣∣ q, qb2+b3−a1−a2−a3

)
=

Γq(b2) Γq(b3) Γq(b2 + b3 − a1 − a2 − a3)

Γq(a2) Γq(b2 + b3 − a2 − a3) Γq(b2 + b3 − a1 − a2)

× 3φ2

(
qb3−a2 , qb2−a2 , qb2+b3−a1−a2−a3

qb2+b3−a2−a3 , qb2+b3−a1−a2

∣∣∣∣ q, qa2)
âûòåêàåò òàêæå �íåòðèâèàëüíîå� ïðåîáðàçîâàíèå âåëè÷èíû Gq(a, b).

Ëåììà 3.4. Âåëè÷èíà Gq(a, b) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ

τ :

(
a1, a2, a3
1, b2, b3

)
7→

(
b3 − a2, b2 − a2, b2 + b3 − a1 − a2 − a3

1, b2 + b3 − a2 − a3, b2 + b3 − a1 − a2

)
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âå-
ëè÷èíû (3.9), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ q-àíàëîãîì òîæäåñòâ, ïîëó÷åííûõ â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 â [89, ñ. 31].
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Ëåììà 3.5. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

qb2+b3−a1−a2−a3Gq

(
a1, a2, a3
b1, b2, b3

)
= Gq

(
a1, a2 − 1, a3 − 1
b1, b2 − 1, b3 − 1

)
−Gq

(
a1 − 1, a2 − 1, a3 − 1
b1, b2 − 1, b3 − 1

)
. (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

(qa1 ; q)t+1

(q; q)t+1

− (qa1−1; q)t+1

(q; q)t+1

=
(qa1 ; q)t
(q; q)t

· (1− qa1+t)− (1− qa1−1)

1− qt+1

= qa1−1 (q
a1 ; q)t
(q; q)t

,

çàêëþ÷àåì, ÷òî
∞∑
t=0

(qa1 , qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qtc −
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qtc

=
∞∑
t=0

(
(qa1 , qa2−1, qa3−1; q)t+1

(q, qb2−1, qb3−1; q)t+1

− (qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t+1

(q, qb2−1, qb3−1; q)t+1

)
q(t+1)c

= qc+a1−1 (1− qa2−1)(1− qa3−1)

(1− qb2−1)(1− qb3−1)

∞∑
t=0

(qa1 , qa2 , qa3 ; q)t
(q, qb2 , qb3 ; q)t

qtc, (3.11)

ãäå c = b2 + b3 − a1 − a2 − a3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qtc −
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qt(c+1)

=
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

(1− qt)qtc

=
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t+1

(q, qb2−1, qb3−1; q)t+1

(1− qt+1)q(t+1)c

= qc
(1− qa1−1)(1− qa2−1)(1− qa3−1)

(1− qb2−1)(1− qb3−1)

∞∑
t=0

(qa1 , qa2 , qa3 ; q)t
(q, qb2 , qb3 ; q)t

qtc. (3.12)

Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (3.11) è (3.12), ïîëó÷àåì
∞∑
t=0

(qa1 , qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qtc −
∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1, qa3−1; q)t
(q, qb2−1, qb3−1; q)t

qt(c+1)

= qc
(1− qa2−1)(1− qa3−1)

(1− qb2−1)(1− qb3−1)

∞∑
t=0

(qa1 , qa2 , qa3 ; q)t
(q, qb2 , qb3 ; q)t

qtc. (3.13)

Ïîñëå äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà (3.13) íà

Γq(a2 − 1) Γq(a3 − 1) Γq(b2 − a2) Γq(b3 − a3)

(1− q)2Γq(b2 − 1) Γq(b3 − 1)
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ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ (3.10). �

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîñòðîåííûå íàìè âåëè-
÷èíû (3.9) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè îò 1 è ζq(2).

3.3. Àðèôìåòèêà ëèíåéíûõ ôîðì

Ñâÿæåì ñ ïàðàìåòðàìè (3.7) äðóãîé íàáîð èç äåñÿòè öåëûõ ÷èñåë:

c00 = (b1 + b2 + b3)− (a1 + a2 + a3)− 2,

cjk =

{
aj − bk äëÿ k = 1,

bk − aj − 1 äëÿ k = 2, 3,
j, k = 1, 2, 3.

(3.14)

Ñîãëàñíî (3.8) íàáîð

{c00, c21, c22, c33, c31} (3.15)

ñîñòîèò èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê öåëûå ïàðàìåòðû
â íàáîðå

{c11, c23, c13, c12, c32} (3.16)

ìîãóò áûòü è îòðèöàòåëüíûìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èñõîäíûå ïàðàìåò-
ðû (3.7) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ëþáîìó èç íàáîðîâ (3.15) è
(3.16):

a1 = c22 + c33 − c00 + 1, a2 = c21 + 1, a3 = c31 + 1,

b1 = 1, b2 = c21 + c22 + 2, b3 = c31 + c33 + 2;

a1 = c11 + 1, a2 = c11 + c13 − c23 + 1, a3 = c11 + c12 − c32 + 1,

b1 = 1, b2 = c11 + c12 + 2, b3 = c11 + c13 + 2.

Ñîãëàñíî ëåììàì 3.3, 3.4 è ôîðìóëàì (3.14) äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèé
σ, τ íà ïàðàìåòðû c îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ :

(
c00, c21, c22, c33, c31
c11, c23, c13, c12, c32

)
7→

(
c00, c31, c33, c22, c21
c11, c32, c12, c13, c23

)
, (3.17)

τ :

(
c00, c21, c22, c33, c31
c11, c23, c13, c12, c32

)
7→

(
c21, c22, c33, c31, c00
c23, c13, c12, c32, c11

)
. (3.18)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ σ, τ çàäàþò ïåðåñòàíîâêè 10-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà

c =

(
c00, c21, c22, c33, c31
c11, c23, c13, c12, c32

)
(3.19)

è íå ìåíÿþò âåëè÷èíû

Hq(c) = Gq(a, b). (3.20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0 ⊂ S10 ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïåðåñòàíîâêàìè (3.17),
(3.18); îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê σ ðàâåí 2, à ïîðÿäîê τ ðàâåí 5.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëû (3.14) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.5 â âèäå

qc00+1Hq(c) = Hq

(
c00, c21 − 1, c22, c33, c31 − 1
c11, c23, c13 − 1, c12 − 1, c32

)
−Hq

(
c00 + 1, c21 − 1, c22, c33, c31 − 1
c11 − 1, c23, c13, c12, c32

)
. (3.21)

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (3.7) è ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà (3.14)
îïðåäåëèì âåëè÷èíó

m = m(c) = c00 + c21 + c22 + c33 + c31 = c11 + c23 + c13 + c12 + c32

= 2(b1 + b2 + b3)− (a1 + a2 + a3)− 7; (3.22)

÷åðåç m1 = m1(c) è m2 = m2(c) îáîçíà÷èì äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà,
ñòîÿùèõ íà ðàçíûõ ìåñòàõ â íàáîðå (3.16); òîò ôàêò, ÷òî m1 > 0 è m2 > 0,
äîêàçàí â [89, òåîðåìà 2.1]. Ïîëîæèì

N(c) =
c00(c00 − 1) + c21(c21 − 1) + c22(c22 − 1) + c33(c33 − 1) + c31(c31 − 1)

2
,

(3.23)

L(c) = N(c)− (c00c22 + c21c33 + c22c31 + c33c00 + c31c21)− 1

=
a1(a1 − 1)

2
+
a2(a2 − 1)

2
+
a3(a3 − 1)

2
− (b1 − 1)(b2 − 1)− (b2 − 1)(b3 − 1)− (b3 − 1)(b1 − 1). (3.24)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, âåëè÷èíû

Hq(c), m(c), m1(c), m2(c), N(c), L(c)

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G0.
Îòìåòèì, ÷òî ζq(2) íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé (è äàæå àëãåáðàè÷åñêîé)

ôóíêöèåé íàä ïîëåì C(q).

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Dm1(x)Dm2(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]ζq(2) + Z[x], ãäå x = q−1. (3.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî âå-
ëè÷èíå

m(c) = c00 + c21 + c22 + c33 + c31, (3.26)

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå (3.26) íåîòðèöàòåëüíî.
Â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ïî êðàéíåé ìå-

ðå òðè èç ïàðàìåòðîâ (3.15) íóëåâûå. Çäåñü âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: òðè
íóëåâûõ ïàðàìåòðà ðàñïîëîæåíû èëè íå ðàñïîëîæåíû ïî ïîðÿäêó â öèêëè-
÷åñêîì íàáîðå (3.15) (ò.å. ïàðàìåòð c00 ñ÷èòàåòñÿ ñëåäóþùèì çà ïàðàìåò-
ðîì c31). Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèé
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè (3.18) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëó÷àþ

c22 = c33 = c31 = 0, (3.27)
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à âòîðàÿ � ê ñëó÷àþ

c00 = c22 = c33 = 0. (3.28)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âòîðóþ âîçìîæíîñòü.
Â ñëó÷àå (3.28) èìååì

c11 = c22 + c33 − c00 = 0,

îòêóäà

a1 = c11 + 1 = 1, b2 = c22 + a2 + 1 = a2 + 1, b3 = c33 + a3 + 1 = a3 + 1.

Ïîýòîìó

Hq(c) = Gq

(
1, a2, a3
1, a2 + 1, a3 + 1

)
=

Γq(a2) Γq(a3)

(1− q)2Γq(a2 + 1)Γq(a3 + 1)
· 3φ2

(
q, qa2 , qa3

qa2+1, qa3+1

∣∣∣∣ q, q)
=

1

(1− qa2)(1− qa3)

∞∑
t=0

(qa2 , qa3 ; q)t
(qa2+1, qa3+1; q)t

qt

=
∞∑
t=0

qt

(1− qt+a2)(1− qt+a3)
.

Åñëè a2 = a3, òî

Hq(c) = q−a2

∞∑
t=0

qt+a2

(1− qt+a2)2
= q−a2

( ∞∑
n=1

−
a2−1∑
n=1

)
qn

(1− qn)2

= q−a2ζq(2)− q−a2

a2−1∑
n=1

qn

(1− qn)2
= xa2ζq(2)− xa2

a2−1∑
n=1

xn

(xn − 1)2
,

îòêóäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

Da2−1(x)
2 ·Hq(c) ∈ Z[x]ζq(2) + Z[x]. (3.29)

Åñëè a2 ̸= a3, òî (ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè a2 < a3)

Hq(c) =
1

qa2 − qa3

∞∑
t=0

(
1

1− qt+a2
− 1

1− qt+a3

)

=
1

qa2 − qa3

(a3−1∑
n=a2

1

1− qn
+ a2 − a3

)

=
xa3

xa3−a2 − 1

(
xa2

a3−1∑
n=a2

xn−a2

xn − 1
+ a2 − a3

)
è, çíà÷èò,

Da3−a2(x)Da3−1(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]. (3.30)
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Îáà âêëþ÷åíèÿ (3.29), (3.30) îçíà÷àþò, ÷òî â ñëó÷àå (3.28) òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå (3.25) âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó

{c11, c23, c13, c12, c32} = {0, a3 − a2, a3 − 1, a2 − 1, a2 − a3}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé (3.27). Âîçìîæíîñòü c00 = 0 áûëà èññëå-
äîâàíà âûøå, ïîýòîìó ñ÷èòàåì äàëåå c00 > 0, ò.å. a1 6 0 è ðÿä â (3.9)
ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü c21 > 0 (èíà÷å ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòàíîâêè τ ìû âíîâü
ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ (3.28)), òàê ÷òî a2 > 1. Èìååì

b2 = c22 + a2 + 1 = a2 + 1, a3 = c31 + 1 = 1, b3 = c33 + a3 + 1 = 2,

îòêóäà

Hq(c) = Gq

(
a1, a2, 1
1, a2 + 1, 2

)
=

Γq(a2)

(1− q)2Γq(a2 + 1)
· 3φ2

(
qa1 , qa2 , q

qa2+1, q2

∣∣∣∣ q, q−a1+2

)
=

1

(1− q)(1− qa2)

∞∑
t=0

(qa1 , qa2 ; q)t
(q2, qa2+1; q)t

qt(−a1+2). (3.31)

Ïîëàãàÿ n = −a1 > 0, ïåðåïèøåì ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿä â âèäå

Hq(c) =
n∑

t=0

(q−n; q)t
(q; q)t+1

· qt(n+2)

1− qt+a2
=

n∑
t=0

(q−n; q)t
(q; q)t

· qt(n+2)

(1− qt+1)(1− qt+a2)

=
n∑

t=0

(−1)txt(t+1)/2

[
n

t

]
x

· x(t+1)+(t+a2)−t(n+2)

(xt+1 − 1)(xt+a2 − 1)

= xa2+1−n(n−1)/2

n∑
t=0

(−1)t
[
n

t

]
x

· x(n−t)(n−t−1)/2

(xt+1 − 1)(xt+a2 − 1)
. (3.32)

Ñîãëàñíî (3.5) ôîðìóëà (3.32) âëå÷åò âêëþ÷åíèå

x−(a2+1)+n(n−1)/2 ·Dn+1(x)Da2+n(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]. (3.33)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (3.31) èìååò äðóãîå ïðåäñòàâëå-
íèå:

Hq(c) =
qa1−2

(1− qa1−1)(1− qa2−1)

∞∑
t=0

(qa1−1, qa2−1; q)t+1

(q, qa2 ; q)t+1

q(t+1)(−a1+2)

=
qa1−2

(1− qa1−1)(1− qa2−1)

(
2φ1

(
qa1−1, qa2−1

qa2

∣∣∣∣ q, q−a1+2

)
− 1

)
.
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Òåïåðü q-àíàëîã Ãåéíå [48, ôîðìóëà (1.5.2)] äëÿ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ
Ãàóññà ïîçâîëÿåò ñâåðíóòü ïîñëåäíèé q-áàçèñíûé ðÿä:

Hq(c) =
qa1−2

(1− qa1−1)(1− qa2−1)

(
(q; q)−a1+1

(qa2 ; q)−a1+1

− 1

)
= −q−1 (q; q)n

(qa2−1; q)n+2

− q−n−2

(1− q−n−1)(1− qa2−1)

= −xa2(n+2) (x;x)n
(xa2−1;x)n+2

− xa2+n+1

(1− xn+1)(xa2−1 − 1)
,

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

(xn+1 − 1)(x;x)a2+n ·Hq(c) ∈ Z[x]. (3.34)

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x âçàèìíî ïðîñò ñ ìíîãî÷ëåíàìè Dn+1(x), Da2+n(x),
xn+1 − 1 è (x;x)a2+n, âêëþ÷åíèÿ (3.33), (3.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Dn+1(x)Da2+n(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]
èëè ïîñëå âîçâðàòà ê ïàðàìåòðó a2 = −n:

D−a1+1(x)Da2−a1(x) ·Hq(c) ∈ Z[x].
Ïîñêîëüêó

{c11, c23, c13, c12, c32} = {a1 − 1,−a2 + 1,−a1 + 1, a2 − a1, a2 − 1},
òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå (3.25) òàêæå îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì. Ýòî çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî áàçû èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïàðàìåòðà â íàáîðå
(3.15) íåíóëåâûå è äëÿ íàáîðîâ c′ ñ óñëîâèåì m(c′) < m(c) òðåáóåìîå
âêëþ÷åíèå (3.25) äîêàçàíî. Ñðåäè òðåõ íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ â öèêëè÷å-
ñêîì íàáîðå (3.15) âñåãäà ìîæíî âûáðàòü äâà, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîñåäÿìè;
öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà (3.18) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê G0-ýêâèâàëåíòíîìó
íàáîðó, ó êîòîðîãî c21 > 0 è c31 > 0. Òîãäà âêëþ÷åíèå (3.25) âûòåêàåò èç
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (3.21) è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó äëÿ íàáîðîâ

c′ =

(
c00, c21 − 1, c22, c33, c31 − 1
c11, c23, c13 − 1, c12 − 1, c32

)
,

c′′ =

(
c00 + 1, c21 − 1, c22, c33, c31 − 1
c11 − 1, c23, c13, c12, c32

)
âûïîëíåíî

m1(c
′) 6 m1(c), m2(c

′) 6 m2(c), m1(c
′′) 6 m1(c), m2(c

′′) 6 m2(c).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà è ïðåäëîæåíèÿ 3.1.
�

Â âèäó òðàíñöåíäåíòíîñòè q-ôóíêöèè ζq(2) íàä C(q), ïðåäñòàâëåíèå
(3.25) îïðåäåëÿåò ïîëèíîìèàëüíûå (ïî x = q−1) êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé
ôîðìûDm1(x)Dm2(x)·Hq(c) åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM =
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M(c) =M(a, b) ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê íóëÿ ïî x ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ;
èíûìè ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíîå öåëîå M > 0, äëÿ êîòîðîãî

x−M ·Dm1(x)Dm2(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]ζq(2) + Z[x], ãäå x = q−1. (3.35)

G0-Èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû Hq(c) îçíà÷àåò, ÷òî íîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà
M(c) òàêæå G0-èíâàðèàíòíà.

3.4. Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà äëÿ ζq(2)

Ïîòðåáóåì òåïåðü áîëåå æåñòêèõ, ÷åì (3.8), îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåò-
ðû (3.7):

{b1 = 1} 6 {a1, a2, a3} < {b2, b3}, a1 + a2 + a3 6 b1 + b2 + b3 − 2. (3.36)

Òîãäà âñå ïàðàìåòðû (3.14) íåîòðèöàòåëüíû, è ïîìèìî ïðåîáðàçîâàíèé σ, τ
ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ a1,
a2, a3, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïåðåñòàíîâêó ïàðàìåòðîâ b2, b3, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íå ìåíÿþùèå âåëè÷èíû

Γq(a1)

Γq(b2 − a2) Γq(b3 − a3)
·Gq(a, b) =

[c11]q!

[c22]q! [c33]q!
·Hq(c). (3.37)

Òàêèì îáðàçîì, (3.37) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ �(a, b)-òðèâè-
àëüíîé� ãðóïïû G1, ïîðîæäåííîé ïåðåñòàíîâêàìè

a1 = (a1 a3), a2 = (a2 a3), b = (b2 b3). (3.38)

Â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ c äåéñòâèå ïåðåñòàíîâîê (3.38) çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

a1 = (c11 c31)(c12 c32)(c13 c33), a2 = (c21 c31)(c22 c32)(c23 c33),

b = (c12 c13)(c22 c23)(c32 c33).
(3.39)

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü ãðóïïó

G = ⟨G0,G1⟩ = ⟨σ, τ, a1, a2, b⟩
êàê ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê 10-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà c, à òàêæå ó÷èòûâàÿ
G0-èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû (3.20) èG1-èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû (3.37),
ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 3.6 (ñð. ñ [89, § 3] è [151, ëåììà 14]). Âåëè÷èíà

Hq(c)

Πq(c)
, ãäå Πq(c) = [c00]q! [c21]q! [c22]q! [c33]q! [c31]q!,

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G.

Â [89] äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G ⊂ S10 èìååò ïîðÿäîê 120. Â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ ãðóïïû G ìîæíî âûáðàòü (ñì. [151, § 6]) ïåðåñòàíîâêè (3.39)
è

h = (c00 c22)(c11 c33)(c13 c31)

âòîðîãî ïîðÿäêà; ïðè ýòîì σ = a2 b è τ = (a2 a1 b h)
2.
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Ëåììà 3.7. Âåëè÷èíû m(c), L(c) è M(c) +N(c) èíâàðèàíòíû îòíî-

ñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî ýòè âåëè÷èíû G0-èíâàðèàíòíû áûë
ïîêàçàí â § 3.3; G1-èíâàðèàíòíîñòü m(c) è L(c) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé
(3.22) è (3.24) ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðåç ïàðàìåòðû (a, b). Ñ ó÷åòîì íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

[n]q! = x−n(n−1)/2[n]x!, ãäå x = q−1,

èç ëåììû 3.6 âûòåêàåò G1-èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû

Hq(c)

x−N(c)Πx(c)
, (3.40)

ãäå N(c) îïðåäåëåíî â (3.23); îòñþäà è èç (3.35) çàêëþ÷àåì, ÷òî M(c) +
N(c) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G1. �

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç m∗
1 > m∗

2 äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà, ñòîÿùèõ íà
ðàçíûõ ìåñòàõ â 10-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå c, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.35) ïî-
ëó÷àåì âêëþ÷åíèå

x−M ·Dm∗
1
(x)Dm∗

2
(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]ζq(2) + Z[x], ãäå x = q−1. (3.41)

Êðîìå òîãî, âåëè÷èíû m∗
1,m

∗
2 (â îòëè÷èå îò ââåäåííûõ â § 3.3 âåëè÷èí

m1,m2) ÿâëÿþòñÿ G-èíâàðèàíòíûìè.
Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (a, b), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

(3.36), è ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà (3.14) îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí

Ω(x) =

m∗
1∏

l=1

Φνl
l (x) ∈ Z[x],

ãäå

νl = max
g∈G

ordΦl(x)
Πx(c)

Πx(gc)
, l = 1, 2, . . . . (3.42)

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

x−M ·Dm∗
1
(x)Dm∗

2
(x) ·Ω−1(x) ·Hq(c) ∈ Z[x]ζq(2)+Z[x], ãäå x = q−1. (3.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó G-èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èí M(c) + N(c),
m∗

1(c),m
∗
2(c) è (3.40) ñîãëàñíî âêëþ÷åíèþ (3.41) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè g ∈ G ëèíåéíàÿ ôîðìà

x−M(c) ·Dm∗
1(c)

(x)Dm∗
2(c)

(x) · Πx(gc)

Πx(c)
·Hq(c)

= x−M(c)−N(c)+N(gc) ·Dm∗
1(c)

(x)Dm∗
2(c)

(x) ·Hq(gc)

= x−M(gc) ·Dm∗
1(gc)

(x)Dm∗
2(gc)

(x) ·Hq(gc)

ëåæèò â Z[x]ζq(2) + Z[x]. Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì ôàêòîì, ÷òî ζq(2) êàê
ôóíêöèÿ îò x = q−1 èððàöèîíàëüíà íàä Q(x); êðîìå òîãî, â ðàçëîæåíèè
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Πx(gc), g ∈ G, íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ó÷àñòâóþò òîëüêî ìíîãî÷ëå-
íû (3.1). Ñ ó÷åòîì äîêàçàííûõ â [89] íåðàâåíñòâ

νl = 0 äëÿ l > m∗
1, νl 6 1 äëÿ m∗

2 < l 6 m∗
1

ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûå âêëþ÷åíèÿ (3.43). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ââèäó G0-èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû Hq(c) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçà-
òåëåé (3.42) íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ïðåäñòàâèòåëåé ëåâûõ
ñìåæíûõ êëàññîâ ôàêòîðãðóïïû G/G0 (ïîðÿäêà 12) íà 5-ýëåìåíòíîå (óïî-
ðÿäî÷åííîå) ìíîæåñòâî c′ = (c00, c21, c22, c33, c31):

νl = max
g∈G/G0

ordΦl(x)
Πx(c)

Πx(gc)

= max
g∈G/G0

(⌊
c00
l

⌋
+

⌊
c21
l

⌋
+

⌊
c22
l

⌋
+

⌊
c33
l

⌋
+

⌊
c31
l

⌋
−
⌊
gc00
l

⌋
−
⌊
gc21
l

⌋
−
⌊
gc22
l

⌋
−
⌊
gc33
l

⌋
−
⌊
gc31
l

⌋)
, l = 1, 2, . . . ,m∗

1,

(3.44)

ñîãëàñíî (3.3). Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðåäñòàâèòåëåé âûáåðåì

g0 = id, g1 = a1 a2 a1, g2 = a1, g3 = a2,

g4 = a1 a2, g5 = a2 a1, g6 = h a1 a2 a1, g7 = h a2,

g8 = h a1 a2, g9 = h a2 a1, g10 = h a1 a2 a1 h a2, g11 = h a1 a2 a1 h a2 a1.
(3.45)

Òîãäà

g0c
′ = (c00, c21, c22, c33, c31), g1c

′ = (c00, c11, c12, c33, c31),

g2c
′ = (c00, c21, c22, c13, c11), g3c

′ = (c00, c31, c32, c23, c21),

g4c
′ = (c00, c11, c12, c23, c21), g5c

′ = (c00, c31, c32, c13, c11),

g6c
′ = (c22, c33, c12, c11, c13), g7c

′ = (c22, c13, c32, c23, c21),

g8c
′ = (c22, c33, c12, c23, c21), g9c

′ = (c22, c13, c32, c31, c33),

g10c
′ = (c12, c23, c32, c31, c33), g11c

′ = (c12, c23, c32, c13, c11).

(3.46)

3.5. Îöåíêè ëèíåéíûõ ôîðì è èõ êîýôôèöèåíòîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð öåëî÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðîâ (3.7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.36). Èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðà-
æåíèå âåëè÷èíû (3.20) â âèäå

Gq(a, b) = Aζq(2)−B,

A = Aq(a, b) = Aq(c) ∈ Q(q), B = Bq(a, b) = Bq(c) ∈ Q(q),
(3.47)

ìû ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ |Gq(a, b)| è |A| ïðè |q| 6 1/2.
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Íà÷íåì ñ èíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èíû (3.9). Èìåííî, ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

Rq(t) = Rq(a, b; t) =
Γq(b2 − a2) Γq(b3 − a3)

(1− q)2Γq(a1 − b1 + 1)
· qt(b1+b2+b3−a1−a2−a3−2)

× Γq(t+ a1) Γq(t+ a2) Γq(t+ a3)

Γq(t+ b1) Γq(t+ b2) Γq(t+ b3)
(3.48)

è çàïèøåì (3.9) â âèäå

Gq(a, b) =
∞∑
t=0

Rq(t)q
t. (3.49)

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü c00 = b2+b3−a1−a2−a3−1 > 5 è |q| 6 1/2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

3−3(b2+b3) < |Gq(a, b)| < 33(b2+b3). (3.50)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ Γq-ôóíêöèè

Γq(t+ 1) =
1− qt

1− q
Γq(t) (3.51)

ïîëó÷àåì

Rq(t+ 1)

Rq(t)
=

(1− qt+a1)(1− qt+a2)(1− qt+a3)

(1− qt+b1)(1− qt+b2)(1− qt+b3)
· qc00 ,

îòêóäà

|Rq(t+ 1)qt+1|
|Rq(t)qt|

6
(1 + |q|)3

(1− |q|)3
· |q|c00+1 6 33 · 2−(c00+1) <

1

2
. (3.52)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïîëó÷åííóþ îöåíêó (3.52) ê ðÿäó â (3.49) íàõîäèì, ÷òî,
ñ îäíîé ñòîðîíû,

|Gq(a, b)| 6 |Rq(0)| ·
(
1 +

|Rq(1)q|
|Rq(0)|

+
|Rq(2)q

2|
|Rq(0)|

+
|Rq(3)q

3|
|Rq(0)|

+ · · ·
)

< |Rq(0)| ·
(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·

)
= 2|Rq(0)| (3.53)

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|Gq(a, b)| > |Rq(0)| ·
(
1− |Rq(1)q|

|Rq(0)|

)
>

1

2
|Rq(0)|. (3.54)

Âîñïîëüçóåìñÿ òðèâèàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè

3−n 6

(
1− |q|
1 + |q|

)n

6 |Γq(n+ 1)| 6
(
1 + |q|
1− |q|

)n

6 3n, n = 0, 1, 2, . . . ,

äëÿ îöåíêè âñåõ Γq-ìíîæèòåëåé, âõîäÿùèõ â Rq(0). Ñ ó÷åòîì

(b2− a2− 1)+ (b3− a3− 1)+ (a1− b1)+ (a1+ a2+ a3− 3)+ (b1+ b2+ b3− 3)

< 3(b2 + b3)− 1
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ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêàì

3−3(b2+b3)+1 < |Rq(0)| < 33(b2+b3)−1. (3.55)

Ñîáèðàÿ òåïåðü âìåñòå (3.53)�(3.55), ïîëó÷àåì òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà
(3.50). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Äëÿ êîýôôèöèåíòà A = Aq(a, b) ∈ Q(q) â ïðåä-

ñòàâëåíèè (3.47) ïðè |q| 6 1/2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|A| < 32(b2+b3) · |q|L, (3.56)

ãäå ïîêàçàòåëü L = L(a, b) = L(c) îïðåäåëåí â (3.24). Êðîìå òîãî, äëÿ
äëÿ õàðàêòåðèñòèêè M = M(a, b) = M(c), îïðåäåëåííîé â (3.35), èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

M >M0(a, b) = (a2 − 1)b2 + (a3 − 1)b3 +
a21 − 3a22 − 3a23

4

− a1a2 + a2a3 + a3a1 − a1 − a2 − a3
2

+ 1. (3.57)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè óïîðÿäî÷åííóþ âåðñèþ
(a∗, b∗) íàáîðà ïàðàìåòðîâ (a, b), èìåííî

b∗1 = 1 < a∗1 6 a∗2 6 a∗3 < b∗2 6 b∗3,

{a∗1, a∗2, a∗3} = {a1, a2, a3}, {b∗1, b∗2, b∗3} = {b1, b2, b3}.
Ñîãëàñíî ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.51) âûïîëíåíî

Γq(t+ aj)

Γq(t+ bj)
=


(1− qt+bj)(1− qt+bj+1) · · · (1− qt+aj−1)

(1− q)aj−bj
ïðè j = 1,

(1− q)bj−aj

(1− qt+aj)(1− qt+aj+1) · · · (1− qt+bj−1)
ïðè j = 2, 3;

ïîýòîìó Rq(t) â (3.48) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà T = qt

íàä ïîëåì Q(q) = Q(q−1):

Rq(t) =
[b2 − a2 − 1]q! [b3 − a3 − 1]q!

[a1 − b1]q!
· (1− qb1T ) · · · (1− qa1−1T )

(1− q)a1−b1

× (1− q)b2−a2−1

(1− qa2T ) · · · (1− qb2−1T )
· (1− q)b3−a3−1

(1− qa3T ) · · · (1− qb3−1T )

× T b2+b3−a1−a2−a3−1. (3.58)

Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ôóíêöèè (3.58) êàê ôóíêöèè îò T íà äâîéêó
ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, èìååì

Rq(t) = O(T−2) ïðè T → ∞, (3.59)

è Rq(t) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

Rq(t) =

b∗2−1∑
k=a∗3

Ak

(1− qkT )2
+

b∗3−1∑
k=a∗2

Bk

1− qkT
.
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Èç óñëîâèÿ (3.59) ñëåäóåò, ÷òî

b∗3−1∑
k=a∗2

Bkq
−k = −

b∗3−1∑
k=a∗2

ResT=q−k Rq(t) = ResT=∞Rq(t) = 0;

ïîýòîìó

Gq(a, b) =
∞∑
t=0

(b∗2−1∑
k=a∗3

Akq
t

(1− qt+k)2
+

b∗3−1∑
k=a∗2

Bkq
t

1− qt+k

)

=

b∗2−1∑
k=a∗3

Akq
−k

∞∑
t=0

qt+k

(1− qt+k)2
+

b∗2−1∑
k=a∗3

Bkq
−k

∞∑
t=0

qt+k

1− qt+k

=

b∗2−1∑
k=a∗3

Akq
−k

( ∞∑
l=1

−
k−1∑
l=1

)
ql

(1− ql)2
+

b∗3−1∑
k=a∗2

Bkq
−k

( ∞∑
l=1

−
k−1∑
l=1

)
ql

1− ql

= Aζq(2)−B,

ãäå

A =

b∗2−1∑
k=a∗3

Akq
−k, (3.60)

B =

b∗2−1∑
k=a∗3

Akq
−k

k−1∑
l=1

ql

(1− ql)2
+

b∗3−1∑
k=a∗2

Bkq
−k

k−1∑
l=1

ql

1− ql

� ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé q. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ak, a
∗
3 6

k < b∗2, ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (3.58) íàõîäèì ÿâíûå ôîðìóëû (íàïîì-
íèì, ÷òî b1 = 1):

Ak = Rq(t)(1− qkT )2
∣∣
T=q−k = Rq(t)(1− qt+k)2

∣∣
t=−k

= (−1)a1−b1q(a1−b1)(a1+b1−2k−1)/2

[
k − b1
a1 − b1

]
q

× (−1)k−a2q(k−a2)(k−a2+1)/2

[
b2 − a2 − 1

k − a2

]
q

× (−1)k−a3q(k−a3)(k−a3+1)/2

[
b3 − a3 − 1

k − a3

]
q

· q−k(b2+b3−a1−a2−a3−1)

= (−1)a1+a2+a3−1qa1(a1−1)/2+a2(a2−1)/2+a3(a3−1)/2−k(b2+b3−3)+k2

×
[
k − b1
a1 − b1

]
q

[
b2 − a2 − 1

k − a2

]
q

[
b3 − a3 − 1

k − a3

]
q

, a∗3 6 k < b∗2. (3.61)

Ôóíêöèÿ k2 − k(b2 + b3 − 2) óáûâàåò ïðè èçìåíåíèè k îò a∗3 äî b∗2 − 1 =
min{b2, b3}−1 è ïðèíèìàåò â óêàçàííîì ïðîìåæóòêå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
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−(b2 − 1)(b3 − 1) ïðè k = b∗2 − 1. Êðîìå òîãî,∣∣∣∣[ k − b1
a1 − b1

]
q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (1− qk−a1+1) · · · (1− qk−b1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qa1−b1)

∣∣∣∣ 6 (
1 + |q|
1− |q|

)a1−b1

,∣∣∣∣[bj − aj − 1

k − aj

]
q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (1− q)(1− q2) · · · (1− qbj−aj−1)

(1− q) · · · (1− qbj−k−1) · (1− q) · · · (1− qk−aj)

∣∣∣∣
6

(
1 + |q|
1− |q|

)bj−aj−1

, j = 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|Akq
−k| 6

(
1 + |q|
1− |q|

)a1−a2−a3+b2+b3−3

× |q|a1(a1−1)/2+a2(a2−1)/2+a3(a3−1)/2−(b2−1)(b3−1), a∗3 6 k < b∗2.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ a1 < b2 è

1 + |q|
1− |q|

6 3

ïðè |q| 6 1/2, à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî â ñóììèðîâàíèè (3.60) ó÷àñòâó-
åò íå áîëåå b3 < 3b3 ñëàãàåìûõ, ìû îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé
îöåíêå (3.56).

Çàïèñûâàÿ ôîðìóëó (3.61) â âèäå

Ak = (−1)a1+a2+a3−1xµ(k)
[
k − b1
a1 − b1

]
x

[
b2 − a2 − 1

k − a2

]
x

[
b3 − a3 − 1

k − a3

]
x

,

ãäå

µ(k) = k2 − k(a1 + a2 + a3) +
a1(a1 − 1)

2
− a2(a2 − 1)

2
− a3(a3 − 1)

2
+ a2(b2 − 1) + a3(b3 − 1)

> µ

(
a1 + a2 + a3

2

)
> µ

(
a1 + a2 + a3

2

)
− c00 =M0(a, b),

è ïîëüçóÿñü (3.60), çàêëþ÷àåì, ÷òî x−M0A ∈ Z[x]. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî x−M0B ∈ Z[x]. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà M îïðåäåëåíà
â (3.35) êàê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå öåëîå, äëÿ êîòîðîãî x−M0A ∈ Z[x] è
x−M0B ∈ Z[x], çàêëþ÷àåì, ÷òî M >M0.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî ïîëíîñòüþ. �

Ôîðìóëà

M0(c) +N(c) =
3

4
(a21 + a22 + a23) +

1

2
(a1a2 + a2a3 + a3a1)

− (a1 + a2 + a3 + 1)(b2 + b3 − 2)

+ b22 + b23 + b2b3 − 3(b2 + b3) + 4
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=
3

4
(c200 + c221 + c222 + c233 + c231)

+
1

2
(c00c21 + c21c22 + c22c33 + c33c31 + c31c00)

− 1

2
(c00c22 + c21c33 + c22c31 + c33c00 + c31c21)

− 1

2
(c00 + c21 + c22 + c33 + c31)−

1

4

ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèå M0(c) +N(c) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû G (ñð. ñ ëåììîé 3.7).

3.6. Ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè ζq(2)

Çàôèêñèðóåì òåïåðü íàáîð öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðàâëåíèé)
(α,β), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

{β1 = 0} 6 {α1, α2, α3} 6 {β2, β3}, α1 + α2 + α3 6 β1 + β2 + β3, (3.62)

è äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, 2, . . . , ñâÿæåì èõ ñ èñõîäíûì íàáîðîì ïàðàìåò-
ðîâ (3.7) ïî ïðàâèëó

a1 = α1n+ 1, a2 = α2n+ 1, a3 = α3n+ 1,

b1 = β1n+ 1, b2 = β2n+ 2, b3 = β3n+ 2.
(3.63)

Îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ c ðàâåíñòâàìè

c00 = (β1 + β2 + β3)− (α1 + α2 + α3),

cjk =

{
αj − βk äëÿ k = 1,

βk − αj äëÿ k = 2, 3,
j, k = 1, 2, 3;

(3.64)

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 10-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî c ·n îòâå÷àåò íàáîðó ïàðàìåò-
ðîâ (3.63) â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.14). Ñ íàáîðîì (3.64) ñâÿæåì îïðåäåëåííûå
ðàíåå õàðàêòåðèñòèêè m(c), m∗

1(c), m
∗
2(c), M(c) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = max
06k611

(
⌊c00 · x⌋+ ⌊c21 · x⌋+ ⌊c22 · x⌋+ ⌊c33 · x⌋+ ⌊c31 · x⌋

− ⌊gkc00 · x⌋ − ⌊gkc21 · x⌋ − ⌊gkc22 · x⌋ − ⌊gkc33 · x⌋ − ⌊gkc31 · x⌋
)
,

(3.65)

ãäå ïðåäñòàâèòåëè gk, k = 0, 1, . . . , 11, ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ôàêòîð-
ãðóïïû G/G0 è èõ äåéñòâèå íà ïàðàìåòðû c00, c21, c22, c33, c31 óêàçàíû â
(3.45), (3.46). Îòìåòèì, ÷òî ââèäó G-èíâàðèàíòíîñòè õàðàêòåðèñòèêèm(c)
ôóíêöèÿ (3.65) ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Â ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèì

C0 = µ− 3

π2

(
m∗

1
2 +m∗

2
2 +

∫ 1

0

ϕ(x) dψ′(x)

)
, C1 = β2β3 −

α2
1 + α2

2 + α2
3

2
,

ãäå

µ = α2β2 + α3β3 +
α2
1 − 3α2

2 − 3α2
3

4
− α1α2 + α2α3 + α3α1

2
.
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Åñëè C0 > 0, òî ÷èñëî ζq(2) èððàöèîíàëüíî äëÿ ëþáîãî q = 1/p, p ∈
Z \ {0,±1}, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

µ(ζq(2)) 6
C1

C0

(3.66)

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q−1 = p ∈ Z\{0,±1}. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà
íàïðàâëåíèé (α,β) è ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà (3.64) ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè

Hn = H(cn), Ln = p−M0(cn) ·Dm∗
1n
(p)Dm∗

2n
(p) ·

m∗
1n∏

l=1

Φ
−ω0(n/l)
l (p),

n = 0, 1, 2, . . . .

Ïîñêîëüêó m∗
1(cn) = m∗

1n, m
∗
2(cn) = m∗

2n è νl = ω0(n/l) ñîãëàñíî (3.44),
n = 0, 1, 2, . . . , ïðåäëîæåíèå 3.2 âëå÷åò âêëþ÷åíèÿ

H̃n = LnHn ∈ Z[p]ζq(2) + Z[p] ⊂ Zζq(2) + Z, n = 0, 1, 2, . . . .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàïèñûâàÿ ëèíåéíûå ôîðìû Hn â âèäå Hn = Anζq(2)−
Bn, n = 0, 1, 2, . . . , è ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.3, 3.4, à òàêæå M0(cn) =
µn2 + o(n), íàõîäèì

lim
n→∞

log |Hn|
n2

= 0, lim
n→∞

log |An|
n2

6 C1 log |p|, (3.67)

à àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ln, n = 0, 1, 2, . . . , îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåìì 3.1, 3.2:

lim
n→∞

log |Ln|
n2

= −C0 log |p|. (3.68)

Ïîýòîìó â ñëó÷àå C0 > 0 èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà ζq(2) âûòåêàåò èç îöåíîê

0 < |H̃n| < |p|−(C0−ε)n2

,

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ âñåõ n > n0(ε), ãäå â êà÷åñòâå ε > 0 ìîæíî âçÿòü C0/2.
Íåðàâåíñòâî (3.66) âûâîäèòñÿ èç ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (3.67), (3.68)
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [56, ëåììà 3.1] èëè [33, ëåììà 2]).
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðåàëèçóÿ ïåðåáîð ïî âñåì öåëî÷èñ-
ëåííûì íàïðàâëåíèÿì (α,β), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.62) è β2 +
β3 6 100, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû äëÿ êàëüêóëÿòîðà GP-PARI, ìû îáíà-
ðóæèëè, ÷òî íàèëó÷øàÿ îöåíêà (0.37) äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè
ζq(2) äîñòèãàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû G è óìíîæåíèÿ âåêòî-
ðà íàïðàâëåíèé íà ïîëîæèòåëüíîå öåëîå) íà íàáîðå

α1 = 10, α2 = 11, α3 = 12, β2 = 24, β3 = 25.
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Â ýòîì ñëó÷àå µ = 837/4, m∗
1 = 16, m∗

2 = 15,

ϕ(x) =



2, åñëè x ∈
[

3
16
, 1
5

)
∪
[

5
13
, 2
5

)
∪
[

6
13
, 7
15

)
∪
[

9
16
, 4
7

)
∪
[

7
11
, 9
14

)
,

∪
[

9
13
, 7
10

)
∪
[
10
13
, 11
14

)
∪
[
11
13
, 6
7

)
∪
[
12
13
, 13
14

)
,

1, åñëè x ∈
[

1
16
, 1
14

)
∪
[

1
13
, 1
10

)
∪
[
1
8
, 1
7

)
∪
[

2
13
, 3
16

)
∪
[
1
5
, 3
14

)
∪
[

3
13
, 2
7

)
∪
[

4
13
, 5
14

)
∪
[
3
8
, 5
13

)
∪
[
2
5
, 3
7

)
∪
[

5
11
, 6
13

)
∪
[

7
15
, 1
2

)
∪
[

7
13
, 9
16

)
∪
[
4
7
, 3
5

)
∪
[

8
13
, 7
11

)
∪
[

9
14
, 2
3

)
∪
[
11
16
, 9
13

)
∪
[

7
10
, 5
7

)
∪
[

8
11
, 11
15

)
∪
[
3
4
, 10
13

)
∪
[
11
14
, 4
5

)
∪
[

9
11
, 11
13

)
∪
[
6
7
, 13
15

)
∪
[
10
11
, 12
13

)
∪
[
13
14
, 14
15

)
,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

äëÿ x ∈ [0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

C0 =
837

4
− 3

π2
(162 + 152 − 182.92436375 . . . ) = 118.64587116 . . . ,

C1 = 14 · 15− 52 + 62 + 72

2
=

835

2
,

è ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.5 ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó (0.37). Òåî-
ðåìà äîêàçàíà. �

3.7. q-Àíàëîã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àïåðè

Âûáîð ïàðàìåòðîâ

a1 = a2 = a3 = n+ 1, b1 = 1, b2 = b3 = 2n+ 2, ãäå n = 0, 1, 2, . . . ,
(3.69)

ïðèâîäèò ê âåëè÷èíàì C0 = 5/4 − 6/π2 > 0, C1 = 5/2 â îáîçíà÷åíèÿõ
ïðåäëîæåíèÿ 3.5, à çíà÷èò, ê èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà ζq(2) äëÿ q−1 ∈
Z \ {0,±1}. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè â
ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

µ(ζq(2)) 6
10π2

5π2 − 24
= 3.89363887 . . . .

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àé (3.69) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì q-
àíàëîãîì îðèãèíàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà Àïåðè [7] èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2).

Çàôèêñèðóåì öåëîå n > 0 è çàïèøåì ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèè (3.48) â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà T = qt:

Rq(t) =
(1− qT ) · · · (1− qnT )

(1− qn+1T ) · · · (1− q2n+1T )
· (q; q)nT

n

(1− qn+1T ) · · · (1− q2n+1T )

= (−1)n
n∑

k=0

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]
q

(−1)kqk(k+1)/2−kn−n(n+1)/2

1− qk+n+1T

×
n∑

j=0

[
n

j

]
q

(−1)jqj(j+1)/2−jn−n(n+1)

1− qj+n+1T
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= (−1)n
n∑

k=0

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]2
q

qk(k+1)−2kn−3n(n+1)/2

(1− qt+k+n+1)2

+ (−1)n
n∑

k=0

n∑
j=0
j ̸=k

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]
q

[
n

j

]
q

qk(k+1)/2+j(j+1)/2−(k+j)n−3n(n+1)/2

× (−1)k+j

qk − qj

(
1

1− qt+k+n+1
− 1

1− qt+j+n+1

)
. (3.70)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

Rq(t) = 0 äëÿ t = −1,−2, . . . ,−n

è

∞∑
t=−n

qt

(1− qt+k+n+1)2
= q−(k+n+1)

(
ζq(2)−

k∑
l=1

ql

(1− ql)2

)
,

∞∑
t=−n

qt

1− qt+k+n+1
= q−(k+n+1)

(
ζq(1)−

k∑
l=1

ql

1− ql

)
,

k = 0, 1, . . . , n,

èç (3.70) ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ôîðìó

Hn(q) = (−1)nq(3n+2)(n+1)/2

∞∑
t=0

Rq(t)q
t = (−1)nq(3n+2)(n+1)/2

∞∑
t=−n

Rq(t)q
t

= An(q)ζq(2)−Bn(q) (3.71)

(êîýôôèöèåíò ïðè ζq(1) â (3.71) ðàâåí 0 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1), ãäå

An(q) =
n∑

k=0

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]2
q

qk
2−2kn,

Bn(q) =
n∑

k=0

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]2
q

qk
2−2kn

k∑
l=1

ql

(1− ql)2

+
n∑

k=0

n∑
j=0
j ̸=k

[
k + n

k

]
q

[
n

k

]
q

[
n

j

]
q

qk(k+1)/2+j(j+1)/2−(k+j)n

× (−1)k+j

qk − qj

(
q−k

k∑
l=1

ql

1− ql
− q−j

j∑
l=1

ql

1− ql

)
.
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Îñóùåñòâëÿÿ òåïåðü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä q → 1, èìååì

u′n = lim
q→1

An(q) =
n∑

k=0

(
k + n

k

)(
n

k

)2

,

v′n = lim
q→1

(1− q)2Bn(q) =
n∑

k=0

(
k + n

k

)(
n

k

)2 k∑
l=1

1

l2

+
n∑

k=0

n∑
j=0
j ̸=k

(
k + n

k

)(
n

k

)(
n

j

)
(−1)k+j

j − k

( k∑
l=1

1

l
−

j∑
l=1

1

l

)
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü (ñì., íàïðèìåð, [115, § 4]), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëè-
íåéíûõ ôîðì

u′nζ(2)− v′n, n = 0, 1, 2, . . . ,

åñòü â òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àïåðè (0.12)�(0.18).



ÃËÀÂÀ 4

Ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2)

Èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 â ýòîé ãëàâå îðãàíèçîâàíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Â § 4.1 ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå àíà-
ëèòè÷åñêèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, â òî âðåìÿ êàê § 4.2 è § 4.3
ïîñâÿùåíû äåòàëÿì ïåðâîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ðàöèîíàëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(2). Â § 4.4 îáñóæäàåòñÿ òîæäåñòâî ìåæäó äâóìÿ ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè, êîòîðîå ìîòèâèðóåò âòîðóþ ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ïðèáëèæåíèé ê ζ(2); èìåííî ýòó êîíñòðóêöèþ
ìû èçó÷àåì â § 4.5. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå, § 4.6, ìû ñîáèðàåì âî-
åäèíî ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ è äîêàçûâàåì òåîðåìó 4, à òàêæå ïðèâî-
äèì êîììåíòàðèè î ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èñ-
ïîëüçîâàííûìè â ýòîé ãëàâå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàí
â [165].

4.1. Ïðåëþäèÿ: âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ðàçëîæå-
íèè èíòåãðàëîâ òèïà Ìåëëèíà�Áàðíñà è î ñïåöèàëüíîé àðèôìåòèêå öå-
ëîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ëåììà 4.1. Ïðè ℓ = 0, 1, 2, . . . âûïîëíåíî

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

(
π

sin πt

)2
(t− 1)(t− 2) · · · (t− ℓ)

ℓ!
dt =

(−1)ℓ

ℓ+ 1
. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå

1

ℓ!

(
π

sin πt

)2
Γ(t)

Γ(t− ℓ)
=

(−1)ℓ

ℓ!
Γ(t)2Γ(1− t) Γ(1 + ℓ− t);

âû÷èñëåíèå (4.1) ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
ïåðâîé ëåììû Áàðíñà [107, § 4.2.1]. �

Ëåììà 4.2. Ïðè k = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

(
π

sin πt

)2
dt

t+ k
=

∞∑
m=1

1

(m+ k)2
= ζ(2)−

k∑
ℓ=1

1

ℓ2
. (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó(
π

sinπt

)2

dt = d(−π cot πt),

67
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èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ëåâîé ÷àñòè (4.2) ïðåîáðàçóåò èíòåãðàë â

− 1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

π cotπt dt

(t+ k)2
.

Ðàññìàòðèâàÿ ñíà÷àëà â êà÷åñòâå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèê
ñ âåðøèíàìè (1/2± iN,N +1/2± iN), ãäå N > 0 öåëîå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
î âû÷åòàõ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.7
(ñì. òàêæå [142, ëåììà 2.4]), è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó N → ∞, ìû ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå (4.2). �

Çàìå÷àíèå 4.1. Êàê è â ñëó÷àå ëåììû 1.7, ôîðìóëèðîâêà è äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 4.2 ïîäñêàçàíû ëåììîé 2 ðàáîòû Þ. Íåñòåðåíêî [76]. Ïî-
ñóùåñòâó ïðèâîäèìàÿ íàìè ëåììà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåììû 2.4 èç
[142], â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ èñêóññòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ïîðÿäîê ðîñòà
ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Óêàçàííîå îãðàíè-
÷åíèå óñòðàíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå.

Íåñòåðåíêî òàêæå óêàçûâàåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 4.2, áåç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Îñíîâíóþ ñëîæíîñòü (ñð. ñ
ëåììîé 1.7 è ëåììîé 2.4 èç [142]) ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà èíòåãðàëà ïî âåð-
òèêàëüíîìó îòðåçêó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó N + 1/2. Âûäåëèì â íåì

ïîäîòðåçîê äëèíû 2
√
N ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå: èíòåãðàë ïî ýòîìó ïîäîò-

ðåçêó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê äëèíà ñóùåñòâåííî ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ.
Èíòåãðàë ïî îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îòðåçêà òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: çäåñü ìà-
ëåíüêîé îêàçûâàåòñÿ äðîáü ñ ñèíóñîì. Òàêèì îáðàçîì, ê íóëþ ñòðåìèòñÿ
è âåñü èíòåãðàë ïðè N → ∞.

Êàê è ðàíåå, ÷åðåç Dn îáîçíà÷àåòñÿ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
1, 2, . . . , n.

Ëåììà 4.3. Äëÿ öåëûõ b < a îïðåäåëèì

R(t) = R(a, b; t) =
(t+ b)(t+ b+ 1) · · · (t+ a− 1)

(a− b)!
.

Òîãäà

R(k) ∈ Z, Da−b ·
dR(t)

dt

∣∣∣∣
t=k

∈ Z è Da−b ·
R(k)−R(ℓ)

k − ℓ
∈ Z

ïðè âñåõ k, ℓ ∈ Z, ℓ ̸= k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m = b − a ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
R(t). Ïåðâûå äâà ñåìåéñòâà âêëþ÷åíèé óæå îáñóæäàëèñü íàìè â ëåììå 1.1.
×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî ñåìåéñòâà, ââåäåì åùå îäèí ìíîãî÷ëåí P (t) =
(R(t)−R(ℓ))/(t−ℓ) ñòåïåíè m−1. Ïîñêîëüêó Dm ·1/(k−ℓ) ÿâëÿåòñÿ öåëûì
ïðè k = ℓ+1, ℓ+2, . . . , ℓ+m, à òàêæå R(k)−R(ℓ) ∈ Z, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,
÷òî Dm ·P (k) ∈ Z ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ k. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí
DmP (t) ñòåïåíèm−1 ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðèm ïîñëåäîâàòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà; â ñîîòâåòñòâèè ñ [83, îòä. 8, ãë. 2, çàäà÷à 87] ýòîò
ìíîãî÷ëåí öåëîçíà÷íûé. �
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Ëåììà 4.4. Ïóñòü R(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ

öåëîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Rj(t) = R(aj, bj; t) =
(t+ bj)(t+ bj + 1) · · · (t+ aj − 1)

(aj − bj)!
, ãäå bj < aj;

ïîëîæèì m = maxj{aj − bj}. Òîãäà

R(k) ∈ Z, Dm · dR(t)
dt

∣∣∣∣
t=k

∈ Z è Dm · R(k)−R(ℓ)

k − ℓ
∈ Z (4.3)

ïðè âñåõ k, ℓ ∈ Z, ℓ ̸= k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ R(t) è R̃(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ âêëþ÷åíè-
ÿì (4.3), è ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó
ìíîæèòåëåé. Èìååì(

R(t)R̃(t)
)∣∣

t=k
= R(k)R̃(k) ∈ Z,

Dm
d(R(t)R̃(t))

dt

∣∣∣∣
t=k

= R(k) ·Dm
dR̃(t)

dt

∣∣∣∣
t=k

+Dm
dR(t)

dt

∣∣∣∣
t=k

· R̃(k) ∈ Z

Dm
R(k)R̃(k)−R(ℓ)R̃(ℓ)

k − ℓ
= Dm

R(k)−R(ℓ)

k − ℓ
· R̃(k)

+R(ℓ) ·Dm
R̃(k)− R̃(ℓ)

k − ℓ
∈ Z,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

4.2. Ïåðâàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

×àñòíûé ñëó÷àé îáùåé êîíñòðóêöèè èç ýòîãî ïàðàãðàôà ðàññìàòðè-
âàëñÿ íàìè â [159, § 2].

Íàáîðó öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ

(a, b) =

(
a1, a2, a3, a4
b1, b2, b3, b4

)
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

b1, b2, b3 6 a1, a2, a3, a4 < b4,

d = (a1 + a2 + a3 + a4)− (b1 + b2 + b3 + b4) > 0,
(4.4)

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

R(t) = R(a, b; t) =
(t+ b1) · · · (t+ a1 − 1)

(a1 − b1)!
· (t+ b2) · · · (t+ a2 − 1)

(a2 − b2)!

× (t+ b3) · · · (t+ a3 − 1)

(a3 − b3)!
· (b4 − a4 − 1)!

(t+ a4) · · · (t+ b4 − 1)
(4.5)

= Π(a, b) · Γ(t+ a1) Γ(t+ a2) Γ(t+ a3) Γ(t+ a4)

Γ(t+ b1) Γ(t+ b2) Γ(t+ b3) Γ(t+ b4)
, (4.6)
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ãäå

Π(a, b) =
(b4 − a4 − 1)!

(a1 − b1)! (a2 − b2)! (a3 − b3)!
.

Òàêæå ââåäåì óïîðÿäî÷åííûå âåðñèè a∗1 6 a∗2 6 a∗3 6 a∗4 ïàðàìåòðîâ
a1, a2, a3, a4 è b

∗
1 6 b∗2 6 b∗3 ïàðàìåòðîâ b1, b2, b3, òàê ÷òî íàáîðû {a∗1, a∗2, a∗3, a∗4}

è {b∗1, b∗2, b∗3} ñîâïàäàþò ñ {a1, a2, a3, a4} è {b1, b2, b3} ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(t) èìååò ïîëþñû ïðè t = −k, ãäå
k = a∗4, a

∗
4 + 1, . . . , b4 − 1, íóëè ïðè t = −ℓ, ãäå ℓ = b∗1, b

∗
1 + 1, . . . , a∗3 − 1, è

íóëè êðàòíîñòè 2 ïðè t = −ℓ, ãäå ℓ = b∗2, b
∗
2 + 1, . . . , a∗2 − 1.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè (4.5) â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé èìååò âèä

R(t) =

b4−1∑
k=a∗4

Ck

t+ k
+ P (t), (4.7)

ãäå P (t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d (ñì. (4.4)) è

Ck =
(
R(t)(t+ k)

)
|t=−k

= (−1)d+b4+k

(
k − b1
k − a1

)(
k − b2
k − a2

)(
k − b3
k − a3

)(
b4 − a4 − 1

k − a4

)
∈ Z (4.8)

ïðè k = a∗4, a
∗
4 + 1, . . . , b4 − 1.

Ëåììà 4.5. Ïîëîæèì c = max{a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3}. Òîãäà DcP (t)
ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì R(t) = R1(t)R2(t), ãäå

R1(t) =

∏a1−1
j=b1

(t+ j)

(a1 − b1)!
·
∏a2−1

j=b2
(t+ j)

(a2 − b2)!
·
∏a3−1

j=b3
(t+ j)

(a3 − b3)!
� ïðîèçâåäåíèå òðåõ öåëîçíà÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ è

R2(t) =
(b4 − a4 − 1)!∏b4−1

j=a4
(t+ j)

=

b4−1∑
k=a4

(−1)k−a4
(
b4−a4−1
k−a4

)
t+ k

.

Èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî

Dc ·
dR1(t)

dt

∣∣∣∣
t=j

∈ Z ïðè j ∈ Z,

Dc ·
R1(j)−R1(m)

j −m
∈ Z ïðè j,m ∈ Z, j ̸= m.

(4.9)

Êðîìå òîãî, îòìåòèì ÿâíûå ôîðìóëû

Ck = R1(−k) ·
(
R2(t)(t+ k)

)∣∣
t=−k

= R1(−k) · (−1)k−a4

(
b4 − a4 − 1

k − a4

)
ïðè k ∈ Z;

âûðàæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ çíà÷åíèé k çà ïðåäåëàìè äèàïàçîíà
a∗4 6 k 6 b4 − 1.
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Ïðè ℓ ∈ Z èìååì

d

dt

(
R(t)(t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
d

dt

(
R1(t) ·R2(t)(t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
dR1(t)

dt

∣∣∣∣
t=−ℓ

·
(
R2(t)(t+ ℓ)

)∣∣
t=−ℓ

+R1(−ℓ) ·
d

dt

(
R2(t)(t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
dR1(t)

dt

∣∣∣∣
t=−ℓ

· (−1)ℓ−a4

(
b4 − a4 − 1

ℓ− a4

)
+R1(−ℓ) ·

d

dt

b4−1∑
k=a4

(−1)k−a4

(
b4 − a4 − 1

k − a4

)(
1− −ℓ+ k

t+ k

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
dR1(t)

dt

∣∣∣∣
t=−ℓ

· (−1)ℓ−a4

(
b4 − a4 − 1

ℓ− a4

)
+R1(−ℓ)

b4−1∑
k=a4
k ̸=ℓ

(−1)k−a4
(
b4−a4−1
k−a4

)
−ℓ+ k

è

d

dt

(b4−1∑
k=a∗4

Ck

t+ k
· (t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
d

dt

(b4−1∑
k=a4

Ck

t+ k
· (t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
d

dt

b4−1∑
k=a4

Ck

(
1− −ℓ+ k

t+ k

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=

b4−1∑
k=a4
k ̸=ℓ

Ck

−ℓ+ k

=

b4−1∑
k=a4
k ̸=ℓ

R1(−k) · (−1)k−a4
(
b4−a4−1
k−a4

)
−ℓ+ k

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (−ℓ) = d

dt

(
P (t)(t+ ℓ)

)∣∣
t=−ℓ

=
d

dt

(
R(t)(t+ ℓ)−

b4−1∑
k=a∗4

Ck

t+ k
· (t+ ℓ)

)∣∣∣∣
t=−ℓ

=
dR1(t)

dt

∣∣∣∣
t=−ℓ

· (−1)ℓ−a4

(
b4 − a4 − 1

ℓ− a4

)
+

b4−1∑
k=a4
k ̸=ℓ

(−1)k−a4

(
b4 − a4 − 1

k − a4

)
R1(−ℓ)−R1(−k)

−ℓ+ k
,

÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ âêëþ÷åíèÿìè (4.9) âëå÷åò òðåáóåìîå DcP (−ℓ) ∈ Z
ïðè âñåõ ℓ ∈ Z. �

Íàêîíåö, îïðåäåëèì âåëè÷èíó

r(a, b) =
(−1)d

2πi

∫ C+i∞

C−i∞

(
π

sin πt

)2

R(a, b; t) dt, (4.10)
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ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà −a∗2 < C < 1− b∗2. Îïðåäåëåíèå
íå çàâèñèò îò âûáîðà C, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå èìååò
îñîáûõ òî÷åê â ïîëîñå −a∗2 < Re t < 1− b∗2.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

r(a, b) = q(a, b)ζ(2)− p(a, b) ñ q(a, b) ∈ Z, Dc1Dc2p(a, b) ∈ Z,
(4.11)

ãäå

c1 = max{a1−b1, a2−b2, a3−b3, b4−a∗2−1} è c2 = max{d+1, b4−a∗2−1}.
Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà r(a, b)/Π(a, b) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3, a4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì C = 1/2− a∗2 â (4.10) è çàïèñûâàåì (4.7)
â âèäå

R(t) =

b4−1∑
k=a∗4

Ck

t+ k
+

d∑
ℓ=0

AℓPℓ(t+ a∗2),

ãäå

Pℓ(t) =
(t− 1)(t− 2) · · · (t− ℓ)

ℓ!
è DcAℓ ∈ Z â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 4.5. Ïðèìåíÿÿ ëåììû 4.1 è 4.2, ïîëó-
÷àåì

r(a, b) =
(−1)d

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

(
π

sin πt

)2

R(t− a∗2) dt

= ζ(2) · (−1)d
b4−1∑
k=a∗4

Ck − (−1)d
b4−1∑
k=a∗4

Ck

k−a∗2∑
ℓ=1

1

ℓ2
+

d∑
ℓ=0

(−1)d+ℓAℓ

ℓ+ 1
.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî r(a, b) äåéñòâèòåëüíî èìååò óêàçàííóþ
ôîðìó (4.11). Èíâàðèàíòíîñòü r(a, b)/Π(a, b) îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3, a4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (4.6) è îïðåäåëåíèÿ
(4.10) âåëè÷èíû r(a, b). �

4.3. Àðèôìåòèêà è àñèìïòîòèêà ëèíåéíûõ ôîðì

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

a1 = 7n+ 1, a2 = 6n+ 1, a3 = 5n+ 1, a4 = 8n+ 1,

b1 = 1, b2 = n+ 1, b3 = 2n+ 1, b4 = 14n+ 2
(4.12)

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.1 ïîëó÷àåì

rn = r(a, b) = qnζ(2)− pn, ãäå qn, D9nD8npn ∈ Z. (4.13)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåëè÷èí rn è qn â îáùåì ñëó÷àå

a1 = α1n+ 1, a2 = α2n+ 1, a3 = α3n+ 1, a4 = α4n+ 1,

b1 = β1n+ 1, b2 = β2n+ 1, b3 = β3n+ 1, b4 = β4n+ 2,
(4.14)
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êîãäà öåëûå ïàðàìåòðû αj è βj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

β1, β2, β3 < α1, α2, α3, α4 < β4, α1 + α2 + α3 + α4 > β1 + β2 + β3 + β4

(äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèé (4.4)), ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Ëåììà 4.6. Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå
∏4

j=1(τ−αj)−
∏4

j=1(τ−βj) = 0 èìå-
åò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü τ1 è ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé

τ0, τ0. Òîãäà

lim sup
n→∞

log |rn|
n

= Re f0(τ0) è lim
n→∞

log |qn|
n

= Re f0(τ1),

ãäå

f0(τ) =
4∑

j=1

(
αj log(τ − αj)− βj log(τ − βj)

)
−

3∑
j=1

(αj − βj) log(αj − βj) + (β4 − α4) log(β4 − α4).

Â ñëó÷àå àñèìïòîòèêè rn ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå áûëî íàìè ïîêàçàíî
â ïðåäëîæåíèè 1.3 ãë. 1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.6 ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â [142], [149], [151]. Àëüòåðíà-
òèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ rn è qn îñíîâàí íà
ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ïóàíêàðå ê ÿâíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ
îáåèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ìû çàòðàãèâàåì âîïðîñ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ
äëÿ íàøåãî ÷àñòíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ (4.12) â § 4.4.

Êîãäà ïàðàìåòðû âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.12), ìû ïîëó÷àåì

− lim sup
n→∞

log |rn|
n

= C0 = 15.88518998 . . . ,

lim
n→∞

log |qn|
n

= C1 = 23.22906071 . . . .

(4.15)

Â îáùåé ñèòóàöèè (4.14) âåëè÷èíû c1 è c2 â ïðåäëîæåíèè 4.1 èìåþò
âèä γ1n è γ2n, ãäå öåëûå γ1 è γ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç äàííûå
αj, βj, j = 1, . . . , 4; äëÿ ïðîñòîòû óïîðÿäî÷èì èõ: γ1 > γ2. Íàïîìíèì, ÷òî
÷åðåç ⌊ · ⌋ îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Ëåììà 4.7. Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Φ−1
n qn, Φ

−1
n Dγ1nDγ2npn ∈ Z, (4.16)

ãäå Φn =
∏

p6γ2n
pϕ(n/p) (ïðîèçâåäåíèå ïî ïðîñòûì p) è

ϕ(x) = max
α′=σα:σ∈S4

(
⌊(β4 − α4)x⌋ − ⌊(β4 − α′

4)x⌋

−
3∑

j=1

(
⌊(αj − βj)x⌋ − ⌊(α′

j − βj)x⌋
))

;
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ìàêñèìóì çäåñü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì (α′
1, α

′
2, α

′
3, α

′
4)

íàáîðà (α1, α2, α3, α4). Êðîìå òîãî,

lim
n→∞

log Φn

n
=

∫ 1

0

ϕ(x) dψ(x)−
∫ 1/γ2

0

ϕ(x)
dx

x2
,

ãäå ψ(x) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àðèôìåòè÷åñêàÿ �êîððåêòèðîâêà� â (4.16) èñïîëü-
çóåò òåïåðü óæå ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå, îñíîâàííîå íà èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1; ìû ïîäðîáíî îáñóæäàåì
ýòîò ìåòîä (äàæå â áîëåå ñëîæíîé q-ñèòóàöèè) â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëî-
æåíèÿ 3.2. Ôóíêöèÿ ϕ(x) �ñ÷èòàåò� ìàêñèìóì

ϕ

(
n

p

)
= max

σ∈S4

ordp
Π(a, b)

Π(σa, b)
. �

Çàìå÷àíèå 4.2. Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ϕ(x)
ñ ïîìîùüþ

ϕ(x) = min
06y<1

( 3∑
j=1

(
⌊y − βjx⌋ − ⌊y − αjx⌋ − ⌊(αj − βj)x⌋

)
+ ⌊(β4 − α4)x⌋ − ⌊β4x− y⌋ − ⌊y − α4x⌋

)
,

õîòÿ äàëåêî íå î÷åâèäíî, ÷òî íîâîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò òó æå ñàìóþ
ôóíêöèþ ϕ(x), ÷òî è â ëåììå 4.7. Èìåííî ýòîé òåõíîëîãèåé ìû ïîëüçîâà-
ëèñü â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.2 (ñì. òàêæå [142, § 4] è [79, § 2]).
Èìåííî åé ìû âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå â § 4.5.

Ïðè âûáîðå (4.12) ìû ïîëó÷àåì γ1 = 9, γ2 = 8 è

ϕ(x) =


2 ïðè x ∈

[
1
6
, 1
5

)
∪
[
1
4
, 2
7

)
∪
[
1
2
, 4
7

)
∪
[
5
6
, 6
7

)
,

1 ïðè x ∈
[
1
8
, 1
7

)
∪
[
1
5
, 1
4

)
∪
[
2
7
, 3
7

)
∪
[
4
7
, 5
6

)
∪
[
6
7
, 8
9

)
,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

(4.17)

òàê ÷òî

lim
n→∞

log Φn

n
= 8.12793878 . . . .

Ïîëàãàÿ

C2 = lim
n→∞

log(Φ−1
n D9nD8n)

n
= 9 + 8− 8.12793878 . . . = 8.87206121 . . .

è ïðåìåíÿÿ ëåììó 2.1 èç [57], ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå ïîêàçà-
òåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2):

µ(ζ(2)) 6
C0 + C1

C0 − C2

= 5.57728968 . . . .

Ðàçóìååòñÿ, ýòîò ðåçóëüòàò õóæå îöåíêè, óñòàíîâëåííîé ðàíåå â [89] Ðè-
íîì è Âèîëîé. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî âêëþ÷åíèÿ (4.16) ìîãóò áûòü åùå
óòî÷íåíû ïðè íàøåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ (4.12).
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Ïðåäëîæåíèå 4.2. Äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

(6n)!

(7n)! (5n)! (3n)!

1

2πi

∫ i∞

−i∞

Γ(7n+ 1 + t) Γ(6n+ 1 + t) Γ(5n+ 1 + t)

Γ(1 + t) Γ(n+ 1 + t) Γ(2n+ 1 + t)

× Γ(8n+ 1 + t)

Γ(14n+ 2 + t)

(
π

sin πt

)2

dt

=
(6n)!2

(9n)! (3n)!

1

2πi

∫ i∞

−i∞

Γ(11n+ 2 + 2t) Γ(3n+ 1 + t)

Γ(2n+ 2 + 2t) Γ(1 + t)

× Γ(4n+ 1 + t) Γ(5n+ 1 + t)

Γ(10n+ 2 + t) Γ(11n+ 2 + t)

π

sin 2πt
dt, (4.18)

ãäå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçäåëÿþò äâå ãðóïïû ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëü-

íûõ âûðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì Ãîñïåðà�Öàéëüáåðãåðà ñîçè-
äàòåëüíîãî òåëåñêîïèðîâàíèÿ ê ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì

R(t) =

∏7n
j=1(t+ j)

(7n)!

∏5n
j=1(t+ n+ j)

(5n)!

∏3n
j=1(t+ 2n+ j)

(3n)!

(6n)!∏6n+1
j=1 (t+ 8n+ j)

è

R̂(t) =

∏9n+1
j=2 (2t+ 2n+ j)

(9n)!

∏3n
j=1(t+ j)

(3n)!

(6n)!∏6n+1
j=1 (t+ 4n+ j)

(6n)!∏6n+1
j=1 (t+ 5n+ j)

ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.4 â [9], ïîëó÷à-
åì, ÷òî èíòåãðàëû

rn =
1

2πi

∫ i∞

−i∞
R(t)

(
π

sin πt

)2

dt è r̂n =
1

2πi

∫ i∞

−i∞
R̂(t)

π

sin 2πt
dt

óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

s0(n)rn+3 + s1(n)rn+2 + s2(n)rn+1 + s3(n)rn = 0 ïðè n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå s0(n), s1(n), s2(n) è s3(n) � ìíîãî÷ëåíû îò n ñòåïåíè 64. Ïðîâåðÿÿ
ðàâåíñòâî â (4.18) íåïîñðåäñòâåííî ïðè n = 0, 1, 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî îíî
èìååò ìåñòî ïðè âñåõ n. �

Ñõîæèå ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòìà ñîçèäàòåëüíîãî òåëåñêîïèðîâàíèÿ ê
äîêàçàòåëüñòâó òîæäåñòâ äëÿ èíòåãðàëîâ òèïà Ìåëëèíà�Áàðíñà îáñóæ-
äàþòñÿ â [51], [113].

Çàìå÷àíèå 4.3. Îòìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (4.18) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
ëèíåéíàÿ ôîðìà èç § 4.2, îòâå÷àþùàÿ íàøåìó ÷àñòíîìó âûáîðó (4.12) ïà-
ðàìåòðîâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîëó÷àþùåãîñÿ ðåêóððåíòíîãî
óðàâíåíèÿ ðàâåí

22 312 714 λ3 + 33 77 794493690983053821271λ2 − 220 34 75 2687491277λ+ 248,
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è åãî íóëè îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêè (4.15) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé rn è qn ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàíêàðå.

Äëÿ �äîñòàòî÷íî îáùåãî� âûáîðà öåëûõ ïàðàìåòðîâ îæèäàåòñÿ âåðíûì
ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

1

2πi

∫ i∞

−i∞

Γ(a+ t) Γ(b+ t) Γ(e+ t) Γ(f + t)

Γ(1 + t) Γ(1 + a− e+ t) Γ(1 + a− f + t) Γ(g + t)

(
π

sin πt

)2

dt

= (−1)a+b+e+f Γ(e+ f − a) Γ(e) Γ(f)

Γ(g − b)

× 1

2πi

∫ i∞

−i∞

Γ(a− b+ g + 2t) Γ(a+ t) Γ(e+ t) Γ(f + t)

Γ(1 + a+ 2t) Γ(1 + a− b+ t) Γ(e+ f + t) Γ(g + t)

π

sin 2πt
dt.

(4.19)

Áîëåå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ âåðíûì è äðóãîå �äâîéñòâåííîå� òîæäåñòâî,
â êîòîðîì (π/ sin πt)2 è π/ cos 2πt çàìåíåíû ñîîòâåòñòâåííî íà π3 cosπt/
(sinπt)3 è (π/ sin πt)2; èíòåãðàëû â äâîéñòâåííîì òîæäåñòâå ïðåäñòàâëÿþò
ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ζ(3) (ñì. [163]). Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòè
ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü äîêàçàíû â ïîäîáíîé îáùíîñòè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
òàê íàçûâàåìûõ ñìåæíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ èíòåãðàëîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ;
ýòîò ìåòîä, îäíàêî, íå âûãëÿäèò ïðîñòûì.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.19), êîãäà

a = 8n+ 1, b = 5n+ 1, e = 6n+ 1, f = 7n+ 1, g = 14n+ 2.

Òîæäåñòâî (4.19) è äâîéñòâåííîå ê íåìó, ñóäÿ ïî âñåìó, ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè åùå áîëåå îáùåãî òîæäåñòâà ìåæäó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêè-
ìè èíòåãðàëàìè, èìåþùåãî ìåñòî äëÿ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ. Ìû íå
ñìîãëè íàéòè åãî â ëèòåðàòóðå, õîòÿ óïîìèíàíèå î íåì ñîäåðæèòñÿ â êîí-
öå ñòàòüè Áåéëè [10], îïóáëèêîâàííîé â 1932 ã.:

�Ôîðìóëà (1.4)1 è ñëåäóþùàÿ çà íåé ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóä-
íèòåëüíû äëÿ îáîáùåíèé, è îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò îêà-
çàëñÿ íåîæèäàííûì. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñîäåðæàò ïÿòü
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ âìåñòî òðåõ èëè ÷åòûðåõ, êàê
â ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòàõ. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ äâà ðÿäà
ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè óðàâíîâåøåííûìè è âòîðîãî òèïà, îäèí
� ïî÷òè óðàâíîâåøåííûì è ïåðâîãî òèïà, à îñòàâøèåñÿ
äâà � ñáàëàíñèðîâàííûìè. Ïðè ïðîâåäåíèè ýòèõ èññëå-
äîâàíèé íåêîòîðûå èíòåãðàëû áàðíñîâà òèïà âû÷èñëÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî èçâåñòíûì ñóììèðîâàíèÿì ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèõ ðÿäîâ. Ñîîáðàæåíèÿ ìåñòà, îäíàêî, íå ïîçâîëÿþò
ýòèì ðåçóëüòàòàì áûòü äåòàëüíî ñôîðìóëèðîâàííûìè.�2

1Ìû ïðèâîäèì ýòó ôîðìóëó äàëåå ïîä èìåíåì ñîîòíîøåíèÿ (4.26).
2Îðèãèíàëüíûé òåêñò èç [10]: �The formula (1.4) and its successor are rather more

troublesome to generalize, and the �nal result was unexpected. The formulae obtained
involve �ve series instead of three or four as previously obtained. In each case two of the
series are nearly-poised and of the second kind, one is nearly-poised and of the �rst kind,
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×åì íå â äóõå çíàìåíèòîãî �ß íàøåë ýòîìó ïîèñòèíå ÷óäåñíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, íî ïîëÿ êíèãè ñëèøêîì óçêè äëÿ íåãî� Ï. Ôåðìà? Äîáàâèì åùå, ÷òî â
ïîñëåäíåì àáçàöå ãë. 6 ñâîåé êíèãè [11] Áåéëè îïÿòü óïîìèíàåò î çàòðóä-
íèòåëüíîì îáîáùåíèè áåç êàêèõ-ëèáî äåòàëåé. Áûëî ëè Áåéëè èçâåñòíî
ðàçûñêèâàåìîå íàìè îáùåå òîæäåñòâî?

4.5. Âòîðàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ìàòåðèàë ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïîäñêàçûâàåò äðóãóþ êîíñòðóêöèþ
ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(2). Íà ýòîò ðàç ìû ðàññìàòðèâàåì ðàöè-
îíàëüíóþ ôóíêöèþ

R̂(t) = R̂(â, b̂; t) =
(2t+ b̂0)(2t+ b̂0 + 1) · · · (2t+ â0 − 1)

(â0 − b̂0)!
· (t+ b̂1) · · · (t+ â1 − 1)

(â1 − b̂1)!

× (b̂2 − â2 − 1)!

(t+ â2) · · · (t+ b̂2 − 1)
· (b̂3 − â3 − 1)!

(t+ â3) · · · (t+ b̂3 − 1)

= Π̂(â, b̂) · Γ(2t+ â0) Γ(t+ â1) Γ(t+ â2) Γ(t+ â3)

Γ(2t+ b̂0) Γ(t+ b̂1) Γ(t+ b̂2) Γ(t+ b̂3)
,

ãäå

Π̂(â, b̂) =
(b̂2 − â2 − 1)! (b̂3 − â3 − 1)!

(â0 − b̂0)! (â1 − b̂1)!

è öåëûå ïàðàìåòðû

(â, b̂) =

(
â0; â1, â2, â3
b̂0; b̂1, b̂2, b̂3

)
óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì

1
2
b̂0, b̂1 6 1

2
â0, â1, â2, â3 < b̂2, b̂3,

â0 + â1 + â2 + â3 = b̂0 + b̂1 + b̂2 + b̂3 − 2.
(4.20)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî R̂(t) = O(1/t2) ïðè t → ∞. Õîòÿ çäåñü
áóäóò ìåíåå âàæíû äåòàëè àðèôìåòèêè ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì
â äóõå § 4.2, óäîáíî ââåñòè óïîðÿäî÷åííûå âåðñèè â∗1 6 â∗2 6 â∗3 è b̂

∗
2 6 b̂∗3

ïàðàìåòðîâ â1, â2, â3 è b̂2, b̂3 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêîå óïîðÿäî÷åíèå è óñëî-
âèÿ (4.20) ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R̂(t) èìååò

ïîëþñû ïðè t = −k, ãäå â∗2 6 k 6 b̂∗3 − 1, äâîéíûå ïîëþñû ïðè t = −k, ãäå
â∗3 6 k 6 b̂∗2 − 1, è íóëè ïðè t = −ℓ/2, ãäå b̂0 6 ℓ 6 â∗0 − 1 â îáîçíà÷åíèè
â∗0 = min{â0, 2â∗2}.

and the other two are Saalsch�utzian in type. In the course of these investigations some
integrals of Barnes's type are evaluated analogous to known sums of hypergeometric series.
Considerations of space, however, prevent these results being given in detail.�
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Ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R̂(t) â ñóììó ïðîñòåé-
øèõ äðîáåé èìååò âèä

R̂(t) =

b̂∗2−1∑
k=â∗3

Ak

(t+ k)2
+

b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk

t+ k
,

ãäå

Ak =
(
R̂(t)(t+ k)2

)
|t=−k

= (−1)d̂
(
2k − b̂0
2k − â0

)(
k − b̂1
k − â1

)(
b̂2 − â2 − 1

k − â2

)(
b̂3 − â3 − 1

k − â3

)
∈ Z (4.21)

ñ d̂ = b̂2 + b̂3, ïðè k = â∗3, â
∗
3 + 1, . . . , b̂∗2 − 1, è àíàëîãè÷íî

Bk =
d

dt

(
R̂(t)(t+ k)2

)
|t=−k

ïðè k = â∗2, â
∗
2 + 1, . . . , b̂∗3 − 1. Áîëåå òîãî,

b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk = −Rest=∞ R̂(t) = 0 (4.22)

ñîãëàñíî òåîðåìå î ñóììå âû÷åòîâ.
Âêëþ÷åíèÿ

Dmax{â0−b̂0,â1−b̂1,b̂∗3−â2−1,b̂∗3−â3−1} ·Bk ∈ Z (4.23)

äîêàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, êàê, íàïðèìåð, ýòî áûëî ñäåëàíî â
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ãë. 1. Áîëåå âàæíûìè äëÿ íàñ ÿâëÿþòñÿ
îöåíêè ïîðÿäêà âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ p:

ordpAk, 1 + ordpBk >

⌊
2k − b̂0

p

⌋
−
⌊
2k − â0

p

⌋
−
⌊
â0 − b̂0
p

⌋
+

⌊
k − b̂1
p

⌋
−
⌊
k − â1
p

⌋
−
⌊
â1 − b̂1
p

⌋
+

3∑
j=2

(⌊
b̂j − âj − 1

p

⌋
−
⌊
k − âj
p

⌋
−
⌊
b̂j − 1− k

p

⌋)
(4.24)

ïðè k = â∗2, . . . , b̂
∗
3 − 1, êîòîðûå ñëåäóþò èç ëåìì 1.3 è 1.4.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì âåëè÷èíó

r̂(â, b̂) =
(−1)d̂

2πi

∫ C/2+i∞

C/2−i∞

π

sin 2πt
R̂(â, b̂; t) dt,

ãäå C âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì èç èíòåðâàëà −â∗0 < C < 1− b̂0.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

r̂(â, b̂) = q̂(â, b̂)ζ(2)− p̂(â, b̂) ñ q̂(â, b̂) ∈ Z, Dĉ1Dĉ2 p̂(â, b̂) ∈ Z,
(4.25)

ãäå

ĉ1 = max{â0 − b̂0, â1 − b̂1, b̂
∗
3 − â2 − 1, b̂∗3 − â3 − 1, 2b̂∗2 − â∗0 − 2},

ĉ2 = 2b̂∗3 − â∗0 − 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ

Rest=m/2
πR̂(t)

sin 2πt
=

(−1)m

2
R̂(t)

∣∣
t=m/2

ïðè m > 1− â∗0, ÷òîáû çàïèñàòü

r̂(â, b̂) = −(−1)d̂

2

∞∑
m=1−â∗0

(−1)mR̂(t)
∣∣
t=m/2

= (−1)d̂
b̂∗2−1∑
k=â∗3

2Ak

∞∑
m=1−â∗0

(−1)m−1

(m+ 2k)2
+ (−1)d̂

b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk

∞∑
m=1−â∗0

(−1)m−1

m+ 2k

= 2
∞∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ2
· (−1)d̂

b̂∗2−1∑
k=â∗3

Ak − (−1)d̂
b̂∗2−1∑
k=â∗3

2Ak

2k−â∗0∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ2

+
∞∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ
· (−1)d̂

b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk − (−1)d̂
b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk

2k−â∗0∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ

= ζ(2) · (−1)d̂
b̂∗2−1∑
k=â∗3

Ak − (−1)d̂
b̂∗2−1∑
k=â∗3

2Ak

2k−â∗0∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ2

− (−1)d̂
b̂∗3−1∑
k=â∗2

Bk

2k−â∗0∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1

ℓ
,

ãäå ìû ïðèìåíèëè ðàâåíñòâî (4.22). Â ñîîòâåòñòâèè ñ âêëþ÷åíèÿìè (4.21),

(4.23) ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû r̂(â, b̂) äåéñòâèòåëüíî èìååò çà-
ÿâëåííóþ ôîðìó (4.25). �

Çàìå÷àíèå 4.4. Áèíîìèàëüíûå âûðàæåíèÿ (4.8) è (4.21) ïîçâîëÿþò
çàïèñàòü êîýôôèöèåíòû

q(a, b) = (−1)d
b4−1∑
k=a∗4

Ck è q̂(â, b̂) = (−1)d̂
b̂∗2−1∑
k=â∗3

Ak



4.5. Âòîðàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ 80

â âèäå íåêîòîðûõ 4F3- è 5F4-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Óèïïëà [107, ñ. 65, (2.4.2.3)],

4F3

(
f, 1 + f − h, h− a, −N
h, 1 + f + a− h, g

∣∣∣∣ 1) =
(g − f)N
(g)N

× 5F4

(
a,−N, 1 + f − g, 1

2
f, 1

2
f + 1

2

h, 1 + f + a− h, 1
2
(1 + f −N − g), 1

2
(1 + f −N − g) + 1

2

∣∣∣∣ 1),
(4.26)

ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà:

q

(
a1, a2, a3, a4

1, a4 − a1 + 1, a4 − a2 + 1, b4

)
= q̂

(
b4 − a3 + a4; a2, a1, a4

a4 + 1; a4 − a3 + 1, a1+ a2, b4

)
.

Îòìåòèì, ÷òî (4.19) ýêâèâàëåíòíî

r

(
a1, a2, a3, a4

1, a4 − a1 + 1, a4 − a2 + 1, b4

)
= r̂

(
b4 − a3 + a4; a2, a1, a4

a4 + 1; a4 − a3 + 1, a1+ a2, b4

)
,

òàê ÷òî èìåííî ïðåîáðàçîâàíèå Óèïïëà (4.26) íàòîëêíóëî íàñ íà ìûñëü î
ñîâïàäåíèè äâóõ ðàçíûõ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ôîðì îò 1 è ζ(2).

Êàê è â § 4.3, ìû äåëàåì ñëåäóþùèé âûáîð ïàðàìåòðîâ:

â0 = α̂0n+ 2, â1 = α̂1n+ 1, â2 = α̂2n+ 1, â3 = α̂3n+ 1,

b̂0 = β̂0n+ 2, b̂1 = β̂1n+ 1, b̂2 = β̂2n+ 2, b̂3 = β̂3n+ 2,
(4.27)

ãäå öåëûå α̂j è β̂j, j = 0, . . . , 3, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

1
2
β̂0, β̂1 <

1
2
α̂0, α̂1, α̂2, α̂3 < β̂2, β̂3, α̂0 + α̂1 + α̂2 + α̂3 = β̂0 + β̂1 + β̂2 + β̂3,

îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé (4.20). Äëÿ êîíñòðóêöèè ýòîãî
ïàðàãðàôà íåñëîæíî ïðèâåñòè àíàëîã ëåììû 4.6, îäíàêî íàñ ïðåæäå âñåãî
èíòåðåñóþò àðèôìåòè÷åñêèå àñïåêòû.

Ëåììà 4.8. Ïðåäïîëàãàÿ ïàðàìåòðû âûáðàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ

(4.27), äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p èìååì

ordp q̂(â, b̂) > ϕ̂(n/p) è ordp p̂(â, b̂) > −2 + ϕ̂(n/p),

ãäå (1-ïåðèîäè÷åñêàÿ è öåëîçíà÷íàÿ) ôóíêöèÿ ϕ̂(x) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

ϕ̂(x) = min
06y<1

(
⌊2y − β̂0x⌋ − ⌊2y − α̂0x⌋ − ⌊(α̂0 − β̂0)x⌋

+ ⌊y − β̂1x⌋ − ⌊y − α̂1x⌋ − ⌊(α̂1 − β̂1)x⌋

+
3∑

j=2

(
⌊(β̂j − α̂j)x⌋ − ⌊β̂jx− y⌋ − ⌊y − α̂jx⌋

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ñëåäóþò èç íåðàâåíñòâ (4.24), ÿâíûõ âû-

ðàæåíèé äëÿ q̂(â, b̂) è p̂(â, b̂), ïîëó÷åííûõ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-
íèÿ 4.3: ìû ïðîñòî ââîäèì îáîçíà÷åíèå y = (k − 1)/p è ìèíèìèçèðóåì
ïî âñåì âîçìîæíûì èíäåêñàì k. �
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Óêàæåì òåïåðü, ÷òî â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ (â, b̂),

â0 = 11n+ 2, â1 = 3n+ 1, â2 = 4n+ 1, â3 = 5n+ 1,

b̂0 = 2n+ 2, b̂1 = 1, b̂2 = 10n+ 2, b̂3 = 11n+ 2,

ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíûå ôîðìû

r̂n = r̂(â, b̂) = q̂nζ(2)− p̂n,

ñîâïàäàþùèå ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.2 ñ ëèíåéíûìè ôîðìàìè (4.12),
(4.13):

rn = qnζ(2)− pn = q̂nζ(2)− p̂n,

îòêóäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ, qn = q̂n
è pn = p̂n äëÿ n = 0, 1, 2, . . . . Èç ýòîãî ñîâïàäåíèÿ è ëåììû 4.8 çàêëþ÷àåì,
÷òî

Φ̂−1
n qn = Φ̂−1

n q̂n ∈ Z, Φ̂−1
n D9nD8npn = Φ̂−1

n D9nD8np̂n ∈ Z,

ãäå Φ̂n =
∏

p68n p
ϕ̂(n/p) è

ϕ̂(x) = min
06y<1

(
⌊2y − 2x⌋ − ⌊2y − 11x⌋ − ⌊9x⌋+ ⌊y⌋ − ⌊y − 3x⌋ − ⌊3x⌋

+ ⌊6x⌋ − ⌊10x− y⌋ − ⌊y − 4x⌋+ ⌊6x⌋ − ⌊11x− y⌋ − ⌊y − 5x⌋
)

=


2 ïðè x ∈

[
1
6
, 2
9

)
∪
[
1
2
, 5
9

)
∪
[
5
6
, 7
8

)
,

1 ïðè x ∈
[
2
9
, 4
9

)
∪
[
5
9
, 7
9

)
∪
[
7
8
, 8
9

)
,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

(4.28)

òàê ÷òî

lim
n→∞

log Φ̂n

n
= 7.03418177 . . . .

Ñðàâíèâàÿ (4.17) è (4.28), íàõîäèì, ÷òî ϕ(x) > ϕ̂(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) çà
èñêëþ÷åíèåì x ∈

[
1
5
, 2
9

)
∪
[
3
7
, 4
9

)
∪
[
6
7
, 7
8

)
. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñ âûáîðîì

Φ̃n =
∏

p68n p
ϕ̃(n/p), ãäå

ϕ̃(x) = max{ϕ(x), ϕ̂(x)}

=


2 ïðè x ∈

[
1
6
, 2
9

)
∪
[
1
4
, 2
7

)
∪
[
1
2
, 4
7

)
∪
[
5
6
, 7
8

)
,

1 ïðè x ∈
[
1
8
, 1
7

)
∪
[
2
9
, 1
4

)
∪
[
2
7
, 4
9

)
∪
[
4
7
, 5
6

)
∪
[
7
8
, 8
9

)
,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Φ̃−1
n qn, Φ̃

−1
n D9nD8npn ∈ Z for n = 0, 1, 2, . . . , (4.29)

è, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

log Φ̃n

n
= 8.79117698 . . . .
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4.6. Ôèíàë: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 è çàêëþ÷åíèå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèëè ëèíåéíûå
ôîðìû rn = qnζ(2)− pn, n = 0, 1, 2, . . . , òàêèå, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû qn è pn óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèÿì (4.29), â òî âðåìÿ êàê àñèìïòî-
òèêà âåëè÷èí rn è qn ïðè n→ ∞ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.15). Ïîëàãàÿ

C̃2 = lim
n→∞

log(Φ̃−1
n D9nD8n)

n
= 8.20882301 . . .

è ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1 èç [57], ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

µ(ζ(2)) 6
C0 + C1

C0 − C̃2

= 5.09541178 . . .

äëÿ ïîêàçàòåëÿ èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) = π2/6. �

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn = qnζ(2) − pn ïðè-
áëèæåíèé, ïîñòðîåííûõ â äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4, èìååò äâîéñòâåííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r′n = qnζ(3) − p′n ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(3)
ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì qn. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Φ̃−1

n D9nD
2
8np

′
n ∈ Z ïðè

n = 0, 1, 2, . . . è

lim sup
n→∞

log |r′n|
n

= −C0 = −15.88518998 . . .

(ñð. ñ (4.15)). Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

log(Φ̃−1
n D9nD

2
8n)

n
= 16.20882301 . . . > C0,

ëèíåéíûå ôîðìû Φ̃−1
n D9nD

2
8nr

′
n ∈ Zζ(3)+Z íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò ïðè

n→ ∞, ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èððàöè-
îíàëüíîñòè ÷èñëà ζ(3) (êîòîðàÿ â ýòîé ñèòóàöèè îçíà÷àëà áû òàêæå ëèíåé-
íóþ íåçàâèñèìîñòü íàä Q ÷èñåë 1, ζ(2) è ζ(3)). Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî
óðàâíåíèÿ, èñïîëüçîâàííîãî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4.2, êîòîðîìó
îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qn, rn = qnζ(2) − pn è
r′n = qnζ(3)− p′n, ìû âû÷èñëèëè ïåðâûå òðèñòà çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

Λn = ÍÎÄ(Φ̃−1
n D9nD

2
8nqn, Φ̃

−1
n D9nD

2
8npn, Φ̃

−1
n D9nD

2
8np

′
n), n = 0, 1, 2, . . . .

Ïðîñòûå, ó÷àñòâóþùèå â ðàçëîæåíèè Λn íà ìíîæèòåëè, íå èìåþò ÿâíîé
õàðàêòåðèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò n; äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé n ýòè ïðî-
ñòûå p ïîïàäàþò â (àñèìïòîòè÷åñêè íåâèäèìûé) äèàïàçîí p 6

√
8n. Òåì

íå ìåíåå, àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ôîðì

(ΛnΦ̃n)
−1D9nD

2
8nrn ∈ Zζ(2) + Z è (ΛnΦ̃n)

−1D9nD
2
8nr

′
n ∈ Zζ(3) + Z

îêàçûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî ìåíüøèìè åäèíèöû äëÿ

n = 1, . . . , 21, 23, . . . , 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 47, . . . , 50, 53, 54, 64, 68,

71, . . . , 74, 79, 80, 81, 84, 85, 89, 101, 102, 106, 110, 113, 128, 129, 178, 228,
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ãäå n 6 300.

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èññëåäîâàòü àðèôìåòè÷åñêè äðóãèå
êëàññè÷åñêèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà, ïðèâîäèìûå â êíèãàõ Áåé-
ëè [11] è Ñëåéòåð [107]: ôèëîñîôèÿ çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çà ëþáûì
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êðîèòñÿ èíòåðåñíàÿ àðèôìåòèêà.
Óñòàíîâëåííàÿ ðàíåå ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) â [89] è íàèëó÷øàÿ èç-
âåñòíàÿ ìåðà èððàöèîíàëüíîñòè ζ(3) â [90] èìåþò ãëóáîêèå ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèå êîðíè (ñì. [151]). Åùå îäíîé èëëþñòðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê ζ(4) èç ðàáîòû [149].



ÃËÀÂÀ 5

Îöåíêà ñíèçó äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò (3/2)k

äî áëèæàéøåãî öåëîãî

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 è îöåíîê (0.40)
(òåîðåìà 9 äàëåå). Ïðèâîäèìîå äàëåå äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî â ðà-
áîòå [158].

5.1. Ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå áèíîìèàëüíîãî ðÿäà

Çàôèêñèðóåì äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ïàðàìåòðà a è b, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ 2a 6 b. Èç ôîðìóëû (0.39) ïîëó÷àåì(

3

2

)3(b+1)

=

(
27

8

)b+1

= 3b+1

(
1− 1

9

)−(b+1)

(5.1)

= 3b+1

∞∑
k=0

(
b+ k

b

)(
1

9

)k

= 3b−2a+1

∞∑
k=0

(
b+ k

b

)
32(a−k)

= öåëîå ÷èñëî+ 3b−2a+1

∞∑
k=a

(
b+ k

b

)
32(a−k)

≡ 3b−2a+1

∞∑
ν=0

(
a+ b+ ν

b

)
3−2ν (mod Z).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîòèâèðóåò (ñð. ñ [20]) ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé Ïàäå
ôóíêöèè

F (z) = F (a, b; z) =
∞∑
ν=0

(
a+ b+ ν

b

)
zν =

(
a+ b

b

) ∞∑
ν=0

(a+ b+ 1)ν
(a+ 1)ν

zν (5.2)

è ïîñëåäóþùåå èõ ïðèìåíåíèå ñ âûáîðîì z = 1/9.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå n 6 b è âîñïîëüçóåìñÿ

îáùèì ðåöåïòîì èç ðàáîò [31], [157]. Èìåííî, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Qn(x) =

(
a+ b+ n

a+ b

)
2F1

(
−n, a+ n
a+ b+ 1

∣∣∣∣ x) (5.3)

=
n∑

µ=0

(
a+ n− 1 + µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
(−x)µ =

n∑
µ=0

qµx
µ ∈ Z[x]

84
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ñòåïåíè n. Òîãäà âûïîëíåíî

Qn(z
−1)F (z) =

n∑
µ=0

qn−µz
µ−n ·

∞∑
ν=0

(
a+ b+ ν

b

)
zν (5.4)

=
∞∑
l=0

zl−n

n∑
µ=0
µ6l

qn−µ

(
a+ b+ l − µ

b

)

=
n−1∑
l=0

rlz
l−n +

∞∑
l=n

rlz
l−n = Pn(z

−1) +Rn(z);

çäåñü ìíîãî÷ëåí

Pn(x) =
n−1∑
l=0

rlx
n−l ∈ Z[x], ãäå rl =

l∑
µ=0

qn−µ

(
a+ b+ l − µ

b

)
, (5.5)

èìååò ñòåïåíü íå âûøå n, à êîýôôèöèåíòû îñòàòêà

Rn(z) =
∞∑
l=n

rlz
l−n

èìåþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

rl =
n∑

µ=0

qn−µ

(
a+ b+ l − µ

b

)

=
n∑

µ=0

(−1)n−µ

(
a+ 2n− 1− µ

n− µ

)(
a+ b+ n

µ

)(
a+ b+ l − µ

b

)

= (−1)n
(a+ b+ n)!

(a+ n− 1)!n!b!

n∑
µ=0

(−1)µ
(
n

µ

)
(a+ 2n− 1− µ)!(a+ b+ l − µ)!

(a+ l − µ)!(a+ b+ n− µ)!

= (−1)n
(a+ b+ n)!

(a+ n− 1)!n!b!

× (a+ 2n− 1)!(a+ b+ l)!

(a+ l)!(a+ b+ n)!

n∑
µ=0

(−n)µ(−a− l)µ(−a− b− n)µ
µ!(−a− 2n+ 1)µ(−a− b− l)µ

= (−1)n
(a+ 2n− 1)!(a+ b+ l)!

(a+ n− 1)!(a+ l)!n!b!
· 3F2

(
−n, −a− l, −a− b− n
−a− 2n+ 1, −a− b− l

∣∣∣∣ 1).
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ (0.29) Ïôàôôà�Çààëüøþòöà ñ âûáî-
ðîì −a − l, −a − b − n è −a − b − l â êà÷åñòâå a, b è c ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷àåì

rl = (−1)n
(a+ 2n− 1)!(a+ b+ l)!

(a+ n− 1)!(a+ l)!n!b!
· (−b)n(n− l)n
(−a− b− l)n(a+ n)n

.

Èñõîäíîå óñëîâèå n 6 b ãàðàíòèðóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû rl íå îáðàùà-
þòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (−b)n = 0). Êðîìå òîãî,
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(n− l)n = 0 äëÿ l èç èíòåðâàëà n 6 l 6 2n− 1, òàê ÷òî rl = 0 äëÿ òàêèõ l,
â òî âðåìÿ êàê

rl =
(a+ 2n− 1)!(a+ b+ l)!

(a+ n− 1)!(a+ l)!n!b!

× b!/(b− n)! · (l − n)!/(l − 2n)!

(a+ b+ l)!/(a+ b+ l − n)! · (a+ 2n− 1)!/(a+ n− 1)!

=
(a+ b+ l − n)!(l − n)!

n!(b− n)!(a+ l)!(l − 2n)!
ïðè l > 2n.

Îêîí÷àòåëüíî,

Rn(z) =
∞∑

l=2n

rlz
l−n = zn

∞∑
ν=0

rν+2nz
ν (5.6)

= zn
1

n!(b− n)!

∞∑
ν=0

(a+ b+ n+ ν)!(n+ ν)!

ν!(a+ 2n+ ν)!
zν

= zn
(
a+ b+ n

b− n

)
· 2F1

(
a+ b+ n+ 1, n+ 1

a+ 2n+ 1

∣∣∣∣ z).
Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (0.32) ê ìíîãî÷ëåíó (5.3) è îñòàò-

êó (5.6), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ëåììà 5.1. Ñïðàâåäëèâû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Qn(z
−1) =

(a+ b+ n)!

(a+ n− 1)!n!(b− n)!

∫ 1

0

ta+n−1(1− t)b−n(1− z−1t)n dt

è

Rn(z) =
(a+ b+ n)!

(a+ n− 1)!n!(b− n)!
zn

∫ 1

0

tn(1− t)a+n−1(1− zt)−(a+b+n+1) dt.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïàðû ñîñåäíèõ ïðè-
áëèæåíèé Ïàäå, âûòåêàþùàÿ èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5.2. Âûïîëíåíî

Qn+1(x)Pn(x)−Qn(x)Pn+1(x) = (−1)n
(
a+ 2n+ 1

a+ n

)(
a+ b+ n

b− n

)
x. (5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ëåâàÿ ÷àñòü (5.7) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì, ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí íóëþ ââèäó Pn(0) = Pn+1(0) = 0 â
ñîîòâåòñòâèè ñ (5.5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Qn+1(z
−1)Pn(z

−1)−Qn(z
−1)Pn+1(z

−1)

= Qn+1(z
−1)

(
Qn(z

−1)F (z)−Rn(z)
)

−Qn(z
−1)

(
Qn+1(z

−1)F (z)−Rn+1(z)
)

= Qn(z
−1)Rn+1(z)−Qn+1(z

−1)Rn(z),
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à èç (5.3), (5.6) çàêëþ÷àåì, ÷òî â ïîñëåäíåé ñóììå âîçíèêàþò òîëüêî îò-
ðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé z:

−Qn+1(z
−1)Rn(z)

= (−1)n
(
a+ 2n+ 1

a+ n

)
z−n−1

(
1 +O(z)

)
·
(
a+ b+ n

b− n

)
zn
(
1 +O(z)

)
= (−1)n

(
a+ 2n+ 1

a+ n

)(
a+ b+ n

b− n

)
1

z
+O(1) ïðè z → 0. �

5.2. Àðèôìåòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p >
√
N èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

ordpN ! =

⌊
N

p

⌋
è ordpN = λ

(
N

p

)
,

ãäå

λ(x) = 1− {x} − {−x} = 1 + ⌊x⌋+ ⌊−x⌋ =

{
1, åñëè x ∈ Z,
0, åñëè x /∈ Z.

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p >
√
a+ b+ n îïðåäåëèì ïîêàçàòåëè

ep = min
µ∈Z

(
−
{
−a+ n

p

}
+

{
−a+ n+ µ

p

}
+

{
µ

p

}
(5.8)

−
{
a+ b+ n

p

}
+

{
a+ b+ µ

p

}
+

{
n− µ

p

})
= min

µ∈Z

(⌊
−a+ n

p

⌋
−
⌊
−a+ n+ µ

p

⌋
−
⌊
µ

p

⌋
+

⌊
a+ b+ n

p

⌋
−
⌊
a+ b+ µ

p

⌋
−
⌊
n− µ

p

⌋)
6 min

06µ6n
ordp

a+ n

a+ n+ µ

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
= min

06µ6n
ordp

(
a+ n− 1 + µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
è

e′p = min
µ∈Z

(
−
{
a+ n+ µ

p

}
+

{
a+ n

p

}
+

{
µ

p

}
(5.9)

−
{
a+ b+ n

p

}
+

{
a+ b+ µ

p

}
+

{
n− µ

p

})
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= min
µ∈Z

(⌊
a+ n+ µ

p

⌋
−
⌊
a+ n

p

⌋
−
⌊
µ

p

⌋
+

⌊
a+ b+ n

p

⌋
−
⌊
a+ b+ µ

p

⌋
−
⌊
n− µ

p

⌋)
6 min

06µ6n
ordp

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
.

Ïîëîæèì

Φ = Φ(a, b, n) =
∏

p>
√
a+b+n

pep è Φ′ = Φ′(a, b, n) =
∏

p>
√
a+b+n

pe
′
p .

(5.10)
Èç (5.3), (5.5) è (5.8), (5.10) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5.3. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Φ−1 ·
(
a+ n− 1 + µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
∈ Z ïðè µ = 0, 1, . . . , n,

îòêóäà

Φ−1Qn(x) ∈ Z[x] è Φ−1Pn(x) ∈ Z[x].

Àðèôìåòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ â ñëó÷àå n+ 1 âìåñòî n äàåòñÿ â ñëåäó-
þùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 5.4. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

(n+ 1)Φ′−1 ·
(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n+ 1

n+ 1− µ

)
∈ Z ïðè µ = 0, 1, . . . , n+ 1,

(5.11)
îòêóäà

(n+ 1)Φ′−1
Qn+1(x) ∈ Z[x] è (n+ 1)Φ′−1

Pn+1(x) ∈ Z[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n+ 1

n+ 1− µ

)
=

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
· a+ b+ n+ 1

n+ 1− µ
.

Òîãäà äëÿ p - n+ 1− µ âûïîëíåíî

ordp

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n+ 1

n+ 1− µ

)
> ordp

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)
> e′p;

(5.12)
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå µ ≡ n+ 1 (mod p), òàê ÷òî µ/p− (n+ 1)/p ∈ Z èëè

ordp

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n+ 1

n+ 1− µ

)
(5.13)

= −
{
a+ n+ µ

p

}
+

{
a+ n

p

}
+

{
µ

p

}
−
{
a+ b+ n+ 1

p

}
+

{
a+ b+ µ

p

}
+

{
n+ 1− µ

p

}
= −

{
a+ 2n+ 1

p

}
+

{
a+ n

p

}
+

{
n+ 1

p

}
= ordp

(
a+ 2n+ 1

n+ 1

)
= ordp

(
a+ 2n

n

)
+ ordp

a+ 2n+ 1

n+ 1

= ordp

(
a+ n+ µ

µ

)(
a+ b+ n

n− µ

)∣∣∣∣
µ=n

+ ordp
a+ 2n+ 1

n+ 1

> e′p − ordp(n+ 1).

Êîìáèíèðóÿ (5.12) è (5.13), ïðèõîäèì ê òðåáóåìûì âêëþ÷åíèÿì (5.11). �

5.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Öåëî÷èñëåííûå ïàðàìåòðû a, b è n áóäóò òåïåðü çàâèñåòü îò âîçðàñòà-
þùåãî ïàðàìåòðà m ∈ N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = αm, b = βm, n = γm èëè n = γm+ 1,

ãäå ñ âûáîðîì öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ α, β, γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 2α 6 β
è γ < β, ìû îïðåäåëèìñÿ ïîçäíåå. Òîãäà ëåììà 5.1 è ìåòîä Ëàïëàñà ïðè-
âîäÿò ê àñèìïòîòèêå

C0(z) = lim
m→∞

log |Rn(z)|
m

(5.14)

= (α + β + γ) log(α + β + γ)− (α + γ) log(α + γ)

− γ log γ − (β − γ) log(β − γ) + γ log |z|
+ max

06t61
Re

(
γ log t+ (α + γ) log(1− t)− (α + β + γ) log(1− zt)

)
è

C1(z) = lim
m→∞

log |Qn(z
−1)|

m
(5.15)

= (α + β + γ) log(α + β + γ)− (α + γ) log(α + γ)

− γ log γ − (β − γ) log(β − γ)

+ max
06t61

Re
(
(α + γ) log t+ (β − γ) log(1− t) + γ log(1− z−1t)

)
.
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Êðîìå òîãî, èç (5.8)�(5.10) è ëåììû 1.5 èìååì

C2 = lim
m→∞

log Φ(αm, βm, γm)

m
=

∫ 1

0

ϕ(x) dψ(x),

C ′
2 = lim

m→∞

log Φ′(αm, βm, γm)

m
=

∫ 1

0

ϕ′(x) dψ(x),

(5.16)

ãäå, êàê è ðàíåå, ψ(x) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-ôóíêöèè, à
1-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ϕ(x) è ϕ′(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(x) = min
06y<1

ϕ̂(x, y), ϕ′(x) = min
06y<1

ϕ̂′(x, y),

ϕ̂(x, y) = −{−(α + γ)x}+ {−(α + γ)x− y}+ {y}
− {(α + β + γ)x}+ {(α + β)x+ y}+ {γx− y},

ϕ̂′(x, y) = −{(α + γ)x+ y}+ {(α + γ)x}+ {y}
− {(α + β + γ)x}+ {(α + β)x+ y}+ {γx− y}.

Ëåììà 5.5. Ôóíêöèè ϕ(x) è ϕ′(x) îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû 0,
òàê ÷òî

C2 = C ′
2. (5.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ϕ̂(x, 0) = ϕ̂′(x, 0) ∈ {0, 1}, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(x) ∈ {0, 1} è ϕ′(x) ∈ {0, 1}.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé

∆(x, y) = ϕ̂(x, y)− ϕ̂′(x, y) = λ((α + γ)x)− λ((α + γ)x+ y).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (α + γ)x /∈ Z; â ýòîì ñëó÷àå èìååì ∆(x, y) = −λ((α +
γ)x + y) 6 0, îòêóäà ∆(x, y) = 0, åñëè y ̸= −{(α + γ)x}. Òàêèì îáðàçîì,
åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ϕ(x) ̸= ϕ′(x) ñëåäóþùàÿ:

ϕ̂(x, y) > 1 ïðè y ̸= −{(α + γ)x},
ϕ̂(x, y) = 0 ïðè y = −{(α + γ)x}.

(5.18)

Ïîñêîëüêó ϕ̂′(x, 0) > 1, âûïîëíåíî {(α + β)x}+ {γx} = 1; äàëåå,

{(α + β)x+ y}+ {γx− y} − {(α + β + γ)x}

=


1, åñëè 0 6 y < 1− {(α + β)x},
0, åñëè 1− {(α + β)x} 6 y 6 {γx},
1, åñëè {γx} < y < 1,

è

{−(α + γ)x− y}+ {y} − {−(α + γ)x} =

{
0, åñëè 0 6 y 6 {−(α + γ)x},
1, åñëè {−(α + γ)x} < y < 1.

Óñëîâèÿ (5.18) íà ôóíêöèþ ϕ̂(x, y) âëåêóò 1 − {(α + β)x} = {−(α + γ)x}
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (β − γ)x ∈ Z.

Íàêîíåö, ìíîæåñòâà {x ∈ R : (α + γ)x ∈ Z} è {x ∈ R : (β − γ)x ∈ Z}
èìåþò ìåðó 0, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �
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Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíêè ñíèçó äëÿ ìîäóëÿ âåëè÷èíû
εk, ãäå (

3

2

)k

=Mk + εk, Mk ∈ Z, 0 < |εk| <
1

2
.

Ïðåäñòàâèì k > 3 â âèäå k = 3(βm+1)+ j ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè m

è j < 3β. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (5.4) íà Φ̃−13b−2a+j+1, ãäå Φ̃ = Φ(αm, βm, γm)

â ñëó÷àå n = γm è Φ̃ = Φ′(αm, βm, γm)/(γm + 1) â ñëó÷àå n = γm + 1, è
ïîäñòàâèì z = 1/9:

Qn(9)Φ̃
−12j ·

(
3

2

)j

3b−2a+1F

(
a, b;

1

9

)
(5.19)

= Pn(9)Φ̃
−13b−2a+j+1 +Rn

(
1

9

)
Φ̃−13b−2a+j+1.

Èç (5.1), (5.2) ìû âèäèì, ÷òî(
3

2

)j

3b−2a+1F

(
a, b;

1

9

)
≡

(
3

2

)3(b+1)+j

(mod Z) =
(
3

2

)k

,

òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåM ′
k+εk äëÿ íåêîòîðîãîM

′
k ∈ Z

è ðàâåíñòâî (5.19) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Qn(9)Φ̃
−12j · εk =M ′′

k +Rn

(
1

9

)
Φ̃−13b−2a+j+1, (5.20)

ãäå

M ′′
k = Pn(9)Φ̃

−13b−2a+j+1 −Qn(9)Φ̃
−12jM ′

k ∈ Z
ñîãëàñíî ëåììàì 5.3 è 5.4. Â ñâîþ î÷åðåäü, ëåììà 5.2 ãàðàíòèðóåò M ′′

k ̸= 0
äëÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ÷èñåë n = γm èëè γm+ 1; ìû ôèêñèðóåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âûáîð n. Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî

C0

(
1

9

)
− C2 + (β − 2α) log 3 < 0, (5.21)

èç (5.14) è (5.16) ïîëó÷àåì∣∣∣∣Rn

(
1

9

)
Φ̃−13b−2a+j+1

∣∣∣∣ < 1

2
äëÿ âñåõ m > N1,

ãäå N1 > 0 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.20) è |M ′′

k | > 1 èìååì

|Qn(9)Φ̃
−12j| · |εk| > |M ′′

k | −
∣∣∣∣Rn

(
1

9

)
Φ̃−13b−2a+j+1

∣∣∣∣ > 1

2
,

òàê ÷òî ñîãëàñíî (5.14), (5.15) çàêëþ÷àåì, ÷òî

|εk| >
Φ̃

2j+1|Qn(9)|
>

Φ̃

23β|Qn(9)|
> e−m(C1(1/9)−C2+δ)
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äëÿ ëþáîãî δ > 0 è m > N2(δ) ïðè óñëîâèè, ÷òî C1(1/9)−C2+ δ > 0; çäåñü
N2(δ) ýôôåêòèâíî çàâèñèò îò δ. Íàêîíåö, ââèäó k > 3βm ïîëó÷àåì îöåíêó

|εk| > e−k(C1(1/9)−C2+δ)/(3β), (5.22)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè âñåõ k > K0(δ), ãäå ïîñòîÿííàÿ K0(δ) ìîæåò áûòü ÿâíî
âûðàæåíà â òåðìèíàõ max(N1, N2(δ)).

Âûáèðàÿ α = γ = 9 è β = 19 (÷òî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âûáî-
ðîì öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ α, β, γ, ïî êðàéíåé ìåðå ïðè îãðàíè÷åíèè
β 6 100), íàõîäèì

C0

(
1

9

)
= 3.28973907 . . . , C1

(
1

9

)
= 35.48665992 . . . ,

è

ϕ(x) =



1, åñëè {x} ∈
[

2
37
, 1
18

]
∪
[

3
37
, 1
10

)
∪
[

4
37
, 1
9

)
∪
[

6
37
, 1
6

]
∪
[

7
37
, 1
5

)
∪
[

8
37
, 2
9

)
∪
[
10
37
, 5
18

]
∪
[
11
37
, 3
10

)
∪
[
12
37
, 1
3

)
∪
[
14
37
, 7
18

]
∪
[
16
37
, 4
9

)
∪
[
18
37
, 1
2

)
∪
[
20
37
, 5
9

)
∪
[
22
37
, 3
5

)
∪
[
24
37
, 2
3

)
∪
[
28
37
, 7
9

)
∪
[
32
37
, 8
9

)
∪
[
36
37
, 1
)
,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îòêóäà

C2 = C ′
2 = 4.46695926 . . . .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âû÷èñëåíèé ïðîâåðÿåì óñëîâèå (5.21),

C0

(
1

9

)
− C2 + (β − 2α) log 3 = −0.07860790 . . . ,

è ñ âûáîðîì δ = 0.00027320432 . . . èìååì

e−(C1(1/9)−C2+δ)/(3β) = 0.5803.

Ñîãëàñíî (5.22) ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 5. �

5.4. Ñìåæíûå ðåçóëüòàòû

Êîíñòðóêöèÿ ýòîé ãëàâû ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü ñõîæèå ðåçóëüòàòû
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ∥(4/3)k∥ è ∥(5/4)k∥, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ(

4

3

)2(b+1)

= 2b+1

(
1 +

1

8

)−(b+1)

(5.23)

≡ (−1)a2b−3a+1F

(
a, b;−1

8

)
(mod Z),

ãäå 3a 6 b,
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è (
5

4

)7b+3

= 2 · 5b
(
1 +

3

125

)−(2b+1)

(5.24)

≡ (−1)a2 · 3a · 5b−3aF

(
a, 2b;− 3

125

)
(mod Z),

ãäå 3a 6 b.

Èìåííî, âûáèðàÿ a = 5m, b = 15m, n = 6m(+1) â ñëó÷àå (5.23) è a = 3m,
b = 9m, n = 7m(+1) â ñëó÷àå (5.24) è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ § 5.3, ìû
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 9. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè∥∥∥∥(4

3

)k∥∥∥∥ > 0.4914k = 3−k·0.64672207... ïðè k > K1,∥∥∥∥(5

4

)k∥∥∥∥ > 0.5152k = 4−k·0.47839775... ïðè k > K2,

ãäå K1 è K2 � íåêîòîðûå ýôôåêòèâíûå ïîñòîÿííûå.

Îáùèé ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∥(1+ 1/N)k∥ ñ öåëûì N > 5 ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåí òàê æå, êàê è â [20], [16], ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ(

N + 1

N

)b+1

=

(
1− 1

N + 1

)−(b+1)

≡ F

(
0, b;

1

N + 1

)
(mod Z).



ÃËÀÂÀ 6

Ðåøåíèå çàäà÷è À. Øìèäòà

Ïðàâàÿ ÷àñòü (0.42) îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìîå ëåæàíäðîâî ïðåîáðà-

çîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {c(r)k }k=0,1,.... Â îáùåé ñèòóàöèè åñëè

an =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
ck =

n∑
k=0

(
2k

k

)(
n+ k

n− k

)
ck,

òî ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó îáðàòíûìè ëåæàíäðîâûìè
ïàðàìè âûïîëíåíî (

2n

n

)
cn =

∑
k

(−1)n−kdn,kak,

ãäå

dn,k =

(
2n

n− k

)
−
(

2n

n− k − 1

)
=

2k + 1

n+ k + 1

(
2n

n− k

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ

t
(r)
n,j =

n∑
k=j

(−1)n−kdn,k

(
k + j

k − j

)r

, (6.1)

ïîëó÷àåì (
2n

n

)
c(r)n =

n∑
j=0

(
2j

j

)r

t
(r)
n,j. (6.2)

Ñëó÷àé r = 1 çàäà÷è ?? òðèâèàëåí (ïîòîìó è íå âêëþ÷åí â ôîðìóëèðîâêó
çàäà÷è), â òî âðåìÿ êàê ñëó÷àè r = 2 è r = 3 ðåàëèçîâàíû â [104], [114]

áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî t
(2)
n,j è t

(3)
n,j èìåþò çàìêíóòóþ ôîðìó. Èìåííî, ñ ïîìî-

ùüþ àëãîðèòìà Öàéëüáåðãåðà ñîçèäàòåëüíîãî òåëåñêîïèðîâàíèÿ äëÿ ýòèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ïðîñòûì
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê ïî n, òàê è ïî j. Ê ñîæàëå-
íèþ, â ñëó÷àå r > 4 ïîäîáíàÿ àðãóìåíòàöèÿ óæå íåäîñòóïíà.

Ô. Øòðåëü â [114, § 4.2] çàìåòèë, ÷òî òðåáóåìàÿ â òåîðåìå 6 öåëîçíà÷-
íîñòü ñëåäóåò èç äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

(
2j
j

)r · t(r)n,j íà
(
2n
n

)
ïðè âñåõ j,

0 6 j 6 n. Îí âûñêàçàë ãèïîòåçó î ñïðàâåäëèâîñòè ðåçóëüòàòà, îáîáùàþ-
ùåãî òåîðåìó 6, êîòîðîå ìû è áóäåì äîêàçûâàòü.

Òåîðåìà 10. ×èñëà
(
2n
n

)−1(2j
j

)
t
(r)
n,j ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.

Íàøà ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10 (à, çíà÷èò, è òåîðåìû 6) çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïåðåïèñàòü (6.1) â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîì âèäå è

94
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ïðèìåíèòü ïîäõîäÿùèå ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðåä-
ëîæåíèÿ 6.1 è 6.2 íèæå). Ïðèâîäèìîå äàëåå äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî
â [153] è [155].

6.1. Ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûå ðÿäû

Çàìåíÿÿ n− k íà l â (6.1), èìååì

t
(r)
n,j =

∑
l>0

(−1)l
2n− 2l + 1

2n− l + 1

(
2n

l

)(
n− l + j

n− l − j

)r

,

ãäå ðÿä ñïðàâà îáðûâàåòñÿ (ò.å. ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ). Áóäåò
óäîáíî çàïèñûâàòü ïîäîáíûå îáðûâàþùèåñÿ ðÿäû êðàòêî â âèäå

∑
l, ÷òî,

íà ñàìîì äåëå, ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñîãëàøåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [82]).
Îòíîøåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäíåé ñóììû ðàâíî

−(2n+ 1) + l

1 + l
·
−1

2
(2n− 1) + l

−1
2
(2n+ 1) + l

·
(
−(n− j) + l

−(n+ j) + l

)r

,

ïîýòîìó

t
(r)
n,j =

(
n+ j

n− j

)r

·r+2Fr+1

(
−(2n+ 1), −1

2
(2n− 1), −(n− j), . . . , −(n− j)

−1
2
(2n+ 1), −(n+ j), . . . , −(n+ j)

∣∣∣∣ 1)
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì. Â äà-
ëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò z = 1 ó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Ñëåäóþùèå äâà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòà � ñóììèðîâàíèå Äóãàëëà

5F4(1)-ðÿäà (äîêàçàííîå â 1907) è ïðåîáðàçîâàíèå Óèïïëà 7F6(1)-ðÿäà (äî-
êàçàííîå â 1926) � ïîòðåáóþòñÿ â ñëó÷àÿõ r = 3, 4, 5 äëÿ òåîðåì 6 è 10.

Ïðåäëîæåíèå 6.1 ([11, § 4.3]). Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

5F4

(
a, 1 + 1

2
a, c, d, −m

1
2
a, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a+m

)
=

(1 + a)m (1 + a− c− d)m
(1 + a− c)m (1 + a− d)m

(6.3)
è

7F6

(
a, 1 + 1

2
a, b, c, d, e, −m

1
2
a, 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a+m

)
=

(1 + a)m (1 + a− d− e)m
(1 + a− d)m (1 + a− e)m

· 4F3

(
1 + a− b− c, d, e, −m

1 + a− b, 1 + a− c, d+ e− a−m

)
,

(6.4)

ãäå m íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå.

Êàê ñëåäñòâèå (6.3) ïîëó÷àåì (áåç âñÿêîãî ñîçèäàòåëüíîãî òåëåñêîïè-
ðîâàíèÿ)

t
(3)
n,j =

(
n+ j

n− j

)3

· (−2n)n−j(−2n+ 2(n− j))n−j

(−2n+ (n− j))2n−j

=
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3
,
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÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, íàéäåííûì â [114, § 4.2]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èç (6.2) âûòåêàåò ñëåäóþùåå òî÷íàÿ ôîðìóëà:

c(3)n =

(
2n

n

)−1∑
j

(
2j

j

)3
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3
=

∑
j

(
2j

j

)2(
2j

n− j

)(
n

j

)2

.

Â ñëó÷àå r = 5 ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (6.4):

t
(5)
n,j =

(
n+ j

n− j

)5

· (−2n)n−j(−2n+ 2(n− j))n−j

(−2n+ (n− j))2n−j

× 4F3

(−2j, −(n− j), −(n− j), −(n− j)

−(n+ j), −(n+ j), 3j − n+ 1

)
=

(
n+ j

n− j

)2
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3

∑
l

(−2j)l (−(n− j))3l
l! (−(n+ j))2l (3j − n+ 1)l

=
(2n)!

(2j)! (n− j)!2

∑
l

(
n− l + j

n− l − j

)2(
2j

l

)(
2j

n− l − j

)

=
(2n)!

(2j)! (n− j)!2

∑
k

(
k + j

k − j

)2(
2j

n− k

)(
2j

k − j

)
,

çíà÷èò, (
2n

n

)−1(
2j

j

)
t
(5)
n,j =

(
n

j

)2∑
k

(
k + j

k − j

)2(
2j

n− k

)(
2j

k − j

)
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, è â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.2) ìû ïîëó÷àåì (0.44).

Â ñëó÷àå r = 4 ïðèìåíèì ôîðìóëó (6.4) ñ b = (1 + a)/2 (òàê ÷òî ðÿä â
ëåâîé ÷àñòè ðåäóöèðóåòñÿ ê ñîâåðøåííî óðàâíîâåøåííîìó 6F5(1)-ðÿäó):

t
(4)
n,j =

(
n+ j

n− j

)4

· (−2n)n−j(−2n+ 2(n− j))n−j

(−2n+ (n− j))2n−j

× 4F3

(−j, −(n− j), −(n− j), −(n− j)

−n, −(n+ j), 3j − n+ 1

)
=

(
n+ j

n− j

)
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3

∑
l

(−j)l (−(n− j))3l
l! (−n)l (−(n+ j))l(3j − n+ 1)l

=
(2n)! j!

n! (n− j)! (2j)!

∑
l

(
n− l + j

n− l − j

)(
j

l

)(
n− l

j

)(
2j

n− l − j

)
=

(2n)! j!

n! (n− j)! (2j)!

∑
k

(
k + j

k − j

)(
j

n− k

)(
k

j

)(
2j

k − j

)
,

îòêóäà âíîâü
(
2n
n

)−1(2j
j

)
t
(4)
n,j ∈ Z, è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (0.43).
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6.2. Êðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýíäðþñà

�Êëàññè÷åñêèå� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà ñïðàâëÿþòñÿ òîëüêî â
ñëó÷àÿõ1 r = 2, 3, 4, 5 â òåîðåìàõ 6 è 10. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ýòè
òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Óèïïëà (6.4). Òðåáóåìîå îáîáùåíèå óñòàíîâëåíî Äæ. Ýíäðþñîì
â [3, òåîðåìà 4]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè q → 1 â òåîðåìå Ýíäðþñà, ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Äëÿ s > 1 è m íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî

2s+3F2s+2

(
a, 1 + 1

2
a, b1, c1, b2, c2, . . .

1
2
a, 1 + a− b1, 1 + a− c1, 1 + a− b2, 1 + a− c2, . . .

. . . , bs, cs, −m

. . . , 1 + a− bs, 1 + a− cs, 1 + a+m

)
=

(1 + a)m(1 + a− bs − cs)m
(1 + a− bs)m(1 + a− cs)m

∑
l1>0

(1 + a− b1 − c1)l1(b2)l1(c2)l1
l1! (1 + a− b1)l1(1 + a− c1)l1

×
∑
l2>0

(1 + a− b2 − c2)l2(b3)l1+l2(c3)l1+l2

l2! (1 + a− b2)l1+l2(1 + a− c2)l1+l2

· · ·

×
∑

ls−1>0

(1 + a− bs−1 − cs−1)ls−1(bs)l1+···+ls−1(cs)l1+···+ls−1

ls−1! (1 + a− bs−1)l1+···+ls−1(1 + a− cs−1)l1+···+ls−1

×
(−m)l1+···+ls−1

(bs + cs − a−m)l1+···+ls−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Êàê è â § 6.1, áóäåì ðàçëè÷àòü ñëó-
÷àè â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè r.

Åñëè r = 2s + 1, òî, ïîëàãàÿ a = −(2n + 1) è b1 = c1 = · · · = bs = cs =
−m = −(n− j) â ïðåäëîæåíèè 6.2, íàõîäèì

t
(2s+1)
n,j =

(
n+ j

n− j

)2s−2
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3

∑
l1

(
2j

l1

)(
(−(n− j))l1
(−(n+ j))l1

)2

×
∑
l2

(
2j

l2

)(
(−(n− j))l1+l2

(−(n+ j))l1+l2

)2

· · ·

×
∑
ls−1

(
2j

ls−1

)(
(−(n− j))l1+···+ls−1

(−(n+ j))l1+···+ls−1

)2

×
(−1)l1+···+ls−1(−(n− j))l1+···+ls−1

(3j − n+ 1)l1+···+ls−1

1Êàê çàìåòèë Ê. Êðàòòåíòàëåð, ýòî íå ñîâñåì âåðíî, òàê êàê ïðèâîäèìîå äàëåå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ýíäðþñà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óèïïëà (6.4)
è ôîðìóëû Ïôàôôà�Çààëüøþòöà (0.29).
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=
(2n)!

(2j)! (n− j)!2

∑
l1

(
2j

l1

)(
n− l1 + j

n− l1 − j

)2∑
l2

(
2j

l2

)(
n− l1 − l2 + j

n− l1 − l2 − j

)2

· · ·

×
∑
ls−1

(
2j

ls−1

)(
n− l1 − · · · − ls−1 + j

n− l1 − · · · − ls−1 − j

)2

·
(

2j

n− l1 − · · · − ls−1 − j

)
.

Åñëè r = 2s, òî ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 6.2 ñ âûáîðîì a = −(2n + 1),
b1 = (a+ 1)/2 = −n è c1 = b2 = · · · = bs = cs = −m = −(n− j):

t
(2s)
n,j =

(
n+ j

n− j

)2s−3
(2n)!

(3j − n)! (n− j)!3

∑
l1

(
j

l1

)
(−(n− j))l1

(−n)l1
(−(n− j))l1
(−(n+ j))l1

×
∑
l2

(
2j

l2

)(
(−(n− j))l1+l2

(−(n+ j))l1+l2

)2

· · ·

×
∑
ls−1

(
2j

ls−1

)(
(−(n− j))l1+···+ls−1

(−(n+ j))l1+···+ls−1

)2

×
(−1)l1+···+ls−1(−(n− j))l1+···+ls−1

(3j − n+ 1)l1+···+ls−1

=
(2n)! j!

n! (n− j)! (2j)!

∑
l1

(
j

l1

)(
n− l1
j

)(
n− l1 + j

n− l1 − j

)

×
∑
l2

(
2j

l2

)(
n− l1 − l2 + j

n− l1 − l2 − j

)2

· · ·

×
∑
ls−1

(
2j

ls−1

)(
n− l1 − · · · − ls−1 + j

n− l1 − · · · − ls−1 − j

)2

·
(

2j

n− l1 − · · · − ls−1 − j

)
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåìàÿ öåëî÷èñëåííîñòü(
2n

n

)−1(
2j

j

)
t
(r)
n,j ∈ Z, j = 0, 1, . . . , n,

ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 10. �

Òåîðåìà 6 ïî ñóòè áûëà äîêàçàíà âî âðåìÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10

ñ ÿâíûìè ôîðìóëàìè äëÿ c
(4)
n , c

(5)
n è â îáùåì äëÿ c

(r)
n , r > 2.



ÃËÀÂÀ 7

Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ L-ðÿäîâ ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ

Ñîäåðæàíèå ýòîé ãëàâû óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû äåìîíñòðè-
ðóåì ìåòîä èç [97], [98] íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ L-çíà÷åíèÿ L(E, 2) â § 7.1,
à çàòåì â § 7.2 îïèñûâàåì îáùèé àëãîðèòì, íà êîòîðîì îñíîâàí ìåòîä.
Â § 7.3 ìû èëëþñòðèðóåì ýòîò àëãîðèòì íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ L(E, 3)
êàê ïåðèîäà; íàêîíåö, â § 7.4 ìû ñòðîèì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ äëÿ íàéäåííûõ ðàíåå èíòåãðàëüíûõ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâî-
äÿò ê èíûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì � âñ¼ ýòî ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò
òåîðåìû 7. Â ïðèìåðàõ § 7.1, § 7.3 (è § 7.4), E îáîçíà÷àåò ýëëèïòè÷åñêóþ
êðèâóþ êîíäóêòîðà 32. Âûáîð ýòîé êðèâîé îáóñëîâëåí äâóìÿ ïðè÷èíàìè.
Âî-ïåðâûõ, îíà íå îáñóæäàåòñÿ â íàøèõ ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [97], [98] ñ
Ì. Ðîäæåðñîì; âî-âòîðûõ, âîçíèêàþùèå ìîäóëÿðíûå ïàðàìåòðèçàöèè íàè-
áîëåå ïðîñòûå è êëàññè÷åñêèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòå àâòîðà [164].

Âñþäó â ýòîé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå q = e2πiτ äëÿ τ èç âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè Im τ > 0, òàê ÷òî |q| < 1. Íàøèì îñíîâíûì êîíñòðóê-
òîðîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ñëóæèò ýòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà

η(τ) = q1/24
∞∏

m=1

(1− qm) =
∞∑

n=−∞

(−1)nq(6n+1)2/24

ñ åå ìîäóëÿðíîé èíâîëþöèåé

η(−1/τ) =
√
−iτη(τ). (7.1)

Äëÿ êðàòêîñòè ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ηk = η(kτ). Îòìåòèì, ÷òî áåñ-
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ýòà-ôóíêöèè â áîëåå îáùåé ôîðìå óæå ïîÿâ-
ëÿëîñü â ãë. 3 ïîä èìåíåì q-ãàììà ôóíêöèè, à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ýòà-ôóíêöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
ζq(2), òàêæå îáñóæäàâøååñÿ â ãë. 3.

Äëÿ ôóíêöèé ïàðàìåòðà τ èëè q = e2πiτ áóäåì èñïîëüçîâàòü äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

δ =
1

2πi

d

dτ
= q

d

dq
,

99
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à òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç δ−1 îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íîð-
ìàëèçîâàííîå íóëåì â τ = i∞ (èëè â q = 0):

δ−1f =

∫ q

0

f
dq

q
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ (ïàðàáîëè÷åñêîé) ìîäóëÿðíîé ôîðìû f(τ) =
∑∞

n=1 anq
n

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

L(f,m) =
1

(m− 1)!

∫ 1

0

f logm−1 q
dq

q
=

∞∑
n=1

an
nm

= (δ−mf)|q=1 (7.2)

â ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííàÿ ñóììà èìååò ñìûñë.

7.1. L(E, 2)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â § 0.8, L-ðÿä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé êîíäóê-
òîðà 32 ñîâïàäàåò ñ L-ðÿäîì ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû f(τ) = η24η

2
8 (ñì. íàø

ïðèìåð â § 0.8).
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëàìáåðòà (ÿâëÿþùèéñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìû âåñà 1 â ðÿä Ýéçåíøòåé-
íà):

η48
η24

=
∑
m>1

(
−4

m

)
qm

1− q2m
=

∑
m,n>1
n íå÷.

(
−4

m

)
qmn =

∑
m,n>1

a(m)b(n)qmn,

ãäå a(m) =

(
−4

m

)
, b(n) = n mod 2,

à ÷åðåç
(−4

m

)
îáîçíà÷åí êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 4.

Òîãäà

f(it) =
η48
η24

η44
η28

∣∣∣∣
τ=it

=
η48
η24

∣∣∣∣
τ=it

· 1

2t

η48
η24

∣∣∣∣
τ=i/(32t)

=
1

2t

∑
m1,n1>1

a(m1)b(n1)e
−2πm1n1t

∑
m2,n2>1

b(m2)a(n2)e
−2πm2n2/(32t), (7.3)

ãäå t > 0 è ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíâîëþöèåé (7.1).
Äàëåå

L(E, 2) = L(f, 2) =

∫ 1

0

f log q
dq

q
= −4π2

∫ ∞

0

f(it)t dt

= −2π2

∫ ∞

0

∑
m1,n1,m2,n2>1

a(m1)b(n1)b(m2)a(n2)

× exp

(
−2π

(
m1n1t+

m2n2

32t

))
dt
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= −2π2
∑

m1,n1,m2,n2>1

a(m1)b(n1)b(m2)a(n2)

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n1t+

m2n2

32t

))
dt.

Íîâèçíà íàøåãî ìåòîäà � â ýëåìåíòàðíîì àíàëèòè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè,
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó ïåðåìåííîé t = n2u/n1 âî âíóòðåííåì
èíòåãðàëå. Òàêàÿ çàìåíà íå âëèÿåò íà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, íî
èçìåíÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó:

L(E, 2) = −2π2
∑

m1,n1,m2,n2>1

a(m1)b(n1)b(m2)a(n2)n2

n1

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n2u+

m2n1

32u

))
du

= −2π2

∫ ∞

0

∑
m1,n2>1

a(m1)a(n2)n2e
−2πm1n2u

×
∑

m2,n1>1

b(m2)b(n1)

n1

e−2πm2n1/(32u)du.

Ïåðâûé äâîéíîé ðÿä ïîä èíòåãðàëîì îòâå÷àåò∑
m,n>1

a(m)a(n)n qmn =
∑

m,n>1

(
−4

mn

)
n qmn =

∑
n>1

n

(
−4

n

)
nqn

1 + q2n
=
η42η

4
8

η44
,

à âòîðîé îòâå÷àåò∑
m,n>1

b(m)b(n)

n
qmn =

∑
m,n>1

qmn

n
− q(2m)n

n
− qm(2n)

2n
+
q(2m)(2n)

2n

=
1

2

∑
m,n>1

2qmn − 3q2mn + q4mn

n

= −1

2
log

∏
m>1

(1− qm)2(1− q4m)

(1− q2m)3
= −1

2
log

η21η4
η32

,

òàê ÷òî

L(E, 2) = π2

∫ ∞

0

η42η
4
8

η44

∣∣∣∣
τ=iu

· log η
2
1η4
η32

∣∣∣∣
τ=i/(32u)

du.

Ïðèìåíÿÿ èíâîëþöèþ (7.1) ê ýòà-ïðîèçâåäåíèþ ïîä çí�àêîì ëîãàðèôìà,
ìû ïîëó÷àåì

L(E, 2) = π2

∫ ∞

0

η42η
4
8

η44
log

√
2η8η

2
32

η316

∣∣∣∣
τ=iu

du.

Íà ýòîì ýòàïå â äåéñòâèå âñòóïàåò �ìîäóëÿðíàÿ ìàãèÿ�: âûáèðàÿ ìîäó-
ëÿðíóþ ôóíêöèþ x(τ) = η42η

2
8/η

6
4, èçìåíÿþùóþñÿ îò 0 äî 1 ïðè èçìåíåíèè
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τ îò 0 äî i∞, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1

2πi

x dx

2
√
1− x4

= −η
4
2η

4
8

η44
dτ è

(√
2η8η

2
32

η316

)2

=
1− x

1 + x
.

Ïîäûòîæèâàÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E êîíäóêòîðà 32 èìå-
åò ìåñòî ôîðìóëà

L(E, 2) =
π

8

∫ 1

0

x√
1− x4

log
1 + x

1− x
dx = 0.9170506353 . . . .

7.2. Îáùèé ñëó÷àé

Ïî-ñóùåñòâó, ïðîäåëàííûå íàìè ìàíèïóëÿöèè ñ L(E, 2) = L(f, 2) â § 7.1
ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó: ñíà÷àëà ìû ïðåäñòàâëÿåì ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîð-
ìó f(τ) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà âåñà 1, à â çàâåðøå-
íèè ìû ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå îïÿòü æå äâóõ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà, g2(τ)
è g0(τ), íî óæå âåñà 2 è 0 ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî L(f, 2) = cπL(g2g0, 1) ñ
íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ïîñòîÿííîé c. Ïîëó÷åííûé îáúåêò îáðå÷åí áûòü
ïåðèîäîì â ñìûñëå [64]: äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìîäóëÿð-
íûõ ôîðì g0(τ) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìîì ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè, à 2πi g2(τ) dτ
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ìîäóëÿðíóþ ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëîì ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè; íàêîíåö, ëþáûå äâå ìîäóëÿðíûå ôóíêöèè
ñâÿçàíû àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì íàä ïîëåì Q àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë.

Îïèñàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ äâóõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a(m), b(n) áóäåì íàçû-

âàòü âûðàæåíèÿ âèäà

gk(τ) = a+
∑

m,n>1

a(m)b(n)nk−1qmn (7.4)

ïî÷òè ðÿäàìè Ýéçåíøòåéíà âåñà k, ïðè óñëîâèè, ÷òî gk(τ) ÿâëÿåòñÿ ìîäó-
ëÿðíîé ôîðìîé êàêîãî-ëèáî óðîâíÿ, ò.å. îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â äðóãîé îáúåêò
ïîäîáíîãî æå òèïà ïîä äåéñòâèåì èíâîëþöèè τ 7→ −1/(Nτ) ñ íåêîòîðûì
âûáîðîì öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî N . Ïîäîáíîå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè â ñëó÷àå, êîãäà k > 0 è gk(τ) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ýéçåíøòåéíà (íàïðèìåð,
ñ âûáîðîì a(m) = 1 è b(n) � õàðàêòåðà Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N çàäàííîé
÷åòíîñòè, b(−1) = (−1)k); òîãäà ĝk(τ) = gk(−1/(Nτ))(

√
−Nτ)−k îïÿòü æå

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ýéçåíøòåéíà. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ïî÷òè ðÿäîâ Ýé-
çåíøòåéíà èìååò çàìå÷àòåëüíûé ñìûñë è äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
k. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå k = 0 ìû ïîëó÷àåì ñëàáûå ìîäóëÿðíûå ôîð-
ìû g0(τ) âåñà 0 � ëîãàðèôìû ìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé íàïîäîáèå ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ýòà-ôóíêöèè Äå-
äåêèíäà. Òàê æå è â ñëó÷àå k 6 0, ïðèìåðû ïî÷òè ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà
äàþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè ýéõëåðîâûìè èíòåãðàëàìè � ïåðâîîáðàçíûìè
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ïîðÿäêà 1− k ãîëîìîðôíûõ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà âåñà 2− k; ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ìîäóëÿðíîé ãðóïïû ñëåäóþò
èç çíàìåíèòîé ëåììû Ãåêêå [125, § 5].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò L-çíà÷åíèå L(f, k0) ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ôîðìû f(τ) âåñà k = k1+k2, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (â îáùåì ñëó÷àå â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íåñêîëü-
êèõ ïðîèçâåäåíèé) äâóõ ïî÷òè ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà gk1(τ) è ĝk2(τ), â êîòî-
ðîì ïåðâûé ðÿä îáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè (ò.å. a = gk1(i∞) = 0
â (7.4)), à âòîðîé � â íóëå (ò.å. ĝk2(i0) = 0). (Òàêîå ïîâåäåíèå íà áåñ-
êîíå÷íîñòè è â íóëå � ÷àñòíûå ñëó÷àè ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê � ìîæåò
áûòü äîñòèãíóòî, ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà f(τ) ïàðàáîëè-
÷åñêàÿ, çíà÷èò îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷êàõ.) Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè íàñ èíòåðåñóåò ðÿä íå äëÿ ñàìîãî ĝk2(τ), à äëÿ åãî îáðàçà
gk2(τ) = ĝk2(−1/(Nτ))(

√
−Nτ)−k2 ïîä äåéñòâèåì èíâîëþöèè:

gk1(τ) =
∑

m,n>1

a1(m)b1(n)n
k1−1qmn è gk2(τ) =

∑
m,n>1

a2(m)b2(n)n
k2−1qmn.

Èìååì

L(f, k0) = L(gk1 ĝk2 , k0) =
1

(k0 − 1)!

∫ 1

0

gk1 ĝk2 log
k0−1 q

dq

q

=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!

∫ ∞

0

gk1(it)ĝk2(it)t
k0−1 dt

=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∫ ∞

0

gk1(it)gk2(i/(Nt))t
k0−k2−1 dt

=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∫ ∞

0

∑
m1,n1>1

a1(m1)b1(n1)n
k1−1
1 e−2πm1n1t

×
∑

m2,n2>1

a2(m2)b2(n2)n
k2−1
2 e−2πm2n2/(Nt)tk0−k2−1dt

=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∑
m1,n1,m2,n2>1

a1(m1)b1(n1)a2(m2)b2(n2)n
k1−1
1 nk2−1

2

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n1t+

m2n2

Nt

))
tk0−k2−1dt;

çàìåíà èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêîííîé â âèäó ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â êîíöåâûõ òî÷êàõ.
Îñóùåñòâëÿÿ çíàêîìóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = n2u/n1 è ìåíÿÿ ìåñòàìè
ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷àåì

L(f, k0) =
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∑
m1,n1,m2,n2>1

a1(m1)b1(n1)a2(m2)b2(n2)n
k1+k2−k0−1
1 nk0−1

2

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n2u+

m2n1

Nu

))
uk0−k2−1du
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=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∫ ∞

0

∑
m1,n2>1

a1(m1)b2(n2)n
k0−1
2 e−2πm1n2u

×
∑

m2,n1>1

a2(m2)b1(n1)n
k1+k2−k0−1
1 e−2πm2n1/(Nu)uk0−k2−1du

=
(−1)k0−1(2π)k0

(k0 − 1)!Nk2/2

∫ ∞

0

gk0(iu)gk1+k2−k0(i/(Nu))u
k0−k2−1 du.

Â ïðåäïîëîæåíèè íàëè÷èÿ ìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïî÷òè ðÿäà
Ýéçåíøòåéíà gk1+k2−k0(τ) ïîä äåéñòâèåì èíâîëþöèè τ 7→ −1/(Nτ), ìû ìî-
æåì çàïèñàòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë â âèäå cπk0−k1L(gk0 ĝk1+k2−k0 , k1), ãäå
c � íåêîòîðûé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîæèòåëü (ïëþñ âîçìîæíî äîïîëíèòåëü-
íûå ñëàãàåìûå, åñëè gk1+k2−k0(τ) ÿâëÿåòñÿ ýéõëåðîâûì èíòåãðàëîì). Àëü-
òåðíàòèâíî, åñëè gk0(τ) óäîâëåòâîðÿåò ïðåîáðàçîâàíèþ ïðè ìîäóëÿðíîé
èíâîëþöèè, òî ïîñëå äîïîëíèòåëüíîé çàìåíû ïåðåìåííîé v = 1/(Nu) ìû
îòîæäåñòâëÿåì èñõîäíîå L-çíà÷åíèå ñ cπk0−k2L(ĝk0gk1+k2−k0 , k2). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷àåì íåòðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå èñõîäíîå L-
çíà÷åíèå L(f, k0) ñ íîâûì �L-çíà÷åíèåì�, îòâå÷àþùèì (ïî÷òè) ìîäóëÿðíîé
ôîðìå òîãî æå âåñà.

×àñòíûé ñëó÷àé k1 = k2 = 1, k0 = 2, îáñóæäàâøèéñÿ â [97], [98] è
â § 7.1, ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå L-çíà÷åíèÿ ê ïåðèîäàì.
Êàê ìû óâèäèì â § 7.3, ïîäîáíàÿ ðåäóêöèÿ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ è â áîëåå
îáùåé ñèòóàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýéõëåðîâû èíòåãðàëû.

7.3. Ôîðìóëà Ðàìàíóäæàíà è L(E, 3)

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ L(E, 3), îòâå÷àþùåãî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé êîí-
äóêòîðà 32, ìû îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì L(E, 3) = L(f, 3), ãäå
f(τ) = η24η

2
8, è çàïèøåì ðàçëîæåíèå (7.3) â ñëåäóþùåì âèäå:

f(it) =
1

2t

∑
m1,n1>1

b(m1)a(n1)e
−2πm1n1t

∑
m2,n2>1

b(m2)a(n2)e
−2πm2n2/(32t).

Òîãäà

L(E, 3) = L(f, 3) =
1

2

∫ 1

0

f log2 q
dq

q
= 4π3

∫ ∞

0

f(it)t2 dt

= 2π3

∫ ∞

0

∑
m1,n1,m2,n2>1

b(m1)a(n1)b(m2)a(n2)

× exp

(
−2π

(
m1n1t+

m2n2

32t

))
t dt
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= 2π3
∑

m1,n1,m2,n2>1

b(m1)a(n1)b(m2)a(n2)

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n1t+

m2n2

32t

))
t dt

(îñóùåñòâëÿåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = n2u/n1)

= 2π3
∑

m1,n1,m2,n2>1

b(m1)a(n1)b(m2)a(n2)n
2
2

n2
1

×
∫ ∞

0

exp

(
−2π

(
m1n2u+

m2n1

32u

))
u du

= 2π3

∫ ∞

0

∑
m1,n2>1

b(m1)a(n2)n
2
2e

−2πm1n2u

×
∑

m2,n1>1

b(m2)a(n1)

n2
1

e−2πm2n1/(32u) u du.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ýéçåíøòåéíà:∑
m,n>1

b(m)a(n)n2qmn =
∑

m,n>1
m íå÷.

(
−4

n

)
n2qmn =

η82η
4
8

η64
,

∑
m,n>1

b(m)a(n)m2qmn =
∑

m,n>1
m íå÷.

(
−4

n

)
m2qmn =

η184
η82η

4
8

,

îòêóäà

r(τ) =
∑

m,n>1

b(m)a(n)

n2
qmn = δ−2

(
η184
η82η

4
8

)
. (7.5)

Ïðîäîëæàÿ íàøè ïðåîáðàçîâàíèÿ,

L(E, 3) = 2π3

∫ ∞

0

η82η
4
8

η64

∣∣∣∣
τ=iu

· r(i/(32u))u du

(ïðèìåíÿåì èíâîëþöèþ ê ýòà-ïðîèçâåäåíèþ)

=
π3

8

∫ ∞

0

η44η
8
16

η68
r(τ)

∣∣∣∣
τ=i/(32u)

du

u2

(îñóùåñòâëÿåì çàìåíó u = 1/(32v))

= 4π3

∫ ∞

0

η44η
8
16

η68
r(τ)

∣∣∣∣
τ=iv

dv.

Íà ýòîì àëãîðèòì èç § 7.2 çàâåðøàåòñÿ. ×òîáû ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åí-
íûé èíòåãðàë â âèäå ïåðèîäà, íàì òðåáóåòñÿ åùå îäèí øàã. Êàê è â § 7.1,
ìû ñäåëàåì ìîäóëÿðíóþ ïîäñòàíîâêó, òîëüêî íà ýòîò ðàç âîñïîëüçóåìñÿ
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èíîé ìîäóëÿðíîé ôóíêöèåé x(τ) = 4η42η
8
8/η

12
4 , êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî

1 ïðè èçìåíåíèè τ îò i∞ äî 0. Òîãäà

δx =
4η122 η

8
8

η164
, (1− x2)1/4 =

η42η
2
8

η64
, s(x) =

(1−
√
1− x2)2

x(1− x2)3/4
=

16η104 η
8
16

η82η
10
8

.

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè z = x2(τ) â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ

F (z) = 2F1

(
1
2
, 1

2
1

∣∣∣∣ z) =
2

π

∫ 1

0

dy√
(1− y2)(1− zy2)

åñòü ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà

ϕ(τ) = F (x2) =
∞∑
n=0

(
2n

n

)2(x
4

)2n

=
η104
η42η

4
8

âåñà 1. Ïîñêîëüêó F (z), à òàêæå F (1− z), óäîâëåòâîðÿþò ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

z(1− z)
d2F

dz2
+ (1− 2z)

dF

dz
− 1

4
F = 0,

íåñëîæíî âûïèñàòü è äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

L = x(1− x2)
d2

dx2
+ (1− 3x2)

d

dx
− x

(â òåðìèíàõ x), äëÿ êîòîðîãî Lϕ = 0.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

L(E, 3) = π3

∫ ∞

0

η104 η
8
16

η82η
10
8

ϕ(τ) r(τ)δx

∣∣∣∣
τ=iv

dv

=
π3

16

∫ ∞

0

s(x(τ))ϕ(τ) r(τ)δx

∣∣∣∣
τ=iv

dv, (7.6)

è íà ýòîì ýòàïå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h(τ) = 4ϕ(τ)r(τ) óäîâëåòâîðÿåò
íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Lh =
1

1− x2

(
êîòîðîå åñòü íå ÷òî èíîå [106], [130] êàê

δ2r

δx · ϕ
=

η244
4η162 η

8
8

)
,

òàê ÷òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:

h =
π

2

(
F (x2)

∫
F (1− x2)

1− x2
dx− F (1− x2)

∫
F (x2)

1− x2
dx

)
=
πx

2

∫ 1

0

F (x2)F (1− x2w2)− F (1− x2)F (x2w2)

1− x2w2
dw.

= x+
5

9
x3 +

89

225
x5 +

381

1225
x7 +

25609

99225
x9 +

106405

480249
x11 + · · · .

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

L(E, 3) =
π2

128

∫ 1

0

s(x)h(x) dx,
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êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (ñëîæíîãî) êðàòíîãî äåé-
ñòâèòåëüíîãî èíòåãðàëà, òàê ÷òî ïðåäñòàâëåíèå L(E, 3) â âèäå ïåðèîäà
óñòàíîâëåíî.

Àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ðÿäà Ýéçåíøòåéíà îòðèöàòåëüíîãî âåñà ÷åðåç
ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòåí [130]
è óñïåøíî ïðèìåíèì âî ìíîãèõ àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Îäíàêî, âîçíèê-
øèé ðÿä Ýéçåíøòåéíà (7.5) âåñà −1 äîïóñêàåò òàêæå äðóãóþ ðåàëèçàöèþ,
áëàãîäàðÿ ôîðìóëå Ðàìàíóäæàíà [36, (2·2)]:

r(τ) =
∑

m,n>1
m íå÷.

(
−4

n

)
qmn

n2
=
x̃ G(−x̃2)
4F (−x̃2)

,

ãäå x̃(τ) = 4η48/η
4
2, F (−x̃2) = η42/η

2
4 è

G(z) = 3F2

(
1, 1, 1
3
2
, 3

2

∣∣∣∣ z) =
1

4

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− x1)
−1/2(1− x2)

−1/2

1− zx1x2
dx1 dx2.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë çàäàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîãî 3F2-ðÿäà â îáëàñòü Re z < 1 (ñì. [78, ëåììà 2]); çàìåíà y = (1−x1)1/2,
w = (1− x2)

1/2 ïðèâîäèò èíòåãðàë ê âèäó

G(z) =

∫ 1

0

∫ 1

0

dy dw

1− z(1− y2)(1− w2)
.

Âîçâðàùàÿñü ê ìîäóëÿðíîé ôóíêöèè x(τ) = 4η42η
8
8/η

12
4 è çàìå÷àÿ, ÷òî

x̃ = x/
√
1− x2, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (7.6) â âèäå

L(E, 3) =
π3

64

∫ ∞

0

s(x(τ))x(τ)

1− x(τ)2
G

(
− x(τ)2

1− x(τ)2

)
δx

∣∣∣∣
τ=iv

dv.

Îñóùåñòâëÿÿ ìîäóëÿðíóþ ïîäñòàíîâêó x = x(τ), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E êîíäóêòîðà 32 èìå-
åò ìåñòî ôîðìóëà

L(E, 3) =
π2

128

∫ 1

0

(1−
√
1− x2)2

(1− x2)3/4
dx

∫ 1

0

∫ 1

0

dy dw

1− x2(1− (1− y2)(1− w2))

= 0.9826801478 . . . .

7.4. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

Âàæíûì äîñòîèíñòâîì [24] èíòåãðàëîâ â ïðåäëîæåíèÿõ 7.1 è 7.2 ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ñâåñòè èõ ê ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè L(E, 2) â ïðåäëîæåíèè 7.1 çàïèøåì

log
1 + x

1− x
=

2

3
x3 2F1

(
3
4
, 1
7
4

∣∣∣∣ x4)+ 2x 2F1

(
1
4
, 1
5
4

∣∣∣∣ x4)



7.4. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ 108

è ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé x4 = x0, ÷òîáû ïîëó÷èòü

L(E, 2) =
π

48

∫ 1

0

(
x
1/4
0 2F1

(
3
4
, 1
7
4

∣∣∣∣ x0)+ 3x
−1/4
0 2F1

(
1
4
, 1
5
4

∣∣∣∣ x0))(1− x0)
−1/2dx0

=
π3/2

48

Γ(5
4
)

Γ(7
4
)
3F2

(
3
4
, 5

4
, 1

7
4
, 7

4

∣∣∣∣ 1)+
π3/2

16

Γ(3
4
)

Γ(5
4
)
3F2

(
1
4
, 3

4
, 1

5
4
, 5

4

∣∣∣∣ 1);
ïðåäñòàâëåíèå (0.46) òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Òîìà [11, 3.2.(1)] ê êàæäîìó èç äâóõ 3F2 ðÿäîâ.

Â èíòåãðàëå ïðåäëîæåíèÿ 7.2 ïîëîæèì x0 = x2, x1 = 1−y2 è x2 = 1−w2:

L(E, 3) =
π2

1024

∫ 1

0

x
−1/2
0

(
(1− x0)

−3/4 − 2(1− x0)
−1/4 + (1− x0)

1/4
)
dx0

×
∫ 1

0

∫ 1

0

(1− x1)
−1/2(1− x2)

−1/2

1− x0(1− x1x2)
dx1 dx2.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èíòåãðàë (ñì. [11, 1.5.(1) è 1.4.(1)])∫ 1

0

x
−1/2
0 (1− x0)

a−1

1− x0z
dx0 =

Γ(1
2
) Γ(a)

Γ(a+ 1
2
)

2F1

(
1, 1

2
a+ 1

2

∣∣∣∣ z)
=

Γ(1
2
) Γ(a− 1)

Γ(a− 1
2
)

2F1

(
1, 1

2
2− a

∣∣∣∣ 1− z

)
+ Γ(a) Γ(1− a) (1− z)a−1

2F1

(
a− 1

2
, a

a

∣∣∣∣ 1− z

)
=

√
π Γ(a− 1)

Γ(a− 1
2
)

2F1

(
1, 1

2
2− a

∣∣∣∣ 1− z

)
+

π

sin πa

(1− z)a−1

za−1/2

ïðè z = 1− x1x2. Äàëåå,∫ 1

0

∫ 1

0

(1− x1)
−1/2(1− x2)

−1/2
2F1

(
1, 1

2
2− a

∣∣∣∣ x1x2) dx1 dx2

= 4 4F3

(
1, 1, 1, 1

2
2− a, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1)
è ∫ 1

0

∫ 1

0

xa−1
1 (1− x1)

−1/2xa−1
2 (1− x2)

−1/2

(1− x1x2)a−1/2
dx1 dx2

=

(
Γ(1

2
) Γ(a)

Γ(a+ 1
2
)

)2

3F2

(
a, a, a− 1

2
a+ 1

2
, a+ 1

2

∣∣∣∣ 1)
= 2π1/2Γ(a)Γ(3

2
− a) · 3F2

(
1
2
, 1

2
, 3

2
− a

1, 3
2

∣∣∣∣ 1),
ãäå íà ïîñëåäíåì ýòàïå ìû âíîâü âîñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèåì Òîìà
[11, 3.2.(1)].
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Ïðîâåäåííîå âû÷èñëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî, ïîëàãàÿ

I1(a) =
π5/2Γ(a− 1)

256Γ(a− 1
2
)

4F3

(
1, 1, 1, 1

2
2− a, 3

2
, 3

2

∣∣∣∣ 1),
I2(a) =

π7/2Γ(a) Γ(3
2
− a)

512 sinπa
3F2

(
1
2
, 1

2
, 3

2
− a

1, 3
2

∣∣∣∣ 1),
íàõîäèì

L(E, 3) =
(
I1(

1
4
)− 2I1(

3
4
) + I1(

5
4
)
)
+
(
I2(

1
4
)− 2I2(

3
4
) + I2(

5
4
)
)
.

Äëÿ I2(
3
4
) ñóììèðîâàíèå Óîòñîíà�Óèïïëà [11, 3.3.(1)] ïðèâîäèò ê

3F2

(
1
2
, 1

2
, 3

4
1, 3

2

∣∣∣∣ 1) =
Γ(1

2
) Γ(5

4
)

Γ(3
4
)

,

òàê ÷òî I2(
3
4
) = π5/1024. Êðîìå òîãî,

I2(
1
4
) + I2(

5
4
) =

π7/2Γ(1
4
) Γ(5

4
)

256
√
2

(
3F2

(
1
2
, 1

2
, 5

4
1, 3

2

∣∣∣∣ 1)− 3F2

(
1
2
, 1

2
, 1

4
1, 3

2

∣∣∣∣ 1))
=
π7/2Γ(1

4
)2

1024
√
2

∞∑
n=0

(1
2
)2n ·

(
(5
4
)n − (1

4
)n
)

(1)n(
3
2
)nn!

=
π7/2Γ(1

4
)2

1024
√
2

∞∑
n=1

(1
2
)2n(

5
4
)n−1

(1)n(
3
2
)n(n− 1)!

=
π7/2Γ(1

4
)2

1024
√
2 · 6 3F2

(
3
2
, 3

2
, 5

4
2, 5

2

∣∣∣∣ 1)
=

π7/2Γ(1
4
)2

1024
√
2 · 6

Γ(1
2
) Γ(1

4
) Γ(7

4
)

Γ(5
4
)2

=
π5

512
,

ãäå âíîâü áûëî èñïîëüçîâàíî ñóììèðîâàíèå Óîòñîíà�Óèïïëà.
Ïîäûòîæèâàÿ, L(E, 3) = I1(

1
4
) − 2I1(

3
4
) + I1(

5
4
), ÷òî â òî÷íîñòè ïðåä-

ñòàâëÿåò èç ñåáÿ ôîðìóëó (0.48).

Îñóùåñòâëåííûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê óäèâèòåëüíî ñõîæèì ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèì âûðàæåíèÿì äëÿ L(E, 2) è L(E, 3). Â îáîçíà÷åíèè

Fk(a) =
πk−1/2Γ(a)

23k−1Γ(a+ 1
2
)

k+1Fk

( k ðàç︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 1

2
a+ 1

2
, 3

2
, . . . , 3

2︸ ︷︷ ︸
k − 1 ðàç

∣∣∣∣ 1)

ñîîòíîøåíèÿ (0.46) è (0.48) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

L(E, 2) = F2(
5
4
) + F2(

3
4
) è L(E, 3) = F3(

5
4
) + 2F3(

3
4
) + F3(

1
4
). (7.7)

Îòìåòèâ åùå ôîðìóëó

L(E, 1) =
π−1/2Γ(1

4
)2

8
√
2

=
π−1/2Γ(1

4
)2

24
√
2

3F2

(
1, 1

2
7
4

∣∣∣∣ 1) = 2F1(
5
4
),
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ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè k = 1, 2 or 3 çíà÷åíèå L(E, k) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå (ïðîñòîé) Q-ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Fk(

7
4
− m

2
) ñ m = 1, . . . , k. Ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå k > 3 ïîäîáíîãî
ïðîñòîãî âûðàæåíèÿ óæå óêàçàòü íåëüçÿ.

Ôîðìóëû (7.7), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ L(E, 2) è L(E, 3), îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðèâåäåííûõ
â ïðåäëîæåíèÿõ 7.1 è 7.2; èìåííî ýòè ôîðìóëû óêàçàíû â âûðàæåíèÿõ
(0.45) è (0.47) òåîðåìû 7.

Îòìåòèì, ÷òî áûëî áû èíòåðåñíî îòîæäåñòâèòü (ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ â (0.48) ñ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ ìåð Ìàëåðà ìíîãî÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ.
Ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî òèïà îáñóæäàþòñÿ â [96], íî òàì îíè ïðèâîäÿòñÿ â
íåäîñòàòî÷íî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â âûâîäå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ â òåîðåìå 7.2 � óíèêàëüíàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà äëÿ ðÿäà Ýé-
çåíøòåéíà îòðèöàòåëüíîãî âåñà, äîêàçàííàÿ â [36]. Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå
ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû?



Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå íåêîòîðûõ òåîðåì
àâòîðà, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òåîðåìîé Àïåðè è âîïðîñàìè îá àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðèðîäå çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Â �ñåðäöå� âñåõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ëåæàò îáîáùåí-
íûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ â òåîðèè ÷èñåë
è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì.
Íîâèçíà àðèôìåòèêî-ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà � ïîëíîöåííîå ïðè-
ìåíåíèå ãèïåðãåîìåòðèè, èìåííî, ðàçëè÷íûõ ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ è ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è àëãîðèòìîâ. Êðîìå òîãî, ìû
ïîñòàðàëèñü ñîáðàòü â äèññåðòàöèè òåîðåìû, îáëàäàþùèå �îñîáîé ýñòåòè-
êîé�: èõ äîêàçàòåëüñòâà íåñëîæíûå ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è äîñòà-
òî÷íî êîðîòêèå.

Àâòîð íå ñòàâèë öåëüþ ïîëíîñòüþ îòðàçèòü ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå äåë
î ïðèìåíåíèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëè-
æåíèé äàæå êàñàòåëüíî âûáðàííîé óçêîé òåìàòèêè. Âàæåí óæå òîò ôàêò,
÷òî èíòåðåñ ê íåé íå îñëàáåâàåò � çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ïîëó÷åíî
ìíîãî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ äîïîëíÿþò (íî íå óñè-
ëèâàþò!) îñíîâíûå òåîðåìû ýòîé äèññåðòàöèè. Ìû òàêæå íå îáñóæäàåì
ðÿä ïðèëîæåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé òåõíèêè â äðóãèõ çàäà÷àõ: ïîëè-
íîìèàëüíûå ðåêóðñèè (òèïà Àïåðè (0.3), (0.12)) äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïî-
ñòîÿííûõ [29], [149], [159] è ñïåöèàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ ïåðèîäîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè�ßó [1], [2], ôîðìóëû Ðà-
ìàíóäæàíà [52], [160] äëÿ 1/π è èõ îáîáùåíèÿ [30], [124], [162], êðàòíûå
äçåòà-çíà÷åíèÿ [81], [147], è ýòîò ñïèñîê äàëåêî íå ïîëîí. Îáñòîÿòåëüíîìó
èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïîñâÿùåí íàïèñàííûé íàìè
îáçîð �Àðèôìåòè÷åñêèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû� [163].

Âîçìîæíîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ìåòîäèêè äàëåêî íå èñ÷åðïàíû, è
ìû èñêðåííå íàäååìñÿ íà ïîÿâëåíèå ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñèíòåçèðóþùèõ
ãèïåðãåîìåòðèþ, àðèôìåòè÷åñêèé ìåòîä è íîâûå îðèãèíàëüíûå èäåè.

Feci quod potui, faciant meliora potentes.
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