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ВВЕДЕНИЕ 

Оптимизация элементов летательных аппаратов (ЛА) и их двигателей 

была, есть и ещё долгое время будет оставаться такой же актуальной, как и в 

самом начале развития авиационной и ракетной техники. Возрастающий с 

каждым годом уровень требований к характеристикам летательных аппара-

тов – с одной стороны, и стремительное развитие вычислительных техноло-

гий – с другой, приводят к тому, что классы оптимизируемых объектов суще-

ственно расширяются, а задачи оптимизации приходится решать всё в более 

и более сложных постановках. В первую очередь это относится, пожалуй, к 

самому сложному механическому устройству – двигателю летательного ап-

парата, ведь на создание нового поколения двигателя отводится в 1.5-2 раза 

больше времени, чем на создание самого летательного аппарата [1]. Если 

раньше развитие двигателей носило революционный характер, и улучшение 

характеристик было, во многом, связано с переходом к принципиально но-

вым типам двигателей, то сегодня основные тенденции эволюции связаны с 

достижением максимального уровня совершенства каждого узла и их инте-

грации. Дальнейшее усовершенствование ассоциируют с возможностью вне-

дрения новых конструкционных материалов, новых технологий изготовле-

ния, а также результатов математического моделирования высокого уровня 

на стадии разработки. 

На протяжении всего времени при создании двигателей роль научных 

исследований была определяющей. Все самые передовые научные подходы и 

результаты активно использовались в двигателестроительной отрасли, а ино-

гда и зарождались в ответ её насущным потребностям. 

Начиная с 1950-х гг. активно развивались вариационные методы по-

строения оптимальных аэродинамических форм. Эти подходы использовали 

уравнения плоского и осесимметричного сверхзвукового течения идеального 

(невязкого и нетеплопроводного) газа – уравнения Эйлера. Надо иметь в ви-

ду, что в газовой динамике зависимость оптимизируемого функционала от 
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управлений определяется из решения весьма сложной краевой задачи для 

смешанной системы квазилинейных уравнений в частных производных. И в 

отличие от объектов, описываемых уравнениями эллиптического или пара-

болического типов, как, например, в задачах теплопроводности, в газовой 

динамике решение часто содержит различные особенности (ударные волны, 

тангенциальные разрывы и т. д.), что делает математический аппарат полу-

чения условий оптимальности гораздо более сложным. 

Наибольшее продвижение было достигнуто в решении задач построе-

ния сверхзвуковой части сопел Лаваля, реализующих максимум тяги, и кор-

мовых частей минимального волнового сопротивления. Решение этих задач 

потребовало развития математического аппарата, представляющего общий 

интерес для теории оптимального управления систем с распределёнными па-

раметрами. Это – метод характеристического контрольного контура – МКК, 

впервые применённый А. А. Никольским в 1950 г. [2] для построения конту-

ров носовой и кормовой частей тел вращения с протоком, обладающих ми-

нимальным волновым сопротивлением. В дальнейшем этот приём был ис-

пользован К. Г. Гудерлеем и Е. Хантшем, Ю. Д. Шмыглевским, Г. В. Р. Рао, 

Л. Е. Стерниным, В. М. Борисовым, А. Н. Крайко, А. В. Шипилиным и др. 

при решении задач о построении тел минимального сопротивления и сопел 

максимальной тяги [3-11]. Далее, метод неопределенного контрольного кон-

тура – МНК (А. Н. Крайко, 1979 г.) как обоснование подхода Г. В. Р. Рао 

(1958 г.); варьирование в характеристической полоске (Г. Г. Чёрный, 1950 г.) 

[12]; общая формулировка метода множителей Лагранжа – ОММЛ 

(К. Г. Гудерлей и Д. В. Армитэйдж в 1962 г. [13, 14], и независимо 

Т. К. Сиразетдинов в 1963 г. [15]); введение в ОММЛ разрывов множителей 

на характеристиках (А. Н. Крайко, 1964) и варьирование изломов, обтекае-

мых с образованием пучков волн разрежения (А. Н. Крайко, 1966). Обзор пе-

речисленных методов, а также задач, решённых с их помощью, содержится в 

монографии [3]. 
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В ОММЛ введение множителей Лагранжа позволяет избавиться от за-

висимых вариаций, входящих в выражение для вариации оптимизируемого 

функционала, и таким образом получить условие оптимальности, которое 

формулируется в виде краевой задачи в частных производных для множите-

лей Лагранжа. В тех случаях, когда оптимизируемый функционал и изопери-

метрические условия задачи удаётся «снести» на контрольный контур, реше-

ние упрощается, так как условия оптимальности формулируются уже в виде 

конечных и дифференциальных соотношений и размерность задачи умень-

шается на единицу. Однако, решение краевой задачи для множителей Ла-

гранжа весьма трудоёмкий процесс, а снести задачу на контрольный контур 

удаётся далеко не во всех случаях. Эти обстоятельства существенно сужают 

круг задач, которые можно решить с помощью вариационных методов. 

Вариационные принципы использовались в ряде работ, посвященных 

оптимизации сопел прямоточного воздушно-реактивного двигателя (ПВРД) 

[16, 17], совместно с камерой сгорания [18], в том числе с учётом аэродина-

мики ЛА [19–23]. Работы [18, 22, 23], кроме прочего, интересны тем, что в 

них развиты быстрые, эффективные алгоритмы междисциплинарной оптими-

зации силовой установки гиперзвукового ПВРД. Несмотря на то, что эти 

подходы используют плоскую постановку и одномерную математическую 

модель камеры сгорания, они представляют интерес не только с методиче-

ской точки зрения, но и чрезвычайно полезны для оценки геометрических 

параметров реальных ПВРД. 

Помимо двумерных постановок имели место попытки приложения ва-

риационных методов к профилированию пространственных конфигураций в 

рамках уравнений Эйлера, а именно – сопел. Исследования В. М. Борисова и 

И. Е. Михайлова [24–26] посвящены поиску гладких экстремальных поверх-

ностей, соединяющих две заданные кромки (критическое сечение и срез со-

пла), для безвихревого случая. В работе Крайко А. Н., Полянского А. Р. и 

Тилляевой Н. И. [27] решена вариационная задача профилирования боковых 

стенок сверхзвуковой части «узкого» пространственного сопла. В работах 
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[28–30] рассмотрены подходы к получению необходимых условий, опреде-

ляющих форму оптимального пространственного сопла. Однако в [3] доказа-

но, что ни с помощью метода контрольной поверхности, ни с помощью 

ОММЛ, за исключением нескольких частных случаев, не удаётся получить 

необходимые условия оптимальности. Таким образом, выводы, сделанные в 

[30], оказались неверными. 

Итак, непосредственное применение вариационных методов к задаче 

оптимизации в общей постановке либо крайне затруднительно, либо вообще 

невозможно. Так, например, необходимым условием применимости МКК яв-

ляется отсутствие у искомых оптимальных образующих внутренних изломов. 

А именно такие изломы, как правило, являются обязательной принадлежно-

стью тел, обтекаемых с образованием присоединённой ударной волны. 

Для преодоления указанных трудностей в случае сверхзвуковых тече-

ний были развиты приближённые методы, основанные на применении ли-

нейной теории или локальных законов сопротивления (в частности, закон со-

противления Ньютона). В этих моделях давление в любой точке поверхности 

тела есть функция угла между нормалью к поверхности в данной точке и век-

тором скорости набегающего потока. Оригинальные подходы и полученные с 

их помощью результаты изложены в книге Крайко А. Н., Пудовикова Д. Е и 

Якуниной Г. Е. [31]. Использование «локальных» моделей и подходов, разви-

тых в [32], позволило практически с одинаковой степенью трудоёмкости по-

лучить решение широкого круга как двумерных, так и пространственных ва-

риационных задач «внешней» сверхзвуковой газовой динамики. В том числе, 

впервые с начала 1960-х гг., построены пространственные самолётоподобные 

конфигурации и пространственные головные части с круговым основанием, 

реализующие минимум полного сопротивления. При этом трудоёмкость 

предложенных подходов неизмеримо меньше трудоёмкости решения тех же 

задач в рамках полной системы уравнений Эйлера при практически одинако-

вой точности получающихся оптимальных решений. 
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Довольно широкое распространение получили методы оптимизации, 

основанные на получении желаемых полей течений. Дело в том, что задача 

профилирования оптимальных аэродинамических форм – это обратная задача 

газовой динамики. Если прямая задача заключается в определении поля те-

чения для заданных геометрии расчётной области и краевых условий, то об-

ратная задача фактически сводится к определению поля течения с желаемы-

ми свойствами при известных начальных условиях и ограничениях. В клас-

сической трактовке «желаемые свойства» поля течения часто интерпретиру-

ются как удовлетворение заданному распределению газодинамических пара-

метров на некоторой поверхности. Именно в этом смысле в [32] рассмотрена 

обратная задача для внутренних течений в общей постановке, в том числе с 

упрощённым учётом неравновесных физико-химических превращений. Од-

нако предложенный способ решения годится только для течений, не содер-

жащих поверхностей разрывов. Кроме того, подобная формулировка задачи 

оптимизации уже сама по себе ограничивает область применения предло-

женного метода, так как в большинстве прикладных задач условия опти-

мальности невозможно представить в виде заданного аналитического рас-

пределения на некоторой поверхности. Оригинальный способ решения об-

ратной задачи при построении суперкритических (безударных) профилей 

предложен H. Sobieczky в 1979 г. [33] и адаптирован Крайко А. Н. и Пьянко-

вым К. С. в 2000 г. [34] к методике расчёта поля течения на основе схемы Го-

дунова [35] методом установления. В основу предложенного подхода легла 

идея использования композитного газа, в котором отсутствуют скачки уп-

лотнения. Под композитным газом имеется в виду идеальный газ, такой, что 

при статическом давлении p ≥ p∗, где p∗ – критическое давление, его термо-

динамические параметры, включая скорость звука, совпадают с параметрами 

нормального газа, а при p < p∗ – ненормального, у которого вторая производ-

ная от удельного объёма по давлению при постоянной энтропии ωpp < 0. Под-

бором свойств фиктивного газа удаётся построить форму профиля, отвечаю-

щую безударному обтеканию в нормальном газе. 
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В инженерной практике профилирования сопел довольно широко ис-

пользуются приближённые методы, основанные на большом эмпирическом 

опыте. Например, одним из способов построения сопел, близких к оптималь-

ным, является, так называемый, упрощённый метод (УМ) [36], в котором 

рассматривается семейство сопел, построенных путём укорочения сопла, 

реализующего равномерной поток на выходе. Такое однопараметрическое 

семейство сопел является экстремальным для плоских течений. Ещё одним, 

хотя и менее распространённым в современном ракетостроении, инженерным 

методом является метод сопряжённых дуг окружностей (СДО). В НПО 

«Энергомаш» были проведены многопараметрические расчёты по сравнению 

сопел, спрофилированных вариационными методами, УМ и СДО. Было пока-

зано, что, как и следовало ожидать, наименьшими потерями тяги из-за рас-

сеяния, при равных длинах и степенях расширения, обладают сопла, постро-

енные с помощью вариационных методов, на втором месте – укороченные 

сопла, они уступают примерно 0.15–0.2%, а наихудшие характеристики у со-

пел, построенных методом СДО, они уступают 0.7–0.9%. 

Разумеется, при численной оптимизации нет возможности учесть все 

факторы, влияющие на значения критериев. Например, до недавнего времени 

учёт вязкости газа при оптимальном профилировании если и учитывался, то 

лишь приближённо. Так, в [37] была решена задача построения сопла, опти-

мального по полной тяге с учётом вытесняющего эффекта пограничного 

слоя, для трения и толщины вытеснения использовались приближённые 

формулы, аппроксимирующие результаты многочисленных расчётов. И, если 

для сверхзвуковых осесимметричных сопел умеренной длины учёт вязкости, 

как было установлено в той же работе, а также показано в Главе 1 настоящей 

диссертации и в [38], не оказывает существенного влияния на форму сопла, 

оптимального по тяге, то профилирование, например, переходных каналов и 

околозвуковых сопел без учёта вязкости просто теряет смысл. 

Даже при современном уровне вычислительных возможностей по-

прежнему серьёзные затруднения вызывает правильное моделирование неко-
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торых видов нестационарностей, пространственных эффектов отрывных те-

чений, которые могут возникать в осесимметричных и плоских каналах, 

взаимодействия внешнего потока и реактивных струй и т.д. Если и удаётся 

корректно выполнить подобные расчёты, то они требуют колоссального вре-

мени, поэтому учёт всех особенностей течений при оптимизации к настоя-

щему моменту не реализуем. 

В этой связи большим подспорьем для вычислителей являются резуль-

таты экспериментальных исследований, которые не только помогают при ве-

рификации результатов расчётов, но также иногда позволяют вводить по-

правки в упрощённые модели, делая результаты более адекватными. Экспе-

римент может указать на некоторые особенности течения, которые нельзя 

обнаружить численно, если не знать об их существовании, но которые оказы-

вают заметное влияние на оптимальную форму профилируемого объекта. 

Большой объём экспериментальных исследований в области аэрогазодина-

мики реактивных сопел был выполнен группой Лаврухина Г. Н. [39]. Резуль-

таты по отрывным течениям в диффузорах были получены Ледовской Н. Н. 

[40]. Позднее, течение в диффузорах исследовалось экспериментально и чис-

ленно группой Крашенинникова С. Ю., Степанова В. А, Пудовикова Д. Е. и 

др. [41]. 

Интересные результаты по оптимизации сопел и головных частей по-

лучены в работах Таковицкого С. А. [42, 43]. Эти работы замечательны тем, 

что в них на основе локального анализа распределения аэродинамической на-

грузки было впервые предложено аналитическое решение. Таковицким С. А. 

рассмотрена задача построения осесимметричных сверхзвуковых сопел, реа-

лизующих максимальную реактивную тягу, а также головных частей мини-

мального волнового сопротивления. Показано, что в обоих случаях близкими 

к оптимальным оказываются образующие, задаваемые степенной зависимо-

стью радиуса от продольной координаты с показателем степени 2/3. 

Современные вычислительные возможности позволяют не только учи-

тывать всё больше факторов при математическом моделировании тех или 
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иных процессов, но и применять численные оптимизационные алгоритмы, 

требующие большого объёма вычислений. При этом всё меньшую роль на-

чинает играть время счёта, а всё большее значение, хотя, разумеется, отнюдь 

не решающее, приобретает универсальность того или иного алгоритма. В 

связи с этим широкое применение в задачах оптимизации получили прямые 

методы – итерационные методы, которые требуют лишь возможности вычис-

ления критериев K0(x), K1(x), …, KM(x) для любого значения вектора варьи-

руемых параметров x из области его допустимых значений, что и обуславли-

вает их универсальность. Среди прямых методов различают методы: нулево-

го, первого и второго порядков [44]. При этом только методы нулевого по-

рядка позволяют осуществлять непосредственно многокритериальную опти-

мизацию, тогда как в методах более высоких порядков для учёта нескольких 

критериев вводят одну целевую функцию вида ( ) ( )( )0 M, ,F K Kx x… . Порядок 

метода определяется старшим порядком производных целевой функции, вы-

числяемых при поиске оптимальных решений. То есть в методах первого по-

рядка для перехода на новую итерацию необходимо вычислить матрицу Яко-

би целевой функции, второго порядка – ещё и матрицу Гессе. К методам ну-

левого порядка, не требующим вычислений производных, относятся методы 

простого и переменного симплекса, методы типа Монте-Карло, генетические 

алгоритмы и др. Эффективность тех или иных прямых методов, при прочих 

равных, будет зависеть от специфики решаемой задачи. Под эффективностью 

здесь понимается получение за разумное время решения (или решений), 

близкого к оптимальному с достаточной точностью. Методы нулевого по-

рядка наиболее универсальны, так как не чувствительны к локальным опти-

мумам, (в отличие от методов более высоких порядков), дают возможность 

многокритериальной оптимизации, очень удобны с точки зрения распаралле-

ливания процесса. Однако все методы нулевого порядка требуют большого 

объёма расчётов значений критериев, не гарантируя при этом сходимости к 

глобальному оптимуму. К главным недостаткам методов первого и второго 

порядков, помимо уже отмеченных, стоит отнести ещё и то, что с ростом 
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числа варьируемых параметров N, увеличивается и количество расчётов це-

левой функции, необходимых для выполнения одной итерации. Таким обра-

зом, начиная с некоторого N, объём вычислений становится неоправданно 

большим. Кроме того, методы ненулевого порядка дают большие погрешно-

сти для негладких целевых функций. Тем не менее, в задачах с умеренным 

числом варьируемых параметров, где локальные оптимумы с высокой степе-

нью вероятности отсутствуют, а целевая функция гладкая в окрестности оп-

тимума, эти методы могут оказаться эффективнее остальных. 

Разработкой прямых методов для решения задач оптимизации широко-

го класса аэродинамических форм в разное время занимались многие науч-

ные коллективы. Результаты этих исследований приведены в целом ряде ра-

бот [38, 45-58]. Методы нулевого порядка, а именно – генетические алгорит-

мы, сделали реальными многодисциплинарную оптимизацию лопаток рабо-

чего колеса вентилятора [45], многокритериальное профилирование формы 

крыла [46] и др. Использование методов второго порядка предпочтительно в 

тех случаях, когда критерием является не интегральная величина, а, напри-

мер, степень неравномерности потока. Именно такой пример рассмотрен в 

[47], где методом наименьших квадратов оптимизируются сверхзвуковые 

части сопел аэродинамической трубы для больших чисел Маха: 6, 10 и 15, с 

минимальной степенью неравномерности потока на срезе сопла. Рассматри-

вались конические и криволинейные образующие сопел. В последнем случае 

поверхность сопла аппроксимировалась набором из пяти кубических сплай-

нов, гладко стыкующихся друг с другом. Оптимизация осуществлялась в 

рамках параболизированных уравнений Навье-Стокса для осесимметричных 

течений, что позволило получить преимущество спрофилированных предло-

женным методом сопел, по сравнению с соплами, построенными традицион-

ным способом (методом характеристик, [59]) с приближённым учётом вы-

тесняющего эффекта пограничного слоя, как в [37]. 

Когда оптимизируемые объекты имеют достаточно простую форму, и 

единственным критерием оптимизации является интегральная газодинамиче-
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ская характеристика, (например, тяга), то применение алгоритмов типа гене-

тических, а также методов порядка выше первого неоправданно затратно. 

Решению задач именно такого рода прямыми методами и посвящена настоя-

щая работа, поэтому остановимся на этих примерах более подробно. Во-

первых, оговоримся, что под «достаточно простыми формами» имеются в 

виду трёхмерные, в общем случае негладкие, поверхности, которые допус-

кают качественную аппроксимацию небольшим числом параметров. Таким 

требованиям, как правило, отвечают сопла и переходные каналы двигателей 

летательных аппаратов. 

Использование прямых методов даёт возможность существенно рас-

ширить круг решаемых задач, однако, для оценки реализации того или иного 

прямого метода необходима его верификация. С этой точки зрения очень 

удобны задачи оптимального профилирования двумерных конфигураций со 

сверхзвуковым потоком, имеющие точное решение на основе вариационных 

методов. Так, во многих работах в качестве тестового примера выбрана зада-

ча профилирования сверхзвуковой части осесимметричного сопла Лаваля 

[38, 48, 49]. В [38] помимо сравнения точного решения с соплами, получен-

ными прямым градиентным методом, приведено сравнение ещё с одним 

весьма эффективным прямым методом, предложенным Таковицким С. А. в 

[50-51], – методом локальной линеаризации (МЛЛ). Нельзя сказать, что МЛЛ 

– это прямой метод в чистом виде, так как при вычислении вектора прираще-

ний варьируемых параметров для перехода на новую итерацию используется 

разностная аппроксимация условий оптимальности вариационной задачи, 

благодаря чему число прямых газодинамических расчётов, в отличие от клас-

сических прямых методов, не зависит от числа варьируемых параметров N. К 

недостаткам МЛЛ можно отнести его неприменимость к дозвуковым течени-

ям. Достаточно подробное описание МЛЛ, как и результаты из [38], содер-

жатся в Главе 1 диссертации, а также в [59]. 

Вообще, все методики прямого профилирования различаются не только 

по выбранному методу оптимизации, но и по способу аппроксимации иско-
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мой поверхности. При этом второму вопросу, как правило, уделяется гораздо 

меньше внимания, чем выбору самого прямого метода. Тогда как успех и 

эффективность оптимизации во многом будет зависеть именно от качества 

аппроксимации профилируемого объекта. В работах [52-53] для аппроксима-

ции форм двумерных конфигураций предлагается использовать многочлены 

Чебышева. В большинстве случаев для аппроксимации формы осесиммет-

ричных и плоских конфигураций используются кубические сплайны, это от-

носится к уже цитированным работам [47-49]. Причём в [49], так называе-

мый, метод имитации отжига (прямой метод типа Монте-Карло) тестируется 

не только на задаче профилирования осесимметричного сопла Лаваля, ап-

проксимированного кубическими сплайнами, но и на задаче профилирования 

осесимметричного диффузора с заданным распределением давления на оси, 

поверхность которого аппроксимировалась уже с использованием полиномов 

Бернштейна. К сожалению, в работе отсутствует сравнительный анализ этих 

двух способов аппроксимации, кроме того, отсутствует также какой-либо 

анализ близости полученных решений к реальному оптимуму, а основной ак-

цент сделан на организации параллельных вычислений при оптимизации. 

Подобные замечания нисколько не относятся к результатам из [48], где 

спрофилированные сопла, аппроксимированные кубическим сплайном, прак-

тически не уступали по интегралу сил давления соплам, полученным ОММЛ. 

В [38, 54-56], так же как и в настоящей диссертации, демонстрируется эф-

фективность использования полиномов Бернштейна при аппроксимации, как 

двумерных, так и существенно пространственных конфигураций. Отметим, 

что полиномы Бернштейна использовались и в [45] при аппроксимации фор-

мы лопатки рабочего колеса вентилятора. 

Результаты профилирования пространственных сверхзвуковых сопел 

приведены в работах [48, 54, 57-58] и в [55-56], где оптимизировались сопла, 

содержащие участки дозвукового течения. Продолжением [49] стала работа 

тех же авторов [57], где рассмотрена оптимизация сверхзвукового простран-

ственного эллиптического сопла с использованием аппроксимации бикуби-
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ческими сплайнами. Задача решается как в рамках уравнений Эйлера, так и в 

рамках уравнений Навье-Стокса. Основной упор в [57], аналогично [49], сде-

лан на организации параллельных вычислений, но вопрос о том, насколько 

полученное в процессе оптимизации решение близко к оптимальному, оста-

ётся в работе открытым. При этом визуальная оценка приводимых в работе 

форм полученных сопел заставляет сомневаться в их оптимальности: по-

верхность сопла очень неоднородна, это свидетельствует о том, что процесс 

оптимизации не сошёлся (рис. 0.1). В конце статьи авторы оговаривают, что в 

дальнейшем необходимо изучить влияние выбора способа аппроксимации 

геометрии на значение критерия, однако, в более поздних публикациях тех 

же авторов, не содержится результатов исследований подобного рода. 
 

 
Рис. 0.1. 

В [58] приведены результаты учёных из Германии по оптимизации 

сверхзвукового пространственного сопла ПВРД с прямоугольной формой 

поперечного сечения камеры сгорания. Здесь применялась методика выделе-

ния линий тока: сопло получалось «вырезкой» из осесимметричного поля те-

чения. Как и в [57] вопрос об оптимальности полученных сопел должным об-

разом в работе не ставился и, соответственно, не освещался. 

Пионерами в решении задач профилирования оптимальных простран-

ственных сопел является коллектив В. М. Борисова, М. П. Левина и И. Е. 

Михайлова, первоначально специализирующийся на точных (обратных) ме-

тодах оптимизации. Позднее в работе [48] указанных авторов была построена 

сверхзвуковая часть пространственного сопла, вписанного в сектор кругово-

го цилиндра, полученная прямым методом, использующим аппроксимацию 
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поверхности сопла кубическим сплайном в меридиональной плоскости при 

заданных формах критического и выходного сечений. Полученное сопло 

сравнивалось с осесимметричным соплом той же длины, вписанным в те же 

габариты, и было показано, что спрофилированная пространственная сверх-

звуковая часть выигрывает у осесимметричной, полученной МКК. Ниже, в 

Главе 2 диссертации, приведено сравнение результатов автора и 

В. М. Борисова и И. Е. Михайлова из [48]. 

 

Актуальность 

Выполнение современных требований к характеристикам летательных 

аппаратов и их двигателей обуславливает высокую степень совершенства 

каждого элемента и их интеграции. Возможность дальнейшего улучшения 

характеристик требует развития методов оптимизации широкого класса аэ-

родинамических объектов. Рассмотрение задач оптимального профилирова-

ния наиболее актуально в тех случаях, когда решение не удаётся получить на 

основе точных вариационных методов, таких как метод контрольного конту-

ра и общий метод множителей Лагранжа. Это, в первую очередь, относится к 

оптимизации с учётом вязкости газа, а также к задаче профилирования про-

странственных конфигураций в общей постановке. Прямые методы оптими-

зации становятся незаменимым, а также наиболее универсальным инстру-

ментом в решении задач такого рода. Таким образом, возникает необходи-

мость в исследованиях, посвящённых поиску наиболее эффективных методик 

прямой оптимизации, а также общих рекомендаций, позволяющих ускорить 

процесс получения решений, близких к оптимальным с достаточной точно-

стью. 

 

Цель и предмет исследований 

Разработка эффективных методов прямой оптимизации широкого клас-

са пространственных аэродинамических форм и решение с их помощью за-

дач оптимального профилирования элементов реактивного двигателя, не до-
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пускающих решения на основе точных вариационных методов. Профилиро-

вание пространственных переходных каналов и сопел, содержащих участки с 

дозвуковым течением в них, в том числе с учётом влияния вязкости газа. 

 

Структура и объём работы 

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения и списка 

литературы из 65 наименований. Полный объём диссертации составляет 151 

страницу, в том числе: рисунков – 65, таблиц – 17. 

 

Основные результаты работы, выносящиеся на защиту 

1. Развитие прямых методов оптимизации элементов реактивных 

двигателей. 

2. Построение оптимальных пространственных сверхзвуковых час-

тей сопел из плотной многосопловой компоновки максимальной тяги. 

3. Построение в рамках уравнений Рейнольдса околозвуковых со-

пел двигателя с малой инфракрасной заметностью с минимальными потеря-

ми полного давления. Анализ влияния способа аппроксимации, а также дли-

ны на характеристики сопел, близких к оптимальным. 

4. Результаты профилирования сопел высокоскоростного ПВРД 

максимальной в заданном направлении тяги с учётом влияния внешней аэро-

динамической силы, возникающей при обтекании упрощённой кормовой 

части. Результаты оптимального профилирования сопел того же ПВРД с учё-

том аэродинамических характеристик летательного аппарата. Во всех рас-

смотренных случаях сверхзвуковые части оптимальных сопел получаются 

близкими к симметричным (двусторонним) за счёт профилирования формы 

горла, что существенно отличается от классического рассмотрения несим-

метричных плоских сопел прямоточных воздушно-реактивных двигателей. 

5. Результаты профилирования в рамках уравнений Рейнольдса как 

осесимметричных кольцевых, так и пространственных переходных каналов, 

обеспечивающих низкий уровень потерь полного давления. 
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Новизна результатов исследований 

С помощью авторской реализации прямого метода исчерпывающего 

градиентного спуска: 

 в рамках уравнений Эйлера спрофилированы пространственные 

сверхзвуковые части сопел из плотной многосопловой компоновки макси-

мальной тяги, в том числе с произвольной некруглой формой критического 

сечения 

 в рамках уравнений Рейнольдса спрофилированы пространствен-

ные околозвуковые сопла двигателя с малой инфракрасной заметностью с 

минимальными потерями полного давления. Исследовано влияние длины со-

пла на уровень потерь. Проведено исследование влияния способа аппрокси-

мации искомой поверхности на результаты оптимизации 

 в рамках уравнений Эйлера спрофилированы пространственные 

сопла высокоскоростного прямоточного воздушно-реактивного двигателя 

(ПВРД) максимальной в заданном направлении тяги с учётом влияния внеш-

ней аэродинамической силы, возникающей при обтекании упрощённой фор-

мы кормовой части. Сопла профилировались целиком, включая дозвуковую 

часть 

 в рамках уравнений Эйлера спрофилированы пространственные 

сопла высокоскоростного ПВРД, обеспечивающие уменьшение расхода топ-

лива на заданном крейсерском режиме полёта 

 в рамках уравнений Рейнольдса спрофилированы осесимметрич-

ные кольцевые переходные каналы турбореактивного двухконтурного двига-

теля (ТРДД) трёх типов, обеспечивающие низкие уровни потерь полного 

давления. Исследовано влияние длины переходного участка на уровни по-

терь полного давления. 

С помощью прямого метода исследования пространства параметров в 

рамках уравнений Рейнольдса спрофилированы пространственные переход-

ные каналы регенератора перспективного ТРДД со сложным термодинамиче-

ским циклом, обеспечивающие низкий уровень потерь полного давления. 
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Практическая значимость результатов исследований 

Предложенная методика оптимизации может применяться для профи-

лирования широкого класса аэродинамических объектов, а полученные ре-

зультаты могут быть использованы как для проектирования новых, так и для 

оценки степени совершенства уже существующих элементов летательных 

аппаратов. 

 

Достоверность полученных результатов 

Достоверность результатов, полученных с использованием предложен-

ного способа оптимизации, а также его эффективность подтверждаются ап-

робацией на задаче профилирования сверхзвуковой части осесимметричного 

сопла Лаваля максимальной тяги. В рассмотренном диапазоне длин спрофи-

лированные сопла практически не уступали точному решению, полученному 

методом контрольного контура, и немного выигрывали по тяге у сопел, по-

лученных методом локальной линеаризации. 

Достоверность результатов решения задачи профилирования простран-

ственной сверхзвуковой части сопла из плотной многосопловой компоновки 

подтверждается сравнением с результатом, полученным в [48]. Кроме того, 

спрофилированные пространственные сопла выигрывают по тяге у осесим-

метричных сверхзвуковых сопел, полученных методом контрольного конту-

ра, удовлетворяющих тем же габаритным ограничениям. 

Достоверность результатов решения задачи профилирования простран-

ственного сверхзвукового сопла ПВРД обосновывается расчётами, выпол-

ненными в ЦИАМ по другим программам, которые подтверждают уровни 

потерь тяги спрофилированных сопел по сравнению с одномерным идеаль-

ным соплом, а также выигрыши по тяге спрофилированных сопел у исход-

ных прототипов сопла экспериментального образца-демонстратора высоко-

скоростного ПВРД ПМ-3. 
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Достоверность результатов, полученных при профилировании пере-

ходных каналов, демонстрируется анализом сходимости расчётных данных 

при измельчении расчётных сеток. 

 

Личный вклад 

Автором разработаны и реализованы программы оптимизации методом 

локальной линеаризации для случая сверхзвуковой части сопла Лаваля, а 

также методом исчерпывающего градиентного спуска для решения задач 

пространственного профилирования. Созданы независимые программные 

модули-плагины: для автоматического построения расчётной области и сетки 

при заданных геометрических параметрах оптимизируемого объекта; для вы-

числения значений критериев и других необходимых характеристик по полу-

ченным в результате расчёта газодинамическим параметрам; для обмена дан-

ными между оптимизационным модулем и модулями, отвечающими за полу-

чение характеристик оптимизируемого объекта. Для расчёта поля течения 

использовался программный комплекс Grave 3D, а для оптимизации методом 

исследования пространства параметров использовался программный ком-

плекс MOVI. Оба комплекса разрабатывались в отделе 704 ЦИАМ под руко-

водством К. С. Пьянкова. Сверхзвуковые сопла, спрофилированные методом 

контрольного контура, получены Н. И. Тилляевой. 

 

Апробация работы 

Основные результаты докладывались на российских и международных 

конференциях и семинарах: 

 Международная школа-семинар «Модели и методы аэродинамики», 

2009-2012 гг. (г. Евпатория). 

 Научно-техническая конференция по аэродинамике, 2009-2013 гг. 

(ЦАГИ, п. Володарского). 
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 Всероссийская научно-техническая конференция молодых учёных и 

специалистов «Новые решения и технологии в газотурбостроении» 2010 г. 

(г. Москва). 

 54-я научная конференция МФТИ «Проблемы фундаментальных и 

прикладных, естественных и технических наук в современном информаци-

онном обществе» в 2011 г. (МФТИ, Москва-Долгопрудный). 

 X Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретиче-

ской и прикладной механики, 2011 г. (г. Нижний Новгород). 

 Отраслевой семинар «Реактивные сопла авиационных двигателей 

перспективных гражданских самолётов», 2012 г. (ЦАГИ, г. Жуковский). 

 

Внедрение результатов 

Спрофилированное сопло высокоскоростного прямоточного воздушно-

реактивного двигателя было рекомендовано в качестве прототипа для экспе-

риментального образца-демонстратора высокоскоростного ПВРД ПМ-3, раз-

рабатываемого в ЦИАМ. 

 

Содержание диссертации 

Во введении приведён обзор работ по теме диссертации, сформулиро-

ваны цели диссертации, кратко пересказаны содержание и основные резуль-

таты. Сформулированы положения, выносящиеся на защиту, изложены но-

визна и практическое применение полученных результатов, перечислены ар-

гументы, подтверждающие достоверность результатов, описан личный вклад 

диссертанта. 

В главе 1 авторская реализация стандартного прямого метода исчер-

пывающего градиентного спуска (МИГС) апробируется на задаче профили-

рования сверхзвуковой части осесимметричного сопла Лаваля заданной дли-

ны, обеспечивающего максимальную тягу. Благодаря аппроксимации иско-

мой поверхности кривыми Бернштейна-Безье (ББ или КББ) предложенный 

прямой метод позволяет быстро и эффективно профилировать сверхзвуковые 
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части сопел, весьма близкие по своим характеристикам к точному решению, 

полученному методом контрольного контура (МКК). Кроме сравнения с точ-

ным решением проведено сравнение с соплами, полученными с помощью 

метода локальной линеаризации (МЛЛ), предложенного С. А. Таковицким 

[50]. В качестве примера оптимизации, не допускающего решения на основе 

МКК, рассмотрен случай профилирования сверхзвуковой части сопла с фик-

сированной площадью боковой поверхности: сопла профилировались как с 

использованием МИГС, так и МЛЛ. Рассмотрен случай профилирования 

сверхзвуковых частей сопел с непосредственным учётом вязкости газа, когда 

решение нельзя получить ни с помощью точных вариационных методов, ни с 

помощью МЛЛ. 

Показано, что оба прямых метода позволяют проводить оптимизацию 

на достаточно грубых сетках, проигрывая в точности решения не более 

0.08%. Потери тяги сверхзвуковых частей сопел, полученных МИГС, оказа-

лись меньше по сравнению с МЛЛ. В МИГС достаточно использовать всего 2 

произвола, не уступая точному решению более 0.03% по тяге в рассматри-

ваемом диапазоне длин. 

В разделе 1.1 изложена постановка зада-

чи. Рассматривается сверхзвуковая часть 

осесимметричного сопла Лаваля с изло-

мом в начальной точке (рис. 0.2). Задан-

ными считаются внешнее давление p+ и 

параметры однородного осевого потока в 

критическом сечении радиуса r: полные давление p0 и температура газа T0, а 

также близкое к единице сверхзвуковое число Маха. На длину сверхзвуковой 

части сопла L или на площадь её боковой поверхности S накладываются га-

баритные ограничения. Необходимо спрофилировать контур сверхзвуковой 

части, реализующий максимум тяги или, что равносильно, интеграла сил 

давления, действующих на сверхзвуковую часть сопла, χ при заданных усло-

виях и ограничениях. 

r 

Y 

X
L0 

Рис. 0.2. Схема сверхзвуковой  
части сопла Лаваля 
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С точностью до постоянного множителя, (равном 2π в осесимметрич-

ном случае), интеграл сил давления определяется, как: 

1
L

0

max,
1

L py py dx yν +ν+′χ = − →
+ ν∫  (0.1)

где p – давление, yL – ордината среза сопла, ν = 0 в плоском случае и ν = 1 в 

осесимметричном. Рассмотрен диапазон длин сверхзвуковой части сопла L от 

8 до 22 (в калибрах радиуса критического сечения). 

В разделе 1.2 излагаются основные идеи реализованного в работе 

МИГС, особенности которого заключаются в выборе амплитуд варьирования 

параметров при расчёте градиента, позволяющем ускорить сходимость, а 

также в использовании кривых ББ при аппроксимации образующей сопла. 

Кривая ББ P(t) порядка N задаётся массивом (N + 1) контрольных точек Pi, 

(координаты которых могут варьироваться), и определяется по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )N N
i i i

0

!, 1 .
! !

N
N ii

i

NP t B t B t t t
i N i

−

=

= = −
−∑ P  

В разделе 1.3 описывается алгоритм МЛЛ. В этом методе образующая 

сопла представляется набором узлов с известными абсциссами, соединённых 

отрезками. В МЛЛ величина Δχ, которую можно получить из (1), записыва-

ется с точностью до квадратичных членов, что позволяет получить необхо-

димое условие существования экстремума целевой функции. Полученное та-

ким образом условие оптимальности представляет собой систему линейных 

алгебраических уравнений и позволяет определить знак и величину прира-

щений ординат узлов, обеспечивающих максимум тяги сопла. 

В разделе 1.4 представлены результаты оптимизации, полученные для 

случаев заданной длины сопла (п. 1.4.1), заданной площади боковой поверх-

ности (п. 1.4.2), а также для случая учёта влияния вязкости в процессе опти-

мизации (п. 1.4.3). В последнем случае расчёт критерия осуществлялся путём 

интегрирования уравнений Навье-Стокса, осреднённых по Рейнольдсу, замк-

нутых моделью турбулентности «νt-90» [64], (далее - уравнения Рейнольдса). 
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Продемонстрирована возможность ускорить процесс получения реше-

ния задачи оптимизации за счёт использованием грубых сеток при расчёте 

газодинамических полей течения. На рис. 0.3,а приведена зависимость по-

грешности оптимизации δχ от мощности сетки K, (общее число ячеек 

Q = 4K
2
). Сравниваются интегралы сил давления сопел длины L = 10, опти-

мизированных на сетках соответствующей мощности, и сопла, оптимизиро-

ванного на самой мелкой сетке с мощностью K = 32, что эквивалентно 4096 

ячейкам. При этом величина χ всех сравниваемых сопел определялась на сет-

ках с K = 32. 
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Рис. 0.3. Характеристики спрофилированных сверхзвуковых частей сопел 

Для оценки потерь тяги при профилировании сверхзвуковых частей 

сопел предложенными прямыми методами, эти сопла сравнивались с точным 

решением задачи, полученным МКК, – так называемым, вариационным со-

плом (ВС). В МИГС в качестве аппроксимирующих кривых использовались 

кривые ББ 2-ого и 3-его порядков. Соответствующие зависимости потерь тя-

ги δR от длины сверхзвуковой части сопел показаны на рис. 0.3,б. Видно, что 
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все полученные сопла близки к точному решению: в МЛЛ сопла проигрыва-

ют ВС менее 0.1%, а в МИГС проигрыш составляет не более 0.03%. 

На рис. 0.3,в приведены результаты оптимизации сопел при фиксиро-

ванной площади боковой поверхности: зависимость коэффициента тяги 

спрофилированных сопел η (отношение тяги сопла к тяге идеального сопла) 

от площади боковой поверхности сверхзвуковой части (МИГС с аппрокси-

мацией кривой ББ 2 порядка). Две ломаные на графике соответствуют сверх-

звуковым частям сопел, оптимальных при заданной длине или заданной 

площади поверхности. Полученные результаты позволяют сделать вывод о 

том, что две рассматриваемые постановки задачи можно считать эквивалент-

ными: то есть сопла оптимальные для своей длины одновременно являются 

таковыми и для своей площади боковой поверхности. Это утверждение спра-

ведливо с погрешностью менее 1% по коэффициенту тяги. Это утверждение 

тем более верно при учёте вязкости в процессе оптимизации, так как в этом 

случае увеличение длины при одновременном уменьшении степени расши-

рения приводит к уменьшению тяги сопла. Именно таким способом транс-

формируется образующая при переходе от условия фиксированной длины к 

условию фиксированной площади боковой поверхности при оптимизации 

как МИГС, так и МЛЛ. На рис. 0.3,г представлены результаты, полученные 

при оптимизации в рамках уравнений Рейнольдса: зависимость коэффициен-

та тяги сопел, оптимальных с учётом вязкости и без, (длина фиксирована). 

Величина коэффициента тяги η оптимальных сопел рассчитывалась с учётом 

вязкости в обоих случаях (Re = 1.4·107). Полученные результаты подтвер-

ждают вывод, сделанный в [37], о весьма слабом влиянии учёта вязкости на 

форму оптимального контура сверхзвуковой части осесимметричного сопла 

Лаваля. Вместе с тем, учёт вязкости необходим при оценке не только истин-

ных газодинамических характеристик полученных сопел, но и при выборе 

оптимальной длины сверхзвуковой части сопла. Дальнейшее удлинение при-

водит к дополнительным потерям из-за трения, не компенсируемым некото-

рым ростом интеграла сил давления по контуру сверхзвуковой части сопла. 
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В главе 2 возможности предложенного метода оптимизации по МИГС 

демонстрируются на примере решения задачи профилирования пространст-

венной сверхзвуковой части сопла максимальной тяги в плотной многосо-

пловой компоновке. При этом вместо кривых ББ при переходе к пространст-

венному случаю используются поверхности ББ. 

Полученные сопла сравниваются: с оптимальными осесимметричными 

соплами, удовлетворяющими тем же ограничениям; с осесимметричными 

соплами, усечёнными ограничивающим сектором, степень расширения кото-

рых больше чем у строго осесимметричных сопел – так называемыми, псевдо 

пространственными соплами. Помимо сверхзвуковых частей пространствен-

ных сопел с круглой формой критического сечения рассматриваются сопла с 

варьируемой формой критического сечения. Пространственная сверхзвуко-

вая часть сопла, приведённая в работе В. М. Борисова и И. Е. Михайлова 

[48], сравнивается с соплом, спрофилированным по методу настоящей рабо-

ты для тех же условий и габаритных ограничений. 

В разделе 2.1 приведена постановка задачи. Исследуется компоновка 

из N идентичных пространственных сопел, ограниченных цилиндрической 

поверхностью (рис. 0.4,а). Каждое из N сопел располагается в ограничиваю-

щем секторе цилиндра с углом ϕ = 2π/N. При заданных внешних габаритах и 

дозвуковой части, начиная с некоторой степени расширения, оптимальная 

форма сопла перестаёт быть осесимметричной. Такую компоновку сопел бу-

дем называть плотной. Заданными считаются: радиус шахты rt (выбран за 

единицу длины rt ≡ 1), число сопел N = 4, суммарный массовый расход газа 

через сопла, максимальная длина сверхзвуковой части сопел L, полные пара-

метры однородного осевого потока в критическом сечении p0 (p0 ≡ 1) и T0 

(T0 ≡ 1), и перепад давлений Π = p0/pa, где pa – внешнее статическое давление. 

Критерием оптимизации является значение удельной тяги Rуд (отношение тя-

ги к расходу). 

Поверхность образующей сверхзвуковой части сопла, удовлетворяю-

щая всем наложенным габаритным ограничениям, получается в результате 
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усечения аппроксимирующей поверхности ББ ограничивающей её цилинд-

рической поверхностью сектора (рис. 0.4,б). Поверхность ББ задаётся дву-

мерным массивом контрольных точек Pij. Математическая постановка задачи 

оптимизации сводится к определению координат контрольных точек поверх-

ности ББ и построенной на её основе форме сверхзвуковой части сопла (с 

учётом всех наложенных ограничений), имеющего максимальную удельную 

тягу. 

(а) 
 

X

Y

Z

(б) 

 
Рис. 0.4. Сверхзвуковая часть сопла из плотной сопловой компоновки 

В разделе 2.2 приведены результаты оптимизации, полученные для 

П = 500, ϕ = π/2, радиуса критического сечения rin = 0.1442, L = 10 rin. Самая 

грубая сетка, с которой начинался процесс оптимизации, содержала 640 

(8×4×20) ячеек, а самая тонкая сетка – 40960 (32×16×80) ячеек. При этом 

увеличение тяги, полученное за счёт оптимизации на самой тонкой сетке, со-

ставляло менее 0.005% от тяги сопла, полученного после оптимизации на 

сетках меньшей мощности, (вплоть до 13310 (22×11×55) ячеек). Общее число 

итераций (сумма итераций на всех сетках), необходимое для получения со-

пла, близкого к оптимальному, не превосходило 100, (под итерацией понима-

ется 1 «исчерпывающий» шаг по градиенту). 

Исследовалось влияние числа контрольных точек ПББ на значение 

удельной тяги сверхзвуковых частей сопел, получаемых в результате опти-

мизации. Аппроксимирующая поверхность ББ задавалась массивами из 

(3×4), (3×5), (3×6) и (3×8) контрольных точек и фиксированной (круглой) 
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формой критического сечения. Положение критического сечения варьирова-

лось вдоль оси X. Полученные в процессе оптимизации сопла выигрывают от 

0.44% до 0.6% в удельной тяге по сравнению с оптимальными осесиммет-

ричными соплами, удовлетворяющими тем же ограничениям. Как и ожида-

лось, увеличение порядка аппроксимирующей поверхности привело к замет-

ному улучшению значения критерия. 

X

Y (а) 

0 0.4 

0.4 

0.8 

0.8
X

Y (б) 
0.8

0.4

0 0.4 0.8
Рис. 0.5. Двумерные проекции спрофилированных сопел 

В п. 2.2.1 приведены результаты оптимизации псевдо пространствен-

ного сопла. При одинаковых габаритных ограничениях выигрыш компоновки 

псевдо пространственных сопел относительно компоновки вариационных 

сопел составил 0.28% по удельной тяге. На рис. 0.5,а приведены двумерные 

проекции спрофилированных сверхзвуковых частей: пространственной (тон-

кий контур) и псевдо пространственной (жирный контур). 

В п. 2.2.2 рассмотрен случай оптимизации сверхзвуковой части про-

странственного сопла с произвольной варьируемой формой критического се-

чения. В данном случае выигрыш по удельной тяге оказался наибольшим из 

всех полученных 0.68%. На рис. 0.5,б приведены двумерные проекции сверх-

звуковых частей сопел, близких к оптимальным, с круглой (тонкий контур) и 

варьируемой формой критического сечения (жирный контур). 

Глава 3 посвящена профилированию пространственных сопел, содер-

жащих участки с дозвуковым течением. Последовательно рассмотрено три 

примера. Первой рассматривается задача профилирования пространственных 

околозвуковых сопел двигателя с малой инфракрасной (ИК) заметностью, 
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которая решается в рамках уравнений Рейнольдса. Далее рассматривается за-

дача профилирования оптимального пространственного сопла ПВРД с мак-

симальной проекцией на заданное направление вектора тяги. Затем сформу-

лирована и решена задача профилирования пространственного сопла ПВРД с 

учётом аэродинамических характеристик ЛА с минимальным расходом топ-

лива на крейсерском режиме. В этом случае направление вектора тяги сопла 

не задано и находится в процессе оптимизации. 

Апробация предложенного метода оптимизации на задачах профили-

рования существенно пространственных сопел, содержащих участки дозву-

кового течения, выявила необходимость усовершенствования аппроксимаци-

онных подходов. В итоге предложено использование неоднородных поверх-

ностей Бернштейна-Безье, а также B-сплайнов при аппроксимации форм оп-

тимизируемых объектов. Именно их использование позволяет профилиро-

вать существенно пространственные аэродинамические объекты, содержа-

щие продольные изломы, обеспечивая качественную аппроксимацию сравни-

тельно небольшим числом параметров. 

Раздел 3.1 посвящён описанию предложенной модификации аппрок-

симационных подходов – неоднородным поверхностям ББ. В отличие от 

классической поверхности ББ, такая поверхность может быть задана произ-

вольным набором кривых, которые являются не кривыми ББ, а любыми за-

данными параметрическими кривыми, - назовём их контрольными кривыми, 

- параметры которых могут варьироваться в ходе оптимизации. 
 (а) (б) 

 
Рис. 0.6. Схема сопла двигателя с малой инфракрасной заметностью 
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В разделе 3.2 рассмотрена задача профилирования пространственного 

околозвукового сопла максимальной тяги, заданной длины с малой ИК за-

метностью. Требование малой заметности обуславливает несоосное распо-

ложение входного и выходного сечений. Кроме того, форма входного попе-

речного сечения, определяемая конструкцией ТРД, является круглой, а вы-

ходное сечение должно иметь вытянутую прямоугольную форму (рис. 0.6,а). 

В п. 3.2.1 изложена постановка задачи. Заданными считаются: полные 

температура T0 (T0 ≡ 1) и давление p0 (p0 ≡ 1) на входе, перепад полного и 

внешнего статического давлений П = 1.89, радиус поперечного сечения ка-

меры сгорания rin (rin ≡ 1), длина сопла L, высота и ширина выходного сече-

ния сопла a = 0.5, b = 4. При оптимизации достаточно рассматривать только 

одну из «половинок» сопла (рис. 0.6,б). Рассмотрены длины L = 1, 2, 4 и 8, 

критерием оптимизации выбрана удельная тяга Rуд. 

Для описания геометрии такого типа необходимо, в первую очередь, 

качественно аппроксимировать форму выходного сечения: образующая со-

пла по мере приближения к выходному сечению должна допускать появле-

ние участка, близкого к цилиндрическому. Рассмотрено два способа аппрок-

симации искомой поверхности: в первом случае в качестве контрольных кри-

вых неоднородной поверхности ББ задавались суперпозиции нескольких па-

раметрических кривых; во втором случае контрольные кривые задавались 

кубическими рациональными B-сплайнами. 

В первом подходе неоднородная поверхность ББ задавалась набором из 

5-ти контрольных кривых вида: 

( ) ( ) [ ]
j j

j
j j

0 0

, 1, 0,1 ,
N N

j j

t w t w t
= =

= = ∈∑ ∑C c  

где wj – веса кривых cj(t), образующих суперпозицию. В общем случае, варь-

ироваться могут, как веса wj (или часть из них), так и параметры самих кри-

вых cj(t), например, если одна из них является кривой ББ. Был рассмотрен 

простейший случай, когда каждая контрольная кривая представляла собой 
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суперпозицию двух кривых, описывающих входное и выходное сечения. 

Варьируемыми параметрами являлись веса 2 3
0 0,w w , а 0 1 4

0 0 01, 0.w w w≡ = =  

Во втором подходе аппроксимирующая неоднородная поверхность ББ 

так же задавалась набором из 5-ти контрольных кривых, которые являлись 

однородными рациональными кубическими B-сплайнами (URBS). Фиксиро-

ванными оставались: параметры кривой, описывающей входное сечение; 

ближайшей к ней контрольной кривой, которая повторяла первую для обес-

печения гладкости входного участка сопла; а также контрольной кривой, ап-

проксимирующей выходное сечение. Варьировалось 12 параметров, опреде-

ляющих формы двух промежуточных контрольных кривых. 

В п. 3.2.2 анализируются результаты опти-

мизации. На рис. 0.7 представлены потери 

тяги сопел, полученных в результате пред-

ложенного способа оптимизации, по срав-

нению с тягой одномерного идеального со-

пла в рассматриваемом диапазоне длин. 

Графики приведены для двух способов ап-

проксимации: I – аппроксимация неодно-

родной поверхностью ББ, заданной набо-

ром мульти-кривых с варьируемыми веса-

ми (2 произвола: 2 3
0 0,w w ), II – аппроксима-

ция, использующая в качестве контрольных 

кривых кубические URBS с варьируемыми 

весами и координатами контрольных точек 

(12 произволов). Помимо этого, приведены два случая неоптимальных сопел, 

форма которых задавалась аналогично случаю I, но веса при этом фиксиро-

вались: в случае Iа 2 3
0 01, 0,w w= =  то есть 2-ая контрольная кривая повторяет 

форму критического сечения, а 3-я – форму выхода; в случае Iб 2-ая и 3-я 

контрольные кривые повторяют форму выходного сечения. Случаи Iа и Iб 
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Рис. 0.7. Зависимость потерь пол-
ного давления полученных сопел 
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приведены, чтобы продемонстрировать выигрыши, получаемые за счёт оп-

тимизации. 

Во всех рассмотренных случаях наименьшие потери тяги имели сопла, 

аппроксимированные с использованием URBS. В случаях I и Iб зависимость 

полученных потерь от длины сопла немонотонна, таким образом, помимо 

выбора оптимальной формы поверхности сопла необходимо помнить и об 

оптимальной длине, так как избыточное увеличение длины может оказаться 

не просто не эффективным, но и вредным. 

Раздел 3. 3 посвящён задаче профилирования пространственного сопла 

высокоскоростного ПВРД максимальной в заданном направлении тяги с учё-

том внешнего обтекания приближённой кормовой части. Постановка задачи 

приведена в п. 3.3.1. На выходе из камеры сгорания заданы полная темпера-

тура T0, массовый расход G0 и верхнее предельно допустимое значение пол-

ного давления p0max. Помимо этого задано статическое внешнее давление pa, 

число Маха полёта M, угол атаки α и показатель адиабаты γ. Сопло имеет ряд 

габаритных ограничений, продиктованных конструкционными требованиями 

к ЛА (рис. 0.8,а). Для аппроксимации «половинки» поверхности сопла сты-

ковалось три неоднородных поверхности ББ: первая оставалась неизменной и 

описывала форму камеры сгорания (КС), вторая аппроксимировала дозвуко-

вую часть сопла, а третья – сверхзвуковую (рис. 0.8,б). В качестве контроль-

ных кривых использовались кубические URBS. Веса контрольных точек не 

варьировались, а варьировались только координаты некоторых из них, а так-

же угол наклона выходного сечения относительно оси X и положение выход-

ного сечения по оси Y (в системе координат, связанной с ЛА). Число произ-

волов задачи P менялось в различных случаях от 10 до 35. 
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(а) (б) 

 
Рис. 0.8. Схема сопла высокоскоростного ПВРД 

Для учёта влияния внешнего потока моделировалось обтекание упро-

щённой геометрии кормовой части, которая представляла собой линейчатую 

поверхность, натянутую на две плоские кривые, одна из которых, совпадая со 

срезом сопла, варьировалась. 

В качестве критерия был выбран коэффициент тяги η∗∗ = R/R∗∗, где R – 

проекция тяги сопла на заданное направление за вычетом той же проекции 

аэродинамической силы, действующей на кормовую часть, а R∗∗ – тяга одно-

мерного идеального сопла для заданных значений расхода G0 и полного дав-

ления p0 = p0max. Правильнее говорить о заданном значении полного давления, 

равном p0max. Для того чтобы обеспечить выполнение такого граничного ус-

ловия, вводилась функция штрафа вида: 
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0 0max 0max 0 0max

0 0max

1 , 1 ;

0, 1 ,

k p p d p d p p d

p p d

⎧ − − > −⎪Δ = ⎨
≤ −⎪⎩

 

где p0 – полное давление, которое получалось в газодинамическом расчёте, а 

константы k и d выбирались вручную. 

В п. 3.3.2 приведены результаты оптимизации для следующих значе-

ний параметров: M = 5.5; α = 4°; T0 = 2530 К; G0 = 1.81 кг/с; p0max = 1.5 бар; 

pa = 0.01 бар; γ = 1.25; Rg = 374.5 Дж/(кг·К); L = 0.645 м; высота камеры сго-

рания 0.072 м; ширина аппарата 0.38 м. Тяга сопла оптимизировалась в осе-

вом направлении. Приведённые значения газодинамических и геометриче-

ских параметров соответствуют техническому заданию на проектирование 
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сопла для экспериментального демонстратора ПМ-3, разрабатываемого в от-

деле 012 ЦИАМ. 

Было рассмотрено пять случаев: I – сопло с цилиндрической нижней 

образующей, близкой к плоской (P = 10); II – полностью пространственное 

сопло с фиксированной формой выходного сечения (P = 15); III – полностью 

пространственное сопло с варьируемой формой выходного сечения (P = 21); 

IV – полностью пространственное сопло с варьируемой формой выходного 

сечения, имеющее большую длину L = 1 м (P = 35, в этом случае НПББ, ап-

проксимирующая сверхзвуковую часть сопла, имела не 4, а 5 контрольных 

кривых); V – полностью пространственное сопло с фиксированной формой 

выходного сечения, с круглой формой поперечного сечения КС эквивалент-

ной площади (P = 15). 
 

(а)

 

(б)

 
Рис. 0.9. Формы и поля чисел Маха спрофилированных сопел ПВРД 

На рис. 0.9 приведены формы и поля чисел Маха для случаев I и II. 

Наибольшие потери тяги по сравнению с идеальным одномерным соплом 
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имеет вариант I – 3.25% (рис. 0.9,а), что почти на 1% больше, чем потери со-

пла той же длины с профилируемой нижней стенкой (вариант II) – 2.37%, 

(рис. 0.9,б). В этих вариантах форма выходного сечения оставалась постоян-

ной, и варьировалось только его положение в вертикальном и угловом на-

правлениях, так как расчёты показали, что накладываемые габаритные огра-

ничения приводят к тому, что в данных условиях сопла получаются сильно 

недорасширенными. Фиксированная форма выходного сечения позволила 

избавиться от лишних произволов без ущерба качеству получаемых резуль-

татов. В варианте II поле течения получается гораздо более симметричным за 

счёт профилированного горла сопла, что обеспечивает более симметричную 

форму всей сверхзвуковой части и позволяет существенно снизить потери тя-

ги. В вариантах III и IV потери тяги получаются ещё меньше: 1.6% и 0.85% 

соответственно; причём если в первых двух вариантах потери, связанные с 

учётом влияния внешней аэродинамической силы, составляли сотые доли 

процента, то при изменяемой форме выходного сечения сопла эти потери со-

ставляют уже порядка нескольких десятых. В случае V потери тяги – 2.45% 

оказались сопоставимы с полученными в случае II, таким образом, можно 

сделать вывод, что круглая форма поперечного сечения КС, более предпоч-

тительная с точки зрения уменьшения тепловых и прочностных нагрузок по 

сравнению с прямоугольной, не приводит к дополнительным потерям тяги. 

Во всех случаях полное давление в оптимальных соплах практически 

совпадало с заданным значением p0max. Во всех рассмотренных вариантах 

выходное сечение сопел перпендикулярно оси ЛА, таким образом, произвол, 

отвечающий за изменение положения выходного сечения в угловом направ-

лении, оказался лишним. 

В разделе 3.4 сформулирована и решена задача оптимального профи-

лирования пространственного сопла того же ПВРД, о котором шла речь в 

разделе 3.3, но с более полным учётом аэродинамических характеристик ЛА 

при минимальном расходе топлива на крейсерском режиме. При этом угол β 

(угол между вектором тяги и вектором скорости набегающего потока), соот-



 37

ветствующий оптимальному направлению вектора тяги (ВТ) сопла, опреде-

ляется в процессе оптимизации. 

В п. 3.4.1 изложена постановка 

задачи: пусть известны поляра 

ЛА и его вес, также считается, 

что двигатель никак не влияет 

на поляру ЛА. На рис. 0.10 

схематично представлены со-

ображения о выборе оптималь-

ного направления ВТ идеаль-

ного сопла так, чтобы при за-

данной поляре PЛА и заданном весе mg, крейсерский режим достигался при 

минимальном значении модуля ВТ. На рис. 9 ось абсцисс совпадает с на-

правлением вектора скорости набегающего потока u∞; для удобства под ВТ 

подразумевается ВТ, взятый с обратным знаком; за масштаб силы выбрано 

значение веса ЛА. Поляра ЛА аппроксимируется простой квадратичной зави-

симостью вида: 

( )2
x y max x,y x,y1 2 , ,F F K F F mg= + =� � �  

где Fx, Fy – проекции силы, действующей на ЛА со стороны набегающего по-

тока, а Kmax – максимальное аэродинамическое качество ЛА. 

Окружности с центром в т. о1 соответствуют годографу ВТ сопел ра-

кетного двигателя, а дуги окружностей с центром в т. о2 – годографам ВТ со-

пел ПВРД. Годограф внешней аэродинамической силы, действующей на ЛА, 

совпадает с PЛА. Если сопло обеспечивает крейсерский режим полёта при ВТ, 

направленном по вектору скорости набегающего потока, то модуль ВТ тако-

го сопла должен быть равен длинам отрезков |о1a| и |о2a| для ракетного и воз-

душно реактивного двигателей соответственно. При этом в случае ракетного 

двигателя оптимальное направление ВТ сопла совпадает с лучом о1b, т. b – 

ближайшая к т. о1 точка поляры. Аналогично, для сопла ПВРД оптимальное 

направление задаётся лучом о2c. Если предположить, что модуль ВТ идеаль-

 

yF�  

1 

0 

o1 o2 

PЛА
u G∞  

xF�
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a

с

Рис. 0.10. Схема выбора оптимального  
направления вектора тяги 
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ного сопла не меняется при его повороте, то, повернув ВТ сопла на опти-

мальное направление, можно получить избыток тяги, назовём его ε, который 

эквивалентен разнице радиусов более тонкой и более толстой дуг окружно-

стей. Этот избыток тяги может быть, в свою очередь, переведён в экономию 

расхода топлива, поэтому в качестве критерия оптимизации уместно исполь-

зовать величину ε → max. Буквально это означает, что при оптимизации со-

пла должно максимизироваться расстояние (с учётом знака) от точки годо-

графа ВТ сопла до поляры ЛА. В этом случае оптимальное направление ВТ 

будет получаться автоматически. 

Результаты оптимизации для тех же параметров, что и в разделе 3.3, 

содержатся в п. 3.4.2. Качество ЛА K = 4, а вес ЛА задавался из предположе-

ния, что сопло типа II, спрофилированное на осевое направление в разде-

ле 3.3, обеспечивает заданный крейсерский режим полёта. 

Рассмотрено два случая: I 

– вклад внешней аэродинамиче-

ской силы при оптимизации не 

учитывался, (т. е.  при вычисле-

нии критерия); II – учёт влияния 

внешней аэродинамической си-

лы имел место непосредственно 

в процессе оптимизации сопла. 

На рис. 0.11 приведена окрест-

ность точки o1, где на график 

нанесены точки, соответствующие тягам получившихся сопел. Круглыми 

маркерами показаны две точки годографа ВТ сопла I, соответствующие на-

чальному приближению – соплу, спрофилированному на заданное (β = -4°) 

направление ВТ, а также соплу, полученному в результате оптимизации в 

рассмотренной постановке. Линия, соединяющая маркеры, демонстрирует 

эволюцию годографа ВТ в процессе оптимизации, при этом на график нане-

сены точки, посчитанные с учётом вклада внешней силы, который не учиты-
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Рис. 0.11. Окрестность т. o1. Годограф вектора 

тяги спрофилированных сопел ПВРД 
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вался непосредственно при оптимизации. Квадратный маркер отвечает тяге 

сопла в  случае II. ВТ спрофилированных сопел имеют направления весьма 

близкие к лучу o2c (β = -10.30°), полученному по одномерным соотношениям. 

Треугольные маркеры (т. f0, f1) отвечают тяге идеального сопла со степенью 

недорасширенности pe/pa = 2 у двигателя с коэффициентом восстановления 

полного давления в воздухозаборнике σ = 0.2. Точка f0 – тяге при отсутствии 

подачи топлива, (получено по одномерным соотношениям), а точка f1 – тяге 

сопла, обеспечивающего крейсерский режим полёта при осевом направлении 

ВТ. Считается, что это одновременно соответствует режиму максимальной 

подачи топлива. Тогда можно сказать, что, уменьшив тягу на «заработанный» 

в результате оптимизации избыток ε, можно сэкономить 0 1/ f fε∼  топлива, 

оставшись на том же крейсерском режиме. 

На рис. 0.12 приведе-

ны двумерные проекции 

форм полученных опти-

мальных сопел: рис. 0.12,а 

соответствует случаю I. Для 

того чтобы сопло не полу-

чилось близким к плоскому 

симметричному соплу, ко-

торое перестанет быть оп-

тимальным при учёте влия-

ния обтекания кормовой 

части, в случае I у выходно-

го сечения варьировался только угол наклона, который в результате получил-

ся существенно ненулевым, для того чтобы повернуть поток на оптимальный 

угол: β = -8.48°. Сопло, изображённое на рис. 0.12,б, было получено с учётом 

влияния внешней силы: в отличие от случая I, сопло II имеет близкую к мак-

симально возможной длину как верхней, так и нижней стенок, а оптималь-

ный угол поворота потока β = -11.46° получается за счёт варьирования горла 

a)

б)

 (а)

(б)

Рис. 0.12. Двумерные проекции спрофилированных 
сопел ПВРД 
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и вертикального положения выходного сечения. В первом случае избыток тя-

ги получившегося сопла ε = 0.024, что эквивалентно экономии расхода топ-

лива ΔGf = -5.9%; во втором случае: ε = 0.034, ΔGf = -8.5%. 

Можно сделать вывод, что решение задачи в предложенной постановке 

эквивалентно решению задачи профилирования сопла с максимальной про-

екцией ВТ на заданное направление, рассмотренной в разделе 3. 3, если ве-

личину β задавать, исходя из одномерных теоретических оценок. 

В главе 4 приведены примеры профилирования в рамках уравнений 

Рейнольдса проточной части переходных каналов, обеспечивающих низкий 

уровень потерь полного давления. Рассматривается 3 типа осесимметричных 

кольцевых каналов. Кроме того, для двигателя сложного термодинамическо-

го цикла рассматриваются пространственные переходные каналы. Профили-

рование пары пространственных каналов регенератора перспективного ТРДД 

со сложным термодинамическим циклом реализовано с помощью ещё одного 

прямого метода оптимизации нулевого порядка – метода исследования про-

странства параметров. 

Раздел 4.1 посвящён про-

филированию осесимметричных 

кольцевых переходных каналов 

ТРДД. В п. 4.1.1 приведена по-

становка задачи: рассматривается 

осесимметричный кольцевой ка-

нал, основные геометрические 

параметры которого определяют-

ся длиной его «криволинейного» участка L0 (рис. 0.13). Направление средней 

линии переходного канала на его выходе составляет угол β с осью вращения 

канала. Профилирование осуществляется для 3-х типов переходных каналов: 

между вентилятором и подпорной ступенью (Тип 1), между подпорной сту-

пенью и КВД (Тип 2), а также между ТВД и ТНД (Тип 3). Для каждого типа 

канала заданы газодинамические параметры на входе: p0 – давление тормо-
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Рис. 0.13. геометрические характеристики ка-

нала и вид расчётной области 
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жения, T0 – температура торможения, G – массовый расход, α – угол закрут-

ки потока в тангенциальном направлении. Для каждого типа переходного ка-

нала длины L необходимо спрофилировать оптимальные формы его обра-

зующих при заданных условиях, то есть требуется найти вид функций rint(x), 

rext(x) на интервале 0 ≤ x ≤ L. Критерием оптимизации является уровень газо-

динамический потерь в переходном канале. Кроме того, для определения 

влияния длины переходного участка L на газодинамические характеристики 

переходного канала, рассмотрены длины, близкие к базовой длине L0: 3/4 L0, 

5/4 L0. Профилирование осуществляется в рамках уравнений Рейнольдса. В 

п. 4.1.2 описан способ аппроксимации формы каналов: как и ранее, верхняя и 

нижняя стенки каналов представлялись в виде кривых ББ 5-ого порядка. Для 

корректного описания течения на входе/выходе к основной геометрии добав-

лялись прямолинейные кольцевые участки постоянной площади поперечного 

сечения. Варьировались некоторые радиальные координаты контрольных то-

чек кривых ББ, что соответствовало 4-м произволам. Положение остальных 

контрольных точек обеспечивало гладкую стыковку поверхности каналов и 

цилиндрических участков. 

В п. 4.1.3 приводится методика расчёта потерь в переходном канале. 

Профилирование осуществлялось в квази-двумерной постановке: расчётная 

область представляла собой сектор с угловым размером 0.1°. Во входном 

сечении расчётной области задавался поток с однородными по высоте канала 

значениями давления торможения p0 и температуры торможения T0, а также 

заданным направлением вектора скорости, определяемым величиной закрут-

ки потока на входе в канал. Радиальная компонента вектора скорости на вхо-

де в канал задавалась равной нулю. На выходе из расчётной области задава-

лось фиксированное статическое давление pe, обеспечивающее в выходном 

сечении канала требуемый массовый расход G. Коэффициент восстановления 

полного давления σ, определяемый по среднемассовым значениям давления 

торможения, рассчитывается как σ = 1 – (1 – σ′)(G/G′)2, с поправкой, учиты-

вающей, что при выбранном способе задания граничных условий расчётное 
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значение расхода G′ отличается от требуемого. В качестве критерия оптими-

зации был выбран коэффициент сопротивления переходного канала ζ, кото-

рый практически не зависит от уровня скоростей в канале, а значит и массо-

вого расхода: 

( ) ( )( ) ( )1 2
0 in1 1 2RT V−γ γ⎡ ⎤ζ = γ σ − γ −⎣ ⎦ , 

где γ – показатель адиабаты, R – газовая постоянная, Vin – среднемассовое 

значение модуля скорости на входе. 

Результаты профилирования переходных каналов содержатся в п. 4.1.4. 

Из трёх типов рассматриваемых каналов 1-й и 2-й имели S-образную форму, 

то есть вход и выход имели осевое направление, а 3-й тип имел выход, на-

правленный под углом β = 45° к оси двигателя. Газодинамические характери-

стики спрофилированных каналов приведены на рис. 0.14.  
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Рис. 0.14. Характеристики спрофилированных каналов 

Выбранный способ расчёта характеристик каналов и задания гранич-

ных условий приводит к появлению заметных потерь на начальном цилинд-

рическом участке вследствие интенсивного роста пограничного слоя. Для оп-

тимального канала (Тип 2) базовой длины L0 = 0.28 м вклад в общее сопро-

тивление входного цилиндрического участка составляет 0.052, то есть почти 

половину всего сопротивления ζ и, следовательно, реальное сопротивление 

оптимального переходного канала в данном случае составляет ζ1 = 0.055. У 

канала со сравнительно мягкими условиями стыковки образующих на входе 
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и выходе (Тип 1) имеет место оптимальная длина криволинейного участка, 

при которой потери в канале минимальны. 

Оптимальная образую-

щая переходного канала 

может содержать выра-

женный диффузорный 

участок, даже если пе-

реходный канал в це-

лом конфузорен. Это 

видно при вниматель-

ном рассмотрении по-

лученных оптимальных 

форм переходных кана-

лов Типа 1 рис. 0.15,а и Типа 2 рис. 0.15,б, где площадь поперечного сечения 

переходного канала локально увеличивается при общем сужении. 

Для сравнения характеристик оптимальных переходных каналов с не-

оптимальными был проведён расчёт течения в неоптимальном переходном 

канале (Тип 2) базовой длины, который обладает высокой монотонностью 

геометрических характеристик. Сопротивление рассматриваемого канала 

ζ = 0.130, что на 21 % больше сопротивления аналогичного оптимального ка-

нала. А с учётом сопротивления цилиндрического участка неоптимальный 

переходный канал имеет на 47 % большее сопротивление. 

Для обоснования применимости осесимметричной постановки были 

выполнены пространственные расчёты течения (в секторе с угловым разме-

ром 90°) в спрофилированных каналах Тип 2 и Тип 3, которые показали, что 

уровень потерь в каналах, а также осесимметричная картина течения сохра-

няется и в пространственном случае. 

В разделе 4.2 рассмотрена задача профилирования пары пространст-

венных каналов регенератора перспективного ТРДД сложного термодинами-

ческого цикла. Рассматриваемые каналы таковы, что одним их своих концов 
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Рис. 0.15. Формы и поля чисел Маха 
в спрофилированных каналах 
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они присоединяются к осесимметричной части проточного тракта двигателя, 

поэтому их поперечное сечение в этих местах представляет собой кольцевой 

сектор, смежный с аналогичным сектором соседних каналов (угол сектора 

β = 18° соответствует 20-ти подводящим/отводящим каналам регенератора). 

На другом конце форма сечения задана в виде трапеции, что и обуславливает 

пространственную форму профилируемых каналов. Постановка задачи при-

ведена в п. 4.2.1: заданы геометрические характеристики каналов, – высоты и 

средние диаметры входа и выхода, степени расширения, длина профилируе-

мого участка в осевом направлении, и газодинамические – расход газа G0, 

полные давление p0 и температура T0, коэффициенты скорости λ. В п. 4.2.2 

описана аппроксимация формы каналов. При профилировании поперечное 

сечение каналов представлялось в виде слабо криволинейного четырехуголь-

ника. Формы каналов задавались положением пространственной параметри-

ческой кривой и функциями распределения толщин и высот вдоль неё. Про-

филирование пары каналов сводится к решению задачи оптимизации с 11 

произволами. П. 4.2.3 посвящён описанию метода оптимизации, используе-

мому при поиске решений – методу исследования пространства параметров. 

Этот метод позволяет получить решения, обеспечивающие низкий уровень 

газодинамических потерь, удовлетворяющие условию взаимного непересече-

ния подводящего/отводящего каналов, без решения задачи о пересечении 

двух произвольных невыпуклых поверхностей. 

Результаты оптимизации представлены в 

п. 4.2.4. Из множества решений, полученных в 

результате оптимизации методом исследования 

пространства параметров, была выбрана пара 

непересекающихся каналов, обеспечивающих 

низкий уровень газодинамических потерь 

(рис. 0.16). Согласно расчётам, потери полного 

давления в спрофилированном подводящем 

S-образном канале соответствуют значениям 

 
Рис. 0.16. Пространственный 
вид компоновки спрофилиро-

ванных каналов 
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σ = 0.9961, ζ = 13.69%, и в отводящем C-образном канале σ = 0.9965, 

ζ = 27.61%. 

Заключение 

Современный уровень вычислительной техники даёт возможность ши-

рокого использования прямых методов оптимизации для профилирования 

различных элементов двигателя. При этом качество результатов такого про-

филирования будет во многом зависеть от способа описания геометрии про-

филируемого объекта и от корректности расчёта значений критериев. Апро-

бация авторской модификации метода исчерпывающего градиентного спуска 

с использованием полиномов Бернштейна при аппроксимации формы на за-

даче профилирования сверхзвуковой части осесимметричного сопла Лаваля 

максимальной тяги показала эффективность данного метода применительно 

к задачам оптимизации формы переходных каналов и сопел ракетных двига-

телей. 

1. На основе предложенного подхода решены следующие задачи опти-

мального профилирования: 

1.1. В рамках уравнений Эйлера решена задача профилирования про-

странственной сверхзвуковой части сопла в плотной многосопловой 

компоновке. Полученные пространственные сверхзвуковые части с 

круглой формой критического сечения выигрывают у оптимальных 

осесимметричных сопел, удовлетворяющих тем же габаритным огра-

ничениям, по удельной тяге от 0.44% до 0.6%. Выигрыш спрофилиро-

ванной псевдо пространственной сверхзвуковой части сопла, при 3-х 

варьируемых параметрах, по сравнению с оптимальной осесимметрич-

ной сверхзвуковой частью по удельной тяге составил 0.28%. Получен-

ная при заданных граничных условиях, в том числе массовом расходе 

воздуха, и габаритных ограничениях сверхзвуковая часть с варьируе-

мой формой критического сечения выигрывает по удельной тяге у оп-

тимальной осесимметричной сверхзвуковой части сопла 0.68%. 
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1.2. В рамках уравнений Рейнольдса спрофилированы околозвуковые 

сопла двигателя с малой инфракрасной заметностью. Проведено иссле-

дование влияния длины сопел на их оптимальные характеристики. Рас-

смотрено 2 способа аппроксимации поверхности сопла: во всех рас-

смотренных случаях наилучшие характеристики имели сопла, аппрок-

симированные в поперечном направлении с использованием кубиче-

ских однородных рациональных B-сплайнов. Потери тяги таких сопел 

по сравнению с одномерным идеальным соплом не превышают 1% в 

диапазоне длин L от 2 до 8 (в калибрах радиуса входа). При L = 1 поте-

ри тяги составили порядка 5%. 

1.3. В рамках уравнений Эйлера решена задача профилирования про-

странственного сопла ПВРД максимальной в заданном направлении тя-

ги с учётом влияния обтекания приближённой формы кормовой части. 

Профилировалась как сверхзвуковая часть сопла, так и дозвуковая. По-

лученные результаты демонстрируют малые потери тяги спрофилиро-

ванных сопел по сравнению с одномерным идеальным соплом: от 3.5 

до 1%. При этом возможность уменьшения потерь тяги, с одной сторо-

ны, связана с профилированием горла сопла, благодаря чему поверх-

ность сверхзвуковой части оптимальных конфигураций близка к сим-

метричной, а с другой – с умеренным ослаблением габаритных ограни-

чений, которое, тем не менее, приводит к существенному улучшению 

тяговых характеристик. Расчётное сравнение спрофилированных сопел 

с базовыми прототипами сопла экспериментального образца-

демонстратора высокоскоростного ПВРД ПМ-3 показало, что спрофи-

лированные сопла выигрывают по тяге у базовых прототипов в рамках 

одинаковых габаритных ограничений от 3% до 5%. 

1.4. Сформулирована и решена задача оптимального профилирования 

пространственного сопла ПВРД с учётом аэродинамических характе-

ристик ЛА с минимальным расходом топлива на крейсерском режиме. 

Для заданного крейсерского режима спрофилированные сопла обеспе-
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чивают от 6 до 8.5% уменьшения удельного расхода топлива по срав-

нению с оптимальным пространственным соплом, удовлетворяющим 

тем же габаритным ограничениям, спрофилированным на осевое на-

правление вектора тяги. При этом углы поворота вектора тяги опти-

мальных сопел оказываются существенно ненулевыми: -8.48° и -10.46°; 

и весьма близкими к оптимальному направлению вектора тяги -10.30°, 

полученному, исходя из одномерных оценок. Во всех рассмотренных 

случаях сверхзвуковые части оптимальных сопел ПВРД получаются 

близкими к симметричной (двусторонней) за счёт профилирования 

формы горла. Этот результат отличается от классического рассмотре-

ния несимметричных плоских сопел ПВРД, которые в действительно-

сти не являются оптимальными для заданного режима полёта при на-

личии габаритных ограничений. 

1.5. Построены оптимальные формы образующих осесимметричных 

кольцевых переходных каналов трёх типов в диапазоне длин от 3/4 до 

5/4 от базовой длины, обеспечивающих низкий уровень потерь полного 

давления. Расчёт потерь в каналах осуществлялся интегрированием 

уравнений Рейнольдса. Для рассмотренных каналов между вентилято-

ром и подпорной ступенью показано, что существует оптимальная 

длина, при которой потери в канале минимальны. Установлено, что оп-

тимальная образующая переходного канала может содержать выра-

женный диффузорный участок, даже если переходный канал в целом 

конфузорен. 

 

2. С помощью метода исследования пространства параметров реализова-

но профилирование пары пространственных каналов регенератора пер-

спективного ТРДД сложного термодинамического цикла. Из получен-

ного множества Парето-оптимальных решений выбрана пара каналов, 

удовлетворяющих наложенным габаритным ограничениям и обеспечи-
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вающих низкий расчётный уровень потерь полного давления (0.5-1%) 

на канал. 
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ГЛАВА 1. Прямые методы профилирования осесимметричной сверхзву-

ковой части сопла Лаваля максимальной тяги 

Введение 

Задача построения сверхзвуковой части сопла максимальной тяги при 

заданных только габаритных ограничениях стала классической вариационной 

задачей газовой динамики [3, 5, 6, 13, 14]. При отсутствии других ограниче-

ний (изопериметрических условий) на основе Метода Контрольного Контура 

(МКК) получены условия оптимальности, позволяющие в рамках уравнений 

Эйлера с использованием метода характеристик построить точное решение 

указанной задачи. В случае более сложных изопериметрических условий для 

точного решения рассматриваемой вариационной задачи необходимо при-

влекать довольно громоздкий и трудоемкий Общий Метод Множителей Ла-

гранжа (ОММЛ) [3, 5, 14]. Реализация полученных с его помощью условий 

оптимальности требует совместного решения краевых задач для уравнений в 

частных производных, как для параметров течения, так и для множителей 

Лагранжа. Опыт применения ОММЛ в других задачах газовой динамики по-

казывает, что построенные на его основе единичные решения могут исполь-

зоваться лишь как ориентир при создании других, более эффективных, хотя и 

приближенных методов оптимального проектирования.  

Таким образом, незаменимым практическим инструментом в решении 

задачи построения оптимального сопла в общей постановке являются прямые 

методы. Однако их серьезный недостаток заключается в необходимости вы-

полнения большого числа расчётов целевой функции, что в задачах газовой 

динамики чаще всего требует серьёзных временных затрат. Ниже для реше-

ния поставленной задачи профилирования оптимальной сверхзвуковой части 

осесимметричного сопла Лаваля предлагается использовать прямой метод 

исчерпывающего градиентного спуска. Авторская реализация этого стан-

дартного прямого метода первого порядка имеет ряд особенностей, главной 

из которых является использование полиномов Бернштейна при аппроксима-
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ции формы контура образующей сверхзвуковой части сопла. Благодаря такой 

аппроксимации предложенный прямой метод позволяет быстро и эффектив-

но профилировать сверхзвуковые части сопел весьма близкие по своим ха-

рактеристикам к точному решению, полученному МКК. Кроме сравнения с 

точным решением проведено сравнение с соплами, полученными с помощью 

ещё одного весьма эффективного метода – Метода Локальной Линеаризации 

(МЛЛ), предложенного С. А. Таковицким [50, 51]. 

Довольно часто при проектировании реальных двигателей возникают 

конструкционные ограничения на габариты сопел, в частности на их длину и 

радиус выходного сечения. Эти ограничения, как правило, связаны с разме-

рами пусковых установок, пусковых шахт и т. д. В последнее время при оп-

тимизации сопел борьба идёт за доли процента тяги, ввиду чего, помимо га-

баритов, заметную роль начинает играть вес сопла. Таким образом, абсолют-

но естественным было бы реализовать оптимизацию сопла при заданном ве-

се. Задача оптимального профилирования с учётом веса рассмотрена Стерни-

ным Л. Е. в [9], она решена для случая, когда вес сопла зависит лишь от вы-

ходного радиуса, в этом случае правильный результат сводится к некоторой 

модификации условия Буземана. Очевидно, что в действительности вес сопла 

зависит не только от значения радиуса выхода, но и от формы образующей, а 

также от распределения сил давления, действующих на стенку. Решение за-

дачи в такой постановке представляется отнюдь не тривиальным, так как это 

требует хотя бы приближённого учёта свойств материала, а значит, привле-

чения математического аппарата механики твёрдого тела. В настоящей рабо-

те, вместо решения задачи с фиксированным весом, была решена задача оп-

тимизации сопла при фиксированной площади его поверхности. Выбор тако-

го изопериметрического условия был обусловлен, прежде всего, тем, что ин-

туитивно функционал площади кажется более близким к функционалу веса, 

чем длина сопла. Кроме того, ограничения на площадь боковой поверхности 

могут возникать, если принять во внимание необходимость охлаждения со-

пла, что опять-таки сказывается на общем весе. Изопериметрическое условие 
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такого рода не позволяет решать задачу оптимизации в точной постановке, и 

прямые методы оказываются незаменимым инструментом для поиска опти-

мальных конфигураций. 

В качестве ещё одного примера, не допускающего решения на основе 

точных вариационных методов, но крайне интересного с практической точки 

зрения, рассмотрена оптимизация с непосредственным учётом влияния вяз-

кости. 

1.1. Постановка задачи 

Рассматривается сверхзвуковая часть осесимметричного сопла Лаваля 

с изломом в начальной точке (рис. 1. 1). Заданными считаются внешнее дав-

ление p+, а также параметры однородного осевого потока в критическом се-

чении радиуса r: полное давление и температура газа в камере сгорания – p0, 

T0, соответственно, а также близкое к единице сверхзвуковое число Маха, что 

при известных параметрах торможения определяет все остальные параметры 

течения в этом сечении. Отметим, что в [60] было показано, что учёт нерав-

номерности потока на входе в сверхзвуковую часть слабо влияет на её опти-

мальную форму. На длину сверхзвуковой части сопла L или на площадь её 

боковой поверхности S накладываются габаритные ограничения. Необходи-

мо спрофилировать контур сверхзвуковой части, реализующий максимум тя-

ги или, - что в данном случае равносильно, - интеграла сил давления, дейст-

вующих на сверхзвуковую часть сопла, χ при заданных условиях и ограниче-

ниях. 

r 

Y

X
L0  

Рис. 1.1. Сверхзвуковая часть сопла Лаваля с изломом в начальной точке 

С точностью до постоянного множителя, (равном 2π в осесимметрич-

ном случае), интеграл сил давления определяется, как: 
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1
L

0

max,
1

L py py dx yν +ν+′χ = − →
+ ν∫  (1.1)

где p – давление, yL – ордината среза сопла, (радиус выходного сечения), 

ν = 0 в плоском случае и ν = 1 в осесимметричном. 

Для удобства в качестве масштаба длины задавался радиус критическо-

го сечения r, за единицу давления и температуры принимались их критиче-

ские значения. Задача решается прямыми методами оптимизации, как в рам-

ках уравнений Эйлера, так и в рамках уравнений Навье-Стокса. 

1.2. Метод исчерпывающего градиентного спуска с аппроксимаци-

ей искомой формы образующей сопла кривыми Бернштейна-Безье 

К наиболее известным прямым методам первого порядка решения за-

дачи безусловной оптимизации можно отнести, так называемые, градиентные 

методы, подробно описанные в литературе, например в [44]. Суть этих мето-

дов заключается в следующем: задавшись некоторым начальным приближе-

нием, - координатами точки в пространстве параметров задачи x0, - в данной 

точке вычисляется градиент функции цели (критерия), после чего осуществ-

ляется движение вдоль градиента в новую точку x1, где операция повторяет-

ся. 

В зависимости от того, каким образом осуществляется движение вдоль 

градиента, различают те или иные модификации метода простого градиент-

ного спуска, в котором движение осуществляется с постоянным, положи-

тельным шагом до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность. Под 

точностью здесь следует понимать, не точность сходимости к реальному оп-

тимуму, а лишь точность, гарантирующую отличие значений критерия на 

двух последовательных итерациях не более чем на заданную величину, что 

позволяет надеяться, но вовсе не гарантирует сходимость к реальному опти-

муму. 

В задаче размерности N для выполнения одной итерации необходимо 

выполнить 2N расчётов значений критерия при вычислении градиента с по-
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мощью центральной разности, и P ≥ 1 расчётов значений критерия при дви-

жении в найденном направлении. Таким образом, в задачах, где 1N � , вы-

годнее, с точки зрения уменьшения числа прямых расчётов, как можно более 

эффективно двигаться вдоль найденного направления, увеличивая тем самым 

значение P. В случае, когда расчёт значения критерия занимает ничтожно 

малое время, вопрос об эффективности выбранного способа движения по гра-

диенту при нынешних вычислительных мощностях не так принципиален. 

Если же время каждого отдельного расчёта критерия велико, что относится 

как раз к задачам профилирования аэродинамических форм, проблема эф-

фективного движения вдоль найденного направления, напротив, стоит осо-

бенно остро. 

Одной из модификаций метода простого градиентного спуска является 

метод исчерпывающего градиентного спуска, отличие которого заключается 

в том, что величина шага при движении по градиенту меняется таким обра-

зом, что оптимум целевой функции в данном направлении достигается с за-

данной точностью, после чего одна итерация процесса оптимизации считает-

ся завершённой. 

Именно с помощью авторской реализации метода исчерпывающего 

градиентного спуска был получен основной объём приведённых в работе ре-

зультатов. Не останавливаясь подробно на деталях «внутренней кухни» реа-

лизованного алгоритма, нельзя не отметить такой момент, как выбор величи-

ны приращения каждого варьируемого параметра при вычислении градиента. 

Итак, если считать, что критерий есть функция F(x1, x2,…, xN), то координаты 

точки нового приближения на i-ой итерации, вычисляются как: 

( ) ( )i+1 i i i igrad grad ,s F F= +x x x x  

где si – величина шага. k-ая компонента градиента на i-ой итерации вычисля-

ется с помощью центральной разности вида: 
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где i
kxΔ  – величина приращения k-ого варьируемого параметра на текущей 

i-ой итерации, а за i
kFΔ  обозначили величину соответствующего приращения 

критерия. 

С точки зрения уменьшения времени сходимости процесса оптимиза-

ции будет лучше организовать вычисление градиента таким образом, чтобы 

приращения параметров при варьировании i
kxΔ  были соизмеримы с расстоя-

нием до точки оптимума x∗ по соответствующей координате, то есть: 
i i
k k k .x x x∗Δ ≈ −  (1.3)

Очевидно, что из-за произвольного вида функции F(x1, x2,…, xN) гаран-

тированно выполнить условие (1.3) не получится, однако, можно пытаться 

удовлетворить условию (1.3) и задавать амплитуды варьирования параметров 
i+1
kxΔ  на следующей итерации, располагая информацией о значениях 

F(x1, x2,…, xN), вычисленных для дискретного набора точек с текущей итера-

ции. 

Итак, введём следующие критерии, которые в дальнейшем будут опре-

делять амплитуды варьирования i+1
kxΔ : 

( ) ( )

i i i i i i i
k 0 k 0 k 0 ki i

1, 2,k ki i i
0 k

2 2
i i i i

k 0 k 0
i 1

0

3 2
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F F F F F F F
C C

F F F

F F F F
F

+ − + −

+ −

=

− + − − +
= =

Δ + Δ

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠Δ =

∑
 (1.4)

где i
0F – значение функции F(x1, x2,…, xN) в текущей центральной точке xi. 

Можно сказать, что критерий C1 – это относительный коэффициент прира-

щений, а C2 – относительный коэффициент кривизны. Начиная с выполнения 
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первой итерации градиентного спуска, на каждой последующей итерации 

также известна величина шага по градиенту ( )i i+1 i is grad F= −x x . Ис-

пользуя вычисленные в соответствии с (1.4) коэффициенты i i
1, 2,k k

,C C , а также 

полученную величину is , амплитуды варьирования параметров i+1
kxΔ  опреде-

лялись следующим образом: 

ilog ,0 k

i+1 i
k k k

i i i
k 0 , 1, 2,k k k

,

, ,
C bs

x m x

m s C C C
− +Σ

Σ

Δ = Δ

= = +
 

где *  обозначает операцию округления до ближайшего целого числа; s0 

есть константа, которая является некоторой характерной величиной масшта-

бирования, (далее считалось, что s0 = 2 ); а величина среднего коэффициен-

та масштабирования b на каждой итерации выбиралась так, чтобы удовле-

творить условию: 
ilog ,0 ki

0
1

min.
C bsN

N

k

s s
− +Σ

=

− →∏  

Основной недостаток прямых методов оптимизации – необходимость 

перебора множества вариантов, что естественно требует большого количест-

ва вычислений. Поэтому, когда речь идёт о современных прикладных зада-

чах, в особенности задачах газовой динамики, требующих длительных расчё-

тов, проблема «затратности» прямых методов становится весьма заметной 

даже при современном стремительном развитии многоядерных кластеров. 

Уменьшение времени оптимизации возможно за счёт уменьшения числа 

варьируемых параметров N, что, в свою очередь, требует тщательного выбо-

ра способа аппроксимации искомой формы оптимизируемого объекта. В этом 

смысле удобные при теоретическом анализе [52] ортонормированные, обра-

зующие полные системы функции, например, тригонометрические, или по-

линомы Чебышева, крайне неудачны для представления функций, задающих 

практически интересные аэродинамические формы, в частности, сверхзвуко-

вую часть сопла. Уже из-за обязательной их знакопеременности представить 
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оптимизируемую поверхность малым числом таких функций невозможно, 

несмотря на это до недавнего времени совершались попытки их использова-

ния при оптимизации прямыми методами (см., например, [53]). Подобными 

недостатками не обладают сплайны, которые представляют собой гладкие 

параметрические кривые, однозначно задаваемые массивом контрольных то-

чек. По виду связи координат точки сплайновой кривой и координат кон-

трольных точек различают те или иные типы сплайнов [61]. 

Для аппроксимации формы образующей оптимизируемой осесиммет-

ричной сверхзвуковой части сопла Лаваля были выбраны сплайновые кривые 

Безье. Точка кривой Безье P(t), заданной массивом из (N+1) контрольной 

точки Pi, определяется выражением следующего вида: 

( ) ( )N
i i

0

,
N

i

t B t
=

=∑P P  (1.5)

где параметр вдоль кривой [ ]0,1t∈ , а ( )N
iB t  – полиномы Бернштейна: 

( ) ( ) ( ) ( )N N
i i

!1 1 .
! !

N i N ii iNB t C t t t t
i N i

− −= − = −
−

 (1.6)

Здесь необходимо сделать отступление. Дело в том, что сплайновые 

кривые вида (1.5) принято именовать кривыми Безье в честь французского 

конструктора Пьера Безье, применившего кривые такого типа при проекти-

ровании элементов кузова автомобиля. Однако, Безье просто использовал 

полиномы Бернштейна, описанные Сергеем Натановичем ещё в 1912 году, в 

качестве базисных многочленов при разложении. Не умаляя заслуг Пьера Бе-

зье, не будем забывать и о вкладе нашего соотечественника 

С. Н. Бернштейна, предложившего полиномы, использование которых, как 

будет показано ниже, оказалось столь удачным при аппроксимации целого 

ряда профилируемых аэродинамических форм. Исходя из вышесказанного, 

далее вместо термина «кривая Безье» будет употребляться термин «кривая 

Бернштейна-Безье» (КББ). 

Аппроксимация сплайнами формы сопла при оптимизации уже приме-

нялась ранее, например, в [48] при оптимизации пространственных и осе-
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симметричных сопел. В указанной работе сопла аппроксимировались куби-

ческими сплайнами, а спрофилированное осесимметричное сопло практиче-

ски не уступало по интегралу сил давления соплу, полученному ОММЛ. Од-

нако, в отличие от кубических сплайнов, КББ обладают рядом весьма удоб-

ных свойств. Важное достоинство КББ – это линейная зависимость коорди-

нат кривой P(t) от координат контрольных точек Pi, причём эта зависимость 

явная, тогда как в кубическом сплайне координаты сплайновой кривой нахо-

дятся из решения системы линейных алгебраических уравнений. Кроме того, 

КББ обладают свойством монотонности: изменение координат точек КББ 

монотонно зависит от изменения координат контрольных точек. КББ в об-

щем случае проходит лишь через крайние контрольные точки, в которых она 

касается, так называемой, контрольной ломаной, соединяющей контрольные 

точки Pi. Это свойство может быть весьма полезным в задачах, где необхо-

димо учитывать стыковку оптимизируемых объектов, (например, дозвуковой 

и сверхзвуковой частей сопла), или важно фиксировать производную на кон-

цах. Исходя из перечисленных соображений, и родилась идея аппроксимиро-

вать форму сверхзвуковой части сопла именно КББ. Выбор такого способа 

аппроксимации полностью себя оправдал: как показали проведённые расчё-

ты, уже при трёх контрольных точках КББ, что равносильно всего двум варь-

ируемым параметрам, спрофилированные сопла оказались близкими к со-

плам, полученным МКК, с точностью не хуже 0.03% по коэффициенту тяги 

(отношению тяги сопла к тяге идеального сопла с расчётным перепадом и 

равномерным потоком на срезе) в широком диапазоне длин. 

Результаты, излагаемые в данной главе, были опубликованы в [38], од-

нако в этой работе нет ссылки на более раннюю работу [49], которая так же 

посвящена прямой оптимизации, в том числе и сверхзвуковой части сопла 

Лаваля, которая аппроксимируется кубической сплайновой кривой. В той же 

работе рассмотрен пример профилирования диффузора с заданным распре-

делением давления на оси симметрии, который аппроксимируется КББ. Тем 

не менее, две эти, на первый взгляд сходные по постановке, работы разнятся 
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в своей содержательной части: в [49] основной акцент сделан на апробации 

прямого метода «имитации отжига» и на организации сопутствующих парал-

лельных вычислений, при этом вопрос о близости полученных сопел к точ-

ному решению, как таковой, не ставился и, соответственно, не освещался. В 

противоположность такому подходу, забегая вперёд, следует отметить, что 

одним из главных выводов настоящей работы должен стать вывод о том, что 

эффективность прямой оптимизации, в первую очередь, будет зависеть от то-

го, насколько корректно аппроксимируется геометрия оптимизируемого объ-

екта и выполнен расчёт значения критерия. Именно эти два условия вместе с 

выбором подходящего для данной конкретной задачи прямого метода опти-

мизации являются необходимыми условиями получения решения, близкого к 

оптимальному. В противном случае эффективность любого прямого метода 

сводится к нулю. 

В случае оптимизации сверхзвуковой части сопла с заданной площа-

дью боковой поверхности приведённый выше алгоритм остаётся практически 

неизменным, за исключением двух моментов. Во-первых, при новом изопе-

риметрическом условии теряет смысл габаритное ограничение на фиксиро-

ванную длину сопла, при этом может быть актуальным ограничение на мак-

симально допустимую длину сопла. В связи с этим, длина сопла выступает в 

качестве дополнительного произвола, повышая размерность задачи оптими-

зации на единицу. Во-вторых, выполнение изопериметрического условия 

обеспечивается линейным масштабированием координат контрольных точек 

КББ Pi для каждого рассчитываемого варианта так, чтобы площадь боковой 

поверхности с высокой точностью имела заданное значение. 

1.3. Метод локальной линеаризации 

Как уже отмечалось, основной недостаток прямых методов в задачах 

газовой динамики – это требование большого числа прямых газодинамиче-

ских расчётов. В предыдущем разделе шла речь о классических прямых ме-

тодах, в которых число прямых расчётов пропорционально числу варьируе-

мых параметров, задающих форму оптимизируемого объекта. Уменьшение 
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же времени оптимизации связано, главным образом, с удачной аппроксима-

цией формы профилируемого объекта. Другой путь уменьшения времени, 

необходимого для получения близких к оптимальным решений – это созда-

ние таких методов, в которых число прямых расчётов не зависит от числа 

варьируемых параметров (управлений). Именно к такому типу методов мож-

но отнести метод локальной линеаризации, предложенный С. А. Таковицким, 

применимый, правда, только к построению тех участков оптимизируемых 

поверхностей, которые обтекаются сверхзвуковым потоком, что существенно 

ограничивает область его применимости, а учёт вязкости возможен лишь в 

приближённом виде. Если говорить о МЛЛ применительно к построению 

сверхзвуковой части осесимметричного сопла Лаваля в рамках уравнений 

Эйлера, то ниже будет показано, что при любом числе управлений МЛЛ по-

зволяет получать сопла, близкие к оптимальным, с высокой точностью за 5-8 

итераций, причём каждая итерация требует всего 3 газодинамических расчё-

та. 

Остановимся на МЛЛ более детально. Пусть образующая стенки сопла 

представляется набором отрезков, соединяющих узловые точки с координа-

тами (xn, yn), где 0 :n N= , xn – расстояние от критического сечения сопла, yn – 

расстояние от оси симметрии. Основная идея МЛЛ заключается в следую-

щем: будем мысленно варьировать контур в радиальном направлении, то есть 

при фиксированных значениях xn, тогда оптимальному контуру будет отве-

чать максимальное приращение интеграла сил давления Δχ. В МЛЛ величина 

Δχ записывается с точностью до квадратичных членов, что позволяет полу-

чить необходимое условие существования экстремума целевой функции. По-

лученное таким образом условие оптимальности позволяет определить знак и 

величину радиальных приращений, обеспечивающих максимум тяги сопла. 

Рассмотрим произвольную точку (xn, yn). В окрестности точки стенки 

сопла x = xn приращения ординат сопровождаются приращениями давления 

на «прилегающих» элементах. При изэнтропическом процессе должно вы-

полняться следующее соотношение: 
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2

ctgα ,d dp
V

ϑ
ρ

=  (1.7)

где ϑ  – угол наклона вектора скорости к оси X цилиндрической или декарто-

вой системы координат, α – угол Маха, p – давление, ρ – плотность,  

V – модуль скорости. Кроме того, справедливо соотношение: 

[ ] 2tg .
cos

dd ϑϑ
ϑ

=  

Тогда (1.7) преобразуется к виду: 

( ) [ ]2 2tgαcos tg ,dp V dρ ϑ ϑ= −  

таким образом, для приращения давления справедливо следующее представ-

ление: 

( )2 2tgαcos tg .p Vρ ϑ ϑΔ ≈ − Δ  (1.8) 

Записав выражение для tgϑΔ  на отрезке n 1 nx x x− ≤ ≤ , на том же отрезке 

с помощью (1.8) получим выражение для приращения давления: 

( )

n n 1 n n 1 n n 1
n 1 2

n n 1 n 1 2 n 1 2

n 1 2
n 1 2 n 1 n

n 1 2

2 2
n 1 2 n n 1

tg , tg ,

,

tgαcos , .

y y y y y y
x x h h

A
p y y

h

A V h x x

ϑ ϑ

ρ ϑ

− − −
−

− − −

−
− −

−

− −

− − Δ − Δ
= ≡ Δ =

−

Δ ≈ Δ − Δ

= = −

 (1.9) 

Наконец, из (1.1) с помощью (1.9) получаем выражение для прираще-

ния интеграла сил давления Δχ: 

( ) ( )( ) ( )ν 1 ν

N
0

χ χ ,
1 ν

L py y p p y y dx y y ++′ ′+ Δ = + Δ + Δ + Δ − + Δ
+∫  

откуда следует, что с точностью до слагаемых второго порядка малости: 

(

) ( )

ν 1 ν ν ν 1

0

2ν 1 ν ν ν 1

N

χ ν ν

νν .
2

L

py y y y y p y y p y yy p

y y y p y y p dx p y y y y

− −

− −
+

′ ′ ′ ′Δ = Δ + Δ + Δ + Δ Δ +

⎡ ⎤′ ′+ Δ Δ + Δ Δ − Δ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
 (1.10)

Запишем теперь выражения для входящих в (1.10) приращений на от-

резке n 1 nx x x− ≤ ≤ , эти приращения равны: 
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n 1 n n n 1
n 1 2 n 1 2

n 1 2

n 1 n
n 1 2 n 1 2

n 1 2

, ,
2

.

y y y yy y
h

y yp A
h

− −
− −

−

−
− −

−

Δ + Δ Δ − Δ′Δ = Δ =

Δ − Δ
Δ ≈

 

В подынтегральное выражение в (1.10) любой такой отрезок вносит вклад: 

(
)

( )

ν 1 ν ν ν 1

ν 1 ν
n 1 2n 1 2

ν
n 1 2 n 1

n 1 2

ν
n 1 2 n

n 1 2

2ν
n 1

n 1 2

ν

ν ν

ν

ν
2

ν
2

ν
2

ν
2

py y y y y p y y p y yy p

y y y p y y p h

hy y A p py y
y

hy y A p py y
y

y A p Ay y
y h

y A p Ay
y h

− −

−
−−

− −
−

−
−

−

−

′ ′ ′ ′Δ + Δ + Δ + Δ Δ +

′ ′+ Δ Δ + Δ Δ ⋅ =

⎛ ⎞′ ′= − + Δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′− − − Δ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′⎛ ⎞−
+ − Δ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞′⎛ ⎞−
− +⎜ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
( )2 ν

n n 1 n
n 1 2n 1 2

2 .Ay y y y
h −

−−

⎛ ⎞Δ + Δ Δ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.11)

Поэтому при переходе от интегрирования к суммированию по всем от-

резкам 0 :n N= , учитывая, что начальная точка фиксирована и, следователь-

но, Δy0 = 0, приходим к следующему выражению для приращения тяги, полу-

ченному из (1.10) с помощью (1.11): 
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(1.12)

Из (1.12) путём изменения нумерации (k = n–1) легко получить оконча-

тельное выражение: 
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1
ν ν
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или в более простом общем виде: 

( ) ( )
1 1 1

2 2
n n n n n n n 1 N N N N

1 1 1

.
N N N

n n n

a y b y c y y a y b y
− − −

+
= = =

Δχ = Δ + Δ + Δ Δ + Δ + Δ∑ ∑ ∑  

Тогда вектор приращений Δy, отвечающий оптимальному шагу, нахо-

дится из условия оптимальности контура, которое равносильно системе ли-

нейных алгебраических уравнений с трёхдиагональной матрицей коэффици-

ентов: 
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 (1.13)

Алгоритм МЛЛ представляет собой итерационный процесс. На первой 

итерации в качестве начального приближения задаётся некоторый монотон-

ный контур y0, после газодинамического расчёта поля течения для данного 

контура решается система (1.13). Получив, таким образом, вектор прираще-

ний ординат Δy, необходимо провести расчёты критерия ещё в двух точках: 

0.5Δy и Δy. Затем критерий аппроксимируется квадратичной зависимостью, а 

величина шага по найденному направлению c∗ отвечает максимуму аппрок-

симационной функции. На этом итерация считается оконченной, новое при-

ближение находится соответственно как y∗ = y0 + c∗Δy. Напомним, что МЛЛ 

позволяет проводить оптимизацию за 5-8 итераций, что эквивалентно 15-24 

газодинамическим расчётам. 

Для реализации оптимизации сверхзвуковой части сопла с фиксиро-

ванной величиной площади боковой поверхности необходимо записать вы-

ражения функционала площади и соответствующее приращение: 

( ) ( )22

0 0

1 , 1 .
L L

S y y dx S S y y y y dx′ ′ ′= + + Δ = + Δ + + Δ∫ ∫   

Разлагая подынтегральное выражение в ряд Тэйлора, и оставляя сла-

гаемые, содержащие возмущения не более чем первого порядка, получим: 

2

2
0

1 ,
1

L yy yS y y dx
y

⎛ ⎞′ ′Δ′Δ = Δ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟′+⎝ ⎠
∫  (1.14)

переходя от интегрирования к суммированию как и ранее, приращение пло-

щади будет иметь вид: 
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∑

∑

 

 

Добавив ΔS в качестве слагаемого к оптимизируемому функционалу Δχ 

с неизвестным заранее множителем Лагранжа λ, получим новое условие оп-

тимальности: 

n n

0

χ λ 0, 1: ,

0,
0,

S n N
y y

y
S

∂Δ ∂Δ⎧ + = =⎪∂Δ ∂Δ⎪⎪
⎨
⎪Δ =
⎪
Δ =⎪⎩

 (1.15)

для определения неизвестных Δyn, 1:n N=  и λ. 

Отметим, что в выражении для приращения площади боковой поверх-

ности (1.14) в отличие от (1.10) входят слагаемые не более чем первого, а не 

второго порядка малости. Это сделано для того, чтобы система (1.15) остава-

лась линейной, что существенно упрощает её решение. Для того чтобы по-

следнее уравнение из (1.15) выполнялось, ординаты каждого контура линей-

но масштабировались таким образом, чтобы соответствующее значение пло-

щади поверхности совпадало с заданной величиной с высокой точностью. 

Так же, как и в случае оптимизации сверхзвуковой части сопла с за-

данной площадью боковой поверхности методом исчерпывающего градиент-

ного спуска с использованием аппроксимации КББ ограничение на длину 

снималось. Поэтому алгоритм оптимизации при заданной площади поверх-

ности сопла заключался в следующем. Задавалась некоторая начальная длина 

сопла, для этой длины строилась оптимальная сверхзвуковая часть сопла с 

заданной площадью. Отступив от начальной длины с некоторым шагом два-

жды, операция повторялась. Далее считалось, что тяга оптимального сопла 

квадратично зависит от длины, и оптимальная длина на текущей итерации 
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соответствовала максимуму квадратичной функции, построенной по трём 

точкам. Итерационный процесс сходился с высокой точностью за 7-10 итера-

ций, в каждой из которых производится около 12 газодинамических расчё-

тов. 

1.4. Результаты оптимизации 

Ниже представлены результаты оптимизации сверхзвуковой части осе-

симметричного сопла Лаваля, полученные для случаев заданной длины, за-

данной площади боковой поверхности, а также для случая учёта влияния вяз-

кости в процессе оптимизации. Оптимизация осуществлялась при следую-

щих значениях параметров: перепад внешнего статического давления к пол-

ному давлению в камере сгорания p+/p0 = 500, полная температура в камере 

сгорания T0 = 1, рассматривался диапазон длин сверхзвуковой части сопла L 

от 8 до 22 (в калибрах радиуса критического сечения). В первом и втором 

случаях газодинамические расчёты проводились путём интегрирования 

уравнений Эйлера методом установления с использованием разностной схе-

мы «распадного» типа, обеспечивающей второй порядок аппроксимации по 

пространству на гладких решениях [62, 63]. Для учёта влияния вязкости в 

процессе оптимизации расчёт критерия осуществлялся путём интегрирования 

уравнений Навье-Стокса, осреднённых по Рейнольдсу, замкнутых моделью 

турбулентности «νt-90» [64], (далее - уравнения Рейнольдса). 

1.4.1. Случай профилирования осесимметричной сверхзвуковой 

части сопла заданной длины 

Ещё одна возможность существенно ускорить процесс получения ре-

шения задачи оптимизации связана с использованием довольно грубых сеток 

при расчёте газодинамических полей течения. Это связано с тем, что при 

корректно организованном газодинамическом расчёте ошибки вычисления 

носят систематический характер. На рис. 1.2 приведены примеры расчётных 

сеток, содержащих 64 и 4096 ячеек, используемых при получении результа-

тов. Сетки состоят из трёх блоков: сеточные блоки треугольной формы необ-
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ходимы для качественного описания центрированной волны разрежения, 

возникающей при обтекании излома в начальной точке. 
 

 
Рис. 1.2. Примеры расчётных сеток, используемых при оптимизации. 

На рис. 1.3 приведена зависимость погрешности оптимизации δχ в за-

висимости от, так называемой, мощности сетки K, (общее число ячеек 

Q = 4K
2
). Здесь сравниваются интегралы сил давления сопел, оптимизиро-

ванных на сетках соответствующей мощности, и сопла, оптимизированного 

на самой мелкой сетке с мощностью K = 32, что эквивалентно 4096 ячейкам. 

При этом величины интеграла сил давления всех сравниваемых сопел опре-

делялись на сетках с K = 32. Погрешности приводятся как для метода исчер-

пывающего градиентного спуска (МИГС) при использовании КББ 2-ого по-

рядка, так и для МЛЛ. В таблице 1.1 приведены соответствующие числовые 

значения погрешности для разных значений K. Здесь и далее принято, что по 

умолчанию, сопло имеет длину сверхзвуковой части L = 10. 
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Рис. 1.3. Зависимость погрешности оптимизации от мощности сетки, 

на которой она проводилась 
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Из приведённых данных можно видеть, что в МЛЛ достаточно исполь-

зовать в процессе оптимизации сетки, содержащие 256 ячеек, тогда как в 

МИГС с аппроксимацией КББ использование сеток, содержащих всего 64 

ячейки, позволяет практически не проигрывать в точности полученного ре-

шения. 

Для оценки оптимальности сверхзвуковых частей сопел, спрофилиро-

ванных предложенными прямыми методами, эти сопла сравнивались с точ-

ным решением задачи, полученным МКК, - так называемым, вариационным 

соплом (ВС). В МИГС в качестве аппроксимирующих кривых использова-

лись КББ 2-ого и 3-его порядков. Соответствующие зависимости потерь тяги 

R, (получающейся добавлением к χ импульса потока в начальном сечении, 

который в данном случае является константой), от длины сверхзвуковой час-

ти сопел показаны на рис. 1.4. В таблице 1.2 приведены относительные вели-

чины потерь тяги δR, а также значения коэффициента тяги η вариационного 

сопла. Под коэффициентом тяги здесь, как обычно, понимается отношение 

тяги к тяге идеального сопла. 

Таблица 1.2 

δR, % 
L МКК, 

η МЛЛ МИГС, 
КББ(2) 

МИГС,
КББ(3)

8 0.98116 -0.022 -0.019 -0.002 

10 0.98911 -0.031 -0.016 -0.006 

12 0.98379 -0.045 -0.016 -0.015 

16 0.99817 -0.074 -0.029 -0.02 
 

Таблица 1.1 

δχ, % 
K 

МЛЛ МИГС, 
КББ(2) 

4 -3.6870 -0.0174 

8 -0.0290 -0.0060 

16 -0.0025 0.0003 

32 0 0 
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Рис. 1.4. Потери тяги спрофилированных сопел относительно  

вариационных сопел в зависимости от длины сверхзвуковой части 
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Рис. 1.5. Формы сверхзвуковых частей сопел 

На рис. 1.5 изображены контуры сверхзвуковых частей сопел длины 

L = 10, полученных МКК, МЛЛ, а также МИГС с аппроксимацией КББ 2-ого 

порядка. 

Из таблицы 1.2 видно, что все полученные сопла близки к точному ре-

шению: в МЛЛ сопла проигрывают вариационному соплу менее 0.1%, а в 

МИГС проигрыш составляет не более 0.03%. Здесь необходимо обратить 

внимание на то, что МЛЛ более чувствителен к погрешностям счёта, так как 

при вычислении приращений ординат Δy используется информация о ло-

кальных характеристиках на стенке сопла (значения газодинамических пара-

метров вблизи узлов), тогда как в МИГС необходимо вычислять лишь инте-
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гральные характеристики. Поэтому при оптимизации по МЛЛ необходимо 

проводить расчёты с большей степенью установления, нежели в МИГС. 

Кроме того, полученные результаты показывают, что, по крайней мере, в 

указанном диапазоне длин достаточно аппроксимации КББ второго порядка. 

1.4.2. Случай профилирования сверхзвуковой части сопла с 

заданной площадью боковой поверхности 

Выше отмечалось, что прямые методы позволяют решать поставлен-

ную задачу оптимизации с произвольными изопериметрическими условиями. 

Поэтому в качестве примера решения задачи оптимизации такого типа был 

рассмотрен случай построения оптимальной сверхзвуковой части сопла с за-

данной площадью боковой поверхности S. 
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Рис. 1.6. Зависимость коэффициента тяги сверхзвуковых 

частей сопел от площади боковой поверхности 

На рис. 1.6 приведена зависимость коэффициента тяги спрофилирован-

ных сопел от площади боковой поверхности сверхзвуковой части (на рисунке 

приведены η сопел, спрофилированных МИГС с аппроксимацией КББ 2 по-

рядка; площадь приводится в единицах задачи). Две ломаные на графике со-

ответствуют сверхзвуковым частям сопел, оптимальных при заданной длине 

или при заданной площади поверхности. Каждые парные точки, (имеющие 

одинаковое значение S) получались следующим образом: сначала оптимизи-
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ровалось сопло заданной длины, затем у полученного сопла снималось огра-

ничение на длину, но фиксировалась площадь поверхности. 

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что две рас-

сматриваемые постановки задачи можно считать эквивалентными: то есть 

сопла оптимальные для своей длины одновременно являются таковыми и для 

своей площади боковой поверхности. Это утверждение справедливо с по-

грешностью менее 1% по коэффициенту тяги. Забегая вперёд, отметим, что 

это утверждение тем более верно при учёте вязкости в процессе оптимиза-

ции, так как в этом случае увеличение длины при одновременном уменьше-

нии степени расширения приводит к уменьшению тяги сопла, а именно та-

ким способом меняется форма образующей при переходе от условия фикси-

рованной длины к условию фиксированной площади боковой поверхности. 

Это продемонстрировано на рис. 1.7, где приведены контуры сверхзвуковых 

частей сопел с одинаковой площадью боковой поверхности оптимальных при 

разных изопериметрических условиях, полученных как МЛЛ, так и МИГС с 

аппроксимацией КББ 2 порядка. Видно, что, как и следовало ожидать, неза-

висимо от выбранного метода оптимизации сопло оптимальное при фиксиро-

ванной площади (S = 20), имеет большую длину по сравнению с соплом той 

же площади, но оптимальным при условии заданной длины (L = 8), при этом 

у первого неизбежно уменьшается степень расширения. 
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Рис. 1.7. Контуры сверхзвуковых частей сопел, 

спрофилированных для разных изопериметрических условий 
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1.4.3. Случай профилирования сверхзвуковой части сопла с 

учётом влияния вязкости в процессе оптимизации 

Наконец, остановимся на учёте вязкости при построении оптимального 

контура сверхзвуковой части осесимметричного сопла Лаваля. В [39] была 

решена задача построения сопла оптимального по полной тяге с учётом вы-

тесняющего эффекта пограничного слоя, для трения и толщины вытеснения 

использовались приближённые формулы, аппроксимирующие результаты 

многочисленных расчётов. В той же работе было установлено, что выигрыш 

от учёта вязкости в рассмотренном диапазоне определяющих параметров не 

превышает сотых долей процента. 

Напомним, что, в отличие от МИГС, МЛЛ не позволяет учитывать 

влияние вязкости непосредственно в процессе оптимизации из-за чувстви-

тельности этого метода к возникновению местных дозвуковых зон. Для про-

филирования МИГС сверхзвуковой части сопел с учётом влияния вязкости 

необходимо учитывать вязкость в газодинамических расчётах значений кри-

терия. Для этого, как уже говорилось выше, вместо уравнений Эйлера интег-

рировались уравнения Рейнольдса. 
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Рис. 1.8. Коэффициенты тяги сверхзвуковых частей сопел, 

оптимизированных с учётом и без учёта вязкости 

На рис. 1.8 представлены полученные результаты: зависимость коэф-

фициента тяги сопел, оптимальных с учётом и без учёта вязкости при усло-
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вии фиксированной длины. При этом величина коэффициента тяги η опти-

мальных сопел рассчитывалась с учётом вязкости в обоих случаях 

(Re = 1.4·107). На рис. 1.9 изображены контуры сверхзвуковых частей сопел 

длины L = 10 оптимальных как с учётом вязкости, так и без него. В табли-

це 1.3 приведены коэффициенты тяги сопел, спрофилированных с учётом 

вязкости, соответствующие им потери тяги из-за неучёта вязкости в процессе 

оптимизации δR, а также величины потерь тяги из-за влияния вязких эффек-

тов на газодинамические характеристики поля течения δR∞. 
Таблица 1.3 

L η δR, % δR∞, % 

8 0.9773 0.0399 -0.3723 

10 0.9848 0.0114 -0.4219 

12 0.9887 0.0116 -0.4985 

16 0.9917 -0.0055 -0.6160 

20 0.9916 -0.0063 -0.7412 

22 0.9908 0.0066 -0.8185 
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Рис. 1.9 Контуры сверхзвуковых частей сопел, 

спрофилированных для разных изопериметрических условий 

Можно видеть, что в большинстве приведённых в таблице случаев со-

пла, оптимизированные без учёта вязкости, оказались лучше, чем сопла, оп-

тимизированные с учётом вязкости. Это объясняется тем, что решение урав-
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нений Навье-Стокса при соответствующих турбулентному режиму течения 

числах Рейнольдса (как в рассматриваемом случае) не обладает свойством 

регулярности в отличие от уравнений Эйлера. По этой причине ошибки оп-

тимизации могут превосходить толщину пограничного слоя сопла, и приво-

дить вследствие этого к некоторым, хотя и незначительным, потерям тяги по 

сравнению с оптимизацией в рамках уравнений Эйлера. Таким образом, по-

лученные результаты подтверждают вывод, сделанный в [39], о весьма сла-

бом влиянии учёта вязкости на форму оптимального контура сверхзвуковой 

части осесимметричного сопла Лаваля. Вместе с тем, учёт вязкости необхо-

дим при оценке не только истинных газодинамических характеристик полу-

ченных сопел, но и при выборе оптимальной длины сверхзвуковой части со-

пла, соответствующей максимальному значению критерия. Дальнейшее уд-

линение приводит к дополнительным потерям из-за трения, не компенсируе-

мым некоторым ростом интеграла сил давления по контуру сверхзвуковой 

части сопла. 

Заключение к главе 1 

Задача профилирования сверхзвуковой части осесимметричного сопла 

Лаваля максимальной тяги заданной длины в рамках уравнений Эйлера ре-

шена с помощью прямых методов оптимизации: методом исчерпывающего 

градиентного спуска с аппроксимацией формы кривыми Бернштейна-Безье, а 

также методом локальной линеаризации.  

Результаты оптимизации сравниваются с точным решением задачи, по-

лученным методом контрольного контура, – так называемым, «вариацион-

ным соплом». Показано, что оба прямых метода позволяют проводить опти-

мизацию на достаточно грубых сетках, проигрывая в точности решения не 

более 0.08%. Потери тяги сверхзвуковых частей сопел, полученных гради-

ентным методом, оказались меньшими по сравнению с потерями, получен-

ными при профилировании методом локальной линеаризации. При этом бла-

годаря использованию аппроксимации кривыми Бернштейна-Безье в методе 
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градиентного спуска достаточно использовать всего 2 произвола, не уступая 

точному решению более 0.03% по тяге в рассматриваемом диапазоне длин. 

В качестве примера задачи оптимизации, не допускающей решения на 

основе метода контрольного контура, реализована оптимизация с изопери-

метрическим условием заданной фиксированной площади боковой поверхно-

сти сопла. Показано, что сопла оптимальные при фиксированной длине яв-

ляются оптимальными для своего значения площади боковой поверхности. 

С помощью предложенного метода выполнена оптимизация с учётом 

вязкости. Показано, что при заданной достаточно короткой максимально до-

пустимой длине сопла для рассмотренного числа Рейнольдса учёт вязкости 

не приводит к улучшению формы сопел, полученных в результате оптимиза-

ции в рамках уравнений Эйлера. Роль вязкости сводится к определению оп-

тимальной длины сопла и его уточнённых газодинамических характеристик. 

Полученные результаты демонстрируют возможность эффективного 

применения предложенной методики оптимизации к профилированию широ-

кого класса аэродинамических форм, в том числе пространственных. 

ГЛАВА 2. Обобщение методики оптимизации с использованием аппрок-

симации полиномами Бернштейна на пространственный случай на при-

мере профилирования сверхзвуковой части сопла в плотной многосо-

пловой компоновке 

Введение 

Возможности прямого метода оптимизации, использующего полиномы 

Бернштейна при аппроксимации искомой геометрии, подробно описанного в 

Главе 1, демонстрируются на примере решения задачи оптимизации про-

странственной сверхзвуковой части сопла в плотной многосопловой компо-

новке. При этом вместо кривых Бернштейна-Безье при переходе к простран-

ственному случаю используются поверхности Бернштейна-Безье (ПББ). 

Полученные сопла сравниваются: с оптимальными осесимметричными 

соплами, удовлетворяющими тем же ограничениям; с осесимметричными 
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соплами, усечёнными ограничивающим сектором, степень расширения кото-

рых больше чем у строго осесимметричных сопел – так называемыми, псевдо 

пространственными соплами. Помимо сверхзвуковых частей пространствен-

ных сопел с круглой формой критического сечения в работе рассматриваются 

сопла с варьируемой формой критического сечения. 

Выше упоминалась работа В. М. Борисова и И. Е. Михайлова [48], в 

которой приведена сверхзвуковая часть пространственного сопла, вписанно-

го в сектор кругового цилиндра, полученная прямым методом, использую-

щим аппроксимацию поверхности сопла кубическим сплайном при заданных 

формах критического и выходного сечений. Полученное сопло сравнивалось 

с осесимметричным соплом той же длины, вписанным в те же габариты, и 

было показано, что спрофилированная пространственная сверхзвуковая часть 

выигрывает в тяге у осесимметричной, полученной МКК. Приведено сравне-

ние пространственной сверхзвуковой части сопла, приведённой в [48], с со-

плом, спрофилированным по предложенной методике для тех же условий и 

габаритных ограничений. 

Таким образом, несмотря на то, что рассматриваемый пример носит не 

столько прикладной, сколько методический характер, решение именно этой 

задачи позволило выявить основные «тонкие моменты» пространственного 

профилирования, а возможность сравнения полученных результатов с ре-

зультатами других специалистов, позволила говорить об эффективности 

предложенного подхода. 
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2.1. Постановка задачи профилирования сверхзвуковой части со-

пла в плотной многосопловой компоновке, обеспечивающей макси-

мальную тягу 

 

X

Y

Z

(а) (б) 

 
Рис. 2.1. (а) Общий вид плотной компоновки из 4-х сопел; (б) Поверхность сопла, ап-

проксимированная ПББ, удовлетворяющая габаритным ограничениям 

Исследуется компоновка из N идентичных пространственных сопел, 

ограниченных цилиндрической поверхностью (рис. 2.1,а). В такой постанов-

ке цилиндрическая поверхность описывает, например, внутренний габарит 

пусковой установки (шахты). Каждое из N сопел располагается в ограничи-

вающем секторе цилиндра с углом ϕ = 2π/N. При заданных внешних габари-

тах и дозвуковой части, начиная с некоторой степени расширения, оптималь-

ная форма сопла перестаёт быть осесимметричной. Такую компоновку сопел 

будем называть плотной. При оптимизации заданными считаются: радиус 

шахты rt (для удобства выбран за единицу длины rt ≡ 1), число сопел (далее 

N = 4), суммарный массовый расход газа через сопла, максимальная длина 

сверхзвуковой части сопел L, полные параметры однородного осевого потока 

в критическом сечении p0 (p0 ≡ 1) и T0 (T0 ≡ 1), и перепад давлений Π = p0/pa, 

где pa – внешнее статическое давление. Критерием оптимизации является 

значение удельной тяги Rуд (отношение тяги к расходу). 

При переходе от двумерного случая к пространственному для аппрок-

симации оптимизируемых объектов используют уже не кривые, а поверхно-

сти Бернштейна-Безье (ПББ). ПББ порядка (n, m) задаётся массивом 

[n+1]×[m+1] контрольных точек Pij. Одномерный набор контрольных точек 
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будем называть контрольной ломаной (КЛ), таким образом, можно сказать, 

что ПББ задаётся одномерным массивом КЛ. Точки поверхности задаются 

следующей параметризацией: 

( ) ( ) ( ) [ ]n m
i j ij

0 0
, , , 0,1 ,

n m

i j
s t B s B t s t

= =

= ⋅ ⋅ ∈∑∑P P  (2.1)

где ( )n
iB s  – полиномы Бернштейна, определяемые по формуле (1.8). 

КББ – есть частный случай ПББ порядка (n, 0) с одной криволинейной 

координатой, например, P(s). Заметим, что в рассматриваемом ниже случае 

расположение контрольных точек в направлениях i и j не является равно-

значным: массив контрольных точек задаётся так, что каждая КЛ одного се-

мейства, например, с фиксированным j, является плоской, и все варьирования 

координат вершин этой КЛ происходят только в соответствующей плоско-

сти. Кроме того, далее считается, что КЛ лежат в плоскостях, перпендику-

лярных оси аппарата, а сечения этими плоскостями будем называть кон-

трольными сечениями. 

Поверхность образующей сверхзвуковой части сопла, удовлетворяю-

щая всем наложенным габаритным ограничениям, получается как результат 

усечения аппроксимирующей ПББ ограничивающей её цилиндрической по-

верхностью сектора (рис. 2.1,б). Математическая постановка задачи оптими-

зации сводится к определению координат контрольных точек ПББ и постро-

енной на её основе форме сверхзвуковой части сопла (с учётом всех нало-

женных ограничений), имеющего максимальную удельную тягу. 

Для решения поставленной задачи достаточно рассмотреть одно из со-

пел компоновки, которое, в свою очередь, имеет плоскость симметрии, по-

этому в итоге задача решается для одной из «половинок» сверхзвуковой час-

ти сопла. Естественно предположить гладкую стыковку двух «половинок» 

одного сопла, таким образом, в каждом контрольном сечении КЛ подходит 

по нормали к плоскости симметрии. Последнее равносильно тому, что в каж-

дой КЛ абсциссы крайних контрольных точек совпадают с абсциссами бли-
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жайших к ним точек, а ординаты крайних точек нулевые. Подобные допуще-

ния позволяют избавиться от лишних произволов. 

В отличие от двумерного, в пространственном случае при довольно 

сложной форме ограничивающей поверхности обойтись минимально воз-

можным числом произволов не удаётся. Поэтому встаёт вопрос о выборе ми-

нимального эффективного числа варьируемых параметров. Выше уже были 

высказаны некоторые соображения о том, как можно убрать из рассмотрения 

лишние произволы для конкретного случая оптимизации сверхзвуковой час-

ти сопла многосопловой компоновки. В качестве общих рекомендаций мож-

но сказать, что, как правило, достаточно располагать контрольные сечения 

равномерно по длине сопла. Кроме того, в каждом контрольном сечении не 

обязательно варьировать и абсциссы и ординаты контрольных точек, можно 

ограничиться варьированием ординат всех внутренних контрольных точек и 

абсцисс крайних, при равномерном распределении абсцисс внутренних то-

чек. Может оказаться полезным добавить в качестве дополнительного произ-

вола сдвиг всего сопла вдоль оси X. На первый взгляд этот произвол может 

показаться избыточным, однако, как показал опыт работы, введение этого 

произвола ускоряет сходимость. 

Все вышеперечисленные соображения не дают чёткого ответа на 

поставленный вопрос об универсальном минимальном эффективном наборе 

варьируемых параметров, и в каждом конкретном случае такой набор будет 

своим. При выборе произволов необходимо понимать, что результат оптими-

зации в значительной степени будет зависеть от того, насколько полно вы-

бранный набор параметров будет описывать искомую геометрию, то есть вы-

бранный способ аппроксимации должен позволять получать как можно 

большее многообразие допустимых форм. При этом необходимо избавляться 

от избыточных произволов, которые в задачах прямого профилирования мо-

гут оказаться не просто лишними, но и вредными в смысле сходимости про-

цесса к решению. Проще говоря, при выборе большого количества произво-

лов, помимо увеличения временных затрат на отдельную итерацию, может 
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увеличиться еще и число итераций, необходимых для сходимости к решению 

с заданной точностью. Однако недостаточно полное описание геометрии оп-

тимизируемого объекта приведёт к тому, что заданная точность достигнута 

не будет. Разумеется, в данном случае можно говорить только о некой гипо-

тетической «точности», так как точного решения задачи пространственного 

профилирования в общей постановке к настоящему моменту не существует, 

поэтому очень много будет зависеть от опыта исследователя и от его чутья 

при выборе произволов. 

Исходя из сказанного, в рассматриваемом примере сопла компоновки 

для начала разумно выбрать минимальный набор варьируемых параметров, 

(минимальный порядок ПББ по каждой криволинейной координате), а затем, 

по мере сходимости процесса оптимизации для заданного набора произволов, 

наращивать порядок аппроксимирующей поверхности до тех пор, пока ре-

зультат не будет приемлемым для поставленных практических целей. Здесь 

стоит отметить, что КББ обладают удобным свойством: для кривой порядка n 

всегда можно построить кривую порядка n+1, которая будет в точности сов-

падать с первой, (это же утверждение справедливо и для ПББ). 

2.2. Результаты оптимизации 

Результаты оптимизации, приводимые ниже, получены для следующих 

параметров: П = 500, ϕ = π/2, радиус критического сечения rin = 0.1442, 

L = 10 rin. 

Для расчёта критерия выполнялось численное интегрирование уравне-

ний Эйлера методом установления с использованием разностной схемы 

«распадного» типа, обеспечивающей второй порядок аппроксимации по про-

странству на гладких решениях. В качестве метода оптимизации использова-

лась всё та же авторская реализация метода исчерпывающего градиентного 

спуска, описанная в Главе 1. 

Оптимальный контур должен иметь излом в точке стыковки профили-

руемого участка с заданным контуром дозвуковой части. В связи с этим, для 

улучшения качества счёта, пространственная расчётная сетка в диаметраль-
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ном сечении являлась сеткой О-типа, а в меридиональном – состояла из двух 

блоков: полярной сетки на начальном участке и пристыкованной H-сетки. 

Самая грубая сетка, с которой начинался процесс оптимизации, содержала 

640 (8×4×20) ячеек (рис. 2.2,а), а самая тонкая сетка – 40960 (32×16×80) ячеек 

(рис. 2.2,б). При этом увеличение тяги, полученное за счёт оптимизации на 

самой тонкой сетке, составляло менее 0.005% от тяги сопла, полученного по-

сле оптимизации на сетках меньшей мощности, (вплоть до 13310 (22×11×55) 

ячеек). Переход на новую, более тонкую сетку осуществлялся по мере схо-

димости процесса оптимизации на текущей. Общее число итераций (сумма 

итераций на всех сетках), необходимое для получения сопла, близкого к оп-

тимальному, не превосходило 100, (под итерацией понимается 1 «исчерпы-

вающий» шаг по градиенту). При этом основная часть итераций выполнялась 

на сетках, содержащих малое число ячеек, а дальнейшее итерирование на 

тонких сетках уже не приводило к существенному изменению формы сопла. 

Общее время процесса оптимизации в рассмотренных случаях составляло от 

5 до 15 часов. 
 (а) (б) 

 
Рис. 2.2. Примеры расчётных сеток, используемых при оптимизации 

Первым исследовалось влияние числа контрольных точек ПББ на зна-

чение удельной тяги сверхзвуковых частей сопел, получаемых в результате 

оптимизации. Аппроксимирующая ПББ задавалась массивами из (3×4), (3×5), 

(3×6) и (3×8) контрольных точек при фиксированной (круглой) форме крити-

ческого сечения и варьируемом положении этого сечения вдоль оси X. По-
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следнее означает, что ПББ имели по 4 контрольных сечения: первое  –

 фиксированное, остальные задавались КЛ разного порядка (4-ого,  

5-ого и 7-ого соответственно) с варьируемыми координатами контрольных 

точек. Относительные выигрыши полученных сопел по тяге ΔR приведены в 

сводной таблице 2. 1. В этой таблице приведены значения ΔR для всех рас-

сматриваемых в работе случаев оптимизации сопел компоновки. 

Таблица 2.1 

ΔR, % ПББ3×8 ПББ∗
4×7 ВС-4 ВС-1 

ПББ3×4 -0.16 -0.23 0.44 1.81 

ПББ3×5 -0.08 -0.15 0.52 1.89 

ПББ3×6 -0.03 -0.1 0.57 1.95 

ПББ3×8 0 -0.07 0.60 1.97 

КББ4(3D) -0.32 -0.4 0.28 1.65 

ПББ∗
4×7 0.07 0 0.68 2.05 

ВС-4 -0.60 -0.68 0 1.35 

ВС-1 -1.97 -2.05 -1.35 0 
 

Таблица 2.1 устроена по принципу таблицы сопряжённости: значение в 

ячейке, находящейся на пересечении строки с названием A и колонки с на-

званием B, ΔRAB – есть величина относительного выигрыша компоновки со-

пел типа A по сравнению с компоновкой сопел типа B. Компоновка, состоя-

щая из сопел, аппроксимированных ПББ, задаваемой массивом из n×m кон-

трольных точек, с круглой формой критического сечения, обозначается 

«ПББn×m», а компоновка из осесимметричных сопел, вписанных в те же габа-

риты, полученных МКК, – «ВС-4» (т.е. компоновка из 4-х вариационных со-

пел, полученных МКК). Кроме того, приведено сравнение с единичным ва-

риационным соплом, заменяющим компоновку, «ВС-1». Для возможности 

проверки полученных результатов приведём значения удельных тяг рассмат-

риваемых вариационных сопел: RВС-4 = 2.184, RВС-1 = 2.155. 
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Итак, нас интересуют значения, расположенные в первых четырёх 

строках колонки «ВС-4»: можно видеть, что полученные в процессе оптими-

зации сопла выигрывают от 0.44% до 0.6% по удельной тяге по сравнению с 

оптимальными осесимметричными соплами, удовлетворяющими тем же ог-

раничениям. Как и ожидалось, увеличение порядка аппроксимирующей по-

верхности привело к заметному улучшению значения критерия. 
 

 
Рис. 2.3. Пространственная сверхзвуковая часть, 

полученная в результате оптимизации 

Приведём здесь пространственную форму полученной в результате 

профилирования сверхзвуковой части сопла, аппроксимированной ПББ3×8, 

что соответствует 24 варьируемым параметрам (рис. 2.3). Видно, что поверх-

ность сверхзвуковой части сопла гладкая и монотонная, за исключением тех 

участков, где поверхность сопла выходит на габаритные ограничения, на ней 

не наблюдается «бугристости», которая имела место в работе [57] (рис. 0.1). 

В [57] для аппроксимации формы поверхности сверхзвуковой части эллипти-

ческого сопла использовались бикубические сплайны, а оптимизация прово-

дилась для 16-ти произволов. Полученные в [57] сверхзвуковые части сопел 

имели «бугристую» форму, что свидетельствовало о несошедшемся решении 

задачи оптимизации, так как оптимальное сопло не должно иметь подобных 

геометрических особенностей, которые к тому же абсолютно не технологич-

ны. Надо отметить, что такой неприятный эффект является следствием вы-
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бранного способа аппроксимации. Для того чтобы форма сопла была в этом 

случае монотонной, необходима очень высокая точность решения, время по-

лучения этого решения может оказаться непомерно большим, даже если на-

чальное приближение находится в малой окрестности оптимума. При этом 

критерий оптимизации – тяга сопла – практически не будет меняться. Ис-

пользование при аппроксимации ПББ позволяет избежать подобного рода 

паразитных эффектов благодаря тому, что изменение положения точек ПББ 

монотонно зависит от изменения координат контрольных точек. Таким обра-

зом, решение, близкое к оптимальному с достаточной точностью, полученное 

с использованием предложенной аппроксимации, будет гарантированно при-

емлемым и с точки зрения своих геометрических характеристик. 

Этот пример наглядно демонстрирует, что эффективность прямых ме-

тодов оптимизации в большой степени зависит от выбранного способа ап-

проксимации формы профилируемого объекта. 

2.2.1. Результаты оптимизации сверхзвуковой части псевдо про-

странственного сопла 

Помимо действительно пространственных сопел, аппроксимированных 

ПББ, была реализована оптимизация псевдо пространственного сопла – осе-

симметричного сопла, степень расширения которого больше, чем у вариаци-

онного сопла. Аппроксимация поверхности сверхзвуковой части сопла ПББ 

заменялась здесь аппроксимацией КББ в меридиональном сечении, таким об-

разом, поверхность сверхзвуковой части сопла получалась вращением КББ 

вокруг оси сопла с последующим усечением такой осесимметричной поверх-

ности ограничивающей поверхностью сектора. Координаты контрольных то-

чек аппроксимирующей КББ варьировались, (исключая положение кон-

трольной точки, соответствующей точке, лежащей на кривой критического 

сечения). Такой способ задания геометрии был обусловлен желанием суще-

ственно сократить число произволов, кроме того, такие сопла более удобны 

для технологического изготовления. В таблице 2.1 псевдо пространственное 

сопло, аппроксимированное КББ 3-его порядка, обозначается «КББ4(3D)». На 
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рис. 2.4,а приведены двумерные проекции полученных в ходе оптимизации 

сопел: ПББ3×8 и КББ4(3D) (жирный контур), а на рис. 2.4,б их вид в пространст-

ве: ПББ3×8 изображено зелёным цветом, а КББ4(3D) синим. Выигрыш компо-

новки псевдо пространственных сопел относительно компоновки вариацион-

ных сопел составил 0.28% по удельной тяге, что в два раза меньше, чем вы-

игрыш компоновки сопел ПББ3×8. 
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0.8
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Рис. 2.4. (а) Двумерные проекции спрофилированных сверхзвуковых частей сопел; 

(б) Формы спрофилированных сверхзвуковых частей сопел 

2.2.2. Результаты оптимизации сверхзвуковой части сопла с варьи-

руемой формой критического сечения 

Очевидно, что форма критического сечения пространственного опти-

мального сопла, в отличие от осесимметричного, вовсе не обязана быть круг-

лой, поэтому в работе рассмотрен случай оптимизации сверхзвуковой части 

пространственного сопла с произвольной формой критического сечения. В 

этом случае форма критического сечения описывается КББ с варьируемыми 

координатами контрольных точек. Для того чтобы поддерживать расход че-

рез сопло постоянным, в случае профилирования только сверхзвуковой час-

ти, можно, например, после каждого варьирования критического сечения ли-

нейно менять координаты всех его контрольных точек так, чтобы площадь 

критического сечения оставалась заданной. Аппроксимирующая ПББ задава-

лась массивом из 4×7 контрольных точек: 4 контрольных сечения, каждое из 

которых варьировалось. В таблице 2.1 сверхзвуковая часть сопла с произ-

вольной формой критического сечения обозначается «ПББ∗
4×7». В данном 
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случае выигрыш оказался наибольшим из всех полученных 0.68%, на 

рис. 2.5,а приведены двумерные проекции сопел ПББ3×8 и ПББ∗
4×7 (жирный 

контур), а на рис. 2.5,б можно видеть соответствующие 3D формы: сопло с 

варьируемой формой критического сечения изображено синим цветом. 
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Рис. 2.5. (а) Двумерные проекции спрофилированных сверхзвуковых частей сопел; 
(б) Формы спрофилированных сверхзвуковых частей сопел 

2.2.3. Сравнение полученных результатов с результатами других 

авторов 

Выше анонсировалось сравнение с результатом из [48], где приводится 

пример сопла компоновки (N = 4), спрофилированного для следующих пара-

метров: rin = 1, rt = 12.0711, (что соответствует радиусу среза вписанного осе-

симметричного сопла rВС = 5; все размеры указаны в масштабе, приведенном 

в [48]), L = 15, p0 = 1, T0 = 1 и П = ∞. Повторим, что в работе В. М. Борисова и 

И. Е. Михайлова сверхзвуковая часть сопла имела заданную форму выходно-

го сечения и аппроксимировалась в меридиональном направлении кубиче-

ским сплайном, на который накладывалось условие монотонности, что га-

рантировало выполнение накладываемых габаритных ограничений. Выиг-

рыш по интегралу сил давления спрофилированной в [48] сверхзвуковой час-

ти пространственного сопла по сравнению с осесимметричным оптимальным 

соплом, вписанным в те же габариты, составил Δχ = 0.29%. В то же время, 

выигрыш сверхзвуковой части сопла, аппроксимированной ПББ и получен-

ной в результате предложенного в настоящей работе способа оптимизации, 



 88

по сравнению все с тем же осесимметричным соплом составил Δχ = 0.302%, 

(ΔR = 0.086%). Заметим, что столь незначительные величины выигрышей 

обусловлены тем, что в рассматриваемом случае сами условия оптимизации 

таковы, что даже при отмене накладываемых габаритных ограничений, ис-

ключая ограничение на максимальную длину, оптимальное сопло будет вы-

игрывать по удельной тяге менее 0.2% у осесимметричного сопла, оптималь-

ного для заданных значений длины и степени расширения. 

Заключение к главе 2 

В рамках уравнений Эйлера с помощью предложенного прямого мето-

да оптимизации решена задача профилирования пространственной сверхзву-

ковой части сопла в плотной многосопловой компоновке. Полученные про-

странственные сверхзвуковые части выигрывают у оптимальных осесиммет-

ричных сопел, удовлетворяющих тем же габаритным ограничениям, по 

удельной тяге от 0.44% до 0.6% в зависимости от порядка аппроксимирую-

щей поверхности Бернштейна-Безье (от 12 до 28 варьируемых параметров). 

Рассмотрены, так называемые, псевдо пространственные сопла, то есть 

осесимметричные сопла, степень расширения которых больше, чем у вариа-

ционных сопел, полученных методом контрольного контура для соответст-

вующих габаритных ограничений. Выигрыш спрофилированной псевдо про-

странственной сверхзвуковой части сопла, при 3-х варьируемых параметрах, 

по сравнению с оптимальной осесимметричной сверхзвуковой частью по 

удельной тяге составил 0.28%. 

Реализована оптимизации пространственной сверхзвуковой части со-

пла компоновки с некруглой формой критического сечения (28 варьируемых 

параметров), таким образом, форма критического сечения являлась дополни-

тельным произволом при профилировании. Полученная при заданных гра-

ничных условиях, в том числе массовом расходе воздуха, и габаритных огра-

ничениях сверхзвуковая часть с некруглой формой критического сечения 
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выигрывает по удельной тяге у оптимальной осесимметричной сверхзвуко-

вой части сопла 0.68%. 

Проведено сравнение с результатом из [48], где с помощью прямого 

метода оптимизации получена сверхзвуковая часть сопла плотной 4-х сопло-

вой компоновки с круглой формой критического и с заданной формой вы-

ходного сечений. Показано, что сверхзвуковая часть сопла, спрофилирован-

ная с помощью разработанной методики, использующей аппроксимацию по-

верхностями Бернштейна-Безье, не уступает и даже немного превосходит в 

тяге сверхзвуковую часть сопла из [48]. 

Рассмотренный пример оптимизации пространственной сверхзвуковой 

части сопла плотной многосопловой компоновки продемонстрировал прин-

ципиальную возможность решения с помощью предложенной методики оп-

тимизации подобного рода задач с хорошей точностью за разумное время. 

Показано, что использование при аппроксимации поверхностей Бернштейна-

Безье позволяет качественно описывать геометрию искомых конфигураций 

сравнительно небольшим числом произволов. Таким образом, предложенная 

методика позволяет существенно расширить круг решаемых задач оптималь-

ного профилирования. 
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ГЛАВА 3. Апробация методики оптимизации на задачах профилирова-

ния существенно пространственных сопел, содержащих участки дозву-

кового течения 

Введение 

Предложенная методика оптимизации, показавшая свою эффектив-

ность в задаче профилирования осесимметричной сверхзвуковой части сопла 

Лаваля и обобщённая на пространственный случай для профилирования 

сверхзвуковой части сопла в плотной компоновке, где она так же себя оправ-

дала, апробируется на задачах оптимизации существенно пространственных 

сопел, содержащих участки дозвукового течения. 

Ниже последовательно рассмотрено три примера, при этом порядок их 

рассмотрения не только соответствует временной хронологии решения этих 

задач, но и демонстрирует эволюцию усложнения профилируемых объектов 

и самих постановок задач. 

Первой рассматривается задача профилирования пространственных 

околозвуковых сопел двигателя с малой инфракрасной (ИК) заметностью. 

Решение задачи оптимизации околозвукового сопла с малой ИК заметно-

стью, где профилирование осуществлялось в рамках уравнений Рейнольдса, а 

заданные формы входного и выходного сечений обуславливали довольно 

сложную пространственную форму сопла, потребовало усовершенствования 

аппроксимационных подходов. В итоге, для описания более полного много-

образия форм предлагается модификация способа аппроксимации геометрии 

профилируемых объектов – неоднородная поверхность Бернштейна-Безье. 

Далее в рамках уравнений Эйлера рассматривается задача профилиро-

вания оптимального пространственного сопла высокоскоростного прямоточ-

ного воздушно-реактивного двигателя (ПВРД) с максимальной на заданное 

направление проекцией вектора тяги. При этом профилирование осуществля-

ется с учётом влияния внешней аэродинамической силы, возникающей при 
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обтекании приближённой формы кормовой части. Профилируются как 

сверх-, так и дозвуковая части сопла. 

Наконец, также в рамках уравнений Эйлера, сформулирована и решена 

задача профилирования пространственного сопла ПВРД с учётом аэродина-

мических характеристик ЛА с минимальным расходом топлива на крейсер-

ском режиме. В этом случае направление вектора тяги сопла не задано и на-

ходится в процессе оптимизации. 

3.1. Аппроксимация формы объекта неоднородными поверхностя-

ми Бернштейна-Безье 

Классическая ПББ задаётся параметризацией вида (2.1), можно сказать, 

что ПББ порядка (n, m) задаётся одномерным массивом, состоящим из n+1 

КББ порядка m. 

Выше было сделано важное замечание о том, что результат прямой оп-

тимизации будет существенным образом зависеть от того, насколько качест-

венно будет аппроксимироваться форма профилируемого объекта. В ряде 

случаев классическая ПББ с фиксированным числом контрольных точек не 

может эффективно описать всё многообразие форм, необходимое для данно-

го конкретного случая. Так, в задачах профилирования сопел с малой ИК за-

метностью может потребоваться обеспечить переход от круглого сечения к 

прямоугольному на заданной длине при минимальных потерях тяги. Кроме 

того, входное и выходное сечения, как правило, должны располагаться на 

разных уровнях. Сопло ПВРД также может иметь довольно сложную про-

странственную форму из-за некруглой формы поперечного сечения камеры 

сгорания, которая может быть к тому же сдвинута от оси летательного аппа-

рата (ЛА), и других габаритных ограничений, продиктованных особенностя-

ми компоновки ЛА. 

В результате предлагается модификация способа описания поверхно-

сти – неоднородная поверхность Бернштейна-Безье (НПББ). В отличие от 

классической ПББ, такая поверхность может быть задана произвольным на-

бором кривых, которые являются не КББ, а любыми заданными параметри-
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ческими кривыми, - назовём их контрольными кривыми, - параметры кото-

рых могут варьироваться в ходе оптимизации. Если это не оговаривается 

специальным образом, то подразумевается, что контрольные кривые являют-

ся плоскими и лежат в плоскостях, перпендикулярных оси аппарата, а варьи-

рования параметров каждой контрольной кривой происходят в соответст-

вующей плоскости. 

Итак, точки, принадлежащие НПББ порядка n, описываются выраже-

нием вида: 

( ) ( ) ( ) [ ]n
i i

0

, , , 0,1 ,
n

i

s t B s t s t
=

= ⋅ ∈∑P C  (3.1)

где Ci(t) - параметрический вид контрольной кривой, а полиномы Бернштей-

на ( )n
iB s  вычисляются по формуле (1.6). Далее рассматриваются примеры 

решения задач, в которых использование именно НПББ позволяет получать 

решения близкие к оптимальным. 

3.2 Профилирование околозвукового пространственного сопла 

двигателя с малой инфракрасной заметностью 

3.2.1. Постановка задачи 

Начнём с задачи профилирования пространственного околозвукового 

сопла максимальной тяги, заданной длины с малой ИК заметностью. Требо-

вание малой заметности обуславливает не соосное расположение входного и 

выходного сечений. Кроме того, форма входного поперечного сечения, опре-

деляемая конструкцией ТРД, является круглой, а выходное сечение должно 

иметь вытянутую прямоугольную форму (рис. 3.1,а). 
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 (а) (б) 

 
Рис. 3.1. (а) Общий вид сопла с малой ИК заметностью; 

(б) Аппроксимация поверхности сопла с малой ИК заметностью НПББ 
В дозвуковых соплах потери могут быть связаны в основном с отрыва-

ми потока от стенок сопла, поэтому в задачах такого рода необходимо учи-

тывать вязкость непосредственно в процессе оптимизации. Аналогично тому, 

как в случае оптимизации осесимметричной сверхзвуковой части сопла Ла-

валя с учётом влияния вязкости, в рассматриваемом случае для учёта влия-

ния вязкости вместо интегрирования уравнений Эйлера при вычислении зна-

чений критерия проводилось интегрирование уравнений Рейнольдса, замкну-

тых моделью турбулентности νt-90. 

Заданными считаются: полная температура на входе T0 (T0 ≡ 1), полное 

давление на входе p0 (p0 ≡ 1), перепад полного давления к внешнему статиче-

скому П, радиус поперечного сечения камеры сгорания rin (rin ≡ 1), длина со-

пла L, высота и ширина выходного сечения сопла a, b и число Рейнольдса Re. 

Так как сопло имеет плоскость симметрии, то при оптимизации достаточно 

рассматривать только одну из его «половинок». Результаты, приводимые ни-

же, получены для следующих значений параметров: T0 = 1, p0 = 1, П = 1.89 

(критический перепад, соответствующий звуковому течению на выходе), 

a = 0.5, b = 4, Re = 9.5·106, рассмотрен диапазон длин L = 1, 2, 4 и 8, критери-

ем оптимизации была выбрана удельная тяга Rуд, (отношение тяги к массово-

му расходу воздуха).  

Для описания геометрии такого типа необходимо, в первую очередь, 

качественно аппроксимировать форму выходного сечения. Здесь нужно 
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иметь в виду, что образующая сопла по мере приближения к выходному се-

чению должна допускать появление участка близкого к цилиндрическому. 

Таким образом, качественная аппроксимация должна обеспечивать возмож-

ность аппроксимирующей поверхности сколь угодно близко повторять фор-

му выходного сечения не только непосредственно на срезе сопла, но и в про-

межуточных поперечных сечениях. Использование КББ невысокого порядка 

для аппроксимации прямоугольной формы довольно затруднительно, повы-

шение же порядка кривой, во-первых, нежелательно с точки зрения увеличе-

ния количества произволов задачи, а во-вторых, более высокий порядок КББ 

всё равно не гарантирует повышение точности аппроксимации. Ниже рас-

смотрено два способа аппроксимации искомой поверхности: в первом случае 

в качестве контрольных кривых НПББ задавались, так называемые, мульти-

кривые, которые, по сути, являются суперпозицией нескольких параметриче-

ских кривых; во втором же случае контрольные кривые задавались кубиче-

скими рациональными B-сплайнами [61]. 

В первом подходе НПББ задавалась набором из (Nc + 1) контрольных 

кривых вида: 

( ) ( ) [ ]
j j

j
j j

0 0
, 1, 0,1 ,

N N

j j
t w t w t

= =

= = ∈∑ ∑C c  (3.2)

где wj – веса кривых cj(t), образующих суперпозицию. В общем случае, варь-

ироваться могут, как веса wj (или часть из них), так и параметры самих кри-

вых cj(t), например, если одна из них является КББ. Ниже рассмотрен про-

стейший случай, когда каждая контрольная кривая представляла собой су-

перпозицию двух кривых, описывающих входное и выходное сечения, то 

есть каждая контрольная кривая Ci(t) в (3.2) имела вид: 

( ) ( ) ( ) ( )i in i out
i 0 01 , 0 : 4,t w t w t i= + − =C c c   

где cin(t) – параметрический вид кривой, описывающей форму входного сече-

ния (окружности), cout(t) – выходного сечения (прямоугольника), а wi
0 – вес 

кривой cin (t) в i-ом контрольном сечении (Nc = 4). По условиям задачи пола-
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галось: 0 1 4
0 0 01, 0,w w w≡ = =  таким образом, варьируемыми параметрами явля-

лись веса 2 3
0 0,w w . Выбор такого простого способа аппроксимации был про-

диктован, прежде всего, возможностью сведения к минимуму числа варьи-

руемых параметров, что может быть весьма удобным при получении различ-

ного рода инженерных оценок. Кроме того, такой подход, при всей его про-

стоте, позволяет получать формы с описанными выше свойствами, поэтому 

при больших длинах можно надеяться на то, что сопла, спрофилированные с 

использованием такой аппроксимации, будут близки к оптимальным с хоро-

шей точностью. 

Для корректного описания параметров течения на входе в сопло к его 

поверхности пристыковывался цилиндрический участок, который так же 

можно представить НПББ с двумя контрольными сечениями в виде окружно-

стей радиуса rin, длина цилиндрического участка Lc = 2. Во избежание воз-

никновения проблем, связанных с особенностями течения вблизи острых уг-

лов, которые не оказывают существенного влияния на поведение критерия 

оптимизации, изломы контура имели ненулевой радиус скругления 

(рис. 3.1,б). В качестве граничных условий на входе цилиндрического участ-

ка задавались параметры однородного осевого потока, на поверхности сопла 

задавалось условие прилипания. 

Во втором случае для более аккуратной аппроксимации оптимизируе-

мой формы применялись однородные рациональные B-сплайны (URBS). 

B-сплайны – это кусочно заданные сплайны, которые стыкуются со вторым 

порядком гладкости, под «однородностью» сплайна имеется в виду однород-

ность разбиения по параметру. Подобно КББ B-сплайновая кривая задаётся 

набором контрольных точек, через которые она в общем случае не проходит, 

в рациональных B-сплайнах каждая контрольная точка имеет свой вес. 

B-сплайны обладают рядом полезных свойств, они позволяют описывать ши-

рокое многообразие форм сравнительно небольшим числом параметров, при 

этом изменение параметров носит локализованный характер: у каждой кон-

трольной точки есть своя область влияния на форму кривой, которая опреде-
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ляется тем, какому отрезку разбиения принадлежит данная контрольная точ-

ка. По мере увеличения веса контрольной точки, B-сплайновая кривая при-

ближается к этой точке, таким образом, B-сплайны позволяют довольно про-

сто и качественно аппроксимировать кривые, содержащие изломы. 

Для аппроксимации формы сопла в качестве контрольных кривых ис-

пользовались кубические URBS. Составная кубическая рациональная 

B-сплайновая кривая S(t), заданная массивом контрольных точек {Pm} с ве-

сами {wm} при равномерном разбиении параметра {tm}: t0 = 0, m = 0:M, полу-

чается объединением элементарных B-сплайновых кривых Sk вида: 
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Аппроксимирующая НПББ, как и в первом случае, задавалась набором 

из 5-ти контрольных кривых, фиксированными оставались: параметры кри-

вой, описывающей входное сечение (окружность); ближайшей к ней кон-

трольной кривой, которая повторяла первую для обеспечения гладкости 

входного участка сопла; а также контрольной кривой, аппроксимирующей 

выходное сечение. Варьировались параметры (координаты и веса контроль-

ных точек) двух промежуточных контрольных кривых с номерами 2 и 3, та-

ким образом, рассматривалась геометрия с 12-ю произволами – по 6 у каждой 

контрольной кривой. Необходимо пояснить, что благодаря симметричности 

рассматриваемой геометрии каждую контрольную кривую можно было счи-

тать «половинкой» замкнутой симметричной кривой. Замкнутые симметрич-

ные кривые очень удобно аппроксимируются B-сплайнами: контрольные 

точки просто отражаются от плоскости симметрии кривой, а для выделения 

определённого участка такой B-сплайновой кривой необходимо выбрать со-
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ответствующий этому участку интервал изменения параметра t. Поэтому в 

рассматриваемом случае все контрольные кривые аппроксимирующей НПББ 

однозначно определялись по двум контрольным точкам. 

3.2.2. Результаты оптимизации 
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Рис. 3.2. Зависимость потерь тяги спрофилированных сопел от длины 

На рис. 3.2 и в таблице 3.1 можно видеть характеристики сопел, полу-

ченных в результате предложенного способа оптимизации, а именно: потери 

тяги сопел по сравнению с тягой одномерного идеального сопла в рассматри-

ваемом диапазоне длин. Данные приведены для двух описанных выше спо-

собов аппроксимации: I – аппроксимация НПББ, заданной набором мульти-

кривых с варьируемыми весами (2 произвола: 2 3
0 0,w w ), II – аппроксимация, ис-

пользующая в качестве контрольных кривых кубические URBS с варьируе-

мыми весами и координатами контрольных точек (12 произволов). Помимо 

этого, приведены два случая неоптимизированных сопел, форма которых за-

давалась аналогично случаю I, но веса при этом фиксировались: в случае Iа 
2 3
0 01, 0,w w= =  то есть 2-ая контрольная кривая повторяет форму критического 

сечения, а 3-я – форму выхода; в случае Iб 2-ая и 3-я контрольные кривые по-
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вторяют форму выходного сечения 2 3
0 0 0w w≡ = . Случаи Iа и Iб приведены 

здесь для того, чтобы продемонстрировать выигрыши, получаемые за счёт 

оптимизации. 

Таблица 3.1 

δ, % 
L 

I Iа Iб II 

1 10.24 17.07 10.86 5.02 

2 1.14 4.30 1.23 0.81 

4 0.57 0.93 0.60 0.49 

8 0.61 0.61 0.82 0.46 
 

Нетрудно видеть, что наибольшие абсолютные выигрыши оптимизиро-

ванных сопел по сравнению с неоптимизированными получаются при малых 

длинах, то есть при более строгом ограничении, причём во всех рассмотрен-

ных случаях наименьшие потери тяги имели сопла, аппроксимированные с 

использованием URBS. В случае более простой аппроксимации оптимизиро-

ванные сопла оказались лучше неоптимизированных во всём рассматривае-

мом диапазоне длин, что косвенно подтверждает сходимость процесса к ре-

шению, лежащему в малой окрестности реального оптимума. Обратим вни-

мание и на то, что в случаях I и Iб зависимость полученных потерь от длины 

сопла немонотонна, таким образом, помимо выбора оптимальной формы по-

верхности сопла необходимо помнить и о вопросе выбора его оптимальной 

длины, так как избыточное увеличение длины может оказаться не просто не 

эффективным, но и вредным. 

В таблице 3.2 приведены значения варьируемых весов контрольных 

кривых, полученных в результате оптимизации для случая I, – 2 3
0 0,w w . 
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Таблица 3.2 

L 1 2 4 8 
0
2w  0.1716 -0.0471 0.1547 0.8785 
0
3w  0.0387 0.0189 0.0019 0.0027 

 

В таблицах 3.3-3.6 приведены геометрические характеристики полу-

ченных в результате оптимизации сопел для случая II: координаты контроль-

ных точек (КТ) B-сплайновых КК (x, y, z) и веса КТ ( k
mw ). Зелёным цветом 

отмечены значения варьируемых величин. 
Таблица 3.3

№ КК, k № КТ, m x y z k
mw  

0 0.000 1.000 0.3425 0, 1 1 2.000 1.000 0, 0.25 0.3425 
0 1.086 4.006 6.1664 2 1 2.369 0.809 0.5 2.0469 
0 1.489 1.871 3.0673 3 1 2.015 2.143 0.75 9.8858 
0 1.500 2.000 5.0000 4 1 2.000 2.000 1 5.0000 

 

Таблица 3.4
№ КК, k № КТ, m x y z k

mw  
0 0.000 1.000 0.3425 0, 1 1 2.000 1.000 0, 0.5 0.3425 
0 1.233 2.700 9.8479 2 1 2.286 1.810 1 2.1362 
0 1.500 1.968 7.1136 3 1 1.999 2.060 1.5 9.7865 
0 1.500 2.000 5.0000 4 1 2.000 2.000 2 5.0000 
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Таблица 3.5
№ КК, k № КТ, m x y z k

mw  
0 0.000 1.000 0.3425 0, 1 1 2.000 1.000 0, 1 0.3425 
0 0.991 2.531 1.3929 2 1 2.485 2.120 2 0.8293 
0 1.495 1.982 6.7279 3 1 2.010 2.085 3 2.6555 
0 1.500 2.000 5.0000 4 1 2.000 2.000 4 5.0000 

 

Таблица 3.6
№ КК, k № КТ, m x y z k

mw  
0 0.000 1.000 0.3425 0, 1 1 2.000 1.000 0, 2 0.3425 
0 0.280 2.464 0.5963 2 1 2.741 1.764 4 0.4173 
0 1.469 2.025 1.6143 3 1 2.055 2.130 6 1.6964 
0 1.500 2.000 5.0000 4 1 2.000 2.000 8 5.0000 

3.3. Профилирование пространственного сопла высокоскоростного 

ПВРД 

3.3.1. Постановка задачи 

 (а) (б) 

 
Рис. 3. 3. (а) Общий вид сопла ПВРД в компоновке с КС, вписанного в 

ограничивающую цилиндрическую поверхность;  
(б)  Аппроксимация поверхности сопла ПВРД НПББ 

Перейдём к задаче профилирования пространственного сопла высоко-

скоростного ПВРД максимальной на заданное направление тяги с учётом 
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внешнего обтекания приближённой кормовой части. Профилирование осу-

ществлялось в следующей постановке: на выходе из камеры сгорания заданы 

полная температура T0, массовый расход G0 и верхнее предельно допустимое 

значение полного давления p0max, помимо этого задано статическое внешнее 

давление pa, число Маха полёта M, угол атаки α и показатель адиабаты γ. Со-

пло имеет ряд габаритных ограничений, продиктованных конструкционными 

требованиями к летательному аппарату (ЛА), (например, длина сопла L, 

форма и положение камеры сгорания (КС) и др.), рис. 3.3,а. 

Сопло имеет плоскость симметрии, поэтому задача решалась для одной 

из его «половинок». Искомая геометрия аппроксимировалась набором НПББ, 

гладко стыкующихся друг с другом. Из-за сложной формы габаритов ЛА при 

аппроксимации формы сопла в качестве контрольных кривых использова-

лись кубические URBS. Стыковалось 3 НПББ: первая оставалась неизменной 

и описывала форму КС, вторая аппроксимировала дозвуковую часть сопла, а 

третья – сверхзвуковую, рис. 3.3,б. НПББ, аппроксимирующая дозвуковую 

часть сопла, имела 4 контрольные кривые: 2 кривые, примыкающие к КС, не 

варьировались, обеспечивая гладкую стыковку поверхностей КС и сопла. 

НПББ, аппроксимирующая сверхзвуковую часть, имела 4 контрольные кри-

вые: первые 2, прилегающие к дозвуковой части, варьировались таким обра-

зом, чтобы стыковка оставалась гладкой, то есть некоторые произволы сверх-

звуковой части были зависимыми от произволов дозвуковой. Если это не 

оговаривается специальным образом, то форма кривой, описывающей вы-

ходное сечение сопла, считалась фиксированной. В приводимых ниже при-

мерах веса контрольных точек не варьировались, а варьировались только ко-

ординаты некоторых из них, а также угол наклона выходного сечения отно-

сительно оси X и положение выходного сечения по оси Y (в системе коорди-

нат, связанной с ЛА). Число произволов задачи P менялось в различных слу-

чаях от 10 до 35. 

Как и в описанных выше примерах решения задач оптимизации в рам-

ках уравнений Эйлера, расчёт газодинамических характеристик текущей 
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формы осуществлялся методом установления, использовалась неявная схема 

«распадного» типа. Необходимо отметить, что граничные условия в рассмат-

риваемой постановке носят переопределённый характер: заданы полная тем-

пература T0 и расход G0, а, кроме того, необходимо, чтобы выполнялось ус-

ловие p0 ≤ p0max. При этом понятно, что режим течения в оптимальном сопле 

соответствует строгому равенству p0 = p0max. Таким образом, правильнее го-

ворить не о верхнем, предельно допустимом, а о заданном значении полного 

давления, равном p0max. Для того чтобы обеспечить выполнение такого пере-

определённого граничного условия, вводилась функция штрафа вида: 

( ) ( )
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0max
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p p d
k p p d

p d
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 (3.3)

где p0 – полное давление, которое получалось в газодинамическом расчёте, а 

константы k и d выбирались вручную. 
 

Y

X Z

 
Рис. 3.4. Вид расчётной области с прореженными сеточными линиями 

Для учёта влияния внешнего потока моделировалось обтекание упро-

щённой геометрии кормовой части, которая представляла из себя линейча-

тую поверхность, натянутую на две плоские кривые, одна из которых, совпа-

дая со срезом сопла, варьировалась. На рис. 3.4 приведён вид расчётной об-

ласти, (для удобства восприятия часть сеточных линий не приводится; на 

приближенном фрагменте поверхность сопла и кормовой части обведены 
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жирной линией). Продольный размер расчётной области выбирался из тех 

соображений, что параметры течения вблизи кормовой части не должны ме-

няться при удлинении цилиндрической части, с помощью которой моделиро-

валось влияние обтекания ЛА; поперечный размер – так, чтобы все отражён-

ные от границы области возмущения не приходили на цилиндрическую или 

кормовую части. 

В процессе расчёта поля течения непосредственно вычислялись сле-

дующие характеристики: потоки массы (расход) G, импульса I, J, энергии E, 

проекции площади SX, SY. Потоки считались по выходному сечению сопла и 

по поверхности кормовой части ЛА. По полученным данным вычислялись 

следующие параметры: 

− проекция тяги сопла на выбранное направление, R0 

( ) ( )e e e e
0 X Ycosβ sinβ,a aR I S p J S p= − ⋅ + − ⋅  где символ «e» метит парамет-

ры в выходном сечении, а β – направление, на которое оптимизируется 

вектор тяги сопла, отсчитываемое от оси ЛА (ось X); 

− проекция внешней аэродинамической силы, действующей на кормовую 

часть, FX 

( ) ( )w w w w
X X Ycosβ sinβ,a aF I S p J S p= − ⋅ + − ⋅ где символ «w» метит пара-

метры на стенке кормовой части; 

− тяга сопла с учётом внешней силы, R 

R = R0 – FX; 

− тяга идеального сопла R∗ для полученных в расчёте значений расхода G 

и полного давления p0 
γ 1
γ

2
* 0

0

2γ, 1 ,
γ 1

a
g

pR Gu u R T
p

−⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 где Rg – газовая постоянная, а u – 

скорость на срезе сопла; 

− тяга идеального сопла R∗∗, для заданных значений расхода G0 и полного 

давления p0 = p0max 
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γ 1
γ

2
** 0 0

0max

2γ, 1 ,
γ 1

a
g

pR G u u R T
p

−⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 которая является константой 

во всех расчётах; 

− коэффициенты тяги 

0 0 *0 0 *
* ** * ** **

* ** * ** **

η , η , η , η , ηR R R R R
R R R R R

= = = = = . 

По условию задачи необходимо найти такую форму сопла, которая 

обеспечивала бы наибольшую проекцию тяги на заданное направление - R, 

однако, для анализа полученных результатов удобнее оперировать с безраз-

мерными коэффициентами тяги. Из-за отсутствия строгого ограничения на 

значение полного давления p0 выбирать в качестве критерия значение η∗ бы-

ло бы не совсем правильным, так как значение R∗ меняется в зависимости от 

установившегося режима течения. В условиях задачи константа R∗∗ является 

максимально возможным значением тяги, поэтому в качестве критерия был 

выбран коэффициент тяги η∗∗, а функция цели имела вид: 

**η max,f = − Δ→  

где функция штрафа Δ вычислялась по формуле (3.3). 

3.3.2. Результаты оптимизации 

Оптимизация сопла осуществлялась при следующих значениях пара-

метров: M = 5.5; α = 4°; T0 = 2530 К; G0 = 1.81 кг/с; p0max = 1.5 бар; 

pa = 0.01 бар; γ = 1.25; Rg = 374.5 Дж/(кг·К); β = 0°; L = 0.645 м; высота камеры 

сгорания 0.072 м; ширина аппарата 0.38 м. Приведённые значения газодина-

мических и геометрических параметров соответствуют техническому зада-

нию на проектирование сопла для экспериментального демонстратора ПМ-3, 

разрабатываемого в отделе 012 ЦИАМ. 

Было рассмотрено пять случаев: I – сопло с цилиндрической нижней 

образующей, близкой к плоской (P = 10); II – полностью пространственное 

сопло с фиксированной формой выходного сечения (P = 15); III – полностью 
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пространственное сопло с варьируемой формой выходного сечения (P = 21); 

IV – полностью пространственное сопло с варьируемой формой выходного 

сечения, имеющее большую длину L = 1 м (P = 35, в этом случае НПББ, ап-

проксимирующая сверхзвуковую часть сопла имела не 4, а 5 контрольных 

кривых); V – полностью пространственное сопло с фиксированной формой 

выходного сечения, с круглой формой поперечного сечения КС эквивалент-

ной площади (P = 15). Характеристики полученных в результате оптимиза-

ции сопел приведены в таблице 3.7, а на рис. 3.5-3.9 можно видеть формы 

сопел с соответствующими полями чисел Маха. 
Таблица 3. 7

Характе-
ристика Вариант I Вариант II Вариант III Вариант IV Вариант V

0
*η  0.9681 0.9766 0.9866 0.9954 0.9761 
0
**η  0.9675 0.9764 0.9861 0.9945 0.9755 
*η  0.9681 0.9764 0.9845 0.9923 0.9760 
**η  0.9675 0.9763 0.9840 0.9915 0.9755 
*
**η  0.9994 0.9998 0.9995 0.9991 0.9994 

p0/p0max 0.9902 0.9974 0.9912 0.9853 0.9900 
G/G0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
δ, % 3.25 2.37 1.60 0.85 2.45 

 
 

 
Рис. 3.5. Форма и поле чисел Маха спрофилированного сопла, вариант I 
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Рис. 3.6. Форма и поле чисел Маха спрофилированного сопла, вариант II 

 

 
Рис. 3.7. Форма и поле чисел Маха спрофилированного сопла, вариант III 
 

 
Рис. 3.8. Форма и поле чисел Маха спрофилированного сопла, вариант IV 
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Рис. 3.9. Форма и поле чисел Маха спрофилированного сопла, вариант V 

Наибольшие потери тяги δ по сравнению с идеальным одномерным со-

плом имеет вариант I – 3.25% (рис. 3.5), что почти на 1% больше, чем потери 

сопла той же длины с профилируемой нижней стенкой (вариант II) – 2.37%, 

(рис. 3.6). В этих вариантах форма выходного сечения оставалась постоян-

ной, и варьировалось только его положение в вертикальном и угловом на-

правлениях. Вообще говоря, габаритные ограничения не требуют фиксиро-

ванной формы выходного сечения, требуется только, чтобы полученные со-

пла были вписаны в ограничивающую поверхность, что в принципе могло 

потребовать введения заднего торца кормовой части. Однако, как показали 

расчёты, накладываемые габаритные ограничения приводили к тому, что в 

данных условиях, сопла получались сильно недорасширенными. Поэтому 

фиксированная форма выходного сечения позволяла избавиться от лишних 

произволов без ущерба качества получаемых результатов. Итак, если по-

смотреть на газодинамические поля течения в том и другом случаях, то вид-

но, что в варианте II, поле течения получается гораздо более симметричным 

за счёт профилированного горла сопла, что обеспечивает более симметрич-

ную форму всей сверхзвуковой части, это и позволяет существенно снизить 

потери тяги. Как и следовало ожидать, в вариантах III (рис. 3.7) и IV 

(рис. 3.8) потери тяги получаются ещё меньше: 1.6% и 0.85% соответственно; 

причём если в первых двух вариантах потери, связанные с учётом влияния 

внешней аэродинамической силы, составляли сотые доли процента, то при 
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изменяемой форме выходного сечения сопла эти потери составляют уже по-

рядка нескольких десятых. В случае V (рис. 3.9) потери тяги оказались со-

поставимы с теми, что были получены в случае II, таким образом, можно 

сделать вывод, что круглая форма поперечного сечения КС, более предпоч-

тительная с точки зрения уменьшения тепловых и прочностных нагрузок по 

сравнению с прямоугольной, не приводит к дополнительным потерям тяги. 

Несмотря на то, что варианты III, IV и V в строгом смысле не удовлетворяют 

исходным габаритным ограничениям, они, тем не менее, интересны с точки 

зрения оценки возможности увеличения тяговых характеристик двигателя 

при сравнительно незначительном изменении его размеров, а также с точки 

зрения влияния изменения конфигурации других элементов двигателя на его 

тяговые характеристики. Отметим также, что во всех случаях полное давле-

ние в оптимальных соплах практически совпадало с заданным значением 

p0max. Нетрудно видеть, что во всех приведённых вариантах выходное сечение 

сопел перпендикулярно оси ЛА, таким образом, произвол, отвечающий за 

изменение положения выходного сечения в угловом направлении, оказался 

лишним. 

Вариант II сопла, отвечающего всем наложенным габаритным ограни-

чениям, был рекомендован в качестве базового для экспериментального об-

разца-демонстратора ПМ-3, разрабатываемого в отделе 012 ЦИАМ. Согласно 

расчётам, выполненным специалистами отдела 012, в приближении уравне-

ний Эйлера спрофилированное сопло II выигрывает у исходных прототипов 

сопел до 5% тяги. 

3.4. Профилирование пространственного сопла высокоскоростного 

ПВРД с учётом аэродинамических характеристик летательного аппара-

та 

3.4.1. Постановка задачи 

Очевидно, что характеристики двигателя при оптимизации проекции 

тяги его сопла на заданное направление будут сильно зависеть от того, как 
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именно выбрано это направление. Ниже сформулирована и решена задача 

оптимального профилирования пространственного сопла того же ПВРД, о 

котором шла речь в предыдущем разделе 3.3, но с более полным учётом аэ-

родинамических характеристик ЛА при минимальном расходе топлива на 

крейсерском режиме. При этом величина β, соответствующая оптимальному 

направлению вектора тяги сопла, определялась в процессе оптимизации. 

Пусть известны поляра ЛА и его вес, допустим также, что двигатель 

никак не влияет на поляру ЛА. На рис. 3.10 схематично представлены сооб-

ражения о выборе оптимального направления вектора тяги (ВТ) одномерного 

идеального сопла так, чтобы при заданной поляре PЛА и заданном весе mg, 

крейсерский режим достигался при минимальном значении модуля ВТ. При-

водимые ниже рассуждения относительно оптимального угла поворота ВТ 

идеального сопла не претендуют на то, чтобы считаться чем-то принципи-

ально новым. Однако их нельзя не привести здесь, во-первых, потому, что 

без этого затруднительно переходить к задаче оптимального профилирования 

пространственного сопла, а во-вторых, потому что сама форма этих рассуж-

дений представляется довольно простой и понятной. 
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Рис. 3.10. Схема выбора оптимального направления вектора тяги 

одномерного идеального сопла ракетного двигателя 
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Итак, обратимся к рис. 3.10: ось абсцисс совпадает с направлением век-

тора скорости набегающего потока u∞; далее, для удобства, под ВТ подразу-

мевается ВТ, взятый с обратным знаком; за масштаб силы выбрано значение 

веса ЛА. Поляра ЛА аппроксимируется простой квадратичной зависимостью 

вида: 
2

y yx
x x y

max

1
, , ,

2
F FFF F F

K mg mg
+

= = =
�

� � �   

где Fx, Fy – проекции силы, действующей на ЛА со стороны набегающего по-

тока, а Kmax – максимальное аэродинамическое качество ЛА. Сначала рас-

смотрим ракетный двигатель (РД). Для того чтобы обеспечить крейсерский 

режим полёта, необходимо, чтобы выполнялось условие равновесия вида: 

x x

y y

,
.

R F
R F mg

=⎧
⎨ + =⎩

 (3.4)

Годограф аэродинамической силы F в выбранном масштабе совпадает 

с PЛА. Условно будем считать, что ВТ сопла приложен к точке o1; модуль ВТ 

идеального сопла не зависит от направления, поэтому годограф ВТ будет 

описывать окружность с центром в точке o1. Если направить ВТ по вектору 

скорости набегающего потока, то Ry = 0, значит с учётом выбранного мас-

штаба, модуль ВТ должен быть равен величине отрезка o1a, годограф ВТ та-

кого сопла изображен на рисунке более тонкой линией. Однако нетрудно за-

метить, что для выполнения условия (3.4) достаточно иметь сопло, ВТ кото-

рого совпадает с вектором 1o b
JJG

, годограф ВТ соответствующего сопла изо-

бражён более жирной линией. Точка b является ближайшей точкой поляры к 

точке o1, то есть отрезок o1b – расстояние от точки o1 до поляры PЛА. Таким 

образом, если повернуть первое сопло, обеспечивающее крейсерский режим 

полёта при направлении ВТ по вектору скорости набегающего потока, в на-

правлении луча o1b, можно получить избыток тяги, – назовём его ε, – кото-

рый эквивалентен разнице радиусов двух окружностей. Этот избыток тяги 

может быть, в свою очередь, переведён в экономию расхода топлива, поэто-
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му в качестве критерия оптимизации уместно использовать величину 

ε → max. Буквально это означает, что при оптимизации неодномерного со-

пла, когда годограф ВТ не описывает окружность, должно максимизировать-

ся расстояние (с учётом знака) от точки годографа ВТ сопла до поляры ЛА, в 

этом случае оптимальное направление ВТ будет получаться автоматически. 

Все рассуждения и выводы относительно сопла РД справедливы и для 

ПВРД, с той лишь разницей, что в последнем случае необходимо учитывать 

вклад внешнего импульса в тягу сопла. С учётом внешнего импульса условие 

(3.4) примет вид: 

x x

y y

,
.

R F u G
R F mg

∞= −⎧
⎨ + =⎩

  

Геометрически это означает, что годографу ВТ одномерного сопла 

ПВРД будет соответствовать окружность с центром в точке o2, а оптималь-

ному направлению ВТ – луч o2c, где точка c является ближайшей к o2 точкой 

поляры PЛА (рис. 3.11). 
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Рис. 3. 11. Схема выбора оптимального направления вектора тяги 

одномерного идеального сопла ПВРД 

Как и ранее, более тонкая линия, которая описывает дугу окружности 

радиуса o2a, соответствует годографу ВТ сопла ПВРД, обеспечивающему 
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крейсерский режим при направлении ВТ по вектору скорости набегающего 

потока; 1o c
JJG

 соответствует вектору тяги самого двигателя. Отметим, что оп-

тимальное изменение угла поворота ВТ сопла (~10°) влечёт незначительное 

изменение угла атаки (~1÷1.5°). 

3.4.2. Результаты оптимизации 

Оптимизация сопла в рассматриваемой постановке осуществлялась для 

параметров, приведённых в разделе 3.3.2. Качество ЛА K = 4, а вес ЛА зада-

вался из предположения, что сопло типа II, спрофилированное на осевое на-

правление в разделе 3.3, обеспечивает заданный крейсерский режим полёта. 

Итак, оптимизируя пространственное сопло ПВРД, обеспечивающее 

заданный крейсерский режим полёта при минимальном расходе топлива, 

критерием оптимизации являлся избыток тяги ε, который фактически эквива-

лентен расстоянию с учётом знака от годографа ВТ, который в пространст-

венном случае уже не является окружностью с центром в т. o2, до поляры ЛА. 

Было рассмотрено два случая: в первом, вклад внешней аэродинамической 

силы при оптимизации не учитывался, (т. е.  при вычислении критерия); во 

втором, учёт влияния внешней аэродинамической силы имел место непо-

средственно в процессе оптимизации сопла. На рис. 3.12 приведена окрест-

ность точки o1, где на график нанесены точки, соответствующие тягам полу-

чившихся сопел. Здесь круглыми зелёными маркерами показаны две точки 

годографа ВТ первого сопла, соответствующие начальному приближению – 

соплу, спрофилированному на заданное (β = -4°) направление ВТ, а также со-

плу, полученному в результате оптимизации. Линия, соединяющая маркеры, 

демонстрирует эволюцию годографа ВТ в процессе оптимизации, при этом 

на график нанесены точки, посчитанные с учётом вклада внешней силы, ко-

торый, напомним, не учитывался непосредственно при оптимизации. Крас-

ный квадратный маркер отвечает тяге сопла, полученного во втором случае. 

Как и предполагалось, направления ВТ пространственных оптимальных со-
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пел не отвечают в точности направлению луча o2c, однако весьма близки к 

нему. 

Синие треугольные маркеры (т. f0, f1) отвечают тяге одномерного сопла 

со степенью недорасширенности pe/pa = 2 у двигателя с потерями полного 

давления в воздухозаборнике σ = 0.2. Точка f0 – тяге при отсутствии подачи 

топлива, (получено по одномерным соотношениям), а точка f1 – тяге сопла, 

обеспечивающего крейсерский режим полёта при осевом направлении ВТ, 

(то есть соплу типа II, спрофилированному в разделе 3.3), будем считать, что 

это одновременно соответствует режиму максимальной подачи топлива. То-

гда можно сказать, что, уменьшив тягу на «заработанный» в результате оп-

тимизации избыток ε, можно сэкономить 0 1/ f fε∼  топлива, оставшись на 

том же крейсерском режиме. 
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Рис. 3.12. Результаты оптимизации: окрестность т. о1 

На рис. 3.13 приведены двумерные проекции форм полученных опти-

мальных сопел: рис. 3.13,а, соответствует первому случаю, когда вклад 

внешней аэродинамической силы не учитывался при вычислении критерия. 

Очевидно, что, если в этом случае позволить выходному сечению занимать 

произвольное положение в вертикальном направлении, то оптимальное сопло 
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будет близко к плоскому симметричному соплу, которое перестанет быть оп-

тимальным при учёте влияния обтекания кормовой части. Поэтому в первом 

случае у выходного сечения варьировался только угол наклона, который в 

результате получился существенно ненулевым, для того, чтобы повернуть 

поток на оптимальный угол: β = -8.48°. 
 (а) 

 

(б)

 
Рис. 3.13. (а) Двумерная проекция сопла ПВРД, спрофилированного без учёта 
влияния внешней аэродинамической силы; (б) Двумерная проекция сопла ПВРД, 

спрофилированного с учётом влияния внешней аэродинамической силы 

Сопло, изображённое на рис. 3.13,б, было получено с учётом влияния 

внешней силы: видно, что, в отличие от первого случая, данное сопло имеет 

близкую к максимально возможной длину как верхней, так и нижней стенок, 

а оптимальный угол поворота потока, – β = -11.46°, – получается в основном 

за счёт варьирования вертикального положения выходного сечения. В первом 

случае избыток тяги получившегося сопла ε = 0.024, что эквивалентно эко-

номии расхода топлива ΔGf = -5.9%; во втором случае: ε = 0.034, ΔGf = -8.5%. 
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В связи с тем, что ВТ спрофилированных сопел имеют направления 

весьма близкие к лучу o2c (β = -10.30°), полученному по одномерным соот-

ношениям, можно сделать вывод, что решение задачи в предложенной по-

становке эквивалентно решению задачи профилирования сопла с максималь-

ной проекцией ВТ на заданное направление, рассмотренной в разделе 3.3, ес-

ли величину β задавать, исходя из одномерных теоретических оценок. 

Как и в случае профилирования сопла с максимальной проекцией ВТ 

на заданное направление, сопла оптимальные в рассматриваемой постановке 

имеют почти симметричную (двустороннюю) сверхзвуковую часть, которая 

получается благодаря профилируемому горлу сопел. Такая форма сопел бла-

гоприятна и с точки зрения уменьшения момента Mz. Этот результат является 

принципиально важным на фоне классического рассмотрения несимметрич-

ных плоских сопел ПВРД, которые в действительности не являются опти-

мальными для заданного режима полёта при наличии габаритных ограниче-

ний. 

Заключение к главе 3 

Апробация предложенной методики оптимизации на задачах оптими-

зации существенно пространственных сопел, содержащих участки дозвуко-

вого течения, выявила необходимость в усовершенствовании аппроксимаци-

онных подходов. В итоге предложено использование неоднородных поверх-

ностей Бернштейна-Безье, а также B-сплайнов при аппроксимации форм оп-

тимизируемых объектов. Именно их использование позволяет профилиро-

вать существенно пространственные аэродинамические объекты, содержа-

щие продольные изломы, обеспечивая качественную аппроксимацию сравни-

тельно небольшим числом параметров. 

Профилирование сопла двигателя с малой ИК заметностью продемон-

стрировало применимость предложенной методики к решению задач про-

странственного профилирования в рамках уравнений Рейнольдса. Потери тя-

ги спрофилированных сопел по сравнению с одномерным идеальным соплом, 

как и ожидалось, оказались меньше потерь неоптимальных сопел, которые, 
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тем не менее, интуитивно казались близкими к оптимальным. При этом во 

всём рассмотренном диапазоне длин наилучшие характеристики имели со-

пла, аппроксимированные с использованием кубических однородных рацио-

нальных B-сплайнов. 

В рамках уравнений Эйлера решена задача профилирования простран-

ственного сопла ПВРД максимальной на заданное направление тяги с учётом 

влияния обтекания приближённой формы кормовой части, причём профили-

ровалась как сверхзвуковая часть сопла, так и дозвуковая. Полученные ре-

зультаты демонстрируют малые потери тяги спрофилированных сопел по 

сравнению с одномерным идеальным соплом: от 3.5 до 1%. При этом воз-

можность уменьшения потерь тяги, с одной стороны, связана с профилиро-

ванием горла сопла, благодаря чему поверхность сверхзвуковой части опти-

мальных конфигураций близка к симметричной, а с другой – с умеренным 

ослаблением габаритных ограничений, которое, тем не менее, приводит к 

существенному улучшению тяговых характеристик. Расчётное сравнение 

спрофилированных сопел с базовыми прототипами сопла экспериментально-

го образца-демонстратора высокоскоростного прямоточного ВРД ПМ-3 по-

казало, что спрофилированные сопла выигрывают по тяге у базовых прото-

типов в рамках одинаковых габаритных ограничений от 3% до 5%. 

Сформулирована и решена задача оптимального профилирования про-

странственного сопла ПВРД с учётом аэродинамических характеристик ЛА с 

минимальным расходом топлива на крейсерском режиме. Для заданного 

крейсерского режима спрофилированные сопла обеспечивают от 6 до 8.5% 

экономии расхода топлива по сравнению с оптимальным пространственным 

соплом, удовлетворяющим тем же габаритным ограничениям, спрофилиро-

ванным на осевое направление вектора тяги. При этом углы поворота вектора 

тяги оптимальных сопел оказываются существенно ненулевыми: -8.48° и 

-10.46°; и весьма близкими к оптимальному направлению вектора тяги 

-10.30°, полученному, исходя из одномерных оценок. 
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Во всех рассмотренных случаях сверхзвуковые части оптимальных со-

пел ПВРД получаются близкими к симметричной (двусторонней) за счёт 

профилирования формы горла. Этот результат является принципиально важ-

ным на фоне классического рассмотрения несимметричных плоских сопел 

ПВРД, которые в действительности не являются оптимальными для заданно-

го режима полёта при наличии габаритных ограничений. 
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ГЛАВА 4. Профилирование переходных каналов газовоздушного тракта 

перспективных ТРДД 

Введение 

В современных гражданских двигателях переходные каналы между 

компрессорами низкого и высокого давлений (КНД, КВД) и турбинами вы-

сокого и низкого давлений (ТВД, ТНД) служат для согласования между со-

бой элементов тракта. Для перспективных ТРДД со степенью двухконтурно-

сти m > 10 и повышенными рабочими параметрами, характерные радиусы 

контуров высокого и низкого давлений существенно различны. В силу этого 

сопрягающие их осесимметричные кольцевые каналы имеют характерную 

S-образную форму, а межтурбинный канал при этом существенно диффузор-

ный. Спрофилированные традиционным способом – с малыми кривизнами 

стенок и безотрывным эффективным углом расширения – такие переходные 

каналы имеют чрезмерный размер в осевом направлении, что негативно ска-

зывается на совокупных массово-габаритных характеристиках двигателя. Со-

кращение длины ведёт к возрастанию кривизны стенок и, как следствие, к 

возможности возникновения отрывных зон, что существенно (до 6-8%) уве-

личивает потери полного давления в канале и уровень радиальной (и окруж-

ной) неравномерности распределения параметров потока на выходе из кана-

ла. 

Дальнейшее развитие авиационных двигателей предполагает использо-

вание в ТРДД сложного термодинамического цикла, содержащего два тепло-

обменных аппарата – воздухоохладитель и регенератор, каждый из которых 

так же соединяется с другими узлами набором переходных каналов, в том 

числе пространственных, для подвода/отвода теплоносителей – воздуха или 

продуктов сгорания. Таким образом, задача минимизации потерь в переход-

ных каналах различного рода становится особенно насущной. 

Ниже приведены примеры профилирования проточной части переход-

ных каналов, обеспечивающих низкий уровень потерь полного давления. 
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Рассматривается 3 типа осесимметричных кольцевых каналов: между венти-

лятором и подпорной ступенью, между подпорной ступенью и КВД, а также 

между ТВД и ТНД. Кроме того, для двигателя сложного термодинамического 

цикла рассматриваются пространственные переходные каналы от ТНД к ре-

генератору, а также от регенератора к камере сгорания. 

4.1. Профилирование осесимметричных кольцевых каналов пер-

спективного ТРДД 

4.1.1. Постановка задачи 

Рассматривается осесимметричный кольцевой канал. Основные гео-

метрические параметры переходного канала определяются длиной его «кри-

волинейного» участка L (рис. 4.1). Вход в переходный канал цилиндрический 

со средним диаметром Din и высотой Hin. Выходное сечение переходного ка-

нала имеет средний диаметр Dout и высоту Hout. Направление средней линии 

переходного канала на его выходе составляет угол β с осью вращения канала. 
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Рис. 4. 1. Геометрические характеристики канала и вид расчётной области 

Профилирование осуществляется для 3-х типов переходных каналов: 

первый – между вентилятором и подпорной ступенью, второй – между под-

порной ступенью и КВД и третий – между ТВД и ТНД. Каждый тип канала 
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имеет уникальный набор значений параметров Din, Hin, Dout, Hout, β. Помимо 

этого, для каждого типа канала определена его базовая длина L0. Геометриче-

ские характеристики всех типов каналов приведены в Таблице 4.1. 
Таблица 4.1. 

Тип Din, м Hin, м Dout, м Hout, м L0, м β, ° 

1 0.6756 0.0681 0.5264 0.0689 0.24 0 

2 0.5305 0.0501 0.2638 0.079 0.2842 0 

3 0.3162 0.0321 0.4433 0.0472 0.0966 45 
 

Для каждого типа канала также заданы газодинамические параметры 

на входе: p0 – давление торможения, T0 – температура торможения, G – мас-

совый расход, α – угол закрутки потока в тангенциальном направлении 

(см. Таблицу 4.2.). 

Таблица 4.2. 

Тип p0, Па T0, K G, кг/с α, ° 
1 47199 270.15 8.7521 0 
2 78226 315.78 8.7521 0 
3 390597 1152.83 8.95 15.1857 

 

Для каждого типа переходного канала длины L необходимо спрофили-

ровать оптимальные формы его образующих при заданных условиях, то есть 

требуется найти вид функций rint(x), rext(x) на интервале 0 ≤ x ≤ L. Критерием 

оптимизации является уровень газодинамический потерь в переходном кана-

ле. Кроме того, требуется определить влияние длины переходного участка L 

на газодинамические характеристики переходного канала. Профилирование 

осуществляется с помощью методики, подробно описанной в Главе 1, в дву-

мерной постановке, в рамках уравнений Рейнольдса. 

4.1.2. Аппроксимация геометрии переходного канала 

Для аппроксимации формы образующих криволинейного участка пере-

ходного канала использовались КББ 5-ого порядка, определяемые соотноше-
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ниями (1.5)-(1.6). Форма каждой образующей задавалась набором из 6-ти 

контрольных точек: { }5int
k 0k=

P  – для внутренней и { }5ext
k k=0

P  – для внешней, (да-

лее верхний индекс «int» метит параметры, относящиеся к внутренней стен-

ке, а «ext» – к внешней, см. рис. 4.2). Для более корректного описания тече-

ния на входе и на выходе канала к основной геометрии добавлялись прямо-

линейные кольцевые участки постоянной площади поперечного сечения, 

длина которых была равна Lin = 2Hin и Lout = 2Hout соответственно (рис. 4.1). 
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Рис. 4.2. Аппроксимация геометрии каналов 

В случае неосевого выхода (β ≠ 0) пристраиваемый прямолинейный 

кольцевой участок заменялся криволинейным участком постоянной площади 

поперченного сечения, задаваемом КББ 2-ого порядка – ( )int
outP t  и ( )ext

outP t . Ко-

ординаты контрольных точек { }2int
k k 0=

Q  и { }2ext
k k 0=

Q выбирались таким образом, 

чтобы средняя линия в выходном сечении канала имела заданный угол на-

клона β, (заметим, что int, ext int, ext
0 5≡Q P ). Положение контрольных точек, опре-

деляющих форму стенок канала, задавалось равномерным по длине, поэтому 

варьироваться могли только радиальные координаты: { }5int
k k 0

r
=

 и { }5ext
k k=0

r . Ра-
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диальные координаты крайних контрольных точек определялись по размерам 

входного (in) и выходного (out) сечений: 

int ext int extout out out outin in in in
0 0 5 5, , , .

2 2 2 2
D H D HD H D Hr r r r− +− +

= = = = (4.1) 

Кроме того, фиксировались 1-ые и 4-ые радиальные координаты для 

обеспечения гладкой стыковки переходного канала с пристраиваемыми уча-

стками. Поясним, что, например, для не осевого пристраиваемого выходного 

участка, последнее равносильно выполнению условия, что точки int int
4 5,P P  и 

int
1Q  лежат на одной прямой, (для внешней стенки – аналогично). В итоге 

варьировались радиальные координаты контрольных точек int, ext
kP с номерами 

2 и 3. 

4.1.3. Расчёт потерь в переходном канале 

По условиям задачи форма канала осесимметричная, поэтому течение в 

канале также предполагается осесимметричным. Профилирование осуществ-

лялось в квази-двумерной постановке: расчётная область представляла собой 

сектор с угловым размером 0.1°. На рис. 4. 3 показан типичный вид расчёт-

ной сетки, используемой при оптимизации формы канала, в том смысле, что 

для таких сеток происходит основная часть итераций процесса оптимизации, 

а характеристики получившихся в результате каналов определяются при рас-

чёте на более мелких сетках. В меридиональном сечении такая сетка содер-

жит 48×96 расчётных ячеек. 
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Рис. 4.3. Расчётная сетка в меридиональном сечении канала (тип 1) длины L = 0.3 м 
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Во входном сечении расчётной области задавался поток с однородны-

ми по высоте канала значениями давления торможения p0 и температуры 

торможения T0, а также заданным направлением вектора скорости. Направ-

ление вектора скорости определяется величиной закрутки потока на входе в 

канал. Отношение тангенциальной компоненты вектора скорости к осевой 

компоненте определяется тангенсом угла закрутки потока α. Радиальная 

компонента вектора скорости на входе в канал задавалась равной нулю. На 

выходе из расчётной области задавалось фиксированное статическое давле-

ние pe. Значение pe вычисляется по одномерным соотношениям из условия, 

что однородный поток с параметрами торможения p0, T0 в выходном сечении 

канала должен иметь требуемый массовый расход G. Для оценки влияния 

длины криволинейного участка на газодинамические характеристики пере-

ходных каналов для каждого типа канала рассмотрено по 3 значения длины: 

L = 3/4L0, L0, 5/4L0. Расчёт потерь выполнялся посредством интегрирования 

полного давления по расходу газа во входных и выходных сечениях каналов. 

Как и в п. 1.4.3 для газодинамического расчёта поля течения методом уста-

новления интегрировались уравнения Навье-Стокса, осреднённые по Рей-

нольдсу, замкнутые моделью турбулентности «νt-90». 

Для оценки степени совершенства переходного канала находилось зна-

чение коэффициента восстановления полного давления σ. Коэффициент σ 

рассчитывался по среднемассовым значениям давления торможения 0inp  и 

0outp  на входе и выходе из канала соответственно: 

0out

0in

,
p
p

σ =   0
0

p dG
p

dG
= ∫
∫

, (4.2) 

где dG – элементарный массовый расход газа. Так как интегрирование произ-

водится по входному и выходному сечениям расчётной области, то при рас-

чёте потерь в переходном канале также учитывается вклад в потери входного 

и выходного участков постоянной площади поперечного сечения, пристро-

енных к криволинейному участку. Коэффициент σ существенным образом 
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зависит от уровня скоростей в канале. Ввиду того, что при выбранном спосо-

бе задания граничных условий расчётное значение расхода G′ несколько 

меньше требуемого G, то действительное значение σ рассчитывается по 

формуле: 

σ = 1 – (1 – σ′)(G/G′)2, (4.3) 

где σ′ – значение коэффициента восстановления давления торможения, вы-

численного по формуле (4.2) в расчёте при массовом расходе G′. Формула 

(4.3) отражает квадратичный характер зависимости потерь в канале от расхо-

да. 

Помимо коэффициента σ при анализе характеристик использовался 

также коэффициент сопротивления переходного канала ζ. Данный коэффи-

циент рассчитывается по формуле (4.4) для нахождения сопротивления диф-

фузоров. Физически ζ представляет собой отношение адиабатической рабо-

ты, которую надо затратить, чтобы поднять в идеальном компрессоре полное 

давление в конце канала до величины полного давления в начале канала, к 

кинетической энергии потока газа на входе в канал. 
1

0

2
in

1
1

2

RT

V

−γ
γ

⎡ ⎤γ σ −⎢ ⎥
γ − ⎢ ⎥⎣ ⎦ζ = ,  

2
2

V dG
V

dG
= ∫
∫

, (4.4) 

где γ – показатель адиабаты, R – газовая постоянная, V – модуль скорости. 

Величина ζ удобна в использовании тем, что вычисленное с её помощью со-

противление канала практически не зависит от уровня скоростей в канале, а 

значит и массового расхода G. То есть ζ может служить мерой газодинамиче-

ского совершенства канала безотносительно интегральных параметров пото-

ка. Существенное влияние интегральных параметров потока на ζ будет про-

являться только при трансзвуковых скоростях течения. Ввиду удобства ζ 

профилирование образующих форм каналов выполнялось с использованием 

данной характеристики в качестве критерия оптимизации. 
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4.1.4. Результаты оптимизации 

Из трёх типов рассматриваемых каналов 1-й и 2-й имели S-образную 

форму, то есть вход и выход имели осевое направление, а 3-й тип имел вы-

ход, направленный под углом β = 45° к оси двигателя. Газодинамические ха-

рактеристики спрофилированных каналов приведены в Таблицах 4.3-4.5, а 

также на рис. 4.4, 4.5. 
Таблица 4.3. 

Тип 1. T0 = 270.1455 К, p0 = 47199 Па, G = 8.7521 кг/с, βout = 0°, Re = 1.08·107 

L G'/G ζ σ' σ 

0.1800 0.9647 0.0970 0.99369 0.99413 

0.2400 0.9661 0.0924 0.99397 0.99437 

0.3000 0.9660 0.0927 0.99395 0.99436 
 

Таблица 4.4. 

Тип 2. T0 = 315.7761 К, p0 = 7822627 Па, G = 8.7521 кг/с, βout = 0°, Re = 1.79·107 

L G'/G ζ σ' σ 

0.2132 0.9614 0.1121 0.99052 0.99124 

0.2842 0.9632 0.1069 0.99091 0.99157 

0.3553 0.9637 0.1038 0.99117 0.99180 
 

Таблица 4.5. 

Тип 3. T0 = 1152.826 К, p0 = 390597 Па, G = 8.95 кг/с, βout = 45°, Re = 8.93·107 

L G'/G ζ σ' σ 

0.0725 0.8714 0.0987 0.99234 0.99418 

0.0966 0.8806 0.0888 0.99294 0.99453 

0.1208 0.8825 0.0867 0.99307 0.99460 
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Рис. 4.4. Зависимость потерь полного давления в спрофилированных 

переходных каналах от их длины 
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Рис. 4.5. Зависимость сопротивления спрофилированных 

переходных каналов от их длины 
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Поля чисел Маха для всех трёх типов каналов приведены на 

рис. 4.6-4.9. Для каждого типа канала поля чисел Маха приведены в одной 

цветовой шкале для всех рассмотренных длин. 
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Рис. 4.6. Поля чисел Маха в спрофилированных каналах типа 1 
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Рис. 4.7. Поля чисел Маха в спрофилированных каналах типа 2 
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Рис. 4.8. Поля чисел Маха в спрофилированных каналах типа 3 
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Рис. 4.9. Поле числа Маха в спрофилированном канале типа 3 длины L = 0.1207 м. 

По полученным данным можно сделать ряд замечаний. 

Во-первых, оказалось, что выбранный способ расчёта характеристик 

каналов и задания граничных условий приводит к появлению заметных по-

терь на начальном цилиндрическом участке вследствие интенсивного роста 

пограничного слоя. Для оптимального канала (Тип 2) базовой длины 

L = 0.28 м вклад в общее сопротивление входного цилиндрического участка 

составляет 0.052, то есть почти половину всего сопротивления ζ, и, следова-

тельно, реальное сопротивление оптимального переходного канала в данном 

случае составляет ζ1 = 0.055. 

Во-вторых, как видно из рис. 4.4. и 4.5, для канала со сравнительно 

мягкими условиями стыковки образующих на входе и выходе (Тип 1) имеет 

место оптимальная длина криволинейного участка, при которой потери в ка-

нале минимальны. 

Наиболее любопытным из полученных результатов является то, что 

оптимальная образующая переходного канала может содержать выраженный 

диффузорный участок, даже если переходный канал в целом конфузорен. Это 

видно при внимательном рассмотрении полученных форм переходных кана-



 131

лов между вентилятором и подпорной ступенью (Тип 1) рис. 4.6, а также ме-

жду подпорной ступенью и КВД (Тип 2) рис. 4.7, где видно, что площадь по-

перечного сечения переходного канала локально может увеличиваться при 

общем сужении. 

Для сравнительного анализа характеристик оптимальных переходных 

каналов с неоптимальными был проведён расчёт течения в неоптимальном 

переходном канале (Тип 2) базовой длины. Неоптимальный канал, – далее 

Тип 2а, – обладает высокой монотонностью геометрических характеристик. 

Канал построен с использованием КББ порядка 5 тривиальным образом: ра-

диальные значения контрольных точек int, ext
kP  с номерами 2 и 3 выбирались 

равными значениям int, ext
kP  с номерами 1 и 4 соответственно. Поле чисел Ма-

ха в таком канале приведено на рис. 4.10. Сопротивление рассматриваемого 

канала ζ = 0.130, что на 21 % больше сопротивления аналогичного оптималь-

ного канала. Если же из сопротивления вычесть потери на начальном цилин-

дрическом участке канала и часть потерь на выходном участке, то получим 

значения сопротивлений ζ1 = 0.055 и 0.081 для оптимального и неоптималь-

ного каналов. То есть, фактически, неоптимальный переходный канал 

(Тип 2а) имеет на 47 % большее сопротивление. 
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Рис. 4.10. Поле числа Маха в неоптимальном канале типа 2а длины L = 0.28 м. 

Известно, что в осесимметричных каналах может развиваться трёхмер-

ное нестационарное течение. Это, в первую очередь, относится к диффузо-
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рам, в которых могут возникать отрывные течения. Естественно, что при 

этом уровень потерь полного давления, как и другие газодинамические ха-

рактеристики, сильно отличаются от полученных в двумерной постановке. 

Каналы типа 1, 2 конфузорны, а поля течения в спрофилированных каналах 

типа 3 не содержат отрывов. Однако, для того чтобы убедиться, что в спро-

филированных каналах уровень потерь сохраняется при пространственном 

способе расчёта, а картина течения остаётся при этом осесимметричной, бы-

ли выполнены пространственные расчёты течения в секторе с угловым раз-

мером 90° для канала типа 3 длины L = 0.0725 м. 
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Рис. 4.11. Зависимость интегральных характеристик от параметра Nd при пространствен-

ном расчёте течения в канале типа 3 длины L = 0.0725 м, (D = 4). 

В меридиональном сечении расчётные сетки оставались такими же, как 

при расчётах в секторе с угловым размером 0.1°, и содержали Nr × D ячеек в 

радиальном и Ns × D – в продольном направлениях, где Nr и Ns – константы, а 

D – переменная кратность сетки. При пространственном расчёте в угловом 

направлении расчётная сетка содержала Nd × D ячеек, контрольное значение 

величины Nd выбиралось так, чтобы дальнейшее увеличение не приводило к 

существенному изменению интегральных характеристик течения. На 

рис. 4.11 можно видеть, как ведут себя интегральные характеристики, –
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коэффициент восстановления полного давления σ и коэффициент сопротив-

ления ζ, – в зависимости от параметра Nd при кратности сетки D = 4.  

На рис. 4.12 приведены результаты расчётов, – зависимость коэффици-

ента сопротивления канала ζ от условного размера ячейки h = 1/D, – в про-

странственном и осесимметричном случаях. 
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Рис. 4.12. Зависимость коэффициента сопротивления канала 

от условного размера ячейки h = 1/D 

Синяя ломаная соответствует осесимметричному расчёту на сетке с 

изменённой топологией в меридиональном сечении, эти расчёты приводятся 

для сравнения с красной ломаной, соответствующей результатам осесиммет-

ричных расчётов на сетке с базовой топологией. Видно, что обе ломаные с 

мельчением размера ячейки сходятся к близким значениям ζ. Три другие ло-

маные отвечают пространственным расчётам с различным количеством ячеек 

в угловом направлении. Продолжить ломаные до меньших значений h (более 

1 млн. ячеек) не удаётся из-за ограниченных вычислительных возможностей. 

Однако, из приведённых графиков видно, что с ростом Nd, что соответствует 

уменьшению реального углового размера ячейки, пространственные расчёты 

сходятся к осесимметричному. Действительно, глядя на рис. 4.13, где приве-

дены поля чисел Маха, полученные из пространственного расчёта (Nd = 24, 
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D = 8), можно убедиться в том, что поле течения остаётся осесимметричным 

и безотрывным. Таким образом, результаты, полученные в осесимметричной 

постановке, можно считать вполне достоверными. 
  

 
Рис. 4.13. Поля чисел Маха в спрофилированном канале типа 3 длины L = 0.0725 м. 

4.2. Профилирование проточной части пространственных переход-

ных каналов ТРДД сложного термодинамического цикла 

4.2.1. Постановка задачи 

 Y 

X 

0  
Рис. 4.14. Схема переходных каналов регенератора 

Рассматриваются пространственные переходные каналы регенератора 

ТРДД сложного термодинамического цикла. В регенераторе (рис. 4.14) про-

дукты сгорания от промежуточной ступени турбины низкого давления по ка-
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налу № 1 подаются в регенератор. Холодный воздух поступает в регенератор 

по набору каналов № 2 и после выхода из регенератора по набору каналов 

№ 3 подаётся в камеру сгорания. Необходимо построить каналы № 2 и 3, ко-

торые обеспечивают низкий уровень потерь полного давления, при условии 

взаимного непересечения. Профилирование осуществляется в рамках урав-

нений Рейнольдса. 

Рассматриваемые каналы таковы, что одним их своих концов они при-

соединяются к осесимметричной части проточного тракта двигателя, поэтому 

их поперечное сечение в этих местах представляет собой кольцевой сектор 

смежный с аналогичным сектором соседних каналов, (угол сектора β = 18°, 

что соответствует 20-ти подводящим/отводящим каналам регенератора). На 

другом конце форма сечения задана в виде трапеции (рис. 4.15), что и обу-

славливает пространственную форму профилируемых каналов. При профи-

лировании поперечное сечение каналов представлялось в виде слабо криво-

линейного четырехугольника. Форма и положения входных (выходных) се-

чений переходных каналов заданы в соответствии с техническим заданием на 

проектирование. 
 

 
Рис. 4.15. Твердотельная модель кольцевого теплообменника-регенератора 

и схема его воздушных коллекторов 

Заданные геометрические, – средние диаметры входа Din и выхода Dout, 

степень расширения Sout/Sin, – и газодинамические, – расход газа G0, полные 

давление p0 и температура T0, коэффициенты скорости λ и числа Рейнольдса 
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Re, – характеристики каналов приведены в Таблице 4.6. Длина профилируе-

мого участка в осевом направлении составляла 0.3 м. 

Таблица 4.6. 
№ Din, мм Dout, мм Sout/Sin G0, кг/с p0, Па T0, К λ Re 

2 231.00 562.95 1.53 23.99 1638880 656.6 0.26 1.29·108 

3 509.22 250.00 3.43 23.99 1525640 976.1 0.17 7.33·107

4.2.2. Аппроксимация геометрии переходного канала 

Формы каналов задавались положением пространственной параметри-

ческой кривой, условно назовём её средней линией, (хотя в общем случае, 

она может ею и не быть), и функциями распределения толщин и высот вдоль 

неё. Как и ранее, средняя линия, а также функции распределения толщин и 

высот представляли собой не что иное, как кривые Бернштейна-Безье. Таким 

образом, точка поверхности переходного канала определялась как: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]int ext, , , 1 , , , , 0,1 ,r s t r P s t r P s t r s t= ⋅ ⊕ − ⋅ ∈Q  (4.6) 

где Pint(s, t) и Pext(s, t) – параметрический вид поверхностей внутренней (далее 

– верхний индекс «int») и внешней (далее – верхний индекс «ext») стенок со-

ответственно, знаком ≈ обозначается операция векторного сложения. 

Пусть E(s) – параметрический вид вектор-функции средней линии, 

H(s) – скалярная функция распределения высоты канала, а Wint(s) и Wext(s) – 

скалярные функции распределения толщин канала для внутренней и внешней 

стенок соответственно. Тогда Pint, ext(s, t) в (4.6) будут иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ext ext

int int

, 0.5 0.5 ,

, 0.5 0.5 ,

P s t E s H s h t W s w

P s t E s H s h t W s w

= ⊕ ⋅ ⊕ − ⋅

= ⊕ − ⋅ ⊕ − ⋅

G JG

G JG   

где ,h w
G JG

 – единичные вектора, ортогональные в данной точке направляюще-

му вектору средней линии. 

Такой способ аппроксимации поверхности канала удобен тем, что по-

рядок кривых ББ, определяющих функции E(s), H(s) и Wint, ext (s), вовсе не обя-

зан быть одинаковым. Кроме того, предложенный способ аппроксимации по-

зволяет легко избежать проблем самопересечения, а так как функции E(s), 
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H(s) и Wint, ext (s) имеют понятный геометрический смысл, произволы задачи 

получаются информативными и независимыми, что благоприятно ещё и с 

точки зрения возможности использовать большие амплитуды варьирования и 

удобства задания различных геометрических ограничений. 

При профилировании рассматриваемых переходных каналов E(s) явля-

лась КББ 4-ого порядка, заданной массивом контрольных точек { }4
i 0i=

E . 

Функция H(s) представляла собой КББ 5-ого порядка для канала №2 и 4-ого 

порядка для канала №3, заданной массивом { }5,4
i 0i

H
=

 контрольных точек, а 

функции Wint, ext (s) задавались КББ 1-ого порядка, то есть линейными функ-

циями, с массивами контрольных точек { } { }i i

1 1int ext

0 0
,

i i
W W

= =
. 

В S-образном канале №2 (далее – верхний индекс «S») варьировались: 

1

S
Ex , 

2

S
Ex , 

3

S
Ex , S

2H  и S
3H , из соображений гладкости профилируемых участков:  

1 0 3 4

S S S S
E E E E

S S S S
0 1 4 5

, ,

, ,

y y y y

H H H H

= =

= =
 

кроме того 0 4

2

S S
E ES

E 2
y y

y
+

= . 

В C-образном канале №3 (далее – верхний индекс «С») варьировались: 

1

C
Ex , 

2

C
Ex , 

3

C
Ex , C

1H , C
2H , а также высота выхода C

4H  ≤ HКС, где HКС – макси-

мальный допустимый размер, определяемый габаритами камеры сгорания. 

Из соображений гладкости: 

4

1 0 3 3

4

C
EC C C C

E E E E C
E

C C C C
0 1 3 4

, , tg ,
4

, .

y
y y y k x k

k x

H H H H

π⎛ ⎞= = ⋅ − = − ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

= =

 

В результате задача оптимизации решается для перечисленных 11-ти 

произволов. 
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4.2.3. Метод исследования пространства параметров 

Во всех примерах профилирования элементов ВРД, приведённых вы-

ше, оптимизация осуществлялась с помощью авторской реализации метода 

исчерпывающего градиентного спуска, подробно описанной в Главе 1, в раз-

деле 1.2. Однако, в рассматриваемом примере профилирования переходных 

каналов из-за условия их взаимного непересечения возникает необходимость 

совместного профилирования подводящего и отводящего каналов регенера-

тора. Для совместного профилирования пары каналов с помощью градиент-

ного метода необходима проверка построенных поверхностей на наличие пе-

ресечения, это, в свою очередь, требует решения задачи пересечения двух 

произвольных невыпуклых поверхностей, что отнюдь не тривиально. Усло-

вие взаимного непересечения приводит к тому, что выбранные для данного 

варианта значения произволов одного канала определяют границы области 

допустимых значений произволов второго. В результате, вместо метода ис-

черпывающего градиентного спуска в данном случае удобнее использовать, 

так называемый, метод исследования пространства параметров (ИПП). На 

деле под столь громким названием скрывается перебор случайных значений 

произволов задачи из заданных интервалов, однако, здесь используется тер-

мин, предложенный в [65]. Из-за простоты и наглядности, можно даже ска-

зать, примитивности, в хорошем смысле этого слова, предложенного метода 

нет необходимости останавливаться на строгом его описании, которое также 

приведено в [65]. Поэтому ниже будут рассмотрены только некоторые общие 

свойства метода ИПП, а также те его возможности, которые позволяют в рас-

сматриваемом случае упростить поиск решений, удовлетворяющих наложен-

ным габаритным ограничениям, и приемлемых с точки зрения уровня потерь 

полного давления. 

Итак, если задача описывается вектором произволов P = (p0, p1, …, pn-1), 

то для каждой компоненты pi, i = 0:(n-1), можно выбрать амплитуду варьиро-

вания Δpi относительно некоторого среднего значения pi
∗. Часто удобнее за-

давать диапазон варьирования [pi
–
, pi

+
] ⊆ Di, где Di – область допустимых зна-
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значений параметра pi. Тогда при варьировании компоненты вектора P будут 

принимать случайные значения pi ∈ [pi
–, pi

+]. При этом получающиеся точки 

Pk, должны иметь равномерное распределение в n-мерном параллелепипеде 

[p0
–, p0

+]×[p1
–, p1

+]×…×[pn-1
–, pn-1

+]. Согласно [65], последовательность точек 

{Pk} называется равномерно распределённой в n-мерном кубе Kn, если для 

любого n-мерного параллелепипеда Π ⊆ Kn выполняется: 

( )Mlim ,
M

Q
V

M Π→∞

Π
=  (4.7)

где ( )MQ Π  – количество точек Pk, 0 ≤ k ≤ M, принадлежащих Π, а VΠ – объём 

Π. Существует множество способов построения равномерно распределённых 

последовательностей точек, в программе, которая использовалась при полу-

чении приводимых ниже результатов, был реализован ЛΠ-поиск [65]. 

Замечательная особенность метода ИПП состоит в том, что он, как и 

большинство прямых методов нулевого порядка, позволяет осуществлять 

многокритериальную оптимизацию. Разумеется, из-за простоты метода ИПП, 

его скорость сходимости по сравнению с другими, более продвинутыми ме-

тодами, например, такими как генетические алгоритмы [45], очень невелика. 

Кроме того, главным недостатком методов нулевого порядка считается от-

сутствие возможности доказательства их сходимости. Однако, в прикладных 

задачах, где чаще важен не абсолютный оптимум, а соответствие характери-

стикам, сформулированным в техническом задании, или их улучшение, пря-

мые методы нулевого порядка крайне перспективны. А в задачах с неболь-

шим числом произволов метод ИПП может быть достаточно эффективным. 

При многокритериальной оптимизации реальных объектов не прихо-

дится говорить о глобальном оптимуме, то есть оптимуме одновременно по 

всем критериям. Поэтому результатом многокритериальной оптимизации яв-

ляется множество Парето-оптимальных решений, это множество часто назы-

вают ещё фронтом Парето. Под Парето-оптимальностью решения понимает-

ся его «неулучшаемость» одновременно по всем критериям, то есть Парето-

оптимальное решение можно улучшить по одному из критериев только за 
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счёт ухудшения одного из остальных. Оговоримся, что на практике из-за ко-

нечного объема исследованных вариантов, речь, как правило, идёт о поиске 

решений, близких к Парето-оптимальным. Критерии часто бывают неравно-

значными, поэтому, имея фронт Парето, можно выбрать из него те решения, 

которые наиболее предпочтительны для данного, конкретного случая. 

Метод ИПП – это интерактивный метод, то есть в процессе оптимиза-

ции требуется вмешательство «специалиста». Это вмешательство заключает-

ся в выборе границ варьирования [pi
–, pi

+], i = 0:(n-1). Если выбирать границы 

варьирования i-ого параметра просто как область его допустимых значений: 

[pi
–, pi

+] ≡ Di, то для выполнения условия (4.7) количество посчитанных вари-

антов M должно быть очень велико. Поэтому границы варьирования нужно 

выбирать так, чтобы соответствующий параллелепипед имел минимальный 

объём, но при этом включал в себя все Парето-оптимальные решения. Разу-

меется, сразу выбрать границы варьирования идеальным образом невозмож-

но, поэтому значения pi
–, pi

+ можно менять, исследуя поведение проекции 

множества рассчитанных вариантов на каждой грани n-мерного параллеле-

пипеда. 

Возникает резонный вопрос: при чём здесь многокритериальная опти-

мизация, если речь идёт о профилировании пары каналов регенератора с 

единственным минимизируемым критерием – уровнем потерь полного дав-

ления? Действительно, несмотря на то, что при профилировании переходных 

каналов может потребоваться минимизировать, например, ещё и уровень не-

равномерности на выходе, или ряд других критериев, рассматриваемая по-

становка задачи этого не предусматривает. С одной стороны, использование 

метода ИПП и в этом случае оправдано в том смысле, что при введении до-

полнительных критериев в качестве начального множества можно будет ис-

пользовать уже имеющееся множество с рассчитанными газодинамическими 

полями, благодаря чему расчёт значений новых критериев, скорее всего, по-

требует гораздо меньше машинного времени. Кроме того, метод ИПП, в от-

личие от градиентных методов, удобен ещё и возможностью простого зада-
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ния габаритных ограничений, так как диапазон варьирования каждого пара-

метра всегда принадлежит области его допустимых значений. Но главная 

причина, по которой в качестве оптимизатора был выбран именно метод 

ИПП, заключается в том, что он позволяет вводить ещё и псевдокритерии, 

которые обусловлены не техническим заданием, а, например, постановкой 

задачи. Так, в рассматриваемом случае задание граничных условий таково, 

что оно не гарантирует выполнение условия заданного расхода: G = G0, по-

этому в качестве псевдокритерия удобно было ввести разницу расходов  

|G - G0|→min. Помимо расхода серьёзную сложность, как уже говорилось, 

представляло геометрическое ограничение на самопересечение. Однако, вво-

дя в качестве псевдокритериев сами варьируемые параметры, например, 

2

S
E minx →  и 

2

C
E maxx → , и выбирая границы варьирования так, чтобы диапа-

зоны изменения абсцисс S-образного и C-образного каналов пересекались не 

более чем на 5%, можно рассчитывать на то, что Парето-оптимальные реше-

ния будут удовлетворять всем наложенным габаритным ограничениям. Разу-

меется, такой нестрогий подход приведёт к тому, что в множестве Парето-

оптимальных решений всё же будут попадаться и те, которые не удовлетво-

ряют габаритным ограничениям, тогда отбраковка «плохих» точек проводит-

ся апостериорно. Кроме того, при достаточном объёме рассчитанных вариан-

тов и при незначительном нарушении габаритных ограничений у Парето-

оптимальных решений допустимо вручную изменить геометрию каналов так, 

чтобы они не пересекались, и проверить, как это повлияет на величину по-

терь. Тем более что фронт Парето в задачах такого рода имеет пологую фор-

му, и значительное расстояние между двумя точками фронта Парето в про-

странстве варьируемых параметров далеко не всегда соответствует значи-

тельному отличию значений критериев. 

Как и в случае профилирования кольцевых осесимметричных переход-

ных каналов ТРДД (раздел 4.1) меру потерь полного давления в каналах ха-

рактеризовали: коэффициент восстановления полного давления σ, вычисляе-

мый по формуле (4.3), и коэффициент сопротивления ζ, определяемый соот-
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ношением (4.4). Благодаря тому, что метод ИПП позволяет осуществлять 

многокритериальную оптимизацию, оба коэффициента являлись критериями: 

σ→max, ζ→min. 

4.2.4. Результаты оптимизации 

Для оптимизации использовался универсальный программный ком-

плекс многокритериальной оптимизации, разрабатываемый в отделении 700 

ЦИАМ. Для расчёта течения и определения потерь полного давления в пере-

ходных каналах интегрировались уравнения Рейнольдса, замкнутые моделью 

турбулентности νt-90. На входе в канал задавался равномерный поток с за-

данными полными параметрами, а на выходе канала задавалось статическое 

давление. Расчёт потерь полного давления выполнялся посредством интегри-

рования полного давления по расходу газа во входных и выходных сечениях 

каналов. 

Каналы имеют плоскость симметрии, что позволяет в процессе опти-

мизации проводить расчёт критерия только для одной из «половинок» каж-

дого канала. Для более корректного расчёта потерь полного давления, поми-

мо профилируемого участка, расчётная область содержала цилиндрические 

участки постоянной площади поперечного сечения, гладко пристраиваемые 

ко входу и выходу переходного канала. Длина цилиндрических участков со-

ставляла величину равную нескольким высотам соответствующего коллекто-

ра регенератора. Таким образом, при оценке величины полученных потерь 

необходимо учитывать, что приводимые значения включают в себя и потери 

полного давления по цилиндрическим участкам. 

Ниже (см. рис. 4.16 – 4.18) приведено несколько двумерных проекций 

части множества решений для S-образного канала, полученных в процессе 

оптимизации. Каждый маркер соответствует рассчитанному варианту гео-

метрии канала. Синим цветом обозначены варианты, не вошедшие в множе-

ство Парето-оптимальных решений, а зеленым – Парето-оптимальные реше-
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ния. Значения газодинамических параметров на осях соответствуют следую-

щим размерностям: p0in = 1, T0in = 1, полная скорость звука на входе a0in = 1. 
bnddt_2 vs F

Infeasible Feasible Pareto Selected
bnddt_2

 0.00019 0.00018 0.00017 0.00016 0.00015 0.00014 0.00013 0.00012 0.00011
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Рис. 4.16. Множество полученных решений (проекция на плоскость G′ - ζ) 

bnddt_1 vs F

Infeasible Feasible Pareto Selected
bnddt_1
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Рис. 4.17. Множество полученных решений (проекция на плоскость σ - ζ) 
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averageline.x2 vs F

Infeasible Feasible Pareto Selected
averageline.x2
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S
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Рис. 4.18. Множество полученных решений (проекция на плоскость 

2

S
Ex - ζ) 

Из полученного множества Парето-оптимальных решений были ото-

браны варианты, удовлетворяющие габаритным ограничениям и приемлемые 

с точки зрения газодинамических характеристик. Формы соответствующих 

каналов можно видеть на рис. 4.19 и 4.20. 
 

 
Рис. 4.19.  Облик и поле чисел Маха канала №2 регенератора 
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Рис. 4.20.  Облик и поле чисел Маха канала №3 регенератора 

На рис. 4.21 приведена двумерная проекция сектора компоновки на 

плоскость симметрии каналов, демонстрирующая их взаимное расположе-

ние: видно, что пересечение отсутствует; красными пунктирными линиями 

на рисунке отмечены границы профилируемых участков. Взаимное располо-

жение каналов в пространстве изображено на рис. 4.22. Согласно расчётам, 

потери полного давления в спрофилированном канале №2 соответствуют 

значениям σ = 0.99608, ζ = 13.69%, и в канале №3 σ = 0.99654, ζ = 27.61%. 
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Рис. 4.21. Взаимное расположение спрофилирован-
ных каналов регенератора в проекции на их плоскость 
симметрии 

Рис. 4.22. Твердотельная мо-
дель спрофилированных каналов 

регенератора 
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Заключение к главе 4 

Имеющиеся алгоритмы оптимизации адаптированы для профилирова-

ния в рамках уравнений Рейнольдса как осесимметричных, так и пространст-

венных переходных каналов. 

Построены оптимальные формы образующих осесимметричных коль-

цевых переходных каналов трёх типов в диапазоне длин от 3/4 до 5/4 от базо-

вой длины. Показано, что оптимальным профилированием можно добиться 

низкого уровня потерь для всех рассмотренных вариантов. При этом уровень 

потерь оптимальных каналов сохраняется и при пространственном способе 

расчёта течения. 

Для осесимметричных каналов между вентилятором и подпорной сту-

пенью со сравнительно мягкими условиями стыковки на входе и выходе по-

казано, что существует оптимальная длина, при которой потери в канале ми-

нимальны. 

Установлено, что оптимальная образующая переходного канала может 

содержать выраженный диффузорный участок, даже если переходный канал 

в целом конфузорен. 

Профилирование пары пространственных каналов регенератора пер-

спективного ТРДД со сложным термодинамическим циклом реализовано с 

помощью ещё одного прямого метода оптимизации нулевого порядка – ме-

тода исследования пространства параметров. Из полученного множества Па-

рето-оптимальных решений выбрана пара каналов, удовлетворяющих нало-

женным габаритным ограничениям и обеспечивающих низкий расчётный 

уровень потерь полного давления (0.5-1%) на канал. 
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