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ВВЕДЕНИЕ

Одной из важных проблем, рассматриваемых в дискретной математике и мате-

матической кибернетике, является проблема полноты для функциональных систем.

Функциональная система (ф.с.) представляет собой множество функций и множество

операций над этими функциями. Проблема полноты для ф.с. состоит в описании всех

таких подмножеств функций, используя которые с помощью операций ф.с. можно

выразить все принадлежащие ф.с функции.

С точки зрения алгебры, ф.с. могут рассматриваться как вариант универсальных

алгебр. Существенной особенностью ф.с., выделяющей их из общего класса универ-

сальных алгебр, является содержательная связь ф.с. с реальными кибернетическими

моделями управляющих систем и отображение важнейших характеристик таких мо-

делей: функционирования, правил построения более сложных систем из заданных,

описания функционирования сложных систем по функционированию их компонент.

Центральное место среди ф.с. принадлежит итеративным ф.с., представляющим

собой множество дискретных функций с операциями итерации — суперпозиции, об-

ратной связи, а также их модификаций [21], [28]. В свою очередь, итеративные ф.с.

могут быть разделены на два типа: истинностные ф.с. и последовательностные ф.с.

В первом случае функции, принадлежащие ф.с., вычисляются без использования, а

во втором — с использованием "памяти".

Важнейшим примером истинностных и последовательностных ф.с. являются

k−значная логика с одной стороны и ф.с. автоматных функций с другой. Для

k−значных логик (ф.с. Pk) основная проблема в теории итеративных ф.с. — пробле-

ма полноты, была решена. В 1921 г. Э. Постом была полностью описана структура

замкнутых классов в двузначной логике. Это описание, изложенное в виде моногра-

фии в 1941 году [4], по существу эквивалентно решению проблемы полноты для про-

извольных двузначных логик, в которых в качестве операций выступают операции

суперпозиции. Для произвольного k ≥ 3 усилиями многих авторов ( С.В. Яблон-
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ский [32], А.В. Кузнецов [24], И. Розенберг [5] и др.) в терминах сохранения отно-

шений (предикатов) были последовательно в явном виде построены все предполные

классы в Pk, образующие минимальную критериальную систему для распознавания

полноты систем функций k−значной логики. Т.е., произвольное множество функций

k−значной логики M является полным тогда и только тогда, когда M целиком не

содержится ни в одном из предполных в Pk классов.

В наиболее общей постановке проблема полноты в классе автоматных отображе-

ний — о.-д. функций, изучалась в работах В.Б. Кудрявцева и М.И. Кратко.

Пусть k ≥ 2 и P k — множество всех о.-д. функций, переменные которых при-

нимают значения на множестве бесконечных последовательностей, составленных их

букв алфавита Ek = {0, 1, ..., k − 1}. На множестве P k определены две операции —

операции суперпозиции и операция обратной связи. В работе [22] были рассмотрены

две функциональные системы:

1. Функциональная система "суперпозиция" (P k)Σ;

2. Функциональная система "композиция" (P k)K .

Множество функций, определяемых в ф.с. (P k)Σ и (P k)K , совпадает с множе-

ством P k. Операциями в ф.с. (P k)K являются операции суперпозиции и обратной

связи, а в (P k)Σ — только операции суперпозиции.

При исследовании задачи о полноте в итеративных функциональных системах

существуют два подхода — алгебраический и алгоритмический. Алгебраический под-

ход связан с изучением структуры замкнутых классов в исследуемой функциональ-

ной системе, в частности, с описанием множества предполных классов, а алгоритми-

ческий — с решением вопроса о существовании алгоритма для распознавания пол-

ноты конечных систем. Как отмечено выше, в k-значной логике из возможности

эффективного описания множества предполных классов следует и существование

алгоритма для распознавания полноты конечных систем.

При изучении проблемы полноты в ф.с. (P k)Σ и (P k)K фундаментальный резуль-

тат был получен В.Б. Кудрявцевым. Известно, что ф.с. (P k)K является конечнопо-
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рожденной и, также как в k−значных логиках, множество всех предполных классов

образует минимальную критериальную систему. Отсюда следует, что в принципе кри-

терий полноты в (P k)K может быть сформулирован в терминах предполных классов.

Однако, в 1963 году В.Б. Кудрявцев показал [20], что мощность множества предпол-

ных классов в (P k)Σ и (P k)K равна континууму, и, следовательно, алгоритмический

подход не дает эффективного критерия полноты. С этим согласуется результат М.И.

Кратко, установившего [18] в 1964 году отсутствие алгоритма распознавания полно-

ты конечных систем о.-д. функций.

Таким образом, возникает вопрос: всегда ли отсутствие эффективного критерия

полноты с алгебраической точки зрения, т.е., например, континуальность минималь-

ной критериальной системы, влечет за собой отсутствие алгоритма для распознава-

ния полноты. В данной работе предпринимается попытка дать ответ на этот вопрос.

Показано, в частности, что в ф.с. (P k)Σ, несмотря на наличие континуальных кри-

териальных систем, существуют алгоритмы для распознавания полноты некоторых

множеств о.-д. функций.

Негативные, с точки зрения эффективности, результаты по проблеме полноты

для о.-д. функций в общем случае привели к тому, что различные авторы рассмат-

ривали некоторые модификации этой проблемы.

В реальности никакое вычислительное устройство не может работать бесконеч-

но долго, рано или поздно оно должно остановиться. Поэтому представляет инте-

рес о моделировании поведения автоматной функции на конечном отрезке времени.

Отсюда естественным образом возникает понятие τ -полноты [13]. Множество о.-д.

функций M является τ -полным, если для любой о.-д. функции f существует такая

функция fM ∈ [M ], что значения функций f и fM совпадают на всех наборах данных

длины τ . В [14] показано, что множество τ -предполных классов конечно, может быть

эффективно описано и образует τ -критериальную систему. Таким образом, проблема

τ -полноты разрешима для любого натурального τ .

С понятием τ -полноты связано понятие А-полноты. Множество о.-д. функцийM
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называется А-полным тогда и только тогда, когда оно является τ -полным для лю-

бого τ . В [11] установлено, что эта задача, как и задача об обычной полноте, также

алгоритмически неразрешима. При этом оказалось, что число А-предполных клас-

сов счетно. Однако, при наличии некоторых дополнительных условий задача может

стать разрешимой. Например, задача об А-полноте алгоритмически разрешима для

систем автоматов, содержащих все булевы функции [14].

Алгоритмически разрешимые случаи распознавания полноты могут возникнуть

при ограничении числа рассматриваемых о.-д. функций. А.А. Часовских рассматри-

вал множество линейных автоматов. Автомат называется линейным, если и функции

перехода, и функции выхода являются линейными функциям алгебры-логики. Ока-

залось, что задача о полноте в классе линейных автоматов алгоритмически разреши-

ма, при этом количество предполных классов в рассматриваемой функциональной

системе счетно [31].

Другие алгоритмически разрешимые случаи могут встретиться при наложении

дополнительных условий на рассматриваемые системы. В 1992 году Д.Н. Бабин пока-

зал, что существует алгоритм распознавания полноты конечных систем, содержащих

все булевы функции [9]. Отсюда естественным образом возникает задача о распозна-

вании полноты систем, содержащих произвольный класс Поста. Все классы Поста

разделяются на две части. Для одних задача о полноте алгоритмически разреши-

ма, для классов из другой части — неразрешима. Установить такую классификацию

классов Поста также удалось Д.Н. Бабину [10].

В предлагаемой диссертации вводятся и рассматриваются P−множества о.-д.

функций (термин предложен В.Б. Кудрявцевым). Известно, что каждая о.-д. функ-

ция однозначно определяется своим множеством состоянийQ = {q1, ... , qm}, функци-

ей перехода φ и множеством функций k−значной логики F1, ... , Fm, реализующихся

в состояниях {q1, ... , qm} соответственно [22].

Пусть D — произвольный замкнутый класс в Pk. P−множество, порожденное

классом D — это множество всех ограниченно-детерминированных функций, в каж-
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дом состоянии которых реализуется функция k−значной логики, принадлежащая D.

Будем обозначать такое P−множество через P k
D. Нетрудно видеть, что P k

D замкнуто

как в (P k)Σ, так и в (P k)K . К примеру, если взять k = 2, D1 = {0, 1}, то в качестве

P−множества получим все автоматы Мура. Если взять k = 2, D2 = {0, 1, x, x̄}, по-

лучим множество о.-д. функций, в каждом состоянии которых реализуется функция

а.-л., зависящая не более, чем от одной переменной. Заметим, что любой класс Поста

имеет конечный базис, поэтому при k = 2 любое P−множество образует рекурсивное

подмножество множества всех о.-д. функций, однако, при k ≥ 3 это, вообще говоря,

не так.

В работе изучаются задачи о полноте некоторых систем о.-д. функций, связанных

с P−множествами. Кроме того, рассматриваются вопросы о существовании базисов

и свойствах полных систем в P−множествах.

Основные понятия и определения

Пусть k ≥ 2, обозначим через P k множество всех ограниченно-детермини-

рованных функций (автоматных отображений), входные и выходные переменные ко-

торых определены на множестве бесконечных последовательностей, составленных из

Ek, где Ek = {0, ... ,k-1}.

Будем считать, что на множестве P k определены операции суперпозиции и обрат-

ной связи. В работе будут рассматриваться две функциональные системы — "супер-

позиция" и "композиция" (присутствуют операции суперпозиции и обратной связи).

ПустьM ⊆ P k. Замыкание множестваM ⊂ P k относительно операций суперпозиции

обозначим через [M ], а замыкание относительно суперпозиции и обратной связи —

через [M ]K . Функциональную систему "суперпозиция" над множеством P k обозна-

чим через (P k)Σ, а ф.с. "композиция" — через (P k)K .

Множество N ⊂ P k называется предполным классом в (P k)Σ, если [N ] 6= P k, но

для любой о.-д. функции f /∈ N , [N ∪ {f}] = P k. Аналогично определяются предпол-

ные классы в (P k)K .
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Пусть f(x1, ... , xn) - о.д. функция из Pk, задаваемая системой канонических урав-

нений:

q(0) = q0,

q(t+ 1) = ϕ(x1(t), ... , xn(t), q(t)),

y(t) = ψ(x1(t), ... , xn(t), q(t)),

где Q = {q0, q1, ... , qp} - множество ее состояний, а q0 - ее начальное состояние.

Функцию k−значной логики, реализуемую в состоянии qi обозначим через Fqi .

Пусть t ≥ 1, Et
k— множество слов длины t, составленных из Ek. Пусть i, j ∈

{0, 1, ..., p}. Будем считать, что состояние qi является t-достижимым из состояния qj,

если найдутся такие a1, a2, ..., an ∈ Et
k, что ϕ(a1, ... , an, qj) = qi. Состояние qi дости-

жимо из состояния qj, если qi t-достижимо из qj для некоторого t. Будем считать,

что состояния qi и qj связны друг с другом, если состояние qi достижимо из qj и

наоборот. При этом необязательно, чтобы qi 6= qj.

Пусть D — некоторое замкнутое множество функций k−значной логики. Тогда

множество всех о.-д. функций из P k, таких, что каждая из функций Fq0 , Fq1 , ... , Fqp
принадлежит множеству D, обозначим через P k

D. Это множество называем P -

множеством, порожденным классом D. Нетрудно видеть, что P k
D — замкнутое мно-

жество как в (P k)K , так и в (P k)Σ.

Замечание. Рассмотрим P−множество P k
D, порожденное незамкнутым множе-

ством k−значной логики D ⊂ [D]. Тогда P k
D также окажется незамкнутым мно-

жеством в P k. Нетрудно видеть, что замыкание множества P k
D в обоих функцио-

нальных системах совпадает с P k
[D]. Поэтому, наибольший интерес представляют

P−множества, порожденные замкнутыми классами k−значной логики.

Введем понятие А-полноты [11]. Пусть τ — произвольное натуральное число. О.-

д. функции g(x1, ... , xn) и h(x1, ... , xn) являются τ -эквивалентными, если значения

функций f и h совпадают на всех словах длины τ . Множество M ⊆ P k является τ -

полным, если для любой о.-д. функции f(x1, ... , xn) ∈ P k существует такая функция
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fM(x1, ... , xn), fM ∈ [M ], что f и fM τ -эквивалентны. МножествоM ⊆ P k называет-

ся А-полным, если оно τ -полно для любого натурального τ . Также будем говорить,

что f ∈ A[M ] (А-замыкание), если для любого натурального τ существует функция

fM ∈ [M ] такая, что fM τ -эквивалентна f .

Основные результаты

В первой главе решается вопрос о количестве предполных классов, содержащих

определенное P−множество, и доказывается следующее утверждение.

Теорема 0.1. Пусть D ⊂ Pk и D = [D]. Тогда множество предполных классов в

(P k)K, содержащих P k
D, континуально и множество предполных классов в (P k)Σ,

содержащих P k
D, также континуально.

Вторая глава посвящена вопросам существования алгоритмов распознавания

полноты систем, содержащих P−множества. В качестве исследуемой функциональ-

ной системы выбирается (P 2)Σ. Пусть k = 2, D — произвольный замкнутый класс

алгебры-логики. Пусть ΩD — совокупность всех подмножеств M множества P (о.-

д. функции), содержащих Р-множество PD и таких, что M \ PD конечно. Рассмат-

ривается задача о существовании алгоритма распознавания полноты систем из ΩD

относительно операций суперпозиции.

Получены следующие результаты.

Теорема 0.2. Если D ⊂ P2, D = [D] и D содержит тождественную функцию а.-

л. и одну из констант, то в (P 2)Σ существует алгоритм распознавания полноты

систем из ΩD.

Доказательство теоремы конструктивно, т.е. алгоритм для каждого D указан в

явном виде.

При D = {0, 1, x, x̄} этот результат был получен С.В. Алешиным в 1977 году [8].

Для случаев, когда порождающее множество не содержит константную функ-

цию, получить алгоритм распознавания полноты не удалось, поэтому были рассмот-

рены некоторые дополнительные ограничения на рассматриваемые системы.
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Пусть ΩD(f) — совокупность всех подмножествM множества P , содержащих ΩD

и о.-д. функцию f , таких, что множество M \ ΩD конечно.

Пусть о.-д. функции G0(x), G1(x) — нулевая и единичная задержка соответствен-

но. Обозначим G = {G0(x), G1(x)} .

Теорема 0.3. Пусть множество D содержит тождественную функцию а.-л. То-

гда в (P 2)Σ существует алгоритм распознавания полноты систем из ΩD(C), где C

–– константная о.-д. функция.

Теорема 0.4. Пусть множество D содержит тождественную функцию а.-л. То-

гда в (P 2)Σ существует алгоритм распознавания полноты систем из ΩD(g), где g

принадлежит множеству G.

На следующем рисунке изображена решетка замкнутых классов Поста, содержа-

щих тождественную функцию а.-л. Жирными точками отмечены те классы Поста,

для которых алгоритм был построен без каких-либо ограничений.

Случай, когда порождающее множество не содержит тождественную функцию

а.-л., рассматривается отдельно.

Если D = {0} или D = {1}, то не существует полных в (P 2)Σ систем из ΩD,

следовательно об алгоритме распознавания полноты говорить бессмысленно.

Пусть D = {0, 1}. Тогда полные системы в ΩD существуют, но вместе с тем

справедлива следующая теорема.

Теорема 0.5. Пусть множество D = {0, 1}. Тогда в (P 2)Σ не существует эффек-

тивного критерия распознавания полноты систем из ΩD.

Наконец, в третьей главе P−множества рассматриваются как самостоятельные

функциональные системы. В качестве операций используются операции суперпози-

ции. Доказываются следующие утверждения.

Теорема 0.6. Пусть 0, 1 ∈ D. Тогда в (P 2
D)Σ существует полная система, не со-

держащая базиса.

Теорема 0.7. Пусть 0, 1 ∈ D. Тогда в (P 2
D)Σ существует базис.
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Рис. 1. Разрешимые случаи на решетке Поста
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Теорема 0.8. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию а.-л. и отрицание. Тогда в (P 2
D)Σ существует полная система, не содер-

жащая базиса.

Теорема 0.9. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию а.-л. и отрицание. Тогда в (P 2
D)Σ существует базис.

Автор выражает благодарность профессору В. А. Буевичу за постановку задачи,

поддержку и руководство данной работой и академику, профессору В. Б. Кудрявцеву

за внимание к ней.
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Глава 1

О континуальности числа предполных классов, содержащих

P−множество

Целью данной главы является доказательство следующего утверждения.

Теорема 1.1. Пусть D ⊂ Pk и D = [D]. Тогда множество предполных классов в

(P k)K, содержащих P k
D, континуально и множество предполных классов в (P k)Σ,

содержащих P k
D, также континуально.

1.1. Доказательство теоремы 1.1

Сначала приведем доказательство для функциональной системы (P k)K . Как из-

вестно, в этом случае существует универсальная о.-д. функция с двумя входами

u(x1, x2), через которою выражаются все остальные о.-д. функции [12]. Не ограничи-

вая общности, будем считать, что D содержит тождественную функцию x(x1) = x1.

Пусть

p1, p2, ...

— последовательность всех простых чисел, больших трех, упорядоченная по возрас-

танию.

Пусть

L = (m1,m2, ...) (1.1)

— последовательность чисел таких, что mi ∈ {0, 1} для любого i ≥ 1.

Пусть о.-д. функция hmipi (x1, x2) = y, такая что y(t) = x1(t), если t = lpi+mi+1 для

некоторого l ≥ 0 и y(t) = x2(t) в противном случае. В качестве примера, на рис. 1.1

изображены диаграммы Мура функций h0
5 и h1

5, звездочками отмечены начальные

состояния.
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Рис. 1.1. О.-д. функции h0
5 (слева) и h1

5 (справа).

Пусть

gmipi (x1, x2) = hmipi (x1, u(x1, x2)),

где u(x1, x2) — универсальная функция в P k. Из построения функции gmipi ясно, что

при t = lpi + mi + 1 выход функции равен x1(t) и совпадает с выходом функции

u(x1, x2) в противном случае. Исходя из последовательности L, определим множество

о.-д. функций

ML = P k
D

⋃
i≥1

{gmipi (x1, x2)}.

Покажем, что для любой последовательности L вида (1.1) замыкание множества ML

не совпадает с P k. Пусть

N = {gmi1pi1
(x1, x2) = y1, ... , g

mis
pis

(x1, x2) = ys}

— произвольное конечное подмножество множества ML \ P k
D.

Покажем, что существует t ≥ 1 такое, что yj(t + 1) = x1(t + 1) для любого
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j ∈ {1, ... , s}. Возможны два случая. Пусть mi1 = ... = mis = m. Тогда

t = (pi1 ...pis) +m.

Пусть теперь существует j ∈ {1, ... , s} такое, что mi1 6= mij . Будем считать, что для

некоторого d, 1 ≤ d ≤ s− 1,

mi1 = ... = mid = 0, mid+1
= ... = mis = 1.

Тогда

t = (pi1 ...pid)
(pid+1

−1)...(pid+1
−1).

Из малой теоремы Ферма следует, что по модулю любого из чисел pid+1
, ..., pis число t

совпадает с единицей, и делится на любое из pi1 , ..., pid . Заметим, что существование

такого момента t также следует из китайской теоремы об остатках.

Таким образом, из начального состояния любой о.-д. функции, принадлежа-

щей N ∪ P k
D, t-достижимы лишь такие состояния, в которых реализуются функции

k−значной логики, принадлежащие D. Это означает, что в момент t все функции

из множества N будут находится в состояниях, в которых реализуется функции из

D. Нетрудно видеть, что это свойство будет сохраняться при операциях суперпози-

ции над этим множеством, поскольку в момент t в суперпозиции будут участвовать

только функции k−значной логики, принадлежащие состояниям t-достижимым из

начального, т.е. функции из D. Операция обратной связи также сохраняет это свой-

ство, поскольку обратная связь не может быть применена ко входу, от которого суще-

ственно зависит функция, реализуемая в каком-либо состоянии. Поэтому функции

k−значной логики, реализуемые во всех состояниях, t-достижимых из начального,

при обратной связи останутся неизменными, т.е. они будут принадлежать множеству

D.

Следовательно, у любой композиции над множеством N t-достижимы лишь та-
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кие состояния, в которых реализуются функции k−значной логики, принадлежащие

D. А поскольку в каждой композиции участвует лишь конечное число о.-д. функ-

ций, то в замыкании не может оказаться о.-д. функции, в каждом состоянии кото-

рой реализуется k−значная функция, не принадлежащая D. Отсюда следует, что

[ML]K 6= P k.

Рассмотрим объединение множеств ML и ML′ для любых отличных друг от дру-

га двоичных последовательностей L и L′. Эти последовательности различны, пусть

они различаются в i-м разряде. Это значит, что множеству ML ∪ML′ принадлежат

функции g0
pi

(x1, x2) и g1
pi

(x1, x2). Нетрудно видеть, что с их помощью можно получить

универсальную о.-д. функцию:

h0
pi

(g0
pi

(x1, x2), g1
pi

(x1, x2)) = u(x1, x2).

Функция h0
pi

(x1, x2) принадлежит P k
D (а значит, принадлежит и ML, и ML′), посколь-

ку в состояниях h0
pi

(x1, x2) реализуются только селекторы k−значной логики, и они

принадлежат порождающему множеству D. Итак, с помощью функций из объеди-

нения множеств ML и ML′ можно получить универсальную о.-д. функцию, поэтому

[ML ∪ML′ ]K = P k.

Как было отмечено выше, в функциональной системе (P k)K существует конеч-

ная полная система (например, о.-д. функция u(x1, x2)). Поэтому любой замкнутый

класс в (P k)K расширяется до предполного стандартным образом. Пусть M̃L и M̃L′ —

предполные классы, содержащиеML иML′ соответственно. Как было показано ранее,

для любых отличных друг от друга последовательностей L и L′, [ML ∪ML′ ]K = P k.

ПоэтомуML иML′ не могут одновременно содержаться в одном и том же предполном

классе, т.е. M̃L 6= M̃L′ . Следовательно, предполных классов должно быть не мень-

ше, чем таких последовательностей. Известно, что существует континуум последо-

вательностей вида (1.1). Таким образом, мощность множества предполных классов,

содержащих P k
D не менее, чем континуум. Вместе с тем, мощность всевозможных

подмножеств множества P k также равна континууму. Теорема доказана.
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Замечание 1. При доказательстве теоремы мы предположили, что множество

k−значной логики D содержит тождественную функцию x(x1) = x1. Пусть это не

так. Тогда рассмотрим D′ = [D∪x]. Понятно, что D′ - замкнуто, и D′ 6= P k, т.к.

D 6= P k. Далее очевидно, что P k
D ⊂ P k

D′. Поэтому, если докажем, что существует

континуум предполных классов, содержащих P k
D′, то P k

D тоже будет содержаться

в тех же самых классах. Следовательно, для множества D теорема тоже будет

верна. Итак, без ограничения общности, можно считать, что x ∈ D.

Замечание 2. Если же будем рассматривать функциональную систему (P k)Σ, си-

туация будет несколько иная. Дело в том, что в этой системе нет универсальной

функции, да и нет конечной полной системы вообще. Тем не менее теорема 1.1

справедлива и для этого случая. Приведенное выше доказательство теоремы оста-

нется без изменений, только вместо универсальной о.-д. функции u(x1, x2) следует

взять о.-д. функцию от двух переменных u′(x1, x2) с одним состоянием, в котором

реализуется какая-нибудь функция Вебба. Тогда [P k
D′ ∪ u′(x1, x2)] = P k. И, следова-

тельно, любое множество, содержащее P−множество P k
D можно расширить до

предполного класса стандартным образом.
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Глава 2

Алгоритмы распознавания полноты систем, содержащих

P−множества

В этой главе речь идет о задаче распознавания полноты некоторых систем ав-

томатных функций, связанных с P−множествами. В ней рассматривается случай

k = 2. Другими словами, рассматриваются такие о.-д. функции, входные и выходные

переменные которых принимают значения из множества бесконечных последователь-

ностей, составленных из нулей и единиц. Это объясняется тем, что любой класс из

структуры замкнутых классов Поста имеет конечный базис [34] и, как легко видеть,

при k = 2 всякое P−множество образует рекурсивное подмножество множества всех

о.-д. функций.

В качестве функциональной системы выбирается (P 2)Σ.

Пусть D - произвольный замкнутый класс алгебры-логики. Пусть ΩD - совокуп-

ность всех подмножествM множества P 2 (о.-д. функции), содержащих P−множество

P 2
D и таких, что множество M \ P 2

D конечно.

Для каждого D рассматривается задача о существовании алгоритма распозна-

вания полноты множеств, принадлежащих совокупности ΩD. Любая система M из

ΩD содержит P 2
D и конечное множество о.-д. функций, не принадлежащих P 2

D. По

этой конечной добавке искомый алгоритм должен определить, полна система M или

нет. Ясно, что наличие алгоритма должно зависеть от порождающего множества D.

Например, для порождающего множества {0, 1, x, x̄} алгоритм существует [8]. Если в

качестве порождающего рассмотреть множество, состоящее только из констант 0 и 1,

полученное P−множество, будет являться множеством автоматов Мура. Как показа-

но в этой главе, в данном случае алгоритма распознавания полноты не существует.

Если же порождающее множество состоит только из одной константы (например,

0), то P−множество также будет состоять только из тождественного нуля. Поэто-

му любая система из Ω{0} будет конечной и, следовательно, неполной относительно
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операции суперпозиции.

Таким образом, решетка Поста разбивается на две части - для классов Поста

из одной части алгоритм существует, а из другой не существует, причем это разбие-

ние нетривиально, т.е. обе части непусты. Оказывается, что если D,E — замкнутые

множества функций алгебры-логики, такие что D ⊂ E, D содержит тождествен-

ную функцию а.-л. и для D существует алгоритм, то алгоритм существует и для E.

Поэтому, если рассматривать решетку классов Поста, содержащих тождественную

функцию а.-л., на ней должна существовать граница такая, что для классов Поста,

расположенных выше границы существует алгоритм, а для классов, расположенных

ниже или на границе алгоритма нет. В этом смысле главным случаем является тот,

когда порождающее множество состоит только из тождественной функции, посколь-

ку, если алгоритм существует здесь, то он существует и для остальных классов, со-

держащих тождественную функцию. Классы Поста, не содержащие тождественную

функцию, рассматриваются отдельно.

В данной главе рассмотрены несколько возможных вариантов. Оказалось, что ес-

ли порождающее множество содержит тождественную функцию и одну из констант,

то алгоритм существует. Доказательство существования алгоритма конструктивно.

Если порождающее множество не содержит тождественную функцию, алгоритма

нет. В случае, когда порождающее множество состоит только из тождественной

функции, алгоритм также был получен, но с некоторыми дополнительными усло-

виями.

2.1. Принятые обозначения

Введем ряд понятий и обозначений.

Пусть f(x1, ... , xn) - о.д. функция, задаваемая системой канонических уравнений:

qf (0) = qf0 ,
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qf (t+ 1) = ϕf (x1(t), ... , xn(t), qf (t)),

yf (t) = ψf (x1(t), ... , xn(t), qf (t)),

где Qf = {qf0 , q
f
1 , ... , q

f
p} — множество ее состояний, а qf0 - ее начальное состояние.

В случае, когда ясно, о какой функции идет речь, верхний индекс, указывающий на

функцию, к которой относится состояние, будем опускать. Функцию алгебры-логики,

реализуемую в состоянии qi обозначим через Fqi .

Пусть D - некоторое замкнутое множество функций алгебры-логики и f ∈ P 2
D.

Очевидно, что тогда

{Fq0 , Fq1 , ... , Fqi} ⊆ D.

Если Fqi является функцией алгебры-логики, существенно зависящей не менее

чем от двух переменных, состояние qi будем называть существенным, иначе - несу-

щественным.

Если Fqi является линейной функцией алгебры-логики, состояние qi будем назы-

вать линейным, иначе - нелинейным.

Если Fqi является монотонной функцией алгебры-логики, состояние qi будем на-

зывать монотонным, иначе - немонотонным.

Будем считать, что состояния qi и qj связны друг с другом, если состояние qi

достижимо из qj и наоборот. При этом необязательно, чтобы qi 6= qj.

Подмножество K ⊂ Q будем называть компонентой связности, если:

1) Для любых qi, qj ∈ K, qi и qj связны друг с другом.

2) Если qi ∈ K и существует состояние qj ∈ Q, такое что qi и qj связны, то qj ∈ K.

Из определения следует, что компоненты связности не могут пересекаться. По-

нятно, что задача об отыскании компонент связности может быть решена за конечное

число операций. Заметим, что могут существовать состояния, не входящие ни в одну

компоненту связности.

В качестве иллюстрации рассмотрим о.-д. функцию a(x1, x2), диаграмма Мура

которой изображена на рис. 2.1. У нее есть две компоненты связности. Одну из них
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образуют состояния q2, q3, q4, а вторая состоит только из одного состояния q5. Состо-

яния q0 и q1 не принадлежат ни одной компоненте связанности.

Рис. 2.1. О.-д. функция a(x1, x2).

Рассмотрим произвольное состояние q функции f , принадлежащее какой-либо

компоненте связности K. Для этого состояния определим множество A(q) ∈ (E1
2)n,

где n - число переменных, от которых зависит функция f :

(α1, ... , αn) ∈ A(q)⇔ φ(α1, ... , αn, q) ∈ K

Т.е. A(q) - это множество переходов, по которым из состояния q нельзя поки-

нуть компоненту связности, в которой оно находится. Например, для состояния q2

функции a(x1, x2), множество переходов A(q2) = {(10), (11)}.

Пусть

g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym)

— функции а.-л. Через S(g1, ... , gn) будем обозначать множество двоичных наборов,
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равное ⋃
{(g1(β1, ... , βm), ... , gn(β1, ... , βm))} ⊆ (E1

2)n,

где объединение берется по всем (β1, ... , βm) из (E1
2)m.

Состояние q будем называть локально нелинейным, если найдутся линейные

функции а.-л.

g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym),

такие что S(g1, ... , gn) ⊆ A(q) и Fq(g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym)) является нели-

нейной функцией а.-л. Это означает, что на вход состояния q можно подать такие

линейные функции а.-л., что оно останется нелинейным, но из него нельзя будет

покинуть компоненту связности. Все остальные состояния назовем локально линей-

ными. Заметим, что если состояние не принадлежит никакой компоненте связности,

то оно локально линейно.

Состояние q будем называть локально существенным, если найдутся функции

а.-л., существенно зависящие не более, чем от одной переменной,

g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym),

такие что S(g1, ... , gn) ⊆ A(q) и Fq(g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym)) является функцией

а.-л., существенно зависящей не менее, чем от двух переменных.

Заметим, что локально нелинейное состояние не всегда является локально су-

щественным, поскольку свойство локальной нелинейности проверяется на наборах

произвольных линейных функций, а свойство локальной существенности - только

на наборах функций, зависящих не более чем от одной переменной. Ниже приведен

пример такой ситуации.

Будем говорить, что состояние q локально немонотонно, если найдутся монотон-

ные функции а.-л.

g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym),
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такие что S(g1, ... , gn) ⊆ A(q) и Fq(g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym)) является немоно-

тонной функцией а.-л.

На рис. 2.2 приведена диаграмма Мура о.-д. функции b(x, y, z), начальное со-

стояние q0. Она имеет две компоненты связности — K1 = {q0, q1, q2, q3}, K2 = {q4}.

Состояния q0 и q1 являются локально немонотонными, а q3 не является, поскольку

на наборах, по которым из q3 нельзя покинуть компоненту связности K1, свойство

немонотонности не проявляется. Заметим, что состояние q2 является локально нели-

нейным, поскольку в качестве переменной z можно подставить линейную функцию

x+y, при этом из состояния q2 нельзя будет покинуть компоненту связности, и в нем

будет реализовываться функция а.-л. xy. В то же время, состояние q2 не является

локально существенным, так как для того, чтобы это состояние осталось существен-

ным, из из него нельзя было бы покинуть компоненту, в качестве z потребуется взять

функцию x+ y, но эта функция зависит от двух переменных.

Обозначим через Q(t) подмножество Q, состоящее из всех состояний, t-

достижимых из начального. Рассмотрим последовательность множеств:

Q(0), Q(1), Q(2)...

Поскольку количество всевозможных подмножеств Q конечно, найдутся два таких

различных натуральных числа i, j, что Q(i) = Q(j). Ясно, что тогда Q(i + 1) =

Q(j + 1), т.е. начиная с какого-то момента T множества в этой последовательности

будут чередоваться по циклу. Пусть s - длина этого цикла. Тогда определим

Ci = Q(T + i), i = 1, 2, ... , s.

Длину цикла будем называть рангом функции f и обозначать через s(f) или просто

через s, если ясно, о какой функции идет речь.

24



Рис. 2.2. О.-д. функция b(x, y, z).
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2.2. Порождающее множество содержит тождественную функцию и обе

константы

Сначала рассмотрим случай, когда порождающее множество D = [{0, 1, x}]. Да-

лее в этом параграфе под D будем понимать именно это множество, если не огово-

рено обратное. Ясно, что у каждой функции из P 2
D все состояния будут линейными,

монотонными и несущественными.

Теорема 2.1. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Система M полна тогда и только

тогда, когда она А-полна и в каждом из множеств Ci, i = 1, 2, ... , s содержится

хотя бы одно локально нелинейное, хотя бы одно локально существенное и хотя

бы одно локально немонотонное состояние.

Эта теорема будет являться критерием полноты в данном случае. Для того, что

бы критерий был эффективным (т.е. алгоритмом), необходимо убедиться, что усло-

вия теоремы могут быть проверены за конечное число операций. Этому посвящен

следующий параграф.

2.2.1. Проверка эффективности условий теоремы 2.1

Лемма 2.1. Существует эффективный критерий проверки того, является состо-

яние q локально нелинейным или нет.

Доказательство. По определению, состояние q будет локально нелинейным только

в том случае, если найдутся такие линейные функции а.-л.

g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym),

что

v(y1, ... , ym) = Fq(g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym))

— нелинейная функция а.-л. и S(g1, ... , gn) ⊆ A(q). Как известно [33], для всякой

нелинейной функции а.-л. можно выбрать некоторые ее переменные и подставить
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вместо них константы 0 или 1 таким образом, что получится нелинейная функция

а.-л., зависящая от двух переменных. Пусть v(y1, y2, c1, ... , cm−2), где ci ⊆ {0, 1} —

нелинейная функция а.-л. Следовательно,

v(y1, y2, c1, ... , cm−2) = Fq(g1(y1, y2, c1, ... , cm−2), ... , gn(y1, y2, c1, ... , cm−2)).

При этом ясно, что

⋃
{g1(y1, y2, c1, ... , cm−2), ..., gn(y1, y2, c1, ... , cm−2)} ⊆ S(g1, ... , gn)

Таким образом, если условие нелинейности функции Fq(g1, ... , gn) выполнено для

некоторых линейных функций g1, ... , gn и S(g1, ... , gn) ⊆ A(q), то найдутся линейные

функции а.-л. g′1, ... , g′n, зависящие не более чем от двух переменных, для которых эти

условия также выполнены. Тогда ясно, что при проверке локальной нелинейности,

в качестве функций g1, ... , gn достаточно рассматривать функций а.-л., зависящие

в совокупности не более, чем от двух переменных. Понятно, что можно перебрать

все наборы (g1, ... , gn) таких функций. Если для какого-то из них условия опреде-

ления будут выполнены, то состояние будет локально нелинейным, если нет — то

не будет. Таким образом, эффективный критерий проверки локальной нелинейности

состояния построен.

Лемма 2.2. Существует эффективный критерий проверки, является ли состоя-

ние локально существенным.

Доказательство. По определению, состояние q локально существенное только в том

случае, если найдутся такие функции а.-л., существенно зависящие не более, чем от

одной переменной,

g1(y1, ... , ym), ..., gn(y1, ... , ym),

что

Fq(g1(y1, ... , ym), ..., gn(y1, ... , ym))
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является функцией а.-л., существенно зависящей не менее, чем от двух переменных.

Количество функций а.-л., зависящих не более чем от одной переменной конечное

число, поэтому можно перебрать все наборы (g1, ... , gn) таких функций и проверить

выполнение условий определения.

Лемма 2.3. Существует эффективный критерий проверки, является ли состоя-

ние локально немонотонным.

Доказательство. Рассмотрим множество наборов A(q). Здесь возможны два случая.

1)Существуют два набора

α̃ = (α1, ... , αn), β̃ = (β1, ... , βn), α̃, β̃ ∈ A(q)

таких, что α̃ < β̃ и Fq(α̃) > Fq(β̃). Покажем, что в этом случае состояние является

локально немонотонным. Действительно, α̃ < β̃, без ограничения общности, можно

считать

α1 < β1, ... , αi < βi, αi+1 = βi+1, ... , αn = βn,

где i ≥ 1. Тогда положим

g1 = x, ... , gi = x, gi+1 = αi+1, ... , gm = αm.

Ясно, что Fq(g1, ... , gn) = x — немонотонная функция и

S(g1, ... , gn) = {α̃, β̃} ⊆ A(q).

Это и означает, что состояние локально немонотонное.

2)Не существует двух наборов α̃, β̃ ∈ A(q), таких что α̃ < β̃ и Fq(α̃) > Fq(β̃).

Рассмотрим любые монотонные функции а.-л. g1(y1, ... , ym), ... , gn(y1, ... , ym),
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такие что S(g1, ... , gn) ⊆ A(q). Пусть γ̃, δ̃ ∈ Em
2 и γ̃ ≤ δ̃. Тогда

g1(γ̃) ≤ g1(δ̃), ... , gn(γ̃) ≤ gn(δ̃).

В силу условия второго случая получим:

Fq(g1(γ̃), ... , gn(γ̃)) ≤ Fq(g1(δ̃), ... , gn(δ̃)).

Отсюда следует, что Fq(g1, ... , gn) — монотонная при всех монотонных g1, ... , gn,

удовлетворяющих условию S(g1, ... , gn) ∈ A(q) . Таким образом, состояние q будет

локально монотонным.

Существование эффективной процедуры проверки А-полноты системыM следу-

ет из следующих двух лемм.
Лемма 2.4. Система M = P 2

D

⋃
{f(x1, ... , xn)} является А-полной тогда и только

тогда, когда в каждом из множеств Q(0), Q(1), Q(2)... и т.д., определенных для

функции f , содержится хотя бы одно нелинейное и хотя бы одно немонотонное

состояние.

Доказательство. Необходимость. Предположим, во множестве Q(t) не содержит-

ся ни одного нелинейного состояния. У функций из P 2
D все состояния являются линей-

ными. Это означает, что в момент времени t у всех функций системы M достижимы

лишь линейные состояния. А следовательно, этим свойством будет обладать любая

суперпозиция этих функций. Таким образом, в замыкании M не может содержаться

функции, которая t-эквивалентна какой-либо о.-д. функции с одним состоянием, в

котором реализуется нелинейная функция а.-л. Тогда система M не А-полна. В слу-

чае, когда во множестве Q(t) не содержится немонотонного состояния, отсутствие

А-полноты системы M доказывается абсолютно аналогично.

Достаточность. Предположим, во множестве Q(T ) для любого T = 0, 1, 2, ...

содержится хотя бы одно нелинейное состояние qL(T ) и одно немонотонное состояние
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qM(T ) . Это значит, что состояние qL(T ) достижимо из начального по набору входных

данных длины T или

ϕ(β̃1, ... , β̃m, q0) = qL(T ),

где β̃1
1 , ... , β̃

1
m ∈ ET

2 . Построим вспомогательные функции j1(x1), ... , jn(xn):

qji(1) = qji1

qji(t+ 1) = qjit+1, y
ji(t) = β̃i(t) при t ≤ T . Здесь β̃i(t) t-ая буква слова β̃i.

qji(t+ 1) = qjiT , y
ji(t) = xi(t) при t > T .

То есть, функция ji(xi) за первые T тактов выдает слово β̃i, а затем пропускает

переменную xi. Очевидно, что ji(xi) ∈ P 2
D для i = 1, ... , n.

Рассмотрим функцию

gL(T ) = f(j1(x1), ... , jn(xn)).

Ясно, что gL(T ) ∈ M и в момент T у нее достижимо только одно состояние, в ко-

тором реализуется нелинейная функция а.-л. FL. Аналогичным образом построим

функцию gM(T ) ∈ M , у которой в момент T достижимо ровно одно состояние и это

состояние немонотонно. Пусть в нем реализуется функция а.-л. FM . Кроме этого, в

P 2
D содержатся две функции c0 и c1 с одним состоянием , в котором реализуется кон-

станта — 0 или 1 соответственно. Пусть F - произвольная функция алгебры логики.

Поскольку система {FM , FL, 0, 1} полна в функциональной системе алгебры логики,

то

F = B({FM , FL, 0, 1}),

где B - некоторая формула над этой системой.

Рассмотрим о.-д. функцию

gF (T ) = B({gM(T ), gL(T ), c0, c1})

— та же самая формула, только над системой о.-д. функций (P 2)Σ. Ясно, что у gF (T )
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достижимо лишь одно состояние в момент T и в нем реализуется функция F , причем

gF (T ) ∈ [M ].

Выберем любое натуральное τ и покажем, что система M τ -полна. Рассмотрим

произвольную функцию h(x1, ... , xm) ∈ P 2. ПустьW (i) = (Ei
2)m — множество двоич-

ных наборов изm слов, таких что все слова из одного набора имеют одинаковую дли-

ну i. Пусть R = W (1)∪ ... ∪W (T ). Определим о.-д. функцию I(x1, ... , xm, y0, {yβ}), где

β пробегает все множество R, имеющую |R|+1 состояние и зависящую от m+ |R|+1

переменных , следующим образом:

q(0) = q0;

φ(α̃1, ... , α̃m, β̃1, ... , β̃|R|+1, q0) = qα̃1, ... ,α̃m если (α̃1, ... , α̃m) ∈ R;

φ(α̃1, ... , α̃m, β̃1, ... , β̃|R|+1, q0) = q0 если (α̃1, ... , α̃m) /∈ R.

Ясно, что таким образом все переходы определены. Пусть в состоянии qα реа-

лизуется селектор yα для любого α ∈ R, а в состоянии q0 реализуется y0. Таким

образом, функция I полностью задана. Очевидно, что I ∈M .

Пусть β ∈ W (i), i ≤ T . Через q(β) обозначим φh(β, qh0 ) - состояние функции h,

достижимое из начального по набору β. Fq(β)(x1, ... , xm) — функция а.-л., реализу-

емая в этом состоянии. По доказанному выше, для каждого такого β, в замыкании

системы M существует о.-д. функция gFq(β)(i) такая, что в момент i у нее достижимо

только одно состояние, в котором реализуется Fq(β)(x1, ... , xm).

Рассмотрим функцию

hM = I(x1, ... , xm, gFq0 , {gFq(β)(i)})

Понятно, что функции h и hM τ -эквивалентны, а следовательно, M τ -полна. В

силу произвольности выбора τ , утверждение будет выполнено для любого τ , откуда

и следует А-полнота системы M .

Лемма 2.5. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Существует эффективный критерий
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проверки, является ли эта система А-полной.

Это утверждение следует непосредственно из Леммы 2.4: надо рассмотреть мно-

жества

Q0(0), Q0(1), ..., Q0(T ), C1, ..., Cs

и проверить наличие в каждом из них локально нелинейного и локально немонотон-

ного состояния. Более подробно вопрос об А-полноте обсуждается в разделе 2.4.1.

2.2.2. Доказательство теоремы 2.1

Пусть U(h, qh, s, j) ⊆ Qh подмножество состояний о.-д. функции h, где qh — неко-

торое состояние функции h, s— ранг функции h, а j ∈ {1, 2, ... , s}. Будем считать, что

qhi ∈ U(h, qh, s, j) тогда и только тогда, когда qhi достижимо из qh и qhi ∈ Qh(T + sl + j)

для некоторого l. Если среди состояний из множества U(h, qh, s, j) не окажется су-

щественных состояний, состояние qh будем называть j−несущественным.

Лемма 2.6. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)} и во множестве Cj для некоторого

j ∈ {1, 2, ... , s} не содержится ни одного локально существенного состояния. Тогда

для каждой функции w(x1, ... , xm) ∈ [M ] из любого ее состояния qw достижимо

j−несущественное состояние.

Доказательство. Заметим, что любое состояние, достижимое из j−несущественного

состояния также будет j−несущественным.

Будем доказывать утверждение леммы индукцией по глубине суперпозиции. В

качестве базы индукции выберем о.-д. функции из системыM . Нетрудно видеть, что

для них утверждение леммы верно.

Рассмотрим теперь какую-либо суперпозицию

H(g1, ... , gm) = w(x1, ... , xk)
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над системой M . Пусть для функций

g1(x1, ... , xk), ... , gm(x1, ... , xk), h(y1, ... , ym)

предположение индукции верно, покажем, что оно верно для w(x1, ... , xk).

Рассмотрим произвольное состояние qw функции w(x1, ... , xk). Пусть оно дости-

жимо из начального состояния qw0 по набору α̃ = (α̃1, ... , α̃k) ∈ (Eτ
2 )k.

Рассмотрим состояние qg11 = ϕg1(α̃, qg10 ).

Согласно предположению, существует такое τ1 и такое α̃1 = (α̃1
1, ... , α̃

1
n) ∈ (Eτ1

2 )k,

что ϕg1(α̃1, qg11 ) — j−несущественное.

Рассмотрим набор β̃1 = (β̃1
1 , ... , β̃

1
k), где β̃1

i = α̃iα1
i ∈ E

τ+τ1
2 - конкатенация двух

слов.

Пусть qg2i = ϕg2(β̃1
1 , ... , β̃

1
k , q

g2
0 ). По предположению, существует такой набор

α̃2 = (α̃2
1, ... , α̃

2
n) ∈ Eτ2

2 ,

что ϕg2(α̃2, qg2i ) - j−несущественное.

Пусть β̃2 = (β̃2
1 , ... , β̃

2
k), где β̃2

i = β̃1
i α

2
i ∈ E

τ+τ1+τ2
2 - конкатенация двух слов. Яс-

но, что состояния ϕg1(β̃2, qg10 ) и ϕg2(β̃2, qg20 ) являются j−несущественные состояниями

функций g1 и g2 соответственно.

Точно таким же образом построим набор β̃m ∈ (Eτ+τ1+... +τm
2 )k такой, что состо-

яния ϕgi(β̃m, qgi0 ) есть j−несущественные состояния соответствующих функций. Это

означает, что при подаче набора β̃m на вход суперпозиции, в дальнейшем на вход

состояния функции h будут подаваться несущественные функции а.-л. в моменты

T + j + sl. Рассмотрим состояние

qh = ϕh(g1(β̃m), ... , gm(β̃m), qh0 )

в котором оказалась функция h.
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Итак, по условию леммы, у функции h в моменты T + j + sl достижимы лишь

локально несущественные состояния. Это могут быть состояния трех типов:

1)несущественные состояния, принадлежащие некоторой компоненте связности;

2)существенные состояния, принадлежащие компоненте, которые не являются

локально существенными;

3)состояния, лежащие вне компонент связности.

Будем считать, что τ + τ1 + ... + τk > T + j. Несложно видеть, что τi можно

выбрать сколь угодно большими.

Если состояние qh является j−несущественным состоянием функции h, то яс-

но, что состояние ϕw(β̃m, qw) j−несущественно и достижимо из qw, следовательно,

предположение индукции верно.

Пусть

S(qh) =
⋃
{ϕh(g1(Ã), ... , gm(Ã), qh)}

- множество состояний функции h, достижимых из qh по некоторому набору

g1(Ã), ... , gm(Ã),

объединение берется по всевозможным Ã ∈ (Et
2)k. Рассмотрим множество

US(qh) = U(h, qh, s, j) ∩ S(qh).

Если в нем содержатся лишь несущественные состояния функции h, то состояние

ϕw(β̃m, qw) j−несущественное состояние функции w и достижимо из qw, следова-

тельно, предположение индукции верно.

Пусть это не так. Здесь могут быть два случая.

1)Пусть в US(qh) нет состояний третьего типа, но оказалось состояние второго

типа qhi , в котором реализуется функция а.-л.

Fqhi (Fqg1 , ... , Fqgm ),
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существенно зависящая не менее, чем от двух переменных, и достижимое из qh по

некоторому набору

(g1(Ã), ... , gm(Ã))

По доказанному выше, функции а.-л.

Fqg1 , ... , Fqgm ,

будут существенно зависеть не более, чем от одной переменной. Тогда существует

такие

a1, ... , ak ∈ E2,

что

Fqg1 (a1, ... , ak), ... , Fqgm (a1, ... , ak) /∈ A(qhi ),

поскольку состояние qhi не является локально существенным. Это означает, что при

подаче на вход функции w, находящейся в этом состоянии, набора a = (a1, ... , ak),

функция h покидает компоненту, в которой содержится qhi . Обратно в эту компоненту

функция h не может вернутся, что следует из определения компоненты. Рассмотрим

набор

γ̃1 = Ãa = (A1a1, ... , Akak).

Ясно, что

qhi /∈ U(h, φh(g1(γ̃1), ... , gm(γ̃1)), qh), s, j),

т.к. функция h при таких начальных значениях входных данных уже побывала в

компоненте, где лежит qhi , вышла из нее и обратно вернутся уже не может. Если

в US(φh(g1(γ̃1), ... , gm(γ̃1)), qh)) содержится еще какое-либо существенное состояние

функции h, действуем таким же образом. Состояний второго типа конечное число,

поэтому рано или поздно получим такой набор B, что US(φh(g1(B̃), ... , gm(B̃)), qh)

не содержит ни одного существенного состояния функции h. Это означает, что со-
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стояние US(φw(g1(B̃), ... , gm(B̃)), qw) функции w j−несущественно и достижимо из

qw, откуда следует справедливость предположения индукции.

2)Пусть во множестве US(qh) есть хотя бы одно состояние третьего типа qhi .

Рассмотрим набор γ̃′ = Ãa, где Ã - такой набор входных данных, по которому из

состояния qh можно перейти в qhi и a-произвольный набор входных данных длины 1.

Ясно, что

qhi /∈ U(h, φh(g1(γ̃′), ... , gm(γ̃′)), s, j),

т.к. иначе состояние qhi принадлежало бы какой-либо компоненте связности. Понятно,

что аналогично можно построить набор B′, такой что в

U(h, φh(g1(B̃′), ... , gm(B̃′))s, j)

не содержится ни одного состояния третьего типа. Таким образом, этот случай сво-

дится к случаю 1.

Непосредственно из леммы 2.6 следует, что система не полна, если в каком-то из

множеств Ci, i = 1, 2, ... , s не содержится ни одного локально существенного состоя-

ния. Например, для сумматора по модулю два утверждение леммы 2.6 не выполнено

и, следовательно, он не может содержаться в замыкании M .

Лемма 2.7. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если в каком-то из множеств

Ci, i = 1, 2, ... , s не содержится ни одного локально нелинейного состояния, то си-

стема M не полна.

Лемма 2.8. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если в каком-то из множеств

Ci, i = 1, 2, ... , s не содержится ни одного локально немонотонного состояния, то

система M не полна.

Доказательство этих двух лемм полностью аналогично доказательству леммы

2.6.

Таким образом, необходимость условий теоремы 2.1 доказана. Перейдем к дока-

зательству достаточности.
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Лемма 2.9. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если в каждом из множеств Ci со-

держится хотя бы одно локально немонотонное состояние и система А-полна, то

в замыкании системы содержится о.-д. функция отрицания.

Доказательство. Итак, множество Ci содержит локально немонотонное состояние

q. Это означает, что состояние q достижимо из начального за время T + i + sN

для любого целого N ≥ 0. Поскольку q — локально немонотонное состояние, то

существуют монотонные функции а.-л.

g1(x1, ... , xm), ... , gn(x1, ... , xm),

такие, что функция

Fq(g1(...), ... , gn(...))

немонотонна, причем S(g1, ... , gn) ∈ A(q). Это означает, что для любого набора

a ∈ (E1
2)m существует набор из n слов

(e1(a), ... , en(a)) ∈ (E
d(a)
2 )n,

таких что

φ(g1(a)e1(a), ... , gn(a)en(a), q) = q.

Пусть K = НОК(d(a) + 1, s), НОК берется по всем d(a). Пусть

gi(x1, ... , xm) ∈ {0, 1, x}, i = 1, 2, , ... , n,

в лемме 2.3 показано, что функции gi можно выбрать таким образом.

Пусть a1, ... , an ∈ ET+i
2 таковы, что q = φ(a1, ... , an, q0). Построим вспомогатель-

ные о.-д. функции

h1(y1, ... , ym), ... , hn(y1, ... , ym)
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следующим образом. Для функции hj:

q(0) = q0;

φ(∗, qt) = qt+1, ψ(∗, qt) = aj(t+1) для всех t < T+i, здесь * - любой набор входных

данных длины 1, т.е. переходы безусловны;

φ(a, qT+i) = qa,1, ψ(a, qT+i) = gj(a);

φ(∗, qa,l) = qa,l+1, ψ(∗, qa,l) = ej(a)(l) для 1 ≤ l < K − 1, l 6= 0(mod(d(a) + 1)), здесь

ej(a)(l) - буква слова ej(a), имеющая порядковый номер, равный остатку числа l по

модулю d(a) + 1;

φ(∗, qa,l) = qa,l+1, ψ(∗, qa,l) = gj(a) для 1 ≤ l < K − 1, l = 0(mod(d(a) + 1)),

φ(∗, qa,l) = qT+i, ψ(∗, qa,l) = ej(a)(l) для l = K − 1.

Полученная функция имеет только одно состояние, в котором реализуется функ-

ция а.-л., отличная от константы - состояние qT+i, в котором реализуется функция из

множества {0, 1, x}. Очевидно, функции hj ∈ P 2
D, j = 1, 2, ... , n, и если подать их на

вход функции f вместо переменных xj соответственно, получим функцию f1, у кото-

рой в моменты T+i+KN достижимо только одно состояние(одинаковое для всех мо-

ментов), в котором реализуется отрицание. Аналогичным образом можно построить

функцию f2, которая находится в немонотонном состоянии в моменты T + i+s+KN

и т.д. Используя функции из P 2
D, можно получить такую функцию F i, у которой

реализуется отрицание в моменты T + i + sN . Но это можно сделать для любого i,

т.к. в каждом из множеств Di содержится локально немонотонное состояние. А тогда

можно получить такую функцию, у которой реализуется отрицание в любой момент

времени, начиная с T . Учитывая А-полноту, о.-д. функцию отрицания.

Лемма 2.10. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если в каждом из множеств Ci

содержится хотя бы одно локально существенное состояние, система А-полна и

в замыкании M содержится о.-д. функция отрицания, то в замыкании системы

содержится сумматор по модулю два.
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Доказательство. Аналогично предыдущей лемме построим функции

h1(y1, ... , ym), ... , hn(y1, ... , ym)

в каждом состоянии которых реализуется функция а.-л., существенно зависящая не

более чем от одной переменной. Ясно, что они принадлежат замыканию объединения

M и истинностного отрицания. Далее, аналогично лемме 2.9, построим функцию, в

каждом состоянии которой реализуется функция, существенно зависящая не менее

чем от двух переменных, начиная с момента T . Учитывая А-полноту, получим сум-

матор по модулю два.

Лемма 2.11. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если в каждом из множеств Ci

содержится хотя бы одно локально нелинейное состояние, система А-полна и в

замыкании M содержится сумматор по модулю два, то система полна.

Доказательство. Аналогично предыдущим двум леммам, получим какую-либо ис-

тинностную функцию, в состоянии которой реализуется некоторая нелинейная функ-

ция а.-л. Используя сумматор по модулю два, тождественный 0 и тождественную 1,

несложно получить о.-д. функцию, в каждом состоянии которой реализуется штрих

Шеффера. Тогда, как нетрудно видеть, система M полна.

Таким образом, теорема 2.1 полностью доказана.

2.2.3. Следствия из теоремы 2.1

В теореме 2.1 рассмотрен случай, когда порождающее множество состоит только

из нуля, единицы и тождественной функции а.-л., а системаM содержит только одну

о.-д. функцию, не принадлежащую P−множеству PD. В этом разделе рассматрива-

ется случай, когда в качестве порождающего выбирается произвольное множество
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функций а.-л., содержащее {0, 1, x} и

M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Пусть

QM(T ) = Qf1(T ) ∪ ... ∪Qfm(T ).

Рассмотрим последовательность множеств

QM(0), QM(1), QM(2)...

Эта последовательность множеств также периодична. Пусть sM— длина периода этой

последовательности, TM — длина предпериода. Тогда определим

CM
i = QM(T + i), i = 1, 2, ... , sM .

Теорема 2.2. Пусть D ={0,1,x},M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}. Си-

стема M полна тогда и только тогда, когда она А-полна и в каждом из множеств

CM
i , i = 1, 2, ... , s содержится хотя бы одно локально нелинейное, хотя бы одно ло-

кально существенное и хотя бы одно локально немонотонное состояние.

Доказательство теоремы 2.1 легко переносится на этот случай, нужно показать

справедливость аналогичных одиннадцати лемм, которые формулируются и доказы-

ваются точно таким же образом.

Перейдем теперь к основному случаю данного раздела. Пусть D — произвольный

замкнутый класс а.-л., содержащий множество {0, 1, x} и

M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Во множестве D могут содержаться нелинейные, немонотонные и существенные

функции а.-л. Определим о.-д. функцию fL(D). Если в D содержится какая-либо
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нелинейная функция а.-л. Fl, то fL(D) - функция с одним состоянием, в котором ре-

ализуется Fl. В противном случае, fL(D) - функция с одним состоянием, в котором

реализуется константа 0. Аналогичным образом определим о.-д. функции fM(D) и

fs(D). Пусть

M ′ = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn} ∪ {fL(D)} ∪ {fs(D)} ∪ {fM(D)}.

Нетрудно видеть, что все о.-.д. функции fL(D), fs(D), fM(D) содержатся в PD, по-

этому [M ] ⊃ [M ′]. С другой стороны, по построению, [M ] ⊂ [M ′], следовательно,

замыкание системы M ′ совпадает с замыканием M . Для системы M ′ справедливо

следующее утверждение.

Теорема 2.3. Пусть

M ′ = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)} ∪ {fL(D)} ∪ {fs(D)} ∪ {fM(D)}.

Система M ′ полна тогда и только тогда, когда она А-полна и в каждом из мно-

жеств CM ′
i , i = 1, 2, ... , s содержится хотя бы одно локально нелинейное, хотя бы

одно локально существенное и хотя бы одно локально немонотонное состояние.

Доказательство. Действительно, если в каком-то из Ci нет, к примеру, локально

существенного состояния, это означает, что множество D не содержит ни одной су-

щественной функции а.-л. и доказательство неполноты в этом случае аналогично

доказательству Леммы2.6. Если в каждом из Ci есть состояния указанных типов, то,

по аналогии с доказательством теоремы 2.1, можно получить полную систему.

Поскольку [M ] = [M ′], то теорема 2.3 и будет являться эффективным критерием

распознавания полноты для системы M .
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2.3. Порождающее множество содержит тождественную функцию и од-

ну из констант

Рассмотрим теперь случай, когда порождающее множество D состоит из тож-

дественной функции а.-л. и одной из констант. Основной целью данного раздела

является доказательство следующего утверждения.
Теорема 2.4. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию алгебры-логики и одну из констант. Тогда существует алгоритм распо-

знавания полноты систем из ΩD.
Без ограничения общности, можно считать, что D = {0, x}, в разделе 2.3. через

D обозначено именно это множество. Пусть

M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}.

Тогда для определения полноты этой системы достаточно проверить, существует

ли в замыканииM тождественная единица. Если существует, то задача будет сведена

к случаю D = {0, 1, x}, которая, как показано выше, алгоритмически разрешима.

Если же в замыкании M не существует истинностной единицы, то система не полна.

Таким образом, целью этого раздела является построение алгоритма проверки того,

принадлежит ли тождественная единица замыканию M .

Введем несколько новых определений.

Константную о.-д. функцию, выход которой не зависит от входных пере-

менных и является периодической последовательностью будем обозначать через

p1p2...pl〈c1c2...cs〉, где p1p2...pl-предпериод, а c1c2...cs-период (не обязательно простой)

выходной последовательности. Например, тождественную единицу в этих терминах

можно обозначить через 〈1〉 или 〈11〉 или 1〈11〉.

Выведем несколько простых свойств таких функций.
Свойство 1. Пусть M = P 2

D

⋃
{f(x1, ... , xn)} и 〈1〉 ∈ A[M ], α̃0〈α̃〉 ∈ [M ], где α̃ ∈

Es
2, α̃0 ∈ ET

2 для некоторых натуральных T, s. Тогда β̃0〈α̃〉 ∈ [M ] для любого β̃0 ∈

ET+ks
2 , k ≥ 0.
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Свойство 2. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)} и α̃0〈α̃〉 ∈ [M ], где α̃ ∈ Es

2, α̃0 ∈ ET
2 для

некоторых натуральных T, s. Тогда α̃0〈β̃1... β̃n〉 ∈ [M ] для любых β̃1, ... , β̃n ∈ Es
2, β̃ ≤

α̃, n > 0.

Пусть B ⊆ Es
2. Обозначим через ΓT (B) множество всех бесконечных последова-

тельностей, представимых в виде ab1b2..., где a ∈ ET
2 , bi ∈ B.

Пусть dΓT (B)e - множество бесконечных последовательностей. Будем считать,

что γ ∈ dΓT (B)e тогда и только тогда, когда существует γ′ ∈ ΓT (B) такая, что γ и γ′

различаются не более чем в конечном числе разрядов.

Состояния о.-д. функции f , в которых реализуются функции а.-л., не сохраняю-

щие ноль будем называть несохраняющими ноль.

Пусть, как и ранее, Q(t) - множество состояний функции f , достижимых из

начального за t шагов, Q(t) = Cj если t представимо в виде T + j − 1 + ks, где T —

длина предпериода, s — ранг функции f , k ≥ 0, j ∈ {1, 2, ... , s}.

Зафиксируем некоторое множество двоичных наборов

A = {α1, ... , αm} ⊆ Es
2.

Построим ориентированный граф Gf (A) с пометками на ребрах, вершинами кото-

рого являются состояния из множества C1. Пусть q, p ∈ C1. В Gf (A) существует

ребро, ведущее из q в p если и только если существуют {β1, ... , βn} ∈ A такие,

что ϕ(β1, ... , βn, q) = p. Припишем этому ребру пометку ψ(β1, ... , βn, q), т.е. тот на-

бор который является выходом функции f , находящейся в состоянии q, по наборам

β1, ... , βn. Таким образом, в графе могут быть кратные ребра и петли. Очевидно, что

граф конечен, поэтому в нем можно найти все простые циклы за конечное время.

Выберем двоичные наборы, приписанные ребрам, которые входят хотя бы в один

простой цикл и обозначим их множество через If (A) — образ набора A относительно

функции f .

Множество наборов A ⊆ Es
2 будем называть 0-полным, если для любых α̃, β̃ ∈ Es

2

таких, что α̃ ≥ β̃ и α̃ ∈ A выполнено β̃ ∈ A.
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Теперь можно сформулировать основную теорему этой части.

Теорема 2.5. ПустьM = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. ТогдаM содержит тождественную

единицу тогда и только тогда, когда 〈1〉 ∈ A[M ] и для любого 0-полного A ⊂ E
s(f)
2

выполнено If (A) \ A 6= ∅.

Аналогом лемм про А-полноту в этом случае является лемма 2.12. Необходимость

и достаточность условий следуют из последующих трех лемм.

Лемма 2.12. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Тогда 〈1〉 ∈ A[M ] в том и только

в том случае, когда в каждом из множеств Q(0), Q(1)... , Q(T + s) существует

состояние, несохраняюшее ноль.

Доказательство. Действительно, если для некоторого i ∈ {0, 1, ... , T +s} во множе-

стве Q(i) нет состояний, несохраняющих ноль, то в момент i все функции системыM

будут находится в состояниях, в которых реализуются функции, сохраняющие ноль.

Следовательно, этим свойством будет обладать и любая суперпозиция над этой си-

стемой. Очевидно, что тогда в [M] не может содержаться функция i+1-эквивалентная

функции 〈1〉.

Доказательство в другую сторону проведем индукцией по τ . По условию, Q(0) =

{q0} и в Q(0) существует состояние, не сохраняющее ноль, следовательно начальное

состояние не сохраняет ноль. Тогда выход функции h = f(〈0〉, ... , 〈0〉) равен 1 в

первый момент. Т .е., h 1-эквивалентна функции 〈1〉, h ∈ [M ], поскольку 〈0〉, f ∈ [M ].

Таким образом, база индукции верна.

Пусть утверждение леммы верно для τ = k, т.е. существует о.-д. функция f (k) ∈

[M ] такая, что f (k) k-эквивалентна 〈1〉. Докажем утверждение для τ = k + 1. По

условию, во множестве Q(k) содержится состояние, не сохраняющее ноль, поскольку

Q(k) ∈ {Q(0), Q(1)... , Q(T + s)}.

Обозначим это состояние через q, оно достижимо из начального по некоторому на-
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бору слов длины k:

ϕ(α1, ... , αn, q0) = q, α1, ... , αn ∈ Ek
2 .

Построим функции hi(x1, x2), i ∈ {1, ... , n} следующим образом.

При t < k:

q(0) = q0, q(t+ 1) = qt+1,

Fqt(x1, x2) = x1 если αi(t+ 1) = 0, Fqt(x1, x2) = x2 если αi(t+ 1) = 1.

При t ≥ k:

q(t+ 1) = qk, Fqi(x1, x2) = 0.

Таким образом, функция hi полностью определена, она имеет k + 1 состо-

яний и, как несложно видеть, принадлежит замыканию M . Далее, видно что

hi(〈0〉, f (k)) = αi〈0〉, откуда следует, что αi〈0〉 также принадлежит [M ]. Рассмотрим

f(α1〈0〉, ... , αn〈0〉) = g. Через k тактов после начала работы функция f окажется

в состоянии q, в момент k + 1 на его вход будут поданы нули, следовательно вы-

ход функции g равен единице в момент k + 1. Введем вспомогательную функцию

h0(x1, x2):

q(0) = q0, q(t+ 1) = qt+1, Fqt(x1, x2) = x1 при t < k,

q(t+ 1) = qk, Fqt(x1, x2) = x2 при t ≥ k.

Заметим, что h0(x1, x2) принадлежит [M ] и выход функции h0(f (k), g) равен еди-

нице в первые k + 1 моментов времени. Таким образом, переход индукции и лемма

в целом полностью доказаны. Нетрудно видеть, что проверка условий леммы может

быть осуществлена за конечное число операций.

Лемма 2.13. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Если существует некоторое 0-

полное множество A ⊂ E
s(f)
2 такое, что If (A) \ A = ∅, то M не содержит ис-

тинностную единицу.

Доказательство. Докажем, что в этом случае все функции системы M сохраняют

множество бесконечных последовательностей dΓT (A)e. Рассмотрим бесконечную по-
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следовательность f(γ1, ... , γn), где γ1, ... , γn ∈ dΓT (A)e. По определению, существует

такое натуральное k, что γi ∈ ΓT+sk(A), i = 1, ... , n. Тогда в момент T + sk функция

f находится в одном из состояний множества C1. В следующие s моментов выход

f равен одному из наборов, приписанных ребрам графа Gf (A), в послеследующие

s моментов имеем аналогичную ситуацию и т.д. Учитывая то, что по ребрам, не

входящим ни в один цикл, можно пройти не более чем один раз, получаем

f(γ1, ... , γn) ∈ dΓT+sk(If (A))e ⊆ dΓT (A)e.

Ясно, что если все функции системы сохраняют dΓT (A)e, то и любая их супер-

позиция сохраняет это множество. Отсюда следует, что истинностная единица не

принадлежит замыканию M , поскольку она не сохраняет dΓT (A)e ни для какого

0-полного A ⊂ E
s(f)
2 .

Лемма 2.14. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn), 〈1〉 ∈ A[M ]. Пусть A ⊂ E

s(f)
2 0-полное

множество такое, что If (A) \A 6= ∅ и p1p2...pT 〈α̃〉 ∈ [M ] при всех p1, p2, ..., pT ∈ E2,

при всех α̃ ∈ A. Тогда существует 0-полное множество B ⊃ A такое, что

p1p2...pT 〈β̃〉 ∈ [M ] при всех p1, p2, ..., pT ∈ E2, при всех β̃ ∈ B.

Доказательство. Из того, что If (A) \A 6= ∅ следует, что в графе Gf (A) существует

ребро с пометкой α̃ ∈ Es
2, α̃ /∈ A, причем это ребро принадлежит некоторому простому

циклу. Пусть длина этого цикла равна l. Тогда ясно, что для любого k = 0, ... , l − 1

существуют такие о.-д. функции

gk1 = γ̃0
1〈γ̃1

1 ... γ̃
l
1〉, ... , gkn = γ̃0

n〈γ̃1
n... γ̃

l
n〉, γ̃0

i ∈ ET
2 + ks, γ̃ji ∈ A

что f(gk1 , ... , g
k
n) = α̃0

k〈α̃1... α̃l〉, где α̃1 = α̃, α̃0
k ∈ ET+sk

2 . Это следует из определе-

ния графа Gf (A) и того, что любое состояние множества C1 достижимо из началь-

ного за время T + sk. Согласно свойствам 1 и 2, gk1 , ... , gkn ∈ [M ], следовательно,

α̃0
k〈α̃1... α̃l〉 ∈ [M ].
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Рассмотрим о.-д. функцию h(x1, ... , xl) = y. Положим, y(t) = xi(t), если t предста-

вимо в виде T+Nls+(i−1)s+d+1, d < s для некоторого натурального N и y(t) = x1,

если t ≤ T . Ясно, что h(x1, ... , xl) ∈ P 2
D и h(α̃0

0〈α̃1... α̃l〉, ... , α̃0
l 〈α̃1... α̃l〉) = α̃0

0〈α̃〉 ∈ [M ].

Отсюда, по свойству 2 следует, что β̃0〈β̃〉 ∈ [M ] для всех β̃0 ∈ ET
2 , β̃ ≤ α̃. Возьмем в

качестве B множество наборов β̃ таких, что либо β̃ ≤ α̃, либо β̃ ∈ A и получим, что

для него утверждение леммы верно.

Лемма 2.15. Пусть M = P 2
D

⋃
{f(x1, ... , xn)}, 〈1〉 ∈ A[M ] и для любого 0-полного

A ⊂ E
s(f)
2 выполнено If (A) \ A 6= ∅. Тогда [M ] содержит истинностную единицу.

Доказательство. Рассмотрим A(0) = {0s(f)}. Ясно, что A(0) 0-полное и α̃0〈α̃〉 ∈ [M ]

для любых α̃0 ∈ ET
2 , α̃ ∈ A(0). Тогда, по лемме 2.14 получим, что существует неко-

торое 0-полное A(1) ⊃ A(0), обладающее такими же свойствами. Другими словами,

можно построить цепочку вложений A(0) ⊂ A(1) ⊂ A(2) ⊂ ... такую, что все мно-

жества 0-полны и α̃0〈α̃〉 ∈ [M ] для любых α̃0 ∈ ET
2 , α̃ ∈ A(k), k ≥ 0. Поскольку

всевозможных подмножеств множества Es(f)
2 конечное число, на некотором шаге по-

лучим A(i) = E
s(f)
2 . Отсюда и будет следовать, что 〈1〉 ∈ [M ].

Таким образом, теорема 2.5 полностью доказана.

Доказательство теоремы 2.5 легко переносится на более общий случай, справед-

ливо следующее утверждение.

Теорема 2.6. Пусть M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}. Тогда M содер-

жит истинностную единицу если и только если 〈1〉 ∈ A[M ] и для любого 0-полного

A ⊂ EsM

2 существует i ∈ {1, ... ,m} такое, что Ifi(A) \ A 6= ∅.

Итак, в данном разделе приведен алгоритм проверки того, принадлежит ли за-

мыканию системы

M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}

тождественная единица. Если не принадлежит, то, естественно, системаM не полна.
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Пусть истинностная единица принадлежит [M ], тогда рассмотрим

M ′ = P 2
{0,1,x}

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Несложно видеть, что [M ] = [M ′], а критерий распознавания полноты системы M ′

существует, он описан в параграфе 2.2. Из приведенных рассуждений следует спра-

ведливость теоремы 2.4.

2.4. Порождающее множество содержит тождественную функцию

Рассмотрим теперь более общий случай, а именно тот, когда множество D

состоит только из тождественной функции а.-л. Множество P 2
{x} будем обозначать

через P0.

Пусть

M = P 2
0

⋃
{f(x1, ... , xn)}.

Тогда для определения полноты этой системы достаточно проверить, существуют

ли в замыканииM истинностные константы. Если существуют, то задача будет сведе-

на к случаю D = {0, 1, x}, которая, как показано выше, алгоритмически разрешима.

В противном случае система не полна. Для общего случая получить эффективный

критерий не удалось, поэтому были рассмотрены несколько более узких случаев.

В параграфе 2.4.1. получен алгоритм для А-полноты. В параграфе 2.4.2. построен

эффективный критерий полноты при условии, что система M содержит произволь-

ную константную функцию. В параграфе 2.4.3. построен эффективный критерий

полноты при условии, что система M содержит функцию задержки.

2.4.1. Критерий А-полноты

В этом разделе приводится эффективный критерий распознавания А-полноты

систем из ΩD.
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Лемма 2.16. Пусть M = P0

⋃
{f(x1, ... , xn)}. Тогда M является А-полной в том

и только в том случае, когда в каждом из множеств Q0(0), Q0(1)... , Q0(T + s)

существует состояние, не сохраняющее ноль, не сохраняющее единицу, а также

нелинейное, немонотонное и несамодвойственное состояние.

Доказательство. Действительно, если для некоторого i ∈ {0, 1, ... , T +s} во множе-

стве Q0(i) нет состояний, к примеру, несохраняющих ноль, то в момент i все функции

системы M будут находится в состояниях, в которых реализуются функции а.-л.,

сохраняющие ноль. Следовательно, этим свойством будет обладать и любая компо-

зиция над этой системой. Очевидно, что тогда в [M ] не может содержаться функция

i+1-эквивалентная истинностной единице. Следовательно, система M не А-полна.

Доказательство в другую сторону проведем индукцией по τ . По условию, Q0(0) =

{q0} и Fq0 не сохранят ноль, единицу, немонотонна, нелинейна и несамодвойствен-

на. Другими словами, Fq0 - шефферова функция а.-л. Пусть H - произвольная о.-д.

функция, в начальном состоянии которой реализуется функция а.-л. h0. Как нетруд-

но видеть, существует о.-д. функция HM ∈ [M ], такая что в начальном состоянии

функции HM тоже реализуется функция h0. Тогда H 1-эквивалентна HM и система

[M ] 1-полна. Таким образом, база индукции верна.

Пусть утверждение леммы верно для τ = k, т.е. [M ] k-полна. Докажем утвер-

ждение для τ = k + 1. По условию, во множестве Q0(k) содержится состояние, не

сохраняющее ноль, поскольку

Q0(k) ∈ {Q0(0), Q0(1)... , Q0(T + s)}.

Обозначим это состояние через q, оно достижимо из начального по некоторому на-

бору слов длины k:

ϕ(α1, ... , αn, q0) = q, α1, ... , αn ∈ Ek
2

Построим для каждого слова αi функцию hi(y1, y2, xi), i ∈ {1, ... , n} следующим об-
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разом.

При t < k:

q(0) = q0, q(t+ 1) = qt+1,

Fqt(y1, y2, xi) = y1 если αi(t+ 1) = 0,

Fqt(y1, y2, xi) = y2 если αi(t+ 1) = 1.

При t ≥ k:

q(t+ 1) = qk, Fqi(y1, y2, xi) = xi.

Таким образом, функция hi полностью определена, она имеет k + 1 состояний

и, как несложно видеть, принадлежит замыканию M (поскольку принадлежит P0).

Пусть 0k, 1k ∈ [M ] - о.-д. функции, k-эквивалентные истинностным константам. Рас-

смотрим о.-д. функцию ei(xi) = hi(0
k, 1k, xi). Первые k тактов функция ei выдает

символы слова αi, а начиная с k + 1 такта пропускает переменную xi. Рассмотрим

о.-д. функцию fk+1
0 (x1, ... , xn) = f(e1(x1), ... , en(xn)). Через k тактов после начала

работы функция f окажется в состоянии q, в момент k+ 1 на его вход будут поданы

переменные x1, ... , xn. Следовательно, в момент k + 1 у функции fk+1
0 достижимое

только одно состояние, в котором реализуется функция а.-л., не сохраняющая ноль.

Из построения следует, что fk+1
0 ∈ [M ].

Аналогичным образом получим о.-д. функции fk+1
1 , fk+1

L , fk+1
M , fk+1

s у каждой из

которых достижимо только одно состояние в k + 1 момент, в котором реализует-

ся функция а.л. несохраняющая единицу, нелинейная функция, немонотонная или

несамодвойственная соответственно.

Пусть H(x1, ... , xm) - произвольная о.-д. функция. Построим функцию Hk+1 ∈

[M ] такую, что Hk+1 (k + 1)-эквивалентна H. Пусть в момент k + 1 у функции H

достижимы состояния q1, ... , qr, в которых реализуются функции а.-л. h1, ... , hr. С

помощью суперпозиции из функций fk+1
0 , fk+1

1 , fk+1
L , fk+1

M , fk+1
s можно получить о.-д.

функцию fk+1
hi

у которой в момент k + 1 реализуется функция hi, i = 1, ... , r.

Рассмотрим о.-д. функцию H0(x1, ... xm, y1, ... , yr), которая задается следующим

образом. Состояния функции H0 и функция переходов между состояниями такие
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же, как у функции H, в состояниях q1, ... , qr реализуются переменные y1, ... , yr со-

ответственно, а в остальных состояниях реализуется переменная x1. Очевидно, что

H0 ∈ P0. Пусть H1 = H0(x1, ... xm, f
k+1
h1

, ... , fk+1
hr

). Как нетрудно видеть, выход функ-

ции H1 совпадает с выходом функции H в момент k + 1 и H1 ∈ [M ].

Для завершения доказательства осталось рассмотреть о.-д. функцию

ek+1(x1, x2) ∈ [P0] , удовлетворяющую следующим условиям:

q(0) = q0, q(t+ 1) = qt+1, Fqt(x1, x2) = x1 при t < k

q(t+ 1) = qk, Fqt(x1, x2) = x2 при t ≥ k

В первые k тактов функция ek+1 пропускает переменную x1, а начиная с момента

k + 1 пропускает x2.

Положим Hk+1 = ek+1(Hk, H1). Очевидно, что Hk+1 ∈ [M ] и Hk+1 (k + 1)-

эквивалентна H. Таким образом, переход индукции и лемма в целом полностью до-

казаны. Нетрудно видеть, что проверка условий леммы может быть осуществлена за

конечное число операций.

Пусть теперь M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Пусть

QM(T ) = Qf1(T ) ∪ ... ∪Qfm(T ).

Рассмотрим последовательность

QM(0), QM(1), QM(2)...

Эта последовательность периодична, пусть TM — длина предпериода, sM — длина

периода, будем называть этот параметр рангом совокупности функций из M .

Лемма 2.17. Пусть M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}. Система

M А-полна тогда и только тогда, когда в каждом из множеств QM
0 (i), i =

0, 1, ... , TM + sM содержится хотя бы одно нелинейное, несамодвойственное и немо-

нотонное состояние, а также хотя бы одно состояние, несохраняющее ноль и со-

стояние, несохраняющее единицу.
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Доказательство этой полностью аналогично доказательству леммы 2.16.

Перейдем теперь к общему случаю. Пусть D - произвольный замкнутый класс

а.-л., содержащий тождественную функцию и

M = P 2
D ∪ {f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Поскольку D - замкнутый класс а.-л., в нем можно выделить конечный базис.

Рассмотри функции а.-л. r1 , ..., rd, которые образуют этот базис. Пусть о.-д. функция

Ri имеет только одно состояние, в котором реализуется функция ri, i ∈ {1 , ..., d}.

Пусть

M = P 2
D ∪ {f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}

M ′ = P 2
0 ∪ {f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)} ∪ {R1 , ..., Rd}.

Ясно, что [M ] = [M ′]. Сформулируем основную теорему этой части.

Теорема 2.7. Пусть

M = P 2
D ∪ {f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)},

M ′ = P 2
0 ∪ {f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)} ∪ {R1 , ..., Rd}.

Система M полна тогда и только тогда, когда в каждом из множеств QM ′
0 (i), i =

0, 1, ... , TM
′
+sM

′ содержится хотя бы одно нелинейное, несамодвойственное и немо-

нотонное состояние, а также хотя бы одно состояние, несохраняющее ноль и со-

стояние, несохраняющее единицу.

Справедливость теоремы 2.7 следует из приведенных выше рассуждений.

Нетрудно видеть, что проверка условий теоремы может быть осуществлена за ко-

нечное число операций. Таким образом, эффективный критерий распознавания А-

полноты построен. Заметим, что доказательство предшествующих двух лемм не за-

висит от наличия операции обратной связи. Поэтому, теорема 2.7 будет верна и для

случая, когда рассматривается операция композиции (при наличии обратной связи).
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2.4.2. Система М содержит константную функцию

Константную о.-д. функцию, выход которой не зависит от входных пере-

менных и является периодической последовательностью будем обозначать через

p1p2...pl〈c1c2...cm〉, где p1p2...pl-предпериод, а c1c2...cm-период (не обязательно про-

стой) выходной последовательности. Например, истинностную единицу в этих тер-

минах можно обозначить через 〈1〉 или 〈11〉 или 1〈11〉.

Пусть

M = P 2
0

⋃
{f(x1, ... , xn), K},

где K = p1p2...pl〈c1c2...cm〉 - константная функция.

Выведем несколько простых свойств таких систем.

Свойство 3. Пусть M = P 2
0

⋃
{f(x1, ... , xn), K},M А-полна и α̃0〈α̃〉 ∈ [M ], где

α̃ ∈ Es
2, α̃0 ∈ ET

2 для некоторых натуральных T, s. Тогда β̃0〈α̃〉 ∈ [M ] для любого

β̃0 ∈ ET+ks
2 , k ≥ 0.

Свойство 4. Пусть M = P 2
0

⋃
{f(x1, ... , xn), K}, K = p1p2...pl〈c1c2...cm〉 и α̃0〈α̃〉 ∈

[M ], где α̃ ∈ Em
2 , α̃0 ∈ El

2. Тогда α̃0〈β̃〉 ∈ [M ] для любого β̃ ∈ Em
2 ,такого что β̃(i) ∈

{α̃(i), ci}, i = {1, ... ,m}.
Пусть B ⊆ Es

2. Обозначим через ΓT (B) множество всех бесконечных последова-

тельностей, представимых в виде ab1b2..., где a ∈ ET
2 , bi ∈ B.

Пусть dΓT (B)e - множество бесконечных последовательностей. Будем считать,

что γ ∈ dΓT (B)e тогда и только тогда, когда существует γ′ ∈ ΓT (B) такая, что γ и γ′

различаются не более чем в конечном числе разрядов.

Состояния о.-д. функции f , в которых реализуются функции а.-л., не сохраняю-

щие ноль будем называть несохраняющими ноль.

Пусть, как и ранее, Q(0), Q(1), ... — последовательность подмножеств состояний

функции f . Ранее показано, что Q(t) = j если t представимо в виде T + j − 1 + ks,

где T — длина предпериода, s(f) — длина периода, k ≥ 0, j ∈ {1, 2, ... , s}.

Число s = s(f) ·m (m — длина периода функции K) также будет периодом этой

последовательности и периодом функции K.
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Зафиксируем некоторое множество двоичных наборов A = {α1, ... , αr} ⊆ Es
2 .

Построим ориентированный граф Gf (A) с пометками на ребрах, вершинами кото-

рого являются состояния из множества C1. Пусть q, p ∈ C1. В Gf (A) существует

ребро, ведущее из q в p если и только если существуют {β1, ... , βn} ∈ A такие,

что ϕ(β1, ... , βn, q) = p. Припишем этому ребру пометку ψ(β1, ... , βn, q), т.е. тот на-

бор который является выходом функции f , находящейся в состоянии q, по наборам

β1, ... , βn. Таким образом, в графе могут быть кратные ребра и петли. Очевидно, что

граф конечен, поэтому в нем можно найти все простые циклы за конечное время.

Выберем двоичные наборы, приписанные ребрам, которые входят хотя бы в один

простой цикл и обозначим их множество через If (A) — образ набора A относительно

функции f .

Множество наборов A ⊆ Es
2 будем называть K-полным, если для любых α̃, β̃ ∈ Es

2

таких, что β̃(i) ∈ {α̃(i), ci}, i = 1, ... , s и α̃ ∈ A выполнено β̃ ∈ A.

Теперь можно сформулировать основную теорему этой части.

Теорема 2.8. Пусть M = P0

⋃
{f(x1, ... , xn), K}. Тогда M содержит обе истин-

ностные константы если и только если M А-полна и для любого 0-полного A ⊂ Es
2

выполнено If (A) \ A 6= ∅.

Необходимость условий следуют из леммы 2.18, а достаточность — из

лемм 2.19,2.20.

Лемма 2.18. Пусть M = P0

⋃
{f(x1, ... , xn), K}. Если существует некоторое K-

полное множество A ⊂ E
s(f)
2 такое, что If (A) \ A = ∅, то M не полна.

Доказательство. Докажем, что в этом случае все функции системы M сохраняют

множество бесконечных последовательностей dΓT (A)e. Рассмотрим бесконечную по-

следовательность f(γ1, ... , γn), где γ1, ... , γn ∈ dΓT (A)e. По определению, существует

такое натуральное k, что γi ∈ ΓT+sk(A), i = 1, ... , n. Тогда в момент T + sk функция

f находится в одном из состояний множества C1. В следующие s моментов выход f

равен одному из наборов, приписанных ребрам графа Gf (A), в последующие s момен-

тов имеем аналогичную ситуацию и т.д. Учитывая то, что по ребрам, не входящим
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ни в один цикл, можно пройти не более чем один раз, получаем

f(γ1, ... , γn) ∈ dΓT+sk(If (A))e ⊆ dΓT (A)e

Ясно, что если все функции системы сохраняют dΓT (A)e, то и любая их супер-

позиция сохраняет это множество. Отсюда и следует, что M не полна.

Лемма 2.19. Пусть M = P0

⋃
{f(x1, ... , xn), K},M А-полна. Пусть A ⊂ Es

2

K-полное множество такое, что If (A) \ A 6= ∅ и p1p2...pT 〈α̃〉 ∈ [M ] при всех

p1, p2, ..., pT ∈ E2, при всех α̃ ∈ A. Тогда существует K-полное множество B ⊃ A

такое, что p1p2...pT 〈β̃〉 ∈ [M ] при всех p1, p2, ..., pT ∈ E2, при всех β̃ ∈ B.

Доказательство. Из того, что If (A) \A 6= ∅ следует, что в графе Gf (A) существует

ребро с пометкой α̃ ∈ Es
2, α̃ /∈ A, принадлежащее некоторому простому циклу. Пусть

длина этого цикла равна l. Тогда ясно, что для любого k = 0, ... , l − 1 существуют

такие о.-д. функции

gk1 = γ̃0
1〈γ̃1

1 ... γ̃
l
1〉, ... , gkn = γ̃0

n〈γ̃1
n... γ̃

l
n〉, γ̃0

i ∈ ET
2 + ks, γ̃ji ∈ A

что f(gk1 , ... , g
k
n) = α̃0

k〈α̃1... α̃l〉, где α̃1 = α̃, α̃0
k ∈ E

T+sk
2 . Это следует из определения

графа Gf (A) и того, что любое состояние множества C1 достижимо из начального за

время T +sk. Согласно свойствам 1 и 2, gk1 , ... , gkn ∈ [M ], следовательно, α̃0
k〈α̃1... α̃l〉 ∈

[M ].

Рассмотрим о.-д. функцию h(x1, ... , xl) = y. Положим, y(t) = xi(t), если t

представимо в виде T + Nls + (i − 1)s + d + 1, d = {0, 1, ..., s − 1} для некото-

рого натурального N и y(t) = x1, если t ≤ T . Ясно, что h(x1, ... , xl) ∈ P 2
0 и

h(α̃0
0〈α̃1... α̃l〉, ... , α̃0

l 〈α̃1... α̃l〉) = α̃0
0〈α̃〉 ∈ [M ]. Отсюда из свойства 4 следует, что

β̃0〈β̃〉 ∈ [M ] для всех β̃0 ∈ ET
2 , β̃ ∈ Es

2 таких, что β̃(i) ∈ {α̃(i), ci}, i = 1, ... , s.

Возьмем в качестве B множество наборов β̃ таких, что либо β̃(i) ∈ {α̃(i), ci}, i =

1, ... , s, либо β̃ ∈ A и получим, что для него утверждение леммы верно.
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Лемма 2.20. Пусть M = P0

⋃
{f(x1, ... , xn), K},M А-полна и для любого K-полного

A ⊂ Es
2 выполнено If (A) \ A 6= ∅. Тогда [M ] содержит обе истинностные констан-

ты.

Доказательство. Рассмотрим A(0) = {c1, ... , cs}. Ясно, что A(0) K-полно и α̃0〈α̃〉 ∈

[M ] для любых α̃0 ∈ ET
2 , α̃ ∈ A(0). Тогда, по предыдущей лемме получим, что суще-

ствует некоторое K-полное A(1) ⊃ A(0), обладающее такими же свойствами. Други-

ми словами, можно построить цепочку вложений A(0) ⊂ A(1) ⊂ A(2) ⊂ ... такую,

что все множества K-полны и α̃0〈α̃〉 ∈ [M ] для любых α̃0 ∈ ET
2 , α̃ ∈ A(k), k ≥ 0.

Поскольку всевозможных подмножеств множества Es
2 конечное число, на некотором

шаге получим A(i) = Es
2. Отсюда и будет следовать, что 〈0〉, 〈1〉 ∈ [M ].

Таким образом, теорема 2.8 полностью доказана.

Доказательство теоремы 2.8 легко переносится на более общий случай, справед-

ливо следующее утверждение.

Теорема 2.9. Пусть M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn), K}. Тогда M со-

держит истинностные константы если и только если M А-полна и для любого

K-полного A ⊂ EsM

2 существует i ∈ {1, ... , n} такое, что Ifi(A) \ A 6= ∅.
Пусть ΩD(f) — совокупность всех подмножеств M о.-д. функций, содержащих

ΩD и о.-д. функцию f , таких, что множество M \ ΩD конечно.

Из предыдущей теоремы следует следующее утверждение.

Теорема 2.10. Пусть множество D содержит тождественную функцию а.-л. То-

гда существует эффективный критерий распознавания полноты систем из ΩD(C),

где C — константная о.-д. функция.

2.4.3. Система М содержит функцию задержки

Без ограничения общности можно считать, что M содержит нулевую задержку

G0. Покажем, что существует алгоритм проверки существования в [M ] тождествен-

ного нуля. Тогда задача распознавания полнотыM будет сведена к случаю, рассмот-

ренному в разделе 2.3., который, как показано ранее, алгоритмически разрешим.

56



Введем несколько новых определений.

Рассмотрим о.-д. функцию hαk (x1, ... , xn) = y, α ∈ E2, k - натуральное число.

Положим y(t) = α, если выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) t ≤ k.

2) существуют числа i ∈ {1, ... , n}, τ ∈ {t − k, t − k + 1, ... , t − 1} такие, что

xi(τ) = α.

Положим y(t) = α во всех остальных случаях.

Например, функция h0
1(x) является нулевой задержкой G0.

Лемма 2.21. h0
k(x1, ... , xn) ∈ [P0 ∪ {G0}] для любых k, n.

Доказательство. Рассмотрим о.-д. функциюH(x1, ... , xn, x11, ... , x1k, ... , xn1, ... , xnk),

диаграмма Мура этой функции схематично изображена на Рис.2.3.H имеет nk состо-

яний, в каждом из которых реализуется одна из переменных xij. Переходы между

состояниями зависят только от значений переменных x1, ... , xn. На рисунке для

каждого состояния указаны переходы, которые реализуются, если все переменные

x1, ... , xn принимают значение 1. Переходы по всем остальным наборам ведут из

любого состояния в состояние x11, если x1 = 0; в x21, если x1 = 1, x2 = 0 и т.д.

Состояние, в котором реализуется переменная x11 является начальным. Очевидно,

H ∈ P0.

Рассмотрим суперпозицию

F (x1, ... , xn) = H(x1, ... , xn, G0(x1), ... , Gk
0(x1), ... , G0(xn), ... , Gk

0(xn)).

Как нетрудно видеть, F (x1, ... , xn) = hαk (x1, ... , xn), таким образом, лемма доказана.

Аналогично формулируется и доказывается следующая лемма.

Лемма 2.22. h1
k(x1, ... , xn) ∈ [P0 ∪ {G1}] для любых k, n.
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Рис. 2.3.

Пусть Q - множество состояний о.-д. функции f(x1, ... , xn). Будем говорить, что

состояния p, q ∈ Q 1-связны, если p достижимо из q, либо q достижимо из p по набору

слов a1, ... , an ∈ Em
2 состоящих только из единиц.

Подмножество K1 ⊆ Q будем называть компонентой 1-связности, если:

1) Для любых q, p ∈ K1 существует r ∈ K1 такое, что q 1-связно с r и p 1-связно

с r.

2) Если q ∈ K1 и существует состояние p ∈ Q, такое что q и p связны, то p ∈ K1.

Все множество состояний Q разбивается на непересекающиеся компоненты 1-

связности. Рассмотрим некоторую компоненту 1-связности K1. Она задает ориенти-

рованный граф G(K1), вершинами которого являются состояния компоненты. Су-

ществует ребро графа, ведущее из состояния p в состояние q тогда и только тогда,

когда

q = ϕf (1, ... , 1, p).

Очевидно, что из каждой вершины графа выходит ровно по одному ребру и

граф связен, если рассматривать его как неориентированный. Поэтому в графе будет
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ровно один цикл. Будем называть множество состояний, являющихся вершинами

этого ориентированного цикла, ядром компоненты K1 и обозначать через Ker(K1).

Мощность ядра компоненты будет равна длине цикла.

Компоненту 1-связности K1 будем называть несохраняющей единицу, если хотя

бы одно состояние из ядра K1 не сохраняет единицу. Будем называть компоненту

K1 сохраняющей единицу в противном случае.

Аналогичным образом вводятся понятия компоненты 0-связности и ядра компо-

ненты 0-связности.

ПустьK0 -компонента 0-связности,K1 -компонента 1-связности. Будем говорить,

что эти компоненты взаимносвязаны, если существуют q ∈ Ker(K0), p ∈ Ker(K1)

такие, что q достижимо из p и p достижимо из q.

В следующих двух леммах приводятся достаточные условия существования в

[M ] константной функции.

Лемма 2.23. Пусть M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn), G0},M А-полна. Если существуют

две взаимосвязанные компоненты K1, K0 1- и 0-связности соответственно, такие

что K1 не сохраняет единицу, то в замыкании M содержится истинностный ноль.

Доказательство. По определению, существуют состояния q ∈ Ker(K1), p ∈

Ker(K0) и наборы слов a1, ... , an ∈ Em
2 , b1, ... , bn ∈ El

2 такие, что

p = ϕf (a1, ... , an, q),

q = ϕf (b1, ... , bn, p).

Пусть мощность Ker(K1) равна C1, (т.е. q = ϕf (1C1 , ... , 1C1 , q)), а мощность

Ker(K0) равна C0. Пусть состояние q достижимо из начального по набору e1, ... , en ∈

ET
2 . Рассмотрим о.-д. функцию

H(x1, ... , xn, x
1
1, ... , x

1
c1
, x2

1, ... , x
2
c2
, x3

1, ... , x
3
m, x

4
1, ... , x

4
l , x

5
1, ... , x

5
T ),
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диаграмма Мура которой изображена на рис.2.4. Переходы между состояниями зави-

сят только от значений переменных x1, ... , xn. Переходы из состояний x1
c1
, x2

c2
, x3

m, x
4
l

зависят только от того, присутствует ли в наборе x1(t), ... , xn(t) единица. Переходы

из остальных состояний безусловны. Очевидно, что H ∈ P0.

Поскольку система M А-полна и G0 ∈M , то и G1 ∈M .

Выберем некоторое натуральное число N > c0 + c1 + m + l + T . Для каждого

i = {1, ... , n} построим суперпозицию Hi(x1, ... , xn). Для этого сделаем подстановку

в функцию H:

x5
1 ← h

ei(1)
N (x1, ... , xn), ... , x5

T ← h
ei(T )
N (x1, ... , xn),

x1
1 ← h1

N(x1, ... , xn), ... , x1
c1 ← h1

N(x1, ... , xn),

x2
1 ← h0

N(x1, ... , xn), ... , x2
c2 ← h0

N(x1, ... , xn),

x3
1 ← h

ai(1)
N (x1, ... , xn), ... , x3

m ← h
ai(m)
N (x1, ... , xn),

x4
1 ← h

bi(1)
N (x1, ... , xn), ... , x4

l ← h
bi(l)
N (x1, ... , xn).

Рассмотрим суперпозицию

g(x1, ... , xn) = f(H1(x1, ... , xn), ... , Hn(x1, ... , xn)).

Через T + c1 тактов после начала работы функция f окажется в состоянии q.

Если в следующий момент среди значений входных переменных присутствует

единица, то в следующие c1 тактов все функции H1, ... , Hn будут выдавать единицу,

и функция f опять окажется в состоянии q. Если значения всех входных переменных

равны нулю, то в следующие m тактов функции H1, ... , Hn будут выдавать слова

a1, ... , an соответственно, и функция f окажется в состоянии p.

Для состояния p также возможны два варианта. Если в следующий момент среди

значений входных переменных присутствует единица, то функции H1, ... , Hn будут
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Рис. 2.4.

выдавать слова b1, ... , bn соответственно в следующие l тактов и функция f перейдет

в состояние q. В противном случае в следующие c2 тактов на все входы функции f

будут поступать нули, и она вернется в состояние p.

Заметим, что если значения всех переменных x1(t), ... , xn(t) принимают единич-

ные значения на некотором промежутке длины N, t ∈ [K,K +N − 1], то существует

t1 ∈ [K,K + N ] такое, что g(x1, ... , xn)(t1) = 0. Это следует из того, что компонента

K1 не сохраняет единицу.

Следовательно, суперпозиция h0
N(x1, ... , xn, g(x1, ... , xn)) является тождествен-
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ным нулем, что и требовалось доказать.

Аналогичным образом доказывается лемма4.

Лемма 2.24. Пусть M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn), G0},M А-полна. Если существуют

две взаимосвязанные компоненты K1, K0 1- и 0-связности соответственно, такие

что K0 не сохраняет ноль, то в замыкании M содержится истинностная единица.

Теперь осталось показать, что эти достаточные условия являются и необходимы-

ми.

Лемма 2.25. Пусть M = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn), G0},M . Если не существуют двух

взаимосвязанных компонент K1, K0 1- и 0-связности соответственно таких, что

либо K0 не сохраняет ноль, либо K1 не сохраняет единицу, то [M ] не содержит

истинностных констант.

Доказательство. Для доказательства леммы введем еще одно понятие.

Пусть B - множество бесконечных последовательностей, составленных из элемен-

тов E2. Будем говорить, чтоB обладает (0,1)-свойством, если для любого натурально-

го L существует t1 такое, что для любого b ∈ B выполнено b(t1+1) = 1, ... , b(t1+L) = 1

и существует t0 такое, что для любого b ∈ B выполнено b(t0 +1) = 0, ... , b(t0 +L) = 0.

Как несложно видеть, множества, обладающие (0,1)-свойством существуют, напри-

мер, B = {010011000111...}.

Пусть B - некоторое максимальное (0,1)-множество. Т.е. такое, которое нельзя

расширить без потери свойства (0,1). Покажем, что любая функция из M сохраняет

B.

Для функций из P0 это утверждение очевидно.

Пусть b ∈ B, покажем что G0(b) ∈ B. Зафиксируем произвольное L. По опреде-

лению, существует такое t0, что a(t0 + 1) = 0, ... , a(t0 + L+ 1) = 0 для любых a ∈ B.

Тогда G0(b)(t0 + 2) = 0, ... , G0(b)(t0 +L+ 1) = 0, т.е. для любого i ∈ [t0 + 2, t0 +L+ 1],

для любого a ∈ B ∪ {G0(b)} выполнено a(i) = 0. Аналогично и для единиц. Т.е.

B ∪ {G0(b)} обладает (0,1) - свойством, но поскольку B - максимальное (0,1) - мно-

жество, то G0(b) ∈ B.
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Пусть b1, ... , bn ∈ B, покажем что f(b1, ... , bn) ∈ B. Пусть функция f имеет N со-

стояний. Из определения (0,1)-свойства, следует, что существует счетное множество

V0 натуральных чисел такое, что все последовательности из B равны нулю на любом

промежутке [t − N, t] при t ∈ V0. Каждому такому промежутку сопоставим компо-

ненту 0-связности K0(t), в которой находится функция f в момент t при подстановке

значений b1, ... , bn в качестве входных переменных. Ясно, что в этот момент текущее

состояние функции f принадлежит ядру компоненты K0(t).

Пусть A0 - компонента 0-связности, несохраняющая ноль. Пусть A0 = K0(t0) для

некоторого t0 ∈ V0. По определению, существует t1 > t0 такое, что все последователь-

ности из B равны единице на промежутке [t1−N, t1]. Это означает что функция f в

момент t1 находится в одном из состояний ядра некоторой компоненты 1-связности

A1. Отсюда следует, что A0 6= K0(t) для любого t > t1, иначе компоненты A0 и A1

были бы взаимосвязаны, что противоречит условию леммы. Следовательно, можно

указать такое значение T0, что функция f будет находится в компоненте 0-связности,

сохраняющей ноль в любой момент времени, больший T0.

Аналогично доказывается, что существует значение T1 такое, что функция f

будет находится в компоненте 1-связности, сохраняющей единицу в любой момент

времени, больший T1. Пусть T = max(T0, T1)

Покажем теперь, что f(b1, ... , bn) ∈ B. Зафиксируем любое натуральное L. Из

определения (0,1)-свойства следует, что существует t > T такое, что все последова-

тельности из B равны нулю на промежутке [t, t+N + L]. По доказанному ранее, на

этом промежутке времени функция f находится в некоторой компоненте 0-связности,

сохраняющей ноль. В момент t + N функция будет находится в ядре этой компо-

ненты, следовательно последовательность f(b1, ... , bn) равна нулю на промежутке

[t + N, t + N + L] (поскольку b1, ... , bn равны нулю на этом промежутке и текущая

компонента 0-связности сохраняет ноль). Похожим образом доказывается, что най-

дется и некоторое значение t1 такое, что все последовательности из B и f(b1, ... , bn)

равны единице на промежутке [t1, t1+L]. Следовательно, множество B∪{f(b1, ... , bn)}
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обладает (0,1)-свойством. Из того, что B - максимальное (0,1)-множество, следует,

что f(b1, ... , bn) ∈ B.

Все функции системы M сохраняют множество B, следовательно, любая их су-

перпозиция тоже сохраняет это множество. Тогда истинностный ноль и истинностная

единица не могут содержаться в [M ].

Сформулируем теперь основную теорему этого параграфа.

Теорема 2.11. ПустьM = P0

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn), G0},M А-полна.M

содержит истинностную константу тогда и только тогда, когда хотя бы одна из

функций f1 , ..., fm имеет взаимосвязанные компоненты K1, K0 1- и 0-связности

соответственно такие, что либо K0 не сохраняет ноль, либо K1 не сохраняет

единицу.

Справедливость теоремы следует из предыдущих лемм.

Таким образом, для проверки полноты системыM в этом случае, сначала нужно

проверить выполнение условий теоремы 2.11. Если условия выполнены, переходим к

случаю, когда M содержит константную функцию, который алгоритмически разре-

шим. Если условия не выполнены, то система не полна.

Случай, когда система M содержит единичную задержку абсолютно симметри-

чен.

Пусть ΩD(f) — совокупность всех подмножеств M множества P , содержащих

ΩD и о.-д. функцию f , таких, что множество M \ ΩD конечно. Пусть о.-д. функ-

ции G0(x), G1(x) — нулевая и единичная задержка соответственно. Обозначим G =

{G0(x), G1(x)}.

Следовательно, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.12. Пусть множество D содержит тождественную функцию а.-л. То-

гда существует эффективный критерий распознавания полноты систем из ΩD(g),

где g принадлежит множеству G.
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2.5. Порождающее множество не содержит тождественную функцию

Пусть порождающее множество D не содержит тождественную функцию а.-л.

Покажем, что тогда не существует алгоритма распознавания полноты систем из ΩD.

Из строения решетки замкнутых классов Поста следует, что если порождаю-

щее множество не содержит тождественную функцию, то возможны только три Р-

множества: P{0}, P{1}, P{0,1}. Первые два из них состоят только из одной о.-д. функции

— тождественного нуля и единицы соответственно. Поскольку в P 2 не существует ко-

нечной полной системы относительно суперпозиции, то говорить об алгоритме рас-

познавания полноты в этих случаях бессмысленно. Любая система из Ω{1} или из

Ω{0} неполна. Третий случай — P{0,1} или автоматы Мура. Его стоит рассмотреть

подробнее.

Следующая теорема показывает, что вопрос о существовании алгоритма имеет

смысл в данном случае.

Теорема 2.13. Среди систем о.-д. функций из Ω{0,1} существуют полные и непол-

ные системы.

Доказательство. В качестве примера неполной системы рассмотрим

M1 = P{0,1} ∪ {0}.

Очевидно, что M1 принадлежит множеству автоматов Мура, поэтому она неполна.

Теперь приведем пример полной системы. Пусть h(x1, x2) — истинностная о.-д.

функция, в каждом состоянии которой реализуется штрих Шеффера. Рассмотрим

систему

M2 = P{0,1} ∪ {h}.

Покажем, что эта система полна. Для этого выберем произвольную о.-д. функцию

f(x1, ... , xn) и покажем, что она выразима через систему M2.

Пусть функция f(x1, ... , xn) имеет p состояний q1, ... , qp. Построим p о.-д. функ-
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ций g1(x1, ... , xn), ... , gp(x1, ... , xn). Множество состояний и функция переходов функ-

ции gi такие же, как у функции f. Отличается только функция выхода, а именно,

в состоянии qi реализуется единица, а во всех остальных состояниях ноль. Таким

образом, функция gi определяет, находится ли функция f в состоянии qi. Очевидно,

gi является автоматом Мура и, следовательно, принадлежит P−множеству P{0,1}.

Рассмотрим функцию а.-л. a(x1, ... , xn, y1, ... , yp), которая определяется следующим

образом:

a(x1, ... , xn, α1, ... , αp) = Fqi(x1, ... , xn) при αi = 1, αj = 0, i <> j;

a(x1, ... , xn, α1, ... , αp) = 0 в противном случае.

Переменные y1, ... , yp являются управляющими, от их значений зависит, какая

из функций Fqi будет моделироваться на остальных переменных.

Пусть A(x1, ... , xn, y1, ... , yp) — о.-д. функция, в каждом состоянии которой реали-

зуется a(x1, ... , xn, y1, ... , yp). Очевидно, ее можно выразить из h(x1, x2). Рассмотрим

суперпозицию

A(x1, ... , xn, g1(x1, ... , xn), ... , gp(x1, ... , xn)).

Несложно видеть, что выход этой суперозиции совпадает с выходом функции f

на любых наборах данных. Функции g1, ... , gp "указывают", в каком состоянии нахо-

дится функция f , а затем функция a реализует ту же самую функцию а.-л., которая

в данный момент реализуется у f . Следовательно, функция f выразима через си-

стему M2. Поскольку, в качестве f была выбрана произвольная о.-д. функция, то

система M2 полна.

С помощью модификации доказательства алгоритмической неразрешимости пол-

ноты конечных во множестве автоматных отображений, приведенного в [22], дока-

зывается следующее утверждение.

Теорема 2.14. Не существует алгоритма распознавания полноты систем из

Ω{0,1}.

66



Доказательство. Для доказательства неразрешимости полноты будем использовать

понятие однородной системы продукций Поста [27]. Для каждой однородной системы

продукций Поста можно поставить задачу о существовании алгоритма распознава-

ния остановки этой системы. Оказывается, что существуют системы с неразрешимой

проблемой остановки. Пусть T0 =< D0, V0, w0 > — однородная система продукций

Поста, для которой проблема остановки неразрешима.

Теперь перейдем к задаче о полноте о.-д. функций. Пусть D0 = {d1, ... , dk}.

Закодируем буквы алфавита D0 следующим образом:

di → 1i0k−i+11, i = 1, ... , k.

Длина каждого кода равняется k + 2. Код буквы a ∈ D0 будем обозначать через ã.

Если A ∈ D∗0, A = a1...as, через Ã обозначим код слова A — набор ã1...ãs.

Бесконечную последовательность α назовем правильной, если она представима

в виде

α = 0nα′0∞,

где α′ — код некоторого слова, n ≥ 0.

Для каждого i = 1, ... , k рассмотрим о.-д. функцию fi(x), обладающая следую-

щими свойствами:

1) если a ∈ {0, 1}, a1, ... , al ∈ D0, β = a0nd̃iã1...ãl0
∞ и l >= w0 − 1, то

fi(β) = a0n+w0(k+2) ˜aw0 ...ãlR̃i0
∞, где Ri ∈ D∗0 таково, что пара (di, Ri) принадлежит V0;

2) если a ∈ {0, 1}, a1, ... , al ∈ D0, β = a0nd̃iã1...ãl0
∞ и l < w0 − 1, то fi(β) = a0∞;

3)fi(a0∞) = a0∞;

4) если β не представимо в виде a0nd̃iã1...ãl0
∞ или в виде a0nd̃iã1ã2..., то для

некоторого t выполнено fi(β) = γ = γ(1)γ(2)...γ(t)111...

Нетрудно видеть, что такие о.-д. функции существуют.

Рассмотрим еще две о.-д. функции — fy(x1, x2, x3) и fH(x1, x2). Диаграммы Мура

для этих функций представлены на рис. 2.5. Обозначим через fu(x1, x2) о.-д. функ-
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Рис. 2.5. Функции fH(слева) и fy(справа)

цию с одним состоянием, в котором реализуется функция а.-л. x1&x2. Если на третий

вход функции fy подать сверхслово, отличное от a0∞, то через конечное время она

перейдет в состояние, в котором реализуется единица, и больше оттуда уже не вый-

дет.

Заметим также, что если f 0(x) — такая о.-д. функция, что для любых a ∈

{0, 1}, γ ∈ {0, 1}∞ имеет место f 0(aγ) = a0∞, то

fu(x1, x2) = fy(x1, x2, f
0(fH(x1, x2))).

Наконец, пусть ξ ∈ D∗0. Рассмотрим, о.-д. функцию fξ(x), такую, что для лю-

бых a ∈ {0, 1}, γ ∈ {0, 1}∞ имеет место fξ(aγ) = aξ̃0∞. Для произвольного ξ ∈ D∗0

рассмотрим систему о.-д. функций

Σξ = P{0,1} ∪ {fy(x1, x2, x3), fH(x1, x2), fξ(x), fi(x), i = 1, ... , k}.

Покажем, что она является полной в P2 относительно суперпозиции тогда и только
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тогда, когда система T0-продукций слова ξ конечна.

а) Пусть множество T0-продукций ξ конечно. Это означает, что последователь-

ность T0-продукций

ξ = ξ1 → ξ2 → ...→ ξs

обрывается на слове ξs, длина которого меньше w0.

Пусть числа ji, i = 1, ...s выбраны таким образом, что начальная буква слова ξj

есть буква dji . Несложно видеть, что

fis(fis−1(...(fi1(fξ(x))...)) = f 0(x).

Поскольку fu(x1, x2) = fy(x1, x2, f
0(fH(x1, x2))), то функция fu(x1, x2) принадлежит

замыкания системы Σξ. Следовательно, по предыдущей теореме, она является пол-

ной.

б) Пусть система Σξ полна. Тогда над ней можно построить схему S, котороая

реализует fu(x1, x2). Пусть F — "последний" элемент в этой схеме, выход которо-

го является выходом схемы S. Очевидно, что F не есть элемент fH , fi, i = 1, ...k

и fξ, поскольку во второй момент времени каждая из этих функций находится в

состоянии, в котором реализуется константа. Следовательно, последним элементом

является fy. Будем строить последовательность элементов e1, e2, ... схемы S, начиная

с элемента F , т.е. e1 = F . В качестве e2 возьмем элемент, выход которого соединен с

третьим входом e1. Если это — элемент fξ, fH или автомат Мура (т.е., принадлежит

P−множеству P{0,1}), закончим построение, если fy, то e3 — элемент, выход которо-

го соединен с третьим входом e2, если e2 — один из элементов fi, то e3— элемент,

выход которого соединен с входом e2 и т.д. Очевидно, что эта последовательность

конечна, поскольку схема S конечна, а операция обратной связи в рассматриваемой

функциональной системе отсутствует.

Последовательность e1, e2, ... не может оборваться на элементе fH , поскольку в

этом случае на выходе всей схемы реализуются только последовательности, оканчи-
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вающиеся бесконечным сверхсловом из единиц. Также она не может оборваться на

элементе из P{0,1}, поскольку тогда у всей схемы в первый момент времени будет ре-

ализовываться константа. Следовательно, последовательность e1, e2, ... оканчивается

на элементе fξ, либо вход последнего элемента является входом схемы S. В послед-

нем случае, подавая на этот вход последовательность 1∞, на выходе схемы получим

последовательность, оканчивающуюся на сверхслово 1∞. Это противоречит тому, что

схема S реализует функцию fu(x1, x2). Осталось рассмотреть один случай — когда

цепочка e1, e2, ... оканчивается элементом fξ. Тогда, пройдя вниз по этой цепочки,

начиная с fξ, получим суперпозицию

g(x) = fis(f − is−1(...fi1(fξ))...)).

Нетрудно видеть, что функция g(x) совпадает с f 0(x), поскольку в противном случае

на выходе схемы S реализуется сверхслово, оканчивающе на бесконечное число еди-

ниц. Далее, из равенства g(x) = f 0(x) следует, что множество T0−продукций слова

ξ конечно.

Из приведенных выше рассуждений следует, что задача об остановке в T0 может

быть сведена к задаче о полноте системы Σξ. Система продукций T0 была выбра-

на таким образом, что проблема остановки для нее алгоритмически неразрашима.

Отсюда следует неразрешимость полноты системы Σξ.

2.6. Эффективный критерий А-выразимости для систем, содержащих

P−множества

Наряду с задачей о полноте, интерес представляет и более общая (и более слож-

ная) задача о выразимости. Будем говорить, что о.-д. функция f выразима через

систему M , если f ∈ [M ]. Аналогично, о.-д. функция f А-выразима через систему

M тогда и только тогда, когда f ∈ A[M ].
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Исследуем вопрос о том, в каких случаях существует эффективный критерий

выразимости для систем, принадлежащих совокупности ΩD. Требуется построить

алгоритм, который по произвольной о.-д. функции f и по системе M ∈ ΩD должен

определить, выразима ли f через M . Либо нужно установить, что для данного D

такого критерия не существует. Аналогично ставится и задача об А-выразимости.

Теорема 2.15. Пусть множество функций а.-л. D содержит тождествен-

ную функцию и обе константы, тогда существует эффективный критерий А-

выразимости для систем, принадлежащих совокупности ΩD.

Доказательство этой теоремы конструктивно, т.е. алгоритм распознавания вы-

разимости построен. Для формулировки критерия потребуется ввести еще несколько

определений.

Рассмотрим произвольную о.-д. функцию f . Обозначим через Q = {q0, q1, ... , qp}

– множество ее состояний, где q0 – начальное состояние. Функцию алгебры-логики,

реализуемую в состоянии qi обозначим через Fqi . Обозначим через Q(t) подмножество

Q, состоящее из всех состояний, t-достижимых из начального. Пусть

FQ(t) =
⋃

q∈Q(t)

{Fq}.

Рассмотрим периодическую последовательность множеств состояний функции f :

Q(0), Q(1), Q(2)...

Пусть T — длина ее предпериода, s – длина периода. Для функции f построим

характеристическую последовательность множеств функций а.-л.:

Ψf = ([FQ(0)], [FQ(1)], ... ).

Из вышесказанного следует, что число различных элементов в этой последователь-

ности конечно и она также периодична, T является предпериодом, а s — периодом
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(возможно, кратным). Через Ψf (t) будем обозначать элемент последовательности с

номером t, т.е. [FQ(t)].

Пусть теперь M = P 2
D

⋃
{f1(x1, ... , xn) , ..., fm(x1, ... , xn)}.

Пусть

QM(t) = Qf1(t) ∪ ... ∪Qfm(t),

FM
Q(t) = FQf1 (t) ∪ ... ∪ FQfm (t).

Построим характеристическую последовательность для M :

ΨM = ([FQM (0) ∪D], [FQM (1) ∪D], ...).

Несложно видеть что у любой функции g ∈ [M ] в момент времени t достижи-

мы только такие состояния, в которых реализуются функции а.-л. из [FQM (t) ∪ D].

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.16. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию а.-л. и обе константы (0 и 1). Пусть M = P 2
D

⋃
{f1 , ..., fm}. Тогда о.-д.

функция f А-выразима через системуM тогда и только тогда, когда Ψf (t) ⊆ ΨM(t)

для любых t.

Поскольку характеристические последовательности периодичны, осуществить

проверку выполнения условий теоремы можно за конечное число операций, т.е. кри-

терий является алгоритмом.

Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет доказательство леммы

2.4. Если условия теоремы выполнены, то с помощью механизма, описанного в дока-

зательстве леммы 2.4, может быть построена функция f . В противном случае, как

несложно видеть, функция f не является А-выразимой из M .
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Глава 3

Полные системы в P−множествах

Очевидно, P−множество можно рассматривать, как самостоятельную функцио-

нальную систему, и тогда возникает ряд стандартных для функциональных систем

задач. В [22] показано, что в (P 2)Σ существует полная система, не содержащая ба-

зиса, вместе с тем, в (P 2)Σ можно выделить базис. С этой точки зрения интерес

представляет аналогичная задача для функциональной системы (P 2
D)Σ, порожден-

ной произвольным множеством D.

3.1. Порождающее множество содержит обе константы

Пусть D— замкнутый класс а.-л., содержащий тождественную функцию и обе

константы. Рассмотрим вопрос о существовании базиса в (P 2
D)Σ. Понятно, что конеч-

ного базиса не существует, поскольку в противном случае существовал бы конечный

базис и в P 2. Следовательно, если базис в (P 2
D)Σ существует, то он бесконечный.

Теорема 3.1. Пусть 0, 1 ∈ D. Тогда в (P 2
D)Σ существует полная система, не со-

держащая базиса.

Доказательство. Пусть ρ = {ρ1, ..., ρd} — множество функций а.-л., которое яв-

ляется базисом в D. Согласно [30], такой базис всегда можно эффективно построить.

Обозначим через R = {R1, ..., Rd} множество о.-д. функций с одним состоянием,

таких, что в состоянии функции Ri реализуется функция а.-л. ρi. Очевидно, что

тождественные 0 и 1 принадлежат замыканию R.

Зафиксируем произвольное натуральное числоm и рассмотрим произвольные 2m

о.-д. функций. Пусть в совокупности они зависят от переменных x1, ..., xn. Каждой

функции можно взаимнооднозначно сопоставить двоичный набор длины m. Т.е. в

качестве номера функции будем рассматривать значение этого набора. Обозначим

эти о.-д. функции через f00..0, ..., f11..1.
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Рассмотрим схему, изображенную на рис. 3.1., которая реализует некоторую о.-д.

функцию h(x1, ..., xn, y1, ..., ym, z). В блоках, обозначенных F00..0, ..., F11..1, реализу-

ются о.-.д функции f00..0, ..., f11..1 соответственно. В блоке Mα, где α — двоичный

набор длины m, реализуется такая о.-д. функция, что ее значение в первый момент

времени равно 1 тогда и только тогда, когда двоичный набор значений входных пере-

менных в первый момент времени равен α, т.е. (y1(1), ..., ym(1)) = α. Выход функции

в блоке Mα в остальные моменты времени всегда равен 0. Блок Mx реализует о.-д.

функцию от одной переменной, которая пропускает значение переменной в первый

момент времени и выдает 0 во все последующие моменты. В блоках, обозначенных

∨, реализуется дизъюнкция, в блоках & — конъюнкция, в блоках G0 — нулевая за-

держка.

Пусть в первый момент времени набор входных переменных (y1(1), ..., ym(1))

принимает значение α. Это означает, что на выходе блока Mα реализуется единица

в первый момент времени, а выход всех остальных блоков Mβ, β 6= α равен нулю в

первый момент. Следовательно, в первый момент времени на выходе схемы появля-

ется значение z(1), а в остальные моменты на входы последней дизъюнкции подается

только одно значение, отличное от тождественного нуля, это значение функции fα.

Таким образом, начиная со второго момента времени, функция h "работает"как одна

из функций f00..0, ..., f11..1. Какая конкретно функция получится, зависит от значений

переменных y1, ..., ym в первый момент времени.

Проверим, что h ∈ PD. Для это нужно рассмотреть функции а.-л., которые реа-

лизуются в состояниях h. В первый момент реализуется z — тождественная функция

а.-л. Во все остальные моменты реализуется функция а.-л., которая также реализует-

ся в одном из состояний о.-.д функции fα, которая принадлежит PD. Следовательно,

h также принадлежит PD.

Покажем, что f00..0, ..., f11..1 ∈ [h ∪ R]. Рассмотрим произвольную функцию

fα. Пусть в начальном состоянии fα реализуется функция а.-л. a(x1, ..., xn). Пусть

A(x1, ..., xn) — о.-д. функция с одним состоянием, в котором реализуется a. Пусть
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Рис. 3.1.
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Ci — тождественный ноль, если i-й разряд набора α равен 0, и Ci — тождествен-

ная единица в противном случае, i ∈ {1, ...,m}. Очевидно, A,Ci ∈ R. Рассмотрим

суперпозицию

h(x1, ..., xn, C1, ..., Cm, A(x1, ..., xn)).

Из определения функции h следует, что выход такой суперпозиции совпадает с

выходом fα в любой момент времени.

Функцию h будем называть генератором для функций f00..0, ..., f11..1.

Перенумеруем некоторым образом все функции из PD\R. Это можно сделать, по-

скольку PD содержит счетное число функций. Построим нумерацию таким образом,

чтобы для любого натурального m > 0 функция с номером 2m + 1 являлась гене-

ратором для всех функций с номерами, не превосходящими 2m. Будем обозначать

функцию с номером 2m + 1 через hm. Рассмотрим бесконечную систему функций

N = R
⋃
i≥1

{hi}.

Очевидно, система N полна. Предположим, из нее можно выделить базис. Функ-

ции из R обязательно должны присутствовать в базисе, поскольку все функции hm

пропускают значение переменной z в первый момент времени. Поскольку базис не

может быть конечным, в нем присутствуют хотя бы две функции hi, hj, i < j. Но, по

построению, hi ∈ [R ∪ hj]. Следовательно, функцию hi можно исключить из базиса

без потери свойства полноты. Следовательно, это не базис. Теорема доказана.

В [22](стр. 175-178) приведен пример базиса в P относительно суперпозиции.

Покажем, что конструкция, описанная там, с некоторыми модификациями перено-

сится и на рассматриваемый случай. Для этого нам понадобится понятие F -свойства,

введенное в [20].

Пусть f(x1, ... , xn) — о.-д. функции из PD. Будем считать, что переменная xi

функции f обладает F -свойством на сверхслове γ, если существуют момент времени
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t0 такой, что для любых сверхслов b1, ... , bi−1, bi+1, ... , bn значение

b = f(b1, ... , bi−1, γ, bi+1, ... , bn)

таково, что γ(t) = b(t) для любого t > t0.

Иначе говоря, если подать сверхслово γ на i-й вход функции f , она постепенно

превратится в проводник и будет пропускать переменную xi.

Введенное понятие позволяет кодировать автомат с помощью ключа, которым

является бесконечная последовательность (сверхслово). Периодическое сверхслово

можно рассматривать как константную о.-д. функцию. Очевидно, что все констант-

ные функции принадлежат PD, поскольку в каждом состоянии константной о.-д.

функции реализуется либо 0, либо 1, и 0, 1 ∈ D.

Лемма 3.1. Пусть f(x1, ... , xn) — о.-д. функция из PD, γ — сверхслово. Существует

о.-д. функция f(x1, ... , xn, z) ∈ PD такая, что выполнены следующие условия:

1) f ′(x1, ... , xn, γ) = f(x1, ... , xn);

2) Переменная z функции h обладает F -свойстом на любой последовательно-

сти, отличной от γ.

Доказательство. Рассмотрим следующую схему, реализующую f ′. Здесь символом

ρ отмечена подсхема, реализующая истинностную о.-.д. функцию, в состояниях кото-

рой реализуется функция а.-л. ρ(x1, x2) = x1x2 ∨ x̄1x̄2, символом & обозначена конъ-

юнкция, а символом v функция v(x1, x2, x3) = x1x3∨x2x̄3, G1 — единичная задержка,

γ — константная о.-д. функция, реализующая бесконечную последовательность γ.

До тех пор, пока на вход z поступает последовательность γ, на третий вход блока

v будет поступать 1, и на выходе системы будет реализовываться значение функции

f . Таким образом, первое условие выполнено.

Пусть на вход z подается последовательность γ′, отличная от γ, γ′(t0) 6= γ(t0).

Тогда на третий вход блока v будет поступать значение 0 в любой момент времени,

больший t0. Отсюда следует, что на выходе схемы будет реализовываться последо-
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вательность, отличная от γ′ лишь в конечном числе разрядов, что означает справед-

ливость второго условия.

Осталось проверить, что функция f ′, построенная таким образом, принадлежит

PD. Действительно, если на третий вход блока v поступает значение 1, то на выход

функции f ′ поступает значение f в этот момент времени. Функция а.-л., реализу-

емая в состоянии функции f , принадлежит D, поскольку f ∈ PD. Если на третий

вход блока v поступает значение 0, то функция f ′ находится в состоянии, в котором

реализуется либо 0, либо 1. Т.е., у функции f ′ достижимы только те состояния, в

которых реализуются функции из D. Лемма доказана.

Будем писать h = K(f, γ), если h кодирует f с помощью ключа γ.

Теорема 3.2. Пусть 0, 1 ∈ D. Тогда в PD существует базис.

Доказательство. Для построения базиса рассмотрим систему N = R ∪ {h1, h2...},

описанную в доказательстве теоремы 3.1. Обозначим через Zi замыкание множества

R ∪ {hi}, i > 0, через Z0 обозначим [R].

Пусть Z — конечное множество о.-д. функций. Выберем из этого множества о.-

д. функцию, имеющую наибольшее число состояний и обозначим это число через

n(Z). Пусть Hn — множество всех периодических последовательностей, у которых

длины периодов образуют множество чисел, представимых в виде ps11 p
s2
2 ... p

sm
m , где

все pj, j = 1, ... ,m — простые числа, не превосходящие n. Рассмотрим цепочку вло-

женных множеств

Z0 ⊆ Z1 ⊆ Z2 ⊆ ...

Несложно видеть, что из этой цепочки можно выделить бесконечную подцепочку

Z0 ⊆ Zi1 ⊆ Zi2 ⊆ ...

такую, что для любого натурального j во множестве Zij \ Zij−1
содержится хотя

бы одна константная о.-д. функция Cij , период которой является простым числом,

превосходящим n(Zij−1
).
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Очевидно, что система N ′ = R ∪ {hi1 , hi2 ...} также полна. Рассмотрим систему

N ′′ = R ∪ {K(hi1 , C0), K(hi2 , Ci1), ... , K(hij+1
, Cij)...},

где C0 — тождественный ноль. Она также полна, поскольку через нее выразима

система N ′. Покажем, что N ′′ является базисом. Никакую функцию из R нельзя

исключить без потери свойства полноты, поскольку все функции, не принадлежащие

R пропускают значение одной из входных переменных в первый момент времени.

Рассмотрим множество

N ′′j = R ∪ {K(hi1 , C0), K(hi2 , Ci1), ... , K(hij , Cij−1
)}.

По построению, оно сохраняет множество бесконечных последовательностейHn(Zj). С

другой стороны, любая функцияK(hik+1
, Cik), k > j также сохраняет Hn(Zj). Поэтому

N ′′ \K(hij+1
, Cij) неполна для любого j. Следовательно, N ′′ является базисом.

3.2. Порождающее множество содержит тождественную функцию и от-

рицание

Пусть теперь D— замкнутый класс а.-л., содержащий тождественную функцию

и обе константы. Покажем справедливость аналогичных результатов для данного

случая.

Теорема 3.3. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию а.-л. и отрицание. Тогда в PD существует полная система, не содержа-

щая базиса.

Доказательство. Пусть ρ = {ρ1, ..., ρd} — множество функций а.-л., которое

является базисом в D. Обозначим через R = {R1, ..., Rd} множество о.-д. функций

с одним состоянием, таких, что в состоянии функции Ri реализуется функция а.-л.

ρi. Очевидно, что тождественное отрицание принадлежат замыканию R.
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Зафиксируем произвольное натуральное числоm и рассмотрим произвольные 2m

о.-д. функций. Пусть в совокупности они зависят от переменных x1, ..., xn. Каждой

функции можно взаимнооднозначно сопоставить двоичный набор длины m. Т.е. в

качестве номера функции будем рассматривать значение этого набора. Обозначим

эти о.-д. функции через f00..0, ..., f11..1.

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 3.2., которая реализует некоторую о.-д.

функцию h(x1, ..., xn, y1, ..., y2m, z). В блоках, обозначенных F00..0, ..., F11..1, реализу-

ются о.-.д функции f00..0, ..., f11..1 соответственно. В блоке Mα, где α = (α1, ..., αm) —

двоичный набор длины m, реализуется такая о.-д. функция, что ее значение в пер-

вый момент времени равно 1 тогда и только тогда, когда двоичный набор значений

входных переменных в первый момент времени удовлетворяет следующим условиям:

y1(1) + y2(1) = α1, ..., y2m−1(1) + y2m(1) = αm.

Выход функции в блоке Mα в остальные моменты времени всегда равен 0. Блок Mx

реализует о.-д. функцию от одной переменной, которая пропускает значение перемен-

ной в первый момент времени и выдает 0 во все последующие моменты. В блоках,

обозначенных ∨, реализуется дизъюнкция, в блоках & — конъюнкция, в блоках G0

— нулевая задержка.

Пусть в первый момент времени двоичный набор (y1(1) + y2(1), ..., y2m−1(1) +

y2m(1)) принимает значение α. Это означает, что на выходе блока Mα реализуется

единица в первый момент времени, а выход всех остальных блоков Mβ, β 6= α равен

нулю в первый момент. Следовательно, в первый момент времени на выходе схе-

мы появляется значение z(1), а в остальные моменты на входы последней дизъюнк-

ции подается только одно значение, отличное от тождественного нуля, это значение

функции fα. Таким образом, начиная со второго момента времени, функция h "ра-

ботает"как одна из функций f00..0, ..., f11..1. Какая конкретно функция получится,

зависит от значений переменных y1, ..., y2m в первый момент времени.

Проверим, что h ∈ PD. Для это нужно рассмотреть функции а.-л., которые реа-
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лизуются в состояниях h. В первый момент реализуется z — тождественная функция

а.-л. Во все остальные моменты реализуется функция а.-л., которая также реализует-

ся в одном из состояний о.-.д функции fα, которая принадлежит PD. Следовательно,

h также принадлежит PD.

Покажем, что f00..0, ..., f11..1 ∈ [h ∪ R]. Рассмотрим произвольную функцию fα.

Пусть в начальном состоянии fα реализуется функция а.-л. a(x1, ..., xn). Пусть

A(x1, ..., xn) — истинностная о.-.д функция, в состоянии которой реализуется a.

Пусть о.-д. функции ϕ1(x), ..., ϕ2m(x) определяются следующим образом: ϕ2i−1(x) =

ϕ2i(x) = x, если i-й разряд набора α равен 0, и ϕ2i−1(x) = x, ϕ2i(x) = x, если i-й раз-

ряд набора α равен 0, i ∈ {1, ...,m}. Очевидно, A, hj ∈ R. Рассмотрим суперпозицию

h(x1, ..., xn, ϕ1(x), ..., ϕ2m(x), A(x1, ..., xn)).

Из определения функции h следует, что выход такой суперпозиции совпадает с

выходом fα в любой момент времени.

Функцию h будем называть генератором для функций f00..0, ..., f11..1.

Обозначим через Sn множество всех о.-д. функций из PD, зависящих не более

чем от n переменных и имеющих при этом не более n состояний. Количество таких

функций конечно, поэтому для каждого множества Sn можно построить генератор

hn.

Рассмотрим бесконечную систему функций

N = R
⋃
i≥1

{hi}.

Очевидно, система N полна. Предположим, из нее можно выделить базис. Функ-

ции из R обязательно должны присутствовать в базисе, поскольку все функции hm

пропускают значение переменной z в первый момент времени. Поскольку базис не

может быть конечным, в нем присутствуют хотя бы две функции hi, hj такие, что j

превосходит и количество переменных, и количество состояний функции hi. Тогда,
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по построению, hi ∈ [R∪hj]. Следовательно, функцию hi можно исключить из базиса

без потери свойства полноты. Следовательно, это не базис. Теорема доказана.

Для доказательства существования базиса этого нам понадобится обобщение F -

свойства. Кодировать автоматы с помощью константных о.-д. функций уже не полу-

чится, поскольку они могут не принадлежать Р-множеству PD. Поэтому в качестве

ключа будем использовать о.-д. функции, зависящие от одной переменной.

Пусть f(x1, ... , xn), ϕ(x) — о.-д. функции из PD. Рассмотрим о.-д. функцию

f ′(x1, ... , xn, y1, y2), которая реализуется представленной ниже схемой. Здесь симво-

лом ρ отмечена подсхема, реализующая истинностную о.-.д. функцию, в состояниях

которой реализуется функция а.-л. ρ(x1, x2) = x1x2 ∨ x̄1x̄2, символом & обозначе-

на конъюнкция, а символом v функция v(x1, x2, x3) = x1x3 ∨ x2x̄3, G1 — единичная

задержка, φ — о.-д. функция ϕ(x).

Если на вход y2 подавать значение ϕ(y1) в каждый момент времени, то на третий

вход блока v всегда будет поступать 1, и на выходе системы будет реализовываться

значение функции f . Если окажется, что значения последних двух входов не удовле-

творяют условию ϕ(y1) = y2, на третий вход блока v будет поступать 0 и он начнет

пропускать значение входа y2.

Проверим, что функция f ′, построенная таким образом, принадлежит PD. Дей-

ствительно, если на третий вход блока v поступает значение 1, то на выход функции

f ′ поступает значение f в этот момент времени. Функция а.-л., реализуемая в состо-

янии функции f , принадлежит D, поскольку f ∈ PD. Если на третий вход блока v

поступает значение 0, то на выход функции f ′ поступает значение ϕ в этот момент

времени. Т.е., у функции f ′ достижимы только те состояния, в которых реализуются

функции из D.

Будем говорить, что построенная таким образом функция f ′ кодирует f с помо-

щью ключа ϕ и обозначать через K(f, ϕ).

Замечание. В некоторых случаях не обязательно иметь ключ, для того, чтобы

"раскодировать"о.-д. функцию. Например, пусть f ′ кодирует некоторую о.-д. функ-
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цию f , где в качестве ключа выступает тождественное отрицание. Для того,

чтобы ее "раскодировать"достаточно подставить в последние два входа функции

f ′ тождественные 0 и 1, при этом не обязательно иметь отрицание. Для того,

чтобы "взломать"функцию, достаточно подавать на последние два входа значе-

ния, удовлетворяющие условию ϕ(y1) = y2.

Теорема 3.4. Пусть порождающее множество D содержит тождественную

функцию а.-л. и отрицание. Тогда в PD существует базис.

Доказательство. Для построения базиса рассмотрим систему N = R ∪ {h1, h2...},

описанную в доказательстве предыдущей теоремы. Выделим из нее бесконечную под-

систему N ′ = R∪{hp1 , hp2 ...}, где p1, p2, ... — последовательность всех простых чисел,

упорядоченная по возрастанию. Очевидно, N ′ также полна.

Пусть p — простое число. Обозначим через gp(x) такую о.-д. функцию, что

gp(x(t)) = x(t), если t кратно p и gp(x(t)) = x(t) в противном случае. Очевидно,

gp имеет p состояний, поэтому gp ∈ R ∪ {hp}. Пусть Hn — множество всех периоди-

ческих последовательностей, у которых длины периодов образуют множество чисел,

представимых в виде ps11 p
s2
2 ... p

sm
m , где все pj, j = 1, ... ,m — простые числа, не превос-

ходящие n.

Рассмотрим систему

N ′′j = R ∪ {K(hp1 , g1), K(hp2 , gp1), ... , K(hpj , gpj−1
)...},

которая также полна. Покажем, что она является базисом.

Никакую функцию из R нельзя исключить без потери свойства полноты, по-

скольку все функции, не принадлежащие R пропускают значение одной из входных

переменных в первый момент времени.

Рассмотрим множество

N ′′j = R ∪ {K(hp1 , g1), K(hp2 , gp1), ... , K(hpj , gpj−1
)}.
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По построению, оно сохраняет множество бесконечных последовательностей Hpj . С

другой стороны, любая функция K(hpk+1
, gpk), k > j также сохраняет Hpj . Поэтому,

N ′′ \K(hpj+1
, gpj) неполна для любого j. Следовательно, N ′′ является базисом.
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