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Введение

В диссертации получены формулы, представляющие эволюционные семей-
ства, порожденные некоторым классом дифференциальных операторов вто-
рого порядка с переменными коэффициентами, с помощью пределов крат-
ных интегралов от элементарных функций от коэффициентов и начальных
данных при стремлении кратности к бесконечности. Эти эволюционные се-
мейства дают решение соответствующих задач Коши при некотором классе
начальных данных. В работе О.Г. Смолянова, А.Г. Токарева и А. Трумена
[15] такой способ представления решений было предложено называть фор-
мулой Фейнмана. Наиболее часто используются два вида формул Фенймана.
В лагранжевых формулах Фейнмана интегрирование производится по кон-
фигурационному пространству. Первое аккуратное доказательство резуль-
тата (фактически гипотезы) Фейнмана, относящегося к лагранжевым фор-
мулам Фейнмана, было получено в работе Е. Нельсона [17] при помощи
теоремы Троттера. В гамильтоновых формулах Фейнмана интегрирование
производится по фазовому пространству. Первое аккуратное доказательство
аналогичного результата Фейнмана о гамильтоновых формулах было про-
ведено в только что процитированной работе [15], где в качестве основного
инструмента доказательства использовалась теорема Чернова. Существует
еще один способ представления решений с помощью интеграла по бесконеч-
номерному пространству функций, называемый формулой Фейнмана-Каца.
Формулы Фейнмана-Каца могут быть получены с помощью формул Фейнма-
на: конечномерные интегралы аппроксимируют бесконечномерный интеграл
по пространству функций(траекторий). В настоящее время интегрирование
по траекториям широко используется в квантовой механике и в квантовой
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теории поля (см., например, книги С. Вайнберга [13], М.Е. Пескина и Д.В.
Шредера [14]).

Хотя первые гамильтоновы и лагранжевы формулы Фейнмана были полу-
чены самим Р. Фейнманом [12] (опиравшимся на одно наблюдение П.А.М.
Дирака) более полувека назад, в настоящее время известно сравнительно
немного работ, посвященных строгому исследованию формул такого типа;
многие результаты лишь анонсированы. Обзор и ссылки на эту тему можно
найти в работах О.Г. Смолянова [21] и [22].

Все сказанное и определяет актуальность темы диссертации.

Из полученных в диссертации формул вытекают, в частности, результаты
работ М. Гаделья и О.Г. Смолянова [5] и О.Г. Смолянова, Х.ф. Вӓйцзеккера
и О. Виттиха [4]. В первой из них рассматриваются эволюционные диффе-
ренциальные уравнения второго порядка и исследуется сходимость формул
Фейнмана в пространстве квадратично интегрируемых функций. Получен-
ные в этой работе результаты обобщаются и усиливаются в диссертации,
именно, в диссертации допускается, что коэффициенты при производных
могут зависеть как от координат, так и от времени; сходимость формул Фей-
нмана рассматривается в пространстве непрерывных функций и в различных
пространствах интегрируемых функций. Во второй работе рассматриваются
формулы Фейнмана для уравнений на римановых многообразиях. В диссер-
тации рассматриваются более общие уравнения с переменным множителем
перед оператором Лапласа.

Изучаемые в диссертации эволюционные семейства можно разбить по ти-
пу соответствующих уравнений на две группы: параболические уравнения и
уравнения типа Шредингера.

Параболическому уравнения второго порядка соответствует стохастиче-
ское дифференциальное уравнение, решением которого будет некоторый диф-
фузионный процесс. При этом плотность переходной вероятности получен-
ного случайного процесса, являющаяся также интегральным ядром соот-
ветствующего эволюционного семейства, будет фундаментальным решени-
ем исходного уравнения в частных производных. Построенный случайный
процесс определяет меру на пространстве непрерывных функций, а реше-
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ние исходного уравнения представляется как интеграл по этой мере. Такое
представление называется формулой Фейнмана-Каца. Хотя такой способ и
дает точное представление решения, в случае переменных коэффициентов
переходные вероятности соответствующего случайного процесса не выража-
ются через элементарные функции; поэтому на формулы Фейнмана можно
смотреть как на применимый для практических вычислений способ прибли-
женного нахождения таких интегралов по бесконечномерному пространству.

Уравнениям типа Шредингера также соответствует интегралы по траек-
ториям; именно они и были введены Фейнманом [12]. Интегрирование в них
производится по псевдомере, которая имеет локально неограниченную ва-
риацию; однако свойства таких интегралов во многом схожи со свойствами
обычных интегралов. Здесь снова интеграл по траекториям дает точное пред-
ставление решения, а формулы Фейнмана представляют собой применимый
для компьютерных вычислений способ его нахождения.

Перечислим теперь несколько сравнительно недавних результатов о фор-
мулах Фейнмана и Фейнмана-Каца, полученных методами, близкими к ис-
пользуемым в диссертации. В работе О.О. Обрезкова [20] рассматривается
уравнение типа теплопроводности на компактном римановом многообразии
без границы, где старшая часть дифференциального оператора является опе-
ратором Лапласа-Бельтрами. В ней также доказаны формулы Фенйнмана-
Каца и явно выражена плотность полученной меры относительно меры Ви-
нера в терминах геометрических характеристик многообразия. Уравнения
типа теплопроводности и Шредингера с оператором Владимирова, являю-
щимся аналогом оператора Лапласа в p-адическом пространстве, с перемен-
ным множителем рассмотрены в работе О.Г. Смолянова и Н.Н. Шамарова
[23]. Формулы Фейнмана для операторов на разветвленных многообразиях
изучаются в работе О.Г. Смолянова и Д.С. Толстыги [24]. В работе А. Тру-
мена и О.Г. Смолянова [10] изучаются формулы Фейнмана для уравнения
Шредингера в ограниченной области. Применение формул Фейнмана для ре-
шения уравнения Шредингера в бесконечномерном пространстве изучается в
работах О.Г. Смолянова [7]; С. Альбеверио, О.Г. Смолянова и А. Хренникова
[8]; О.Г. Смолянова и Е.Т. Шавгулидзе [9]. Отметим также пионерскую кни-
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гу В.П. Маслова [1], в которой для получения формул типа Фейнмана-Каца
используются не формулы Фейнмана, а разложение типа Дайсона, а так-
же книгу О.Г. Смолянова и Е.Т. Шавгулидзе [11], в которой систематически
рассматриваются еще несколько методов получения формул Фейнмана-Каца.

В отличие от перечисленных работ, в диссертации коэффициенты в урав-
нениях зависят как от пространственных координат, так и от времени; при
этом соответствующие операторы могут быть не самосопряженными и даже
не симметричными. Кроме того, в диссертации используется более широкий
набор функциональных пространств.

При доказательстве результатов диссертации используется обобщение
формулы Чернова [16], его доказательство также приведено в диссертации.
Это обобщение было анонсировано в статье [18]. Формула Чернова представ-
ляет собой обобщение формулы Троттера, с помощью которой в указанной
ранее работе Е. Нельсона [17] были впервые доказаны результаты, связан-
ные с формулами Фейнмана. Формула Чернова дает способ приближенного
представления сильно непрерывной полугруппы операторов в банаховом про-
странстве, а при достаточно общих условиях решения эволюционных уравне-
ний выражаются именно через такие полугруппы в различных функциональ-
ных пространствах. Мы будем использовать обобщение формулы Чернова на
случай, когда операторы зависят от времени. В этом случае полугруппа за-
меняется на двухпараметрическое эволюционное семейство.

Основные результаты диссертации состоят в следующем:

• Доказаны формулы Фейнмана, представляющие решения уравнений ти-
па теплопроводности.

• Доказаны формулы Фейнмана, представляющие решения уравнений ти-
па Шредингера.

Диссертация состоит из трех глав.
В первой главе формулируются необходимые определения и вспомогатель-

ные утверждения, а также доказывается обобщенная теорема Чернова.
Во второй главе доказываются формулы Фейнмана для уравнений пара-

болического типа. Здесь получены следующие результаты.
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Пусть H(t) - семейство операторов в пространстве X (его свойства опи-
сываются ниже), задаваемое формулой

H(t) =
1

2

n∑
i,j=1

ai,j(t, x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(t, x)
∂

∂xi
+ c(t, x).

При некоторых условиях оно порождает соответствующую эволюционную си-
стему U(t, s) . Определим операторы

(F1(t, s)f)(x) = (2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2×

×
∫

exp

(
−(a(s, x)−1(x− y), (x− y))

2(t− s)

)
f(y)dy,

(F2(t, s)f)(x) = f(x+ (t− s)b(s, x)),

(F3(t, s)f)(x) = e(t−s)c(s,x)f(x),

F (t, s) = F1(t, s)F2(t, s)F3(t, s).

Тогда

U(t, s) = lim
n→∞, max(tk−tk−1)→0

F (t, tn) · ... · F (t1, s),

где предел понимается в смысле сильной сходимости. Эта формула справед-
лива в пространствах Lp(Rn)1<p<∞ , а если коэффициенты не зависят от t , то
и в пространствах L1(Rn) и C0(Rn) .

Пусть теперь N - риманово многообразие без края, изометрически вло-
женное в риманово многообразие M . Пусть b(x) - векторное поле на N и
a(x), c(x) - скалярные функции на N . Рассмотрим оператор

H =
a(x)

2
∆N + ∂b(x) + c(x),

где ∆N - оператор Лапласа-Бельтрами на N . В этом случае F3 остается без
изменений, F2 соответствует сдвигу вдоль траекторий b(x) , а в качестве F1

рассматриваюся два различных варианта:

(FM,N
1 (t)f)(x) = (2πt)−n/2a(x)−n/2

∫
U(x)

exp

(
−
d2

M,N(x, y)

2a(x)t

)
f(y)vol(dy),
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где U(x) - ε–окрестность точки x в многообразии N , а в качестве dM,N

можно выбрать dN - расстояние в N или dM - расстояние в M . Тогда будет
справедлива аналогичная формула

UM,N(t, s) = lim
n→∞, max(tk−tk−1)→0

FM,N(t, tn) · ... · FM,N(t1, s),

где UM,N(t, s) порождается оператором HM,N , в котором к c(x) добавле-
на некоторая функция, выражаемая через геометрические характеристики
многообразий и их вложения, своя для каждого способа выбора F1 .

В третьей главе доказываются формулы Фейнмана для уравнений типа
Шредингера. Рассматриваются операторы

H(t) =
i

2
α(t, x)

n∑
i,j=1

ai,j(t)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(t, x)
∂

∂xi
+ c(t, x).

Операторы F2(t, s) и F3(t, s) имеют тот же вид, что и в предыдущей главе,
а F1(t, s) имеет вид

(F1(t, s)f)(x) = (2π)−n/2 det
(
(t− s)1+εE + i(t− s)a(s, x)

)−1/2
×

×
∫
Rn

e
− 1

2

((
(t−s)1+εE+i(t−s)a(s,x)

)−1

(x−y),(x−y)

)
f(y)dy,

где число ε фиксировано с условием 0 < ε < 1
2n+6 . В этом случае также

имеет место формула

U(t, s) = lim
n→∞, max(tk−tk−1)→0

F (t, tn) · ... · F (t1, s)

для порожденного оператором H(t) эволюционного семейства U(t, s) , спра-
ведливая в пространстве L2(Rn) .

В заключение выражаю благодарность моему научному руководителю
доктору физико-математических наук, профессору Олегу Георгиевичу Смо-
лянову за постановку задач, постоянную поддержку и внимание к работе.
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Глава 1

Эволюционные уравнения, полугруппы

и теорема Чернова

В этом разделе будет доказана обобщенная теорема Чернова, а также ряд
вспомогательных утверждений.

Рассмотрим некоторое банахово пространство X над полем действитель-
ных или комплексных чисел.

Определение 1. Однопараметрическое семейство ограниченных линейных

операторов {T (t), t ≥ 0}, действующих в X , называется сильно непрерыв-

ной полугруппой, если

1. T (t)T (s) = T (t+ s).

2. t 7→ T (t) сильно непрерывно.

Сильная непрерывность означает, что для каждого x ∈ X функция t 7→
T (t)x непрерывна. Рассмотрим в пространстве X задачу Коши

du(t)
dt = Hu(t), t ≥ 0

u(0) = u0,
(1.1)

где H - линейный, не обязательно ограниченный оператор в X . Тогда при
определенных условиях будет существовать такая сильно непрерывная полу-
группа T (t) , что T (t)u0 дает классическое решение задачи (1.1) для некото-
рого класса начальных данных. Стоит отметить, что T (t)x определено для
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всех x ∈ X , хотя задача (1.1) может иметь решение не для всех начальных
данных. Определим оператор H по формуле

Hx = lim
t→0

T (t)x− x

t

для всех x ∈ X , для которых этот предел существует. Оператор H называ-
ется генератором полугруппы T (t) . Часто оператор H задается для узкого
класса элементов X , например, дифференциальный оператор, заданный на
гладких функциях. Тогда H будет его замыканием. Для случая, когда H

ограничен, верна формула T (t) = etH . Это обозначение часто использует-
ся и в общем случае. Обычная теорема Чернова [6, 3.5, теорема 5.2] дает
достаточные условия для существования полугруппы, а также представляет
способ вычисления ее элементов.

Теорема 1 (Теорема Чернова). Рассмотрим в банаховом пространстве

X семейство ограниченных операторов Q(t)t≥0 таких, что ||Q(t)k|| ≤

Mekωt для всех t ≥ 0 и k ∈ N. Пусть для всех x из плотного множе-

ства D существует предел

Ax = lim
t→0

Q(t)x− x

t

и множество (λ0 − A)D плотно в X для некоторого значения λ0 > ω .

Тогда замыкание оператора A является генератором сильно непрерывной

полугруппы T (t) и справедлива формула

T (t)x = lim
n→∞

Q(t/n)nx.

Замечание 1. В большинстве случаев выполнено более простое достаточ-

ное условие ||Q(t)|| ≤ eωt .

В более общем случае оператор H зависит от переменной t и задача Коши
принимает вид
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
du(t)

dt = H(t)u(t) 0 ≤ s ≤ t ≤ t0

u(s) = u0,
(1.2)

В дальнейшем случай зависимости H(t) от времени будем называть общим
случаем, а если H(t) не зависит от времени, то это автономный случай.

Определение 2. Двухпараметрическое семейство ограниченных линейных

операторов U(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ t0 называется эволюционной системой,

если

1. U(s, s) = I, U(t, r)U(r, s) = U(t, s) для 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ t0 .

2. (t, s) 7→ U(t, s) сильно непрерывно при 0 ≤ s ≤ t ≤ t0 .

Если зависимости от времени нет, то можно вернуться к автономному слу-
чаю по формуле U(t, s) = T (t− s) .

При определенных условиях существует такое эволюционное семейство
U(t, s) , что классическое решение задачи имеет вид U(t, s)u0 .

Обобщенная теорема Чернова дает способ вычисления U(t, s) .

Теорема 2 (обобщенная теорема Чернова). Пусть имеется семейство

замкнутых операторов {H(t), 0 ≤ t ≤ T} таких, что их область опреде-

ления Dom(H(t)) = D не зависит от t и плотна в X , для всех t оператор

H(t) взаимнооднозначно отображает D на X и для каждого g ∈ D мно-

жество {H(t)g}0≤t≤T ограничено в X . Допустим имеется эволюционное

семейство {U(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T} такое, что

||U(t, s)|| ≤ C (1.3)

при всех 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Пусть для каждого g ∈ D выполнено

U(t+ ∆t, t)− I

∆t
g → H(t)g (1.4)
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при ∆t ↓ 0 равномерно по t. Пусть для каждого g ∈ D выполнено

U(t, s)g ∈ D и H(0)U(t, s)g непрерывно по совокупности переменных t, s на

множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Пусть имеется семейство ограниченных опера-

торов {Q(t, s)}0≤s<t≤T такое, что для любого набора 0 ≤ t1 < ... < tk ≤ T

выполнено

||Q(tk, tk−1)...Q(t2, t1)|| < C (1.5)

и для каждого g ∈ D

Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
g → H(t)g (1.6)

при ∆t ↓ 0 равномерно по t.

Тогда для всех f ∈ X

Q(tn, tn−1)...Q(t1, t0)f → U(b, a)f (1.7)

при n → ∞, tn = b, t0 = a, max |ti+1 − ti| → 0 равномерно на множестве

0 ≤ a ≤ b ≤ T .

Доказательство. Зададим в пространстве D норму графика H(0) . Тогда D

будет банаховым пространством. По теореме о замкнутом графике операто-

ры H(s)H(0)−1 ограничены, а потому при всех 0 ≤ s < t ≤ T операторы
Q(t,s)−I

t−s −H(s) = Q(t,s)−I
t−s −

(
H(s)H(0)−1

)
H(0) являются ограниченными опе-

раторами из D в X . Для фиксированного g ∈ D из условия (1.6) следует, что

множество (Q(t,s)−I
t−s −H(s))g является ограниченным в X . По теореме Банаха-

Штейнгауза это семейство операторов является равномерно ограниченным.

Для фиксированного g ∈ D отображение U(t, s)g является непрерывным

в норме графика, а потому образ замкнутого множества 0 ≤ s ≤ t ≤ T

компактен в D .

12



Зададим ε > 0 . Тогда найдется конечное множество gk ∈ D , k = 1...N

такое, что для каждой пары t, s найдется gk с условием ||gk − U(t, s)g||D <

ε . По условию (1.6) найдется δ > 0 так, что при ∆t < δ для всех t и k

выполнено
∣∣∣∣∣∣(Q(t+∆t,t)−I

∆t −H(t)
)
gk

∣∣∣∣∣∣ < ε . Тогда получаем

∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
U(r, s)g

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
gk

∣∣∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
(U(r, s)g − gk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε+

∣∣∣∣∣∣∣∣Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
D→X

||(U(r, s)g − gk)||D ≤ (C + 1)ε.

Тем самым, доказана равномерная сходимость

lim
∆t→0

sup
t,r,s

∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
U(r, s)g

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.8)

Аналогичным образом из (1.4) получаем

lim
∆t→0

sup
t,r,s

∣∣∣∣∣∣∣∣(U(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
U(r, s)g

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.9)

Теперь докажем (1.7).

||Q(tn, tn−1)...Q(t2, t1)Q(t1, t0)g − U(tn, t0)g|| ≤
n∑

j=1

||Q(tn, tn−1)...Q(tj+1, tj)(Q(tj, tj−1)− U(tj, tj−1))U(tj−1, t0)|| ≤

C

n∑
j=1

(tj − tj−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(tj, tj−1)− I

tj − tj−1
− U(tj, tj−1)− I

tj − tj−1

)
U(tj−1, t0)g

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C(tn − t0)

(
sup

t,r,s,∆t≤max(tj+1−tj)

∣∣∣∣∣∣∣∣(Q(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
U(r, s)g

∣∣∣∣∣∣∣∣+
sup

t,r,s,∆t≤max(tj+1−tj)

∣∣∣∣∣∣∣∣(U(t+ ∆t, t)− I

∆t
−H(t)

)
U(r, s)g

∣∣∣∣∣∣∣∣).
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В силу (1.8) и (1.9) это выражение стремится к нулю при max(tj+1−tj) → 0

равномерно по 0 ≤ t0 < tn ≤ T . Т.к. D плотно в X , то из (1.3) и (1.5)

получаем, что теорема справедлива для всех f ∈ X .

Условие (1.6) неудобно проверять для всех элементов из D . Для упроще-
ния такой проверки используется следующее утверждение.

Предложение 1. В банаховом пространстве (X, || · ||X) рассмотрим под-

множество D ⊂ X , которое также является банаховым пространством

с нормой || · ||D , причем || · ||X ≤ C|| · ||D . Допустим имеется биективный

ограниченный оператор B : D 7→ X . Пусть дано семейство операторов

A(s), 0 ≤ s ≤ T с областью определения D(A(s)) ⊇ D в банаховом про-

странстве X такое, что выполнено ||A(s)x|| ≤ C||x||D для всех x ∈ D .

Рассмотрим множество D0 ⊆ D , плотное в D по норме || · ||D . Возьмем

семейство ограниченных операторов A(t, s) в пространстве X такое, что

для каждого x ∈ D0 элементы A(t, s)x сходятся к A(s)x в X при t → 0

равномерно по s, и найдется такая константа C , что для всех y ∈ D0 и

всех t выполнено ||A(t, s)y|| ≤ C||y||D .

Тогда A(t, s)x сходятся к A(s)x в X при t → 0 для всех x ∈ D равно-

мерно по s.

Доказательство. Обратный оператор B−1 ограничен по теореме об обрат-

ном операторе. Множество B(D0) будет плотным в X . Выберем x ∈ B(D0) .

Тогда

||(A(s)− A(t, s))B−1x|| ≤ C||B−1x||D ≤ C||x||.

Операторы (A(s)−A(t, s))B−1 ограничены, а значит ||(A(s)−A(t, s))B−1|| ≤

C . Пусть x ∈ X . Зададим ε > 0 и выберем x0 ∈ B(D0) такое, что ||x−x0|| <
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ε . Тогда

||(A(s)− A(t, s))B−1x|| ≤ ||(A(s)− A(t, s))B−1x0||+

+ ||(A(s)− A(t, s))B−1(x− x0)|| ≤ ||(A(s)− A(t, s))B−1x0||+ Cε.

Но (A(s) − A(t, s))B−1x0 сходится к нулю равномерно по s , а значит то же

верно и для x . Отсюда следует, что (A(s) − A(t, s))y сходится к нулю для

всех y ∈ D равномерно по s .

Часто H(t) состоит из нескольких слагаемых. Следующее утверждение
дает возможность проверять условия теоремы Чернова для каждой части
отдельно.

Предложение 2. Пусть имеется семейство замкнутых операторов

{H(t), 0 ≤ t ≤ T} таких, что их область определения Dom(H(t)) = D

не зависит от t, плотна в X , и для всех t оператор H(t) взаимноодно-

значно отображает D на X . Пусть H(t) представляет собой конечную

сумму H(t) = H1(t) + ... + Hn(t), где Dom(Hk(t)) ⊇ D и для всех x ∈ D

выполнено ||Hk(t)x|| ≤ C||H(t)x|| и Hk(t)x непрерывна по t. Пусть подмно-

жество D0 плотно в D в норме графика H(0). Рассмотрим для 1 ≤ k ≤ n

семейства ограниченных линейных операторов Qk(t, s) в пространстве X ,

удовлетворяющих условиям

||Qk(t, s)|| ≤ C, (1.10)

для каждого x ∈ D0 выполнено

lim
t→s

Qk(t, s)x− x

t− s
= Hk(s)x (1.11)

равномерно по s и ∣∣∣∣∣∣∣∣Qk(t, s)x− x

t− s

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C||H(0)x||. (1.12)
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Рассмотрим операторы Q(t, s) = Q1(t, s)...Qn(t, s). Тогда для всех x ∈ D

lim
t→s

Q(t, s)x− x

t− s
= H(s)x (1.13)

равномерно по s.

Доказательство. Легко проверить, что

Q(t, s)x− x

t− s
−H(s)x =

n∑
k=1

(
Q1(t, s)...Qk−1(t, s)

Qk(t, s)x− x

t− s
−Hk(s)x

)
=

n∑
k=1

Q1(t, s)...Qk−1(t, s)

(
Qk(t, s)x− x

t− s
−Hk(s)x

)
+

n∑
k=2

(Q1(t, s)...Qk−1(t, s)− I)Hk(s)x =

n∑
k=1

Q1(t, s)...Qk−1(t, s)

(
Qk(t, s)x− x

t− s
−Hk(s)x

)
+

n∑
k=2

k−1∑
m=1

Q1(t, s)...Qm−1(t, s)(Qm(t, s)− I)Hk(s)x.

Из ограниченности Qk(t, s) получаем∣∣∣∣∣∣∣∣Q(t, s)x− x

t− s
−H(s)x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣Qk(t, s)x− x

t− s
−Hk(s)x

∣∣∣∣∣∣∣∣+ C

n∑
k=1

n∑
m=1

||(Qm(t, s)− I)Hk(s)x||.

Зададим в D норму графика H(0) . По теореме о замкнутом графике опе-

раторы H(t)H(s)−1 являются ограниченными операторами в X , а значит

операторы H(t) являются ограниченными операторами из D в X . По усло-

вию H(t)x непрерывна для каждого x ∈ D , по теореме Банаха-Штейнгауза

отсюда следует, что ||H(t)x|| ≤ C||x||D , где константа не зависит от t . По-

этому ||Hk(t)x|| ≤ C||x||D и вместе с (1.12) это дает возможность применить

предложение 1, откуда получаем

lim
t→s

Qk(t, s)x− x

t− s
= Hk(s)x
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равномерно по s для всех x ∈ D . Используя (1.10) и плотность D в X ,

отсюда следует, что limt→sQm(t, s)x = x для каждого x ∈ X равномерно

по s . По условию для фиксированного x ∈ D отображение Hk(s)x отрезка

[0, T ] в X непрерывно. Поэтому его образ компактен. Отсюда следует, что

lim
t→s

Qm(t, s)Hk(s)x = Hk(s)x

равномерно по s .

Более простой вариант для автономного случая выглядит так:

Предложение 3. Пусть имеется оператор H и множество D ⊆ Dom(H)

плотное в X . Пусть H представляет собой конечную сумму H = H1 +

... + Hn , где Dom(H) ⊆ Dom(Hk). Рассмотрим для 1 ≤ k ≤ n семейства

ограниченных линейных операторов Qk(t) в пространстве X , удовлетворя-

ющих условиям

||Qk(t)|| ≤ C

и для каждого x ∈ D выполнено

lim
t→0

Qk(t)x− x

t
= Hkx.

Рассмотрим операторы Q(t) = Q1(t)...Qn(t). Тогда для всех x ∈ D

lim
t→0

Q(t)x− x

t
= Hx.

Доказательство. Аналогично предыдущему получаем∣∣∣∣∣∣∣∣Q(t)x− x

t
−Hx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣Qk(t)x− x

t
−Hkx

∣∣∣∣∣∣∣∣+ C

n∑
k=1

n∑
m=1

||(Qm(t)− I)Hkx||.

Первое слагаемое стремится к нулю по условию. Для каждого x ∈ D выра-

жение Qm(t)x − x стремится к нулю. Поэтому в силу плотности D в X и

ограниченности Qm(t) оно же стремится к нулю для всех x ∈ X .
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Глава 2

Параболические уравнения

2.1 Постановка задачи

В качестве H(t)0≤t≤T будем рассматривать семейство дифференциальных
операторов вида

H(t) =
1

2

n∑
i,j=1

ai,j(t, x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(t, x)
∂

∂xi
+ c(t, x). (2.1)

Мы обычно будем записывать первое слагаемое, примененное к функции f ,
в матричном виде как 1

2tr(a(t, x)f
′′(x)) .

Коэффициенты H(t) принимают действительные значения и удовлетво-
ряют следующим требованиям:

1. Гладкость коэффициентов. Для каждого значения t коэффициенты пе-
ред частной производной k -го порядка лежат в Ck

b (Rn) и ограничены
равномерно по переменной t :

||ai,j(t, ·)||C2
b (Rn) ≤ C, ||bi(t, ·)||C1

b (Rn) ≤ C, ||c(t, ·)||Cb(Rn) ≤ C.

(2.2)

2. Непрерывность по Гельдеру. Существуют константы L и 0 < α ≤ 1

такие, что

|ai,j(t, x)− ai,j(s, x)| ≤ L|t− s|α, |bi(t, x)− bi(s, x)| ≤ L|t− s|α,
|c(t, x)− c(s, x)| ≤ L|t− s|α. (2.3)
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3. Равномерная эллиптичность. Матрица коэффициентов при старшей про-
изводной симметрична ai,j(t, x) = aj,i(t, x) , и существует такая положи-
тельная постоянная α , что

∀ξ ∈ Rn
n∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ≥ α

n∑
k=1

ξ2
k. (2.4)

При перечисленных требованиях к коэффициентам H(t) справедливы сле-
дующие утверждения:

Теорема 3. [2, теоремы 3.1.12 и 3.1.13]. Пусть H(t) задан в пространстве

Lp(Rn)1<p<∞ с областью определения W 2
p (Rn). Тогда для каждого p най-

дутся такие константы ωp и Mp > 0, что если Reλ ≥ ωp , то λ ∈ ρ(H(t))

и для всех u ∈ W 2
p (Rn) выполнено

|λ|||u||p + |λ|1/2||Du||p + |||D2u||p ≤Mp||λu−H(t)u||p.

Теорема 4. [19, теорема 6.14] Пусть c(t, x) ≤ 0. Для каждой функции

f ∈ C1(BR) уравнение 
H(t)u = f,

u(∂BR) = 0

имеет единственное решение u ∈ C3(BR). Здесь BR означает замкнутый

шар радиуса R .

Следствие 1. Зададим H(t) на пространстве всех трижды непрерывно

дифференцируемых финитных функций C3
0(Rn). Тогда для любого простран-

ства Lp(Rn)1≤p<∞ или пространства C0(Rn), состоящего из непрерывных

функций, стремящихся к нулю на бесконечности, найдется такое ω ∈ R,

что для всех λ ≥ ω образ оператора λI −H(t) плотен.
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2.2 Приближающие операторы

Обозначим через X одно из пространств Lp(Rn)1≤p≤∞ или пространство
ограниченных непрерывных функций Cb(Rn) . Через Y обозначим простран-
ство Lq(Rn) , где 1

p + 1
q = 1 , или L1(Rn) соответственно. Тогда для для f ∈ X

его норма равна supg∈Y,g 6=0
|(f,g)|
||g||Y . Всюду в данном разделе C будет обозна-

чать некоторую константу, зависящую только от оценок в (2.2), (2.3), (2.4),
размерности n и выбора пространства X . В цепочках неравенств значения
этой константы в разных местах не обязаны совпадать.

В дальнейшем мы будем пользоваться известными формулами

(2π)−n/2(detA)−1/2
∫
Rn

exp

(
−(A−1z, z)

2

)
dz = 1, (2.5)

(2π)−n/2(detA)−1/2
∫
Rn

exp

(
−(A−1z, z)

2

)
(Bz, z)dz = tr(AB), (2.6)

справедливыми для любой положительно определенной матрицы A и произ-
вольной матрицы B .

Рассмотрим в пространстве X при 0 ≤ s < t ≤ T семейство операторов

(F1(t, s)f)(x) = (2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2×

×
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1(x− y), (x− y))

2(t− s)

)
f(y)dy.

Предложение 4.

||F1(t, s)|| ≤ eC(t−s). (2.7)

Доказательство. Для краткости предположим, что a(t, x) не зависит от t и

будем рассматривать оператор

(F1(t)f)(x) = (2πt)−n/2(det a(x))−1/2×

×
∫
Rn

exp

(
−(a(x)−1(x− y), (x− y))

2t

)
f(y)dy.
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Докажем, что ||F1(t)|| ≤ eCt . Общее утверждение будет верно т.к. оценки в

(2.2) и (2.4) не зависят от t .

Сначала рассмотрим случай X = Cb(Rn) или X = L∞(Rn) . С помощью

(2.5) получаем

|(F1(t)f)(x)| ≤

(2πt)−n/2 det(a(x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(x)−1(x− y), (x− y))

2t

)
|f(y)|dy ≤

(2πt)−n/2 det(a(x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(x)−1(x− y), (x− y))

2t

)
dy sup

ξ∈Rn

|f(ξ)| =

sup
ξ∈Rn

|f(ξ)|. (2.8)

Отсюда следует, что ||F1(t)|| ≤ 1 . Пусть теперь X = L1(Rn) . В этом случае

||F1(t)f || ≤

(2πt)−n/2
∫
Rn

∫
Rn

det(a(x))−1/2 exp

(
−(a(x)−1(x− y), (x− y))

2t

)
|f(y)|dydx =

(2πt)−n/2
∫
Rn

det(a(x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(x)−1z, z)

2t

)
|f(x− z)|dzdx. (2.9)

В силу условий (2.4) и (2.2) спектр всех матриц a(x) лежит на некотором

отрезке действительной оси [λ1, λ2] , где λ1 > 0 и λ2 <∞ . Поэтому положи-

тельный квадратный корень a(x)±1/2 можно выразить по формуле

a(x)±1/2 =
1

2πi

∮
Γ

(zI − a(x))−1 (√z)±1
dz,

где контур Γ имеет конечную длину, лежит в области Re(z) > 0 , один раз

обходит отрезок [λ1, λ2] на расстоянии d > 0 от этого отрезка. Функция
√
z

задана в области Re(z) > 0 условием
√

1 = 1 . Из этого представления и

21



условий (2.2), (2.4) следует, что a(x)±1/2 положительно определены, дважды

непрерывно дифференцируемы по параметру x , и их производные ограни-

чены. В формуле (2.9) в интеграле по dz перейдем к новой переменной y

при помощи замены y = a(x)−1/2z , где x рассматривается как параметр.

Получим

||F1(t)f || ≤ (2πt)−n/2
∫
Rn

e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy. (2.10)

Введем функцию r(M) = det(I−M)−1 . Пусть U - множество матриц, удовле-

творяющих условию ||M || < l , где l > 0 выбрано достаточно малым, чтобы

функция r(M) вместе с ее двумя первыми производными были определены

и ограничены на множестве U . Выберем точку y0 > 0 исходя из условия

sup
x∈Rn

||d(a(x)1/2)/dx|| < l/y0. (2.11)

Тогда (2.10) можно представить как

(2πt)−n/2
∫
Rn

e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy =

(2πt)−n/2
∫

||y||>y0

e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy+

(2πt)−n/2
∫

||y||≤y0

e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy. (2.12)

Рассмотрим интеграл по dx во втором слагаемом в (2.12). Замена переменной

интегрирования z = x− a(x)1/2y при фиксированном y с условием ||y|| ≤ y0

в силу (2.11) взаимно однозначна и интеграл принимает вид∫
Rn

∣∣∣f(x− a(x)1/2y)
∣∣∣ dx =

∫
Rn

|f(z)| det
(
I − d

(
a(x)1/2y

)
/dx|x=x(y,z)

)−1
dz.

(2.13)
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С помощью оценок∣∣∣∣det
(
I − d

(
a(x)1/2y

)
/dx|x=x(y,z)

)−1
− 1− r′(0)d

(
a(x)1/2y

)
/dx|x=x(y,z)

∣∣∣∣ ≤
||y||2

2
sup
M∈U

||r′′(M)|| · sup
x∈Rn

||d(a(x)1/2)/dx||2,

||d(a(x)1/2)/dx|x=x(y,z) − d(a(x)1/2)/dx|x=z|| ≤

sup
x
||d2(a(x)1/2)/dx2||·||x(y, z)−z|| ≤ sup

x
||d2(a(x)1/2)/dx2||·sup

x
||a(x)1/2||·||y||

определитель в (2.13) можно представить в виде

det(I − d(a(x)1/2y)/dx|x=x(y,z))
−1 = 1 + α(z)y + β(y, z), (2.14)

где ||α(z)|| < C и |β(y, z)| ≤ C||y||2 . Используя (2.13) и (2.14), получаем∫
Rn

∣∣∣f(x− a(x)1/2y)
∣∣∣ dx =

∫
Rn

|f(z)|(1 + α(z)y + β(y, z))dz.

Подставим полученное выражение во второе слагаемое в (2.12). Линейный по

y член даст ноль при интегрировании по симметричной области ||y|| ≤ y0 .

Получаем

∫
||y||≤y0

(2πt)−n/2e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy =

∫
||y||≤y0

(2πt)−n/2e−y2/2t

∫
Rn

|f(z)|(1 + α(z)y + β(y, z))dzdy =

∫
||y||≤y0

(2πt)−n/2e−y2/2t

∫
Rn

|f(z)|(1 + β(y, z))dzdy ≤

∫
||y||≤y0

(2πt)−n/2e−y2/2t

∫
Rn

|f(z)|(1 + C||y||2)dzdy =
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||f ||
∫

||y||≤y0

(2πt)−n/2e−y2/2t(1 + C||y||2)dy ≤

||f ||
∫
Rn

(2πt)−n/2e−y2/2t(1 + C||y||2)dy =

||f ||
∫
Rn

(2π)−n/2e−y2/2(1 + Ct||y||2)dy ≤ ||f ||(1 + Ct). (2.15)

Оценим первое слагаемое в (2.12). Из (2.2) и (2.4) следует, что C1||z|| ≤

||a(x)−1/2z|| ≤ C2||z|| , где C1 > 0 . Поэтому∫
||y||>y0

(2πt)−n/2e−y2/2t

∫
Rn

|f(x− a(x)1/2y)|dxdy =

∫
Rn

∫
||a(x)−1/2z||>y0

(2πt)−n/2(det a(x))−1/2e−||a(x)−1/2z||2/2t|f(x− z)|dzdx ≤

C

∫
Rn

∫
||z||>C

t−n/2e−Cz2/2t|f(x− z)|dzdx ≤ C||f ||
∫

||z||>C

t−n/2e−Cz2/2tdz ≤

Ce−C/t||f ||
∫

||z||>C

t−n/2e−Cz2/4tdz ≤ Ce−C/t||f ||
∫
Rn

t−n/2e−Cz2/4tdz = Ce−C/t||f ||.

Соединяя полученное выражение вместе с (2.15) и (2.12), получаем

||F1(t)f || ≤ (1 + Ct+ Ce−C/t)||f || ≤ eCt||f ||.

Пусть теперь X = Lp(Rn) , где 1 < p <∞ . Тогда по теореме Рисса-Торина

||F1(t)||Lp
≤ ||F1(t)||

1
p

L1
||F1(t)||

1− 1
p

L∞
≤ eCt.

Предложение 5. Для f ∈ C3
00(Rn) выполнено неравенство

||F1(t, s)f − f || ≤ C(t− s)||f ′′||. (2.16)

Пространство C3
00(Rn) состоит из трижды непрерывно дифференцируе-

мых функций с компактным носителем.
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Доказательство. Используя (2.5) и формулу Тейлора с остаточным членом

в интегральной форме, получим

(F1(t, s)f)(x)− f(x) =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
f(x+ y)dy − f(x) =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
(f(x+ y)− f(x))dy =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
×

×

f ′(x)y +

1∫
0

f ′′(x+ ξy)(y, y)(1− ξ)dξ

 dy =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2×

×
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

) 1∫
0

f ′′(x+ ξy)(y, y)(1− ξ)dξdy.

Линейный член исчез из-за интегрирования по симметричной области. Пусть

g ∈ Y . Тогда

|(g, F1(t, s)f − f)| ≤ C(t− s)−n/2
∫
Rn

exp

(
− C||y||2

2(t− s)

)
||y||2×

×
1∫

0

(1− ξ)

∫
Rn

|g(x)| · ||f ′′(x+ ξy)||dxdξdy ≤

C(t− s)−n/2||g|| · ||f ′′||
∫
Rn

exp

(
− C||y||2

2(t− s)

)
||y||2dy = C(t− s)||g|| · ||f ′′||.

Предложение 6. Для каждой f ∈ C3
00(Rn)

lim
t→s

F1(t, s)f − f

t− s
=

1

2
tr(a(s, ·)f ′′), (2.17)
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причем сходимость равномерна по s.

Доказательство. С помощью (2.5), (2.6) и формулы Тейлора с остаточным

членом в интегральной форме получим

(F1(t, s)f)(x)− f(x)− t− s

2
tr(a(s, x)f ′′(x)) =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
f(x+ y)dy−

f(x)− t− s

2
tr(a(s, x)f ′′(x)) =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
×

×
(
f(x+ y)− f(x)− 1

2
f ′′(x)(y, y)

)
dy =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
×

×

f ′(x)y +
1

2

1∫
0

f ′′′(x+ ξy)(y, y, y)(1− ξ)2dξ

 dy =

(2π(t− s))−n/2(det a(s, x))−1/2
∫
Rn

exp

(
−(a(s, x)−1y, y)

2(t− s)

)
×

×
1∫

0

f ′′′(x+ ξy)(y, y, y)(1− ξ)2dξdy. (2.18)

Пусть g ∈ Y . Тогда

|(g, F1(t, s)f − f − t− s

2
tr(a(s, ·)f ′′)| ≤

C(t− s)−n/2
∫
Rn

exp

(
−C||y||

2

t− s

) 1∫
0

||y||3(1− ξ)2
∫
Rn

|g(x)| · |f ′′′(x+ ξy)|dxdξdy ≤

C(t− s)−n/2||g|| · ||f ′′′||
∫
Rn

exp

(
−C||y||

2

t− s

)
||y||3dy = C(t− s)3/2||g|| · ||f ′′′||.
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Рассмотрим в пространстве X семейство операторов

(F2(t, s)f)(x) = f(x+ (t− s)b(s, x)),

на множестве 0 ≤ t− s < δ , где δ достаточно мало.

Предложение 7. Найдется такая константа C , что

||F2(t, s)|| ≤ eC(t−s). (2.19)

Доказательство. В случаях X = Cb(Rn) или X = L∞(Rn) очевидно, что

||F2(t, s)|| = 1 . Пусть X = Lp(Rn)1≤p<∞ . Из (2.2) следует, что найдется такое

δ > 0 , что при условии |t − s| < δ преобразование y = x + (t − s)b(s, x)

обратимо.

||F2(t, s)f ||p =

∫
Rn

|f(x+ (t− s)b(s, x))|pdx =

∫
Rn

|f(y)|p det
(
I + (t− s) · d(b(s, x))/dx|x=x(y)

)−1
dy =

∫
Rn

|f(y)|p(1 + (t− s) ·O(1))dy ≤ ||f ||p(1 + C(t− s)) ≤ ||f ||peC(t−s).

Предложение 8. Существует такая константа C , что для любой функ-

ции f ∈ C3
00(Rn) справедливо

||F2(t, s)f − f || ≤ C(t− s)||f ′||. (2.20)

Доказательство.

(F2(t, s)f)(x)− f(x) = f(x+ (t− s)b(s, x))− f(x) =

1∫
0

(t− s)f ′(x+ ξ(t− s)b(s, x))b(s, x)dξ.
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Пусть g ∈ Y . Тогда

|(g, F2(t, s)f − f)| ≤ C(t− s)

1∫
0

∫
Rn

|g(x)| · |f ′(x+ ξ(t− s)b(s, x))|dxdξ ≤

C(t− s)||g||
1∫

0

||f ′(·+ ξ(t− s)b(s, ·))||dξ =

C(t− s)||g||
1∫

0

||F2(s+ ξ(t− s), s)f ′||dξ ≤

C(t− s)||g||
1∫

0

eCξ(t−s)||f ′||dξ ≤ C(t− s)||g|| · ||f ′||.

Предложение 9. Для любой функции f ∈ C3
00(Rn) справедливо

lim
t→s

F2(t, s)f − f

t− s
= b(s, ·)f ′, (2.21)

причем сходимость равномерна по s.

Доказательство. При помощи формулы Тейлора с остаточным членом в ин-

тегральной форме получаем

(F2(t, s)f)(x)− f(x)− (t− s)b(s, x)f ′(x) =

f(x+ (t− s)b(s, x))− f(x)− (t− s)b(s, x)f ′(x) =

(t− s)2

1∫
0

f ′′(x+ ξ(t− s)b(s, x))b(s, x)2(1− ξ)dξ.
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Пусть g ∈ Y . Тогда

|(g, F2(t, s)f − f − (t− s)b(s, ·)f)| ≤

C(t− s)2

1∫
0

(1− ξ)

∫
Rn

|g(x)| · |f ′′(x+ ξ(t− s)b(s, x))|dxdξ ≤

C(t− s)2||g||
1∫

0

||F2(s+ ξ(t− s), s)f ′′||dξ ≤

C(t− s)2||g||
1∫

0

eCξ(t−s)||f ′′||dξ ≤ C(t− s)2||g|| · ||f ′′||.

Предложение 10. Рассмотрим в пространстве X семейство операторов

(F3(t, s)f)(x) = e(t−s)c(s,x)f(x).

Тогда

||F3(t, s)|| ≤ eC(t−s),

и для любой функции f ∈ C3
00(Rn) справедливо

||F3(t, s)f − f || ≤ C(t− s)||f || (2.22)

и

lim
t→s

F3(t, s)f − f

t− s
= c(s, ·)f,

причем сходимость равномерна по s.

Доказательство очевидно.

2.3 Формула Фейнмана для автономного случая

В этом параграфе мы считаем, что коэффициенты оператора H не зависят
от переменной t . Пространство X будет одним из пространств Lp(Rn)1≤p<∞
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или пространством непрерывных функций, стремящихся к нулю на беско-
нечности C0(Rn) . В автономном случае операторы Fk(t, s) , определенные в
предыдущем разделе, зависят лишь от разности t − s . Поэтому мы можем
определить операторы Fk(t) = Fk(t+ s, s) и F (t) = F1(t)F2(t)F3(t) .

Теорема 5 (Формула Фейнмана). Если коэффициенты оператора (2.1)

не зависят от времени, то его замыкание H в пространстве X является

генератором сильно непрерывной полугруппы etH , дающей решение задачи

Коши (1.1) для начальных данных из Dom(H). Элементы этой полугруппы

могут быть вычислены по формуле

etHf = lim
n→∞

F (t/n)nf.

Доказательство. Требуемые в теореме Чернова ограниченность и диффе-

ренцируемость F (t) следует из доказанных в предыдущем разделе свойств

Fk(t, s) и предложения 3. Плотность образа λ0I − H при некотором λ0 до-

казана в следствии 1. Получаем, что выполнены все условия теоремы Черно-

ва.

Выражение F (t/n)nf представляет собой n-кратный интеграл, который
и называется формулой Фейнмана.

2.4 Формула Фейнмана в общем случае

Теорема 6. [3, глава 5.6, теорема 6.1]. Рассмотрим в банаховом простран-

стве X задачу Коши
du(t)

dt = A(t)u(t) 0 ≤ s ≤ t ≤ T

u(s) = u0

Пусть линейные операторы A(t) удовлетворяют следующим требованиям:
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1. Область определения Dom(A(t)) = D является плотным подмноже-

ством в X и не зависит от t.

2. Резольвента R(λ;A(t)) существует для всех λ с Reλ ≥ 0, и суще-

ствует такая константа M , что

||R(λ;A(t))|| ≤ M

|λ|+ 1
. (2.23)

3. Существует константы L и 0 < α ≤ 1 такие, что

||(A(t)− A(s))A(τ)−1|| ≤ L|t− s|α. (2.24)

Тогда существует единственное эволюционное семейство операторов U(t, s)

при 0 ≤ s ≤ t ≤ T удовлетворяющее:

1. Операторы равномерно ограничены при 0 ≤ s ≤ t ≤ T

||U(t, s)|| ≤ C. (2.25)

2. При 0 ≤ s < t ≤ T операторы U(t, s) отображают X в D и отобра-

жение t 7→ U(t, s)x дифференцируемо. Производная (∂/∂t)U(t, s) явля-

ется ограниченным оператором и сильно непрерывна при 0 ≤ s < t ≤

T . Кроме того

∂

∂t
U(t, s)x = A(t)U(t, s)x для 0 ≤ s < t ≤ T ,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂∂tU(t, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||A(t)U(t, s)|| ≤ C

t− s
,

||A(t)U(t, s)A(s)−1|| ≤ C для 0 ≤ s ≤ t ≤ T . (2.26)

3. Для всех x ∈ D и t ∈ (0, T ] функция U(t, s)x дифференцируема по s

при 0 ≤ s ≤ t ≤ T и

∂

∂s
U(t, s)x = −U(t, s)A(s)x. (2.27)
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Предложение 11. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда для каж-

дого x ∈ D функция A(0)U(t, s)x непрерывна на множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Доказательство. Непрерывность при 0 ≤ s < t ≤ T следует из пунктов 2 и 3

теоремы. Нужно доказать непрерывность при t = s . Зафиксируем t0 ∈ (0, T ) .

Зададим ε > 0 . Положим δ1 = (ε/||A(0)x||)1/α/2 . Тогда для t0 − δ1 ≤ t1 ≤

t2 ≤ t0+δ1 выполнено ||A(t2)x−A(t1)x|| < ||(A(t2)−A(t1))A(0)−1||·||A(0)x|| ≤

C(2δ1)
α||A(0)x|| = Cε . Поэтому можно выбрать такую y0 ∈ D , что для всех

t ∈ [t0 − δ1, t0 + δ1] выполнено ||y0 − A(t)x|| < 2Cε . Теперь возьмем такое

0 < δ < δ1 , что δ||A(0)y0|| < ε и δα||y0|| < ε . Положим xt = A(t)−1y0 . Пусть

|t− t0| < δ и |s− t0| < δ . Тогда

||A(0)U(t, s)x− A(0)x|| ≤

||A(0)U(t, s)(x− xt)− A(0)(x− xt)||+ ||A(0)U(t, s)xt − A(0)xt||.

Первое слагаемое оценивается как

||A(0)U(t, s)(x− xt)− A(0)(x− xt)|| ≤

||A(0)A(t)−1|| · ||A(t)U(t, s)A(s)−1|| · ||A(s)A(0)−1|| · ||A(0)(x− xt)||+

+ ||A(0)(x− xt)|| ≤ C||A(0)(x− xt)|| ≤ C||A(0)A(t)−1|| · ||A(t)(x− xt)|| ≤

C||A(t)x− y0|| < Cε.

Второе слагаемое

||A(0)U(t, s)xt − A(0)xt|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(0)

t∫
s

U(t, τ)A(τ)xtdτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤
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∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(0)

t∫
s

U(t, τ)(A(τ)− A(t))xtdτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(0)

t∫
s

U(t, τ)A(t)xtdτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

||A(0)A(t)−1||
t∫

s

||A(t)U(t, τ)|| · ||(A(τ)− A(t))A(t)−1|| · ||A(t)xt||dτ+

+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣A(0)

t∫
s

U(t, τ)y0dτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

C

t∫
s

|t− τ |α−1dτ ||y0||+

+ ||A(0)A(t)−1||
t∫

s

||A(t)U(t, τ)A(τ)−1|| · ||A(τ)A(0)−1|| · ||A(0)y0||dτ ≤

C|t− s|α||y0||+ C|t− s| · ||A(0)y0|| ≤ C(2δ)α||y0||+ 2Cδ · ||A(0)y0|| < Cε.

Предложение 12. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда для каж-

дого x ∈ D

lim
∆t→0

U(t+ ∆t, t)x− x

∆t
= A(t)x

равномерно по t .

Доказательство. С помощью (2.27) получаем

U(t+ ∆t, t)x− x

∆t
− A(t)x = − 1

∆t

t+∆t∫
t

∂

∂s
U(t+ ∆t, s)xds− A(t)x =

1

∆t

t+∆t∫
t

(U(t+ ∆t, s)A(s)x− A(t)x)ds =

1

∆t

t+∆t∫
t

U(t+ ∆t, s)(A(s)− A(t))xds+
1

∆t

t+∆t∫
t

(U(t+ ∆t, s)− I)A(t)xds.
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Первое слагаемое оценим с помощью (2.24) и (2.25).∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ 1

∆t

t+∆t∫
t

U(t+ ∆t, s)(A(s)− A(t))xds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

1

∆t

t+∆t∫
t

||U(t+∆t, s)|| · ||(A(s)−A(t))A(0)−1|| · ||A(0)x||ds ≤ C(∆t)α||A(0)x||.

Для фиксированного y ∈ X выражение U(t, s)y непрерывно на 0 ≤ t ≤ s ≤

T , а значит и равномерно непрерывно. Поэтому (U(t, s) − I)y стремится к

нулю если t − s стремится к нулю. В силу (2.24) отображение t 7→ A(t)x

непрерывно на отрезке [0, T ] , а потому его образ компактен. Отсюда следует,

что (U(t + ∆t, s) − I)A(t)x стремится к нулю при стремлении ∆t к нулю

равномерно по t и s ∈ [t, t+ ∆t] .

Теорема 7 (формула Фейнмана). В пространстве Lp(Rn)1<p<∞ семей-

ство операторов H(t) вида (2.1) порождает двухпараметрическое эво-

люционное семейство операторов U(t, s), дающее решение задачи (1.2).

Операторы U(t, s) могут быть выражены через операторы F (t, s) =

F1(t, s)F2(t, s)F3(t, s) как

lim
n→∞, tn=b, t0=a,max(ti+1−ti)→0

F (tn, tn−1)...F (t1, t0)f = U(b, a)f,

причем для каждой фиксированной f ∈ Lp(Rn) предел существует равно-

мерно по 0 ≤ a ≤ b ≤ T .

Доказательство. Из теоремы 3 и условия (2.3) следует, что для каждого

p найдется такое λp , что в пространстве Lp(Rn) для семейства операторов

Hλp
(t) = H(t)− λpI с областью определения W 2

p (Rn) условия теоремы 6 вы-

полнены. Для простоты будем считать λp = 0 . С помощью этой теоремы мы

получаем семейство эволюционных операторов U(t, s) . Осталось проверить
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условия теоремы 2. Их выполнение следует из доказанных свойств операто-

ров Fk(t, s) и предложения 2, в котором в качестве D0 выбрано пространство

C3
00(Rn) .

2.5 Уравнения на римановых многообразиях

Методы, использованные в предыдущих разделах, без труда переносятся на
случай многообразий. Рассмотрим риманово многообразие N размерности n

без края. Мы предполагаем существование такого δ > 0 , что все требуемые
далее оценки справедливы в δ–окрестности любой точки x ∈ N с независя-
щими от x константами. Пусть на N задана дважды непрерывно дифферен-
цируемая ограниченная функция a(x) , причем a(x) > C > 0 . Производные
a(x) предполагаются ограниченными в следующем смысле. Найдется такое
C , что для любой точки x ∈ N в окрестности радиуса δ значения про-
изводных функции a в нормальных координатах центром в x ограничены
числом C . Также пусть задано ограниченное один раз непрерывно диффе-
ренцируемое векторное поле b(x) , где ограниченность и дифференцируемость
понимаются аналогично описанному выше. Кроме того, пусть задана непре-
рывная ограниченная функция c(x) .

Обозначим через X одно из пространств Lp(N, vol(·))1≤p≤∞ или простран-
ство ограниченных непрерывных функций Cb(N) . Мера vol(·) означает меру
риманова объема.

Рассмотрим в пространстве X при 0 < t ≤ T семейство операторов

(FN
1 (t)f)(x) = (2πt)−n/2a(x)−n/2

∫
U(x)

exp

(
−d

2
N(x, y)

2a(x)t

)
f(y)vol(dy).

Здесь U(x) обозначает шар с центром в x радиуса δ .

Пусть теперь N изометрически с помощью отображения φ вложено в дру-
гое риманово многообразие M . Тогда в X можно задать другое семейство

35



операторов

(FM
1 (t)f)(x) = (2πt)−n/2a(x)−n/2

∫
U(x)

exp

(
−d

2
M(x, y)

2a(x)t

)
f(y)vol(dy).

В обоих формулах можно было бы вместо U(x) использовать все N , если
потребовать малость интеграла по дополнению к U(x) .

В дальнейшем мы полагаем, что все используемые в доказательствах гео-
метрические характеристики многообразий N и M , отображение φ , а так-
же его производные ограничены в приведенном в начале параграфа смысле.
Поэтому для всех выражений вида O(|ξ|k) в нормальных координатах ξ в
окрестности некоторой точки x найдется такая не зависящая от x константа
C , что для всех |ξ| < δ выполняется |O(|ξ|k)| ≤ C|ξ|k .

Предложение 13. Найдется такая константа C , что

||FN(M)
1 (t)|| ≤ eCt. (2.28)

Доказательство. Пусть X = L1(Rn) . Тогда

||FN(M)
1 (t)f || ≤

(2πt)−n/2
∫
N

a(x)−n/2
∫

U(x)

exp

(
−
d2

N(M)(x, y)

2a(x)t

)
|f(y)|vol(dy)vol(dx) =

(2πt)−n/2
∫ ∫

dN (x,y)<δ

a(x)−n/2 exp

(
−
d2

N(M)(x, y)

2a(x)t

)
|f(y)|vol(dy)vol(dx) =

(2πt)−n/2
∫
N

|f(y)|
∫

U(y)

a(x)−n/2 exp

(
−
d2

N(M)(x, y)

2a(x)t

)
vol(dx)vol(dy) ≤

sup
y∈N

(2πt)−n/2
∫

U(y)

a(x)−n/2 exp

(
−
d2

N(M)(x, y)

2a(x)t

)
vol(dx)

 ||f ||.
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Введем в окрестности точки y нормальные координаты ξ . Тогда d2
N(x, y) =

|ξ|2 и выражение для риманова объема имеет вид
√

det g(ξ) = 1 + O(|ξ|2) .

Кроме того, введем нормальные координаты в окрестности точки φ(y) . Для

d2
M(x, y) справедливо доказанное в [4, предложение 6] разложение d2

M(x, y) =

|ξ|2 +O(|ξ|4) .

||FM
1 (t)|| ≤ (2πt)−n/2 sup

y∈N

∫
U(y)

a(x)−n/2 exp

(
−d

2
M(x, y)

2a(x)t

)
vol(dx) =

(2πt)−n/2 sup
y∈N

∫
|ξ|2<δ

ay(ξ)
−n/2 exp

(
−
d2

M,y(0, ξ)

2ay(ξ)t

)√
det gy(ξ)dξ =

(2πt)−n/2 sup
y∈N

∫
|ξ|2<δ

ay(ξ)
−n/2 exp

(
−|ξ|

2 +O(|ξ|4)
2ay(ξ)t

)
(1 +O(|ξ|2))dξ.

Выражения вида ay(ξ) означают, что рассматриваются нормальные коорди-

наты в точке y , и функция в окрестности этой точки выражена через эти

координаты. Это делается, чтобы подчеркнуть зависимость от исходной точ-

ки. Для FN
1 (t) справедлива более простая формула без O(|ξ|4) в показателе

экспоненты, поэтому утверждение достаточно доказать только для FM
1 (t) .

Сделаем в интеграле замену z = ay(ξ)
−1/2ξ . Тогда

∂zi

∂ξj
= ay(ξ)

−1/2
(
δi,j −

ξia
′
y,j(ξ)

2ay(ξ)

)
,

(2πt)−n/2
∫

|ξ|2<δ

ay(ξ)
−n/2 exp

(
−|ξ|

2 +O(|ξ|4)
2ay(ξ)t

)
(1 +O(|ξ|2))dξ ≤

(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
(1 +O(|z|2))×

× det

(
δi,j −

ξia
′
y,j(ξ)

2ay(ξ)

)−1 ∣∣∣
ξ=ξ(z)

dz.
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Учитывая ограниченность первых двух производных a(x) , можно записать

det

(
δi,j −

ξia
′
y,j(ξ)

2ay(ξ)

)−1 ∣∣∣
ξ=ξ(z)

=

(
1 +

n∑
k=1

a′y,k(ξ)ξk

ay(ξ)
+O(|ξ|2)

)∣∣∣
ξ=ξ(z)

=

1 +
n∑

k=1

a′y,k(ξ)zk

ay(ξ)1/2

∣∣∣
ξ=ξ(z)

+O(|z|2) = 1 +
n∑

k=1

a′y,k(0)zk

ay(0)1/2 +O(|z|2),

и интеграл принимает вид

(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)(
1 +

n∑
k=1

a′y,k(0)zk

ay(0)1/2 +O(|z|2)

)
dz.

(2.29)

Первое слагаемое в (2.29) отличается от единицы на∣∣∣∣∣∣∣(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
dz − 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
(2πt)−n/2

∫
|z|2<Cδ

∣∣∣∣exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
− exp

(
−|z|

2

2t

)∣∣∣∣ dz + Ce−Ct ≤

Ct−n/2
∫

|z|2<Cδ

|z|4

t
exp

(
−C|z|

2

t

)
dz + Ce−Ct ≤ Ct.

Второе слагаемое в (2.29)∣∣∣∣∣∣∣(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

zk exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

zk

[
exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
− exp

(
−|z|

2

2t

)]
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
Ct−n/2

∫
|z|2<Cδ

|z|5

t
exp

(
−C|z|

2

t

)
dz ≤ Ct3/2.
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Последнее слагаемое в (2.29)∣∣∣∣∣∣∣(2πt)−n/2
∫

|z|2<Cδ

O(|z|2) exp

(
−|z|

2 +O(|z|4)
2t

)
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Ct.

Собрав все вместе, получаем ||FM
1 (t)|| ≤ 1 + Ct ≤ eCt .

Пусть теперь X = Cb(Rn) или X = L∞(Rn) . Тогда

||FN(M)
1 (t)f || = sup

x∈N

(2πt)−n/2a(x)−n/2
∫

U(x)

exp

(
−
d2

N(M)(x, y)

2a(x)t

)
vol(dy)

 .

Эта формула еще проще, чем в случае L1 , т.к. знаменатель в экспоненте

не зависит от переменной интегрирования. Поэтому аналогичным образом

получаем ||FN(M)
1 (t)||X ≤ eCt .

Пусть теперь X = Lp , где 1 < p <∞ . Тогда по теореме Рисса-Торина

||FN(M)
1 (t)||Lp

≤ ||FN(M)
1 (t)||

1
p

L1
||FN(M)

1 (t)||1−
1
p

L∞
≤ eCt.

Предложение 14. Обозначим через C3
00(N) пространство финитных три-

жды непрерывно дифференцируемых функций на N , производные которых

ограничены в указанном в начале параграфа смысле. Тогда для каждой f ∈

C3
00(N) выполнено

lim
t→0

FM
1 (t)f − f

t
=

1

2
a(x)∆Nf(x) + a(x)D(x)f(x), (2.30)

lim
t→0

FN
1 (t)f − f

t
=

1

2
a(x)∆Nf(x)− 1

6
a(x)ScalN(x)f(x), (2.31)

где функция D(x) выражается через геометрические характеристики как

D(x) = −ScalN(x)

8
+
|τφ(x)|2

8
+
RM/L(x)

12
, (2.32)
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где ScalN - скалярная кривизна N , τφ - след второй основной формы вложе-

ния φ, RM/L - частичный след тензора кривизны, а ∆N - оператор Лапласа-

Бельтрами на многообразии N .

Доказательство. С помощью формулы Тейлора с остаточным членом в ин-

тегральной форме получим

(2πa(x)t)−n/2
∫

U(x)

exp

(
−d

2
M(x, y)

2a(x)t

)
(f(y)− f(x))vol(dy) =

(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
(fx(ξ)− fx(0))

√
det gx(ξ)dξ =

(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)(
d

dη
fx(η)

∣∣∣
η=0

ξ+

1

2

d2

dη2fx(η)
∣∣∣
η=0

(ξ, ξ) +
1

2

1∫
0

d3

dη3fx(η)
∣∣∣
η=zξ

(ξ, ξ, ξ)(1− z)2dz

)
×

×
√

det gx(ξ)dξ. (2.33)

Рассмотрим первое слагаемое в (2.33):

(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
d

dη
fx(η)

∣∣∣
η=0

ξ
√

det gx(ξ)dξ.

Отличие
√

det gx(ξ) от единицы дает∣∣∣∣∣∣∣(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
d

dη
fx(η)

∣∣∣
η=0

ξ
(√

det gx(ξ)− 1
)
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
Ct−n/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddηfx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0

∫
|ξ|<δ

exp
(
−|ξ|2/Ct

)
||ξ||3dξ ≤ Ct3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddηfx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
.
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Оставшаяся часть оценивается как

∣∣∣∣∣∣∣(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
d

dη
fx(η)

∣∣∣
η=0

ξdξ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

[
exp

(
−|ξ|

2 +O(|ξ|4)
2ax(0)t

)
− exp

(
− |ξ|2

2ax(0)t

)]
×

× d

dη
fx(η)

∣∣∣
η=0

ξdξ

∣∣∣∣ ≤
Ct−n/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddηfx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0

∫
|ξ|<δ

|ξ|5

t
exp

(
−|ξ|

2

Ct

)
dξ ≤ Ct3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddηfx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
.

Второе слагаемое в (2.33):

1

2
(2πax(0)t)−n/2

∫
|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
1

2

d2

dη2fx(η)
∣∣∣
η=0

(ξ, ξ)
√

det gx(ξ)dξ.

Отличие
√

det gx(ξ) от единицы дает слагаемое порядка Ct2
∣∣∣∣∣∣ d2

dη2fx(η)
∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣

η=0
.

В нормальных координатах в исходной точке оператор Лапласа-Бельтрами

∆N соответствует лапласиану, поэтому с помощью (2.6) получаем, что остав-

шееся слагаемое дает 1
2a(x)(∆Nf)(x) с точностью

∣∣∣∣∣12(2πax(0)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
d2

dη2fx(η)
∣∣∣
η=0

(ξ, ξ)dξ−

− ax(0)

2
∆ηfx(η)

∣∣∣
η=0

∣∣∣∣∣ =
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1

2
(2πax(0)t)−n/2×

×

∣∣∣∣∣
∫

|ξ|<δ

[
exp

(
−|ξ|

2 +O(|ξ|4)
2ax(0)t

)
− exp

(
− |ξ|2

2ax(0)t

)]
d2

dη2fx(η)
∣∣∣
η=0

(ξ, ξ)dξ−

−
∫

|ξ|≥δ

exp

(
− |ξ|2

2ax(0)t

)
d2

dη2fx(η)
∣∣∣
η=0

(ξ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤
Ct−n/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ d2

dη2fx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
×

×

 ∫
|ξ|<δ

|ξ|6

t
exp

(
−|ξ|

2

Ct

)
dξ +

∫
|ξ|≥δ

|ξ|2 exp

(
−|ξ|

2

Ct

)
dξ

 ≤

Ct2
∣∣∣∣∣∣∣∣ d2

dη2fx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
.

Последнее слагаемое в (2.33):

1

2
(2πax(0)t)−n/2

∫
|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M,x(0, ξ)

2ax(0)t

)
×

×
1∫

0

d3

dη3fx(η)
∣∣∣
η=zξ

(ξ, ξ, ξ)(1− z)2
√

det gx(ξ)dzdξ

оценивается так:

Ct−n/2

1∫
0

∫
|ξ|<δ

|ξ|3 exp

(
− |ξ|

2

2Ct

) ∣∣∣∣∣∣∣∣ d3

dη3fx(η)
∣∣∣
η=zξ

∣∣∣∣∣∣∣∣ dξdz ≤ Ct3/2 sup
|η|<δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ d3

dη3fx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Собрав все найденные оценки, получим

1

t

∣∣∣∣(2πa(x)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−d

2
M(x, y)

2a(x)t

)
(f(y)−f(x))vol(dy)− a(x)

2
∆Nf(x)

∣∣∣∣ ≤
Ct1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddηfx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
+Ct

∣∣∣∣∣∣∣∣ d2

dη2fx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣η=0
+Ct1/2 sup

|η|<δ

∣∣∣∣∣∣∣∣ d3

dη3fx(η)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Полученное выражение имеет компактный носитель по x и потому его нор-

ма стремится к нулю во всех требуемых пространствах. Для FN
1 (t) полу-

чается точно такая же оценка, т.к. для ее получения нужно везде заменить

d2
x,M(0, ξ) = |ξ|2+O(|ξ|4) на d2

x,N(0, ξ) = |ξ|2 . Для завершения доказательства

остается оценить разность

f(x)

1− (2πa(x)t)−n/2
∫

|ξ|<δ

exp

(
−
d2

M(N)(x, y)

2a(x)t

)
vol(dy)

 ,

которая дает отличие первой формулы из доказательства от
(
F

N(M)
1 f − f

)
/t .

Мы сошлемся на доказанные в [4, предложения 5, 7] формулы

(2πa(x)t)−n/2
∫

U(x)

exp

(
−d

2
M(x, y)

2a(x)t

)
vol(dy) = 1 + ta(x)D(x) +O(t3/2),

(2πa(x)t)−n/2
∫

U(x)

exp

(
−d

2
N(x, y)

2a(x)t

)
vol(dy) = 1− t

6
a(x)ScalN(x) +O(t3/2).

Там рассматривается случай a(x) ≡ 1 , но он легко обобщается на рассмат-

риваемое a(x) .

Пусть ϕ(t, x) - интегральные кривые поля b(x) . Легко видеть, что най-
дется такое t0 > 0 , что ϕ(t, x) определено для всех t ∈ [0, t0] . Рассмотрим в
пространстве X для достаточно малых t семейство операторов

(F2(t)f)(x) = f(ϕ(t, x)).

Предложение 15. Найдется такая константа C , что

||F2(t)|| ≤ eCt. (2.34)
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Доказательство. В случаях X = Cb(N) или X = L∞(N) очевидно, что

||F2(t)|| = 1 . Пусть X = Lp(N)1≤p<∞ . Обозначим функцию ϕ(t, y) в окрест-

ности точки x в нормальных координатах как ϕx(t, ξ) . Из теории обыкно-

венных дифференциальных уравнений следует, что найдутся такие констан-

ты C , δ1 > 0 , t1 > 0 , что для каждой точки x ∈ N функция ϕx(t, ξ)

с начальным условием из окрестности радиуса δ1 при t ∈ [0, t1] принимает

значения в окрестности радиуса δ и ее производная по ξ ограничена констан-

той C . Интеграл
∫

N |f(ϕ(t, x))|pvol(dx) можно свести к сумме интегралов по

непересекающимся множествам Nk , каждое из которых лежит в окрестности

радиуса δ1 вокруг некоторой точки xk .

∫
N

|f(ϕ(t, ξ))|p
√

det g(ξ)dξ =
∞∑

k=1

∫
Nk

|f(ϕ(t, ξ))|p
√

det g(ξ)dξ.

Сделаем замену переменных z = ϕ(t, ξ) . Т.к. ϕ удовлетворяет уравнению

d

dt
ϕ(t, ξ) = b(ϕ(t, ξ)); ϕ(0, ξ) = ξ,

а функция b(ξ) и ее первая производная ограничены, то легко проверить, что

ϕ(t, ξ) = ξ + tR1(t, ξ),

d

dξ
ϕ(t, ξ) = I + tR2(t, ξ),

где |R1,2(t, ξ)| < C для некоторой константы C . Сделаем замену z = ϕ(t, ξ) .∫
Nk

|f(ϕ(t, ξ))|p
√

det g(ξ)dξ =

∫
ϕ(t,Nk)

|f(z)|p
√

det g(ξ(z)) det(I + tR(t, ξ(z)))−1dz =

∫
ϕ(t,Nk)

|f(z)|p
√

det g(z)(1 +O(t))dz.
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Но ϕ(t, ξ) инъективно. Поэтому∫
N

|f(ϕ(t, ξ))|p
√

det g(ξ)dξ ≤
∫
N

|f(z)|p
√

det g(z)(1 +O(t))dz ≤

(1 + Ct)||f ||p ≤ eCt||f ||p.

Предложение 16. Для любой функции f ∈ C3
00(N) справедливо

lim
t→0

F2(t)f − f

t
= ∂bf. (2.35)

Доказательство. Как и в предыдущем доказательстве разобьем область ин-

тегрирования на куски. При помощи формулы Тейлора с остаточным членом

в интегральной форме получаем

(F2(t)f)(x)− f(x)− t∂b(x)f(x) = f(ϕx(t, ξ))− f(ϕx(0, ξ))− t
n∑

k=1

bk(ξ)f
′
k(ξ) =

t2
1∫

0

(1− τ)
d2

dτ 2f(ϕx(τ, ξ))dτ =

t2
1∫

0

(1− τ)

(
n∑

k,l=1

f ′′k,l(ϕx(τ, ξ))
d

dτ
ϕx,k(τ, ξ)

d

dτ
ϕx,l(τ, ξ)+

+
n∑

k=1

f ′k(ϕx(τ, ξ))
d2

dτ 2ϕx,k(τ, ξ)

)
dτ =

t2
1∫

0

(1− τ)

(
n∑

k,l=1

(F2(τ)f
′′
k,l)(ξ)bk(ϕx(τ, ξ))bl(ϕx(τ, ξ))+

+
n∑

k,l=1

(F2(τ)f
′
k)(ξ)b

′
k;l(ϕx(τ, ξ))bl(ϕx(τ, ξ))

)
dτ.

Требуемый результат следует из доказанной ранее ограниченности F2(τ) .
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Предложение 17. Рассмотрим в пространстве X семейство операторов

(F3(t)f)(x) = etc(x)f(x).

Тогда

||F3(t)|| ≤ eCt,

и для любой функции f ∈ C3
00(N) справедливо

lim
t→0

F3(t)f − f

t
= c(·)f.

Доказательство очевидно.

Теорема 8 (Формула Фейнмана). Пусть X будет одним из про-

странств Lp(N)1≤p<∞ или пространством непрерывных функций, стремя-

щихся к нулю на бесконечности C0(N). Рассмотрим в пространстве X

семейства операторов FN(t) и FM(t), заданные по формуле

FN(M)(t) = F
N(M)
1 (t)F2(t)F3(t),

и операторы HN и HM , действующие на гладкие функции как

(HNf)(x) =
a(x)

2
(∆Nf)(x) + ∂b(x)f(x) +

(
c(x)− 1

6
a(x)ScalN(x)

)
f(x),

(HMf)(x) =
a(x)

2
(∆Nf)(x) + ∂b(x)f(x) + (a(x)D(x) + c(x))f(x),

где D(x) определено в (2.32). Тогда замыкания операторов HM(N) порож-

дают сильно непрерывные полугруппы TM(N)(t) в пространстве X , причем

для всех f ∈ X выполнено

TM(N)(t)f = lim
n→∞

FM(N)(t/n)nf.
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Доказательство. Зададим операторы HN и HM на множестве C3
00(N) . Из

теоремы 4 следует для для найдется такое λ , что образы λ−HN и λ−HM

будут плотны в X . Поэтому требуемый результат следует из теоремы 1 и

предложения 3, выполнение условий которого следует из формул, доказанных

в этом разделе.
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Глава 3

Уравнения типа Шредингера

3.1 Постановка задачи

Выберем пространство X = L2(Rn) и в качестве операторов H(t)0≤t≤T будем
рассматривать операторы вида

H(t) =
i

2
α(t, x)

n∑
k,m=1

ak,m(t)
∂2

∂xk∂xm
+

n∑
k=1

bk(t, x)
∂

∂xk
+ c(t, x). (3.1)

В дальнейшем будем обозначать ak,m(t, x) = α(t, x)ak,m(t) . Наложим на
коэффициенты перед производными следующие требования:

1. Функция c(t, x) принимает комплексные значения, а все остальные ко-
эффициенты принимают действительные значения.

2. Гладкость и ограниченность коэффициентов. Для каждого значения t

коэффициенты перед частной производной k -го порядка лежат в Ck
b (Rn)

и ограничены равномерно по переменной t :

||α(t, ·)||C2
b (Rn) < C, ||bi(t, ·)||C1

b (Rn) < C, ||c(t, ·)||Cb(Rn) < C, (3.2)

|ak,m(t)| < C.

3. Коэффициенты непрерывно дифференцируемы по переменной t и про-
изводные ограничены.

4. Найдется такая положительная постоянная C , что

α(t, x) ≥ C. (3.3)
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5. Равномерная эллиптичность. Матрица коэффициентов при старшей про-
изводной симметрична ai,j(t) = aj,i(t) , и существует такая положитель-
ная постоянная C , что

∀ξ ∈ Rn
n∑

i,j=1

ai,j(t)ξiξj ≥ C

n∑
k=1

ξ2
k. (3.4)

Областью определения H(t) является пространство Соболева W 2
2 (Rn) .

Она одинакова для всех t .

3.2 Одномерный случай

В этом параграфе будем рассматривать одномерный случай без зависимости
от времени. В этом частном случае есть элементарное доказательство суще-
ствования решения, благодаря которому можно проиллюстрировать некото-
рые свойства решения. Кроме того, приводится специальный вариант фор-
мулы Фейнмана. До конца параграфа считаем, что оператор (3.1) имеет вид

(Hf)(x) =
i

2
a(x)f ′′(x).

Зададим функцию s(x) =
∫ x

0 a(ξ)
−1/2dξ . В пространстве L2(R) линейный

оператор
(Bf)(x) = a(x)1/4f(s(x))

ограничен и имеет ограниченный обратный

(B−1f)(x) = a(y)−1/4f(y)
∣∣∣
y=s−1(x)

= a(s−1(x))−1/4f(s−1(x)).

Зададим функцию

h(x) =
a′′(x)

8
− 3a′(x)2

32a(x)
.

Предложение 18. B−1HB = H̃ , где

(H̃f)(x) =
i

2
f ′′(x) + ih(s−1(x))f(x).
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Доказательство.

d2

dx2 (Bf)(x) =
d2

dx2

(
a(x)1/4f(s(x))

)
=

d2

dx2

(
a(x)1/4

)
f(s(x)) + 2

d

dx

(
a(x)1/4

) d
dx

(
f(s(x))

)
+ a(x)1/4 d

2

dx2

(
f(s(x))

)
=

d

dx

(1

4
a(x)−3/4a′(x)

)
f(s(x)) +

1

2
a(x)−3/4a′(x)f ′(s(x))a(x)−1/2+

+ a(x)1/4 d

dx

(
f ′(s(x))a(x)−1/2

)
=

1

4

(
−3

4
a(x)−7/4a′(x)2 + a(x)−3/4a′′(x)

)
f(s(x)) +

1

2
a(x)−5/4a′(x)f ′(s(x))+

a(x)1/4
(
f ′′(s(x))a(x)−1 − 1

2
f ′(s(x))a(x)−3/2a′(x)

)
=

a(x)−3/4f ′′(s(x)) +

(
1

4
a(x)−3/4a′′(x)− 3

16
a(x)−7/4a′(x)2

)
f(s(x)).

(HBf)(x) =
i

2
a(x)

d2

dx2 (Bf)(x) =

i

2
a(x)1/4f ′′(s(x)) + i

(
1

8
a(x)1/4a′′(x)− 3

32
a(x)−3/4a′(x)2

)
f(s(x)) =

ia(x)1/4
(

1

2
f ′′(s(x)) + h(x)f(s(x))

)
.

(B−1HBf)(x) = i

(
1

2
f ′′(s(y)) + h(y)f(s(y))

) ∣∣∣
y=s−1(x)

=
i

2
f ′′(x)+ih(s−1(x))f(x).

Предложение 19. Определим на гладких финитных функциях семейства

операторов

(G1(t)f)(x) =
a(x)1/4
√

2πit

∫
exp

(
−(s(x)− s(z))2

2it

)
a(z)−3/4f(z)dz,

(G2(t)f)(x) =
a(x)1/4
√

2πit

∫
exp

(
−(s(x)− s(z))2

2it
+ ith(z)

)
a(z)−3/4f(z)dz,

где квадратный корень вычисляется как
√
i = eiπ/4 . Тогда операторы G1(t)

и G2(t) продолжаются по непрерывности до ограниченных операторов на
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всем L2(R). Полугруппа операторов etH существует и представляется че-

рез формулы Фейнмана в виде

etHf = lim
n→∞

G2(t/n)nf.

Положим (Ĥf)(x) = i
2a(x)f

′′(x) − ih(x)f(x). Тогда имеется явное пред-

ставление соответствующей полугруппы операторов

etĤf = G1(t)f.

Доказательство. Зададим операторы

(R1(t)f)(x) =
1√
2πit

∫
exp

(
−(x− y)2

2it

)
f(y)dy,

(R2(t)f)(x) = eith(s−1(x))f(x),

(R(t)f)(x) = (R1(t)R2(t)f)(x) =

1√
2πit

∫
exp

(
−(x− y)2

2it
+ ith(s−1(y))

)
f(y)dy.

Как известно, операторы R1(t) изометрические и R1(t) = etH0 , где H0 = i
2

d2

dx2 .

Оператор H1 умножения на ih(s−1(·)) ограничен и (etH1f)(x) = (R2(t)f)(x) .

Поэтому для оператора H̃ = H0 + H1 полугруппа операторов etH̃ суще-

ствует по теореме об ограниченном возмущении [6, глава 3.1 теорема 1.3] и

по теореме Троттера [6, глава 3.5 следствие 5.8] может быть представлена в

виде

etH̃f = lim
n→∞

(
etH0/netH1/n

)n

f = lim
n→∞

(R1(t/n)R2(t/n))n f = lim
n→∞

R(t/n)nf.

Поэтому существует полугруппа etH = etBH̃B−1

= BetH̃B−1 и

etHf = lim
n→∞

BR(t/n)nB−1f = lim
n→∞

(BR(t/n)B−1)nf = lim
n→∞

G2(t/n)nf,
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где

(G2(t)f)(x) =
a(x)1/4
√

2πit

∫
exp

(
−(s(x)− y)2

2it
+ ith(s−1(y))

)
×

× a(s−1(y))−1/4f(s−1(y))dy =

a(x)1/4
√

2πit

∫
exp

(
−(s(x)− s(z))2

2it
+ ith(z)

)
a(z)−3/4f(z)dz.

Легко проверить, что оператор умножения на h(x) преобразуется как

(B−1h(·)Bf)(x) = h(s−1(x))f(x) . Поэтому B−1ĤB = H0 и

etĤ = B−1etH0B = B−1R1(t)B = G1(t).

Замечание 2. В процессе доказательства мы получили B−1etHB = etH̃ ,

где ||etH̃ || ≤ eωt . Отсюда следует ||B−1etHf || ≤ eωt||B−1f ||. Введем норму,

эквивалентную исходной, по формуле ||f ||B = ||B−1f ||. Тогда

||etHf ||B ≤ eωt||f ||B.

Эту норму можно выразить через функцию a как

||f ||2B =

∫
a(s−1(x))−1/2|f(s−1(x))|2dx =

∫
a(y)−1|f(y)|2dy. (3.5)

Предложение 20. Пусть

(Ĥf)(x) =
i

2
a(x)f ′′(x)− ih(x)f(x),

где a удовлетворяет всем указанным в начале главы условиям, и кроме то-

го, a(x) = 1− b(x), где b(x) ∈ L1(R) и в некоторой точке x0 ∈ R выполнено

условие b(x0) > 0. Тогда существует такая константа C > 1, что для

достаточно малых положительных значений t выполнено неравенство

||etĤ || > C.
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Доказательство. Для каждого значения t > 0 возьмем функцию ft(x) =

exp
(

s(x)2

2it

)
gt(x) , где gt(x) гладкая финитная функция вида

gt(x) =


1, если |x− x0| < t2,

0, если |x− x0| > 2t2,

монотонно изменяется, если t2 < |x− x0| < 2t2.

Тогда 2t2 < ||ft||2 < 4t2 . В предложении 19 приведена явная формула для

etĤ . С помощью нее получаем

||etĤft||2 =

∞∫
−∞

(G1(t)f)(x)(G1(t)ft)(x)dx =

1

2πt

∞∫
−∞

a(x)1/2

∞∫
−∞

exp

(
−(s(x)− s(y))2

2it

)
a(y)−3/4ft(y)dy×

×
∞∫

−∞

exp

(
(s(x)− s(z))2

2it

)
a(z)−3/4ft(z)dzdx =

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

exp

(
−s(y)

2 − s(z)2

2it

)
(a(y)a(z))−3/4ft(y)ft(z)×

×
R∫

−R

a(x)1/2 exp

(
s(x)(s(y)− s(z))

it

)
dxdydz =

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4×

×
R∫

−R

a(x)1/2 exp

(
s(x)(s(y)− s(z))

it

)
dxdydz =
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1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4×

×
s(R)∫

s(−R)

a(s−1(ξ)) exp

(
ξ(s(y)− s(z))

it

)
dξdydz =

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4×

×
s(R)∫

s(−R)

(
1− b(s−1(ξ))

)
exp

(
ξ(s(y)− s(z))

it

)
dξdydz =

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4

s(R)∫
s(−R)

exp

(
ξ(s(y)− s(z))

it

)
dξdydz−

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4×

×
s(R)∫

s(−R)

b(s−1(ξ)) exp

(
ξ(s(y)− s(z))

it

)
dξdydz. (3.6)

Т.к. интеграл
∫∞
−∞ b(s

−1(ξ))dξ =
∫∞
−∞ a(x)

−1/2b(x)dx сходится, то второе

слагаемое в (3.6) можно оценить как∣∣∣∣∣ 1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4×

×
s(R)∫

s(−R)

b(s−1(ξ)) exp

(
iξ(s(y)− s(z))

t

)
dξdydz

∣∣∣∣∣ ≤
C

t

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4dydz ≤ Ct3 ≤ Ct||ft||2,

где константа C зависит только от функции a . Первое слагаемое в (3.6)
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запишем в виде

1

2πt
lim

R→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

gt(y)gt(z)(a(y)a(z))
−3/4

s(R)∫
s(−R)

exp

(
ξ(s(y)− s(z))

it

)
dξdydz =

1

2πt
lim

R→∞

s(R)∫
s(−R)

∞∫
−∞

exp

(
ξs(y)

it

)
gt(y)a(y)

−3/4dy×

×
∞∫

−∞

exp

(
−ξs(z)
it

)
gt(z)a(z)

−3/4dzdξ =
1

2πt

∞∫
−∞

ϕ(ξ)ϕ(ξ)dξ,

где ϕ(ξ) =
∫∞
−∞ exp

(
ξs(y)

it

)
gt(y)a(y)

−3/4dy . Сделаем замену переменной инте-

грирования y1 = s(y)
t . Тогда dy1 = dy

ta(y)1/2 и

ϕ(ξ) = t

∞∫
−∞

exp (−iξy1)gt(y(y1))a(y(y1))
−1/4dy1.

В силу изометрии преобразования Фурье получаем

1

2πt

∞∫
−∞

ϕ(ξ)ϕ(ξ)dξ = t

∞∫
−∞

gt(y(y1))
2a(y(y1))

−1/2dy1 =

∞∫
−∞

gt(y)
2a(y)−1dy =

x0+2t2∫
x0−2t2

gt(y)
2a(y)−1dy ≥

x0+2t2∫
x0−2t2

gt(y)
2 (a(x0)

−1 − Ct2
)
dy =

(
a(x0)

−1 − Ct2
)
||ft||2.

Окончательная оценка

||etĤft||2 ≥
(
a(x0)

−1 − C1t− C2t
2) ||ft||2

завершает доказательство.

Следствие 2. Пусть a удовлетворяет всем указанным в начале главы

условиям, и кроме того a(x) = 1 − b(x), где b(x) ∈ L1(R) и в некото-

рой точке x0 ∈ R выполнено условие b(x0) > 0. Тогда существует такая
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константа C > 1, что для достаточно малых значений t выполнено нера-

венство

||etH || > C.

Доказательство. Зафиксируем t0 > 0 . Мы уже доказали в предложении 19,

что полугруппы etH , etĤ существуют и по общим свойствам полугрупп най-

дутся такие константы, что для всех t ≤ t0 выполнено ||etH || < C1, ||etĤ || <

C2 . Т.к. H = Ĥ +H1 , где H1 - ограниченный оператор умножения на ih(x) ,

то справедлива формула [6, глава 3.1 следствие 1.7]

etHf =

t∫
0

e(t−τ)ĤH1e
τHfdτ + etĤf.

По предыдущему предложению существует константа C > 1 такая, что

||etĤ || > C . Поэтому

||etH || ≥ ||etĤ || −

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

e(t−τ)ĤH1e
τHdτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≥

||etĤ || −
t∫

0

∣∣∣∣∣∣e(t−τ)ĤH1e
τH
∣∣∣∣∣∣ dτ ≥ C − C3t.

В книге [6] дано определение:

Определение 3. Сильно непрерывная полугруппа операторов T (t) называ-

ется квазисжимающей если

||T (t)|| ≤ eωt.

Из доказанного выше следует, что полугруппа etH в общем случае не яв-
ляется квазисжимающей. Поэтому для нее справедлива лишь более слабая
оценка, которой подчиняются все сильно непрерывные полугруппы

||etH || ≤Meωt.
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3.3 Приближающие операторы

Доказанная в предложении 19 формула Фейнмана для одномерного случая
обладает тем недостатком, что в нее входит не только сам коэффициент a(x) ,
но и первообразная s(x) . В этом разделе будет доказана другая формула,
которая не только применима для многомерного случая, но и имеет более
простой вид.

Сначала покажем, что используемый в одномерном случае метод замены
переменных не работает в многомерном случае.

Предложение 21. Пусть n = 2. Рассмотрим оператор (Hf)(x, y) =

a(x, y)∆f(x, y), где a(x, y) - непрерывная ограниченная функция. Пусть

некоторой заменой переменных этот оператор преобразуется к виду

(H̃f)(x, y) = ∆f(x, y) + ..., где через ... обозначены слагаемые, содержа-

щие младшие производные от f . Тогда a(x, y) = const.

Доказательство. Рассмотрим замену переменных r̃ = r̃(r) , где x̃ = u(x, y)

и ỹ = v(x, y) . Обозначим D = ∂r̃
∂r . Тогда

(H̃f)(r̃) = tr

(
a(r)

∂2

∂r2f(r̃(r))

) ∣∣∣
r=r(r̃)

=

tr

(
a(r)D(r)

∂2f

∂r̃2 (r̃(r))D(r)T + ...

) ∣∣∣
r=r(r̃)

=

tr

(
a(r)D(r)TD(r)

∂2f

∂r̃2 (r̃(r))

) ∣∣∣
r=r(r̃)

+... =

tr

(
a(r(r̃))D(r(r̃))TD(r(r̃))

∂2f

∂r̃2 (r̃)

)
+ ...

Мы требуем, чтобы часть полученного выражения, содержащая старшие про-

изводные, равнялась tr
(

∂2f
∂r̃2 (r̃)

)
. Отсюда следует

a(r(r̃))D(r(r̃))TD(r(r̃)) = E,

a(r)D(r)TD(r) = E.
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Значит матрица a(r)1/2D(r) ортогональная. Положим

D(x, y) = a(x, y)−1/2

 cos(ϕ(x, y)) sin(ϕ(x, y))

− sin(ϕ(x, y)) cos(ϕ(x, y))

 =

ux(x, y) uy(x, y)

vx(x, y) vy(x, y)

 .

Рассмотрим функцию F (z) = u(x, y) + iv(x, y) комплексной переменной z =

x+ iy . Она аналитическая, т.к. для нее выполены условия Коши-Римана. Ее

производная имеет вид

F ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = a(x, y)−1/2eiϕ(x,y).

Эта функция аналитическая и ее модуль a(x, y)−1/2 предполагается ограни-

ченным. Значит a(x, y) = const по теореме Лиувилля. Случай несобственной

ортогональной матрицы рассматривается аналогично.

По аналогии с одномерным случаем будем сокращенно писать Bξ2 :=

(Bξ, ξ) и ξ2 := ||ξ||2 для векторов ξ ∈ Rn и квадратных матриц B раз-
мера n .

Выберем число ε с условием 0 < ε < 1
2n+6 и зададим в пространстве

L2(Rn) при 0 ≤ s < t ≤ T линейный оператор

(F1(t, s)f)(x) = (2π)−n/2 det
(
(t− s)1+εE + i(t− s)a(s, x)

)−1/2
×

×
∫
Rn

e
−
(

(t−s)1+εE+i(t−s)a(s,x)

)−1

(x−y)2/2
f(y)dy, (3.7)

где E означает единичную матрицу и квадратный корень вычисляется как
непрерывное продолжение функции det((t− s)1+εE + iξa(x))−1/2 по отрезку
ξ ∈ [0, t− s] . Если зависимости от времени нет, то коэффициенты имеют вид
ak,m(x) = α(x)ak,m и можно определить более простой оператор

(F1(t)f)(x) = (2π)−n/2 det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

e−(t1+εE+ita(x))−1(x−y)2/2f(y)dy.

В этом разделе мы будем формулировать утверждения для F1(t, s) , но для
краткости доказывать будем для F1(t) . Т.к. наложенные на коэффициенты
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условия содержат только независимые от переменной t константы, то из до-
казательств будет легко видно, что полученные в них оценки также верны и
для F1(t, s) . В полученных результатах нам важны только малые значения
разности t− s , поэтому в дальнейшем будем считать, что t− s < 1 .

Предложение 22. Оператор F1(t, s) ограничен.

Доказательство. Пусть ek(x) - ортонормированный базис из собственных

векторов матрицы a(x) с собственными значениями λk(x) . Из требований,

наложенных на коэффициенты H(t) , следует, что найдутся такие числа

M и m , что 0 < m ≤ λk(x) ≤ M . Тогда для произвольного вектора

ξ =
∑n

k=1 ξk(x)ek(x) запишем

Re((µE + iνa(x))−1ξ, ξ) = Re

n∑
k=1

1

µ+ iνλk(x)
ξk(x)

2 =

n∑
k=1

µ

µ2 + ν2λk(x)2ξk(x)
2 ≥

n∑
k=1

µ

µ2 +M 2ν2ξk(x)
2 =

µ

µ2 +M 2ν2 ||ξ||
2 ≥ Cµ||ξ||2

max(µ2, ν2)
, (3.8)

| det(µE + iνa(x))| =
n∏

k=1

|µ+ iνλk(x)| =
n∏

k=1

(
µ2 + ν2λk(x)

2)1/2 ≥

(
µ2 +m2ν2)n/2 ≥ Cmax(νn, µn). (3.9)

Отсюда получаем

|(F1(t)f)(x)| ≤ Ct−n/2
∫
Rn

e−C ||x−y||2

2t1−ε |f(y)|dy.

Как известно, L2 норма преобразования (2πd)−n/2
∫

Rn e
− ||x−y||2

2d f(y)dy равна

единице. Поэтому ||F1(t)|| ≤ Ct−εn/2.
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Лемма 1. Пусть функция имеет вид

f(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

ei(p,x)g(p)dp, (3.10)

где g(p) ограничена, финитна и бесконечно дифференцируема. Тогда

(F1(t)f)(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

ei(p,x)−ita(x)p2/2−t1+εp2/2g(p)dp.

Доказательство.

(F1(t)f)(x) =

(2π)−n det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

e−(t1+εE+ita(x))−1(x−y)2/2
∫
Rn

ei(p,y)g(p)dpdy =

(2π)−n det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

g(p)

∫
Rn

e−(t1+εE+ita(x))−1(x−y)2/2+i(p,y)dydp =

(2π)−n det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

ei(p,x)g(p)

∫
Rn

e−(t1+εE+ita(x))−1z2/2+i(p,z)dzdp =

(2π)−n det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

ei(p,x)−(t1+εE+ita(x))p2/2g(p)×

×
∫

Rn−i(t1+εE+ita(x))p

e−(t1+εE+ita(x))−1ξ2/2dξdp =

(2π)−n det(t1+εE + ita(x))−1/2
∫
Rn

ei(p,x)−ita(x)p2/2−t1+εp2/2g(p)×

×
∫
Rn

e−(t1+εE+ita(x))−1ξ2/2dξdp = (2π)−n/2
∫
Rn

ei(p,x)−ita(x)p2/2−t1+εp2/2g(p)dp.

Сдвиг области интегрирования с Rn − i(t1+εE + ita(x))p на Rn производит-

ся с помощью теоремы Коши из комплексного анализа с учетом убывания

подынтегрального выражения на бесконечности благодаря (3.8). Последнее

равенство вида (2π)−n/2 det(B)1/2
∫

Rn e
−(Bz,z)/2dz = 1 легко доказывается пе-

реходом к собственному базису.
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Лемма 2. Пусть функция g(p) ограниченная, финитная и бесконечно диф-

ференцируемая. Зададим функции

ϕ(t, x) =

∫
Rn

ei(p,x)e−tp2

g(p)dp,

ψ(t, r, x) =

∫
Rn

ei(p,x)e−t1+εp2

eira(x)p2

g(p)dp,

где 0 < t ≤ 1 и 0 ≤ r ≤ t. Тогда |ϕ(t, x)| < C(||x|| + 1)−n и |ψ(t, r, x)| <

Ct−nε/2(||x||+ 1)−n .

Доказательство. Очевидно |ϕ(t, x)| < C и |ψ(t, x)| < C . Поэтому достаточ-

но доказать неравенства |ϕ(t, x)| < C||x||−n и |ψ(t, r, x)| < Ct−nε/2||x||−n . По

аналогии с леммой 1

ϕ(t, x) = (2πt)−n/2
∫
Rn

e−(x−y)2/2tf(y)dy,

ψ(t, r, x) = (2π)−n/2 det(t1+εE + ira(x))−1/2
∫
e−(t1+εE+ira(x))−1(x−y)2/2f(y)dy,

где функция f , являющаяся обратным преобразованием Фурье функции

g , быстро убывает. Используя неравенство ||x||n ≤ (||x − y|| + ||y||)n ≤

C (||x− y||n + ||y||n) , получаем

||x||n|ϕ(t, x)| ≤

Ct−n/2

∫
Rn

e−(x−y)2/2t||x− y||n|f(y)|dy +

∫
Rn

e−(x−y)2/2t||y||n|f(y)|dy

 ≤

Ct−n/2

∫
Rn

e−(x−y)2/2t||x− y||ndy +

∫
Rn

e−(x−y)2/2tdy

 ≤ C
(
1 + tn/2

)
≤ C.

С помощью (3.8) и (3.9) получим

||x||n|ψ(t, r, x)| ≤ C||x||n

max(t1+ε, r)n/2

∫
Rn

exp

(
−Ct

1+ε||x− y||2

max(t2+2ε, r2)

)
|f(y)|dy.
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Теперь можно воспользоваться полученным для ϕ результатом.

||x||n|ψ(t, r, x)| ≤ C

max(t1+ε, r)n/2 ×
(

t1+ε

max(t2+2ε, r2)

)−n/2

×

×

||x||n( t1+ε

max(t2+2ε, r2)

)n/2 ∫
Rn

exp

(
−Ct

1+ε||x− y||2

max(t2+2ε, r2)

)
|f(y)|dy

 ≤
C

max(t1+ε, r)n/2 ×
(

t1+ε

max(t2+2ε, r2)

)−n/2

= C

(
max(t2+2ε, r2)

t1+ε max(t1+ε, r)

)n/2

=

C
(
max

(
1,

r

t1+ε

))n/2
≤ Ct−nε/2.

Для применения теоремы Чернова необходимо доказать неравенство
||F (t/n)n|| ≤ C , причем, как показано при разборе одномерного случая, более
сильное неравенство ||F (t)|| ≤ eCt , вообще говоря, не выполнено. Выраже-
ние F (t/n)n представляет собой кратный интеграл с быстро осциллирующи-
ми множителями, который трудно оценить прямо. Эту трудность мы обойдем
следующим образом. Известно, что для любой сильно непрерывной полугруп-
пы T (t) , удовлетворяющей оценке ||T (t)|| ≤Meωt , можно задать эквивалент-
ную норму ||x||T = supt≥0 ||e−ωtT (t)x|| , для которой ||T (t)||T ≤ eωt . В нашем
случае само существование полугруппы пока не доказано, и в любом случае
явной формулы для нее нет. К счастью, мы можем воспользоваться формулой
(3.5) из одномерного случая. Хотя никакого оператора замены переменных
нет, оказывается, что эта формула работает и в многомерном случае.

Зададим в пространстве L2(Rn) семейство норм

||f ||2α(s) =

∫
Rn

1

α(s, x)
|f(x)|2dx.

Предложение 23. Существует такая константа ω , что выполнено нера-

венство

||F1(t, s)||α(s) ≤ eω(t−s). (3.11)
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Доказательство. Как было сказано ранее, мы будем доказывать более про-

стое неравенство ||F1(t)||α ≤ eωt . В силу доказанной выше ограниченности

F1(t) это неравенство достаточно доказать для плотного множество функций

вида (3.10). С помощью леммы 1 можно записать

(2π)n
(
||F1(t)f ||2α − ||f ||2α

)
=

(2π)n

∫
Rn

1

α(x)

[
(F (t)f)(x)(F (t)f)(x)− f(x)f(x)

]
dx =

∫
Rn

1

α(x)

∫
Rn

∫
Rn

ei(p,x)−i(q,x)
(
eit(a(x)q2−a(x)p2)/2−t1+ε(p2+q2)/2 − 1

)
g(p)g(q)dpdqdx =

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x)
(
i

2
(aq2 − ap2)− (1 + ε)τ ε

2α(x)
(p2 + q2)

)
×

× eiτ(a(x)q2−a(x)p2)/2−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx =∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x)
(
i

2
(aq2 − ap2)− (1 + ε)τ ε

2α(x)
(p2 + q2)

)
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2

1 +

τ∫
0

i

2
(a(x)q2 − a(x)p2)eir(a(x)q2−a(x)p2)/2dr

×

× g(p)g(q)dτdpdqdx.

Окончательный результат:

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x)×

×
([ i

2
(aq2 − ap2)

]
−
[(1 + ε)τ ε

α(x)
(p, q)

]
−
[(1 + ε)τ ε

2α(x)
(p− q)2

])
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx+
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+

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)×

×
(
−α(x)

4
(aq2 − ap2)2 − i(1 + ε)τ ε

4
(aq2 − ap2)(p2 + q2)

)
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2eir(a(x)q2−a(x)p2)/2g(p)g(q)drdτdpdqdx. (3.12)

Напомним, что в полученном выражении a является постоянной матри-

цей, а a(x) = α(x)a - исходная матрица. Рассмотрим первую половину этого

выражения:

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p−q,x)×

×
([ i

2
(aq2 − ap2)

]
−
[(1 + ε)τ ε

α(x)
(p, q)

]
−
[(1 + ε)τ ε

2α(x)
(p− q)2

])
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx. (3.13)

Первое слагаемое в (3.13) имеет вид

i

2

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p−q,x)(aq2 − ap2)e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx =

i

2

∫
Rn

t∫
0

∫
Rn

∫
Rn

ei(p−q,x)(aq2 − ap2)e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dpdqdτdx =

i

2

∫
Rn

t∫
0

(ϕ(τ, x)ψ(τ, x)− ψ(τ, x)ϕ(τ, x))dτdx,

где ϕ(τ, x) =
∫

Rn e
i(p,x)e−τ1+εp2

g(p)dp и ψ(τ, x) =
∫

Rn e
i(p,x)ap2e−τ1+εp2

g(p)dp . В

силу леммы 2 можно изменить порядок интегрирования по dx и dτ . Теперь

можно воспользоваться формулой
∫

Rn e
i(p−q,x)dx = (2π)nδ(p − q) . Получаем,

что первое слагаемое в (3.13) равно нулю.
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Второе слагаемое в (3.13)

−
∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x)e−τ1+ε(p2+q2)/2 (1 + ε)τ ε

α(x)
(p, q)g(p)g(q)dτdpdqdx =

−
n∑

k=1

∫
Rn

1

α(x)

t∫
0

(1 + ε)τ ε×

×
∫
Rn

∫
Rn

ei(p,x)−τ1+εp2/2pkg(p)e
−i(q,x)−τ1+εq2/2qkg(q)dpdqdτdx =

−
n∑

k=1

∫
Rn

1

α(x)

t∫
0

(1 + ε)τ ε

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ei(p,x)−τ1+εp2/2pkg(p)dp

∣∣∣∣∣∣
2

dτdx ≤

− C

n∑
k=1

∫
Rn

t∫
0

τ ε

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ei(p,x)−τ1+εp2/2pkg(p)dp

∣∣∣∣∣∣
2

dτdx =

− C

n∑
k=1

t∫
0

τ ε

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ei(p,x)−τ1+εp2/2pkg(p)dp

∣∣∣∣∣∣
2

dxdτ =

− C

t∫
0

τ ε

∫
Rn

e−τ1+εp2

p2|g(p)|2dpdτ. (3.14)

Здесь C > 0 . Изменение порядка интегрирования в предпоследнем равен-

стве возможно, т.к. подынтегральная функция положительна. Последнее

равенство следует из того, что преобразование Фурье является изометри-

ей в L2(Rn) . Мы получаем в правой части (3.14) отрицательную величину.

В дальнейшем доказательстве (3.14) будет использоваться для компенсации

похожих слагаемых.

Последнее слагаемое в (3.13)
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−
n∑

k=1

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x) (1 + ε)τ ε

2α(x)
(pk − qk)

2e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx.

(3.15)

Рассмотрим одно слагаемое с определенным k . Зададим функции ϕl, l =

0, 1, 2

ϕl(t, x) =

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x) (1 + ε)τ ε

2
(pk − qk)

le−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdq.

Тогда ∂ϕl(x)
∂xk

= iϕl+1(x) . Из леммы 2 следует, что

|ϕl(t, x)| ≤ Ct1+ε||x||−2n. (3.16)

Теперь мы можем в (3.15) два раза взять по частям интеграл по dxk . Из

(3.16) следует, что внеинтегральные члены будут равны нулю.

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)−i(q,x) (1 + ε)τ ε

2α(x)
(pk − qk)

2e−τ1+ε(p2+q2)/2g(p)g(q)dτdpdqdx =

∫
Rn

ϕ2(t, x)

α(x)
dx = −

∫
Rn

∂2

∂x2
k

(
1

α(x)

)
ϕ0(t, x)dx.

Из (3.2) следует, что это выражение оценивается как

C

∫
Rn

|ϕ0(t, x)|dx = C

∫
Rn

t∫
0

τ ε

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ei(p,x)e−τ1+εp2/2g(p)dp

∣∣∣∣∣∣
2

dτdx =

C

t∫
0

τ ε

∫
Rn

e−τ1+εp2|g(p)|2dpdτ ≤ C

t∫
0

τ ε

∫
Rn

|g(p)|2dpdτ ≤ Ct1+ε||g||2.
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Вторая половина (3.12) имеет вид

−
∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)×

×
(
α(x)

4
(aq2 − ap2)2 +

i(1 + ε)τ ε

4
(aq2 − ap2)(p2 + q2)

)
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2eir(a(x)q2−a(x)p2)/2g(p)g(q)drdτdpdqdx. (3.17)

В силу симметричности a можем записать (ap, p) − (aq, q) = (a(p − q), (p +

q)) =
∑n

k,m=1 a
k,m(pk − qk)(qm + qm) . В развернутом виде получаем

− 1

4

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)×

×
(
α(x)

n∑
k1,k2,k3,k4=1

ak1,k2ak3,k4(pk1
− qk1

)(pk2
+ qk2

)(pk3
− qk3

)(pk4
+ qk4

)+

+ i(1 + ε)τ ε(p2 + q2)
n∑

k1,k2=1

ak1,k2(pk1
− qk1

)(pk2
+ qk2

)
)
×

× e−τ1+ε(p2+q2)/2eir(a(x)q2−a(x)p2)g(p)g(q)drdτdpdqdx. (3.18)

Зададим функцию

ϕl(x, τ, r) =

∫
Rn

ei(p,x)ple−τ1+εp2/2eira(x)p2/2g(p)dp,

где l - мультииндекс, |l| ≤ 6 . Тогда по лемме 2

|ϕl(x, τ, r)| ≤ C||x||−nτ−nε/2 ≤ C||x||−nτ−1/4.

Формулу (3.18) можно записать как

∑
|l1|+|l2|=4

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

Cl1,l2(x, τ)ϕl1(x, τ, r)ϕl2(x, τ, r)drdτdx,
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где Cl1,l2(x, τ) ограничены. Отсюда следует, что в (3.18) можно взять инте-

грал по dxk1
по частям и внеинтегральные члены будут равны нулю. Получим

i

4

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)
[ n∑

k1,k2,k3,k4=1

ak1,k2ak3,k4(pk2
+qk2

)(pk3
−qk3

)(pk4
+qk4

)×

×

∂α(x)

∂xk1
+ irα(x)

∂α(x)

∂xk1

n∑
k5,k6=1

ak5,k6(pk5
− qk5

)(pk6
+ qk6

)

−

−(1+ε)τ ε(p2+q2)
n∑

k1,k2=1

ak1,k2(pk2
+qk2

)r
∂α(x)

∂xk1

n∑
k3,k4=1

ak3,k4(pk3
−qk3

)(pk4
+qk4

)
]
×

× e−τ1+ε(p2+q2)eir(a(x)q2−a(x)p2)g(p)g(q)drdτdpdqdx.

Теперь возьмем по частям интеграл по dxk3
. В результате, после двух инте-

грирований по частям выражение (3.18) преобразуется к виду

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)(P2(x, τ, p, q) + rP4(x, τ, p, q) + r2P6(x, τ, p, q))

e−τ1+ε(p2+q2)/2eir(a(x)q2−a(x)p2)/2g(p)g(q)drdτdpdqdx, (3.19)

где Pm(x, τ, p, q) - однородный полином порядка m по p, q с ограниченными

коэффициентами, зависящими от x, τ . Каждое из слагаемых в (3.19) имеет

вид

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)−i(q,x)C(x, τ)rmpl1ql2e−τ1+ε(p2+q2)/2eir(a(x)q2−a(x)p2)/2×

× g(p)g(q)drdτdpdqdx, (3.20)

где m принимает значения 0, 1, 2 , а l1, l2 - мультииндексы такие, что |l1| +

|l2| = 2 + 2m . Зададим γ = 1−(2n+6)ε
6(1+(2n+6)ε) . Тогда 0 < γ < 1

6 . Введем функции

g1(τ, p) = pl1e−(1−γ)τ1+εp2/2g(p) и g2(τ, p) = pl2e−(1−γ)τ1+εp2/2g(p) . Их обратные
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преобразования Фурье обозначим f1(τ, x) и f2(τ, x) . С помощью леммы 1

выражение (3.20) можно представить в виде

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

rmC(x, τ)

∫
Rn

ei(p,x)e−γτ1+εp2/2e−ira(x)p2/2g1(τ, p)dp×

×
∫
Rn

e−i(q,x)e−γτ1+εq2/2eira(x)q2/2g2(τ, q)dqdrdτdx =

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

rmC(x, τ)×

×
∫
Rn

1√
(2π)n det(γτ 1+εE + ira(x))

e−(γτ1+εE+ira(x))−1(x−y)2/2f1(τ, y)dy×

×
∫
Rn

1√
(2π)n det(γτ 1+εE − ira(x))

e−(γτ1+εE−ira(x))−1(x−z)2/2f2(τ, z)dzdrdτdx.

С помощью (3.8) и (3.9) это выражение можно оценить как

C

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

rm

∫
Rn

1

max(τ 1+ε, r)n/2 exp

(
−Cτ

1+ε||x− y||2

max(τ 2+2ε, r2)

)
|f1(τ, y)|dy×

×
∫
Rn

1

max(τ 1+ε, r)n/2 exp

(
−Cτ

1+ε||x− z||2

max(τ 2+2ε, r2)

)
|f2(τ, z)|dzdrdτdx =

C

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

rm max(τ 1+ε, r)n

τ (1+ε)n ×

×
∫
Rn

τn(1+ε)/2

max(τ 2+2ε, r2)n/2 exp

(
−Cτ

1+ε||x− y||2

max(τ 2+2ε, r2)

)
|f1(τ, y)|dy×

×
∫
Rn

τn(1+ε)/2

max(τ 2+2ε, r2)n/2 exp

(
−Cτ

1+ε||x− z||2

max(τ 2+2ε, r2)

)
|f2(τ, z)|dydrdτdx

Применяя неравенство Коши-Буняковского и учитывая тот факт, что L2 нор-

ма преобразования 1
(2πd)n/2

∫
Rn e

−||x−y||2/2df(y)dy равна единице, получаем, что
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приведенное выше выражение оценивается как

C

t∫
0

τ∫
0

rm max(τ 1+ε, r)n

τ (1+ε)n ||f1(τ, ·)||L2
||f2(τ, ·)||L2

drdτ ≤

C

t∫
0

τm+1−nε||f1(τ, ·)||L2
||f2(τ, ·)||L2

dτ = C

t∫
0

τm+1−nε||g1(τ, ·)||L2
||g2(τ, ·)||L2

dτ =

C

t∫
0

τm+1−nε

∫
Rn

p2l1e−(1−γ)τ1+εp2|g(p)|2dp
∫
Rn

q2l2e−(1−γ)τ1+εq2|g(q)|2dq

1/2

dτ ≤

C

t∫
0

τm+1−nε

∫
Rn

|p|2|l1|e−(1−γ)τ1+εp2|g(p)|2dp
∫
Rn

|q|2|l2|e−(1−γ)τ1+εq2|g(q)|2dq

1/2

dτ.

(3.21)

Напомним, что |l1|+|l2| = 2+2m . С помощью неравенства ||p||2ke−γτ1+ε||p||2/2 ≤

Cτ−k(1+ε) оценим (3.21) как

C

t∫
0

τ−mε+1−nε×

×

∫
Rn

||p||2k1e(2γ−1)τ1+ε||p||2|g(p)|2dp
∫
Rn

||q||2k2e(2γ−1)τ1+ε||q||2/2|g(q)|2dq

1/2

dτ ≤

C

t∫
0

τ 1−(n+2)ε×

×

∫
Rn

||p||2k1e(2γ−1)τ1+ε||p||2|g(p)|2dp
∫
Rn

||q||2k2e(2γ−1)τ1+ε||q||2/2|g(q)|2dq

1/2

dτ.

(3.22)

Здесь k1 + k2 = 2 . Возможно два различных варианта выбора чисел k1, k2 :

оба равны единице или одно равно нулю, а другое двум.
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Пусть k1 = 2, k2 = 0 . Тогда (3.22) можно оценить с помощью неравенства

2ab ≤ a2

M +Mb2 , взяв M = τ (n+2)ε−1 , как

C

t∫
0

τ 2−2(n+2)ε
∫
Rn

||p||4e(2γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ + C

t∫
0

∫
Rn

e(2γ−1)τ1+εq2|g(q)|2dqdτ.

Здесь второе слагаемое не превышает Ct||g||2 т.к. 2γ − 1 < 0 . Первое слага-

емое оценивается числом

C

t∫
0

τ 2−2(n+2)ε
∫
Rn

||p||4e(2γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ ≤

C

t∫
0

τ 1−(2n+5)ε
∫
Rn

||p||2e(3γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ. (3.23)

Мы хотим компенсировать (3.23) с помощью отрицательной величины (3.14).

Для этого докажем, что для любого δ ∈ (0, 1) найдутся t0 > 0 и N такие,

что для всех функций g и всех t ∈ (0, t0) выполнено условие
t∫

0

τ 1−(2n+5)ε
∫
Rn

||p||2e(3γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ ≤

δ

t∫
0

τ ε

∫
Rn

||p||2e−τ1+εp2|g(p)|2dpdτ +Nt||g||2L2
. (3.24)

Обозначим область Gτ = {p ∈ Rn : ||p||2 < τ−1−ε
(
−1−(2n+6)ε

6γ ln τ + 1
3γ ln δ

)
} .

t∫
0

τ 1−(2n+5)ε
∫
Gτ

||p||2e(3γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ =

t∫
0

τ ε

∫
Gτ

||p||2e−τ1+εp2|g(p)|2
(
τ 1−(2n+6)εe3γτ1+εp2

)
dpdτ ≤

δ

t∫
0

τ ε

∫
Gτ

||p||2e−τ1+εp2|g(p)|2τ (1−(2n+6)ε)/2dpdτ ≤ δ

t∫
0

τ ε

∫
Rn

||p||2e−τ1+εp2|g(p)|2dpdτ.
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Функция xe−dx убывает при x > 1/d . Поэтому из-за множителя ln τ в опре-

делении Gτ для достаточно малых τ выражение τ 1−(2n+5)ε||p||2e(3γ−1)τ1+εp2

в области Rn\Gτ будет принимать максимальное значение на границе. Это

значение равно

τ 1−(2n+5)ετ−1−ε

(
−1− (2n+ 6)ε

6γ
ln τ +

1

3γ
ln δ

)
e−

(3γ−1)(1−(2n+6)ε)
6γ ln τe−

(3γ−1)
3γ ln δ ≤

− δ
1
3γ−11− (2n+ 6)ε

6γ
τ−(2n+6)ε− (3γ−1)(1−(2n+6)ε)

6γ ln τ =

− δ
1
3γ−11− (2n+ 6)ε

6γ
τ−

1+(2n+6)ε
2 + 1−(2n+6)ε

6γ ln τ =

− δ
1
3γ−11 + (2n+ 6)ε

2
τ

1+(2n+6)ε
2 ln τ < C,

где константа не зависит от τ . Поэтому
t∫

0

τ 1−(2n+5)ε
∫

Rn/Gτ

||p||2e(3γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ ≤ C

t∫
0

∫
Rn/Gτ

|g(p)|2dpdτ ≤ Ct||g||2.

Тем самым, (3.24) доказано.

Если в (3.22) выбрать k1 = k2 = 1 , то получим
t∫

0

τ 1−(n+2)ε
∫
Rn

||p||2e(2γ−1)τ1+εp2/2|g(p)|2dpdτ ≤

t∫
0

τ 1−(2n+5)ε
∫
Rn

||p||2e(3γ−1)τ1+εp2|g(p)|2dpdτ

и нужная оценка следует из (3.24).

Собрав все вместе, мы видим, что

||F1(t)f ||2α − ||f ||2α ≤ Ct||f ||2 ≤ Ct||f ||2α,

а значит

||F1(t)f ||2α ≤ (1 + Ct)||f ||2α ≤ eCt||f ||2α.
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Предложение 24. Для функций вида (3.10) выполнено неравенство

||F1(t, s)f − f || ≤ C(t− s)||f ′′||.

Доказательство. С помощью леммы 1 запишем

(F1(t)f)(x)− f(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

ei(p,x)
(
e−ita(x)p2/2−t1+εp2/2 − 1

)
g(p)dp =

−1

2
(2π)−n/2

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x) (ia(x)p2 + (1 + ε)τ εp2) e−iτa(x)p2/2−τ1+εp2/2g(p)dτdp =

t∫
0

ϕ(τ, x)dτ.

||F1(t)f − f ||2 =

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

ϕ(τ, x)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤
∫
Rn

 t∫
0

|ϕ(τ, x)|dτ

2

dx ≤

t

∫
Rn

t∫
0

|ϕ(τ, x)|2dτdx ≤ t2 sup
τ∈[0,t]

||ϕ(τ, ·)||2.

Функцию ϕ(τ, x) можно записать в виде

ϕ(τ, x) =

− 1

2
(2π)−n/2

∫
Rn

ei(p,x) (ia(x)p2 + (1 + ε)τ εp2) e−iτa(x)p2/2−τ1+εp2/2g(p)dp =

n∑
k=1

n∑
m=1

Ck,m(x, τ)

∫
Rn

ei(p,x)e−iτa(x)p2/2−τ1+εp2/2pkpmg(p)dp =

n∑
k=1

n∑
m=1

Ck,m(x, τ)(F1(τ)f
′′
k,m)(x),

где коэффициенты Ck,m(x, τ) ограничены. Поэтому требуемое утверждение

следует из (3.11).
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Предложение 25. Для каждой функции вида (3.10) выполнено

lim
t→s

F1(t, s)f − f

t− s
=
i

2
tr(a(s, ·)f ′′),

причем предел существует равномерно по s.

Доказательство. Пусть f имеет вид (3.10). Тогда с помощью леммы 1 запи-

шем

(F1(t)f)(x)− f(x)− it

2
tr(a(x)f ′′(x)) =

(2π)−n/2
∫
Rn

ei(p,x)
(
e−ita(x)p2/2−t1+εp2/2 − 1 +

it

2
a(x)p2

)
g(p)dp =

− 1

2
(2π)−n/2

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)
[(
ia(x)p2 + (1 + ε)τ εp2) e−iτa(x)p2/2−τ1+εp2/2 − ia(x)p2

]
×

× g(p)dτdp =

i

4
(2π)−n/2

∫
Rn

t∫
0

τ∫
0

ei(p,x)a(x)p2 (ia(x)p2 + (1 + ε)rεp2) e−ira(x)p2/2−r1+εp2/2×

× g(p)drdτdp−

− 1

2
(2π)−n/2

∫
Rn

t∫
0

ei(p,x)(1 + ε)τ εp2e−iτa(x)p2/2−τ1+εp2/2g(p)dτdp =

t∫
0

τ∫
0

ψ(t, r, x)drdτ +

t∫
0

τ εϕ(x, τ).

Аналогично предыдущему утверждению ||ψ(t, r, ·)|| ≤ C||f ′′′′|| и ||ϕ(t, ·)|| ≤

C||f ′′|| . Поэтому∣∣∣∣∣∣∣∣F1(t)f − f − it

2
tr(a(x)f ′′(x))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Ct1+ε||f ′′||+ Ct2||f ′′′′||.
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В качестве F2(t, s) и F3(t, s) рассмотрим такие же, как и в предыдущем
разделе семейства

(F2(t, s)f)(x) = f(x+ (t− s)b(s, x)),

(F3(t, s)f)(x) = e(t−s)c(s,x)f(x).

Предложение 26. Найдется такая константа C , что

||F2(t, s)||α(s) ≤ eC(t−s). (3.25)

Доказательство. Из (3.2) следует, что найдется такое δ > 0 , что при условии

|t− s| < δ преобразование y = x+ (t− s)b(s, x) обратимо.

||F2(t, s)f ||2α(s) =

∫
Rn

1

α(s, x)
|f(x+ (t− s)b(s, x))|2dx =

∫
Rn

1

α(s, x(y))
|f(y)|2 det

(
I + (t− s) · d(b(s, x))/dx|x=x(y)

)−1
dy =

∫
Rn

(1 + (t− s) ·O(1))

α(s, x)
|f(y)|2(1 + (t− s) ·O(1))dy ≤

||f ||2α(s)(1 + C(t− s)) ≤ ||f ||2α(s)e
C(t−s).

Предложения 8 и 9 также будет верны, если в них заменить функции из
C3

00(Rn) на функции вида 3.10 и использовать норму || · ||α(s) . Все то же самое
верно и для F3(t, s) .

3.4 Формула Фейнмана

Следствием теоремы 3 является

Предложение 27. Пусть H(t) задан в пространстве L2(Rn) с областью

определения W 2
2 (Rn). Тогда найдутся такие константы µ и M > 0, что
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если λ ∈ R, то iµ+ λ ∈ ρ(H(t)), и для всех u ∈ W 2
2 (Rn) выполнено

||u||W 2
2
≤M ||(λ+ iµ)u−H(t)u||.

В дальнейшем для простоты будем считать µ = 0 .

Предложение 28. Для каждого значения t0 ∈ [0, T ] оператор H(t0) яв-

ляется генератором сильно непрерывной полугруппы Tt0(t), причем суще-

ствует такая константа ω , что

||Tt0(t)||α(t0) ≤ eωt.

Доказательство. Из доказанных свойств операторов Fk(t, s) и предложе-

ний 3 и 27 следует, что для H(t0) и семейства Ft0(t) = F1(t0 + t, t0)F2(t0 +

t, t0)F3(t0+t, t0) выполнены условия теоремы Чернова, откуда следует то, что

Tt0(t) существует и задается формулой Tt0(t)f = limn→∞ F (t0 + t/n, t0)
nf . То-

гда ||Tt0(t)f ||α(t0) ≤ limn→∞ ||F (t0 + t/n, t0)
nf ||α(t0) ≤ eωt||f ||α(t0) .

Определение 4. Пусть для каждого t ∈ [0, T ] линейный оператор A(t)

на банаховом пространстве X является генератором сильно непрерывной

полугруппы St(s). Семейство A(t)t∈[0,T ] называется стабильным если най-

дутся такие константы M и ω , что выполнены условия

(ω,∞) ⊂ ρ(A(t))

и для любых конечных последовательностей 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tk ≤ T и sj ≥ 0∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

k∏
j=1

Stj(sj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤M exp

(
ω

k∑
j=1

sj

)
.

Предложение 29. Семейство операторов H(t) стабильно.

Доказательство. Условие на спектр следует из предложения 27. Т.к.∣∣∣∣ 1

α(t2, x)
− 1

α(t1, x)

∣∣∣∣ ≤ C|t1 − t2| ≤ γ
1

α(t1, x)
|t1 − t2|,
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то

||f ||α(t2) ≤ (1 + γ|t2 − t1|)||f ||α(t1) ≤ eγ|t2−t1|||f ||α(t1).∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

k∏
j=1

Stj(sj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

k∏
j=1

Stj(sj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t1)

≤ Ceωs1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

k∏
j=2

Stj(sj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t1)

≤

Ceωs1eγ(t2−t1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

k∏
j=2

Stj(sj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t2)

≤ ... ≤ Ceω(s1+...+sk)eγ((t2−t1)+...+(tk−tk−1)) ≤

CeγTeω(s1+...+sk).

Теорема 9. [3, глава 5, параграф 4, теорема 4.8] Пусть в банаховом про-

странстве X задано стабильное семейство генераторов сильно непрерыв-

ных полугрупп A(t)t∈[0,T ] с константами стабильности M,ω . Пусть их

область определения Dom(A(t)) = D не зависит от t. Предположим, что

для каждого x ∈ D функция A(t)x непрерывно дифференцируема. Тогда су-

ществует эволюционная система U(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T удовлетворяющая

следующим условиям:

1. Ограниченность

||U(t, s)|| ≤Meω(t−s).

2. Инвариантность области определения

U(t, s)D ⊂ D.

3. Для всех x ∈ D функция U(t, s)x непрерывна в D в норме графика

A(0).

4. Для всех x ∈ D
∂+

∂t
U(t, s)x

∣∣∣
t=s

= A(s)x,
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∂

∂s
U(t, s)x = −U(t, s)A(s)x.

Предложение 30. Пусть выполнены условия теоремы 9. Тогда для каж-

дого x ∈ D

lim
∆t→0

U(t+ ∆t, t)x− x

∆t
= A(t)x

равномерно по t.

Доказательство.

U(t+ ∆t, t)x− x

∆t
− A(t)x = − 1

∆t

t+∆t∫
t

∂

∂s
U(t+ ∆t, s)xds− A(t)x =

1

∆t

t+∆t∫
t

(U(t+ ∆t, s)A(s)x− A(t)x)ds =

1

∆t

t+∆t∫
t

U(t+ ∆t, s)(A(s)− A(t))xds+
1

∆t

t+∆t∫
t

(U(t+ ∆t, s)− I)A(t)xds.

Первое слагаемое оценим как∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ 1

∆t

t+∆t∫
t

U(t+ ∆t, s)(A(s)− A(t))xds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

1

∆t

t+∆t∫
t

||U(t+ ∆t, s)|| · ||(A(t)− A(s))x||ds ≤ C∆t sup
τ∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣∣∣d(A(τ)x)

dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Для фиксированного y ∈ X выражение U(t, s)y непрерывно на 0 ≤ t ≤ s ≤

T , а значит и равномерно непрерывно. Поэтому (U(t, s) − I)y стремится к

нулю если t − s стремится к нулю. Отображение t 7→ A(t)x непрерывно на

отрезке [0, T ] , а потому его образ компактен. Отсюда следует, что (U(t +

∆t, s)− I)A(t)x стремится к нулю при стремлении ∆t к нулю равномерно по

t и s ∈ [t, t+ ∆t] .
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Теорема 10 (Формула Фейнмана). Пусть F (t, s) = F1(t, s)F2(t, s)F3(t, s).

Семейство операторов (3.1) порождает в пространстве L2(Rn) семейство

эволюционных операторов U(t, s). Для каждой функции f ∈ L2(Rn) выпол-

нено

F (tn, tn−1)...F (t1, t0)f → U(b, a)f

при n → ∞, tn = b, t0 = a, max |ti+1 − ti| → 0 равномерно на множестве

0 ≤ a ≤ b ≤ T .

Доказательство. Существование U(t, s) следует из теоремы 9 и предложе-

ния 29. Для доказательства сходимости осталось проверить выполнение усло-

вий теоремы 2.

Пусть 0 ≤ t1 < ... < tk ≤ T . Тогда∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

F (tj+1, tj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

F (tj+1, tj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t1)

≤ Ceω(t2−t1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k−1∏
j=2

F (tj+1, tj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t1)

≤

Ceω(t2−t1)eγ(t2−t1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k−1∏
j=2

F (tj+1, tj)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
α(t2)

≤ ...

≤ Ceω((t2−t1)+...+(tk−tk−1))eγ((t2−t1)+...+(tk−1−tk−2)) ≤ CeωTeγT .

Выполнение второго условия теоремы 2 следует из предложения 2.
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