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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îòîáðàæåíèé ìàòðèö è îïåðàòîðîâ, ìî-
íîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Èññëåäîâàíèå îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû, íà÷à-
ëîñü ñ ðàáîòû Ã. Ôðîáåíèóñà1, â êîòîðîé ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ
áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåëèòåëü.
Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîìîãëà Ã. Ôðîáåíèóñó ðåøèòü çàäà÷ó Ð. Äåäåêèíäà2 î
ðàçëîæåíèè ãðóïïîâîãî îïðåäåëèòåëÿ íà ìíîæèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî õàðàêòåðèçàöèîííîé òåîðåìû ó Ôðîáåíèóñà áûëî êîìáè-
íàòîðíûì è äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Â 1949 ãîäó Æ. Äü¼äîííå3 ïðåäëîæèë íî-
âûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èí-
âàðèàíòû, áàçèðóþùèéñÿ íà îñíîâíîé òåîðåìå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ýòî
áûë îäèí èç ïåðâûõ îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷. Äü¼äîííå ïîëó-
÷èë õàðàêòåðèçàöèþ áèåêòèâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ âû-
ðîæäåííûå ìàòðèöû íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Ýòè ðåçóëüòàòû çàëîæèëè îñíîâó èíòåíñèâíîãî è ïëîäîòâîðíîãî èçó÷åíèÿ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû, ïðîäîëæàþ-
ùåãîñÿ ïî ñåé äåíü. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ
ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû, ìîæíî íàéòè â îáçîðíûõ ðàáîòàõ4 5 6.

×àñòíûì ñëó÷àåì îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû,
ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûå ìàòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ, ñîõðà-
íÿþùèå íåêîòîðîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Èçó÷åíèå îòîáðàæåíèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî äàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ýòîãî ïîðÿäêà7. Ïðè
ýòîì íàèáîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè ìîíîòîííûõ îòîá-
ðàæåíèé ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà îòîáðàæåíèå (ëèíåé-
íîñòü, àääèòèâíîñòü, áèåêòèâíîñòü, íåïðåðûâíîñòü è äðóãèå). Ïðèìåðû ïî-
äîáíîé õàðàêòåðèçàöèè ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðà-

1Ôðîáåíèóñ Ã. Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Õàðüêîâ: Ãîñ. íàó÷. òåõí. èçä.
Óêðàèíû, 1937. � Ñ. 106�127.

2Dedekind R. Gesammelte Mathematische Werke. Vol. II. New York: Chelsea, 1969.
3Dieudonne J. Sur une g�en�eralisation du groupe orthogonal �a quatre variables // Arch.

Math. � 1949. � Vol. 1. � P. 282�287.
4Ãóòåðìàí À. Ý., Ìèõàë¼â À. Â.Îáùàÿ àëãåáðà è ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå

ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 2003. � 9, �1, Ñ. 83�101.
5Pierce S. and others. A Survey of Linear Preserver Problems // Linear and Multilinear

Algebra. � 1992. � Vol. 33. � P. 1�119.
6Li C.-K., Tsing N. K. Linear preserver problems: A brief introduction and some special

techniques // Linear Algebra Appl. � 1992. � Vol. 162�164. � P. 217�235.
7Baksalary J. K., Pukelsheim F., Styan G. P. H. Some properties of matrix partial

orderings // Linear Algebra Appl. � 1989. � Vol. 119. � P. 57�85.
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áîòàõ Ã. Äîëèíàðà è Æ. Ìàðîâòà8, À.Ý. Ãóòåðìàíà9 10, Ï. Ëåãèøà11, Ï.Ã. Îâ-
÷èííèêîâà12, Ï. Øåìðëà13 14 è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Èññëåäóåìûå â äèññåðòàöèè ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè áûëè ââåäåíû ïîñðåä-
ñòâîì ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ
îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû íà âûðîæäåííûå ìàòðèöû.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè îáîáùåííûõ îáðàòíûõ ìàòðèö ïðèíàäëåæàò
Ý.Ã. Ìóðó15, êîòîðûé ââåë îáîáùåííûå îáðàòíûå äëÿ êîíå÷íûõ êâàäðàòíûõ è
ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö. Âïîñëåäñòâèè Ð. Ïåíðîóçîì16 ñ ïðèìåíåíèåì äðóãîé
òåõíèêè áûëè îòäåëüíî èçó÷åíû ïñåâäîîáðàòíûå Ìóðà äëÿ êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö, è äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé. Ïîëó÷åííûå îáîáùåííûå îáðàòíûå
ìàòðèöû ñòàëè íàçûâàòü îáðàòíûìè Ìóðà-Ïåíðîóçà.

Èçâåñòíî ìíîãî îáîáùåíèé17 18 îáðàòíîé ìàòðèöû: ëåâûå è ïðàâûå îáðàò-
íûå, îáðàòíûå Äðåéçèíà, îáðàòíûå Áîòòà-Äàôôèíà, ãðóïïîâûå îáðàòíûå è
äðóãèå.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Mn(F) ìîæíî ââåñòè ìíîãî ðàç-
ëè÷íûõ óïîðÿäî÷èâàíèé. Íàïðèìåð, äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàðíûé ïîðÿäîê (A 6 B, åñëè aij 6 bij), à äëÿ ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ïîðÿäîê Ëåâíåðà (A 6 B åñëè B − A � ýðìèòîâàÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà).

Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè ïîðÿäêàìè â ïîñëåäíèå ãîäû ââîäÿòñÿ è àêòèâíî èñ-
ñëåäóþòñÿ äðóãèå ìàòðè÷íûå îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: ïîðÿäîê Õàðò-

8Dolinar G., Marovt J. Star partial order on B(H) // Linear Algebra Appl. 434 (2011),
319�326.

9Guterman A. Linear Preservers for Drazin star partial order // Comm. in Algebra. �
2001. � Vol. 29, no. 9. � P. 3905�3917.

10Ãóòåðìàí À. Ý. Ìîíîòîííûå àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö // Ìàòåìàòè÷åñêèå
çàìåòêè. � 2007. � 81, �5, 681�692.

11Legi�sa P. Automorphisms of Mn, partially ordered by rank subtractivity ordering // Linear
Algebra Appl. � 2004. � Vol. 389. � P. 147�158.

12Ovchinnikov P. G. Automorphisms of the poset of skew projections // J. of Functional
Analysis. � 1993. � Vol. 115. � P. 184�189.

13�Semrl P. Order-preserving maps on the poset of idempotent matrices // Acta Sci. Math.
(Szeged). � 2003. � Vol. 69. � P. 481�490.

14�Semrl P. Automorphisms of B(H) with respect to minus partial order // J. Math. Anal.
Appl. 369 (2010), 205�213.

15Moore E. H. On the reciprocal of the general algebraic matrix // Bull. Amer. Math. Soc. �
1920. � Vol. 26. � P. 394�395.

16Penrose R. A generalized inverse for matrices // Proc. Cambridge Philos. Soc. � 1966. �
Vol. 62. � P. 673�677.

17Ben-Israel A., Greville T. Generalized Inverses: Theory and Applications. New York: Hohn
Wiley and Sons. � 1974.

18Piziak R., Odell P. L. Matrix Theory: From Generalized Inverses to Jordan Form.
Chapman & Hall/CRC, 2007. P. 548.
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âèãà19, òàêæå èçâåñòíûé êàê ìèíóñ-ïîðÿäîê, ïîðÿäîê Äðåéçèíà20, áðèëëèàí-
òîâûé ïîðÿäîê21, ëåâûé è ïðàâûé *-ïîðÿäêè22 è äðóãèå.

Öåëü ðàáîòû

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ è õàðàêòåðèçàöèÿ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé, çàäàí-
íûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé. Ïåðåä àâòîðîì ñòîÿëè ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèþ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö íàä ïðî-
èçâîëüíûì ïîëåì, ìîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîãî ïîðÿäêà.

• Èçó÷èòü ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ìàòðèö è ðå-
øèòü çàäà÷ó õàðàêòåðèçàöèè ýòèõ îòîáðàæåíèé íà ñïåöèàëüíûõ ìíî-
æåñòâàõ ìàòðèö.

• Ââåñòè îïåðàòîðíûé àíàëîã ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî ãðóïïîâîé
îáðàòíîé ìàòðèöåé, è äîêàçàòü õàðàêòåðèçàöèþ àääèòèâíûõ ìîíîòîí-
íûõ îòîáðàæåíèé îïåðàòîðîâ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû
àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñëåäóþùèå:

• Äîêàçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ìîíîòîííûõ îòíî-
ñèòåëüíî ïîðÿäêîâ, çàäàííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé.

• Ââåäåíû è ïîñòðîåíû ñïåêòðàëüíûå îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ìàòðèö, èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçü ñ ðàññìàòðèâàå-
ìûìè ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè.

• Ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé äèàãîíàëèçóåìûõ
ìàòðèö è íåïðåðûâíûõ èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíûõ ìàò-
ðèö, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâ, çàäàííûõ ãðóïïîâîé îáðàòíîé
ìàòðèöåé.

• Ðåøåíà çàäà÷à î õàðàêòåðèçàöèè àääèòèâíûõ áèåêòèâíûõ ñòðîãî ìîíî-
òîííûõ îòîáðàæåíèé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íà ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå.

19Hartwig R. E. How to partially order regular elements // Math. Japonica. � 1980. � Vol.
25, no. 1. � P. 1�13.

20Drazin M. P. Natural structures on semigroups with involution // Bull. Amer. Soc. �
1978. � V. 84. �1. � P. 139�141.

21Baksalary J. K., Hauke J. A further algebraic version of Cochran's theorem and matrix
partial orderings // Linear Algebra Appl. � 1990. � Vol. 127. � P. 157�169.

22Baksalary J. K., Mitra S. K. Left-star and right-star partial orderings// Linear Algebra
Appl. � 1991. � Vol. 149. � P. 73�89.
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Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìàòðèö, òåîðèè îïåðàòîðîâ,
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, à òàêæå èçîáðåòåííûé àâòîðîì ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì ïî àáñòðàêòíîé è ëèíåéíîé àëãåáðå, òåîðèè ìàò-
ðèö, òåîðèè êîëåö, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå,
êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà:

(1) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî àëãåáðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Â.Í.Ëàòûøåâà (2012-2013, íåîäíîêðàòíî);

(2) ñåìèíàð ¾Êîëüöà è ìîäóëè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.Í.Ëàòûøåâà,
ïðîô. À.Â.Ìèõàëåâà (2010-2013, íåîäíîêðàòíî);

(3) ñåìèíàð ¾Òåîðèÿ ìàòðèö è åå ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
À.Ý.Ãóòåðìàíà (2010-2013, íåîäíîêðàòíî);

à òàêæå íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

(1) XVII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿, Ìîñêâà,
12-15 àïðåëÿ 2010 ã.;

(2) XVIII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ-2011¿, Ìîñê-
âà, 11-15 àïðåëÿ 2011 ã.;

(3) XIX ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ-2012¿, Ìîñêâà,
9-13 àïðåëÿ 2012 ã.;

(4) Ìåæäóíàðîäíûé àëãåáðàè÷åñêèé ñèìïîçèóì, ïîñâÿù¼ííûé 80-ëåòèþ
êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
è 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà À.Â.Ìèõàë¼âà, Ìîñêâà, 15-18 íîÿáðÿ 2010 ã;

(5) 3-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòðè÷íûå ìåòîäû â ìàòåìàòèêå è
èõ ïðèëîæåíèÿ¿, MMMA-2011, Ìîñêâà, 22-25 èþíÿ 2011 ã.;

(6) ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïîëóãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ¿, Óïïñàëà,
Øâåöèÿ, 30 àâãóñòà - 1 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.
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Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â äåâÿòè ðàáîòàõ,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-9].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ãëàâ, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ââîä-
íàÿ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 144 ñòðàíè-
öû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 69 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíà èñòîðèÿ âîïðîñà, ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü òåìû,
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Òàêæå
îïèñàíû êðàòêîå ñîäåðæàíèå è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Ïóñòü Mn(F) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F, GLn(F) � ìíîæåñòâî íåâûðîæ-
äåííûõ ìàòðèö, 6 � íåêîòîðîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà Mn(F).
Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì A < B ïðè A,B ∈Mn(F), åñëè A 6 B, A 6= B.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M ⊆ Mn(F). Îòîáðàæåíèå T : M → M ìîíîòîííî
îòíîñèòåëüíî6-ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈M èç A 6 B ñëåäóåò
T (A) 6 T (B).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M ⊆ Mn(F). Îòîáðàæåíèå T : M → M ñòðîãî ìîíî-
òîííî îòíîñèòåëüíî <-ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ M óñëîâèÿ
A < B è T (A) < T (B) ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà23 A] ê ìàòðèöå A � ýòî ìàò-
ðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

à)AA]A = A; á)A]AA] = A]; â)AA] = A]A.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâîâàíèå ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ äàííîé
ìàòðèöû A òåñíî ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì èíäåêñà ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà A ∈Mn(F) èìååò èíäåêñ l (IndA = l), åñëè rkAl =
rkAl+1 è l åñòü íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

23Mitra S. K. A new class of g-inverse of square matrices // Sankhya. Ser. A. � 1963. � Vol.
30. � P. 323�330.
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Áîëåå òî÷íî, ãðóïïîâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà A] ê äàííîé ìàòðèöå
A ∈Mn(F) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A èìååò èíäåêñ 1, òî
åñòü rkA = rkA2. Êðîìå òîãî, åñëè A] ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà24.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî íàéòè â
ìîíîãðàôèÿõ17 25.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå
ìàòðèö, çàäàííûå ïðè ïîìîùè ãðóïïîâîé îáðàòíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå (Õàðòâèã19). Ïóñòü A,B ∈Mn(F). Òîãäà A6B äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ìàòðèö A è B, åñëè è òîëüêî åñëè rk(B −A) = rkB − rkA. Ïîëó÷åííîå
îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ìèíóñ-ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå (Ìèòðà24). Ïóñòü A,C ∈ Mn(F). Òîãäà A
]

6 C, åñëè è òîëüêî
åñëè A = C èëè IndA = 1, AA] = CA] = A]C.

Çàäàííîå îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Îäíàêî, ýòîò ïîðÿäîê äîñòàòî÷íî áåäåí,
òàê êàê âñå ìàòðèöû, èíäåêñ êîòîðûõ áîëüøå 1, ìàêñèìàëüíû. Äëÿ óñòðà-

íåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà Õàðòâèãîì è Ìèòðîé áûëî ââåäåíî îòíîøåíèå
cn

6-

ïîðÿäêà, ðàñøèðÿþùåå
]

6-ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå. Íèëüïîòåíòíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A ∈ Mn(F) íàçû-
âàåòñÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå A = CA+NA, ÷òî CANA = NACA = 0, IndCA = 1,
NA íèëüïîòåíòíà.

Îïðåäåëåíèå (Õàðòâèã, Ìèòðà26). Ïóñòü A,B ∈ Mn(F). Òîãäà A
cn

6 B, åñëè

è òîëüêî åñëè CA
]

6 CB è NA6NB.

Îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ ïîðÿäêîâ è èõ ñâîéñòâà äåòàëüíî îïè-
ñàíû â ðàáîòå Ìèòðû, Áõèìàñàíêàðàìà è Ìàëèêà27.

Îïðåäåëåíèå.ÏóñòüA,B ∈Mn(F). ÌàòðèöûA èB îðòîãîíàëüíû (A ⊥ B),
åñëè AB = BA = 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé, òåñíî âçàèìîñâÿçàííîå ñ

24Mitra S. K. On group inverses and the sharp order // Linear Algebra Appl. � 1987. � Vol.
92. � P. 17�37.

25Rao C. R., Mitra S. K. Generalized Inverse of Matrices and its Applications. New York:
Wiley. 1971.

26Hartwig R. E., Mitra S. K. Partial orders based on outer inverses // Linear Algebra Appl.
� 1982. � Vol. 176. � P. 3�20.

27Mitra S. K., Bhimasankaram P., Malik S. B. Matrix partial orders, Shorted Operators and
Applications. Series in Algebra, V. 10, World Scienti�c, 2009.
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ìîíîòîííîñòüþ îòíîñèòåëüíî
]

6-ïîðÿäêà:

Îïðåäåëåíèå.ÏóñòüM ⊆Mn(F). Îòîáðàæåíèå T : M →M íàçîâåì 0-àääè-
òèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈M ñî ñâîéñòâàìè A ⊥ B, IndA = 1,
èìååì:

à) T (A) ⊥ T (B); á) T (A+B) = T (A) + T (B).

Ãëàâà 2

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ è àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé
ìàòðèö, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, çàäàííûõ ãðóïïîâîé
îáðàòíîé ìàòðèöåé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðà-

æåíèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî
]

6- è
cn

6-ïîðÿäêîâ. Ðàíåå áûëè îõàðàêòåðè-
çîâàíû ëèíåéíûå áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, ìîíî-

òîííûå îòíîñèòåëüíî
]
<- è

cn

<-ïîðÿäêîâ:

Òåîðåìà (Áîãäàíîâ, Ãóòåðìàí28). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, n > 3,
T : Mn(F)→Mn(F) � áèåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ìîíîòîííîå îò-

íîñèòåëüíî
]
<- (

cn

<-) ïîðÿäêà. Òîãäà ñóùåñòâóþò α ∈ F \ {0} è P ∈ GLn(F)
òàêèå, ÷òî T (X) = αP−1XP äëÿ âñåõ X ∈ Mn(F) èëè T (X) = αP−1X tP
äëÿ âñåõ X ∈Mn(F).

Àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëèâøèé ñíÿòü îãðàíè÷åíèå áèåêòèâ-
íîñòè. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð ìàòðèö íåò, à îãðàíè÷åíèå íà îñíîâ-
íîå ïîëå � åãî õàðàêòåðèñòèêà äîëæíû áûòü îòëè÷íîé îò 2. Ñôîðìóëèðóåì
ïîëó÷åííûé õàðàêòåðèçàöèîííûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.1.10. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, charF 6= 2, n > 1 � öåëîå
÷èñëî, à ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ìîíîòîííî îòíîñè-

òåëüíî
]

6- (èëè
cn

6-) ïîðÿäêà. Òîãäà T èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ, óêàçàííûõ
íèæå (α ∈ F, P ∈ GLn(F)):

1) T (X) = αP−1XP äëÿ âñåõ X ∈Mn(F);
2) T (X) = αP−1X tP äëÿ âñåõ X ∈Mn(F).

Çäåñü è äàëåå äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì, îïðå-
äåëåíèé è ëåìì, ñîâïàäàþùàÿ ñ íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

28Áîãäàíîâ È. È., Ãóòåðìàí À. Ý. Ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö, çàäàííûå ãðóï-
ïîâîé îáðàòíîé, è îäíîâðåìåííàÿ äèàãîíàëèçóåìîñòü // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 2007.
Ò. 198. �1. Ñ. 3�20.
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Ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé õàðàêòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ áèåê-
òèâíîñòü íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî, îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìîíîòîííîñòü îòíîñèòåëüíî
]

6-

ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíà ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíî
cn

6-ïîðÿäêà.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîé òåõíèêè èññëåäóþòñÿ áîëåå

îáùèå àääèòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.8. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå c ÷èñëîì ýëåìåíòîâ |F| > 3,
n > 2 � öåëîå ÷èñëî, àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Mn(F) → Mn(F) ìîíî-

òîííî îòíîñèòåëüíî
]

6- (
cn

6-) ïîðÿäêà. Òîãäà T èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ
ôîðì:

1) T (X) = αP−1XϕP äëÿ âñåõ X ∈Mn(F);
2) T (X) = αP−1(Xϕ)tP äëÿ âñåõ X ∈Mn(F);
(çäåñü α ∈ F, P ∈ GLn(F), ϕ : F → F � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì

ïîëÿ F).

Â òåîðåìå 2.2.8 ïîä ïðèìåíåíèåì ýíäîìîðôèçìà ïîëÿ ê ìàòðèöå ïîíèìà-
åòñÿ åãî ïîýëåìåíòîå ïðèìåíåíèå.

Äàëåå â ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî ýíäîìîðôèçìû êîëüöà ìàòðèö ìîíî-

òîííû îòíîñèòåëüíî
]

6-ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.2.8 ïîëó÷å-
íî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî õàðàêòåðèçàöèè âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ êîëüöàMn(F).
Ïîäîáíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ äëÿ àëãåáð èçâåñòíà êàê òåîðåìà Íåòåð-Ñêîëåìà29.

Òåîðåìà 2.2.11. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ |F| > 3,
n > 2 � öåëîå ÷èñëî, T : Mn(F) → Mn(F) � ýíäîìîðôèçì êîëüöà ìàò-
ðèö Mn(F). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêàÿ ìàòðèöà P ∈ GLn(F) è ýíäîìîðôèçì
ϕ : F→ F ïîëÿ F, ÷òî T (X) = P−1XϕP äëÿ âñåõ ìàòðèö X ∈Mn(F).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ãëàâû ïîñòðîåí ïðèìåð 2.2.12 ëèíåéíîãî ìîíî-
òîííîãî îòîáðàæåíèÿ ìàòðèö 2 × 2 íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ, íå ïðåä-
ñòàâèìîãî â òîì âèäå, êîòîðûé ïîëó÷åí â òåîðåìå 2.2.8. Òàêæå ïðèâåäåíû
ïðèìåðû íåàääèòèâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé (ïðèìåðû 2.2.13, 2.2.14).

Ãëàâà 3

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö, òåñíî ñâÿ-

çàííûå ñ æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, íàçâàííûå ñïåêòðàëüíûìè îðòî-
ãîíàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè. ×åðåç KA(λ) îáîçíà÷èì îáùåå êîëè÷åñòâî æîð-
äàíîâûõ áëîêîâ ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, F � àëãåá-
ðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ F. Çàìåòèì, ÷òî Spec(A) = {λ ∈ F | KA(λ) > 0}.

29Ïèðñ Ð. Àññîöèàòèâíûå àëãåáðû. 1986. Ì: Ìèð. 543 ñ.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.15. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, A ∈Mn(F), A = CA +
NA � íèëüïîòåíòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Òîãäà S1

A(0) = NA, è äëÿ âñåõ

λ 6= 0 ìàòðèöà S1
A(λ) = Xλ òàêîâà, ÷òî IndXλ = 1, Xλ

]

6 A, KXλ
(λ) = KA(λ)

è KXλ
(µ) = 0 äëÿ âñåõ µ ∈ F \ {0, λ}.

S2
A(λ) = S1

A+E(λ+ 1)− S1
A(λ) ïðè âñåõ λ ∈ F;

S3
A(λ) = S1

A(λ)− λS2
A(λ) ïðè âñåõ λ ∈ F.

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ìàòðèöàXλ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà äëÿ êàæäîãî λ 6= 0 (ëåììà 3.1.14).

Òåîðåìà 3.1.17. Ïóñòü A ∈Mn(F).
1. Åñëè λ /∈ SpecA ⊆ F, òî SiA(λ) = 0 ïðè i = 1, 2, 3.
2. rk(S2

A(λ)) = degχA(z− λ) ÿâëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ λ â õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå χA.

3. SiA(λ) ⊥ SjA(µ) äëÿ âñåõ λ 6= µ, i, j = 1, 2, 3.
4. SiA(λ)S2

A(λ) = S2
A(λ)SiA(λ) = SiA(λ) äëÿ âñåõ λ ∈ F, i = 1, 2, 3.

5. Ìàòðèöà S2
A(λ) èäåìïîòåíòíà ïðè âñåõ λ ∈ F.

6. Ìàòðèöà S3
A(λ) íèëüïîòåíòíà ïðè âñåõ λ ∈ F.

7. A =
∑
λ∈F

S1
A(λ) =

∑
λ∈F

(λS2
A(λ) + S3

A(λ)), E =
∑
λ∈F

S2
A(λ).

Îïðåäåëåíèå 3.1.18. Áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèÿ âèäà

A =
∑
λ∈F

S1
A(λ) =

∑
λ∈F

(λS2
A(λ) + S3

A(λ))

ñïåêòðàëüíûìè îðòîãîíàëüíûìè ìàòðè÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûå îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ìàòðèö, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû
ðàçëîæåíèÿ êîíêðåòíîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ îò ýòîé ìàòðèöû. Áîëåå òîãî, ââåäåííûå ðàçëîæåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðàññìàòðè-
âàåìûõ ïîðÿäêîâ è ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1.20. Ïóñòü A ∈Mn(F).
1. Åñëè A êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðîé B ∈Mn(F), òî SiA(λ) êîììóòèðó-

þò ñ B ïðè âñåõ λ ∈ F è i = 1, 2, 3.
2. Åñëè IndA = 1 è A îðòîãîíàëüíà íåêîòîðîé ìàòðèöå B, òî
à) âñå ìàòðèöû SiA(λ) îðòîãîíàëüíû B,
á) SiA+B(λ) = SiA(λ) + SiB(λ) ïðè λ 6= 0 è i = 1, 2, 3,

â) SiA(λ) ⊥ SjB(µ) ïðè âñåõ λ, µ ∈ F \ {0}, i, j = 1, 2, 3.
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3. Åñëè A
]

6 C äëÿ íåêîòîðîé C ∈Mn(F), òî ïðè âñåõ Λ ⊆ F \ {0} èìååì∑
λ∈Λ

SiA(λ)
]

6
∑
λ∈Λ

SiC(λ), i = 1, 2. Â ÷àñòíîñòè, SiA(λ)
]

6 SiC(λ) ïðè λ 6= 0 è

i = 1, 2.

×åðåç I1
n(F) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìàòðèö èíäåêñà 1.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðè ïîìîùè ñïåêòðàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëî-
æåíèé ïîëó÷åíû äâà âàæíûõ ñâîéñòâà áèåêòèâíûõ ñòðîãî ìîíîòîííûõ îòîá-
ðàæåíèé ìíîæåñòâà I1

n(F) â ñåáÿ: ñîõðàíåíèå èìè æîðäàíîâîé ôîðìû, ñ òî÷-
íîñòüþ äî çàìåíû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, è ýêâèâàëåíòíîñòü ìîíîòîííîñòè ââå-
äåííîìó àâòîðîì ïîíÿòèþ 0-àääèòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2.14. Ïóñòü F = F è îòîáðàæåíèå T : I1
n(F) → I1

n(F) ÿâëÿåòñÿ

áèåêòèâíûì è ñòðîãî ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî
]
<-ïîðÿäêà ïðè äîïîëíè-

òåëüíîì îãðàíè÷åíèè T (λE) = λE äëÿ âñåõ λ ∈ F. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû A ∈ I1

n(F) \M0 ñóùåñòâóåò ìàòðèöà PA ∈ GLn(F) òàêàÿ, ÷òî
T (A) = P−1

A APA.

Çäåñü ïîä M0 ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé
æîðäàíîâ áëîê ñ íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Îòìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå
M0 ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
(ëåììà 3.2.12), òî åñòü áèåêòèâíîå ñòðîãî ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå íà ìíî-
æåñòâå I1

n(F) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ¾äèêèì¿.

Òåîðåìà 3.2.18. Ïóñòü F = F è îòîáðàæåíèå T : I1
n(F) → I1

n(F) ÿâëÿåò-

ñÿ áèåêöèåé. Òîãäà îòîáðàæåíèå T ñòðîãî ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî
]
<-

ïîðÿäêà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèÿ T è T−1 îäíî-
âðåìåííî ÿâëÿþòñÿ 0-àääèòèâíûìè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ èíúåêòèâíûõ íåàääèòèâ-
íûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà äèàãîíàëèçóåìûõ ìàòðèö â ñåáÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñòðóêòóðèðîâàííûì,
÷åì â ñëó÷àå ìíîæåñòâà âñåõ ìàòðèö èíäåêñà 1. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà
A ∈Mn(F) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò P ∈ GLn(F) òàêàÿ,
÷òî P−1AP � äèàãîíàëüíàÿ, Dn(F) � äèàãîíàëèçóåìûå ìàòðèöû èç Mn(F).

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, n > 3, èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå T : Dn(F) → Dn(F) ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî
]

6-ïîðÿäêà. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöà P ∈ GLn(F), íåíóëåâîé ýíäîìîðôèçì f : F → F
è σ : F→ F � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ñ óñëîâèåì σ(0) = 0 òàêèå, ÷òî

T (A) =
∑
λ∈F

σ(λ)P−1(S2
A(λ))fP äëÿ âñåõ A ∈ Dn(F),
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èëè
T (A) =

∑
λ∈F

σ(λ)P−1[(S2
A(λ))f ]tP äëÿ âñåõ A ∈ Dn(F).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.3.1 ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ñòðîãî ìî-
íîòîííûõ îòîáðàæåíèé äèàãîíàëèçóåìûõ ìàòðèö â ñåáÿ. Ïðèâåäåí ïðèìåð
íåòîæäåñòâåííîãî ñòðîãî ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ íà I1

n(F), îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà Dn(F) òîæäåñòâåííî (ïðèìåð 3.3.5). Òàêæå ïîêàçàíà ñóùåñòâåí-
íîñòü óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè (ïðèìåð 3.3.6).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðåøåíà çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè èíúåêòèâíûõ
íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà âñåõ ìàòðèö íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ñåáÿ. Çà ñ÷åò íåïðåðûâíîñòè è èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäà ðå-
çóëüòàòîâ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èíúåêòèâíîå ìîíî-
òîííîå îòîáðàæåíèå àâòîìàòè÷åñêè àääèòèâíî, è áîëåå òîãî, ïîëóëèíåéíî.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü n > 3, îòîáðàæåíèå T : Mn(C)→Mn(C) èíúåêòèâ-
íî è íåïðåðûâíî. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

à) T ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî
]

6-ïîðÿäêà;

á) T ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî
cn

6-ïîðÿäêà;

â) T ÿâëÿåòñÿ 0-àääèòèâíûì.

Òîãäà ñóùåñòâóþò P ∈ GLn(C), α ∈ C \ {0} òàêèå, ÷òî

T (X) = αP−1XP äëÿ âñåõ X ∈Mn(C), èëè
T (X) = αP−1X tP äëÿ âñåõ X ∈Mn(C), èëè
T (X) = αP−1XP äëÿ âñåõ X ∈Mn(C), èëè

T (X) = αP−1X
t
P äëÿ âñåõ X ∈Mn(C),

çäåñü X � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç X ïîýëåìåíòíûì êîìïëåêñíûì ñîïðÿ-
æåíèåì.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè àíàëîã õàðàêòåðèçàöèîííîãî
ðåçóëüòàòà íåâåðåí, â ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð 3.4.4, ïîäòâåðæäàþùèé ýòîò
ôàêò.

Ãëàâà 4

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ââåäåí àíàëîã ïîðÿäêà, ïîðîæäåííîãî ãðóïïîâîé îá-
ðàòíîé ìàòðèöåé, äëÿ ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå è èçó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå àääèòèâíûå ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå
]

6-ïîðÿäêà íà îïåðàòîðàõ â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Â ðàáîòå Ï. Øåìðëà14 îòíîøåíèå 6-ïîðÿäêà áûëî ïåðåíåñåíî íà ñëó÷àé
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü F � ïîëå âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, X � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, B(X) � ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå X.

Îïåðàòîð P ∈ B(X) áóäåì íàçûâàòü èäåìïîòåíòîì, åñëè P 2 = P , ÷åðåç
I1(X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èäåìïîòåíòîâ, I ∈ I1(X) � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 (Øåìðë14). Ïóñòü A,B ∈ B(X), X ãèëüáåðòîâî. Ïî-
ëîæèì A6B, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå èäåìïîòåíòû P,Q, ÷òî ImA = ImP ,
KerA = KerQ, PA = PB, AQ = BQ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ïóñòü A,B ∈ B(X). Ïîëîæèì A
]

6 B, åñëè A = B,
èëè íàéäåòñÿ òàêîé èäåìïîòåíò P ∈ B(X), ÷òî ImA = ImP , KerA = KerP ,
PA = PB, AP = BP .

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ, àíòèñèì-

ìåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ
]

6-ïîðÿäêà, åãî ñîâïàäåíèå ñ ìàò-
ðè÷íûì îïðåäåëåíèåì äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èçó÷åíû äðóãèå

ñâîéñòâà
]

6-ïîðÿäêà íà îïåðàòîðàõ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Is(X) ìíîæåñòâî òàêèõ A ∈ B(X), ÷òî ñóùåñòâóåò èäåì-

ïîòåíò P ñ óñëîâèÿìè ImA = ImP è KerA = KerP .

Òåîðåìà 4.1.8. Ïóñòü A,B ∈ B(X). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) A
]

6 B;
2) A = B èëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â

ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ X = X1⊕X2, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû
A,B : X1 ⊕X2 → X1 ⊕X2 èìåþò ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A =

(
A1 0
0 0

)
, B =

(
A1 0
0 B1

)
,

ãäå A1 : X1 → X1 è B1 : X2 → X2 � îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû,
A1 èíúåêòèâåí, ImA = X1;

3) A = B èëè A ∈ Is(X), A ⊥ (B − A).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ àääèòèâíûõ áèåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå, ñòðîãî ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî
]

6-ïîðÿäêà.
ÏóñòüH � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F âåùåñòâåííûõ èëè êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë, dimH > 1. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó èçâåñòíîé òåîðåìû Îâ-
÷èííèêîâà12 î ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèÿõ ìíîæåñòâà èäåìïîòåíòîâ â ñåáÿ.
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Òåîðåìà 4.2.6. Ïóñòü ϕ : I1(H) → I1(H) � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,
ñòðîãî ìîíîòîííîå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ïîðÿäêà íà èäåìïîòåí-
òàõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò S : H → H � ëèíåéíûé èëè ïîëóëèíåéíûé îáðàòè-
ìûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî ϕ(P ) = SPS−1 äëÿ âñåõ P ∈ I1(H)
èëè ϕ(P ) = SP ∗S−1 äëÿ âñåõ P ∈ I1(H).

Ïîëó÷åííûé õàðàêòåðèçàöèîííûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà 4.2.7. Ïóñòü T : B(H) → B(H) � àääèòèâíîå áèåêòèâíîå îòîá-

ðàæåíèå, ñòðîãî ìîíîòîííîå îòíîñèòåëüíî
]
<-ïîðÿäêà. Òîãäà ñóùåñòâóþò

òàêèå α ∈ F \ {0} è S : H → H � ëèíåéíûé èëè ïîëóëèíåéíûé îáðàòè-
ìûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ÷òî T (A) = αSAS−1 äëÿ âñåõ A ∈ B(H) èëè
T (A) = αSA∗S−1 äëÿ âñåõ A ∈ B(H).

Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèé áèåêòèâíî-
ñòè è àääèòèâíîñòè (ïðèìåðû 4.2.8, 4.2.9).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ áèåêòèâíûå ñòðîãî ìîíîòîííûå îòîáðà-
æåíèÿ íà îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòàõ è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ. Áîëåå

òî÷íî, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Il(H) = {A ∈ B(H) | A =
n∑
i=1

λiPi, Pi ∈ I1(H),

Pi ⊥ Pj ïðè i 6= j}.
Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T : Il(H) → Il(H) ñòðîãî

ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî
]
<-ïîðÿäêà. Òîãäà ñóùåñòâóþò σ : F → F � áè-

åêöèÿ, σ(0) = 0, è S : H → H � ëèíåéíûé èëè ïîëóëèíåéíûé îáðàòèìûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî

T

(
n∑
i=1

λiPi

)
= S

(
n∑
i=1

σ(λi)Pi

)
S−1

äëÿ âñåõ Pi, Pi ⊥ Pj ïðè i 6= j, èëè

T

(
n∑
i=1

λiPi

)
= S

(
n∑
i=1

σ(λi)P
∗
i

)
S−1

äëÿ âñåõ Pi, Pi ⊥ Pj ïðè i 6= j.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Ãóòåðìàíó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è âñåñòî-
ðîííåå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Àâòîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàë¼âó è ïðî-
ôåññîðó Âÿ÷åñëàâó Àëåêñàíäðîâè÷ó Àðòàìîíîâó çà ïîëåçíûå äèñêóññèè è
êîììåíòàðèè, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ èìå-
íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà çà äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå.
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