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Ââåäåíèå

Óðàâíåíèÿ èíäóêöèè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
èíäóêöèè â ïðåäåëå ìàëîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ÷àñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùóþ ýâîëþöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñ âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ
çàäàííûì, ò.å. íå ó÷èòûâàåòñÿ îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîëå
ñêîðîñòåé.

Îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè îòíîñÿòñÿ ê àñòðîôèçèêå:
çâåçäû, ïëàíåòû è ãàëàêòèêè îáëàäàþò ìàãíèòíûìè ïîëÿìè, êîòîðûå ìî-
ãóò ñèëüíî ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå. Îïèñàíèå ïðîèñõîæäåíèÿ
è ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ìàãíèòíûõ ïîëåé îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê
ò.í. òåîðèè äèíàìî; ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû ýòîé
òåîðèè îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [5], [6], [7], [8], [2], [9], [11], [14], [48], [49],
[50], [54], [55], [56], [77], [79], [83], [87], [88], [90]. Âûäåëèì íåñêîëüêî öåíòðàëü-
íûõ âîïðîñîâ â ýòîé îáëàñòè; èçó÷åíèþ èõ ðàçëè÷íûì âàðèàíòîâ ïîñâÿùåíî
îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, öèòèðîâàííûå âûøå ñòàòüè è êíè-
ãè).

• Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñî âðåìåíåì; â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü
ðîñòà ðåøåíèÿ. Ðîñò ïîëÿ èç ìàëîãî íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ
îäíèì èç îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ îáðàçîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â àñòðî-
ôèçèêå.

• Èññëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè; ñî-
ãëàñíî íàáëþäåíèÿì è ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì, ýòè ôóíêöèè, êàê ïðà-
âèëî, ðàñïðåäåëåíû ñèëüíî íåðàâíîìåðíî � îíè ñèëüíî âîçðàñòàþò áëèçè
ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè.

• Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ñïåêòðà è ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñòàöèî-
íàðíîãî îïåðàòîðà.

Óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ñîäåðæàò åñòåñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð (â äèñ-
ñåðòàöèè äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îí îáîçíà÷åí ÷åðåç ε2) � ñîïðîòèâëåíèå
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ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè èëè êîýôôèöèåíò ìàãíèòíîé âÿçêîñòè (îáðàòíàÿ âå-
ëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå âîïðîñîâ ñâÿçàíà ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâå-
äåíèåì ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ýòîãî ïàðàìåòðà. Â áîëüøåé ÷àñòè
äèññåðòàöèè êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ
ãëàäêèìè, âñëåäñòâèå ÷åãî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è âñå ðåøåíèÿ (ñòàöèîíàðíàÿ
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ýëëèïòè÷åñêàÿ, à íåñòàöèîíàðíàÿ � ïàðà-
áîëè÷åñêàÿ). Ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ òàêæå î÷åâèäíà � îíà
ìãíîâåííî ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Â òî æå âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé îêàçûâàþòñÿ ñî-
âåðøåííî íå òðèâèàëüíûìè è èõ îïèñàíèå òðåáóåò äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ âñïîìîãàòåëüíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, à òàêæå èçó÷åíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïðåäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ïðèðîäå çàäà÷, ðåøàåìûõ â äèññåðòàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì
èíäóêöèè.

Àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíûõ ñåðèé

Èíòåðåñ ê îïèñàíèþ êâàçèêëàññè÷åñêîé àñèìïòîòèêè ñåðèé ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âîçíèê ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè; ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ òàêîé àñèìïòîòèêå. Â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Â.Ï. Ìàñëîâà áû-
ëà ñîçäàíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ýôôåêòèâíûå ðåçóëüòàòû â äàí-
íîì íàïðàâëåíèè. Îñíîâíûìè óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðèè ÿâëÿ-
þòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñàìîñîïðÿæåííîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è
èíòåãðèðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Îáùàÿ çàäà÷à ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü H(x, p) : R2n → C � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü

Ĥ = H(x,−iε∂/∂x) � ñîîòâåòñòâóþùèé âåéëåâñêèé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ H òàêîâà, ÷òî îïåðàòîð Ĥ èìååò
ïëîòíóþ â L2(Rn) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñÿùóþ îò ε ∈ (0, ε0) ïðè íåêî-

òîðîì ε0 > 0 (â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïåðàòîð Ĥ âïîëíå êîíêðåòíûé è íóæíûå
ñâîéñòâà îáåñïå÷èâàþòñÿ ïîâåäåíèåì åãî êîýôôèöèåíòîâ). Ïóñòü, êðîìå òîãî,

ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ ÷èñòî äèñêðåòíûé; çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè àñèìï-
òîòèêè ñåðèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Ĥ ïðè ε→ 0. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ñèòóàöèþ, ïðèâåäåì ñïåðâà ñàìûé ïðîñòîé (è äàâíî èçâåñòíûé) ðåçóëüòàò â
ýòîì íàïðàâëåíèè. Ïóñòü n = 1 è H = p2 + V (x), ïðè÷åì V (x) : R → R
� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è V (x) → +∞ ïðè |x| → ∞. Îïåðàòîð Ĥ, çàäàííûé
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äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

Ĥ = −ε2 d
2

dx2
+ V (x),

ñàìîñîïðÿæåí â L2(R) ïðè ε > 0. Ïóñòü ïðè λ ∈ [λ1, λ2] óðàâíåíèå V (x) = λ
èìååò äâà ðåøåíèÿ x±(λ), ïðè÷åì V ′(x±) 6= 0.

Óòâåðæäåíèå 1. (ñì., íàïðèìåð, [30], [32]) Äëÿ êàæäîãî λ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî óðàâíåíèþ

1

πε

∫ x+

x−

√
λ− V (x)dx = m+

1

2
, m ∈ Z, m = O(

1

ε
), (1)

ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 îïåðàòîðà Ĥ, òàêîå, ÷òî |λ − λ0| =
O(ε2).

Çàìå÷àíèå 1. Óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëÿþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñåðèè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì èíâàðèàíòíîì âèäå

1

2πε

∫

γ
pdx = m+

1

2
. (2)

Çäåñü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè (x, p), çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
H(x, p) = λ (êðèâàÿ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè). Ôîðìóëà (2) íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëîì êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåðôåëüäà.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à îïèñàíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå.

1. Îïèñàíèå ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè, ò.å. ïàð ψ ∈ L2(Rn), λ ∈ C, ||ψ|| =
1, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ íåêîòîðîãî N > 1 ñïåêòðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ĥψ = λψ +O(εN) (3)

2. Âûäåëåíèå ñðåäè íàéäåííûõ λ ÷èñåë, áëèçêèõ ê òî÷íîìó ñïåêòðó îïå-
ðàòîðà Ĥ, ò.å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 ñî
ñâîéñòâîì

|λ− λ0| = O(εN). (4)

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ îöåíêà (4) ìãíîâåííî ñëåäóåò èç (3);
â òî æå âðåìÿ, ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, î÷åíü ñëîæíà è òåñíî ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ïîðîæäà-
åìûìè ôóíêöèåé H. Ïðèâåäåì öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè
([29], [30]). Ïóñòü H � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ.
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1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, çàäàâàåìàÿ â R2n ãàìèëüòîíèàíîì H, èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ëèóâèëëþ. Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâà-
íèå n ãëàäêèõ ôóíêöèé F1 = H, F2, . . . , Fn, ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ
è èìåþùèõ íóëåâûå ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàññîíà (ôóíêöèîíàëüíàÿ íåçàâèñè-
ìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé Fj ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî÷òè
âñþäó).

2. Äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ =
c1, . . . , cn ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Λc ñîâìåñòíîãî ìíîæåñòâà óðîâíÿ F1 = c1, . . .
Fn = cn íåîñîáà è êîìïàêòíà. Â ýòîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, Λc äèô-
ôåîìîðôíà n-ìåðíîìó òîðó; áîëåå òîãî, â ïðîîáðàçå îáëàñòè Ω îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòîâ F : R2n → Rn, F (x, p) = (F1(x, p), . . . Fn(x, p)) ñóùå-
ñòâóþò êîîðäèíàòû äåéñòâèå � óãîë I = (I1, . . . , In), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Çäåñü
ïåðåìåííûå I íóìåðóþò òîðû Λc (è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû c), ïå-
ðåìåííûå ϕ � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà Λc. Ôóíêöèÿ H â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
çàâèñèò òîëüêî îò I; ñàìè êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ôèêñàöèåé ãëàäêî çàâè-
ñÿùåãî îò c áàçèñà öèêëîâ γ1, . . . , γn íà òîðàõ Λc.

3. Ñåìåéñòâî âåéëåâñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ĥ èìååò
ïëîòíóþ íå çàâèñÿùóþ îò ε îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â L2(Rn), äèñêðåòíûé ñïåêòð
è ñàìîñîïðÿæåíî â L2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèíàäëåæèò Â.Ï. Ìàñëîâó.

Òåîðåìà 1. (ñì. [29] [30]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ = (µ1, . . . , µn) âåêòîð èíäåê-
ñîâ Ìàñëîâà öèêëîâ γ1, . . . , γn. Äëÿ êàæäîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà m =
(m1, . . . ,mn), äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äåéñòâèÿ Im = ε(m + µ/4)
ïîïàäàåò â óêàçàííóþ âûøå îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå λ0 îïåðàòîðà Ĥ, äëÿ êîòîðîãî |λ0 −H(Im)| = O(ε2).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàëåêîå îáîáùå-
íèå ôîðìóëû Áîðà � Çîììåðôåëüäà. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ âû÷èñëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ

1

2πε

∫

γj

(p, dx) = mj +
1

4
µj, (5)

ãäå (p, dx) =
∑n

j=1 pjdxj. Ýòè ðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ öèê-
ëîâ íà òîðàõ Λc; â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòè óðàâíåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà
áàçèñà öèêëîâ è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè âåùåñòâåí-
íîãî êëàññà êîãîìîëîãèé Λc, èìåþùåãî âèä

1

2πε
[(p, dx)]− 1

4
[µ],

ãäå [(p, dx)] � êëàññ êîãîìîëîãèé ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû, [µ] � êëàññ Ìàñ-
ëîâà. Ðàâåíñòâà (5) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåð-
ôåëüäà � Ìàñëîâà.
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Íåñàìîñîïðÿæåííûé ñëó÷àé èññëåäîâàí ãîðàçäî ìåíåå ïîëíî. Â ðàáîòàõ
[1], [15], [16], [19], [21], [22], [27], [31], [34], [36], [37], [44], [45], [64], [65], [66], [85],

[86] îïèñàíà àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïåðàòîðà Ĥ = −ε2 d2

dx2 + iV (x) íà îòðåçêå
[0, 1] èëè [−1, 1] äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íûõ è áëèçêèõ ê
ëèíåéíûì ôóíêöèé V (x), à òàêæå íà îêðóæíîñòè äëÿ V = cosx è îòðåçêå ñ
ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè äëÿ V = x

1−x2 . Êðîìå òîãî, ñïåêòð íåñàìîñî-
ïðÿæåííûõ çàäà÷ èçó÷àëñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà îïåðàòîð áëèçîê ê ñàìîñîïðÿ-
æåííîìó (ñì., íàïðèìåð, [73]); íàêîíåö, â ðÿäå ðàáîò îí èññëåäîâàëñÿ ÷èñ-
ëåííî (ñì., íàïðèìåð, [81] [74]). Â äèññåðòàöèè íàéäåíà àñèìïòîòèêà ñïåêòðà
îïåðàòîðà èíäóêöèè â ñèòóàöèÿõ, äîïóñêàþùèõ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (îïå-
ðàòîð çàäàí íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, à ïîëå ñêîðîñòåé íàïðàâ-
ëåíî âäîëü ïàðàëëåëè). Ïîëó÷åíû êàê îáùèå óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëèçàöèè
ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè ãðàôà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òàê è åãî äåòàëüíîå
îïèñàíèå â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ; â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îñîáåííûé èíòåðåñ ê íåé ñòàëè ïðîÿâëÿòü ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ ñòàòåé [11], [12]. Êàê ïðàâèëî, èçó÷àëàñü çàäà÷à Êîøè â R3

èëè â R2 ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè è ãëàäêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè;
ðàçðåøèìîñòü òàêîé çàäà÷è î÷åâèäíà, à ðàâíîìåðíîå ïî ãëàäêîñòè ðàçëîæå-
íèå ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà îïåðàòîðà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó (ìàãíèòíîé
âÿçêîñòè) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [90]. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò îáñóæäàëñÿ ñëåäó-
þùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ãëàäêîå ïîëå ñêîðîñòåé, äëÿ êîòîðîãî ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè ðàñòåò ñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè÷åì ïðåäåë (ïðè
ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ) èíêðåìåíòà ðîñòà ñòðîãî ïîëî-
æèòåëåí? Îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå
ïîëó÷åíî; èçâåñòåí ðÿä óòâåðæäåíèé (ò.í. àíòèäèíàìî-òåîðåìû, ñì., íàïðè-
ìåð, [2], [5], [6], [14], [23]), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóò-
ñòâèÿ ðîñòà. Â ðàáîòå [9] ÷èñëåííî óñòàíîâëåí ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò äëÿ
ò.í. ÀÂÑ-ïîòîêà:

Vx = A sin z + C cos y

Vy = B sinx+ A cos z

Vz = C sin y +B cosx.

Â [10] ïîñòðîåí ïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé
èíäóêöèè, çàäàííûõ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîé
ìåòðèêîé, îáåñïå÷èâàþùèé ðàçáåãàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ áîëü-
øèíñòâà ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðîñò ðåøåíèÿ äîëæåí îáåñ-
ïå÷èâàòüñÿ �õàîòè÷åñêèì� ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ïîëÿ ñêîðîñòåé; òî÷íåå,
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ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ýòèõ òðàåêòîðèé. Åñëè ìàãíèòíàÿ âÿç-
êîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü äåéñòâèòåëüíî ïðè-
âîäèò ê ðîñòó ïîëÿ (ñì. ÿâíûå ôîðìóëû ãëàâû 2); âîïðîñ ñîñòîèò â òîì,
ñîõðàíÿåòñÿ ëè ýòîò ýôôåêò ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ïîëÿ ñêîðîñòåé
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ãîðàçäî áîëåå áûñòðîìó ðîñòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èìåííî:
â ðàáîòå [43] äîêàçàíî, ÷òî, åñëè ïîëå ñêîðîñòåé ñïåöèàëüíûì íåðåãóëÿð-
íûì ñïîñîáîì çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε (ïåðèîäè÷åñêèé ýéëåðîâ ïîòîê),
òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå (íå çàâèñÿùåå îò ε) âðåìÿ
âûðàñòàåò ñ âåëè÷èíû O(1) äî O(ε−1). Â äèññåðòàöèè àíàëîãè÷íûé ýôôåêò
èçó÷àåòñÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, áûñòðî ìåíÿþùåãîñÿ âáëèçè ãëàäêîé êîìïàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè â R3; ñëàáûé ïðåäåë ïîëÿ ïðè ε → 0 èìååò ðàçðûâ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Ïîëíîñòüþ îïèñàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ ãëàä-
êèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè; èññëåäîâàí ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíî-
ñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñëàáûé ïðåäåë çàâèñèò òîëüêî îò ñëàáîãî ïðåäåëà ïîëÿ
ñêîðîñòåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ñêà÷-
êîì ìåíÿåòñÿ ëèáî òîëüêî íàïðàâëåíèå, ëèáî òîëüêî äëèíà ïîëÿ ñêîðîñòåé;
äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàéäåíà îáîáùåííàÿ ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à, êîòî-
ðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî áëèçêèé ýôôåêò
�àñèìïòîòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè� îáñóæäàëñÿ ðàíåå â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ
(ñì., íàïðèìåð, [78]).

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû îáùèå õî-
ðîøî èçâåñòíûå ôàêòû îá óðàâíåíèÿõ èíäóêöèè, à òàêæå íåîáõîäèìûå äëÿ
äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (òåõ-
íèêà, îñíîâàííàÿ íà êîíñòðóêöèÿõ ëèíèé Ñòîêñà, êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé è
ìàòðèö ïåðåõîäà ìåæäó íèìè).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ñïåêòðà îäíîìåð-
íîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà îêðóæíîñòè ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.
Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èñïîëüçóþòñÿ äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà
èíäóêöèè. Îäíîìåðíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà èìååò âèä

Ĥ = −ε2 d
2

dz2
+ iV (z), (6)

ãäå z ∈ S1 = R/2πZ, V (z) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ýòî íåîãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð â L2(S1) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ W 2

2 (S1); â òîæå âðåìÿ,
ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå Lw = λw � îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, âñå åãî ðåøåíèÿ � öå-
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ëûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z; ñïåê-
òðàëüíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ÷èñåë λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. ßñíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà L ÷èñòî äèñêðåòíûé;
çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè ε → 0.
Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ V = cos z ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â [15], [16].
Öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ãëàâû � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2. 1. Ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ ñîñðåäîòî÷åí â O(ε2) - îêðåñòíîñòè
êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ êðèâûõ íà-
çûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ãðàôîì.

2. Òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2) - îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:
∫ zi

zj

√
iV (x)− λdx = iπε(nij + γ/2), (7)

ãäå nij = O(1/ε) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, zi è zj � íåêîòîðûå èç íóëåé
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.

3. Ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

Re

∫ zi

zj

√
iV (x)− λdx = 0. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè ìàòðèöû ìîíî-
äðîìèè óðàâíåíèÿ Ĥw = λw (òî÷íåå ãîâîðÿ, åå ñëåäà). Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòà ìàòðèöà íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè òåõíèêè, îïèñàííîé â ãëàâå 1: èçó÷àåòñÿ
àñèìïòîòèêà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z. Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ àñèìïòîòèêà ðàçíàÿ; ñêëåèâàÿ ðåøå-
íèÿ â ïåðåñå÷åíèÿõ îáëàñòåé ïðè ïîìîùè ìàòðèö ïåðåõîäà, â êîíöå êîíöîâ
ïîëó÷àåì íóæíûå ñâåäåíèÿ î ìàòðèöå ìîíîäðîìèè.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ñïåêòðà êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè ãðàôà íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ãðàô îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì V (z); åãî ñâîéñòâà îïè-
ñàíû äëÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ V = cos z è V = cos z + cos 2z. Îòìåòèì, ÷òî,
äàæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ, èçó÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà � äîñòàòî÷íî òðóäîåì-
êèé ïðîöåññ: â ÷àñòíîñòè, ïðè V = cos z + cos 2z ñóùåñòâóåò 27 ðàçëè÷íûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèé ëèíèé Ñòîêñà; îêàçûâàåòñÿ, ðîâíî 7
èç íèõ ó÷àñòâóþò â îïèñàíèè ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

Çàìå÷àíèå 3. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èí-
âàðèàíòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C × (C/2πZ)
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Λ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

p2 + iV (z) = λ, p ∈ C, z ∈ C/2πZ.

10



Òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

1

2πε

∫

γ
pdz = n+

µ

4
, n ∈ Z.

Çäåñü γ � îäèí èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà öèêëîâ íà Λ (êàæäûé
öèêë îïðåäåëÿåò ñâîå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà), µ � èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
γ ñ ïðîîáðàçîì îêðóæíîñòè =z = 0 ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè π : Λ →
C/2πZ, π(p, z) = z.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà îïåðàòîðà èíäóêöèè íà
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò íà âåêòîðíîå ïîëå B ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

LB = −ε2∆B + {V,B}. (9)

Çäåñü ïåðåìåííûå x ìåíÿþòñÿ íà ãëàäêîé êîìïàêòíîé äâóìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè âðàùåíèÿM , V � çàäàííîå ãëàäêîå áåçäèâåðãåíòíîå ïîëå íàM , {V,B}
� êîììóòàòîð ïîëåé V è B, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè. Âåêòîð-
íîå ïîëå B (ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ) òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì.
Îïåðàòîð L � íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â L2(M) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
W 2

2 (M), ñóæåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâî áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé; â òîæå âðå-
ìÿ, ïîñêîëüêó âñå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ LB = λB áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìû, à ñïåêòð L ÷èñòî äèñêðåòíûé, ôàêòè÷åñêè èçó÷àþòñÿ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè L â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ áåç-
äèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M .

Êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ãîìåîìîðôíà òîðó èëè ñôåðå; ýòè
äâå ñèòóàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â äèññåðòàöèè ïî îòäåëüíîñòè. Òîð ïîëó÷à-
åòñÿ âðàùåíèåì çàìêíóòîé ïëîñêîé êðèâîé âîêðóã îñè, íå ïåðåñåêàþùåé ýòó
êðèâóþ; ìåòðèêà íà íåì èìååò âèä ds2 = dz2 +u2(z)dϕ2, ãäå z � íàòóðàëüíûé
ïàðàìåòð íà âðàùàþùåéñÿ êðèâîé, u(z) > 0 � ðàññòîÿíèå äî îñè âðàùåíèÿ,
ϕ � óãîë âðàùåíèÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé íàïðàâëåíî âäîëü
ïàðàëëåëè: V = a(z) ∂

∂ϕ , ïðè÷åì u(z) è a(z) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëå-
íû.

Ñôåðà ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì ïëîñêîé êðèâîé � ãðàôèêà ôóíêöèè f(z)
� âîêðóã îñè ïåðåñåêàþùåé åå â äâóõ òî÷êàõ z1, z2, z1 < z2. Îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè f(z) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f(z) =

√
(z − z1)(z2 − z)w(z), ãäå w(z)

� ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì f(z) > 0 ïðè z ∈ (z1, z2); îòíîñèòåëüíî ïîëÿ ñêîðîñòåé,
êàê è â ñëó÷àå òîðà, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî V = a(z) ∂

∂ϕ , ãäå a(z) � ìíîãî÷ëåí (òåïåðü

àëãåáðàè÷åñêèé).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû � ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà èíäóêöèè â ñëó÷àå ñôåðû ïðè ε → 0
íàõîäÿòñÿ â O(ε2) îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
(ina(z)− λ)((

∂f

∂z
)2 + 1)dz = iεπ(nij + γ/2), (10)

ãäå nij = O(1/ε), n = O(1) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, à zi, zj � íåêîòîðûå èç
íóëåé è ïîëþñîâ ïîäêîðåííîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4. Òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà èíäóêöèè â ñëó÷àå òîðà ïðè ε → 0
íàõîäÿòñÿ â O(ε2) îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
ina(z)− λdz = iεπ(nij + γ/2). (11)

ãäå nij = O(1/ε), n = O(1) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, à zi, zj - íåêîòîðûå èç
íóëåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 4. Ñïåêòð îïåðàòîðà L ñîñðåäîòî÷åí â O(ε2)-îêðåñòíîñòÿõ
ñ÷åòíîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ (ñïåê-
òðàëüíûé ãðàô) � ýòè êðèâûå çàâèñÿò îò öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n. Âèä
ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé a(z). Â ãëàâå 3 ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû ñïåêòðàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ðàçíûõ a(z).

Çàìå÷àíèå 5. Óðàâíåíèÿ, èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ àñèìïòîòèêà ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë, òàê æå, êàê è äëÿ îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, äîïóñêà-
þò èíâàðèàíòíóþ çàïèñü. Èìåííî: ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

1

2πε

∫

γ
pdz = m+

µ

4
, m ∈ Z,

ãäå γ � îäèí èç ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà öèêëîâ íà ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè. Ñàìà ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå òîðà çàäàíà â C×(C/2πZ) óðàâíåíè-
åì p2+ina(z) = λ, à â ñëó÷àå ñôåðû � â C2 óðàâíåíèåì (f 2

z +1)p2+ina(z) = λ.
×èñëà µ � àíàëîãè èíäåêñà Ìàñëîâà � îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ãë. 2.

Äàëåå â òðåòüåé ãëàâå îïèñàíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé. Èìåííî: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè (âåêòîðíûå ïîëÿ B)
ïðè ε → 0 ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ïàðàëëåëè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Òî÷íåå,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L. Â ñôîðìóëèðî-
âàííûõ îòíîñèòåëüíî M è V ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëå B îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè.
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1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðàëëåëü δ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ÷òî, äëÿ ëþ-
áîãî ρ > 0, íå çàâèñÿùåãî îò ε, è äëÿ âñåõ x, íàõîäÿùèõñÿ îò δ íà ðàñ-
ñòîÿíèè, áîëüøåì, ÷åì ρ, |B(x)| = o(εN) ∀N (ïîëå ëîêàëèçîâàíî âáëèçè
ïàðàëëåëåé).

2. Åñëè ||B|| = 1, òî ||Bz|| = O(ε), ïðè÷åì |Bϕ| = O(ε)−1/2m, |Bz| =
O(ε)1−1/2m) äëÿ íåêîòîðîãî ÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî m. Çäåñü Bz, Bϕ � ïðîåê-
öèè ïîëÿ B íà íàïðàâëåíèÿ ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè ñîîòâåòñòâåííî, || · || �
íîðìà â L2(M).

Çàìå÷àíèå 6. Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (îòíîñèòåëüíî ïîëÿ V ) êàæ-
äîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðàëëåëü èm = 2,
ò.å. |B| = O(ε−1/4).

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ èíäóêöèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ýòà çàäà÷à èìååò âèä





∂B

∂t
+ {V,B} = ε2µ∆B,

B|t=0 = B0(x)
(12)

Çäåñü x ∈ R3, V (x) � ãëàäêîå áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå â R3, ïðè-
÷åì V → const. ïðè |x| → ∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|, B0 � ãëàäêîå áåç-
äèâåðãåíòíîå ôèíèòíîå âåêòîðíîå ïîëå. Äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð µ ∈ [0, 1]
ââåäåí äëÿ óäîáñòâà: ìû èçó÷àåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ïðè ε→ 0, à â àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ áóäåì, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíóþ ñèòóà-
öèþ µ = 0. Åñëè ïîëå V íå çàâèñèò îò ε, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è
íà êîíå÷íûõ âðåìåíàõ âûïèñûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî (ñì., íàïðèìåð, [90]);
âîçìîæíîñòü ðîñòà àñèìïòîòèêè ñî âðåìåíåì îáñóæäàëàñü â [62], [61], [90].
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé, íåðåãóëÿðíî çàâèñÿùåå îò ε,
ïðè÷åì ñëàáûé ïðåäåë ýòîãî ïîëÿ ïðè ε→ 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñãëàæåííûé
òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ. Òî÷íåå, ïóñòü M � ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü â R3; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà çàäàíà óðàâíåíèåì Φ(x) = 0, ãäå
Φ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîä-
íûìè, ïðè÷åì ∇Φ|M 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè M
ôóíêöèÿ Φ ðàâíà ðàññòîÿíèþ äî M ïî íîðìàëè, ïðè÷åì |∇Φ| ≥ c > 0 âñþäó

â R3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé ñëåäóþùåãî âèäà V = V (Φ(x)
ε , x), ïðè-

÷åì V (y, x)→ V ±(x) ïðè y → ±∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè y. Çäåñü y = Φ/ε �
�áûñòðàÿ� ïåðåìåííàÿ, V ±(x) � ãëàäêèå áåçäèâåðãåíòíûå ïîëÿ â R3, ñòðåìÿ-
ùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ê êîíñòàíòàì, ïðè÷åì îáà ïîëÿ V ± êàñàþòñÿ ïîâåðõ-
íîñòè M . Ñëàáûé ïðåäåë âåêòîðíîãî ïîëÿ V � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ
V ± ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòèM . Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (12)
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî íå çàâèñÿùåãî îò ε ïðîìåæóòêà âðåìåíè t ∈ [0, T ]
âåêòîðíîå ïîëå B(x, t, ε) ðàçëàãàåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

B =
1

ε
B−1(

Φ(x)

ε
x, t) +

∞∑

k=0

εkBk(
Φ(x)

ε
, x, t). (13)

Òî÷íåå, ïóñòü BN =
∑N

k=−1Bk � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà; òîãäà |B(x, t, ε)−
BN | = O(εN+1) ðàâíîìåðíî ïî (x, t) ∈ R3 × [0, T ]. Ïðè ýòîì B−1(y, x, t)→ 0
ïðè |y| → ∞, à ïðè k ≥ 0 Bk(y, x, t) → B±k ïðè y → ±∞, ãäå B±k � ãëàäêèå
âåêòîðíûå ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 7. Ñëàáûé ïðåäåë ïîëÿ B èìååò äåëüòà-îáðàçíóþ îñîáåííîñòü
íà ïîâåðõíîñòè M � îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðÿäà.

Çàìå÷àíèå 8. Ñëàãàåìûå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ýôôåêòèâíî îïèñàíû �
ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ öåïî÷êà óðàâíåíèé, èç êîòîðîé îíè ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäÿòñÿ.

Çàìå÷àíèå 9. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ñïåðâà
ñòðîèòñÿ ôîðìàëüíûé ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ èíäóêöèè è íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ. Íà ýòîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò òåîðèè ïîãðà-
íè÷íîãî ñëîÿ è êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà. Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åíà
îöåíêà îñòàòêà. Äëÿ ýòîãî ñïåðâà äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà
óðàâíåíèÿ èíäóêöèè, â êîòîðûõ çàâèñèìîñòü îò ε êîíòðîëèðóåòñÿ ÿâíî �
ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîé ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé, îñ-
íîâàííîé íà ìåòîäå Ëåâè è �æîðäàíîâîé� ñòðóêòóðå îïåðàòîðà èíäóêöèè.

Â îñòàëüíîé ÷àñòè ãëàâû 4 èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: çàâèñèò ëè
ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè òîëüêî îò ïðåäåëüíûõ ïîëåé V ± èëè îò
âñåãî ïîëÿ V (ò.å. îò ñïîñîáà, êîòîðûì ñãëàæåíî ðàçðûâíîå ïîëå). Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ ïîëó÷åí äëÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè (ò.å. ïðè µ = 0) è
äëÿ ýéëåðîâûõ ïîëåé V (ò.å. ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòàöèîíàðíûì óðàâíå-
íèÿì Ýéëåðà ãèäðîäèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè). Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñïîñîáà ñãëàæèâà-
íèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü M ñêà÷êîì
ìåíÿåòñÿ òîëüêî äëèíà èëè òîëüêî íàïðàâëåíèå ïîëÿ V , íî íå îáå ýòè âåëè-
÷èíû âìåñòå (òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè òåîðåì ïðèâåäåíû â ãë. 4). Áîëåå òîãî,
â ýòîì ñëó÷àå íàéäåíû îáîáùåííûå çàäà÷è ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
(ïîëå ñêîðîñòåé çàìåíåíî íà åãî ñëàáûé ïðåäåë è óðàâíåíèÿ ïðàâèëüíûì
îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàíû), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ.
Îñîáåííî ïðîñòî òàêàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò â ñëó÷àå, êîãäà ñêà÷êîì
ìåíÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíà V ; â ýòîì ñëó÷àå ñëàáûé ïðåäåë ýòîãî ïîëÿ èìååò
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âèä V (x) = V0(x)λ(x), ãäå V0(x) � ãëàäêîå ïîëå åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, à λ �
ôóíêöèÿ, òåðïÿùàÿ ðàçðûâ íà ïîâåðõíîñòèM . Ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
èíäóêöèè èìåþò âèä

∂B

∂t
+ rot(V ×B⊥) = 0,

ãäå B⊥ � ïðîåêöèÿ B íà íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü ê V0.
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ èíäóêöèè

1.1.1 Ïðîèñõîæäåíèå

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âèäà:

∂B

∂t
+ {V,B} = ε24B, (∇, V ) = (∇, B) = 0. (1.1)

(∇, V ) = (∇, B) = 0.

Çäåñü ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ ëèáî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn, n = 2, 3,
ëèáî íà ãëàäêîé êîìïàêòíîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, B � èñêîìîå âåêòîðíîå
ïîëå â Rn èëè íà ïîâåðõíîñòè (ìàãíèòíîå ïîëå), V (x) � çàäàííîå ãëàäêîå
âåêòîðíîå ïîëå (ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè), ε2 � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ
(âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ìàãíèòíîìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà). Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû
îòíîñèòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà íà äâóìåð-
íîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, âî âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
Êîøè. Îáå çàäà÷è ðåøàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (æèäêîñòü ñ âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ).

Óðàâíåíèå (1.1) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, åñëè ïðåíåáðå÷ü
ñèëîé Ëîðåíöà, ò.å. îáðàòíûì äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîëå ñêîðîñòåé.
Óðàâíåíèå (∇, B) = 0 âûäåëÿåò êëàññ âåêòîðíûõ ïîëåé, èíâàðèàíòíûé îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà èíäóêöèè; äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè B(x, t) � ãëàäêîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (1.1) è â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè (∇, B) = 0, ýòî ðàâåíñòâî
ñîõðàíÿåòñÿ è â îñòàëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

1.1.2 Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

Îïåðàòîð, çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì L = −ε24 + {V, •} �
íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â L2 íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîãîîáðàçèè (ïîâåðõ-
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íîñòè ëèáî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿW 2
2 . Ýòîò îïå-

ðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñèììåòðè÷åí; ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èãðàåò êëþ÷åâóþ
ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè åãî ñïåêòðà (ïîäðîáíåå ñì. Ââåäåíèå). Â
ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð èíäóêöèè íà ãëàäêîé (äàæå
àíàëèòè÷åñêîé) äâóìåðíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ M , êîòîðàÿ
ãîìåîìîðôíà ëèáî òîðó ëèáî ñôåðå; ïîëå V òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèì. Â ñèëó ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà L, åãî ñïåêòð ÷èñòî äèñêðåòíûé è
âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, ïîýòîìó, ôàêòè÷å-
ñêè, ðå÷ü èäåò îá èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L â ïðîñòðàíñòâå C∞(M). Ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñíûì; çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè ýòîãî ìíîæåñòâà â ïðåäåëå ε→ 0.

Îòìåòèì ôèçè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ
ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèè.

(1) Ìàãíèòíîå ïîëå æèäêîãî ÿäðà Çåìëè, òîíêîãî ãàëàêòè÷åñêîãî äèñêà,
à òàêæå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå âñïûøêàìè è ïÿòíàìè íà Ñîëíöå. Âî
âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïåðåéòè îò òðåõìåðíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ èí-
äóêöèè ê çàäà÷å íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, ãàëàêòè÷åñêèé äèñê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàçîâàíèå, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû êîòîðîãî, êàê ïðàâèëî
� íåñêîëüêî äåñÿòêîâ êèëîïàðñåê, â òî âðåìÿ êàê òîëùèíà � ñîòíè ïàðñåê
(ò.å. ïðèìåðíî â 100 ðàç ìåíüøå). Òåì ñàìûì, çàäà÷à îïèñàíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â òàêîì äèñêå, ïî ñóòè, äâóìåðíàÿ. Òî æå îòíîñèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîëåé
â ôîòîñôåðå (óçêîé èçëó÷àþùåé îáîëî÷êå çâåçä, íàïðèìåð, Ñîëíöà).

(2) Â ðåçóëüòàòå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ
òàêæå èìåþò äîâîëüíî øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèÿ:

a) Óðàâíåíèå ïåðåíîñà è äèôôóçèè. Ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ (åñëè
îíî âîçìîæíî), âîîáùå ãîâîðÿ, âîçíèêàåò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êîìïëåêñ-
íûì ïîòåíöèàëîì.

á) Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà, âîçíèêàþùåãî
â òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. (ñì., íàïðèìåð, [63]).

â) PT-ñèììåòðè÷íàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà (ñì., íàïðèìåð [51]). Ðàçäåë
ìåõàíèêè, êîòîðûé èçó÷àåò ïîòåíöèàëû èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî çàìåíû
z íà −z è îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

ã) Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà êóëîíîâñêîãî ãàçà ( [74]).

1.1.3 Çàäà÷à Êîøè

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ïðè ε→ 0 ñ áûñòðîìåíÿþùèìñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåð-
íûé è òðåõìåðíûé ñëó÷àè òå÷åíèÿ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäå-
íèå ìàãíèòíîãî ïîëå â îáëàñòè, ãäå ïîëå ñêîðîñòåé ðåçêî ìåíÿåòñÿ (îáëàñòü
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ñãëàæåííîãî òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà); â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî êðèâàÿ, â
òðåõìåðíîì � ïîâåðõíîñòü.

Ïðè ε = 0 äëÿ ãëàäêîãî ïîëÿ V çàäà÷à Êîøè ðåøàåòñÿ ÿâíî. Èìåííî:
ïóñòü ïîëå V ãëàäêîå è îãðàíè÷åííîå âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç X(y, t) òðàåêòîðèþ ýòîãî ïîëÿ, âûïóùåííóþ èç òî÷êè y, ò.å.
ðåøåíèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ẋ = V (X) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(0) = y. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂B

∂t
+ {V,B} = 0, B|t=0 = B0(x),

ãäå B0(x) � ãëàäêîå ôèíèòíîå áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, èìååò âèä

B(x, t) =
∂X

∂y
(y, t)B0(y)|y=y(x,t),

ãäå y(x, t) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè, ïðèøåäøåé â òî÷êó x çà âðåìÿ
t, òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ, ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû X(y, t) = x (îòìåòèì,
÷òî, â ñèëó áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîëÿ V , ÿêîáèàí ýòîé ñèñòåìû ∂X/∂y ðàâåí
åäèíèöå). Èç âèäà ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðîñò ïîëÿ B îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè-
öåé ∂X/∂y, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé ïîëÿ V ; â
÷àñòíîñòè, åñëè òðàåêòîðèè ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ, ìàã-
íèòíîå ïîëå, âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Åñëè ε > 0
è V � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿùååñÿ ê ïîñòîÿííî-
ìó ïðè |x| → ∞, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñ ãëàäêèì
ôèíèòíûì íà÷àëüíûì ïîëåì B0 íà ëþáûõ êîíå÷íûõ âðåìåíàõ î÷åâèäíà. Åñ-
ëè, êðîìå òîãî, V íå çàâèñèò îò ε, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è Êî-
øè ëåãêî ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ðåãóëÿðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ãë. 4 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿ V , ñèíãóëÿðíî çàâèñÿùåãî îò ε:
ñëàáûé ïðåäåë ýòîãî ïîëÿ òåðïèò ðàçðûâ íà íåêîòîðîé äâóìåðíûé ïîâåðõíî-
ñòè. Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ñ íóëåâîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòüþ è ðàçðûâíûì ïîëåì
ñêîðîñòåé; ðåãóëÿðèçàöèÿ ñîñòîèò â ñãëàæèâàíèè ïîëÿ è îäíîâðåìåííîì ââå-
äåíèè ìàãíèòíîé âÿçêîñòè, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ñãëàæèâàíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ
ñîãëàñîâàíû. Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííàÿ îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ñ ðàçðûâíûì ïîëåì ñêîðîñòåé è íóëåâûì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì íåèçâåñòíà. Èç ðåçóëüòàòîâ ãë. 4 âûòåêàþò, â ÷àñòíîñòè, îáîáùåííûå
ïîñòàíîâêè òàêîé çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðàçðûâíîãî
ïîëÿ V . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
� â ÷àñòíîñòè, ñëàáûé ïðåäåë àñèìïòîòèêè èìååò äåëüòà-îáðàçíóþ îñîáåí-
íîñòü íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êîíå÷íî, ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî ïðåäåëüíàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè â äàííîì ñëó÷àå íå ïàðàáîëè÷åñêàÿ
� ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü ðàâíà íóëþ).
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1.2 Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñîáðàíû íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ñâåäåíèÿ èç ðàáîò Ì.Â.
Ôåäîðþêà (ñì. [20], [38]), êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì.

1.2.1 Ëèíèè Ñòîêñà è ìàòðèöû ïåðåõîäà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

−ε2w′′ + iV (z)w = λw,

V (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, λ � ïàðàìåòð, êîòîðûé
ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì.

Ýòî óðàâíåíèå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è â ñëó÷àå òîðà. Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. 1. Òî÷êàìè ïîâîðîòà íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
λ = iV (z).

2. Ëèíèåé Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè ïîâîðîòà z0,
âäîëü êîòîðîé

Re

∫ z

z0

√
iV (x)− λdx = 0. (1.2)

Ãðàôîì Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ëèíèé Ñòîêñà. Åñëè òî÷-
êà ïîâîðîòà ïðîñòàÿ, ò.å. V ′(z0) 6= 0, òî èç ýòîé òî÷êè ïîâîðîòà âû-
õîäÿò òðè ëèíèè Ñòîêñà ïîä îäèíàêîâûìè óãëàìè â 120◦. Âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà (Ë.Ñ.) ïðè ðàçëè÷íûõ λ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ëèíèé.

(a) Ëèíèÿ Ñòîêñà íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå ïîâîðîòà è çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî
â òî÷êå ïîâîðîòà, ëèáî â áåñêîíå÷íîñòè.

(b) Ëèíèÿ Ñòîêñà ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êó ïîâîðîòà âíóòðè ñåáÿ

(c) Ëèíèÿ Ñòîêñà íå ìîæåò ïåðåñåêàòü ñåáÿ èëè äðóãóþ Ë.Ñ.

(d) Èç òî÷êè ïîâîðîòà ïîðÿäêà m (ò.å. íóëÿ m-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè iV −
λ) âûõîäÿò m+ 2 ëèíèè Ñòîêñà

(e) Ëèíèè Ñòîêñà ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü C íà îáëàñòè, ãîìåîìîðôíûå
ëèáî ïîëóïëîñêîñòè, ëèáî ïîëîñå.

(f) Åñëè V (z) ïåðèîäè÷íà, òî è ãðàô ëèíèé Ñòîêñà ïåðèîäè÷åí ñ òåì
æå ïåðèîäîì T .
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(g) Åñëè V (z) ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî ãðàô ëèíèé Ñòîêñà ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

(h) Ãðàô ëèíèé Ñòîêñà íå ìîæåò ñîäåðæàòü òîïîëîãè÷åñêóþ îêðóæ-
íîñòü.

3. Îáëàñòü D ïëîñêîñòè z íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà
ëèíèÿìè Ñòîêñà, ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òîëüêî îäíó ëèíèþ Ñòîêñà è
îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé ξ(z) =

∫ z
z0

√
iV (x)− λdx íà âñþ ïëîñêîñòü ñ

êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ.

Â êàæäîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ÂÊÁ � àñèìïòîòè-
êó ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Çíàÿ
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, ìîæíî ðàñ-
ïðîñòðàíèòü ÂÊÁ � àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ èç îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè â
äðóãóþ (äëÿ ýòîãî íàäî âû÷èñëèòü ò.í. ìàòðèöû ïåðåõîäà; ôîðìóëû ïðèâå-
äåíû íèæå). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
ðåøåíèé âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëûõ îêðåñòíî-
ñòåé òî÷åê ïîâîðîòà.

Ñ êàæäîé òðîéêîé S, z0, D (ãäå z0 � òî÷êà ïîâîðîòà, S � ëèíèÿ Ñòîêñà
è D � êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü) ñâÿçàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, â
äàííîé îáëàñòè èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó:

ψ1 = (iV (z)− λ)−
1
4 exp(

ξ(z0, z)

ε
)(1 +O(ε)); (1.3)

ψ2 = (iV (z)− λ)−
1
4 exp(−ξ(z0, z)

ε
)(1 +O(ε)), (1.4)

ãäå ξ(z0, z) =
∫ z
z0

√
iV (x)− λdx, âåòâü êîðíÿ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

∫ z

z0

√
iV (x)− λ : C\[0,+∞)→ {z ∈ C|Re

∫ z

z0

√
iV (x)− λdx > 0}. (1.5)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé êîäèðóþòñÿ òðîé-
êàìè S, z0, D; â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó ñèñòåìàìè, îòëè-
÷àþùèìèñÿ òîëüêî êàíîíè÷åñêèìè îáëàñòÿìè, â ñòàðøåì ïîðÿäêå åäèíè÷íàÿ,
ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé
z0, S, ãäå z0 � òî÷êà ïîâîðîòà, à S � âûõîäÿùàÿ èç íåå ëèíèÿ Ñòîêñà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìàòðèöà ïåðåõîäà � ýòî ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò
äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé. Òî÷íåå, åñëè ψ1, ψ2 � îäíà ñèñòå-
ìà, à ψ̃1, ψ̃2 � äðóãàÿ, òî ìàòðèöà T ïåðåõîäà îò ïåðâîé êî âòîðîé îïðåäå-
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ëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

ψ̃j =
2∑

k=1

Tjkψk

Ëåììà 1.1. ([38]) Âñÿêàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìû ðåøåíèé ê äðóãîé åñòü ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàð-
íûõ ìàòðèö ïåðåõîäà, ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîìó èç 3 òèïîâ:

1. Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S, z0, D) ê ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìå ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S, z1, D). Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå ëèíèè Ñòîêñà,
òàêîé ïåðåõîä ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ êîíå÷íîé ëèíèè Ñòîêñà. Òî÷êà
ïîâîðîòà z1 íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò z0 è âåòâü ξ âûáðàíà òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî Im ξ > 0, à íà ñàìîé ëèíèè Ñòîêñà Re ξ = 0. Òîãäà ìàòðèöà
ïåðåõîäà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = exp (iξ0)

(
0 exp (−ξ(z1,z0)

ε )

exp (ξ(z1,z0)
ε ) 0

)
, (1.6)

ãäå ξ0 = lim
z−>z1

(arg(iV (z)− λ)−1/4)− lim
z−>z0

(arg(iV (z)− λ)−1/4).

Ðèñ. 1.1: èëëþñòðàöèÿ ê ïåðâîé ìàòðèöå ïåðåõîäà

2. Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S1, z1, D) ê ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìå ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S2, z2, D), ïðè÷åì ëó÷è ξ(z1, z) è ξ(z2, z) (êîòîðûå ëåæàò â ξ(D)) íà-
ïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, Re ξ(z1, z2) > 0 è S2 ëåæèò ñëåâà îò S1.
Ìàòðèöà ïåðåõîäà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = exp (iξ0)

(
exp (−ξ(z1,z2)

ε ) 0

0 exp (ξ(z1,z2)
ε )

)
, (1.7)
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Ðèñ. 1.2: èëëþñòðàöèÿ êî âòîðîé ìàòðèöå ïåðåõîäà

ãäå ξ0 = lim
z−>z1

(arg(iV (z)− λ)−1/4)− lim
z−>z2

(arg(iV (z)− λ)−1/4).

3. Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S1, z0, D1) ê ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìå ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé
(S2, z0, D2). Ýòî ïåðåõîä ñ îäíîé ëèíèè Ñòîêñà íà äðóãóþ, èìåþùóþ
òî æå íà÷àëî, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ìàòðèöà ïåðåõîäà âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

T = exp (
iπ

6
)

(
−i(1 +O(ε)) 1 +O(ε)

1 0

)
. (1.8)

Ðèñ. 1.3: èëëþñòðàöèÿ ê òðåòüåé ìàòðèöå ïåðåõîäà

1.2.2 Óðàâíåíèå ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

−ε2w′′ + ε2p(z)w′ + (q(z) + ε2r(z))w = 0,

ãäå ε > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè q(z), r(z) èìåþò ïîëþñà íå âûøå âòî-
ðîãî, à p(z) � íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî óðàâíåíèå íàì ïîíàäîáèòñÿ â
äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè íà
ñôåðå. Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ òî÷êè ïîâîðîòà è ëèíèè Ñòîê-
ñà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Òî÷êè ïîâîðîòà - ýòî íóëè è ïîëþñà ôóíêöèè q(z).
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëèíèåé Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè
ïîâîðîòà z1, âäîëü êîòîðîé

Re

∫ z

z1

√
q(z)dz = 0. (1.9)

Åñëè òî÷êà ïîâîðîòà ïðîñòàÿ (íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà), òî èç ýòîé òî÷êè
ïîâîðîòà âûõîäÿò òðè ëèíèè Ñòîêñà ïîä îäèíàêîâûìè óãëàìè â 120◦. Èç
êàæäîãî ïîëþñà 1-ãî ïîðÿäêà âûõîäèò ïî îäíîé ëèíèè Ñòîêñà.

Ïóñòü D - êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü, S - ëèíèÿ Ñòîêñà, ëåæàùàÿ â D, z0 �
òî÷êà ïîâîðîòà èëè îñîáàÿ òî÷êà, íà÷àëî S. Ýëåìåíòàðíàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì òðîéêè (D,S, z0).
Ìàòðèöû ïåðåõîäà âûãëÿäÿò òî÷íî òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå; íàì
ïîíàäîáèòñÿ åùå ìàòðèöà ìîíîäðîìèè îáõîäà âîêðóã ïîëþñà 1-ãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè q(z). Òî÷íåå, ïóñòü z0 � ïîëþñ, S � ëèíèÿ Ñòîêñà, âûõîäÿùàÿ èç
íåãî. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ðàçðåçàííîé âäîëü ëèíèè Ñòîêñà S, ñó-
ùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, èìåþùàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè
àñèìïòîòèêó

w1 = |q(z)|−1/4f(a, z) exp
1
εξ(a,z)(1 +O(ε)),

w2 = |q(z)|−1/4f(a, z) exp−
1
εξ(a,z)(1 +O(ε)),

ãäå a � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ýòîé îêðåñòíîñòè, f(a, z) = exp−
1
2

∫ z
a p(t)dt, ξ(a, z) =∫ z

a

√
q(t)dt. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ òî÷êó z0 ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè. Ýòîé êðèâîé îòâå÷àåò îïåðàòîð ìîíîäðîìèè, äåéñòâóþùèé â ïðî-
ñòðàíñòâå ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Â áàçèñå w1, w2 àñèìïòîòè-
êà ìàòðèöû ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

T =

(
O(ε) Ae

1
ε

∫
γ

√
q(t)dt(1 +O(ε))

−A−1e−
1
ε

∫
γ

√
q(t)dt exp(−2πik)(1 +O(ε)) (1 + exp(−2πik))(1 +O(ε))

)
,

ãäå

k = 1 + p(z1)/2, A = e
∫
γ (− q′(z)

4q(z)−
p(z)
2 )dz.
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Ãëàâà 2

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ìíèìûì

ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êîìïëåêñíûì ïîòåí-
öèàëîì:

−ε2w′′ + iV (z)w = λw (2.1)

ãäå ε - ìàëûé ïàðàìåòð, V (z) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ óñëîâèåì
ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè w, ò.å. ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà

Ĥ(x,−iε ∂
∂z

) = −ε2 ∂
2

∂z2
+ iV (z) (2.2)

â ïðîñòðàíñòâå L2 íà îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ íà
îòðåçêå ñ ïîòåíöèàëàìè iz, iz2 è íà îêðóæíîñòè ñ ïîòåíöèàëîì i cos z èññëå-
äîâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [1], [15], [16], [19] [34],[36],[37],[44],[45].

2.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

2.1.1 Ïñåâäîñïåêòð

Òî÷êè λ ∈ íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïñåâäîñïåêòðà îïåðàòîðà Ĥ, åñëè îíè ïðè-
áëèæåííî óäîâëåòâîðÿþò ñïåêòðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Íàïîìíèì îáùåå îïðå-
äåëåíèå ([60],[89]).

Ïóñòü A(ε) � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå B ñ
îäèíàêîâîé ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òî÷êà λ ïðèíàäëåæèò εN -ïñåâäîñïåêòðó îïåðàòîðà A,
åñëè

∃w ∈ B : ||w|| = 1, Aw = λw +O(εN).

Â [60], [15], [16] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

24



Òåîðåìà 2.1. ∀N, εN � ïñåâäîñïåêòð îïåðàòîðà (2.2) ñîâïàäàåò ñ ïîëóïî-
ëîñîé

[0,+∞) + i[minV (z),maxV (z)].

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïñåâäîñïåêòð ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîâûì îáðàçîì îïåðàòîðà Ĥ,
ò.å. ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (w, Ĥw), ||w|| = 1.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîñêîëüêó ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ ÷èñòî äèñêðåòíûé, ïñåâ-
äîñïåêòð ïðàêòè÷åñêè íå äàåò èíôîðìàöèè îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà.

2.1.2 Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà

Òåîðåìà 2.2. 1. Ñïåêòð îïåðàòîðà Ĥ ñîñðåäîòî÷åí â O(ε2) îêðåñòíîñòè
êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè λ,êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ñïåêòðàëüíûé ãðàô.

2. Òî÷êè ñïåêòðà íàõîäÿòñÿ â O(ε2) îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:
∫ zi

zj

√
iV (x)− λdx = iπε(nij + γ/2), (2.3)

ãäå nij = O(1/ε) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, zi è zj � íåêîòîðûå èç íóëåé
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.

3. Ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

Re

∫ zi

zj

√
iV (x)− λdx = 0. (2.4)

2.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïóñòü M � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ (2.1), ò.å. îïåðàòîð, äåéñòâóþ-
ùèé â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ïî ïðàâèëó Mw(z) = w(z + 2π).

Ëåììà 2.1. ([15]) Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè λ ñïåêòðó Ĥ ýêâèâàëåíòíî
îäíîìó èç óñëîâèé trM = detM + 1 èëè trM = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ìãíîâåííî âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî íà-
ëè÷èå íåòðèâèàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèè îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1 (îòìå-
òèì, ÷òî, êðîìå òîãî, äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ðàâåí 1).

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ λ, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà
óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Âûÿñíèì ñïåðâà, êàêèå ãðàôû ëè-
íèé Ñòîêñà ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êàì ñïåêòðà.
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ îá-
ëàñòåé, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ïîâîðîòà z0 è z0 + 2π è íå ñîäåðæàùàÿ êî-
íå÷íûõ ëèíèé Ñòîêñà (ë.ñ.) âíóòðè êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé, ÷åðåç êîòîðûå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä. Òîãäà â O(ε2) îêðåñòíîñòè òàêèõ λ íåò òî÷åê
ñïåêòðà îïåðàòîðà (2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòó òåîðåìó íàäî ïîñòðîèòü âñå
âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà, êîãäà íåò êîíå÷íîé ëèíèè, âû÷èñ-
ëèòü â êàæäîì òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöó ìîíîäðîìèè (ò.å. ìàòðèöó, êîòîðàÿ
ñâÿçûâàåò ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé S è
S + T , ãäå T - ïåðèîä V (z)) è äîêàçàòü, ÷òî îíà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
trM = 2.

Ïîñêîëüêó íàì íå ïðèäåòñÿ ïåðåõîäèòü ÷åðåç êîíå÷íóþ ëèíèþ, òî ïîòðå-
áóþòñÿ òîëüêî ìàòðèöû ïåðåõîäà âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà (ìàòðèöà ïåðåõîäà
ìåæäó ëèíèÿìè Ñòîêñà, êîòîðûå âûõîäÿò èç ðàçíûõ òî÷åê ïîâîðîòà è íà-
ïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, è ìàòðèöà ïîâîðîòà).

Òàêèì îáðàçîì èç îäíîé òî÷êè ïîâîðîòà ëèíèé Ñòîêñà ìîãóò âûõîäèòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè, êîãäà èç îäíîé òî÷êè ïîâîðîòà äâå ëèíèè Ñòîêñà óõîäÿò
íà +∞ è îäíà íà −∞ (ïîä +∞ è −∞ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî Imz → +∞
è, ñîîòâåòñòâåííî Imz → −∞), à âòîðîé ñëó÷àé íàîáîðîò, êîãäà äâå ëèíèè
Ñòîêñà óõîäÿò íà −∞ è îäíà íà +∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå îñ-
íîâíûõ ñïîñîáà ðàñïîëîæåíèÿ ë.ñ. ó ñîñåäíèõ òî÷åê ïîâîðîòà è âñå âàðèàíòû
ðàñïîëîæåíèÿ ë.ñ. êîìáèíèðóþòñÿ èç ýòèõ ÷åòûðåõ, ÷òî áóäåò âèäíî äàëåå.

T1

......z1 zn

1. åñëè èç êàæäîé èç n øòóê ñîñåäíèõ òî÷åê ïîâîðîòà äâå ëèíèè Ñòîêñà
óõîäÿò íà +∞ è îäíà íà−∞; òîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî ìàòðèöà ïîâîðîòà
âòîðîãî âèäà, ò.ê. áóäåì ïåðåõîäèòü ìåæäó ë.ñ., êîòîðûå óõîäÿò íà −∞.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ìîíîäðîìèè áóäåò èìåòü âèä:

T1 = exp (iξ0)

(
exp (−ξ(z1,zn)

ε ) 0

0 exp (ξ(z1,zn)
ε )

)

ãäå ξ(z1, zn) = ξ(z1, z2) + ξ(z2, z3) + ξ(z3, z4) + ...+ ξ(z(n−1), zn).
2. åñëè èç n øòóê ñîñåäíèõ òî÷åê ïîâîðîòà äâå ëèíèè Ñòîêñà óõîäÿò íà

−∞ è îäíà íà +∞, òî òàêæå áóäåì ïåðåõîäèòü ìåæäó ë.ñ. óõîäÿùèìè íà
+∞.
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T2

z1 zn

.....

Òîãäà ìàòðèöà ìîíîäðîìèè áóäåò èìåòü âèä:

T2 = exp (iξ0)

(
exp (ξ(z1,zn)

ε ) 0

0 exp (−ξ(z1,zn)
ε )

)

ãäå ξ(z1, zn) = ξ(z1, z2) + ξ(z2, z3) + ξ(z3, z4) + ...+ ξ(z(n−1), zn).

3. ïåðåõîä ìåæäó ë.ñ., íàïðàâëåííûìè â ðàçíûå ñòîðîíû è âûõîäÿùèìè
èç ðàçíûõ òî÷åê ïîâîðîòà, áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ïîâîðîòà
(ñì. ðèñ.). Íà÷íåì ñ ë.ñ. 1, çàòåì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà ïåðåéäåì íà
âòîðóþ ë.ñ. è çàòåì óæå íà òðåòüþ:

T3 = exp (iξ0)

(
exp (

−ξ(zi,zj)
ε ) 0

0 exp (
ξ(zi,zj)

ε )

)
∗
(
−i(1 +O(ε)) 1 +O(ε)

1 +O(ε) O(ε)

)

=

(
−i exp (

−ξ(zi,zj)
ε )(1 +O(ε)) exp (

−ξ(zi,zj)
ε )

exp (
ξ(zi,zj)

ε ) O(ε)

)

ãäå òî÷êè zi è zj - ýòî òî÷êè ïîâîðîòà, â êîòîðûõ ë.ñ. äëÿ ïåðâîé òî÷êè äâå
ëèíèè Ñòîêñà óõîäÿò íà −∞ è îäíà íà +∞, à äëÿ âòîðîé íàîáîðîò ë.ñ. äâå
ëèíèè Ñòîêñà óõîäÿò íà +∞ è îäíà íà −∞.
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T3
zi

zj
1

2

3

4. ðàññìîòðèì òàêæå ïåðåõîä â îáðàòíóþ ñòîðîíó

T4

zi

zj
1

2

3

áóäåì ïåðåõîäèòü òàêæå, íà÷íåì ñ ë.ñ. 1, çàòåì ïåðåéäåì íà âòîðóþ ë.ñ.
è çàòåì óæå íà òðåòüþ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà:

T4 = exp (iξ0)

(
−i(1 +O(ε)) 1 +O(ε)

1 +O(ε) O(ε)

)
∗
(

exp (
−ξ(zi,zj)

ε ) 0

0 exp (
ξ(zi,zj)

ε )

)

=

(
−i exp (

−ξ(zi,zj)
ε )(1 +O(ε)) exp (

ξ(zi,zj)
ε )

exp (
−ξ(zi,zj)

ε ) O(ε)

)

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ñòàâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ, òî íàì íàäî
ïåðåéòè ïî ë.ñ ÷åðåç ïåðèîä. Òîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà îñíîâíûõ âàðèàíòà
ðàñïîëîæåíèÿ ë.ñ., à âñå îñòàëüíûå ñïîñîáû ðàñïîëîæåíèÿ ë.ñ. ôîðìèðóþòñÿ
èç ýòèõ äâóõ â ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå.

Íà ðèñóíêå ïîêàçàí òîëüêî îäèí ñïîñîá ðàñïîëîæåíèÿ, âòîðîé ïîëó÷à-
åòñÿ, åñëè âñå ë.ñ. ïîâåðíóòü íà 180 ãðàäóñîâ.

Êðîìå òîãî, òî÷åê ïîâîðîòà ìîæåò áûòü ñêîëüêî óãîäíî ìíîãî è òåì
ñàìûì âñå ðàñïîëîæåíèÿ ë.ñ. ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå òàêèå ãðóïïû, êîòîðûå
îïèñàíû âûøå.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå, íàì íàäî âû÷èñëèòü îïåðàòîð
ìîíîäðîìèè ïåðåõîäà ìåæäó ðåøåíèÿìè ÷åðåç ïåðèîä, ò.å. ìåæäó ðåøåíè-
ÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ë.ñ., êîòîðûå âûõîäÿò èç òî÷åê z1 è z2 = z1 + T , T -
ïåðèîä. Ïåðåõîäèòü áóäåì ñëåâà íàïðàâî, à îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ïîëó÷èò-
ñÿ èç ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ýòèõ ÷åòûðåõ òèïîâ. Ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò, ÷òî
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ìåæäó òî÷êàìè z1 è zn íàõîäèòñÿ n-øòóê òî÷åê ïîâîðîòà, âñå òðè ë.ñ. êîòî-
ðûõ íàïðàâëåíû îäèíàêîâî. Ïîýòîìó ïåðâàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà - ýòî ìàòðèöà
ïåðåõîäà ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà z1, zn (ìàòðèöà ïåðåõîäà 3 òèïà), çàòåì
ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó òî÷êàìè z1, zm (ìàòðèöà ïåðåõîäà 2 òèïà), çàòåì
ìàòðèöà ïåðåõîäà 4 è 1 òèïîâ.

z1 zn

z1 zm

z2.....

.....

Ïîëó÷èì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè:

M =

(
exp(−ξ(z

1,z2)−ξ(z1,z1)
ε ) 0

−i exp(−ξ(z1,z
1)+ξ(z1,z2)
ε ) + i exp(−ξ(z1,z

1)−ξ(z1,z2)
ε ) exp(ξ(z1,z

1)+ξ(z1,z2)
ε )

)

çäåñü ξ(z1, z2) =
∑m

i=1 ξ(z
i, zi+1) + ξ(zm, z2), ξ(z1, z

1) =
∑n

j=1 ξ(zj, zj+1) +

ξ(zn, z
1), âñå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû âû÷èñëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

1 + O(ε). Òàêèì îáðàçîì, áëîê, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå, ïðèâîäèò ê ìàò-
ðèöå ìîíîäðîìèè, â ïðàâîì íèæíåì óãëó êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîýôôèöèåíò,
ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøîé ïðè ε → 0. ßñíî, ÷òî êîìáèíàöèÿ òàêèõ áëîêîâ
ïðèâîäèò ê ìàòðèöå ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Çàïèøåì óñëîâèå äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñïåêòðà

trM = exp(
−ξ(z1, z2)− ξ(z1, z

1)

ε
) + exp(

ξ(z1, z
1) + ξ(z1, z2)

ε
).

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåêòðà íå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó âåòâü êîðíÿ âûáè-
ðàëàñü êàê Reξ > 0 è âòîðîå ñëàãàåìîå ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøîå (ñòðåìèòñÿ
ê +∞ ïðè ε→ 0), à äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåêòðà òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî trM = 2.

Îñòàëñÿ âòîðîé ñëó÷àé, ïîñêîëüêó âî âòîðîì ñëó÷àå êàðòèíêà áóäåò ïî-
âåðíóòà íà 180 ãðàäóñîâ, òî îïåðàòîð ìîíîäðîìèè áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö ïåðåõîäà â îáðàòíîì ïîðÿäêå ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ è
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ñïåêòðà áóäåò èìåòü âèä:

trM = exp(
ξ(z1, z2) + ξ(z1, z

1)

ε
) + exp(

−ξ(z1, z
1)− ξ(z1, z2)

ε
).

êîòîðîå òàêæå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ñëåä ìàòðèöû ìî-

íîäðîìèè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò, ò.å. óðàâíåíèå trM = 2 íå ìîæåò âû-
ïîëíÿòüñÿ. Â ñèëó àíàëèò÷íîñòè ôóíêöèè trM(λ), ýòî óðàâíåíèå íå èìååò
ðåøåíèé â O(ε2)-îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè λ.

29



Ïîñêîëüêó âñå îïåðàòîðû ìîíîäðîìèè â äàëüíåéøåì áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2), òî áóäåì âûïèñûâàòü òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòî-
òèêè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïîñðåäñòâåííîìó ïîëó÷åíèþ ôîðìóë äëÿ òî÷åê
ñïåêòðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 íàäî òàêæå ïîñòðîèòü ðàçíûå âçà-
èìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà, íî òåïåðü óæå òîëüêî òå ðàñïîëîæåíèÿ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò òî÷êè ñïåêòðà, ò.å. ðàñïîëîæåíèÿ, ó êîòîðûõ âíóòðè
êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íàÿ ë.ñ.

Îïèøåì ñïîñîá ðàñïîëîæåíèÿ ýòîé êîíå÷íîé ëèíèè, íà ñàìîì äåëå ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî îäèí ñïîñîá åå ðàñïîëîæåíèÿ, âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé íå
îïðåäåëÿåò òî÷åê ñïåêòðà.

Ðàçáåðåì îñíîâíîé ñëó÷àé, áóäåì ïåðåõîäèòü ìåæäó ë.ñ. ïî ñòðåëêàì

z1
z2

z3 z4z1

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó ë.ñ., âûõîäÿùèìè èç z1 è z2 è íàïðàâëåííûìè
âíèç èìååò âèä:

S = exp(iπ/6)

(
0 1 +O(ε)
1 +O(ε) i(1 +O(ε))

)
- ìàòðèöà ïîâîðîòà,

T = exp(iξ̃0)

(
0 exp( (−ξ(z1,z2)

ε )

exp(ξ(z1,z2)
ε ) 0

)
- ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó

òî÷êàìè ïîâîðîòà, ñîåäèíåííûìè êîíå÷íîé ë.ñ..

M1 = STS =

(
0 exp (ξ(z1,z2)

ε )

exp(−ξ(z1,z2)
ε ) 2 cos ξ(z1,z2)

iε

)

Çàòåì ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó òî÷êàìè z2 è z
1 èìååò âèä:

M2 = exp(iξ̃0)

(
exp( (−ξ(z2,z1)

ε ) 0

0 exp( (ξ(z2,z
1)

ε )

)

Çàòåì íàäî ïîâåðíóòü è äâèãàòüñÿ ïî ë.ñ., íàïðàâëåííûì ââåðõ, ìåæäó
òî÷êàìè ïîâîðîòà z1 è z3 è åùå ðàç ïîâåðíóòü:

M3 = exp(iξ̃0)

(
exp( (−ξ(z1,z3)

ε ) 0

−i exp( (ξ(z1,z3)
ε ) + iexp( (−ξ(z1,z3)

ε ) exp( (ξ(z1,z3)
ε )

)

Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè èìååò âèä M = M3M2M1:
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M = exp(i2π/3)

(
0 exp( (−ξ(z1,z3)−ξ(z2,z1)+iξ(z1,z−2)

ε )

exp( (ξ(z1,z3)+ξ(z2,z
1)−iξ(z1,z−2)

ε ) A

)

A = exp
iξ(z1, z2)

ε
(−i exp

ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
+ i exp

−ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
)

+2 exp
ξ(z1, z3) + ξ(z2, z

1)

ε
cos

ξ(z1, z2)

iε

Çàïèøåì óðàâíåíèå trM = 2 (ïðèíàäëåæíîñòü λ ñïåêòðó):

exp
iξ(z1, z2)

ε
(−i exp

ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
+ i exp

−ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
)

+2 exp
ξ(z1, z3) + ξ(z2, z

1)

ε
cos

ξ(z1, z2)

iε
= 2

Ñîêðàòèì ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëåíüêèå ñëàãàåìûå, ïîñêîëüêó âåòâü ξ âûáðàíà
òàê, ÷òî Reξ > 0, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

exp
ξ(z1, z2)

ε
(−i exp

ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
)+2 exp

ξ(z1, z3) + ξ(z2, z
1)

ε
cos

ξ(z1, z2)

iε
= 2

Tîãäà

cos
ξ(z1, z2)

iε
= exp

−ξ(z1, z3)− ξ(z2, z
1)

ε
− 1

2
i exp

−2ξ(z1, z3)− ξ(z1, z2)

ε

Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëåíüêèå, òî òî÷êè ñïåêòðà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

ξ(z1, z2) = iπε(
1

2
+ n), n = 0,±1,±2, ...
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....

....
z1

z2
z3 z4

z′1 z′n
z1 zm

Ðàçáåðåì ñëåäóþùèé ñëó÷àé, áóäåì ïåðåõîäèòü ìåæäó ë.ñ. ïî ñòðåëêàì
Ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó ë.ñ., âûõîäÿùèìè èç z1 è z2 òî÷íî òàêàÿ æå,

êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå:

M1 = exp(iπ)

(
0 exp(ξ(z1,z2)

ε )

exp(−ξ(z1,z2)
ε ) 2 cos ξ(z1,z2)

iε

)

Çàòåì ïåðåõîä ñ z2 íà z
′
1 è ïîâîðîò:

M2 = exp(iπ)

(
−i exp(−ξ(z2,z

′
1)

ε ) exp(ξ(z2,z
′
1)

ε )

exp(−ξ(z2,z
′
1)

ε ) 0

)

Ïåðåõîä ìåæäó z′1 è z
1:

M3 =

(
exp(ξ(z

′
1,z

1)
ε ) 0

0 exp(−ξ(z
′
1,z

1)
ε )

)

Ïåðåõîä ìåæäó z1 è z3:

M4 =

(
exp(−ξ(z

1,z3)
ε ) 0

0 exp(ξ(z
1,z3)
ε )

)

Òîãäà îïåðàòîð ìîíîäðîìèè M = M4M3M2M1:

M =

(
exp(ξ(z

′
1,z

1)−ξ(z1,z3)+ξ(z2,z
′
1)+ξ(z1,z2)

ε ) A

0 exp(−ξ(z
′
1,z

1)+ξ(z1,z3)−ξ(z2,z′1)−ξ(z1,z2)
ε )

)

A = exp(ξ(z
′
1,z

1)−ξ(z1,z3)
ε )(−i exp(ξ(z1,z2)−ξ(z2,z′1)

ε ) + 2 exp(−ξ(z2,z
′
1)

ε ) cos ξ(z1,z2)
iε ) Íàïè-

øåì óñëîâèå íà òî÷êè ñïåêòðà:
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exp(
ξ(z′1, z

1)− ξ(z1, z3) + ξ(z2, z
′
1) + ξ(z1, z2)

ε
)

+ exp(
−ξ(z′1, z1) + ξ(z1, z3)− ξ(z2, z

′
1)− ξ(z1, z2)

ε
) = 2

Â òîì ñëó÷àå, åñëè −ξ(z′1, z1) + ξ(z1, z3) − ξ(z2, z
′
1) = 0, òî óñëîâèå íà ñóùå-

ñòâîâàíèå òî÷åê ñïåêòðà èìååò âèä:

cos
ξ(z1, z2)

iε
= 1⇒ ξ(z1, z2) = 2iεπm, m = 0,±1,±2, ...

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîåäèíåíèÿ êîíå÷íîé ëèíèåé Ñòîêñà òî÷åê zi è zi+T ,
ãäå T - ïåðèîä. Â ýòîì ñëó÷àå íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî òðè ìàòðèöû ïåðåõî-
äà, ïîâîðîò ñ ë.ñ., âûõîäÿùåé èç zi è íàïðàâëåííîé âíèç, ìàòðèöà ïåðåõîäà
ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà ïî êîíå÷íîé ëèíèè, çàòåì ïîâîðîò ñ êîíå÷íîé ëè-
íèè íà ë.ñ., âûõîäÿùóþ èç zi+T è íàïðàâëåííóþ âíèç, è, íàêîíåö, ìàòðèöà
ïåðåõîäà íà ë.ñ., âûõîäÿùóþ èç òî÷êè zi+2T è íàïðàâëåííóþ âíèç. Ìàòðèöà
ìîíîäðîìèè ñëåäóþùàÿ:

M = exp(i2π/3)

(
0 exp(ξ(zi,zi+T )

ε ) exp(−ξ(zi+T ,zi+2T )
ε )

exp(−ξ(zi,zi+T )
ε ) exp(ξ(zi+T ,zi+2T )

ε ) 2 cos ξ(zi,zi+T )
iε exp(ξ(zi+T ,zi+2T )

ε )

)

È òàêæå ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà èç óñëîâèÿ trM = 2:

exp(i2π/3) cos
ξ(zi, zi + T )

iε
= exp(

−ξ(zi+T , zi+2T )

ε
)→ 0

ξ(zi, zi + T ) = iπε(
1

2
+ k), k = 0,±1,±2, ...

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.

2.2 Ïðèìåð ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = cos z

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå ñêîðîñòåé èìååò âèä V (z) = cos z, ãðàô âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Â ýòîì ãðàôå òðè ðåáðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ, îäíî íàõîäèòñÿ íà
íà îñè Reλ, äâà äðóãèõ ñèììåòðè÷íû è îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóþòñÿ íà îñü
Reλ. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ [15], [16].

Ñëó÷àé ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = cos z+cos 2z óæå çíà÷èòåëüíî îòëè-
÷àåòñÿ îò ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèíöèïèàëüíî äðóãèì âèäîì ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà
è ãðàôîâ Ëèíèé Ñòîêñà, ïîñêîëüêó òî÷åê ïîâîðîòà, à çíà÷èò è ðàçëè÷íûõ
âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé ëèíèé Ñòîêñà çíà÷èòåëüíî áîëüøå.

2.3 Ïðèìåð ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = cos z + cos 2z

Äëÿ ñëó÷àé ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = cos z + cos 2z ñïåêòðàëüíûé ãðàô
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ðèñ. 2.1: ñïåêòðàëüíûé ãðàô

Îí áûë ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïî ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì.
Ïîäðîáíûé âûâîä ýòèõ óðàâíåíèé áóäåò îïèñàí íèæå.
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2.4 Ìàòðèöû ìîíîäðîìèè è óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà

Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòèêè ñïåêòðà ìû èññëåäóåì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè óðàâ-
íåíèÿ, ò.å. ìàòðèöó îïåðàòîðà ñäâèãà íà ïåðèîä â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.
Íèæå âû÷èñëåíà àñèìïòîòèêà ìàòðèöû ìîíîäðîìèè â ñïåöèàëüíîì áàçèñå.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðèíàäëåæíîñòü λ äèñêðåòíîìó ñïåêòðó ýêâèâàëåíò-
íî óñëîâèþ TrM = 2, ãäå M - ìàòðèöà ìîíîäðîìèè.

2.5 Òî÷êè ïîâîðîòà

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = cos z+ cos 2z, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîñòðîèòü îïðåäåëåííûå ïðèìåðû ãðàôîâ ëèíèé Ñòîêñà è ñïåêòðàëüíûé
ãðàô. Â ýòîì ñëó÷àå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ÷åòûðå ñåðèè òî-
÷åê ïîâîðîòà, ðàñïîëîæåííûõ ïåðèîäè÷åñêè, ñ ïåðèîäîì 2π. Ðåøàÿ óðàâíåíèå
λ = i(cos z + cos 2z), ïîëó÷àåì èñêîìûå òî÷êè:

z1 = arccos(
1

4
(−1 +

√
9− 8iλ)); z2 = − arccos(

1

4
(−1 +

√
9− 8iλ)),

z3 = arccos(
1

4
(−1−

√
9− 8iλ)); z4 = − arccos(

1

4
(−1−

√
9− 8iλ)).

Òî÷êè ïîâîðîòà çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ. Âåòâü âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

arccos(λ) : C\[0,+∞)→ {λ ∈ C|Re arccos(λ) > 0};

√
9− 8iλ : C\[0,+∞)→ {λ ∈ C|Re

√
9− 8iλ > 0}.

2.6 Ëèíèè Ñòîêñà

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â ñëó÷àå V (z) = cos z + cos 2z ñóùåñòâóåò 27 òîïîëî-
ãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç âîñüìè ñâîéñòâ ëèíèé Ñòîêñà, ïðèâåäåííûõ
âûøå, è ïîëó÷àåòñÿ ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå
èç íèõ:
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1. 2.

3. 4.

Äàëåå âûÿñíèì, êàêèå æå âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà áóäóò
îïðåäåëÿòü ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà. Âû÷èñëèì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè äëÿ
ýòèõ ñëó÷àåâ è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè λ ïðèíàäëåæèò ñïåêòðàëüíîìó ãðàôó, òî:

1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëèíèÿ Ñòîêñà, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè ïîâîðî-
òà;

2. Äëÿ ëþáîé öåïî÷êè êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëü-
íî ñäâèãà z → z + 2π ñóùåñòâóåò îáëàñòü èç ýòîé öåïî÷êè, ñîäåð-
æàùàÿ êîíå÷íóþ ëèíèþ Ñòîêñà (ò.å. ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ëèíèè
Ñòîêñà, êîòîðóþ íåëüçÿ îáîéòè, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z, çàäàåò
ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå áûëî ïðèâåäåíî â òåîðåìå
âûøå.

2.7 Îïèñàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àåâ

Ëåììà 2.2. Ñóùåñòâóåò âñåãî ñåìü âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ëèíèé Ñòîê-
ñà, êîòîðûå ìîãóò âíîñèòü âêëàä â ñïåêòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1-8 è èç ïðåäûäóùåé
òåîðåìû ïðÿìûì ïåðåáîðîì. Íèæå ïðèâåäåíû ýòè ñåìü òîïîëîãè÷åñêèõ ñëó-
÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà è óêàçàíî êàêèå òî÷êè ïîâîðîòà ñîåäèíÿ-
þòñÿ ìåæäó ñîáîé â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

36



1. 2.
zj → −zj zj → −zj + 2π

3. 4.
zj → −zj + 2π zi → zj

5. 6.
zi → zj − 2π zi → zj + 2π

7.  

zi → zj → zi + 2π → zj + 2π

2.8 Ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 1.
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Áóäåì äâèãàòüñÿ îò òî÷êè z2 è ë.ñ. s3, çàòåì ïåðåéäåì íà êîíå÷íóþ ë.ñ.,
ïî íåé ïåðåéäåì ê òî÷êå ïîâîðîòà z1, ïîâåðíåì íà ë.ñ. s1 è ïåðåéäåì íà
s4, z3 = z2 + 2π.

Ìàòðèöû M èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

M1 = exp(iξ0)

(
exp(ξ(z1,z3)

ε ) 0

0 exp(−ξ(z1,z3)
ε )

)
,

M2 = exp(−iπ/6)

(
−i 1
1 0

)
,

M3 = exp(iξ̃0)

(
0 exp (−ξ(z2,z1)

ε )

exp(ξ(z2,z1)
ε ) 0

)
, M4=M2.

M = M1M2M3M4.
Ïîëó÷àåì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè :

exp(i2π/3)∗

∗
(
−i(exp(ξ(z1,z3)+ξ(z2,z1)

ε ) + exp(ξ(z1,z3)−ξ(z2,z1)
ε )) exp(ξ(z1,z3)+ξ(z2,z1)

ε )

exp(−ξ(z1,z3)−ξ(z2,z1)
ε ) 0

)
.

Çàïèøåì óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè λ ñïåêòðó (trM = 2):

−2 cos
ξ(z2, z1)

iε
exp(

ξ(z1, z3)

ε
) = 2

Òàê êàê âåòâü âûáðàíà òàê, ÷òî Reξ(z0, z) > 0 (ãäå z0 òî÷êà ïîâîðîòà), òî
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è íà ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà:
z2∫
z1

√
iV (z)− λdx = εi(π2 + πn), n = 1, 2, ...
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Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî Reξ(z1, z2) = 0; èìåííî ýòèì óðàâíåíèåì
îïðåäåëÿåòñÿ ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ.

Òî÷êè ñïåêòðà áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ

Im
z2∫
z1

√
iV (z)− λdz = ε(π2 + πn), n = 1, 2, ....

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 2.
Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, ñ òåì ëèøü ðàçëè÷èåì, ÷òî â óðàâ-
íåíèè íà òî÷êè ñïåêòðà èíòåãðàë áóäåò ìåæäó äðóãèìè òî÷êàìè ïîâîðî-
òà, ò.å.
z2+2π∫
z1

√
iV (z)− λdz = iε(π2 + πn), n = 1, 2, ...

Â ýòîì ñëó÷àå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Reξ(z1, z2+2π) = 0, ýòî ðåáðî áóäåò îòëè÷àòüñÿ
îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ.

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 3.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ìàòðèöó ìîíîäðîìèè:

M = exp(i(τ0 − π/6))

(
0 exp(τε)
exp(−τε ) i

(
exp(τε) + exp(−τε )

)
)
,

ãäå
z4∫
z1

√
iV (z)− λdz = τ .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è íà ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà
τ = iε2πn, n = 0, 1, 2, ...

Ò.ê. τ =
2π∫
0

√
iV (z)− λdz (z4 + 2π = z1), ïîëó÷àåì òàêîå óðàâíåíèå
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2π∫
0

√
iV (z)− λdz = iε2πn. Îòñþäà, Re

2π∫
0

√
iV (z)− λdz = 0, ýòî óñëîâèå

îïðåäåëÿåò äðóãîå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 4.

Óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è íà ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà:
z5∫
z6

√
iV (z)− λdz = iε(π2 + πn).

Ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, òàêèì îáðàçîì, âûãëÿäèò òàê

Re
z5∫
z6

√
iV (z)− λdz = 0.

Îñòàëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèâå-
äåì ðåçóëüòàòû - óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà è íà ðåáðà ãðàôà.

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 5.

 

Óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è ðåáðî ãðàôà:
z3∫
z4

√
iV (z)− λdz = iε(π2 + πn).
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Ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, â ýòîì ñëó÷àå, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Re
z3∫
z4

√
iV (z)− λdz = 0.

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 6.
Óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è ðåáðî ãðàôà:
2π∫
0

√
iV (z)− λdz = iε2πn.

Ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

Re
2π∫
0

√
iV (z)− λdz = 0.

• Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 7.

Óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà è ðåáðî ãðàôà:
2π∫
0

√
iV (z)− λdz = iε2πn.

Ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà: Re
2π∫
0

√
iV (z)− λdz = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ñëó÷àé, êîòîðûé âíîñèò âêëàä â ñïåêòð, çàäàåò ðåáðî
ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ. Â ýòî óñëîâèå âõîäèò èí-
òåãðàë ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, êîòîðûå ñîåäèíåíû ëèíèåé Ñòîêñà. Òî åñòü
ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ëèíèè Ñòîêñà çàäàåò ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ.

Çàìå÷àíèå 2.3. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç 7 òîïîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà îïðåäåëÿåò ñâîþ ñåðèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñâîå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

2.9 Cïåêòðàëüíûé ãðàô è îïèñàíèå åãî ðåáåð

Ñïåêòðàëüíûé ãðàô ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ðàçëè÷íûì ðåáðàì ñî-
îòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà;
èìåííî:

• ðåáðó 1 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì 1,

• ðåáðó 2 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì 4,

• ðåáðó 3 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì 5,

• ðåáðó 6 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì 3,

• ðåáðó 4 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì 5,

• ðåáðó ïîä íîìåðîì 5 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé ïîä íîìåðîì
3,

• òî÷êå ñîåäèíåíèÿ ðåáåð 1 è 5 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 6,
• òî÷êå ñîåäèíåíèÿ ðåáåð 1 è 2 ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé 7.

Íèæå äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λ ∈ C\i(−9
8 , 2)

I(λ) = Re
2π∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = 0,òî

Reλ > 0, Imλ < 0
(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðà ïîä íîìåðàìè 5 è 6 ëåæàò íèæå îñè Reλ)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì àíàëèçèðîâàòü ôóíêöèþ òàêîãî âèäà

I(λ) = Re
2π∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = 2Re

π∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz
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Ðàññìîòðèì λ = Reλ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ íåò. Çíàê Re

√
i(cos z + cos 2z)− λ ïîñòîÿíåí, ñëåäîâàòåëüíî, îòëè-

÷åí îò íóëÿ íà âñåì ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è I(λ) 6= 0. À çíà÷èò, ìû ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ è Reλ > 0.
Ðàññìîòðèì λ ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ïîëó÷àåìRe(i(cos z+
cos 2z)−λ) = −Reλ < 0 äëÿ ëþáîãî z ïðèíàäëåæàùåãî îòðåçêó (0, π). Òî åñòü
îáðàç ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèè i(cos z+cos 2z)−λ íå ïå-
ðåõîäèò ÷åðåç ëó÷ [0,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî , ìîæíî çàôèêñèðîâàòü âåòâü êîð-
íÿ ñ ðàçðåçîì âäîëü ýòîãî ëó÷à. Âûáåðåì ñëåäóþùóþ âåòâü:

√
:C\[0,+∞)→

{z ∈ C|Imz > 0}, òîãäà

∂Re
√
i(cos z + cos 2z)− λ

∂Imλ
= −Re i

2
√
i(cos z + cos 2z − λ

= −Im 1

2
√
i(cos z + cos 2z)− λ

> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåì ïóòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ (0, π). À çíà÷èò, è ñàì èíòåãðàë ñòðîãî ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò ïî Imλ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì Reλ. È ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì Reλ > 0 óðàâíåíèå I(λ) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà:√

i(cos z + cos 2z)− λ =
√
−λ(1− i(cos z+cos 2z)

2λ + (cos z+cos 2z)2

8λ2 +

+ i(cos z+cos 2z)3

16λ3 + ....)
è ïðîèíòåãðèðóåì:

Re
2π∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = Re(2

√
−λ((1 + λ2

8 )π + 3πi
32λ3 )).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Im = 0, Reλ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

I(λ) = − 3π

16λ2
√
λ
< 0

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì Reλ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðèâàÿ I(λ) = 0 áóäåò
íàõîäèòüñÿ íèæå îñè Reλ.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî λ:

J(λ) = Re
zj∫
−zj

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = 0, ãäå

z1,2 = ±ArcCos(1
4(−1−

√
9− 8iλ)); z3,4 = ±ArcCos(1

4(−1 +
√

9− 8iλ)),
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ïðè óñëîâèè, ÷òî I(λ) = Re
2π∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = 0 èìååò ðîâíî

îäíî ðåøåíèå ( ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðà ïîä íîìåðàìè 1 è 4
ïåðåñåêàþò ðåáðà 5 è 6 ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî â îäíîé òî÷êå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåììå çàôèêñèðóåì âåòâü êîðíÿ:
√

:C\[0,+∞)→ {z ∈ C|Imz > 0}.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë J(λ) â âèäå èíòåãðàëà ïî äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé r.

Re
zj(λ)∫
−zj(λ)

√
i(cos z + cos 2z)− λdz = 2Re

zj(λ)∫
0

√
i(cos z + cos 2z)− λdz =

= 2Re
1∫
0

zj
√
i(cos zjr + cos 2zjr)− λdr.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó λ:
∂Re(zj

√
i(cos zjr+cos 2zjr)−λ)

∂Imλ = −Re zji

2
√
i(cos zjr+cos 2zjr)−λ

> 0.

Èíòåãðàë ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî ïàðàìåòðó Imλ ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì Reλ > 0. È ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì Reλ > 0 óðàâíåíèå
J(λ) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì Reλ > 0 óðàâíåíèå I(λ) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé: I(λ) = 0 è J(λ) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ.

2.10 Óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Îêàçûâàåòñÿ, àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïåðàòîðà Ĥ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðà-
ëû îò ãîëîìîðôíîé ôîðìû pdx ïî öèêëàì íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, çà-
äàâàåìîé óðàâíåíèåì p2 + i(cos z + cos 2z) = λ. Ýòà ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ
ïóòåì ñêëåéêè äâóõ öèëèíäðîâ (z ∈ Cmod2π) âäîëü îäíîãî êîíå÷íîãî ðàçðåçà
(ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè ïîâîðîòà)è äâóõ áåñêîíå÷íûõ ðàçðåçîâ (ñîåäèíÿþ-
ùèõ îñòàâøèåñÿ òî÷êè ñ áåñêîíå÷íîñòÿìè); îíà ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ äâóìÿ
ðó÷êàìè è äâóìÿ ïðîêîëàìè. Óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñïåêòð, èìåþò âèä

1

2πε

∫

γj

pdz = nj +
γ

2
,
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ãäå µj � îäèí èç öèêëîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2.2,
γ ∈ {0, 1}. Îòìåòèì, ÷òî, äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà λ ïðèáëèæàëà òî÷êó ñïåê-
òðà, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ íà îäíîì öèêëå ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè (à íå íà âñåõ, êàê â âåùåñòâåííîé òåîðèè; ñì., íàïðèìåð, [28]).
Óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå êàæäîìó öèêëó, îïðåäåëÿåò ñåðèþ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùóþ íà îïðåäåëåííîì ðåáðå ñïåêòðàëüíîãî ãðà-
ôà. Öèêëó ïîä íîìåðîì 1 ñîîòâåòñòâóåò 6 ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà è γ = 0,
ó âñåõ îñòàëüíûõ öèêëîâ γ = 1, öèêëó 2 ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî 1, öèêëó 5 - 2,
öèêëó 4 - 4 è öèêëó 3 - 3.
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Ãëàâà 3

Ñïåêòðàëüíûå ñåðèè îïåðàòîðà

èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàãíèòíîå ïîëå B(z, t) â ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, òåêóùåé ïî äâóìåðíîé ïî-
âåðõíîñòè M , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ èíäóêöèè

∂B

∂t
+ {V,B} = ε24B, (3.1)

divB = 0, (3.2)

ãäå B, V - âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè M , V - çàäàííîå ïîëå ñêîðîñòåé
æèäêîñòè, {V,B} � èõ êîììóòàòîð, 4 � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè. Íè-
æå ìû íå ðàçëè÷àåì âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû, îòîæäåñòâëÿÿ èõ ïðè ïî-
ìîùè ôîðìû îáúåìà; íàïîìíèì, ÷òî íà 1-ôîðìàõ îïåðàòîð ∆ èìååò âèä
∆ = d ∗ d ∗ + ∗ d ∗ d. Ïàðàìåòð ε õàðàêòåðèçóåò ñîïðîòèâëåíèå â æèäêî-
ñòè; ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë âûñîêîé ïðîâîäèìîñòè (ε→ +0).
Íèæå èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà èíäóêöèè íà ïîâåðõíî-
ñòè âðàùåíèÿ:

L = −ε24+ {V, •}, (3.3)

Äâóìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ äèôôåîìîðôíà òîðó èëè ñôå-
ðå.

1. Òîð ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì íåêîòîðîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé âî-
êðóã îñè, íå ïåðåñåêàþùåé ýòó êðèâóþ.
Ìåòðèêà íà òîðå èìååò âèä ds2 = dz2 + u(z)2dϕ2, ãäå u(z) - ðàññòîÿíèå äî
îñè âðàùåíèÿ, z - íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ, ϕ
- óãîë âðàùåíèÿ. Âñþäó íèæå ïîëå ñêîðîñòåé áóäåò âèäà V (z) = a(z) ∂

∂ϕ , ãäå

a(z) - òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü Bz � êîîðäèíàòà ïîëÿ B âäîëü

46



äîëãîòû. Ïîñëå çàìåíû Bz = exp(−1
2

∫
1

u(z)
∂u
∂zdz)w(z)einϕ:

−ε2w′′ + ina(z)w = λw. (3.4)

Íèæå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ íà ñïåêòð îïåðàòîðà (3.3), ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ñòðóêòóðà è àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà ïðè ε→ 0.

2. Ñôåðó ìû ïîëó÷àåì âðàùåíèåì íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé âîêðóã îñè,
ïåðåñåêàþùåé ýòó êðèâóþ â äâóõ òî÷êàõ (îñîáûå òî÷êè), â êîòîðûõ êàñàòåëü-
íàÿ ê êðèâîé ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè âðàùåíèÿ.

Ìåòðèêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä ds2 = dz2((∂f∂z )2 + 1) + f(z)2dφ2, ãäå

f(z) =
√

(z − z1)(z − z2)k(z), z1 è z2 � îñîáûå òî÷êè (ïîëþñà ñôåðû), k(z) �
ìíîãî÷ëåí. Ïîñëå çàìåíû Bzf(z)expinφ = ψ(z) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà ψ(z):

1

(∂f∂z )2 + 1
ψ′′+(

1

f

1

(∂f∂z )2 + 1

∂f

∂z
−∂

2f

∂z2

∂f

∂z

1

((∂f∂z )2 + 1)2
)ψ′+(− λ

ε2
+
ina(z)

ε2
−n

2

f 2
)ψ = 0.

(3.5)
Ïîëå ñêîðîñòåé òàêæå èìååò âèä V (z) = a(z) ∂

∂φ , ãäå a(z) - ìíîãî÷ëåí. Ïî-

ñêîëüêó óðàâíåíèå (3.5) ñîäåðæèò îñîáûå òî÷êè z1, z2, åãî ðåøåíèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè. Áóäåì èñêàòü òàêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îäíî-
çíà÷íû, ò.å. àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê.

Íèæå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà L, âû÷èñëåíà
àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è èõ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà.

3.2 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè � ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Òî÷êè ñïåêòðà L îïåðàòîðà â ñëó÷àå ñôåðû ïðè ε → 0 íàõî-
äÿòñÿ â O(ε2) îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
(ina(z)− λ)((

∂f

∂z
)2 + 1)dz = iεπ(nij + γ/2), (3.6)

ãäå nij = O(1/ε), n = O(1) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, à zi, zj - íåêîòîðûå èç
íóëåé è ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû íèæå.

Òåîðåìà 3.2. Òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà L â ñëó÷àå òîðà ïðè ε → 0 íàõî-
äÿòñÿ â O(ε) îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
ina(z)− λdz = iεπ(nij + γ/2). (3.7)

ãäå nij = O(1/ε), n = O(1) � öåëûå ÷èñëà, γ ∈ {0, 1}, à zi, zj - íåêîòîðûå èç
íóëåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ñïåêòð îïåðàòîðîâ (3.4), (3.5) ñîñðåäîòî÷åí â O(ε2) îêðåñò-
íîñòÿõ íåñêîëüêèõ àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ (ñïåê-
òðàëüíûé ãðàô). Ñïåêòðàëüíûé ãðàô çàâèñèò îò a(z). Íèæå ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ñïåêòðàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ðàçíûõ a(z).

1. Ñïåêòðàëüíûé ãðàô â ñëó÷àå òîðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ âðàùåíèåì îêðóæ-
íîñòè âîêðóã íåêîòîðîé îñè, äëÿ a(z) = cos z è â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîé
ñôåðû äëÿ a(z) = z.

 

2. Ñïåêòðàëüíûé ãðàô â ñëó÷àå òîðà äëÿ a(z) = cos z + cos 2z è n = 1

 

Àñèìïòîòèêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâèñèò îò òîãî, êàêîìó ðåáðó ïðèíàäëå-
æèò λ.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L. Â ñôîðìóëè-
ðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî M è V ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîëå B îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè.
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1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ïàðàëëåëåé δ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîãî ρ > 0, íå çàâèñÿùåãî îò ε,
è äëÿ âñåõ x, íàõîäÿùèõñÿ îò δ íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì, ÷åì ρ, |B(x)| =
o(εN) ∀N (ïîëå ëîêàëèçîâàíî âáëèçè ïàðàëëåëåé).

2. Åñëè ||B|| = 1, òî ||Bz|| = O(ε), ïðè÷åì |Bϕ| = O(ε)−1/2m, |Bz| =
O(ε)1−1/2m) äëÿ íåêîòîðîãî ÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî m. Çäåñü Bz, Bϕ � ïðîåê-
öèè ïîëÿ B íà íàïðàâëåíèÿ ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè ñîîòâåòñòâåííî, || · || �
íîðìà â L2(M).

Çàìå÷àíèå 3.2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íà
òîðå è íà ñôåðå â ñòàðøåì ïîðÿäêå íàïðàâëåíî âäîëü ïàðàëëåëåé è ëîêàëèçî-
âàíî âáëèçè ïàðàëëåëåé, ïîñêîëüêó ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïî êîîðäèíàòå,
êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü äîëãîòû (z).

1.
 

2.  

Êàæäîå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïàðàëëåëè
íà ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïàêòíîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè
a(z) = z è M - ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà, òî ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ íà îñè Reλ, ñîîòâåòñòâóåò ýêâàòîðó, ðåáðà êîòîðûå íàõîäÿò-
ñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò ïàðàëëåëÿì ìåæäó ñåâåðíûì
ïîëþñîì è ýêâàòîðîì, à â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè - ïàðàëëåëÿì ìåæäó þæ-
íûì ïîëþñîì è ýêâàòîðîì.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (îòíîñèòåëüíî ïîëÿ V )
êàæäîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðàëëåëü è
m = 2, ò.å. |B| = O(ε−1/4).

3.3 Ñõåìû äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïîñêîëüêó äëÿ òîðà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ
êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì è ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, òî òåîðåìà 3.2
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óæå áûëà äîêàçàíà âûøå. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
ñòðîèëè äëÿ òî÷åê ïîâîðîòà ðàçëè÷íûå ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ ñòðîèëè ìàòðèöó ìîíîäðîìèè ïåðåõîäà ÷åðåç ïåðèîä. Ðåá-
ðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ òåì ïîëîæåíèåì ëèíèé Ñòîêñà, äëÿ
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè M êîòîðîãî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî trM =
2, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [16]. Èìåííî èç ýòîãî ðàâåñòâà è ïîëó-
÷åíû óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.5. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.5) ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè,
ò.ê. ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò îñîáûå òî÷êè z1 è z2. Ïîñòðîèì ðàçëè÷íûå
âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ãðàôà Ñòîêñà
ðàññìîòðèì çàìêíóòûå êðèâûå γ1 è γ2 âîêðóã êàæäîãî èç ïîëþñîâ. Êàæ-
äîé èç ýòèõ êðèâûõ îòâå÷àåò îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â ïðîñòðàíñòâå ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (3.5). Óñëîâèå àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ ψ(z) îçíà÷àåò, ÷òî
ψ(z) - ñîáñòâåííûé âåêòîð êàæäîãî èç äâóõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Ìû âû÷èñëÿåì àñèìïòîòèêó ýòèõ îïåðà-
òîðîâ. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîâîðîòà ÔÑÐ, ñâÿçàííóþ
ñ ýòîé òî÷êîé. Â ýòèõ ÔÑÐ îïðåäåëÿåì àñèìïòîòèêó ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Çàòåì ñîåäèíÿåì îêðåñòíîñòè ïîëþñîâ öåïî÷êîé êà-
íîíè÷åñêèõ îáëàñòåé è, çíàÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà â ýòîé öåïî÷êå, âû÷èñëèì
àñèìïòîòèêó ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ ÔÑÐ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîëþñàì. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè
ñóùåñòâîâàíèÿ ó äâóõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè, ïîñ÷èòàííûõ â îäíîì áàçèñå,
îáùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1. Åñëè ýòî óñëîâèå
âûïîëíåíî, òî òàêîé ãðàô ëèíèé Ñòîêñà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè z, îïðåäåëÿåò ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà óæå íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè λ.

Ðàçáåðåì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: òîð è ñôåðó.

3.4 Ñôåðà

3.4.1 Ñïåêòð è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ λ, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà ìîæåò
áûòü ðàçëè÷íûì. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäîìó ðåáðó ñïåêòðàëüíîãî ãðà-
ôà ñîîòâåòñòâóåò ñâîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà. Ïîýòîìó äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé òåîðåìû âûÿñíèì êàêèå ãðàôû ëèíèé Ñòîêñà áóäóò
çàäàâàòü ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, à êàêèå íåò.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü λ òàêîâî, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà êàíîíè÷åñêèõ îá-
ëàñòåé, ñîåäèíÿþùàÿ îñîáûå òî÷êè è íå ñîäåðæàùàÿ êîíå÷íûõ ëèíèé Ñòîê-
ñà. Òîãäà â O(ε) îêðåñòíîñòè òàêèõ λ íåò òî÷åê ñïåêòðà îïåðàòîðà (3.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ÔÑÐ ïðè ε → 0 äëÿ êàæäîé èç îñîáûõ òî÷åê
(èç êàæäîé îñîáîé òî÷êè âûõîäèò ïî îäíîé ëèíèè Ñòîêñà).

ψ1,2 = c( 1
(ina(z)−λ)(1+(∂f∂z )2)

)−
1
4exp(−1

2

∫ z
z1,2

p(z)(1 + (∂f∂z )2)dz)

exp(±1
ε

∫ z
z1,2

√
q(z)(1 + (∂f∂z )2)dz)(1 +O(ε)),

(3.8)

ãäå z1, z2-îñîáûå òî÷êè, q(z) = ina(z)− λ,p(z) = 1
f

1
(∂f∂z )2+1

∂f
∂z −

∂2f
∂z2

∂f
∂z

1
((∂f∂z )2+1)2

è

r(z) = −n2

f2 . Âåòâü âûáèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåâà îò ëèíèè Ñòîêñà:

Im(

∫ √
q̃(z)dz) > 0, (3.9)

ãäå q̃(z) = q(z)(1 + (∂f∂z )2) è îáîçíà÷èì p̃(z) = p(z)(1 + (∂f∂z )2).
γ1 è γ2 - çàìêíóòûå êðèâûå âîêðóã òî÷åê z1 è z2 ñîîòâåòñòâåííî. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäîé òàêîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð ìîíîäðîìèè
T â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé íàøåãî óðàâíåíèÿ. Ñîáñòâåííûé âåêòîð ýòîãî îïå-
ðàòîðà ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ,
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T1 =

(
A
1

)
.

Äâèãàÿñü ïî öåïî÷êå êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé, çàïèøåì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè,
ñîîòâåòñòâóþùèé îñîáîé òî÷êè z1 â áàçèñå, ñâÿçàííîì ñ òî÷êîé z2 è ñðàâíèì
ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîëó÷èâøåãîñÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ñîîòâåòñòâóþùèé
åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñ T1.

Äâèæåíèå ïî öåïî÷êå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ïåðåõîäà, êî-
òîðûå ñâÿçûâàþò ÔÑÐ ñîñåäíèõ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé â ãðàôå Ñòîêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ñõîæå ñ äîêàçàòåëüòñâîì òåîðåìû â ïóíêòå 2.2,
ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ íàïèñàòü îïåðàòîð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè
ñîîòâåòñòâóþùèé îñîáîé òî÷êè z1 â áàçèñå, ñâÿçàííîì ñ òî÷êîé z2. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì, êîòîðûé îïèñàí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
ïóíêòà 2.2, íàäî áóäåò äâèãàòüñÿ îò ÔÑÐ, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé z1, ñ ïîìîùüþ
ìàòðèö ïåðåõîäà ê ÔÑÐ, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé z2. Ïîýòîìó ñëó÷àè ðàñïîëîæå-
íèÿ ë.ñ., ðàññìîòðåííûå â òåîðåìå , áóäóò íàõîäèòüñÿ ìåæäó îñîáûìè òî÷-
êàìè. Òîãäà, íàì äîáàâÿòüñÿ ñëó÷àè, êîãäà ë.ñ., âûõîäÿùèå èç îñîáûõ òî÷åê,
íàïðàâëåíû ëèáî â îäíó ëèáî â ðàçíûå ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ
ñëó÷àÿ, âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ, åñëè ïåðåâåðíóòü êàæäûé
èç ãðàôîâ ë.ñ. íà 180 ãðàäóñîâ ëèáî ïåðåõîäèòü ïî êàíîíè÷åñêèì îáëàñòÿì
íå ñëåâà íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî è âñå ýòè ñëó÷àè áóäóò ýêâèâàëåíòû (ò.å. ñ
òàêèìè æå îïåðàòîðàìè ìîíîäðîìèè) ðàññìàòðèâàåìûì íèæå.
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z1

z1 zm

z2

.....
.....

z̃nz̃1

1. Áóäåì ïåðåõîäèòü ìåæäó ë.ñ. ïî ñòðåëêàì, ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò, ÷òî
òî÷åê ïîâîðîòà n è, ñîîòâåòñòâåííî, m øòóê, ãäå n è m - ëþáûå ÷èñëà.

Â ýòîì ñëó÷àå, z1 è z2 - îñîáûå òî÷êè, îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â áàçèñå äðó-
ãîé îñîáîé òî÷êè çàïèñûâàåòñÿ òàê: S = M−1

5 M−1
4 M−1

3 M−1
2 M−1

1 TM1M2M3M4M5

- ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïåðåõîäà ìåæäó ëèíèÿìè Ñòîêñà, âûõîäÿùèìè èç ðàç-
íûõ òî÷åê ïîâîðîòà. Çäåñü M2 = M4 - ìàòðèöû ïîâîðîòà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
M1 - ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó òî÷êàìè z

m è z2,M3 - ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó
òî÷êàìè z1 è zm è, íàêîíåö, M5 - ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó òî÷êàìè z1 è z

1.
Òîãäà ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1

èìååò âèä:

S1 = (−
exp((2ξ(z1, zm) + 2ξ(z1, z

1))/ε)(i+ A exp((2ξ(z1, zm) +
∫
γ

√
q(t)dt))/ε)

−1 + exp(ξ(z1, zm)/ε)− iA exp((2ξ(z1, zm) +
∫
γ

√
q(t)dt))/ε)

, 1).

Cðàâíèì åãî ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè (A, 1), êî-
òîðûé áûë ïîëó÷åí âûøå. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

exp((2ξ(z1, zm) + 2ξ(z1, z
1))/ε)(i+ A exp((2ξ(z1, zm) +

∫

γ

√
q(t)dt))/ε)

= −A+ A exp(ξ(z1, zm)/ε)− iA2 exp((2ξ(z1, zm) +

∫

γ

√
q(t)dt))/ε),

íî ýòî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ñòðå-
ìÿòñÿ ê ∞.

2. Èçìåíèëîñü ëèøü òî, ÷òî ë.ñ., âûõîäÿùàÿ èç z2 íàïðàâëåíà ââåðõ, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îäíà ìàòðèöà ïîâîðîòà M2 íå íóæíà. Âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû
ïåðåõîäà òî÷íî òàêèå æå.

Òåïåðü ñðàâíèì ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ åäèíè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè è îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùãî äðóãîé îñîáîé òî÷êå. Ïîëó÷èì óñëîâèå:

iA exp(
2ξ(z1, zm)

ε
)+A2 exp(

2ξ(z1, zm) +
∫
γ

√
q(t)dt)

ε
) = exp(

2ξ(z1, zm) + 2ξ(z1, z
1)

ε
)
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Íî òàê êàê âåòâü çäåñü âûáðàíà òàê, ÷òî Re(
∫ z2
z1

√
q̃(z)dz) > 0, òî ïðàâàÿ

÷àñòü ðàâåíñòâà, à òàêæå âòîðîå ñëàãàåìîå èç ëåâîé ÷àñòè ñòðåìÿòñÿ ê ∞, à,
ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òàêæå íåâîçìîæíî.

z1

z1 zm z2

.....
.....

z̃nz̃1

Òàêèì îáðàçîì âûÿñíåíî êàêèå ãðàôû Ñòîêñà çàäàþò ðåáðà ñïåêòðàëü-
íîãî ãðàôà. Ñëåäóþùèì ýòàïîì ìû ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé
òåîðåìû, ò.å. òåîðåìû 3.1.

3.4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû áóäåì ñòðîèòü ðàçëè÷íûå âçàèìíûå ðàñïî-
ëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà, ñîäåðæàùèå â ñåáå êîíå÷íóþ ëèíèþ, êîòîðóþ íåëüçÿ
îáîéòè, êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, òîëüêî òàêèå ãðàôû çàäà-
þò ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

1. Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, ýòî êîãäà äâå îñîáûå òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ ìåæ-
äó ñîáîé êîíå÷íîé ëèíèåé Ñòîêñà. Â ýòîì ñëó÷àå äðóãèå ë.ñ. íàñ óæå íå èí-
òåðåñóþò, ïåðåéäåì ïî ýòîé êîíå÷íîé ëèíèè îò îäíîé îñîáîé òî÷êè ê äðóãîé.
Çàïèøåì îïåðàòîð ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îñîáîé òî÷êè z1, â áàçèñå,
ñâÿçàííîì ñ òî÷êîé z2, è ñðàâíèì ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîëó÷èâøåãîñÿ îïå-
ðàòîðà ìîíîäðîìèè ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñ
âåêòîðîì T1.

S =

(
0 exp(ξ(z1, z2)/ε)

exp(−ξ(z1, z2)/ε) 0

)

×
(

O(ε) Ae
1
ε

∫
γ

√
q(t)dt(1 +O(ε))

−A−1e−
1
ε

∫
γ

√
q(t)dt exp(−2πik)(1 +O(ε)) (1 + exp(−2πik))(1 +O(ε))

)

×
(

0 exp(−ξ(z1, z2)/ε)
exp(ξ(z1, z2)/ε) 0

)

Ñîáñòâåííûé âåêòîð, ïîëó÷èâøåãîñÿ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè èìååò âèä

(exp(2S/ε)
A , 1) Ñðàâíèì ñîáñòâåííûé âåêòîð ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû, ñîîòâåò-
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ñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì T1 îïåðàòî-
ðà ìîíîäðîìèèè îáõîäà âîêðóã îñîáîé òî÷êè. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå
exp(2S/ε) = A2, ò.ê. â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè A = i, òî óñëîâèå èìååò âèä:
∫ z1
z2

√
q̃(z)dz = 2iεπ(n1 + 1

2), ãäå n1 - öåëûå ÷èñëà, z1, z2 - îñîáûå òî÷êè. Ýòî è
åñòü óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà. Ò.å. òàêîé ãðàô ëèíèé Ñòîêñà áóäåò çàäà-
âàòü ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

2. Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà ìåæäó ñîáîé êîíå÷íîé ëè-
íèåé ñîåäèíÿþòñÿ íå îñîáûå òî÷êè, à êàêèå-ëèáî äâå äðóãèå òî÷êè ïîâîðîòà.

z1

z2

z1

z2 z̃1
z̃n

ẑ1 ẑm

1
2

3

4 5

6 6̃

7

5̃

È óõîäÿùèõ íà +∞ èëè −∞ ëèíèé Ñòîêñà n è m øòóê ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì ïåðåõîäèòü ïî ë.ñ., êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè, òî÷íî òàêæå êàê
ýòî äåëàëè ðàíüøå. Â òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöà ìîíîäðîìèè áóäåò âûãëÿäåòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: S = M−1TM , ãäåM - ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîé îñîáîé
òî÷êè äî äðóãîé, ò.å. îò ë.ñ. 1 äî ë.ñ. 7,M−1 - ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïåðåõîäà,
ò.÷. êàæäàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü −1.

M =

(
−i exp(−ξ(ẑm, z2)/ε) exp(−ξ(ẑm, z2)/ε)

exp(ξ(ẑm, z2)/ε) 0

)

×
(
−i exp(ξ(ẑ1, ẑm)/ε) exp(ξ(ẑ1, ẑm)/ε)
exp(−ξ(ẑ1, ẑm)/ε) 0

)(
exp(−ξ(z2, ẑ1)/ε) 0

0 exp(ξ(z2, ẑ1)/ε)

)

×
(

0 exp(ξ(z1, z2)/ε)
exp(−ξ(z1, z2)/ε) 2i cos(ξ(z1, z2)/ε)

)(
exp(−ξ(z1, z

1)/ε) 0
0 exp(ξ(z1, z61)/ε)

)

Ñðàâíèâàÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ýòîé ìàòðèöû ñ T1, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà
òî÷êè ñïåêòðà ∫ z3

z2

√
q̃(z)dz = i2επn2,

ãäå n2 - öåëûå ÷èñëà.
3. È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñëó÷àé, ýòî ñëó÷àé ñîåäèíåíèÿ êîíå÷íîé ëèíèåé

Ñòîêñà îñîáîé òî÷êè è òî÷êè ïîâîðîòà. Òàêæå ñðàâíèâàÿ ýòîò ñîáñòâåííûé
âåêòîð ñ T1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà

∫ z2

z1

√
q̃(z)dz = i2επn3,

ãäå n3 - öåëûå ÷èñëà.
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Çàìå÷àíèå 3.6. Òî÷êè ñïåêòðà ïðè ε→ 0 íàõîäÿòñÿ â O(ε) îêðåñòíîñòÿõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
q̃(z)dz = iεπ(nij + γ/2), (3.10)

ãäå nij - öåëûå ÷èñëà, γ = 0, 1, à zi, zj - òî÷êè ïîâîðîòà, êîòîðûå ñîåäèíåíû
êîíå÷íîé ëèíèåé â ãðàôå Ñòîêñà, â êîòîðîì íåò òàêîé êàíîíè÷åñêîé îáëà-
ñòè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé îñîáîé òî÷êè ê äðóãîé, êîòîðàÿ íå ñîäåðæàëà
áû â ñåáå ýòó êîíå÷íóþ ëèíèþ.

3.4.3 Ñëó÷àé ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà V (z) = (0, z)

Âûÿñíèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà (Ë.Ñ.) â ñëó÷àè ñôåðû ïðè
ðàçëè÷íûõ λ è a(z) = z, ò.å. äëÿ òðåõ òî÷åê ïîâîðîòà, à òàêæå óâèäèì íà
êîíêðåòíîì ïðèìåðå êàêèå ãðàôû Ñòîêñà çàäàþò ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïåðå÷èñëèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèé ëè-
íèé Ñòîêñà, äëÿ ýòîãî âîçüìåì îêðóæíîñòü òàêîãî ðàäèóñà, ÷òî âñå òî÷êè
ïîâîðîòà îêàæóòñÿ âíóòðè íåå; âûïóñòèè èç òî÷êè z = iλ/n (òî÷êà ïîâî-
ðîòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì −λ+ina(z) = 0) òðè ëèíèè Ñòîêñà
è ïî îäíîé ëèíèè Ñòîêñà èç îñîáûõ òî÷åê. Íà îêðóæíîñòè áóäóò ëåæàòü
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ ëèíèÿìè Ñòîêñà.

1. Êîãäà äâå îñîáûå òî÷êè íå ðàçäåëåíû îäíîé èç ëèíèé Ñòîêñà, âûõîäÿ-
ùåé èç òî÷êè z = −iλ/n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòüñÿ ñëåäóþùèå êàðòèíû
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ (êðåñòèêàìè îáîçíà÷åíû òî÷êè ïîâîðîòà):

1.  2.  3.  

4.  5.
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2. Êîãäà îíè ðàçäåëåíû îäíîé èç ëèíèé Ñòîêñà:

6.  7.  8.  

Âûáåðåì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà, ñëó÷àè óäîâëå-
òâîðÿþùèå òåîðåìå 3.4:

z1

z2iλ/n

1. z1

z2

iλ/n

2.

z1 iλ/n

z23.

iλ/nz1

z2

4.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòð äëÿ íàøèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà. Íàïèøåì äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ
ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà óñëîâèå íà ñïåêòð, ïîäîáíî òîìó, êàê ìû ýòî ñäå-
ëàëè âûøå.
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z1

z2

iλ/n

S1

S2
S3

S4

S5

1. Ïîñêîëüêó îñîáûå òî÷êè â ýòîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ â ñîñåäíèõ êàíî-
íè÷åñêèõ îáëàñòÿõ, òî íàì òðåáóåòñÿ ïåðåéòè èç êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè D1,
ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé z1 è ëèíèåé Ñòîêñà S4, â êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü D2, ñâÿ-
çàííóþ ñ òî÷êîé z2 è ëèíèåé Ñòîêñà S5. Àñèìïòîòèêà ÔÑÐ â îêðåñòíîñòÿõ
ýòèõ òî÷åê âûãëÿäèò òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:

ψ1,2 = c(
1

(inz − λ)(1 + (∂f∂z )2)
)−

1
4exp(−1

2

∫ z

z1,2,3

p̃(z)dz)exp(±1

ε

∫ z

z1,2,3

√
q̃(z)dz)

(3.11)

(1 +O(ε)).

Òàê êàê ëèíèè Ñòîêñà S4 è S5 íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû, òî âåòâü ðå-
øåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê áóäåò âûáðàíà ðàçíàÿ. Ñîîòâåòñòâåííî,
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

w1 = m12v2;w2 = m21v1. (3.12)

Ãäå w1, w2 - ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè z2, à v1, v2 - â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè z1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà âûãëÿäèò ñëóäóþùèì îáðàçîì:

M =

(
0 m12

m21 0

)
.

Âû÷èñëÿÿ m12 è m21, ïîëó÷èì:

m12 = c exp(−1

2

∫ z1

z2

p̃(z)dz)exp(
1

ε

∫ z1

z2

√
q̃(z)dz)(1 +O(ε)), (3.13)
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m21 = c exp(−1

2

∫ z1

z2

p̃(z)dz)exp(−1

ε

∫ z1

z2

√
q̃(z)dz)(1 +O(ε)); (3.14)

c = const. Âåòâü ó m12 è m21 âûáðàíà ñëóäóþùàÿ:

Re(

∫ z2

z1

√
q̃(z)dz) < 0.

Òåïåðü çàïèøåì îäèí èç îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè, à èìåííî, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îñîáîé òî÷êå z1 (T1), â áàçèñå îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
îñîáîé òî÷êå z2: S = M−1T1M ,

S =


 2 −exp(2

ε

∫ z1
z2

√
q̃(z)dz)exp(−πi/2)

exp(−2
ε

∫ z1
z2

√
q̃(z)dz)exp(πi/2) 0


 .

È ñðàâíèì ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ åäèíè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ìàòðèöû S è ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ñîîòâåòñòâóþùåé îñîáîé òî÷êå z2. Ïîëó-
÷èì óñëîâèå:

∫ z1

z2

√
q̃(z)dz = iε(π/2 + πn1).

Ãäå n1 - öåëîå ÷èñëî. Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà.

2. Äåéñòâóÿ òî÷íî òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïåðåìåùàÿñü îò
îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ê äðóãîé ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè, ò.å. îò ëèíèè
Ñòîêñà S1 ê S2, çàòåì ê S3, à îò S3 ê S5. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà:

∫ −iλ
n

z1

√
q̃(z)dz = iε(πn2).
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z1

z2

iλ/n

S1

S2

S3

S4

S5

3. Òàêæå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà:
∫ z2
−iλ
n

√
q̃(z)dz = iε(πn3).

z1

z2

iλ/n

4. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâå êîíå÷íûå ëèíèè Ñòîêñà, òî
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà:

exp(2
ε

∫ z3
z1

√
q̃(z)dz) + exp(2

ε

∫ z2
z3

√
q̃(z)dz) = iexp(2πin4).

z1

z2

iλ/n

Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàþòñÿ ìàòðèöû îáõîäà âîêðóã îñîáûõ òî÷åê è â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî a(z), ìåíÿåòñÿ ëèøü êàðòèíà ëèíèé Ñòîêñà, ò.ê. óâåëè÷èâà-
åòñÿ êîë-âî òî÷åê ïîâîðîòà. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà íåêîòîðîå ðàñïîëîæåíèå
ëèíèé Ñòîêñà äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê ïîâîðîòà (äëÿ äâóõ îñîáûõ òî÷åê è ïðè
a(z) = z2−1) è óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ íà òî÷êè ñïåêòðà â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ. Ïóñòü z1 è z2 - îñîáûå òî÷êè, à z3 è z4 - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ina(z)−λ = 0.
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1.

z1
z2

z3

z4

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå íà òî÷êè ñïåêòðà ñëåäóþùåå:
∫ z4

z3

√
q̃(z)dz = iε(π/2 + πk1).

2.

z2

z1

z4

z3

Óðàâíåíèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ:
∫ z3

z1

√
q̃(z)dz = iεπk2.

Ñïåêòðàëüíûé ãðàô è óñëîâèÿ íà ñïåêòð

Îòäåëÿÿ â ðàâåíñòâå (3.10) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì äâà
óðàâíåíèÿ:

1. Re
∫ zj
zi

√
q̃(z)dz = 0;

2. Im
∫ zi
zj

√
q̃(z)dz = επ(nij + γ/2).

Ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåáðîì, à ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåáåð íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëü-
íûì ãðàôîì, â O(ε) îêðåñòíîñòè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ òî÷êè ñïåêòðà èñêîìîãî
îïåðàòîðà, çàäàâàåìûå âòîðûì óðàâíåíèåì. Ñïåêòðàëüíûé ãðàô (ñì. ðèñ.3.3)

60



áûë ïîëó÷åí ïî óðàâíåíèÿì (3.10) äëÿ ñëó÷àÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðû è a(z) = z
(òðè òî÷êè ïîâîðîòà).

 

Ðèñ. 3.1: Ñïåêòðàëüíûé ãðàô äëÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðû

È â ýòîì ñëó÷àå ðåáðó ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ íà îñè Reλ
ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ëèíèé Ñòîêñà ïîä íîìåðîì 1, êîòîðîå
áûëî îïèñàíî âûøå, ãäå êîíå÷íîé ëèíèåé ñîåäèíåíû îñîáûå òî÷êè; âåðõíèì
ðåáðàì ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà ïîä íîìåðîì 2 è íèæíèì ðåáðàì
ïîä íîìåðîì 3. Ñëó÷àé 4 âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé Ñòîêñà ñîîòâåòñòâó-
åò òî÷êàì - âåðøèíàì ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ âåðõíèå è
íèæíèå ðåáðà.

3.4.4 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè íà

ñôåðå

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íàïèøåì àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè è áóäåì ðàñêëàäûâàòü åå
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà â ðÿä Òåéëîðà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â
òàêîì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà áóäåò ñâîÿ àñèìïòî-
òèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ò.ê. äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñâîÿ òî÷êà ìàêñèìóìà.
Ïóñòü òî÷êè ïîâîðîòà z1, z2 è ò.ä. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïå-
ðàòîðà (3.5) íà ëèíèè Ñòîêñà, âûõîäÿùåé èç òî÷êè ïîâîðîòà z1 âûãëÿäèò
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bz = C(ε)einϕ(exp(πi/2)exp(
i

ε

∫ z

z1

√
q̃(z)dz)(1 +O(ε)) + exp(− i

ε

∫ z

z1

√
q̃(z)dz)

(3.15)
(1 +O(ε))).

Çäåñü L(z) = (q̃(z))
1
4exp(−1

2

∫ z
z1
p̃(z)dz), C(ε) � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà;

íàïîìíèì, ÷òî Bz - êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü äîëãîòû. Çàïèøåì
àñèìïòîòèêó â âèäå:

Bz = C(ε)einϕ(−iL(z)exp(
i

ε
S)(1 +O(ε)) + L(z)exp(− i

ε
S)(1 +O(ε))), (3.16)

ãäå S = S1 + iS2 =
∫ z
z1

√
q̃(z)dz, S2 > 0. Òàêèì îáðàçîì,

Bz = C(ε)einϕ(−iL(z)exp(
i

ε
S1)exp(−

1

ε
S2)(1+O(ε))+L(z)exp(− i

ε
S1)exp(

1

ε
S2)

×(1 +O(ε)) = C(ε)einϕL(z)exp(− i
ε
S1)exp(

1

ε
S2)(1 +O(ε)).

Íàéäåì òî÷êó ìàêñèìóìà S2 è ðàçëîæèì â åå îêðåñòíîñòè àñèìïòîòèêó
ñîáñòâåííîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Çàòåì, èç óñëîâèÿ divB = 0 íàõîäèì Bϕ

� êîìïîíåíòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü øèðîòû, Bϕ = 1
in
∂Bz
∂z , ãäå z � êîîðäèíàòà

âäîëü äîëãîòû, à ϕ � êîîðäèíàòà âäîëü øèðîòû. Ïîëó÷àåì

Bϕ =
iSz
ε
C(ε)einϕL(z)exp(− i

ε
S1)exp(

1

ε
S2)(1 +O(ε)). (3.17)

.
Ïóñòü z0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè S2(z); åñëè

S2 = S2(z0) +O((z − z0)
m), m > 1 è ||B|| = O(1),

òî C(ε) = C0e
−S2(z0)/εε1− 1

2m , ãäå C0 íå çàâèñèò îò ε. Â ýòîì ñëó÷àå |Bϕ| =

O(ε−
1

2m ), à |Bz| = O(ε1− 1
2m ). Òî÷êà z0 îïðåäåëÿåò ïàðàëëåëü ïîâåðõíîñòè âðà-

ùåíèÿ (åñëè ýòèõ òî÷åê íåñêîëüêî, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé íàáîð ïàðàëëåëåé δ;
çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ ôóíêöèè q̃ âûòåêàåò, ÷òî òî÷åê ìàêñèìóìà êîíå÷-
íîå ÷èñëî); èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ìãíîâåííî ñëåäóåò, ÷òî íà ðàññòîÿíèè
ρ = O(1) îò ýòîé ïàðàëëåëè ôóíêöèÿ B ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé ñòàíäàðòíîé ñôåðû (f(z) = 1 − z2),
n = 1 è a(z) = z (íàïîìíèì, ÷òî n - êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ). Â
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Ðèñ. 3.2: Ñïåêòðàëüíûé ãðàô äëÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðû, n = 1 è a(z) = z

ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûé ãðàô âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òî÷êè ïîâîðîòà ñëåäóþùèå z1 = 1, z2 = −1, z3 = −iλ/n. Áóäåì îòäåëüíî
ðàññìàòðèâàòü êàæäîå ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

1. λ ⊂ µ (Imλ = 0)
Òàê êàê ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè (exp(πi/2), 1), òî
àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïåðàòîðà (3.5) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Bz = C(ε)einϕexp(πi/2)exp(
1

ε

∫ z

1

√
inz − λ
1− z2

dz)(1 +O(ε)), (3.18)

ãäå L(z) = ( 1−z2
inz−λ)−

1
4exp(−1

2

∫ z
1
−2z(n+1)

1−z2 dz). Çàïèøåì àñèìïòîòèêó â âèäå:

Bz = −iL(z)C(ε)einϕexp(
1

ε
S)(1 +O(ε)), (3.19)

ãäå S = S1 + iS2 =
∫ z

1

√
λ+inz
1−z2 dz. Ïîëó÷àåì

Bz = −iL(z)C(ε)einϕexp(
1

ε
S1)exp(−

1

ε
S2)(1 +O(ε)). (3.20)

Áóäåì èñêàòü òî÷êó ìàêñèìóìà S2 è ðàñêëàäûâàòü â åå îêðåñòíîñòè àñèìï-
òîòèêó ñîáñòâåííîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Äëÿ ýòîãî áóäåò óäîáíåé
ïåðåéòè îò z ê cos y, òîãäà S2 = Im

∫ arccos z
0

√
in cos y − λdz. Òî÷êà ìàêñè-

ìóìà S2:

S ′2 = Im
√
λ+ i cos y = 0→ cos y = 0→ y = ±π

2
+ πm. (3.21)
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Ïîëó÷àåì, ÷òî y = π
2 - òî÷êà ìàêñèìóìà, à y = −π

2 - ìèíèìóìà. Ò.ê. ìû
èùåì òî÷êó ìàêñèìóìà àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, òî íàäî ñðàâ-

íèòü Im
∫ π

2
0

√
λ+ in cos ydz è −Im

∫ −π2
0

√
in cos y − λdz. Ïîñêîëüêó âåòâü

êîðíÿ âûáðàíà òàê, ÷òî Im
∫ √

in cos y − λdz > 0, òî Im
∫ π

2
0

√
in cos y − λdz

> −Im
∫ −π2

0

√
in cos y − λdz.

Ðàçëîæèì S1 è S2 â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
π
2 è, âîçâðàùàÿñü îò âñåõ

çàìåí, ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó:

Bz = C exp(−i
√
M1

ε
z) exp(− 1

4ε
√
M1

z2)exp(inϕ)(1 +O(ε)). (3.22)

Çàòåì èç ðàâåíñòâà divB = 0 ïîëó÷èì, ÷òî

Bϕ = C exp(−i
√
M1

ε
z) exp(− 1

4ε
√
M1

z2)(

√
M1

ε
− iz

2
√
M1ε

+
iπ

4
√
M1ε

)exp(inϕ)

(3.23)
(1 +O(ε)).

Ãäå C = const.

2. λ ⊂ η èëè λ ⊂ η̄
Òî÷íî òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïîëó÷àåì Bz è Bϕ.

Bz = C exp(−i
√
M1

ε
z1) exp(− 1

4ε

√
1−M2

2

M1
z2

1)exp(inϕ)(1 +O(ε)), (3.24)

Bϕ = CK(z, ε) exp(−i
√
M1

ε
z1) exp(− 1

4ε

√
1−M2

2

M1
z2

1)exp(inϕ)(1 +O(ε)).

(3.25)
Ãäå z1 = (z + arcsin(∓M2)), C = const, M = λ + εn2 è M1 = ReM,
M2 = ImM . Çäåñü çíàê �-� îòíîñèòñÿ ê ðåáðó η ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, à
çíàê �+� � ê η̃.

K(z, ε) =

√
M1

ε
− iz

2ε

√
1−M2

2

M1
− 1

2ε

√
1−M2

2

M1
arccos(∓M2). (3.26)

Çàìå÷àíèå 3.7. Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîé ñôåðû è a(z) = z êðèòè÷åñêàÿ òî÷-
êà ôóíêöèè S2 äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà åäèíñòâåííà è íåâû-
ðîæäåíà; â ýòîì ñëó÷àå |Bϕ| = O(ε−1/4), |Bz| = O(ε3/4).
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Çàìå÷àíèå 3.8. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî îòíîøåíèå
Bz
Bϕ
→ 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå âûòÿãèâàåòñÿ è

êîíöåíòðèðóåòñÿ âäîëü ïàðàëëåëåé ïðè ε→ 0. Êàæäîå ðåáðî ñïåêòðàëüíî-
ãî ãðàôà îòâå÷àåò çà íåêîòîðóþ ïàðàëëåëü: ðåáðî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè
ñîîòâåòñòâóåò ýêâàòîðó, íèæíèå ðåáðà � ïàðàëëåëÿì ìåæäó ñåâåðíûì ïî-
ëþñîì è ýêâàòîðîì, à âåðõíèå � ïàðàëëåëÿì ìåæäó þæíûì ïîëþñîì è ýê-
âàòîðîì.

Ôóíêöèÿ f(z) íà òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà àñèìïòîòèêè ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé íå âëèÿåò, ò.ê. â àñèìïòîòèêó âõîäèò ñëåäóþùèé ìíîæèòåëü
(1 + (∂f∂z )2) íå ðàâíûé íóëþ, à âëèÿåò òîëüêî a(z).

3.4.5 Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ íà íåé

Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà îïåðàòîðà (3.5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò ãîëî-
ìîðôíîé ôîðìû pdz ïî öèêëàì íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. íà ïîâåðõíî-
ñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì p2f(z)2 + ina(z) + λ = 0.

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå òðåõ òî÷åê ïîâîðîòà è ñòàíäàðòíîé ñôå-
ðû ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ñêëåéêè äâóõ ðèìàíîâûõ ñôåð âäîëü äâóõ ðàçðåçîâ,
ðàçðåç äåëàåì íà ñôåðå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà è ïîëó÷àåì òîð.

 

Ðèñ. 3.3: Ðèìàíîâû ñôåðû, ñêëååííûå ïî äâóì ðàçðåçàì

Çàòåì íà òîðå äåëàåì ïðîêîëû â îñîáûõ òî÷êàõ è â ∞, åñëè ∞ - òî÷êà
âåòâëåíèÿ, òî åé ñîîòâåòñòâóåò íà òîðå äâà ïðîêîëà, åñëè íå òî÷êà âåòâëåíèÿ,
òî îäèí ïðîêîë, ïîýòîìó íà ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå ïðîèç-
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âîëüíîé ñôåðû áóäåò âñåãäà íå áîëüøå ÷åòûðåõ ïðîêîëîâ. Â ñëó÷àå ñòàíäàðò-
íîé ñôåðû, ïîëó÷àåì òîð ñ òðåìÿ ïðîêîëàìè (äâå îñîáûå òî÷êè è∞): Òàêèì

 

Ðèñ. 3.4: Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü

îáðàçîì, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîé ñôåðû è òðåõ òî÷åê
ïîâîðîòà - ýòî òîð c òðåìÿ ïðîêîëàìè. Íà íåì èìååòñÿ òðè áàçèñíûõ öèêëà,
îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå 3.6:

1. Öèêë íîä íîìåðîì 1 - öèêë, âíóòðè êîòðîãî íàõîäÿòñÿ òî÷êè -1 è 1;

2. Öèêë 2 - öèêë, îáõîäÿùèé òî÷êè −iλ/n è -1;

3. Öèêë 3 - öèêë, îáõîäÿùèé òî÷êè −iλ/n è 1.

Êàæäûé öèêë çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ, êîòîðîå è ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ãîëîìîðôíîé ôîðìû ïî öèêëàì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ è öèêëû, ñîîòâåòñòâóþùèå èì:

1. Öèêë 1 (ñì.ðèñ.Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü) - γ1

1
ε

∫
γ1

√
inz−λ
1−z2 dz = iπ2 + πm1;

2. Öèêë 2 - γ2

1
ε

∫
γ2

√
inz−λ
1−z2 dz = iπm2;

3. Öèêë 3 - γ3

1
ε

∫
γ3

√
inz−λ
1−z2 dz = iπm3;
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mj = O(ε), j = 1, 2, 3. Ïîñêîëüêó êàæäîìó óñëîâèþ êâàíòîâàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà, òî êàæäîìó öèêëó íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
òàê æå ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî ñïåêòðàëüíîãî ãðàôà.

3.5 Òîð

Êàê áûëî óæå ñêàçàíî, äëÿ òîðà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êîì-
ïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì ñì. ïóíêò 3. Â ýòîì ïóíêòå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà

Òåîðåìà 3.5. Òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà (3.4) ïðè ε → 0 íàõîäÿòñÿ â O(ε)
îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé óðàâíåíèé:

∫ zj

zi

√
ina(z)− λdz = iεπ(nij + γ/2). (3.27)

Ãäå nij - öåëûå ÷èñëà, γ = 0, 1, à zi, zj - òî÷êè ïîâîðîòà, êîòîðûå ñîåäè-
íÿþòñÿ êîíå÷íîé ëèíèåé â ãðàôå Ñòîêñà, â êîòîðîì íåò òàêîé öåïî÷êè
êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé, ñîåäèíÿþùèõ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü K è K + T ,
ãäå T - ïåðèîä, êîòîðàÿ áû ýòó êîíå÷íóþ ëèíèþ íå ñîäåðæàëà.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà òîðå

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû, òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñî ñôå-
ðîé, áóäåì ðàñêëàäûâàòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà
àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òî÷êàì ïîâî-
ðîòà; ïóñòü z0 - òî÷êà ïîâîðîòà, òîãäà àñèìïòîòèêà äëÿ íåå èìååò âèä
w1,2 = (ia(z)−λ)−1/4exp(±1

ε

∫ z
z0

√
ia(s)− λds). Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñïåêòðàëü-

íîãî ãðàôà áóäåò ñâîÿ òî÷êà ìàêñèìóìà, ñâîÿ òî÷êà ïîâîðîòà è ñâîÿ àñèìïòî-
òèêà, ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì Bz - ñîñòàâëÿþùóþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ
íàïðàâëåíà âäîëü äîëãîòû, èç óðàâíåíèÿ divB = 0 ïîëó÷èì âòîðóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bϕ. Ïîñêîëüêó Bϕ =

∫
∂Bz
∂z dϕ, òî Bz � Bϕ. ×òî

îçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå òàêæå âûòÿãèâàåòñÿ è êîíöåíòðèðóåòñÿ âäîëü
ïàðàëëåëåé.
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Ãëàâà 4

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ

áûñòðîìåíÿþùèìñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìàãíèòíîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì èíäóêöèè:

∂B

∂t
+ (V,∇)B − (B,∇)V = ε2µ4B, (∇, V ) = (∇, B) = 0. (4.1)

Çäåñü z ∈ Rn, n = 2, 3, B � èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå â Rn (ìàãíèòíîå ïîëå),
V (z) � çàäàííîå âåêòîðíîå ïîëå (ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè), êîýôôèöèåíò
ñîïðîòèâëåíèÿ (âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ìàãíèòíîìó ÷èñëó Ðåéíîëüäñà) çàïèñàí
â âèäå ε2µ äëÿ óäîáñòâà ïðè äàëüíåéøåì íàïèñàíèè àñèìïòîòèêè (íèæå ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε→ 0 ). Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

B|t=0 = B0(z), (4.2)

ãäå B0 � ãëàäêîå ôèíèòíîå áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå.
Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé ðàçðûâíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé V ; õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî áåçäèâåðãåíòíîå ïîëå ìîæåò èìåòü òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ íà ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòè (â äâóìåðíîì ñëó÷àå � íà êðèâîé); îáîçíà÷èì ýòó ïîâåðõíîñòü
÷åðåçM è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà êîìïàêòíà è çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Φ(z) = 0,
ãäå Φ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, ìàãíèòíîå ïîëå
B èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, δ-îáðàçíóþ îñîáåííîñòü íà ïîâåðõíîñòè M ; òàêèì
îáðàçîì, îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (3.1) � (4.2), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿñíà
(äàæå ïðè íàïèñàíèè ñèñòåìû â äèâåðãåíòíîì âèäå ïðèõîäèòñÿ óìíîæàòü
δ-ôóíêöèþ íà ðàçðûâíóþ). Ïîýòîìó ìû ðåãóëÿðèçóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ââåäåì áûñòðóþ ïåðåìåííóþ y = Φ(z)
ε è ðàññìîòðèì ñãëàæåííîå
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ïîëå ñêîðîñòåé V (y, z); áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

lim
y→±∞

V (z, y) = V±(z), ∀z. (4.3)

Çäåñü V± � ãëàäêèå áåçäèâåðãåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ê
ïðåäåëó ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðûì (áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè y).

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëå âèäà

V (z, y) =
V+(z) + V−(z)

2
+ β(y)

V+(z)− V−(z)

2
,

ãäå β(y) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ±1 ïðè y → ±∞.
Íàñ áóäåò îñîáåííî èíòåðåñîâàòü ñëàáûé ïðåäåë ïîëÿ B ïðè ε → 0 è

åãî çàâèñèìîñòü îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé V (ò.å. îò ôóíêöèè
β). Çàìåòèì, ÷òî, åñëè êîýôôèöèåíò ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû áîëüøå, ÷åì O(ε2), äåëüòà-îñîáåííîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàçóåòñÿ �
âÿçêîñòü ïðåïÿòñòâóåò ðåçêèì èçìåíåíèÿì B. Èìåííî ïîýòîìó ýòîò êîýôôè-
öèåíò â ñèñòåìå (3.1) áûë âûáðàí â âèäå ε2µ. Ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (3.1) � (4.2) â ñëó÷àå µ = 0 (èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ æèäêîñòü).

4.2 Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò ôóíêöèè ñãëàæèâàíèÿ ïîëÿ

ñêîðîñòåé â ñëó÷àå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ñïåðâà äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ïîñêîëüêó ïîëå V áåçäèâåðãåíòíî, åãî
òðàåêòîðèè � ýòî ëèíèè óðîâíÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ôóíêöèè òîêà). Ãëàäêàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿM � òðàåêòîðèÿ ýòîãî ïîëÿ; â åå îêðåñòíîñòè ìîæíî ââåñòè
ïåðåìåííûå äåéñòâèå � óãîë I, ϕ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ M çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì I = 0 è y = I/ε, à ïîëå V èìååò âèä

V = ω(y, I)
∂

∂ϕ
,

ãäå ω → ω± ïðè y → ±∞.

Òåîðåìà 4.1. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, åñëè æèäêîñòü èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ
(µ=0), ñëàáûé ïðåäåë ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ
è ìàãíèòíîå ïîëå èìååò äåëüòà-îáðàçíóþ îñîáåííîñòü íà êðèâîé ðàçðûâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.1) äëÿ äâóõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ:

∂BI

∂t
+ ω

∂BI

∂ϕ
= 0

∂Bϕ

∂t
+ ω

∂Bϕ

∂ϕ
=

1

ε
BI
∂ω

∂y
+BI

∂ω

∂I
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BI |t=0 = B0
I (I, ϕ),

Bϕ|t=0 = B0
ϕ(I, ϕ).

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

BI = B0
I (I, ϕ− ωt),

Bϕ = t(
1

ε

∂ω

∂y
+
∂ω

∂I
)B0

I (I, ϕ− ωt) +B0
ϕ(I, ϕ).

Âû÷èñëèì ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ ïðè ε→ 0; ïîñêîëüêó

ω → ω±,
∂ω

∂I
→ ∂ω±

∂I
,

∂ω

∂y
→ 0

ïðè y → ±∞, ïîëó÷àåì

lim
ε→0

BI = B0
I (I, ϕ− ω−t) + θ(I)(B0

I (I, ϕ− ω+t)−B0
I (I, ϕ− ω−t)),

lim
ε→0

Bϕ = tδ(I)

∫ ∞

−∞

∂ω

∂y
(y, 0)B0

I (0, ϕ− ω(y, 0)t)dy

+ t
∂ω−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t) +B0

ϕ(I, ϕ− ω−t) + θ(I)(t
∂ω+

∂I
B0
I (I, ϕ− ω+t)

+B0
ϕ(I, ϕ− ω+t)− t

∂ω−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t)−B0

ϕ(I, ϕ− ω−t))

Çäåñü θ(I) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ V ìîæåò çàâè-
ñåòü òîëüêî êîýôôèöèåíò ïðè δ(I); âíîñÿ tω ïîä äèôôåðåíöèàë è âû÷èñëÿÿ
èíòåãðàë, ïîëó÷èì, ÷òî ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí

−
∫ ϕ−ω+(0)t

ϕ−ω−(0)t
B0
I (0, z)dz, z = ϕ− ωt (4.4)

è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ V . Íà ðèñóíêå ìîæíî óâèäåòü êàê ìàã-
íèòíîå ïîëå âîçðàñòàåò ñ îáåèõ ñòîðîí îò êðèâîé ðàçðûâà ïîëÿ ñêîðîñòåé. Íà
ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè Bϕ(I, ϕ, t) ïðè V = (0, tanh I/ε), è

t = 500.

-5

0

5
-5

0

5

-10 000

-5000

0

5000
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Çàìåòèì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåòðóäíî ïðåäúÿâèòü ðåãóëÿðèçàöèþ
èñõîäíîé çàäà÷è, íå èñïîëüçóþùóþ ñãëàæèâàíèÿ è äîïóñêàþùóþ îáîáùåí-
íóþ ïîñòàíîâêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ω(I) � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ: ω = ω−(I)+
θ(I)(ω+(I)− ω−(I)) (ω±(I) ãëàäêèå). Çàïèøåì ñèñòåìó â äèâåðãåíòíîì âèäå

∂BI

∂t
+ ω

∂BI

∂ϕ
= 0,

∂Bϕ

∂t
=

∂

∂I
(BIω),

BI |t=0 = B0
I (I, ϕ), Bϕ|t=0 = B0

ϕ(I, ϕ).

(4.5)

Òåîðåìà 4.2. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ

BI = B0
I (I, ϕ− ωt),

Bϕ =
∂

∂I
ω−

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω−(I)t)dt

+ θ(I)
∂

∂I

(
ω+

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω+(I)t)dt− ω−

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω−(I)t)dt

)

+ δ(I)

∫ t

0
(ω+(0)B0

I (0, ϕ− ω+(0)t)− ω−(0)B0
I (0, ϕ− ω−(0)t))dt+B0

ϕ(I, ϕ)

(4.6)
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøèì ñíà÷àëà ïåðâîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå, ðåøåíèå èìååò
âèä:

BI = B0
I (I, ϕ− ωt).

Ðåøèì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷àåì:

Bϕ =

∫ t

0

∂

∂I
(BIω)dt+B0

ϕ(I, ϕ).

Ïåðåïèñûâàÿ ωB0
I (I, ϕ− ω(I)t) â âèäå

ωB0
I (I, ϕ− ω(I)t) = ω−(I)B0

I (I, ϕ− ω−(I)t) + θ(I)(ω+B
0
I (I, ϕ− ω+(I)t)

−ω−B0
I (I, ϕ− ω−(I)t))

è äèôôåðåíöèðóÿ ïðîèçâåäåíèå θ(I) à ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì
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Bϕ =
∂

∂I
ω−

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω−(I)t)dt

+θ(I)
∂

∂I

(
ω+

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω+(I)t)dt− ω−

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− ω−(I)t)dt

)

+δ(I)

∫ t

0
(ω+(0)B0

I (0, ϕ− ω+(0)t)− ω−(0)B0
I (0, ϕ− ω−(0)t))dt+B0

ϕ(I, ϕ).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì ïðå-
äåëîì ðåøåíèÿ ñãëàæåííîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ñðàâíèì, íàïðèìåð, êî-
ýôôèöèåíòû ïðè äåëüòà-ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (z) ïåðâîîáðàçíóþ îò
ôóíêöèè B0

I (0, z). Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ (4.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

F (ϕ− ω−(0)t)− F (ϕ− ω+(0) + t);

ÿñíî, ÷òî îíà ðàâíà ôóíêöèè
∫ t

0
(ω+(0)B0

I (0, ϕ− ω+(0)t)− ω−(0)B0
I (0, ϕ− ω−(0)t))dt,

îïðåäåëÿþùåé êîýôôèöèåíò ïðè äåëüòà-ôóíêöèè â ôîðìóëå (4.4). Àíàëîãè÷-
íî (ñ ó÷åòîì áåçäèâåðãåíòíîñòè íà÷àëüíîãî ïîëÿ B0) ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå
îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Ïåðåéäåì ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ. Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå ñëàáûé
ïðåäåë ðåøåíèÿ ñãëàæåííîé çàäà÷è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî (ò.å. íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ V ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü, ñêà÷îê èñïûòûâàåò òîëüêî äëèíà âåêòîðà V (íî íå åãî íàïðàâ-
ëåíèå). Óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V � ýéëåðîâî
ïîëå (ò.å. ðåøåíèå ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà) îáùåãî ïîëîæåíèÿ; ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëÿ V è rotV ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäó â ðàññìàò-
ðèâàåìîé îáëàñòè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè V
ëåæàò íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ � ïîâåðõíîñòÿõ Áåðíóëëè � êîòîðûå, åñ-
ëè îíè êîìïàêòíû, ãîìåîìîðôíû òîðàì. Áîëåå, òîãî, â îáëàñòè, ðàññëîåííîé
íà ýòè òîðû, ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå äåéñòâèå � óãîë I, ϕ, ϕ = (ϕ1, ϕ2), â
êîòîðûõ

V = (ω(I),
∂

∂ϕ
) = ω1(I)

∂

∂ϕ1
+ ω2(I)

∂

∂ϕ2
.

Çäåñü ïåðåìåííàÿ I íóìåðóåò òîðû è ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó ïîëíîòî-
ðèÿ, ϕ mod 2π � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà òîðàõ. Êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî ïîâåðõíîñòü ñêà÷êà ïîëÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì I = 0 è ïðåäñòàâèì âåêòîð
÷àñòîò ω â âèäå

ω(I) = λω0,

ãäå λ � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, à ω0 � åäèíè÷íûé âåêòîð:

ω0 = (cosα, sinα).

Ñêà÷îê ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü � ýòî ðàçðûâ (èëè, â ñãëà-
æåííîé çàäà÷å, áûñòðûå èçìåíåíèÿ) äâóìåðíîãî âåêòîðà ω, ñêà÷îê ìîäóëÿ �
ýòî ðàçðûâ êîýôôèöèåíòà λ, à ñêà÷îê íàïðàâëåíèÿ � ðàçðûâ óãëîâîé ôóíê-
öèè α. Ðàññìîòðèì ñãëàæåííóþ çàäà÷ó; ïóñòü y = I/ε è ïóñòü ω → ω± ïðè
y → ±∞.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü îäíà èç äâóõ ôóíêöèé α, λ íå çàâèñèò îò y. Òîãäà
ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ ñãëàæåííîé çàäà÷è Êîøè íå çàâèñèò îò ñãëàæèâà-
þùåé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ â êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå � óãîë




∂BI

∂t
+ (ω,

∂BI

∂ϕ
) = 0,

∂Bϕ

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)Bϕ = BI(

∂ω

∂I
+

1

ε

∂ω

∂y
).

(4.7)

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä BI = B0
I (I, ϕ−ωt). Âòîðîå (âåêòîðíîå)

óðàâíåíèå ðàçëîæèì íà êîìïîíåíòû âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà ω0 è âäîëü
ïåðïåíäèêóëÿðíîãî åìó åäèíè÷íîãî âåêòîðà n = (− sinα, cosα). Îáîçíà÷àÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà Bϕ ÷åðåç Bω è Bn, ïîëó÷èì

(
∂

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
))Bω = BI(ω0, (

∂

∂I
+

1

ε

∂

∂y
)ω),

(
∂

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
))Bn = BI(n, (

∂

∂I
+

1

ε

∂

∂y
)ω),

Ïðåäñòàâèì ω â âèäå λω0 è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò åäèíè÷-
íîãî âåêòîðà ω0 ðàâíà âåêòîðó n, óìíîæåííîìó íà ïðîèçâîäíóþ îò α. Â ðå-
çóëüòàòå ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå

(
∂

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
))Bω = BI(

∂

∂I
+

1

ε

∂

∂y
)λ,

(
∂

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
))Bn = λBI(

∂

∂I
+

1

ε

∂

∂y
)α.
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Ðåøåíèå èìååò âèä:

Bω = t(
∂λ

∂I
+

1

ε

∂λ

∂y
)B0

I (I, ϕ− ωt) +B0
ω(I, ϕ− ωt),

Bn = tλ(
∂α

∂I
+

1

ε

∂α

∂y
)B0

I (I, ϕ− ωt) +B0
n(I, ϕ− ωt).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îò y çàâèñèò òîëüêî îäíà èç ôóíêöèé α, λ.
1. Ïóñòü α íå çàâèñèò îò y; âû÷èñëèì ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèÿ. Ïîëó÷àåì

lim
ε→0

Bω = δ(I)

∫ ∞

−∞
t
∂λ

∂y
B0
I (0, ϕ− tλω0(0))dy

+B0
ω(I, ϕ− ω−t) + θ(I)(B0

ω(I, ϕ− ω+t)−B0
ω(I, ϕ− ω−t))

+t
∂λ−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t) + θ(I)(t

∂λ+

∂I
B0
I (I, ϕ− ω+t)− t

∂λ−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t)).

Î÷åâèäíî, îò ñãëàæèâàíèÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî êîýôôèöèåíò ïðè äåëüòà-
ôóíêöèè. Çàíîñÿ ïîä äèôôåðåíöèàë tλ, ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå ∫ λ+t

λ−t
B0
I (0, ϕ− ω0(0)z)dz, z = λt

â êîòîðûé íå âõîäèò ôóíêöèÿ ñãëàæèâàíèÿ V . Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ñëà-
áûé ïðåäåë Bn:

lim
ε→0

Bn = B0
n(I, ϕ− ω−t) + θ(I)(B0

n(I, ϕ− ω+t)−B0
n(I, ϕ− ω−t))

+tλ−
∂α−
∂I

B0
I (I, ϕ−ω−t)+θ(I)(tλ+

∂α+

∂I
B0
I (I, ϕ−ω+t)−tλ−

∂α−
∂I

B0
I (I, ϕ−ω−t)).

Ýòîò ïðåäåë òàêæå íå çàâèñèò îò ôóíêöèè ñãëàæèâàíèÿ V .
2. Ïóñòü òåïåðü λ íå çàâèñèò îò y. Âû÷èñëÿÿ ñëàáûé ïðåäåë âåêòîðà

Bϕ = Bωω0 +Bnn, ïîëó÷àåì

lim
ε→0

Bϕ = δ(I)

∫ ∞

−∞
tλ
∂α

∂y
B0
I (0, ϕ− tλω0(0, α))n(0, α)dy

+n−(B0
n(I, ϕ− ω−t) + tλ−

∂α−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t)) + θ(I)(n+(B0

n(I, ϕ− ω+t)

+tλ+
∂α+

∂I
B0
I (I, ϕ− ω+t))− n−(B0

n(I, ϕ− ω−t)) + tλ−
∂α−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t))

+ω−0 (B0
ω(I, ϕ− ω−t) + t

∂λ−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t)) + θ(I)(ω+

0 (B0
ω(I, ϕ− ω+t)
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+t
∂λ+

∂I
B0
I (I, ϕ− ω+t))−−ω−0 (B0

ω(I, ϕ− ω−t)) + t
∂λ−
∂I

B0
I (I, ϕ− ω−t))),

ãäå ω±0 = ω0(0, α±), n± = n(0, α±). ßñíî, ÷òî îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ìî-
æåò çàâèñåòü òîëüêî êîýôôèöèåíò ïðè äåëüòà-ôóíêöèè. Çàíîñÿ α ïîä äèô-
ôåðåíöèàë, ïðèâåäåì ýòîò êîýôôèöèåíò ê âèäó

tλ(0)

∫ α+

α−

B0
I (o, ϕ− tλ(0)ω0(α))n(0, α)dα,

êîòîðûé íå çàâèñèò îò ñãëàæèâàþùåé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 4.1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ñãëàæèâà-
íèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé; îäèí èç íèõ, íàïðèìåð, óêàçàí â íà÷àëå ðàáîòû. Ñïî-
ñîáû ñãëàæèâàíèÿ, óêàçàííûå âûøå (ïðè ñãëàæèâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ ëèáî
íàïðàâëåíèå, ëèáî ìîäóëü âåêòîðà) ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûìè; â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå áûñòðîãî èçìåíåíèþ ìîäóëÿ ω ñëàáûé ïðåäåë
ðåøåíèÿ ïðè íàøåì ñïîñîáå ñãëàæèâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì ðåøåíè-
åì ïðèâåäåííîé íèæå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ ïîëó÷àþòñÿ äâà ðàçíûõ ðåçóëüòàòà.

1. Ïóñòü ω = (cosα, sinα), α = α(y), B0
I = cosϕ1 Â ýòîì ñëó÷àå êîýô-

ôèöèåíò ïðè äåëüòà-ôóíêöèè èìååò âèä:

t

∫ α+

α−

cos(ϕ1 − t cosα)

(
− sinα
cosα

)
dα

2. Ïóñòü ω = ω(α−) + β(y)(ω(α+)− ω(α−)). Â ýòîì ñëó÷àå ñëàáûé ïðå-
äåë, ò.å. êîýôôèöèåíò ïðè äåëüòà-ôóíêöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ω(α+)− ω(α−))t

∫ 1

0
cos(ϕ1 − t cos(α−)− β(cos(α+)− cos(α−))dβ

=
sin(ϕ1 − t cos(α−)− β(cos(α+)− cos(α−))

cos(α−)− cos(α+)
.

Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ, èíâàðèàíòíîñòü ñëàáîãî ïðåäåëà ïî îò-
íîøåíèþ ê ñïîñîáó ñãëàæèâàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ
ôîðìóëèðîâêè îáîáùåííîé ïîñòàíîâêè èñõîäíîé çàäà÷è. Ïóñòü ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ñêà÷îê èñïûòûâàåò òîëüêî ìîäóëü (íî íå íàïðàâ-
ëåíèå) ïîëÿ ñêîðîñòåé. Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà îñíîâàíà íà äâóõ ñîîáðàæå-
íèÿõ.
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1. Åñëè V ãëàäêîå, ñèñòåìó óðàâíåíèé èíäóêöèè ìîæíî çàïèñàòü â äè-
âåðãåíòíîì âèäå

∂B

∂t
= rot(V ×B). (4.8)

2. Èç ôîðìóë äëÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé
òåîðåìû, âûòåêàåò, ÷òî, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü M îòñóòñòâóåò
ñêà÷îê íàïðàâëåíèÿ V , äåëüòà-îáðàçíàÿ îñîáåííîñòü âîçíèêàåò òîëüêî ó êîì-
ïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïàðàëëåëüíîé V . Â òî æå âðåìÿ, â ïðàâóþ ÷àñòü
ñèñòåìû (4.8) ýòà êîìïîíåíòà, î÷åâèäíî, íå âõîäèò � ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

∂B

∂t
= rot(V ×B⊥), (4.9)

ãäå B⊥ � ïðîåêöèÿ âåêòîðà B íà ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ V (çàìåòèì, ÷òî,
â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ýòà ïëîñêîñòü ãëàäêî çàâèñèò îò z).

Â äàëüíåéøåì ïîä îáîáùåííîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è Êîøè ñ ðàçðûâíûì
ïîëåì V áóäåì ïîíèìàòü èìåííî çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (4.9). Êàê è ðàíåå, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî V � ýéëåðîâî ïîëå îáùåãî ïîëîæåíèÿ áåç ñêà÷êà íàïðàâëåíèÿ,
ò.å. ÷òî â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå � óãîë

V = λ(I)(ω0(I),
∂

∂ϕ
),

ãäå ω0(I) � ãëàäêàÿ åäèíè÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, à ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ λ ðàç-
ðûâíà ïðè I = 0:

λ = λ−(I) + θ(I)(λ+(I)− λ−(I)),

ãäå λ± � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4.4. Â ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ

BI = B0
I (I, ϕ− λω−0 t) + θ(I)(B0

I (I, ϕ− λω+
0 t)−B0

I (I, ϕ− λω−0 t)),

Bn = t
∂α−
∂I

λ−(I)B0
I (I, ϕ− ω−t) + tθ(I)

(∂α+

∂I
λ+(I)B0

I (I, ϕ− ω+t)

−∂α−
∂I

λ−(I)B0
I (I, ϕ−ω−t)

)
+B0

n(I, ϕ−ω−t)+θ(I)
(
B0
n(I, ϕ−ω+t)−B0

n(I, ϕ−ω−t)
)
,

Bω =

∫ t

0
(λ(I)(n,

∂

∂ϕ
)Bn +

∂

∂I
(λ−BI(I, ϕ− ω−t)))dt

+δ(I)

∫ t

0
(λ+B

0
I (0, ϕ− ω+t)− λ−B0

I (0, ϕ− ω−t))dt

+θ(I)

∫ t

0

∂

∂I

(
λ+B

0
I (0, ϕ− ω+t)− λ−B0

I (0, ϕ− ω−t)
)
dt.
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óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.2). Ýòà ôóíêöèÿ
ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì ïðåäåëîì ñãëàæåííîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì äåéñòâèå � óãîë I, ϕ = (ϕ1, ϕ2).
Ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂BI

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)BI = 0

∂Bϕ

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)Bϕ −BI

∂ω

∂I
= 0

λ(I)

∫ t

0
(n,

∂

∂ϕ
)Bndt = λ(I)

∂α

∂I

∫ t

0
B0
I (I, ϕ− λω0t)tdt

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óðàâíåíèå íà Bϕ

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂Bϕ

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)Bϕ − ω(

∂

∂ϕ
,Bϕ) =

∂

∂I
(ωBI)

Ðàçëîæèì äàííóþ êîìïîíåíòó ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿ-
þùèå:

Bϕ = Bωω0 +Bnn,

ãäå ω = (ω1, ω2) = λ(I)ω0, λ(I) � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ω0(I) � åäèíè÷íûé
âåêòîð, ãëàäêî çàâèñÿùèé îò I.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂

∂I
(BIλω0) = ω0

∂

∂I
(BIλ) +BIλ

∂ω0

∂I

Ñïðîåêòèðóåì óðàâíåíèå íà ãëàäêèå åäèíè÷íûå âåêòîðû ω0 è n; ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∂ω0

∂I = n(I)∂α∂I , ïîëó÷èì

∂BI

∂t
+ λ(ω0,

∂

∂ϕ
)BI = 0

∂Bn

∂t
+ λ(ω0,

∂

∂ϕ
)Bn =

∂α

∂I
λ(I)BI

∂Bω

∂t
= λ(I)(n,

∂

∂ϕ
)Bn +

∂

∂I
(λBI)

BI |t=0 = B0
I (I, ϕ), Bω|t=0 = B0

ω(I, ϕ), Bn|t=0 = B0
n(I, ϕ)
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Ðåøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìåþò âèä

BI = B0
I (I, ϕ− λω0t),

Bn = tλ
∂α

∂I
B0
I (I, ϕ− λω0t);

îòìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþò ïðîñòîé ðàçðûâ íà ïîâåðõíîñòè M . Âûðà-
æàÿ èõ ÷åðåç ôóíêöèþ Õåâèñàéäà è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ Bω, ïîëó÷èì
îêîí÷àòåëüíî

BI = B0
I (I, ϕ− λω−0 t) + θ(I)(B0

I (I, ϕ− λω+
0 t)−B0

I (I, ϕ− λω−0 t)),

Bn = t
∂α−
∂I

λ−(I)B0
I (I, ϕ− ω−t) + tθ(I)

(∂α+

∂I
λ+(I)B0

I (I, ϕ− ω+t)

−∂α−
∂I

λ−(I)B0
I (I, ϕ−ω−t)

)
+B0

n(I, ϕ−ω−t)+θ(I)
(
B0
n(I, ϕ−ω+t)−B0

n(I, ϕ−ω−t)
)
,

Bω =

∫ t

0
(λ(I)(n,

∂

∂ϕ
)Bn +

∂

∂I
(λ−BI(I, ϕ− ω−t)))dt

+δ(I)

∫ t

0
(λ+B

0
I (0, ϕ− ω+t)− λ−B0

I (0, ϕ− ω−t))dt

+θ(I)

∫ t

0

∂

∂I

(
λ+B

0
I (0, ϕ− ω+t)− λ−B0

I (0, ϕ− ω−t)
)
dt.

Òåì ñàìûì íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bω èìååò
äåëüòà-îáðàçíóþ îñîáåííîñòü.

Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè äåëüòà ôóíêöèè ñëàáîãî ïðåäåëà ñãëàæåí-
íîé çàäà÷è è îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Êîýôôèöèåíò ïðè äåëüòà ôóíêöèè îáîá-
ùåííîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä:

∫ t

0
(λ+B

0
I (0, ϕ− ω+t)− λ−B0

I (0, ϕ− ω−t))dt

=

∫ λ+t

0
(B0

I (0, ϕ− ω+t)d(λ+t)−
∫ λ−t

0
B0
I (0, ϕ− ω−t))d(λ−t)

=

∫ λ+t

λ−t
(B0

I (0, ϕ− ωt)d(λt).

×òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè äåëüòà ôóíêöèè ñãëàæåííîé
çàäà÷è. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåïåðü ïóñòü α è n ðàçðûâíûå ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ λ(I) - ãëàäêàÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå òîæå ìîæíî ðåãóëÿðèçîâàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó òàê, ÷òîáû èìåëè
ñìûñë åå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïðåîáðàçóåì åå, âðåìåííî
ñ÷èòàÿ V ãëàäêèì ïîëåì. Ñèñòåìà èìååò âèä

∂BI

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)BI = 0,

∂Bϕ

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)Bϕ = BI

∂ω

∂I
.

Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì ω = λω0, ω0 = (cosα, sinα).
Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì BI |t=0 = B0

I (I, ϕ)
èìååò âèä:

BI = B0
I (I, ϕ− ωt);

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå íà Bϕ â âèäå:

∂Bϕ

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)Bϕ = B0

I (I, ϕ− ωt)
∂λ

∂I
ω0 +B0

I (I, ϕ− ωt)λ
∂α

∂I
n(α). (4.10)

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ñóììû Bϕ = B1 +B2, ãäå êàæäûé èç âåêòîðîâ Bj

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò îäíî èç äâóõ ñëàãà-
åìûõ èç (4.10). Îòìåòèì, ÷òî B1 � ýòî êîìïîíåíòà ïîëÿ, íàïðàâëåííàÿ âäîëü
ω0, à B2 � îðòîãîíàëüíàÿ åé êîìïîíåíòà. Äëÿ B1, B2 ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:





∂B1

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)B1 = B0

I (I, ϕ− ωt)
∂λ

∂I
ω0,

∂B2

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)B2 = B0

I (I, ϕ− ωt)λ
∂α

∂I
n(α),

(4.11)

B1|t=0 = B0
1(I, ϕ) B2|t=0 = B0

2(I, ϕ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå â (4.11) äîïóñêàåò îáîáùåííûå ðå-
øåíèÿ è â ñëó÷àå ðàçðûâíîé ôóíêöèè α � ðåøåíèå òàêæå áóäåò ðàçðûâíîé
ôóíêöèåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë âòîðîìó óðàâíåíèþ, ïðåîáðàçóåì
åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì

∫ α
α0
n(α)B0

I (I, ϕ − λω0(α)t)dα = w(α, I),
òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂B2

∂t
+ (ω,

∂

∂ϕ
)B2 = λ(I)(

∂

∂I
(w(α(I), I))− ∂w

∂I
).

Åñëè ïîëå V ãëàäêîå, ðåøåíèå ñèñòåìû (4.11) èìååò âèä

B1 = tB0
I (I, ϕ− ωt)

∂λ

∂I
ω0 +B0

1(I, ϕ− ωt),
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B2 = tλ(I)(
∂

∂I
(w(α(I), I))− ∂w

∂I
) +B0

1(I, ϕ− ωt),

ãäå B0
1 = (B0

ϕ, ω0)ω0, B
0
2 = (B0

ϕ, n)n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþò
ñìûñë è ïðè ðàçðûâíîì α; èìåííî èõ (âìåñòå ñ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé BI) ìû
è íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.10).

Òåîðåìà 4.5. Â ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, îáîáùåííàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.10) ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì ïðå-
äåëîì ñãëàæåííîé çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèé w è åå ïðîèçâîäíûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

∂w

∂I
=

∫ α(I)

α0

∂B0
I

∂I
(I, ϕ− λω0t)dα− t

∫ α(I)

α0

n(α)(
∂B0

I

∂ϕ
, ω0(α))

∂λ

∂I
dα,

w =

∫ α−(I)

α0

n(α)B0
I (I, ϕ− λω0t)dα + θ(I)

∫ α+(I)

α−(I)
n(α)B0

I (I, ϕ− λω0t)dα.

ßñíî, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñëàáîãî ïðåäåëà ñãëà-
æåííîé çàäà÷è òîëüêî ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì äåëüòà-ôóíêöèþ. Âûïèøåì
êîýôôèöèåíò ïðè δ(I) äëÿ Bϕ; îí èìååò âèä:

tλδ(I)

∫ α+

α−

n(0, α)B0
I (0, ϕ− λω0(0, α)t)dα

= δ(I)

∫ ∞

−∞
tλ
∂α

∂y
n(0, α)B0

I (0, ϕ− λω0(0, α)t)dy,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì ïðåäåëîì ñãëàæåííîé çàäà÷è. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

4.3 Æèäêîñòü ñ âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ: àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè

Íèæå îïèñàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (3.1) ïðè
ε→ 0 (ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ïîëå íå çàâèñèò
îò ε:

B|t=0 = B0(z), (4.12)

ãäå B0 � ãëàäêîå ôèíèòíîå áåçäèâåðãåíòíîå ïîëå. Îïèøåì ñïåðâà ôîð-
ìàëüíóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, ò.å. ïðåäúÿâèì ôîðìàëüíûé
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ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, à çàòåì ïðèâåäåì
îáîñíîâàíèå, ò.å. äîêàæåì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà îòëè÷àþòñÿ îò
òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà âåëè÷èíó, äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùóþ ïðè ε → 0.
Íà âòîðîì ýòàïå íàì ïîíàäîáÿòñÿ îöåíêè ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà çàäà÷è
Êîøè, êîòîðûå ìû äîêàæåì îòäåëüíî.

4.3.1 Ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà

Ïóñòü V (z, y) � ãëàäêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ: R3 × R3 → R3, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ðàâåíñòâàì (4.3) è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíû-
ìè. Ïóñòü Φ(z) � ãëàäêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ: R3 → R, ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ
ïîâåðõíîñòü M : Φ(z) = 0 êîìïàêòíà, ïðè÷åì (V,∇Φ)|M = 0 è |∇Φ|2 = 1 â
îêðåñòíîñòè M . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè M Φ < 0 è |∇Φ| ≥ Const. > 0
âñþäó â R3.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) â âèäå:

B
(
z,

Φ(z)

ε
, t, ε

)
=

1

ε
B−1

(
z,

Φ(z)

ε
, t
)

+
∞∑

k=0

εkBk

(
z,

Φ(z)

ε
, t
)

(4.13)

Îòíîñèòåëüíî ñëàãàåìûõ ðÿäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ Bk(y, z, t) � ãëàäêèå ôóíêöèè âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïðè÷åì B−1 → 0 ïðè
|y| → ∞, Bk → B±k ïðè y → ±∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè y. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ε → 0 ïåðâîå ñëàãàåìîå ðÿäà ñëàáî ñõîäèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè íà M , à
îñòàëüíûå � ê ôóíêöèè, èìåþùåé íà M ïðîñòîé ðàçðûâ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå T , íå çàâèñÿùåå îò ε.

Òåîðåìà 4.6. Ïðè t ∈ [0, .T ] cóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ
Bk(z, y, t), ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (4.13):

BN
(
z,

Φ(z)

ε
, t, ε

)
=

1

ε
B−1

(
z,

Φ(z)

ε
, t
)

+
N∑

k=0

εkBk

(
z,

Φ(z)

ε
, t
)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

∂BN

∂t
+ (V,∇)BN − (BN ,∇)V − 1

ε
(BN ,∇Φ)

∂V

∂y
= ε24BN +O(εN+1). (4.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u(z, y, ε) = B−1(z, y, ε)|M ,

f(z, y, ε) = (B0,∇Φ)|M ,
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w(z, y) ≡ y
∂

∂Φ
|M(V,∇Φ).

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (4.3) ðÿä (4.13) è ïðèðàâíÿåì ìíîæèòåëè ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε.

Ïðè ε−2 ïîëó÷èì:

(V,∇Φ)
∂B−1

∂y
− (B−1,∇Φ)

∂V

∂y
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà áûñòðî óáûâàåò ïðè |y| → ∞,
ïîýòîìó, â ñèëó èçâåñòíîé îöåíêè [29]

F (z,
φ(z)

ε
) = F (z, y)|z∈M,y=Φ/ε + Φ(

∂

∂Φ
F (z, y))|z∈M,y=Φ/ε + · · · =

= F (z, y)|z∈M,y=Φ/ε + εy(
∂

∂Φ
F (z, y))|z∈M,y=Φ/ε + · · · = F (z, y)|z∈M,y=Φ/ε +O(ε)

åå ìîæíî ïî modO(ε) îãðàíè÷èòü íà ïîâåðõíîñòüM . Îòìåòèì, ÷òî ôàê-
òè÷åñêè ðå÷ü èäåò î òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè ïî ðàññòîÿíèþ îò ïîâåðõíî-
ñòè M . Òàê êàê (V,∇Φ) = 0 íà ïîâåðõíîñòè M , òî èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî (B−1,∇Φ)|M = 0. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîäîëæàòü
óáûâàþùèå ïî y ôóíêöèè, çàäàííûå íà M , â îêðåñòíîñòü ýòîé ïîâåðõíîñòè
(è, äàëåå, íà âñå ïðîñòðàíñòâî). Ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: ôóíêöèè è
ïîëÿ áóäåì â îêðåñòíîñòüM ïðîäîëæàòü òàê, ÷òîáû îíè íå çàâèñåëè îò Φ (ò.å.
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé∇∇ΦF = 0). Òåì ñàìûì, (B−1,∇Φ) = 0 â îêðåñòíîñòè
M ; âî âñå ïðîñòðàíñòâî ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ òàêæå íóëåì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñòàðøåå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè B êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.

Ïðè ε−1 ïîëó÷èì:

y
∂B−1

∂y
|M
[ ∂
∂Φ

(V,∇Φ)
]
|M +

∂B−1

∂t
+ (V,∇)B−1 − (B−1,∇)V + (V,∇Φ)

∂B0

∂y

−(B0,∇Φ)
∂V

∂y
= µ2(∇Φ)2∂

2B−1

∂y2

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíî èç âòîðîãî
ñëàãàåìîãî òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ (B−1,∇Φ)∂V∂y ïî ïåðåìåííîé Φ.

Ïîñêîëüêó (∇Φ)2 = 1, B−1|M = u è V |M = v êàñàþòñÿ M è ëåâàÿ ÷àñòü
ýòîãî óðàâíåíèÿ áûñòðî óáûâàåò ïðè |y| → ∞ Φ, åå ìîæíî îãðàíè÷èòü íàM :

∂u

∂t
+ {v, u} − (B0,∇Φ)|M

∂u

∂y
+ w

∂u

∂y
= µ2∂

2u

∂y2
. (4.15)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ε0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâàÿ
÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óáûâàåò â ïðåäåëå y →
±∞. Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè y → ±∞; ïîñêîëüêó ïðè
y → ±∞ Bk → B±k è V → V ±, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

∂B±0
∂t

+ (V ±,∇)B±0 − (B±0 ,∇)V ± = 0.

Ïóñòü B±0 � ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè B±0 |t=0 = B0

âíå è âíóòðè ïîâåðõíîñòè M ñîîòâåòñòâåííî; òîãäà ïðè y → ±∞ âåñü ìíî-
æèòåëü ïðè ε0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è, çíà÷èò, åãî ìîæíî modO(ε) îãðàíè÷èòü
íà M . Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ∇Φ|M ; ïîëó÷èì:

∂f

∂t
+ (v,∇)f + w

∂f

∂y
− f ∂

∂Φ
(V,∇Φ)|M + f(∇Φ,

∂

∂Φ

∂V

∂y
)|M = µ2∂

2f

∂y2
. (4.16)

Óðàâíåíèÿ (4.15) � (4.16) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàöåïëåííóþ ñèñòåìó îò-
íîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé êM êîìïîíåíòû ïîëÿ B1 è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû
ïîëÿ B0, îãðàíè÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòü M . Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = 0, f |t=0 = (B0,∇Φ)|M . (4.17)

Ôóíêöèÿ u(z, y, t) çàäàíà òîëüêî íàM è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè |y| → ∞. Îáî-
çíà÷èì ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u(z, y, t) âíåM ñëåäóþùèì îáðàçîì u∗(z, y, t).
Ïðîäîëæèì u(z, y, t) â îêðåñòíîñòèM , ò.÷. 55Φu

∗ = 0 è äàëåå íà âñå R3 ïðî-
èçâîëüíûì ãëàäêèì è ôèíèòíûì îáðàçîì. Îáîçíà÷èìB−1(y, z, t) = u∗(y, z, t);
îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ B−1(y, z, t) îïðåäåëåíà âñþäó.

Ôóíêöèÿ f(z, y, t) îïðåäåëåíà òîëüêî íà M è f(z, y, t) → (B±0 ,∇Φ)|M
ïðè y → ±∞. Ïîýòîìó f(z, y, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f =
(B+

0 ,∇Φ)|M + (B−0 ,∇Φ)|M
2

+ β(y)
(B+

0 ,∇Φ)|M − (B−0 ,∇Φ)|M
2

+ f̂(z, y, t),

ãäå f̂(z, y, t) → 0 è β(y) → ±1 ïðè y → ±∞. Ïðîäîëæåíèå F (z, y, t) ôóíê-
öèè f(z, y, t) íà âñå ïðîñòðàíñòâî R3 îïðåäåëèì ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

F =
(B+

0 ,∇Φ)|M + (B−0 ,∇Φ)|M
2

+β(y)
(B+

0 ,∇Φ)|M − (B−0 ,∇Φ)|M
2

+ F̂ (z, y, t),

ãäå F̂ (z, y, t) � ãëàäêîå ôèíèòíîå ïðîäîëæåíèå f̂(z, y, t), ò.÷. 55ΦF̂ = 0.
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Òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå B−1 è ïðîåêöèÿ (B0,∇Φ) îïðåäåëåíû âñþäó.
Çàïèøåì òåïåðü ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ äëÿ B0 íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü

ê ïîâåðõíîñòè M . Ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïîëó÷àåì:

∂b0

∂t
+ {v, b0} − (B1,∇Φ)|M

∂v

∂y
+ w

∂b0

∂y
= µ2∂

2b0

∂y2
+ p0, (4.18)

ãäå âåêòîðíîå ïîëå p0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå ôóíêöèè. Â ýòî
óðàâíåíèå âõîäèò ôóíêöèÿ f1 = (B1,∇Φ)|M ; ÷òîáû ïîëó÷èòü äëÿ íåå óðàâíå-
íèå, ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâ-
êè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (4.13) â óðàâíåíèå èíäóêöèè (4.1). Â ïîëó÷åííîì
ðàâåíñòâå óñòðåìèì y ê ±∞; ïîëó÷èì

∂B1
±

∂t
+ {V ±, B±1} = R1

±,

ãäå ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ R±1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå ôóíêöèè.
Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû âíå è âíóòðè ïîâåðõíîñòè M ñ íó-
ëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Òåïåðü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè ε1, óáûâàþò ïðè |y| → ∞, ïîýòîìó åãî ìîæíî modO(ε) îãðàíè÷èòü
íà ïîâåðõíîñòü M . Ïðîåêöèÿ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà íîðìàëü ê M èìååò
âèä

∂f1

∂t
+ (v,∇)f1 + w

∂f1

∂y
− f1

∂

∂Φ
(V,∇Φ)|M + f1(∇Φ,

∂

∂Φ

∂V

∂y
)|M = µ2∂

2f1

∂y2
+ q1,

(4.19)
ãäå q1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óæå èçâåñòíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèÿ (4.18), (4.19)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ê M êîì-
ïîíåíòû ïîëÿ B0 è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ B1, îãðàíè÷åííûõ íà M .
Ïðîäîëæàÿ ýòè ôóíêöèè ïî îïèñàííûì âûøå ïðàâèëàì âî âñå ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷èì óêàçàííûå êîìïîíåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðÿäà (4.13) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Èìåííî:
ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ
ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ε. Ñíà÷àëà â ýòèõ óðàâíåíèÿõ óñòðåìëÿåì y ê ±∞;
â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ âèäà

∂B±k
∂t

+ {V ±, B±k } = R±k ,

ãäåR±k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óæå íàéäåííûå ôóíêöèè. Äàëåå îãðàíè÷èâàåì óðàâ-
íåíèå íà ïîâåðõíîñòüM ; èç êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû k-ãî è íîðìàëüíîé êîì-
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ïîíåíòû k + 1-ãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó

∂bk
∂t

+ {v, bk} − fk+1
∂v

∂y
+ w

∂bk
∂y

= µ2∂
2bk
∂y2

+ pk,

∂fk+1

∂t
+ (v,∇)fk+1 + w

∂fk+1

∂y
− fk+1

∂

∂Φ
(V,∇Φ)|M + fk+1(∇Φ,

∂

∂Φ

∂V

∂y
)|M

= µ2∂
2fk+1

∂y2
+ qk+1,

ãäå bk, fk+1 � êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà Bk è íîðìàëüíàÿ Bk+1 ñîîòâåòñòâåííî,
îãðàíè÷åííûå íà M , âåêòîðíîå ïîëå pk è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ qk+1 âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíû, íàéäåííûå èç ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé. Ïðîäîëæàÿ
ðåøåíèÿ ýèõ ñèñòåì ñ ïîâåðõíîñòèM âî âñå ïðîñòàíðíñòâî ïî îïèñàííûì âû-
øå ïðàâèëàì, íàõîäèì âñå ñëàãàåìûå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó ïðè
ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíî óáèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ε, ïîñòðî-
åííûé ôîìàëüíûé ðÿä óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ñòàðøàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà íàõîäèòñÿ èç ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé




∂u

∂t
+ {v, u} − f ∂u

∂y
+ w

∂u

∂y
= µ2∂

2u

∂y2
,

∂f

∂t
+ (v,∇)f + w

∂f

∂y
− f ∂

∂Φ
(V,∇Φ)|M + f(∇Φ,

∂

∂Φ

∂V

∂y
)|M = µ2∂

2f

∂y2
.

(4.20)

4.3.2 Îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ (4.1)

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ïðè |z| → ∞ âñå ïðîèçâîäíûå V (z, y) è Φ(z) ðàâíîìåðíî
ïî y, t, è ε ñõîäÿòñÿ ê êîíñòàíòàì. Ðàññìîòðè ñêàëÿðíûé ïàðàáîëè÷åñêèé
îïåðàòîð L0 = ∂

∂t + (V,∇)− ε24. Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà G(z, ξ, t, τ) äëÿ óðàâ-
íåíèÿ L0u = g óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|DmG| ≤ A
1

(ε2(t− τ))3/2

1

(t− τ)|m|/2
exp(−λ |z − ξ|

2

ε2(t− τ)
) (4.21)

ãäå m = (m1,m2,m3), |m| = m1 + m2 + m3, D
m = ε|m| ∂|m|

∂z
m1
1 ∂z

m2
2 ∂z

m3
3
, A íå

çàâèñèò îò ε, 0 < λ < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ëåâè (ìåòîä

ïàðàìåòðèêñà, ñì. [42]). Ââåäåì ôóíêöèþ: Z(z, ξ, t, τ) = 1
(4π(t−τ))3/2ε3

exp(−|z−ξ|
2

4ε2|t−τ |).

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ ( ∂∂t−ε
24)u = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü

ýòîò îïåðàòîð �ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì"ê îïåðàòîðó L0, à Z áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê �ãëàâíóþ ÷àñòü"ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G0 óðàâíåíèÿ L0u = 0,
à G0 áóäåì èñêàòü â âèäå:

G0(z, t, ξ, τ) = Z(z, t, ξ, τ) +

∫ t

τ

∫

R3

Z(z, t, η, σ)Ψ(η, σ, ξ, τ)dηdσ. (4.22)

Èç óðàâíåíèÿ L0G0 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(z, t, ξ, τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Âîëüòåððà ñ îñîáûì ÿäðîì LZ(z, t, η, σ):

Ψ(z, t, ξ, τ) = LZ(z, t, ξ, τ) +

∫ t

τ

∫

R3

LZ(z, t, η, σ)Ψ(η, σ, ξ, τ)dηdσ. (4.23)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (ñì. [42]):

Ψ(z, t, ξ, τ) = Σ∞ν=1(LZ)ν(z, t, ξ, τ), (4.24)

ãäå

(LZ)1 = LZ = (
∂

∂t
+ (V,∇)− ε24)Z,

(LZ)ν+1 =

∫ t

τ

∫

R3

[LZ(z, t, η, σ)](LZ)ν(η, σ, ξ, τ).

Îöåíèì |(LZ)ν|:
|(LZ)1(z, t, ξ, τ)| = |LZ(z, t, ξ, τ)| = |(V (z, y),∇)Z(z, t, ξ, τ)| (4.25)

≤ A1
|z − ξ|

(t− τ)5/2ε5
exp(

−|z − ξ|2

4ε2(t− τ)
) ≤ A1

1

(t− τ)2ε4
exp(−λ |z − ξ|

2

4ε2(t− τ)
).

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî íàéòè âñå (LZ)ν è ôóíêöèþ Ãðèíà, íî íàì äîñòàòî÷íî
áóäåò òîëüêî îöåíèòü åå. Â [42] äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà (4.24) äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà ôóíêöèþ
Ãðèíà è åå ïðîèçâîäíûå ïðîäèôôåðåíöèðóåì íóæíî êîëè÷åñòâî ðàç óðàâíå-
íèå (4.22).

DmG0(z, t, ξ, τ) = DmZ(z, t, ξ, τ) +

∫ t

τ

∫

R3

(DmZ(z, t, η, σ))Ψ(η, σ, ξ, τ)dηdσ.

Äëÿ îöåíêè âàæíî òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå (ñì. [42]).

∂

∂zi
Z(z, t, ξ, τ) =

zi − ξi
23/2+2|m|π3/2(t− τ)3/2+|m|ε3+2|m| exp(−λ |z − ξ|

2

4ε2|t− τ |
),

86



DmZ(z, t, ξ, τ) ≤ C

23/2+|m|π3/2(t− τ)3/2+|m|/2ε3
exp(−λ |z − ξ|

2

4ε2|t− τ |
).

Ëåììà äîêàçàíà.

Îòëè÷èå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà îò òîãî, ÷òî ïðèâåäåíî â [42] ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â îöåíêó çàâèñèìîñòü îò ε âêëþ÷åíà ÿâíî.

Òåîðåìà 4.7. Ìàòðèöà Ãðèíà çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.3) äëÿ âñåõ t

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå: |DmGij| ≤ C
ε

1
ε3t1/2

1
t|m|/2 exp(− |z−z|

2

ε2t ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîëáåö T ìàòðèöû G è ðàçëîæèì åãî íà ñî-
ñòàâëÿþùèå, ïàðàëëåëüíóþ è îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó ∇Φ: T = a∇Φ + w,
(w,∇Φ) = 0. Ýòîò ñòîëáåö óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

L0T −
1

ε

∂V

∂y
(∇Φ, T )− ∂V

∂z
T = 0.

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.2. a è w ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
{
L0a = Λa+ ε(M,w),
L0w = 1

εa
∂V0
∂y + Pw + εQa, (4.26)

ãäå Λ, ýëåìåíòû âåêòîðà Q è ìàòðèöû P ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè îò
îïåðàòîðîâ ε ∂

∂zj
, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � ãëàäêèå ôóíêöèè îò z, y, t è ε,

à (M,w) = ε(∇Φ,4w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ñòîëáöà T ìîæíî ïîëó÷èòü:

L0a∇Φ− 1

ε

∂V

∂y
a− a∂V

∂z
∇Φ + L0w −

∂V

∂z
w = 0. (4.27)

Ïðîåêöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå âåêòîðîì ∇Φ, áóäåò

(∇Φ, L0a∇Φ)− 1

ε
(∇Φ,

∂V

∂y
)a− a(∇Φ,

∂V

∂z
∇Φ) + (∇Φ, L0w)− (∇Φ,

∂V

∂z
w) = 0.

Çäåñü (∇Φ, ∂V∂y ) = 0, (∇Φ, ∂w∂t ) = 0,

L0a∇Φ = (
∂a

∂t
+ (V,∇)a− ε24a)∇Φ + a(V,∇)∇Φ + 2ε2(∇a,∇)∇Φ− ε3∇3Φa,

(∇Φ, (V,∇)w)− (∇Φ,
∂V

∂z
w) = (V,∇)(w,∇Φ)− (w, (V,∇)∇Φ)− (w,

∂V ∗

∂z
∇Φ)
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= −(w, (V,∇)∇Φ +
∂V ∗

∂z
∇Φ) = −(w,∇(V,∇Φ)) = 0.

Âñå ñëàãàåìûå ñ a, íå âîøåäøèå â L0a, ñóììèðóþòñÿ â Λa. Èòàê, ïåðâîå
óðàâíåíèå äîêàçàíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íàäî ñïðîåêòè-
ðîâàòü (4.27) íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (ïåðïåíäèêó-
ëÿðíóþ ∇Φ).

(L0a∇Φ− a∂V
∂z
∇Φ− ∂V

∂z
w)− ((L0a∇Φ− a∂V

∂z
∇Φ− ∂V

∂z
w),∇Φ)∇Φ− 1

ε

∂V

∂y
a

+Π|TpM(L0w) = 0.

Íåíóëåâûå ìíîæèòåëè ïðè a îáðàçóþò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(V,∇)∇Φ− ∂V

∂z
∇Φ− (((V,∇)∇Φ− ∂V

∂z
∇Φ),∇Φ)∇Φ;

j-ÿ êîìïîíåíòà ýòîãî âåêòîðà ðàâíà

Vi
∂2Φ

∂zi∂zj
− ∂Vj
∂zi

∂Φ

∂zi
− Vi

∂2Φ

∂zi∂zl

∂Φ

∂zl

∂Φ

∂zj
+
∂Vl
∂zi

∂Φ

∂zl

∂Φ

∂zi

∂Φ

∂zj
.

Çàìåòèì, ÷òî (V,∇)∇Φ = ∇(V,∇Φ)−∂V ∗

∂z ∇Φ = −∂Vi
∂zj

∂Φ
∂zi
, òîãäà ìíîæèòåëü ïðè

a ðàâåí: −
(
∂Vj
∂zi

+ ∂Vi
∂zj

)
∂Φ
∂zi

+
(
∂Vl
∂zi

+ ∂Vi
∂zl

)
∂Φ
∂zl

∂Φ
∂zi

∂Φ
∂zj
. Äëÿ ñëàãàåìûõ ñ l = j: −

(
∂Vj
∂zi

+

∂Vi
∂zj

)
∂Φ
∂zi

+
(
∂Vj
∂zi

+∂Vi
∂zj

)
∂Φ
∂zi

(
∂Φ
∂zj

)2

, ò.ê. |∇Φ|2 = 1.Ïîñêîëüêó æèäêîñòü íåñæèìàåìà

(∇, V ) = ∂Vi
∂zi

= 0, òî ñëàãàåìûå ïðè l = i èìåþò âèä:
(
∂Vi
∂zi

+ ∂Vi
∂zi

)
∂Φ
∂zi

∂Φ
∂zi

∂Φ
∂zj
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðè l 6= i 6= j:
(
∂Vi
∂zl

+ ∂Vl
∂zi

)
∂Φ
∂zl

∂Φ
∂zi

∂Φ
∂zj
. Ýòî âûðàæåíèå íå

çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò zi, ïîýòîìó ìîæíî
âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé îäíà îñü áóäåò íàïðàâëåíà ïî ∇Φ, à äâå
äðóãèå â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Èç óñëîâèÿ l 6= i 6= j ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû
îäíà èç îñåé ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà M , à
äëÿ íåãî ∂Φ

∂zm
= 0, à îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî âûðàæåíèå çàíóëÿåòñÿ. Åñëè âñå

ýòè ñëàãàåìûå àêêóðàòíî ñîáðàòü, òî ìû ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå:

a =
∞∑

k=0

εkak w =
∞∑

k=−1

εkwk.
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Ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ε ïîëó÷àåì:
1.

(L0 − Λ)ak = (∇Φ,4wk−2),
(L0 − P )wk = ak+1

∂V0
∂y +Qak−1

(L0 − Λ)a0 = 0, ïîýòîìó a0 ≤ A0
1

(ε3t3/2
exp(−λa |z−ξ|

2

ε2t ) ñì. 4.1.

2.

(L0 − P )w−1 = a0
∂V0
∂y ,

w−1 ≤
∫ t
τ

∫
R3 B0

1
ε3(t−σ)3/2

|∂V0∂y | exp
(
− λ

(
|z−η|2
ε2(t−σ) + |η−ξ|2

ε2(σ−τ)

))
dηdσ,

ãäå λ = max(λa, λw). Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà ñâåðõó ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

Wi =
( 1

ε2

t− σ
t− τ

)1/2 ηi − ξi
2(τ − σ)1/2

+
( 1

ε2

τ − σ
t− τ

)1/2 ξi − zi
2(τ − σ)1/2

.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåíòîé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå |zi−ηi|
2

4ε2(t−σ) +
|ηi−ξi|2

4ε2(σ−τ) = |zi−ξi|2
4ε2(t−τ) + W 2

i . Ïîëüçóÿñü ýòîé ïîäñòàíîâêîé, èíòåãðàë ìîæíî îöå-

íèòü ñâåðõó w−1 ≤ W−1
1

ε3t1/2
exp(λ |z−ξ|

2

ε2t ).
Òîæå ñàìîå ìîæíî ïðîäåëàòü ñî âñåìè îñòàëüíûìè ñòåïåíÿìè ε è íàéòè

âñå ak è wk. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà (4.26) èìååò æîðäàíîâó ñòðóê-
òóðó.

Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|ak| ≤
Ak

ε3
t−3/2+2k exp(−λ|z − ξ|

2

ε2t
),

|wk| ≤
Wk

ε3
t3/2+2k exp(−λ|z − ξ|

2

ε2t
).

Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îöåíêè:

|a| ≤ A

ε3
t−3/2 exp(−λ|z − ξ|

2

ε2t
),

|w| ≤ W

ε4
t−1/2 exp(−λ|z − ξ|

2

ε2t
).

Äëÿ âñåõ t ñïðàâåäëèâà îöåíêà |T | ≤ C
ε4 t
−1/2 exp(−λ |z−ξ|

2

ε2t ). Ê îöåíêàì íà ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè Ãðèíà ïðèâîäÿò òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.3.3 Îáîñíîâàíèå ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè

Òåîðåìà 4.8. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ (4.1) c íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè B|t=0 = B0(z), íå çàâèñÿùèìè îò ε èìååò âèä:

B(z, t, ε) = BN(z, t, ε) +O(εN+1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü Q = B − BN+1. Òîãäà
Q(z, t, ε) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

∂Q

∂t
+ (V,∇)Q− (Q,∇)V − 1

ε
(Q,∇Φ)

∂V

∂y
− ε2µ24Q = F.

ãäå F = O(εN+2), ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Q|t=0 = 0.
Êàê èçâåñòíî,

Q =

∫ t

0

∫

R3

G(t− τ, z, ξ)F (τ, ξ)dξdτ,

òîãäà

|Q| ≤ max|F |
∫ t

0

∫

R3

G(t− τ, z, ξ)dξdτ, max|F | = O(εN+2).

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ â òåîðåìå 4.7 îöåíêó íà ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîëó-
÷èì îöåíêó íà ôóíêöèþ Q(z, t, ε).

|Q| ≤ max|F |A
ε4

∫ t

0
dτ

∫

R3

1

(t− τ)3/2
exp

(
− |z − ξ|

2

ε2(t− τ)

)
dξ.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ÷òîáû èçáàâèòñÿ îò ε â ýêñïîíåíòå: z = z−ξ
ε

|Q| ≤ max|F |A
ε

∫ t

0

1

(t− τ)3/2
dτ

∫

R3

exp
(
− |z|2

(t− τ)

)
dz = εN+1C(t).

Ôóíêöèÿ C(t) îò ε íå çàâèñèò. Ïîñêîëüêó

B = BN+1 +O(εN+1) = BN +BN+1 +O(εN+1),

a BN+1 = O(εN+1), òî B = BN +O(εN+1).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.3.4 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ ëþáîãî íå çàâèñÿùåãî îò ε ïðîìåæóòêà âðåìåíè t ∈
[0, T ] âåêòîðíîå ïîëå B(x, t, ε) ðàçëàãàåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

B =
1

ε
B−1(

Φ(x)

ε
x, t) +

∞∑

k=0

εkBk(
Φ(x)

ε
, x, t). (4.28)

Òî÷íåå, ïóñòü BN =
∑N

k=−1Bk � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà; òîãäà
|B(x, t, ε) − BN | = O(εN+1) ðàâíîìåðíî ïî (x, t) ∈ R3 × [0, T ]. Ïðè ýòîì
B−1(y, x, t)→ 0 ïðè |y| → ∞, à ïðè k ≥ 0 Bk(y, x, t)→ B±k ïðè y → ±∞, ãäå
B±k � ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ.
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