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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü îïåðàòîðîâ

Ëàïëàñà-Ëåâè (ëàïëàñèàíîâ Ëåâè) ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñ óðàâíåíèÿìè ßíãà-

Ìèëëñà è ñ êâàíòîâûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè.

Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà L2(0, 1) , Ïîëåì Ëåâè áûëè ñôîðìó-

ëèðîâàíû íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâè (ñì. íàïðèìåð 1).

Îäíî èç îïðåäåëåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü {en} � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ {en} â L2(0, 1) è F � ôóíêöèÿ íà L2(0, 1) ; òîãäà çíà÷åíèå ëàïëà-

ñèàíà Ëåâè ∆L íà F îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆LF (x) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

〈F ′′(x)ek, ek〉,

(ò.å. çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà Ëåâè íà ôóíêöèè F � ýòî ñðåäíåå ×åçàðî âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðîâ èç {en} .) Êî-
íå÷íî, çíà÷åíèå ∆LF çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íî

äëÿ íåêîòîðûõ áàçèñîâ òàêîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äðóãîìó îïðåäåëå-

íèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè äëÿ

âñåõ x, f1, f2 ∈ L2(0, 1) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

〈F ′′(x)f1, f2〉 =

1∫
0

1∫
0

KV (x)(t1, t2)f1(t1)f2(t2)dt1dt2 +

1∫
0

KL(x)(t)f1(t)f2(t)dt,

ãäå KV (x) ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) è KL(x) ∈ L∞([0, 1]) , òî çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà

Ëåâè íà ôóíêöèè F îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆LF (x) =

1∫
0

KL(x)(t)dt.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ (ñì. 2). Ñîîòâåò-

ñòâóþùèé îïåðàòîð, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì ∆L , äåéñòâóåò

íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-ãëàäêèõ
1P. L�evy, "Probl�emes concrets d'analyse fonctionnelle" , Paris, Gautier-Villars, 1951, [Ìîñêâà, Íàóêà, 1967].
2Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ëàïëàñèàíîì Ëåâè

íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ" , Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê, 2006, 407, � 5, ñ. 583�588.
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ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â ðèìàíî-

âîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðè ýòîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü (îòîæäåñòâëÿåìàÿ

â òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé ñ âåêòîðîì-ïîòåíöèàëîì) â âåêòîðíîì ðàñ-

ñëîåíèè, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ýòîé

ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆LU = 0 , ò.å.

ÿâëÿåòñÿ ëåâè-ãàðìîíè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè ââåäåí äàëàìáåð-

òèàí òèïà Ëåâè (ñð. 3), è ðàññìîòðåíà åãî ñâÿçü ñ óðàâíåíèÿìè ßíãà-Ìèëëñà-

Õèããñà, à òàêæå ñ óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíòåðåñ ê ðàáîòàì, ïîñâÿùåííûì ëàïëàñèàíàì Ëåâè,

çíà÷èòåëüíî âîçðîñ ïîñëå òîãî, êàê â ðàáîòàõ 4 , 3 Ë. Àêêàðäè, Ï. Äæèáèëèñ-

êî è È.Â. Âîëîâè÷ äîêàçàëè â åâêëèäîâîì ñëó÷àå òåîðåìó î ñâÿçè óðàâíåíèé

ßíãà-Ìèëëñà è ëàïëàñèàíà Ëåâè, èñïîëüçóÿ àíàëîã âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ëà-

ïëàñèàíà Ëåâè (ñì. òàêæå 5). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé ðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ Ð. Ëåàíäðîì è È.Â. Âîëîâè÷åì â ðàáîòå 6. Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü,

÷òî èñïîëüçóåìàÿ â äèññåðòàöèè òåõíèêà îòëè÷àåòñÿ îò òåõíèêè, èñïîëüçóå-

ìîé â óïîìèíàåìûõ âûøå ðàáîòàõ.

Äðóãèì èñòî÷íèêîì èíòåðåñà ê ëàïëàñèàíó Ëåâè ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåííàÿ

â 7 è 8 åãî ñâÿçü ñ êâàíòîâûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ïîäõîä, ïðåäëî-

æåííûé â ïîñëåäíåé ðàáîòå, áûë ïðèìåíåí â 9 è 10 ê îáîáùåíèÿì ëàïëàñèàíà

3L. Accardi, P. Gibilisco, I. V. Volovich, "Yang-Mills gauge �elds as harmonic functions for the L�evy

Laplacian" , Russian Journal of Mathematical Physics, 1994, 2 � 2, pp. 235�250.
4L. Accardi, P. Gibilisco, I. V. Volovich, "The L�evy Laplacian and the Yang-Mills equation" , Rendiconti

Lincei, 1993, 4, �3, pp. 201�206.
5È.ß. Àðåôüåâà, È.Â. Âîëîâè÷, "Ôóíêöèîíàëüíûå âûñøèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â êàëèáðîâî÷íûõ

òåîðèÿõ" , â ñá.: Òð. Ìåæäóíàð. êîíô. "Îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-

êåÌ.: ÂÖ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1981.
6R. Leandre, I. V. Volovich, "The Stochastic Levy Laplacian and Yang-Mills equation on manifolds" , In�nite

Dimensional Analysis, Quantum Probability and Related Topics, 2001, 4, � 2, pp. 151�172.
7L. Accardi, Y.-G. Lu, I. V. Volovich, "Nonlinear extensions of classical and quantum stochastic calculus and

essentially in�nite dimensional analysis" , in: Probability Towards 2000, Ed by L. Accardi, C.C. Heyde, Lecture

Notes in Statistics 128, pp. 1-33 (1998).
8Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Ïðåäñòàâëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïîëóãðóïï è

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé" , Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê, 2002, 384, � 3, ñ. 295-301.
9F. Gomez, O.G. Smolyanov, "Modi�ed L�evy Laplacians" , Russian Journal of Mathematical Physics, 2008,

15, � 1, pp. 45�50.
10Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Îáîáùåííûå ëàïëàñèàíû Ëåâè è ÷åçàðîâñêèå ñðåäíèå" , Äîêëàäû Àêà-

äåìèè íàóê, 2009, 424, � 5, ñ. 583�587.
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Ëåâè: ê òàê íàçûâàåìûì ýêçîòè÷åñêèì ëàïëàñèàíàì Ëåâè, ââåäåíûì â ðàáîòå

Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà 11.

Âñå ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Íàïîìíèì îáùóþ ñõåìó îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-

ðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà èç ñòàòüè 12, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëàïëàñèàíû

Ãðîññà-Âîëüòåððû è Ëåâè. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðî-

ñòðàíñòâî è E∗ � åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå *-ñëàáîé òî-

ïîëîãèåé. Ïóñòü L(E,E∗) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ èç E â E∗ è ïóñòü S � ëèíåéíûé âåùåñòâåííûé ôóíêöèîíàë,

îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå domS ⊂ L(E,E∗) . Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

domDS äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà DS , ïîðîæäåííîãî

ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì S , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ïî Ãàòî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå E , äëÿ êîòîðûõ

f ′′(x) ∈ domS äëÿ êàæäîãî x ∈ E . Îïåðàòîð domDS äåéñòâóåò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: DSf(x) = S(f ′′(x)) äëÿ x ∈ E , f ∈ domDS . Ïóñòü E íåïðåðûâíî

âëîæåíî â äåéñòâèòåëüíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òàê,

÷òî îáðàç E ïðè âëîæåíèè ïëîòåí â H . Òîãäà E ⊂ H ⊂ E∗ � îñíàùåí-

íîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàôèêñèðóåì â H îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{en} , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E . Îáîáùåííûé ëàïëàñèàí Ëåâè
(èëè ýêçîòè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè) ∆l

L ïîðÿäêà l ≥ 0 � ýòî äèôôåðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííûé ôóíêöèîíàëîì Sl , êîòî-

ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Sl(F ) = limn→∞
1
nl

∑n
k=1(Fek, ek) äëÿ

F ∈ L(E,E∗) . Îïðåäåëåíèå ýêçîòè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ïðè l = 0 ñîâ-

ïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ëàïëàñèàíà Ãðîññà-Âîëüòåððû, à ïðè l = 1 ñîâïàäàåò

ñ îïðåäåëåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè. Ñâîéñòâà ëàïëàñèàíà Ëåâè,

äåéñòâóþùåãî íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ë. Àêêàðäè, Ï. Ðîçåëëè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà 13,

11L. Accardi, O.G. Smolyanov, "On Laplacians and traces" , Conf. Semin. Univ. Bari, 1993, 250, pp. 1�25.
12Â.È. Àâåðáóõ, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, Ñ.Â. Ôîìèí, "Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. II. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå" , Òðóäû Ìîñê.

Ìàò. Îáùåñòâà, 1972, 27,c. 249�262.
13Ë. Àêêàðäè, Ï. Ðîçåëëè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ïîðîæäàåìîå ëàïëàñèàíîì Ëåâè" ,

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 1993, 54, � 5, c. 144�148.

3



Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà 14 , 15, Î.Î. Îáðåçêîâà 16, Õ.-X. Êóî, Í. Îáàòû,

Ê. Ñàéòî 17 è ìíîãèõ äðóãèõ. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûë âïåðâûå ïðè-

ìåíåí ïðè èçó÷åíèè ëàïëàñèàíà Ëåâè Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâûì (ñì.

íàïðèìåð 11).

Â äèññåðòàöèè íàðÿäó ñ ýêçîòè÷åñêèìè ëàïëàñèàíàìè Ëåâè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ∆L
R , ïîðîæäåííûå ëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì R : span{en : n ∈ N} → E , ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòî-

ðîãî ïîðÿäêà DSR , ãäå ôóíêöèîíàë SR îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SR(F ) = limn→∞
1
n

∑n
k=1(FRen, Ren) äëÿ F ∈ L(E,E∗) . Òàêèå ëàïëàñèàíû

áûëè ââåäåíû â ðàáîòå 18. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêçîòè÷åñêèå ëà-

ïëàñèàíû ∆l
L ïðè l > 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû,

ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàáîòû 10.

Â 1970-å ãîäû Ò. Õèäîé áûëè çàëîæåíû îñíîâû áåëîøóìíîãî àíàëèçà

(white noise analysis) � áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ

ôèêñèðîâàííîé ãàóññîâñêîé ìåðû íà âåùåñòâåííîì (ñåïàðàáåëüíîì) ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â êíèãå 19 áûë ââåäåí ëàïëàñèàí Ëåâè íà îáîáùåííûõ

áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëàõ. Ñâîéñòâà òàêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ðàññìàòðèâà-

ëèñü â ðàáîòàõ Ò. Õèäû, Õ.-Õ. Êóî, Í. Îáàòû, K. Ñàéòî è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ñâîéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè â áåëîøóìíîì àíàëèçå ðàññìàò-

ðèâàëèñü â ñòàòüÿõ 20 , 21 , 22 Ë. Àêêàðäè, Ó.C. Äæè è K. Ñàéòî, à òàêæå â

14Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ìåðàìè è íîñèòåëè ìåð,

ïîðîæäàåìûõ ëàïëàñèàíîì Ëåâè" , Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 1998, 64, � 4, ñ. 483�492.
15Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Îïåðàòîðû Ëàïëàñà-Ëåâè â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà îñíàùåííûõ

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ" , Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 2002, 72, � 1, c. 145�150.
16O.O. Obrezkov, "Non-Self-Adjoint extensions of the L�evy-Laplacian and the L�evy-Laplacian Equation" ,

In�nite Dimensional Analysis, Quantum Probability and Related Topics, 2006, 9, � 1, pp. 67�76.
17Í.-H. Kuo, N. Obata, K. Sait�o, L�evy-Laplacian of Generalized Functions on a Nuclear Space, Journal of

Functional Analysis, 1990, 94, pp. 74�92.
18Ë. Àêêàðäè, Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, "Êëàññè÷åñêèå è íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè" , Äîêëàäû Àêàäåìèè

íàóê, 2007, 417, � 1, c. 7�11.
19T. Hida, Analysis of Brownian Functionals, Carleton Math. Lecture Notes 13, Carleton University, Ottawa,

1975.
20L. Accardi, U.C. Ji, K. Sait�o, "Exotic Laplacians and Associated Stochastic Processes" , In�nite Dimensional

Analysis, Quantum Probability and Related Topics, 2009, 12, � 1, pp. 1�19.
21L. Accardi, U.C. Ji, K. Sait�o, "Eõîtiñ Laplacians and Derivatives of White Noise" , In�nite Dimensional

Analysis, Quantum Probability and Related Topics, 2011, 14, � 1, pp. 1�14.
22L. Accardi, U.C. Ji, K. Sait�o, "The Exotic (Higher Order L�evy) Laplacians Generate the Markov Processes

Given by Distribution Derivatives of White Noise" , In�nite Dimensional Analysis, Quantum Probability and

Related Topics, 2013, 16, � 3, 1350020�1/26.

4



ðàáîòå K. Ñàéòî 23. Â äèññåðòàöèè ìåòîäû ðàáîò 21 , 23 è ðàáîòû 18 èñïîëü-

çóþòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå íåêëàññè÷åñêèå

ëàïëàñèàíû Ëåâè. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêëàññè-

÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè âûðàæàþòñÿ êàê êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè îò êâàí-

òîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç

ïðîñòðàíñòâà ïðîáíûõ áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëîâ E â ïðîñòðàíñòâî îáîá-

ùåííûõ áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ (ñì. íàïðèìåð 24 è èìåþùèåñÿ òàì

ññûëêè). Ïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå t 7→ bt , ãäå bt
� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ δt â ïðîñòðàíñòâå E . Èç-
âåñòíî, ÷òî ëàïëàñèàí Ãðîññà-Âîëüòåððû, êîòîðûé, â îòëè÷èè îò ëàïëàñèàíà

Ëåâè, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì íà ïðîñòðàíñòâå E , âûðàæàåòñÿ â

âèäå ∆V =
∫
b2
tdt (ñì. íàïðèìåð

25 , 26). Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè

â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà ∆L = limε→0

∫
‖s−t‖<ε bsbtdsdt , êîòîðàÿ

îáîáùàåòñÿ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî

∆L
dl = lim

ε→0

∫
‖s−t‖<ε

b(l)
s b

(l)
t dsdt,

ãäå d � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è l ∈ N . Ïåðâîå âûðàæåíèå ïðèâî-
äèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå 7 ñî ññûëêîé íà Õ.-Õ. Êóî è â ðàáîòå 8, à

âòîðàÿ ôîðìóëà âïåðâûå ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå 18.

Öåëü ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû � äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè, îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî ×åçàðî, è

óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà äëÿ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé, èññëåäîâàòü ñâÿçè ëà-

ïëàñèàíîâ Ëåâè è êâàíòîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èññëåäîâàòü ñâÿçè

ìåæäó ëàïëàñèàíàìè Ëåâè.

23K. Sait�o, "In�nite Dimensional Laplacians Associated with Derivatives of White Noise" , Quantum

Probability and Related Topics, 2013, pp. 233-248.
24N. Obata, "Quadratic Quantum White Noises and L�evy Laplacian" , Nonlinear Analysis-Theory Methods

and Applications, 2001, 47, � 4, pp. 2437�2448.
25I. Kubo, S. Takenaka, "Calculus on Gaussian white noise, IV" , Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 1982,

58, � 5, 186�189
26N. Obata, "White Noise Calculus and Fock Space" , Lect. Notes in Math. Vol. 1577, Springer(Verlag), 1994.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíî, ÷òî ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ßíãà-Ìèëëñà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè,

îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî ×åçàðî.

2. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè êàê êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé

îò êâàíòîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

3. Äîêàçàíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà è

ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè èçó÷åíèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëå-

äóþùèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• Ñåìèíàð ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ¾Áåñêîíå÷íîìåð-

íûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.

ïðîô. Î. Ã. Ñìîëÿíîâà è ä.ô.-ì.í. ïðîô. Å.Ò. Øàâãóëèäçå (2007�2013

ãã., íåîäíîêðàòíî)

• XVII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2010 ã.)

• XIX Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2012 ã.)

• XX Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2013 ã.)
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• Cåìèíàð ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè¿ â ÌÈÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà ïîä ðó-

êîâîäñòâîì àêàäåìèêà Â. Â. Êîçëîâà, ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ È. Â. Âîëîâè÷à,

ä.ô.-ì.í. Ñ. Â. Êîçûðåâà, ê.ô.-ì.í. À. Ñ. Òðóøå÷êèíà (2013 ã.)

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾QP 34 � Quantum Probability and Related

Topics¿ (Ìîñêâà, ÌÈÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà, 2013 ã.)

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáî-

òàõ, èç êîòîðûõ 3 îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Cïèñîê ðàáîò

ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ïîääåðæêà. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ

äëÿ ãîñïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âå-

äóùèõ ó÷åíûõ, â ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà¿ ïî äîãîâîðó �11.G34.31.0054.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 50 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè �

94 ñòðàíèöû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè ïðîâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè, è

êðàòêî èçëàãàåòñÿ îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè è äîêàçûâàþòñÿ

ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå ëàïëàñèàíû Ëåâè. Îáîáùåííûì ñðåäíèì

×åçàðî ïîðÿäêà l ≥ 0 ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g ∈ C∞ áóäåì íàçûâàòü

÷èñëî Cl(g) = limn→∞
1
nl

(
∑n

k=1 g(k)) , åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïóñòü E �

âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â âå-

ùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òàê, ÷òî îáðàç E ïðè

âëîæåíèè ïëîòåí â H . {en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H , ñîñòîÿùèé èç

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E . C2(E,R) � ïðîñòðàíñòâî äâàæäû äèôôåðåíöèðó-

åìûõ ïî Ãàòî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà E . Ïóñòü ïðè l ≥ 0 ïðîñòðàíñòâî
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dom∆l
L � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f , äëÿ êî-

òîðûõ ïðè êàæäîì x ∈ E ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ñðåäíåå Cl(〈f ′′(x)ek, ek〉) .

Îïðeäåëåíèå. Ýêçîòè÷åñêèé (èëè îáîáùåííûé) ëàïëàñèàí Ëåâè ïîðÿäêà

l ≥ 0 � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç dom∆l
L â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

E , îïðåäåëåííîå òàê: ∆l
Lf(x) = Cl(〈f ′′(x)ek, ek〉).

Ïðè l = 1 îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèà-

íà Ëåâè, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∆L , ïðè l = 0 îïðåäåëåíèå

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ëàïëàñèàíà Ãðîññà-Âîëüòåððû.

Ïóñòü R � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç span{en : n ∈ N} â E .

Ïóñòü dom∆L
R � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)) ïðè êàæäîì x ∈ E .

Îïðeäåëåíèå. Íåêëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì

R , � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Dom∆L
R â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

E , îïðåäåëåííîå òàê: ∆L
Rf(x) = C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)).

Òîãäà ∆L = ∆L
I , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî

l ∈ R îïåðàòîð N l íà span{en : n ∈ N} îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N len = nlen . Âûïîëíÿåòñÿ

Òåîðåìà. Åñëè l ∈ R è l > −1, òî ∆L

N− l
2

= (l + 1)∆l+1
L .

Ïóñòü HC = L2([0, 1],C) . Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñèìâîëîì (·, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãèëüáåðòîâó íîðìó ñèìâîëîì

|·|0 . Çàôèêñèðóåì â HC îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} , ñîñòîÿùèé èç òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé: e1 = 1 , e2k(t) =

√
2 sin 2kπt è e2k+1(t) =

√
2 cos 2kπt

ïðè k ∈ N . Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â HC , îïðåäåëåííûé ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: Aξ =
∑∞

k=1 λk(ξ, ek)0ek, ξ ∈ domA, ãäå 1 < λ1 ≤ λ2 . . . è∑∞
k=1 λ

−2
k <∞ , à domA = {ξ ∈ HC :

∑∞
k=1 λ

2
k(ξ, ek)0(ek, ξ)0 <∞} . Ïðè p ≥ 0

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ep = {ξ ∈ HC :
∑∞

k=1 λ
2p
k (ξ, ek)0(ek, ξ)0 < ∞} îïåðàòî-

ðà Ap ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(·, ·)p =
∑∞

k=1 λ
2p
k (·, ek)0(ek, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùåé ãèëüáåðòîâîé íîðìîé | · |p .

Ïðè p ≥ 0 ïóñòü E−p � ïîïîëíåíèå HC ïî ãèëüáåðòîâîé íîðìå | · |−p =

|A−p · |0 , ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)−p = (A−p·, A−p·)0 . Ìû
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ïîëó÷àåì îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî: EC = proj limp→+∞Ep ⊂
HC ⊂ ind limp→+∞E−p = E∗C.

Áîçîííîå ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ep

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Γ(Ep) = {φ = (fn)
∞
n=0; fn ∈ E⊗̂np , ‖φ‖2

p =
∞∑
n=0

n!|fn|2p <∞}.

Ìû ïîëó÷àåì îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî:

E = proj lim
p→+∞

Γ(Ep) ⊂ Γ(H) ⊂ ind lim
p→+∞

Γ(E−p) = E∗.

Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè E è E∗ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 〈〈·, ·〉〉 .
Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà HR = L2([0, 1],R) ïîëó-

÷àåòñÿ îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî: ER ⊂ HR = L2([0, 1],R) ⊂ E∗R.

Ïî òåîðåìå Ìèíëîñà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µI íà σ -àëãåáðå ER -

öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ E∗R òàêàÿ, ÷òî µ̃I(ξ) = e−
(ξ,ξ)0

2 (ìåðà µI ÿâëÿ-

åòñÿ ãàóññîâñêîé). Ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé èçîìîðôèçì Âèíåðà-Èòî-Ñèãàëà

ìåæäó Γ(HC) è L2(E
∗
R, µI ,C) , îäíîçíà÷íî çàäàþùèéñÿ çíà÷åíèåì èçîìîð-

ôèçìà íà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ:

ψξ = (1, ξ,
ξ⊗2

2
, . . . ,

ξ⊗n

n!
, . . .)←→ ψξ = e〈x,ξ〉−〈ξ,ξ〉/2, ξ ∈ EC.

Òîãäà E ⊂ L2(E
∗
R, µI ,C) ⊂ E∗ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õèäû-Êóáî-

Òàêåíàêè, èçîìîðôíûì ïðîñòðàíñòâó Ôîêà íàä EC ⊂ HC ⊂ E∗C . E �

ïðîñòðàíñòâî áåëîøóìíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèîíàëîâ è E∗ � ïðîñòðàíñòâî áå-

ëîøóìíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ.

S -ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà Φ ∈ E∗ � ýòî ôóíêöèÿ

SΦ: EC → C , îïðåäåëåííàÿ òàê: SΦ(ξ) = 〈〈Φ, ψξ〉〉 , ξ ∈ EC . Êîìïëåêñ-

íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå EC è ÿâëÿþùóþñÿ S -

ïðåîáðàçîâàíèåì íåêîòîðîãî áåëîøóìíîãî îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà, íàçû-

âàþò U -ôóíêöèîíàëîì.

Ñ ïîìîùüþ S -ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåêëàññè÷åñêèå è ýêçîòè÷å-

ñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè è ýêçîòè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ .
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Îïðeäåëåíèå. Îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë Φ ∈ E∗ ëåæèò â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ Dom∆L
R íåêëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ∆L

R , ïîðîæäåííîãî ëè-

íåéíûì îïåðàòîðîì R : span{en : n ∈ N} → EC , òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ âñåõ ξ ∈ EC ñóùåñòâóåò C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) è ôóíê-

öèÿ EC 3 ξ 7→ C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) ÿâëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì. Åñëè

Φ ∈ Dom∆L
R , òî ∆L

RΦ � ýòî òàêîé îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë èç E∗ , ÷òî
äëÿ âñåõ ξ ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ S∆L

RΦ(ξ) = C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗Ren〉)).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ∆l
L (l ≥ 0) íà

ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ .
Ïóñòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ed çàìûêàíèå span{en : n ∈ N, n > 1} â EC . Ïóñòü τ ′0 �

îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòîðó d íà ïðîñòðàíñòâå Ed . Ïóñòü τλ ∈ L(EC, EC)

òàêîé, ÷òî τλ(e1) = λe1 (λ ∈ C) è îãðàíè÷åíèå τλ íà Ed ñîâïàäàåò ñ τ ′0 .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆d,l
L = ∆L

dl è ∆d,−l
L = ∆L

τ lλ
ïðè l ∈ Z+ .

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè l ∈ N, òî π2l∆d,−l
L = (2l + 1)∆2l+1

L .

Ïóñòü T ∈ L(EC, EC) , òîãäà åãî âòîðîå êâàíòîâàíèå � ýòî îïåðàòîð

Γ(T ) ∈ L(E , E) , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé òàê: Γ(T )ψξ = ψTξ. Âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó íåêëàññè÷åñêèìè ëàïëàñèàíàìè Ëåâè:

Òåîðåìà. Ïóñòü l ∈ Z, k ∈ N. Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà

∆
d,(l−k)
L Γ(dk)∗Φ = Γ(dk)∗∆d,l

L Φ, è ∆
d,(l+k)
L Γ(τ kλ )∗Φ = Γ(τ kλ )∗∆d,l

L Φ äëÿ âñåõ

λ ∈ C.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ñåìåéñòâîì íåêëàññè÷å-

ñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè è êâàíòîâûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ïóñòü X è Y

� ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ñèìâîëîì Lb(X, Y ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y , íàäåëåííîå òîïîëî-

ãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Áóäåì íàçûâàòü

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â ïðîñòðàíñòâî E∗ ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì (â ñìûñëå áåëîøóìíîãî àíàëèçà), à íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îò-

ðåçêà [0, 1] â Lb(E , E∗) êâàíòîâûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì.
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Ñèìâîëîì b(ζ) îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â E ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ζ ∈ E∗R :

b(ζ)φ(ξ) = lim
t→0

(φ(ξ + tζ)− φ(ξ))/t, ξ ∈ E∗R, φ ∈ E .

Îòîáðàæåíèå t 7→ bt = b(δt) � êâàíòîâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì óíè÷òîæåíèÿ.

Èçâåñòíî, åñëè φ, ϕ ∈ E , òî ηφ,ϕ(s, t) = 〈〈bsbtφ, ϕ〉〉 ∈ E⊗2
C . Åñëè

κ ∈ (E⊗2
C )∗ , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ξ0,2(κ) èç E â E∗ òàêîé, ÷òî 〈〈Ξ0,2(κ)φ, ϕ〉〉 = 〈κ, ηφ,ϕ〉 . Åñëè κ ∈ E⊗2
C , òî

Ξ0,2(κ) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç E∗ â E∗ . Ýòî ïðîäîëæå-
íèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ξ̃0,2(κ) .

Åñëè îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC , òî

îòîáðàæåíèÿ t 7→ b
(l)
t è t 7→ b((τ ∗0 )lδt) ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè

ïðîöåññàìè.

Ïóñòü θ(ε) ∈ (E⊗2
C )∗ òàêîé, ÷òî äëÿ f, g ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ 〈θ(ε), f ⊗ g〉 =∫

‖s−t‖T<ε f(s)g(t)dsdt , ãäå ‖t‖T = mink∈Z |t − k| . Ïóñòü θl(ε) = (d∗ ⊗ d∗)lθ(ε)
ïðè l ∈ Z+ . Ïðè l ∈ Z+ äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E âûïîëíÿåòñÿ

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b(l)
s b

(l)
t φ, ϕ〉〉dsdt.

Ïóñòü θl(ε) = (τ ∗0 ⊗ τ ∗0 )−lθ(ε) ïðè l ∈ Z− . Ïðè l ∈ Z− äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b((τ ∗0 )−lδt)b((τ
∗
0 )−lδs)φ, ϕ〉〉dsdt.

Äëÿ âñåõ l ∈ Z ïóñòü θln(ε) =
∑n

i=1

∑n
j=1〈θl(ε), ei ⊗ ej〉ei ⊗ ej . Òîãäà

limn→∞ Ξ0,2(θ
l
n(ε)) = Ξ0,2(θ

l(ε)) â Lb(E , E) , ïðè÷åì êàæäûé Ξ0,2(θ
l
n(ε)) ïðî-

äîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà Ξ̃0,2(θ
l
n(ε)) â E∗ .

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå E∗ òîïîëîãèþ σ1 , ïîðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì

íîðì ‖ · ‖ξ = |S(·)(ξ)| . Ïóñòü ˜(E∗, σ1) � ïîïîëíåíèå (E∗, σ1) . Ïóñòü G �

ñåêâåíöèàëüíîå çàìûêàíèå E∗ â ˜(E∗, σ1) .
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Òåîðåìà. Äëÿ l ∈ Z ïóñòü Φ ∈ E∗ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ξ ∈ EC îãðà-

íè÷åíèå SΦ′′(ξ) íà Ed ⊗ Ed ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

〈SΦ′′(ξ), ζ1 ⊗ η1〉 =

∫
[0,1]×[0,1]

(τ ′0)
lζ1(t)(τ

′
0)
lη1(s)dµξ(s, t),

ãäå ζ1, η1 ∈ Ed è µξ � áîðåëåâñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà íà [0, 1]× [0, 1].

Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà ∆d,l

L Φ = limε→0 limn→∞ Ξ̃0,2(θ
l
n(ε))Φ, ãäå ñõîäè-

ìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â G .

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñâÿçè ëàïëàñèàíà Ëåâè ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïî-

ëÿìè. Ïóñòü (M, g) � ýòî C3 -ãëàäêîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàç-

ìåðíîñòè d ñ C3 -ãëàäêîé ìåòðèêîé g . Çàôèêñèðóåì òî÷êó x íà M . Ïóñòü

PC1
x([0, 1],M) � ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1 -ãëàäêèõ ôóíêöèé èç îòðåçêà [0, 1] â

M , çíà÷åíèå êîòîðûõ â òî÷êå 0 ñîâïàäàåò ñ x (ìíîæåñòâî êðèâûõ ñ íà÷àëîì

â òî÷êå x). Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1
x([0, 1],M) è êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà T â òî÷êå x è ëþáîãî t ∈ [0, 1] , ïóñòü Tt îáîçíà÷àåò ïàðàëëåëü-

íûé ïåðåíîñ ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû âåêòîðà T âäîëü êðèâîé

γ[0,t] (ñèìâîëîì γ[s,t] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå êðèâîé γ íà îòðåçîê

[s, t] ⊂ [0, 1]).

Ïóñòü ñèìâîë ϕ(τ, y, Y ) îáîçíà÷àåò ãåîäåçè÷åñêóþ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ τ ,

÷üÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò c y ∈ M , à íàïðàâëåíèå â íà÷àëüíîé òî÷êå

ñîâïàäàåò ñ Y ∈ TyM . Äëÿ τ < 0 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ(τ, y, Y ) = ϕ(−τ, y,−Y ) .

Åñëè Y � íîðìèðîâàííûé âåêòîð, òî τ � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Ñèìâîëîì PC1
x,W ([0, 1],M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1 -

ãëàäêèõ êðèâûõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è êîíöîì, ïðèíàäëåæàùèì îòêðûòîìó

ìíîæåñòâó W ⊂ M . Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1
x,W ([0, 1],M) , äëÿ

êàñàòåëüíîãî âåêòîðà T â òî÷êå x , äëÿ êóñî÷íî C1 -ãëàäêîé äåéñòâèòåëü-

íîé ôóíêöèè f íà [0, 1] òàêîé, ÷òî f(0) = 0 , è äëÿ êàæäîãî α ∈ (−δ, δ)
äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 êðèâàÿ γT,fα ∈ PC1

x,W ([0, 1],M) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: γT,fα (t) = ϕ(αf(t), γt, Tt) . Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ PC1
x,W ([0, 1],M) è ïîäõîäÿùåé îáëàñòüþ çíà÷åíèé

ñèìâîë F γ
T,f(α) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà α ∈ (−δ, δ) ,

îïðåäåëåííóþ òàê: F γ
T,f(α) = F (γT,fα ) .
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Çàôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Z1, Z2, . . . , Zd} äëÿ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ê M â òî÷êå x . Çàôèêñèðóåì â L2(0, 1) îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ {en} . Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ en ∈ PC1([0, 1],R) è

en(0) = 0 . Áóäåì îáîçíà÷àòü F γ
Zi,en

ñèìâîëîì F γ
i,n .

Ñèìâîëîì MN áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ N ×N ìàò-

ðèö. Ïóñòü F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ MN -çíà÷íûõ ôóíê-

öèé íà PC1
x,W ([0, 1],M) .

Îïðeäåëåíèå. Ëàïëàñèàí Ëåâè � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

∆L : dom∆L → F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

∆LF (γ) = lim
n→∞

1

dn

n∑
k=1

d∑
i=1

(F γ
i,k)
′′(0), (1)

ãäå dom∆L � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ñóùåñòâóåò.

Îïðeäåëåíèå (Ï. Ëåâè). Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} â L2(0, 1) íàçûâà-

åòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, åñëè limn→∞
∫ 1

0 h(t)( 1
n

∑n
k=1 e

2
k(t)−1)dt = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ L∞[0, 1].

Ïðèìåðîì ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíîãî áàçèñà â L2(0, 1) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü en(t) =
√

2 sinnπt .

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N , G �

ãðóïïà Ëè, ðåàëèçîâàííàÿ êàê çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà GL(V ) . Ïóñòü {Wa}a∈Λ

� îòêðûòîå ïîêðûòèå M è ψab : Wa ∩Wb → G � C3 -ãëàäêèå ôóíêöèè ïåðå-

õîäà òàêèå, ÷òî

ψac(y) = ψab(y)ψbc(y),

ãäå y ∈ Wa∩Wb∩Wc . Ôóíêöèè ïåðåõîäà çàäàþò ãëàâíîå ðàññëîåíèå P (M,G)

è âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E(M,V, P,G) ñ áàçîé M , ñëîåì V è ñòðóêòóðíîé

ãðóïïîé Ëè G , àññîöèèðîâàííîå ñ ãëàâíûì ðàññëîåíèåì P (M,G) .

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü íà E(M,V, P,G) êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-

çíà÷íûõ 1-ôîðì {Aa(y)}a∈Λ íà M òàêèõ, ÷òî Aa(y) = Aa
µ(y)dyµ îïðåäåëåíû
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íà Wa , ïðè÷åì äëÿ y ∈ Wa ∩Wb âûïîëíÿåòñÿ

Aa
µ(y) = ψab(y)Ab

µ(y)ψ−1
ab (y)− ∂ψab(y)

∂yµ
ψ−1
ab (y).

Òîãäà òåíçîð êðèâèçíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-çíà÷íûõ 2-ôîðì

{F a(y)}a∈Λ òàêèõ, ÷òî F a(y) =
∑

µ<ν F
a
µν(y)dyµ ∧ dyν îïðåäåëåíà íà Wa è

F a
µν(y) = ∂µA

a
ν(y)− ∂νAa

µ(y) + [Aa
µ(y), Aa

ν(y)] .

Äëÿ êðèâîé γ ∈ PC1([0, 1],M) ïóñòü γ([p, r]) ⊂ Wa . Òîãäà ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü G-çíà÷íóþ ôóíêöèþ Ua,a
t,s (γ) íà {(t, s) ∈ R2 : r ≥ t ≥ s ≥ p} êàê

cóììó ðÿäà

Ua,a
t,s (γ) = IN +

∞∑
k=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aa

µ(γτk)γ
′µ
τk

)
. . .
(
−Aa

µ(γτ1))γ
′µ
τ1

)
,

ãäå ∆k
s,t := {(τ1, . . . , τk) ∈ Rk : s ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk ≤ t} . Äëÿ êðèâîé γ ∈

PC1([0, 1],M) ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå s = t1 < t2 < . . . < tm = t îòðåçêà

[s, t] òàêîå, ÷òî γ([ti, ti+1]) ⊂ Wai äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m− 1} . Ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ Uam−1,a1

t,s (γ) âäîëü γ[s,t] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U
am−1,a1
t,s (γ) = U

am−1,am−1

tm,tm−1
(γ)ψam−1am−2

(γtm−1
) . . . Ua2,a2

t3,t2 (γ)ψa2a1(γt2)U
a1,a1
t2,t1 (γ).

Çíà÷åíèå Uam−1,a1
t,s (γ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü ax ∈ Λ òàêîé,

÷òî x ∈ Wax . Òîãäà γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) � êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë íà

PC1
x,Wa

([0, 1],M) .

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðà êðèâèçíû

∇F îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ, Fµν]− FµκΓκλν − FκνΓκλµ,

ãäå Γκλµ � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû íà (M, g) .

Òåîðåìà. Ïóñòü âñå Aµ � C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïóñòü {en} � ñëàáî ðàâ-

íîìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) òàêîé, ÷òî âñå ýëåìåíòû {en} ïðèíàäëå-
æàò ïðîñòðàíñòâó PC1([0, 1],R), ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

en(0) = en(1) = 0. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñâÿçíîñòü A íà M ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà:

∇µF
µ
ν = 0;

14



2. äëÿ êàæäîãî a ∈ Λ ôóíêöèÿ PC1
x,Wa

([0, 1],M) 3 γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) (ïàðàë-

ëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç PC1
x,Wa

([0, 1],M)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà-Ëåâè:

∆LU
a,ax
1,0 = 0.

Ïóñòü W 1
2 ([0, 1],Rd) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â Rd è îáëàäàþùèõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé

ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü H = {γ ∈ W 1
2 ([0, 1],Rd) : γ(0) = 0} � ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: (g1, g2)H =
∫ 1

0 (g′1(r), g
′
2(r))Rddr.

Ïóñòü {pi}di=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rd . Âûáåðåì â H ñëåäóþùèé

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

en(r) = pn−dbn−1
d c
fbn−1

d c
(r),

ãäå f0(r) = r , fj(r) =
√

2
πj sin(πjr) äëÿ j ∈ N . Íèæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñâÿç-

íîñòü çàäàíà íà Rd êàê gl(N)-çíà÷íàÿ C2 -ãëàäêàÿ 1-ôîðìà Aµ(x)dxµ , îïðå-

äåëåííàÿ íà âñåì Rd . Îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà Ut,s(γ) âäîëü γ[s,t]

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé γ ∈ H .

Ïóñòü îïåðàòîð N1 : span{en : n ∈ N} → H îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: N1en = πbn−1
d cen .

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ H 3 γ 7→ U1,0(γ) (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç

H ) ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∆L
N1 . Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ:

d∆L
N1
U1,0(γ) =

π2

d
∆L
N1U1,0(γ) =

1∫
0

U1,r(γ)(−∇µF
µ
ν (γr)γ

′ν
r )Ur,0(γ)dr.

Â ïàðàãðàôå 3.4 äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëå-

âè, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàïëàñèàíó d∆L
N1
, è âûâîäèòñÿ ñèñòåìà áåñêîíå÷íîìåð-

íûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ òàêîé äàëàìáåðòèàí, ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèÿì

êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè. Â ïàðàãðàôå 3.5 âûâîäèòñÿ ñèñòåìà áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ òàêîé äàëàìáåðòèàí, ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíå-

íèÿì ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà.
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Â çàêëþ÷åíèè âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-

âîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Îëåãó Ãåîð-

ãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è

ïîääåðæêó.
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