
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 519.2

Øàïîøíèêîâ Àëåêñàíäð Âàëåðüåâè÷

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÎÁÎËÅÂÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÀ ÂÈÍÅÐÎÂÑÊÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2014



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-

íîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð Áîãà÷åâ Âëàäèìèð Èãîðåâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñòåïàíîâ Åâãåíèé Îëåãîâè÷, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ,

còàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê,

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Êðóãîâà Åëåíà Ïàâëîâíà, ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ,

ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÎÍÈ ÏÔÌÍèÈÒ.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò

èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 20 èþíÿ 2014 ã. â 16 ÷àñîâ 45 ìèíóò

íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì ãî-

ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991,

ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-

êóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16�24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò, 27).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 20 ìàÿ 2014 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî

ñîâåòà Ä 501.001.85 ïðè ÌÃÓ,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, ïðîôåññîð
Â.Í. Ñîðîêèí



1

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Àíàëèç íà êëàññè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Âèíåðà è åãî àáñòðàêòíîì àíà-

ëîãå � àáñòðàêòíîì âèíåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå, ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿ-

þùåì ñîáîé ãàóññîâñêóþ ìåðó íà ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñ âûäåëåííûì â êà÷åñòâå ¾êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà¿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

Êàìåðîíà�Ìàðòèíà, ñòàë ïîïóëÿðåí ïîñëå ïîÿâëåíèÿ èçâåñòíîé ðàáîòû

Ë. Ãðîññà1. Ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè â êíèãàx2,3,4. Ñîáî-

ëåâñêèå êëàññû äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ãàóññîâñêîé ìåðîé

áûëè ââåäåíû â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ Í.Í. Ôðî-

ëîâà5, ïîçæå îíè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ë. Ãðîññà6, Á. Ëàñêàðà7,

íî îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëè ïîñëå ïîÿâëåíèÿ èñ÷èñëåíèÿ Ìàëëÿ-

âåíà8. Èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷-

íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Â áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî íîâûõ òðóäíîñòåé è îñîáåííîñòåé.

Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è êîíñòðóêöèè, òàêèå êàê

òåîðåìû âëîæåíèÿ, òåîðåìû î ïîêðûòèè, ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè, ãëàä-

êèå ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, øèðîêî èñïîëüçóåìûå ïðè èññëåäîâàíèè ñîáî-

ëåâñêèõ ôóíêöèé íà êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îêàçûâàþòñÿ íåïðè-

ìåíèìû. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ïî ãàóññîâñêîé ìåðå

ÿâëÿåòñÿ èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî èçìåðèìûõ ëèíåéíûõ èçîìîð-

ôèçìîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðîñòðàíñòâà ñ âåñüìà ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷å-

ñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò îäèíàêîâûì çàïàñîì ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé,

1L. Gross Potential theory on Hilbert space. J. Funct. Anal. 1967. V. 1, �2. P. 123�181.
2Â.È. Áîãà÷åâ Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû è èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâýíà. ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷å-

ñêàÿ äèíàìèêà¿, Ìîñêâà � Èæåâñê, 2008.
3Â.È. Áîãà÷åâ Ãàóññîâñêèå ìåðû. Íàóêà, Ì., 1997.
4A.S. �Ust�unel An introduction to analysis on Wiener space. Springer, 1995.
5Í.Í. Ôðîëîâ Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ I. Òð.

Èí-òà ìàòåì. Âîðîíåæ. óí-òà. Èçä-âî Âîðîíåæ. óí-òà. 1970. Âûï. 1. Ñ. 205�218.
6L. Gross Logarithmic Sobolev inequalities. Amer. J. Math. 1975. V. 97, �4. P. 1061�1083.
7B. Lascar Propri�et�es locales d'espaces de type Sobolev en dimension infinie. Comm. Partial Dif.

Equat. 1976. V. 1, �6. P. 561�584.
8P. Malliavin Stochastic calculus of variation and hypoelliptic operators. Proc. Intern. Symp. on Stoch.

Diff. Eq. (Res. Inst. Math. Sci., Kyoto Univ., Kyoto, 1976). P. 195�263.
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ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â êíèãå3. Â èäåéíîì

îòíîøåíèè àíàëèç íà âèíåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå âåñüìà áëèçîê ê âîç-

íèêøåé íåñêîëüêî ðàíåå òåîðèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð, êîòîðàÿ áû-

ëà ïðåäëîæåíà Ñ.Â. Ôîìèíûì9, à çàòåì ðàçâèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðà-

ìè (ïåðâûå îáçîðû cì. â ðàáîòàõ10,11, à ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ýòîé òåî-

ðèè ïðåäñòàâëåíî â êíèãå2). Äèôôåðåíöèðóåìûå ïî Ôîìèíó ìåðû ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã ìåð ñ ïëîòíîñòÿìè èç

êëàññà Ñîáîëåâà. Àíàëîãîì æå ìåð ñ ïëîòíîñòÿìè îãðàíè÷åííîé âàðèà-

öèè îêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî ïîçæå ââåäåííûå ìåðû, äèôôåðåíöèðóåìûå

ïî Ñêîðîõîäó12. Ïîñëåäíèå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé äèññåðòàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî äèôôåðåíöèðóåìîñòè Ñêîðî-

õîäà ïîëó÷åí Å.Ï. Êðóãîâîé13,14.

Åùå îäíèì âàæíûì îáúåêòîì àíàëèçà íà âèíåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå

îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîð äèâåðãåíöèè. Îïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Êàìåðîíà�Ìàðòèíà ãàóññîâñêîé

ìåðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè â ñìûñëå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Â ðàáîòàõ Ì. è Ï. Êðå15

è Á. Ãàâî16 áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äèâåðãåíöèè äëÿ ñîáîëåâñêèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà. Â âèäå îáîáùåí-

íîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè áûëè ââåäåíî ïðè-

ìåðíî òîãäà æå À.Â. Ñêîðîõîäîì. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ îïåðàòîðà äè-

âåðãåíöèè îòíîñèòåëüíî ãàóññîâñêîé ìåðû ÿâëÿåòñÿ åãî ñâîéñòâî ëîêàëü-

9Ñ.Â. Ôîìèí Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1968,

Ò. 23, �1, Ñ. 221�222.
10Â.È. Àâåðáóõ, Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Ñ.Â. Ôîìèí Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. I. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû. Òð. Ìîñê. ìàòåì. îá-âà. 1971, Ò. 24.

Ñ. 133�174.
11Þ.Ë. Äàëåöêèé, Ñ.Â. Ôîìèí Ìåðû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ. Íàóêà, Ì., 1983.
12À.Â. Ñêîðîõîä Èíòåãðèðîâàíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàóêà, Ì., 1975.
13Å.Ï. Êðóãîâà Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè âûïóêëûõ ìåð. Ìàòåì. çàìåòêè. 1995. Ò. 57, �6.

Ñ. 862�871.
14Å.Ï. Êðóãîâà Î ñäâèãàõ âûïóêëûõ ìåð. Ìàòåì. ñá. 1997. Ò. 188, �2. Ñ. 57�66.
15M. Kr�ee, P. Kr�ee Continuit�e de la divergence dans les espaces de Sobolev relatifs �a l'espace de

Wiener. C. R. Acad. Sci. 1983. T. 296, �20. P. 833�834.
16B. Gaveau, P. Trauber L'int�egral stochastique comme op�erateur de divergence dans l'espace

fonctionnel. J. Funct. Anal. 1982. V. 46, �2, P. 230�238.
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íîñòè, êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ:

divµv = 0 µ-ï.â. íà ìíîæåñòâå {v = 0}.

Äàííîå ñâîéñòâî èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ Ä. Íóàëàðòà è E. Ïàðäó 17, À.Ì. Ãî-

ìèëêî è À.À. Äîðîãîâöåâà18, A.C. Óñòþíåëÿ4, ãäå áûëè íàéäåíû íåêîòî-

ðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âåêòîðíîå ïîëå è ïîäìíîæåñòâî âèíåðîâ-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè êîòîðûõ óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ; òåì

íå ìåíåå â îáùåì ñëó÷àå îíî ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Äàííûé ýôôåêò îêà-

çûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàí ñ ðåçóëüòàòîì Äæ. Àëüáåðòè19 î ïðèáëèæåíèè

âåêòîðíûõ ïîëåé ãðàäèåíòàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé, îáîáùåíèå êîòîðîãî íà

ñëó÷àé âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèòñÿ â äèññåðòàöèè.

Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà íà ïîäìíîæåñòâàõ áåñêîíå÷íîìåðíîãî âè-

íåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ì. Õèíî20, Ì. Ôóêóøè-

ìû21 è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ. Â ñòàòüå20 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî

ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðîäîëæåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî, âñþäó ïëîò-

íî â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå íàä H-âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì âèíå-

ðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü

ìíîãèå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé, íà áîëåå øèðîêèé

êëàññ ôóíêöèé ñ ñîáîëåâñêîé ðåãóëÿðíîñòüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî

ïðèâåñòè îäíó èç âåðñèé ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà, äîêà-

çàííóþ äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé â ðàáîòå Ä. Ôåéåëÿ è À.Ñ. Óñòþíåëÿ22 è

îáîáùåííóþ íà ñëó÷àé ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé â ðàáîòå Ì. Õèíî20.

Ñ âåñüìà áëèçêîé ïðîáëåìàòèêîé èìååò äåëî è óïîìÿíóòàÿ âûøå òå-

îðèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ãàóññîâñêèå ìåðû è
17D. Nualart, E. Pardoux Stochastic calculus with anticipating integrands. Probab. Theory Related

Fields. 1988. V. 78, �4. P. 535�581.
18À.M. Ãîìèëêî, À.À. Äîðîãîâöåâ Î ëîêàëèçàöèè ðàñøèðåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Ìà-

òåì. ñá. 2006. Ò. 197, �9. Ñ. 19�42.
19G. Alberti A Lusin type theorem for gradients. J. Funct. Anal. 1991. V. 100, �1. P. 110�118.
20M. Hino Dirichlet spaces on H-convex sets in Wiener space. Bull. Sci. Math. 2011. V. 135, �6.

P. 667�683.
21M. Fukushima BV functions and distorted Ornstein�Uhlenbeck processes over the abstract Wiener

space. J. Funct. Anal. 2000. V. 174, �1. P. 227�249.
22D. Feyel, A. S. �Ust�unel The notion of convexity and concavity on Wiener space. J. Funct. Anal.

2000. V. 176, �2. P. 400�428.
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ìåðû, çàäàííûå â òîì èëè èíîì ñìûñëå ãëàäêèìè ïëîòíîñòÿìè îòíî-

ñèòåëüíî ãàóññîâñêèõ ìåð, äàþò áîëüøîé çàïàñ ïðèìåðîâ äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà äàííîì áåñêîíå÷-

íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äèôôåðåíöèðóåìûõ âäîëü ïëîòíî âëîæåííûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ, íî ïðè ýòîì âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ ñî âñåìè ãàóññîâñêè-

ìè ìåðàìè íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè

ìåðó ν íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2, çàäàííóþ êàê ñ÷åòíîå ïðîèç-

âåäåíèå ìåð ñ ïëîòíîñòÿìè pn(x) = 2np(2nx), ãäå p � áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü íà ïðÿìîé ñ îãðàíè÷åííûì íî-

ñèòåëåì è êîíå÷íîé èíôîðìàöèåé Ôèøåðà (ò.å. ôóíêöèÿ |p′|2/p èíòå-

ãðèðóåìà). Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåðû âäîëü íàïðàâëåíèÿ h, äîïóñêà-

þùèå åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Âîçíèêàåò

âîïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð â

òåðìèíàõ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé t 7→ µ(A + th). Ñêàæåì, äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü ýòèõ ôóíêöèé åñòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü Ôîìèíà. Ñëó÷àè ëèï-

øèöåâîñòè, íåïðåðûâíîñòè èëè àíàëèòè÷íîñòè èçó÷àëèñü ñîîòâåòñòâåí-

íî â ðàáîòàõ Â.È. Áîãà÷åâà23, Â.À. Ðîìàíîâà24, Ñ. Àëüáåâåðèî è Ð. Õ¼ã-

Êðîíà25 è Â.Þ. Áåíòêóñà26. Â ÷àñòíîñòè, Â.È. Áîãà÷åâûì áûëà óñòàíîâ-

ëåíà ðàâíîñèëüíîñòü ëèïøèöåâîñòè òàêèõ ôóíêöèé ïðè âñåõ A äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè ìåðû µ ïî íàïðàâëåíèþ h â ñìûñëå Ñêîðîõîäà, îïðåäåëÿ-

åìîé êàê äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ t 7→ µth, µth(A) = µ(A+th),

â ñëàáîé òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâå ìåð.

Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Àëüáåðòè äëÿ ïðèáëèæåíèÿ

èçìåðèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Êàìåðîíà�

23Â.È. Áîãà÷åâ Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåð ïî Ñêîðîõîäó. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 1988.

Ò. 33, �2. Ñ. 349�354.
24Â.À. Ðîìàíîâ Íåïðåðûâíûå è âïîëíå ðàçðûâíûå ìåðû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, 1976, Ò. 227, �3, Ñ. 569�570.
25S. Albeverio, R. Hoegh-Krohn Dirichlet forms and diffusion processes on rigged Hilbert spaces.

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 1977. B. 40, �1, S. 1�57.
26Â.Þ. Áåíòêóñ Àíàëèòè÷íîñòü ãàóññîâñêèõ ìåð. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 1982. Ò. 27, �1.

Ñ. 147�154.
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Ìàðòèíà ãðàäèåíòàìè ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàòü ïðîäîëæàå-

ìîñòü ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòêðûòûõ âûïóêëûõ ìíîæå-

ñòâàõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ãàóññîâñêîé ìåðîé. Èçó÷èòü òàêîå ñâîéñòâî ìåðû

µ âäîëü íàïðàâëåíèÿ h, êàê àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü âñåõ ôóíêöèé

t 7→ µ(A + th), ãäå A � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñî-

ñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå áîðåëåâñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà âèíåðîâñêîì

ïðîñòðàíñòâå ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Êàìåðîíà�Ìàðòèíà H

ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî â ñìûñëå Ëóçèíà ãðàäèåíòîì íåêîòîðîé H-

ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

2. Ïîñòðîåí ïðèìåð îòêðûòîãî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ãàóññîâñêîé ìåðîé è ñî-

áîëåâñêîé ôóíêöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå, íå äîïóñêàþùåé ñîáîëåâñêèõ

ïðîäîëæåíèé íà âñå ïðîñòðàíñòâî.

3. Ïîñòðîåí ïðèìåð ìåðû µ, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèé t 7→ µ(A + th) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A íå

âëå÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ìåðû µ â ñìûñëå Ñêîðîõîäà.

4. Ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåðû µ â ñìûñ-

ëå Ñêîðîõîäà ÷åðåç àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ t 7→ µth

è ¾ãëîáàëüíóþ¿ àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé t 7→ µ(A + th).

Ïîñëåäíèå òðè ðåçóëüòàòà äàþò ðåøåíèÿ ïðîáëåì, äîëãî îñòàâàâøèõñÿ

îòêðûòûìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìå-

ðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå ðÿä îðè-

ãèíàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
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òåîðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-

êëàäûâàëèñü íà

• ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà¿ ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì Â.È. Áîãà÷åâà, Í.À. Òîëìà÷åâà, 2009�2014 ãã.,

• ðîññèéñêî-ÿïîíñêîì ñèìïîçèóìå ¾Ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé¿, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåê-

ëîâà ÐÀÍ, 2009 ã.,

• íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó,

óíèâåðñèòåò Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ), 2010 ã.,

• íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Áóð-

ãóíäèè (Ôðàíöèÿ), 2013 ã.

• íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ ïî

äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî, 2014 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4

ñòàòüÿõ àâòîðà â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàí-

íîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 45 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèñ-

ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 52 ñòðàíèöû.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1.

Â ðàáîòå Äæ. Àëüáåðòè19 áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå áîðåëåâñêîå âåê-

òîðíîå ïîëå íà êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàåò ñ ãðà-

äèåíòîì íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè âíå ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî ìàëîé

ìåðû, ò.å. âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn è λ(Ω) < ∞, ãäå

λ � ìåðà Ëåáåãà íà Rn, è ïóñòü v : Ω → Rn � áîðåëåâñêîå îòîáðàæå-

íèå. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäóòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî A ⊂ Ω è

ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1
0(Ω) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

λ(A) ≤ ελ(Ω),

v(x) = ∇ϕ(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ Ω \ A,

‖∇ϕ‖p ≤ Cnε
1/p−1‖v‖p äëÿ êàæäîãî p ∈ [1,∞],

ãäå êîíñòàíòà Cn çàâèñèò òîëüêî îò n, à ‖ · ‖p îáîçíà÷àåò íîðìó â

ïðîñòðàíñòâå Lp(Ω).

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðîñòîé ïðèìåð âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ, äëÿ êîòîðîãî íàðóøàåòñÿ óïîìÿíóòîå âûøå ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè.

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ë. Àìáðîçèî: èç òåîðåìû

Aëüáåðòè ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C1(Rn, R) òàêàÿ, ÷òî âåê-

òîðíîå ïîëå ∇ϕ ñîâïàäàåò ñ ïîëåì (y,−x) íà ìíîæåñòâå A ïîëîæèòåëü-

íîé ìåðû; ïîëîæèì v(x, y) := (x, y)− (−∂yϕ, ∂xϕ), òîãäà âåêòîðíîå ïîëå

v ðàâíî íóëþ íà ìíîæåñòâå A, îäíàêî div v ≡ 2.

Èíòåðåñ ê ñâîéñòâó ëîêàëüíîñòè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â ñëó÷àå êëàññè-

÷åñêîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (W, H, µW ), ò.å.

W = {w : w ∈ C[0, 1], w(0) = 0, ‖w‖ = ‖w‖∞},

H = {h : h ∈ AC[0, 1], h(0) = 0, ‖h‖H = ‖h′‖L2[0,1] < ∞}

µ = µW� ìåðà Âèíåðà,
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ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ íåãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ äè-

âåðãåíöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
(
FW

t

)
t∈[0,1]

ôèëüòðàöèþ, ïîðîæäåííóþ ¾êîîðäèíàòíûì¿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì

{Wt}t∈[0,1], ãäå Wt(w) = w(t).

Ïóñòü ξt � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé îòíîñèòåëüíî

ôèëüòðàöèè
(
FW

t

)
t∈[0,1], äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå

E
∫

[0,1]
ξ2
t dt < ∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì

v(w)(t) = −
∫ t

0
ξs(w) ds,

äèâåðãåíöèÿ divµv îòíîñèòåëüíî ìåðû Âèíåðà µW ñîâïàäàåò ñî ñòîõàñòè-

÷åñêèì èíòåãðàëîì Èòî îò ïðîöåññà ξt, ò.å.

divµv =

∫
[0,1]

ξs dWs.

Ëîêàëüíîñòü divµv âûòåêàåò èç âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî èíòåãðàëà â âèäå ïðåäåëà ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî

ìåðû µW ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ òåîðåìû Àëüáåðòè íà ñëó÷àé âåê-

òîðíûõ ïîëåé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Êàìåðîíà�Ìàðòèíà. Ïóñòü

X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, γ � öåíòðèðîâàííàÿ ðàäîíîâñêàÿ

ãàóññîâñêàÿ ìåðà íà X. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðû, çàäàííûå íà áîðåëåâñêîé

σ-àëãåáðå B(X) ïðîñòðàíñòâà X, íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè. Íåîòðèöà-

òåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ðàäîíîâñêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî

áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B è êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé êîìïàêò

K ⊂ B, ÷òî µ(B\K) < ε; çíàêîïåðåìåííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íàçûâà-

åòñÿ ðàäîíîâñêîé, åñëè òàêîâà åå ïîëíàÿ âàðèàöèÿ |µ|. Íàïîìíèì òàêæå,

÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà γ íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêîé, åñëè êàæ-

äûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l ∈ X∗ èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî γ. Ïðîñòðàíñòâî Êàìåðîíà�Ìàðòèíà H òàêîé
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ìåðû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñäâèãè íà êîòîðûå ïðèâîäÿò

ê ýêâèâàëåíòíûì ìåðàì; îíî îêàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ãèëüáåðòîâûì

ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

|h|H = sup{l(h) : l ∈ X∗, ‖l‖L2(γ) ≤ 1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç FC∞ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé f íà X âèäà

f(x) = ϕ(l1(x), . . . , ln(x)), ϕ ∈ C∞
b (Rn), li ∈ X∗, n ∈ N.

Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W p,r(γ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå FC∞ îò-

íîñèòåëüíî íîðìû

‖f‖p,r =
∑
k≤r

(∫ [ ∑
i1,...,ik≥1

(∂i1...∂ik
f(x))2

]p/2
γ( dx)

)1/p

,

ãäå ÷åðåç ∂i îáîçíà÷åíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðà ei èç ïðîèç-

âîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ei} â H. Íîðìó

f â Lp(γ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖f‖p. Áóäåì íàçûâàòü γ-èçìåðèìóþ

ôóíêöèþ H-ëèïøèöåâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

|f(x + h)− f(x)| ≤ C|h|H äëÿ âñåõ h ∈ H γ-ï.â.

Ôóíêöèè ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ëåæàò â êàæäîì W p,1(γ).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü v : X → H � áîðåëåâñêîå âåêòîðíîå ïîëå. Òîãäà

äëÿ âñÿêèõ ε > 0 è θ > 0 íàéäåòñÿH-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ f , îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) γ
(
x : ∇f(x) 6= v(x)

)
< ε,

(2) supx∈X |f(x)| < θ,

(3) äëÿ êàæäîãî p ∈ [1,∞] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖∇f‖p ≤ Cε1/p−1‖v‖p,

ãäå C � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòàíòà.

Óêàçàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íîâîé è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Äîêàçà-

òåëüñòâî îñíîâàíî íà äîïîëíèòåëüíîé ëîêàëèçàöèè êîíñòðóêöèè Àëüáåð-

òè, ïîçâîëÿþùåé â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü îöåíêó íà ãðàäèåíò
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ôóíêöèè f , íå çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðíîñòè, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿ-

ùèõ àïïðîêñèìàöèé äîêàçàòü åå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Ãëàâà 2.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé èç

ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ íà ïîäìíîæåñòâàõ âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà âñå

ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì ñîáîëåâñêîãî êëàññà. Ïóñòü U � H-îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíîãî èëè áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ

ãàóññîâñêîé ìåðîé γ ñ ïðîñòðàíñòâîì Êàìåðîíà�Ìàðòèíà H. Ýòî îçíà÷à-

åò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî âñå ¾ñå÷åíèÿ¿ (U −x)∩H îòêðûòû ïî íîðìå H.

Åñëè æå âñå ýòè ñå÷åíèÿ âûïóêëû, òî U íàçûâàþò H-âûïóêëûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W p,1(U, γ) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñóæåíèé íà U ãëàä-

êèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé èç FC∞ ïî ñîáîëåâñêîé íîðìå ‖·‖1,p,U , ãäå

‖ϕ‖1,p,U = ‖ϕ‖p,U + ‖∇Hϕ‖p,U ,

ïðè÷åì ‖ · ‖p,U � íîðìà â Lp(U, γ), âû÷èñëÿåìàÿ îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ

γ|U ìåðû γ íà U .

Äðóãîé åñòåñòâåííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïðîñòðàíñòâó Hp,1(U, γ), êî-

òîðîå ñîñòîèò èç ôóíêöèé f , ëåæàùèõ â Lp(U, γ) è îáëàäàþùèõ ãðàäè-

åíòîì ∇̃Hf èç ïðîñòðàíñòâà Lp(U,H, γ) H-çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íà U

â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî h ∈ H ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíà íà ïî÷òè âñåõ ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ h, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî ∂hf = (∇̃Hf, h)H . Â ñëó÷àå, êîãäà U � îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî Rn, àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê âåñîâûì ñîáî-

ëåâñêèì ïðîñòðàíñòâàì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äàæå â êîíå÷íîìåðíîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ìåðû µ, äëÿ êîòîðûõ îáà ïðîñòðàíñòâà êîððåêòíî

îïðåäåëåíû, íî ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî Hp,1(U, µ) îêàçûâàåòñÿ øèðå ïðî-

ñòðàíñòâà W p,1(U, µ), äàííûé âîïðîñ ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð,

â ðàáîòå Â.Â. Æèêîâà27. Â íåäàâíåé ðàáîòå Ì. Õèíî20 áûëî äîêàçàíî,

÷òî äëÿ êàæäîãî H-âûïóêëîãî H-îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U óêàçàííûå
27Â.Â. Æèêîâ Î âåñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìàòåì. ñá., 1998, Ò. 189, �8, Ñ. 27�58.
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ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò. Ðåçóëüòàò Õèíî òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðîäîëæåíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî, âñþäó

ïëîòíî â Hp,1(U, γ). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà

Ñîáîëåâà íà îãðàíè÷åííîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå â Rn ïðîäîëæàåòñÿ äî

ôóíêöèè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå èç òîãî æå êëàññà Ñîáîëåâà. Àíàëîãè÷íîå

óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ äîñòàòî÷íî ðåãó-

ëÿðíûìè âåñàìè, íàïðèìåð ãàóññîâñêèìè. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ñ ãàóññîâñêîé ìåðîé ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèÿ äëÿ H-

ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå À.Ñ. Óñòþíåëÿ è Ì. Çà-

êàÿ28, à äëÿ H-ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòî-

âîì ïðîñòðàíñòâå â ðàáîòå Â.È. Áîãà÷åâà29. Òåì íå ìåíåå, êàê îêàçà-

ëîñü, â ñëó÷àå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ Hp,1(U, γ) íà H-âûïóêëûõ H-

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñèòóàöèÿ ìå-

íÿåòñÿ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,

äàþùàÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, äîëãî îñòàâàâøèéñÿ îòêðûòûì.

Òåîðåìà 2. Â ïðîñòðàíñòâå R∞ åñòü âûïóêëîå áîðåëåâñêîå H-îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî K ïîëîæèòåëüíîé γ-ìåðû ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ

êàæäîãî p ∈ [1, +∞) â êëàññå W p,1(K, γ) åñòü ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ

ïðîäîëæåíèé äî ôóíêöèè êëàññàW p,1(γ). Ìîæíî òàêæå íàéòè âûïóêëûé

êîìïàêò K ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ñ ýòèì æå ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóþ-

ùåé íåêîòîðûå èäåè èç ðàáîòû Þ.Ä. Áóðàãî è Â.Ã. Ìàçüè30 äëÿ îöåíêè

ñíèçó íîðìû ïðîäîëæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå W 1,1(γ) è ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà. Åñëè ìíîæåñòâî áîðåëåâñêîå V òàêîâî, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-

öèè f èç W p,1(V, γ) ïðè íåêîòîðîì p > 1 åñòü ïðîäîëæåíèå g ∈ W p,1(γ),

òî íàéäåòñÿ òàêîå ïðîäîëæåíèå gf ∈ W p,1(γ), ÷òî ‖gf‖p,1 ≤ C‖f‖p,1,V ñ

íåêîòîðîé îáùåé ïîñòîÿííîé C.

28A.S. �Ust�unel, M. Zakai Extension of Lipschitz functions on Wiener space. New Trends in Stochastic

Analysis, Proc. of the Taniguchi Int. Symp., eds. D.Elworthy, World Scientific, 1996, P. 465�470.
29V.I. Bogachev Extensions of H-Lipschitzian mappings with infinite-dimensional range. Inf. Dim.

Anal., Quantum Probab. Related Topics, 1999, V. 2, �3, P. 461�474.
30Þ.Ä. Áóðàãî, Â.Ã. Ìàçüÿ Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïîòåíöèàëà è òåîðèè ôóíêöèé äëÿ îá-

ëàñòåé ñ íåðåãóëÿðíûìè ãðàíèöàìè. Çàï. íàó÷. ñåìèí. ËÎÌÈ, 1967, Ò. 3, C. 3�152.
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Îòìåòèì, ÷òî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîáîëåâ-

ñêèõ ïðîäîëæåíèé íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé íà øàðå

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ãëàâà 3.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåðû µ â

ñìûñëå Ñêîðîõîäà âäîëü íàïðàâëåíèÿ h è òàêîãî ñâîéñòâà ìåðû µ, êàê

àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü âñåõ ôóíêöèé t 7→ µ(A + th), A ∈ B(X).

Â ðàáîòå Ñ.Â. Ôîìèíà9 áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: áîðåëåâ-

ñêàÿ ìåðà µ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîé âäîëü âåêòîðà h, åñëè äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ B(X)

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

dhµ(A) = lim
t→0

µ(A + th)− µ(A)

t
.

Äðóãîé âèä äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìåð áûë ïðåäëîæåí À.Â. Ñêîðîõî-

äîì12, êîòîðûé ââåë ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà ëî-

êàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âäîëü

âåêòîðà h, åñëè äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà X

ôóíêöèÿ t 7→
∫

X

f(x + th) dµ äèôôåðåíöèðóåìà. Òàêèå ñâîéñòâà â èäåé-

íîì îòíîøåíèè òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé, èáî

ïîñëåäíèå îáëàäàþò âåðñèÿìè, ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè âäîëü

íàïðàâëåíèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà�Ìàðòèíà. Îäíàêî ìåðû, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå â ýòîé ãëàâå, â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå óæå ìîãóò áûòü

âçàèìíî ñèíãóëÿðíûìè ñ ãàóññîâñêèìè. Òåì ñàìûì çäåñü ðå÷ü èäåò î ðàç-

âèòèè è ïðèëîæåíèè ìåòîäîâ è èäåé ïåðâûõ äâóõ ãëàâ. Äðóãèå ïðèëîæå-

íèÿ ñâÿçàíû ñ ðàññìîòðåíèåì êëàññîâ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðàìè.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ìåðà µ ñ ïëîòíîñòüþ %

äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå Ôîìèíà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà % âõîäèò â

êëàññ Ñîáîëåâà W 1,1(Rn); â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñìûñëå

Ñêîðîõîäà ýêâèâàëåíòíà âêëþ÷åíèþ % â êëàññ BV (Rn) ôóíêöèé îãðàíè-

÷åííîé âàðèàöèè. Â ðàáîòå23 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü
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â ñìûñëå Ñêîðîõîäà òàêæå äîïóñêàåò õàðàêòåðèçàöèþ ÷åðåç ñâîéñòâà

ôóíêöèé t 7→ µ(A + th), à èìåííî, ìåðà µ äèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñ-

ëå Ñêîðîõîäà âäîëü âåêòîðà h òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ôóíêöèè

t 7→ µ(A + th) ëèïøèöåâû. Â ñòàòüå Â.È. Áîãà÷åâà è Î.Ã. Ñìîëÿíîâà31

áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îá èçó÷åíèè òàêîãî ñâîéñòâà ìåðû µ, êàê àáñîëþò-

íàÿ íåïðåðûâíîñòü âñåõ ôóíêöèé t 7→ µ(A + th), ãäå A � áîðåëåâñêîå

ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè, ñ òåõ ïîð áûëî íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè â îïðåäå-

ëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñìûñëå Ñêîðîõîäà çàìåíèòü óñëîâèå ëèï-

øèöåâîñòè ôóíêöèé t 7→ µ(A + th) íà èõ àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü.

Îñíîâíîé îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà

ïðÿìîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ

ϕA(t) = µ(A + t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1], íî ïðè ýòîì

ìåðà µ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ñìûñëå Ñêîðîõîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû Â.È. Áîãà÷åâà23 è

ïîñòðîåíèè èñêîìîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû c ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé êîí-

ñòðóêòèâíî, äëÿ êîòîðîé óäàåòñÿ ïðîâåðèòü àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèé t 7→ µ(A + t). Òàêæå â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå õàðàê-

òåðèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñìûñëå Ñêîðîõîäà.

Òåîðåìà 4. Ðàäîíîâñêàÿ ìåðà µ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàí-

ñòâå X äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ñêîðîõîäó âäîëü âåêòîðà h òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå t 7→ µth ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå áîðåëåâñêèõ ìåð ñ âàðèàöèîííîé íîðìîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíî íà

îòðåçêå [0, 1].

Òåîðåìà 5. Ðàäîíîâñêàÿ ìåðà µ íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàí-

ñòâå X äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ñêîðîõîäó âäîëü âåêòîðà h òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ôóíêöèÿ µth(A) àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ âñÿêîãî

31Â.È. Áîãà÷åâ, Î.Ã. Ñìîëÿíîâ Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Óñïå-

õè ìàòåì. íàóê, 1990, Ò. 45, �3, Ñ. 3�83.
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ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà äèçú-

þíêòíûõ îòðåçêîâ [s1, t1], . . . , [sk, tk] ñ îáùåé äëèíîé
∑k

i=1 |ti − si| < δ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑k

i=1 |µtih(A)− µsih(A)| < ε.

Èç òåîðåìû 3 ÿâñòâóåò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñòðîãî ñèëüíåå àáñîëþòíîé

íåïðåðûâíîñòè íà êàæäîì îòðåçêå. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ôóíêöèé íå òàêîãî

ñïåöèàëüíîãî âèäà íåýêâèâàëåíòíîñòü ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé àáñîëþò-

íîé íåïðåðûâíîñòè î÷åâèäíî.

Âîïðîñû ïðîäîëæåíèÿ ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèé îãðàíè÷åí-

íîé âàðèàöèè ñ áåñêîíå÷íîìåðíûõ îáëàñòåé, òåñíî ñâÿçàííûå ñ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòüþ ìåð ïî Ñêîðîõîäó, âåñüìà àêòóàëüíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ

áåñêîíå÷íîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå.
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