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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы. Одним из важнейших направлений современ-
ной теории меры является изучение различных классов преобразований
мер и различных видов сходимости мер. Это направление восходит к ра-
ботам классиков: И. Радона [38], А.Н. Колмогорова [29], Дж. фон Ней-
мана [35], П. Леви [30], Н.Н. Боголюбова, Н.М. Крылова [21], А.Д. Алек-
сандрова [1], Л.В. Канторовича [6, 7], В.А. Рохлина [11], Ю.В. Прохоро-
ва [10], А.В. Скорохода [12]. Оно тесно связано постановками задач и
приложениями с целом рядов других областей математики, таких как
теория вероятностей и случайных процессов, теория динамических си-
стем, математическая физика. При этом несомненно центральным для
этих областей видом сходимости мер следует признать слабую сходи-
мость. Такая сходимость, возникшая в теории вероятностей как сходи-
мость по распределению, стала объектом систематического исследования
в 40-х годах XX века благодаря идеям А.Д. Александрова, Л.В. Канто-
ровича и А.Н. Колмогорова, а после знаменитой работы Ю.В. Прохорова
стало возможным говорить о новом направлении на стыке теории меры
и теории вероятностей.

Одновременное параллельное развитие теории топологических про-
странств естественным образом привело к синтезу направлений: воз-
никла теория слабой сходимости мер на топологических пространствах,
плодотворно развивающаяся уже более полувека. К этой тематике отно-
сится первая глава настоящей диссертации, посвященная исследованию
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вполне регулярных топологических пространств, в которых все вероят-
ностные меры Радона обладают равномерно распределенными последо-
вательностями, т.е. последовательностями точек, средние арифметиче-
ские значения в которых для каждой ограниченной непрерывной функ-
ции сходятся к интегралу от этой функции по данной мере. Отметим,
что для простых пространств построение таких последовательностей не
представляет труда, но даже для простейших пространств и мер нередко
бывает весьма нетривиальна задача выяснения того, что заданная после-
довательность является равномерно распределенной. Скажем, в случае
отрезка с классической мерой Лебега с этим вопросом связан ряд труд-
ных теоретико-числовых проблем. Основные результаты диссертации по
этой теме состоят в установлении ряда свойств пространств со свойством
равномерного распределения.

Построение равномерно распределенных последовательностей можно
рассматривать как одно из средств восстановления вероятностных мер
(или интегралов по ним) по определенным данным. Поэтому эта зада-
ча оказывается близкой задаче восстановления меры по каким-либо ее
преобразованиям. Известнейшее из таких преобразований — преобразо-
вание Фурье, которое для мер на бесконечномерных пространствах было
введено А.Н. Колмогоровым [29]. Родственным является обсуждаемое
в главе 2 преобразование Радона, которое за последние полвека стало
весьма популярным из-за применений в томографии, появившихся от-
нюдь не сразу. Выросшая вокруг преобразования Радона обширная об-
ласть анализа на стыке с дифференциальной геометрией, уравнениями
с частными производными уже включает задачи интегральной геомет-
рии на сложных многообразиях, но лишь сравнительно недавно стали
рассматриваться преобразования Радона мер на бесконечномерных про-
странствах. Этому направлению посвящена вторая глава диссертации.

Цель работы. Исследовать вполне регулярные топологические про-
странства, в которых каждая вероятностная радоновская мера обладает
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равномерно распределенной последовательностью. Ввести преобразова-
ние Радона для функций на бесконечномерных локально выпуклых про-
странствах с мерами и обобщить теорему Хелгасона о носителе функции
для ограниченных борелевских функций в случае общих радоновских
мер и для борелевских функций с экспоненциальным ограничением на
рост в случае гауссовских мер.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются но-
выми и состоят в следующем:

1. Введено и изучено понятие вполне регулярного топологического
пространства со свойством равномерного распределения. Показано, что
класс пространств с этим свойством устойчив относительно умножения
на пространства, в которых компакты метризуемы, в частности на сус-
линские пространства.

2. Введено и исследовано преобразование Радона на общем локаль-
но выпуклом пространстве с радоновской вероятностной мерой. Доказа-
но, что если преобразование Радона борелевской ограниченной функции
равно нулю вне ограниченного выпуклого замкнутого множества, то и
сама функция равна нулю почти всюду вне этого множества.

3. Доказано, что если преобразование Радона борелевской функции,
заданной на локально выпуклом пространстве с радоновской гауссовской
мерой и растущей не быстрее экспоненты квадрата измеримой полунор-
мы, равно нулю вне ограниченного выпуклого замкнутого множества, то
и сама функция равна нулю почти всюду вне этого множества.

При этом обобщен и усилен ряд результатов, полученных зарубежны-
ми математиками.

Методы исследования. В работе применяются методы теории меры
на топологических пространствах, а также методы и результаты функ-
ционального анализа и общей топологии.
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Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоре-
тический характер. Полученные в диссертации результаты представля-
ют интерес для специалистов в области теории меры, функционального
анализа, теории вероятностей и общей топологии. Результаты и методы,
развитые в диссертации, могут найти применения в исследованиях, про-
водимых в Математическом институте им. В.А. Стеклова РАН, Петер-
бургском отделении Математического института им. В.А. Стеклова РАН,
Институте математики им. С.Л. Соболева СО РАН, С.-Петербургском
государственном университете, Новосибирском государственном универ-
ситете, Высшей школе экономики, Московском государственном техни-
ческом университете им. Н.Э. Баумана.

Апробация диссертации. Результаты диссертации докладывались
и обсуждались на научно-исследовательском семинаре „Бесконечномер-
ный анализ и стохастика” под руководством В.И. Богачева и Н.А. Тол-
мачева (2006–2014 гг.), на конференции „Ломоносовские чтения” в Мос-
ковском государственном университете им. М.В. Ломоносова (2011 г.),
на семинаре „Бесконечномерный и стохастический анализ” университета
Билефельда (Германия) и на научно-исследовательском семинаре кафед-
ры прикладной математики Московского государственного технического
университета им. Н.Э. Баумана (2014 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 3
работах автора (две из них в соавторстве) в Докладах Российской ака-
демии наук. Список работ приведен в конце диссертации.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
двух глав, включающих 5 параграфов, и списка литературы из 43 на-
именований. Общий объем диссертации составляет 51 страницу.
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Краткое содержание диссертации

Глава 1.

Еще в начале XX века П. Боль [22], В. Серпинский [39] и Г. Вейль [40]
изучали равномерно распределенные последовательности чисел, т. е. та-
кие последовательности {xn} ⊂ [0, 1], что римановский интеграл каждой
непрерывной функции f на [0, 1] равен пределу арифметических средних

f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
,

а в 50-х годах было начато изучение их аналогов в топологических про-
странствах (см. [26]), которое продолжается и в настоящее время (см.
[2, 8]).

В настоящей работе вводятся два класса топологических пространств,
на которых всякая вероятностная радоновская мера обладает равномер-
но распределенной последовательностью или равномерно плотной равно-
мерно распределенной последовательностью. Показано, что эти свойства
сохраняются при умножении на вполне регулярное суслинское простран-
ство.

Пусть X — вполне регулярное топологическое пространство (все рас-
сматриваемые ниже пространства предполагаются вполне регулярными)
и Cb(X) — пространство ограниченных непрерывных функций на X. На-
помним (см. [2]), что вероятностная борелевская мера µ на X (т. е. ве-
роятностная мера на борелевской σ-алгебре B(X), порожденной всеми
открытыми множествами) называется радоновской, или мерой Радона,
если для всякого борелевского множества B и всякого ε > 0 найдется та-
кой компакт K ⊂ B, что µ(B\K) < ε. Таковы все борелевские меры на
полных метризуемых пространствах, а также на суслинских простран-
ства. Через δa обозначим меру Дирака в a, т. е. вероятностную меру,
сосредоточенную в точке a ∈ X.

Семейство M радоновских вероятностных мер на X называется рав-
номерно плотным, если для каждого ε > 0 найдется такой компакт
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K ⊂ X, что справедливо неравенство

µ(X\K) < ε для всех µ ∈ M .

Согласно классической теореме Прохорова [10], всякая слабо сходящаяся
последовательность борелевских вероятностных мер на полном сепара-
бельном метрическом пространстве равномерно плотна.

Последовательность точек xn ∈ X называется равномерно распреде-
ленной относительно вероятностной радоновской меры µ на X, если для
всякой ограниченной непрерывной функции f на X имеет место равен-
ство ∫

X

f(x) µ(dx) = lim
n→∞

f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
.

Определение означает слабую сходимость мер n−1(δx1
+· · ·+δxn

) к мере µ.
Согласно известной теореме Нидеррейтера [36], существование равномер-
но распределенной последовательности относительно µ равносильно то-
му, что к µ слабо сходится некоторая последовательность вероятностных
мер с конечными носителями. Из этого следует, что если X является
вполне регулярным суслинским пространством, то всякая вероятност-
ная мера Радона на X обладает равномерно распределенной последова-
тельностью. В общем случае это не так даже для компактов: примером
служит компактификация Стоуна–Чеха натурального ряда.

Определение 1.1. Будем говорить, что вероятностная радонов-
ская мера µ на X имеет t-равномерно распределенную последователь-
ность, если существует такая последовательность точек xn ∈ X,
что последовательность мер n−1(δx1

+ · · · + δxn
) равномерно плотна и

слабо сходится к µ.

Определение 1.2. Будем говорить, что X обладает свойством
(ud), если каждая вероятностная мера Радона на X имеет равномер-
но распределенную последовательность. Если же каждая такая мера
имеет t-равномерно распределенную последовательность, то назовем
X пространством со свойством (tud).
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Отметим, что указанные свойства не всегда сохраняются при перехо-
де к компактному подмножеству. Например, в предположении гипотезы
континуума произведение континуума отрезков обладает свойством (ud),
но это произведение содержит замкнутое подмножество, гомеоморфное
компактификации Стоуна–Чеха натурального ряда, которая не имеет
свойства (ud). В частности, носители приближающих дискретных мер
не всегда можно выбрать в носителе приближаемой меры.

Видимо, свойство (tud) строго сильнее свойства (ud), но доказать это
пока не удалось. Разумеется, для компактов оба свойства равносильны.
Равносильны они (и имеют место) для полных сепарабельных метриче-
ских пространств, что следует из теоремы Прохорова.

Приведем основные результаты о свойствах пространств из указанных
классов. Следующее предложение показывает, в частности, что проверку
введенных свойств достаточно осуществлять лишь для мер с компакт-
ными носителями.

Предложение 1.3. Пусть для каждого n ∈ N подпространство Xn

в X измеримо относительно всех радоновских мер на X и обладает
свойством (tud). Тогда пространство Y :=

⋃∞
n=1 Xn также обладает

этим свойством. Аналогичное утверждение верно для свойства (ud).

Замечание 1.4. Из этого предложения следует, что всякая веро-
ятностная радоновская мера, сосредоточенная на счетном объединении
метризуемых компактов, обладает t-равномерно распределенной после-
довательностью, принадлежащей этому объединению. Значит, всякое
вполне регулярное пространство, в котором все компакты метризуемы,
обладает свойством (tud). Например, таковы вполне регулярные суслин-
ские пространства.

Предложение 1.5. Пусть компакт X имеет свойство (tud),
а отображение f : X → Y непрерывно и сюръективно. Тогда Y также
обладает свойством (tud). Аналогичное утверждение верно для свой-
ства (ud).
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Предложение 1.6. Свойства (ud) и (tud) сохраняются непрерыв-
ными сюръективными отображениями, для которых индуцированные
отображения пространств вероятностных радоновских мер сюръек-
тивны (например, таковы непрерывные отображения, для которых
прообразы компактов компактны).

Основным результатом данной главы является следующая теорема.

Теорема 1.7. Пусть пространство X обладает свойством (tud).
Тогда этим свойством обладает пространство X×Y для всякого непу-
стого вполне регулярного пространства Y , в котором компакты мет-
ризуемы. Аналогичное утверждение верно для свойства (ud).

Заключение теоремы верно, если в качестве Y взять вполне регуляр-
ное суслинское пространство.

Представляется правдоподобным, что произведение двух неметризу-
емых компактов со свойством (ud) не всегда обладает этим свойством
(т. е. указанное в условии теоремы дополнительное условие на второй
сомножитель нельзя отбросить даже для компактов), но установить су-
ществование такого примера пока не удается. Отчасти это связано с тем,
что в силу полученных выше результатов класс пространств со свойством
(ud) весьма широк.
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Глава 2.

Преобразование Радона было введено Радоном [38] в 1917 г. в трудах
Саксонской академии наук. Оно сопоставляет функции f на плоскости
функцию f̂ на множестве всех прямых, задаваемую интегралами f вдоль
прямых. Аналоги данного преобразования встречались и ранее, но имен-
но в статье Радона была поставлена общая задача об изучении преобра-
зований типа f → f̂ на различных пространствах и намечены методы
исследования таких преобразований. Преобразование Радона отнюдь не
сразу стало популярным объектом исследования. Его прославили при-
менения в томографии, появившиеся почти спустя полвека после откры-
тия Радона. За следующие полвека, благодаря этим применениям, вокруг
преобразования Радона и его обобщений выросла целая область на стыке
анализа, геометрии многообразий, уравнений с частными производными
и вычислительной математики (см. [9,13]). Сравнительно недавно преоб-
разование Радона стало изучаться на бесконечномерных пространствах
с гауссовскими мерами, см. [15,16,27,28,34]. В этой главе вводится обоб-
щение преобразования Радона на случай бесконечномерных пространств
с общими радоновскими мерами и для него доказывается теорема о но-
сителе в двух случаях: для общих мер и ограниченных функций и гаус-
совских мер и функций, оцениваемых экспонентой квадрата полунормы.

Ниже мы будем рассматривать вещественное локально выпуклое про-
странство X с топологическим сопряженным X∗ и радоновскую вероят-
ностную меру µ на X. Пусть l ∈ X∗, l 6= 0, L = Ker l = l−1(0). Выберем
вектор v ∈ X , для которого l(v) = 1. Обозначим через µ ◦ l−1 образ
меры µ при отображении l, т.е. борелевскую меру на прямой, заданную
формулой

µ ◦ l−1(B) = µ(l−1(B)).

Известно, что существуют такие вероятностные борелевские меры
µL+tv на множествах L + tv, называемые условными, что справедливо
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равенство

µ(B) =

∫

R
µL+tv(B) µ ◦ l−1(dt), B ∈ B(X).

Аффинные подпространства L + tv охватывают все аффинные подпро-
странства вида L+x, x ∈ X, поэтому можно считать, что заданы услов-
ные меры µL+x на множествах L + x, удовлетворяющие тождеству

µ(B) =

∫

X

µL+x(B) µ(dx), B ∈ B(X).

При этом L + x = L + l(x)v, ибо x− l(x)v ∈ L, откуда

µL+x = µL+l(x)v.

Пусть f — ограниченная борелевская функция на X. Тогда преобра-
зование Радона функции f зададим формулой

Rµf(L + x) =

∫

X

f(y)µL+x(dy). (1)

Более общим образом, формулой (1) можно задать преобразование
Радона интегрируемой функции f , однако оно может быть определено
уже не для всех x.

Отметим, что для гауссовских мер аналогичным образом преобразо-
вание Радона можно задавать на необязательно замкнутых гиперплос-
костях вида l−1, где l — измеримая линейная функция (или, что равно-
сильно, элемент замыкания X∗ в L2(µ)).

Также заметим, что бесконечномерное преобразование Радона в фик-
сированной точке можно выразить через некоторое конечномерное пре-
образование Радона. Пусть K ⊂ X – конечномерное линейное подпро-
странство, содержащее вектор v. Существует непрерывная линейная про-
екция PK : X → K с тем свойством, что

Z := P−1
K (0) ⊂ L.

Положим µK := µ ◦ P−1
K , а порождаемое мерой µK преобразование

Радона на конечномерном пространстве K обозначим через RK .
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Рассмотрим теперь функцию

h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy), u ∈ K.

Предложение 2.1. Пусть K ⊂ X — конечномерное линейное под-
пространство, содержащее вектор v, не лежащий в L, и пусть K0 =

K ∩ L. Тогда справедливо равенство

Rµf(L + tv) = RKh(K0 + tv)

для µ ◦ l−1-почти всех t. Иначе говоря,

Rµf(L + l(x)v) = RKh(K0 + l(x)v)

для µ-почти всех x, что можно записать также в виде

Rµf(L + x) = RKh(K0 + PKx)

для µ-почти всех x.

Основными результатами данной главы являются следующие теоре-
мы.

Теорема 2.2. Предположим, что конечномерные проекции вероят-
ностной меры µ задаются почти всюду положительными плотностя-
ми класса B∞. Пусть ограниченная борелевская функция f такова,
что ее преобразование Радона Rµf удовлетворяет следующему усло-
вию: существует такое ограниченное выпуклое замкнутое множество
V ⊂ X, что Rµf(L+x) = 0 для каждой гиперплоскости L при µ-почти
всех x, для которых (L + x) ∩ V = ∅. Тогда f(x) = 0 для µ-почти всех
x ∈ X\V .

Для формулировки последней теоремы нам понадобится определение
гауссовской меры (см. [3, 17]).

Определение 2.3. Радоновская вероятностная мера γ на локально
выпуклом пространстве X называется гауссовской, если всякий функ-
ционал f ∈ X∗ является гауссовской случайной величиной на (X, γ),
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т.е. мера γ ◦ f−1 — гауссовская на прямой; последнее означает, что
эта мера либо сосредоточена в некоторой точке, либо имеет плот-
ность вида

p(t) = (2πσf)
−1/2 exp(−(2σf)

−1(t− af)
2)

относительно меры Лебега.

Следующая теорема обобщает результаты из [15, 16, 28] о носителе
преобразования Радона в гауссовском случае. Во-первых, она относится
к необязательно непрерывным функциям, во-вторых, она отличается от
этих результатов тем, что рассматриваемое множество V лежит в X , а
не в H(µ); в-третьих, в [15, 28] функция оценивается экспонентой полу-
нормы (в [16] даже ограничена), а не экспонентой квадрата.

Теорема 2.4. Пусть µ — центрированная радоновская гауссовская
мера, p — полунорма на X и εp > 0 таково, что функция exp(2εpp

2)

интегрируема относительно µ. Предположим, что борелевская функ-
ция f на X такова, что |f(x)| ≤ C exp(εpp

2(x)), причем ее преобра-
зование Радона Rµf удовлетворяет следующему условию: существу-
ет такое ограниченное выпуклое замкнутое множество V ⊂ X, что
Rµf(L+x) = 0 для каждой гиперплоскости L при µ-почти всех x, для
которых (L + x) ∩ V = ∅. Тогда f(x) = 0 для µ-почти всех x ∈ X\V .

Сформулируем здесь теорему Ферника (см. [3]), которая гарантирует
существование используемых в нашей теореме констант.

Теорема (Ферник). Пусть µ — центрированная радоновская гаус-
совская мера на локально выпуклом пространстве X и p — µ–
измеримая полунорма на X, тогда существует εp > 0 такое, что

∫
exp(εpp

2)dµ < ∞.

Было бы интересно получить бесконечномерные аналоги более тонких
конечномерных результатов о преобразовании Радона как для гауссов-
ских мер, так и других классов распределений, возникающих в прило-
жениях, например, удовлетворяющих эллиптическим уравнениям типа
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стационарного уравнения Колмогорова (см. [4,19,20]). Это связано с тем,
что в бесконечномерном случае нет какой-либо привилегированной ме-
ры типа лебеговской, относительно которой нахождение преобразования
Радона было бы наиболее естественным.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководи-
телю профессору В.И. Богачеву за постановку задач и постоянное вни-
мание к работе.



Глава 1

Равномерно распределенные
последовательности

1. Определение и вспомогательные данные

В настоящей главе вводятся два класса топологических пространств,
на которых всякая вероятностная радоновская мера обладает равномер-
но распределенной последовательностью или равномерно плотной равно-
мерно распределенной последовательностью. Показано, что эти свойства
сохраняются при умножении на вполне регулярное суслинское простран-
ство. Используемые ниже понятия, связанные с мерами на топологиче-
ских пространствах и слабой сходимостью мер, можно найти в [2].

Понятие равномерно распределенной последовательности чисел θn

из [0, 1] исследовалось уже более века назад в работах П. Боля [22],
В. Серпинского [39] и Г. Вейля [40]. Согласно исходному определению,
так называется последовательность, для которой для каждого фиксиро-
ванного подинтервала J число точек из θ1, . . . , θn в J , деленное на n,
стремится к длине J . Несложно проверяется, что это равносильно тако-
му свойству: для каждой непрерывной функции f на [0, 1] ее интеграл
равен предел чисел

f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
.

Кроме того, по теореме Вейерштрасса о равномерном приближении три-
гонометрическими многочленами. это равносильно тому, что для всякого
целого k 6= 0 верно равенство

lim
N→∞

N∑
n=1

exp(2πikxn) = 0.
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Известно, что для равномерно интегрируемой последовательности ве-
личины (f(x1)+ · · ·+f(xn))/n сходятся к интегралу и от функции, инте-
грируемой по Риману. Если же для данной функции f это верно для всех
равномерно распределенных последовательностей {xn}, то она обязана
быть интегрируемой по Риману.

П. Боль, В. Серпинский и Г. Вейль независимо приводят важный при-
мер равномерно распределенной последовательности.

Пример. Для всякого иррационального числа θ ∈ (0, 1) последова-
тельность xn := nθ − [nθ] является равномерно распределенной отно-
сительно меры Лебега на [0, 1].

Г. Вейлю принадлежит следующее утверждение.

Пример. Если среди коэффициентов a0, a1, . . . , an−1 многочлена
f(x) = a0x

n + · · ·+ an−1x + an хотя бы один иррационален, то последо-
вательность f(k) mod 1 является равномерно распределенной относи-
тельно меры Лебега на [0, 1].

Однако про многие конкретные последовательности не удается выяс-
нить, являются ли они равномерно распределенными. Например, вопрос
открыт для последовательности en mod 1.

Пусть X — вполне регулярное топологическое пространство (все рас-
сматриваемые ниже пространства предполагаются вполне регулярными)
и Cb(X) — пространство ограниченных непрерывных функций на X. На-
помним (см. [2]) определение радоновской меры.

Определение 1.1. Вероятностная борелевская мера µ на X (т. е.
вероятностная мера на борелевской σ-алгебре B(X), порожденной все-
ми открытыми множествами) называется радоновской, или мерой
Радона, если для всякого борелевского множества B и всякого ε > 0

найдется такой компакт K ⊂ B, что µ(B\K) < ε.

Таковы все борелевские меры на полных сепарабельных метризуемых
пространствах, а также на суслинских пространства.
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Определение 1.2. Последовательность радоновских мер µn слабо
сходится к радоновской мере µ, если интегралы по мерам µn от вся-
кой ограниченной непрерывной функции сходятся к интегралу от этой
функции по мере µ.

Теперь дадим определение основного объекта нашего исследования.

Определение 1.3. Последовательность точек xn ∈ X называется
равномерно распределенной относительно вероятностной радоновской
меры µ на X, если для всякой ограниченной непрерывной функции f на
X имеет место равенство

∫

X

f(x) µ(dx) = lim
n→∞

f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
.

Если теперь обозначить через δa меру Дирака в a, т. е. вероятностную
меру, сосредоточенную в точке a ∈ X , то определение будет означать
слабую сходимость мер n−1(δx1

+ · · ·+ δxn
) к мере µ.

Г. Нидеррейтер в работе [36] доказал теорему, которая дает нам
простой критерий существования равномерно распределенной последо-
вательности относительно неотрицательной борелевской меры µ.

Теорема (Niederreiter). Пусть µ — неотрицательная борелевская
мера на компактном хаусдорфовом пространстве X. В этом случае
существует µ-равномерно распределенная последовательность тогда
и только тогда, когда существует такая последовательность мер с
конечными носителями (µj), j = 1, 2, . . ., что

lim
j→∞

µj(B) = µ(B)

для каждого µ-измеримого множества B ⊂ X.

Если X является вполне регулярным суслинским пространством, то
всякая вероятностная мера Радона на X обладает равномерно распреде-
ленной последовательностью. В общем случае это не так даже для ком-
пактов: примером служит компактификация Стоуна–Чеха натурального
ряда (см. [2], пример 8.10.54).
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Пример. Пусть X = βN — стоун-чеховская компактификация N.
Тогда на X существуют вероятностные меры Радона, не обладающие
равномерно распределенными последовательностями.

Отметим, что компактное суслинское пространство метризуемо, а для
метризуемых компактов существование равномерно распределенной по-
следовательности для всякой вероятностной меры было известно еще в
50-х годах прошлого века. Кстати, его можно вывести из того факта,
что метризуемый компакт является непрерывным образом канторовско-
го множества C, если для последнего при всякой заданной на нем мере
доказать наличие равномерно распределенной последовательности.

Конечно, понятие равномерно распределенной последовательности
имеет смысл и для бэровских мер.

Далее нам понадобятся следующие определения, введенные автором
в работе [41].

Определение 1.4. Будем говорить, что вероятностная радонов-
ская мера µ на X имеет t-равномерно распределенную последователь-
ность, если существует такая последовательность точек xn ∈ X,
что последовательность мер

δx1
+ · · ·+ δxn

n

равномерно плотна и слабо сходится к µ.

Определение 1.5. Будем говорить, что пространство X обладает
свойством (ud), если каждая вероятностная мера Радона на X имеет
равномерно распределенную последовательность. Если же каждая та-
кая мера имеет t-равномерно распределенную последовательность, то
назовем X пространством со свойством (tud).

Ввиду приведенного выше результата Нидеррейтера, свойство (ud)
равносильно тому, что всякая мера Радона на X является слабым пре-
делом последовательности вероятностных мер с конечными носителями,
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а свойство (tud), как можно усмотреть из доказательства теоремы Ни-
деррейтера (см. [2], теорема 8.10.52), дополнительно требует равномер-
ной плотности для некоторой такой последовательности.

Отметим, что указанные свойства не всегда сохраняются при пе-
реходе к компактному подмножеству. Например, в предположении ги-
потезы континуума произведение континуума отрезков обладает свой-
ством (ud), но это произведение содержит замкнутое подмножество, го-
меоморфное компактификации Стоуна–Чеха натурального ряда, кото-
рая не имеет свойства (ud). В частности, носители приближающих дис-
кретных мер не всегда можно выбрать в носителе приближаемой ме-
ры. Различные результаты, связанные с равномерно распределенными
последовательностями в топологических пространствах, можно найти в
работах [23,31–33,37].
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2. Пространства со свойством равномерного распределения

В данном параграфе будем изучать устойчивость класса пространств
со свойством равномерного распределения относительно умножения на
пространства, в которых компакты метризуемы, в частности на суслин-
ские пространства.

Следующее предложение показывает, в частности, что проверку вве-
денных свойств достаточно осуществлять лишь для мер с компактными
носителями.

Предложение 2.1. Пусть для каждого n ∈ N подпространство Xn

в X измеримо относительно всех радоновских мер на X и обладает
свойством (tud). Тогда пространство Y :=

⋃∞
n=1 Xn также обладает

этим свойством. Аналогичное утверждение верно для свойства (ud).

Доказательство. Пусть µ — вероятностная мера Радона на Y . По-
ложим X0 := ∅. Через IA будем обозначать индикаторную функцию
множества A, а через IA ·µ меру с плотностью IA относительно µ. Свой-
ства (tud) и (ud) сохраняются при конечных объединениях. Действи-
тельно, если µ — вероятностная радоновская мера на X1 ∪X2, то можно
найти неотрицательные дискретные меры µ1

n на X1 с µ1
n(X1) = µ(X1),

слабо сходящиеся на X1 к мере IX1
· µ, а также неотрицательные дис-

кретные меры µ2
n на X2 с µ2

n(X2) = µ(X2\X1), слабо сходящиеся на X2

к мере IX2\X1
· µ. Тогда дискретные вероятностные меры µ1

n + µ2
n слабо

сходятся к µ на X1 ∪X2.
Поэтому далее можно считать, что Xn ⊂ Xn+1. По условию для каж-

дого n найдется равномерно плотная последовательность неотрицатель-
ных мер µn,k на Xn с конечными носителями и ‖µn,k‖ = µ(Xn\Xn−1),
которая слабо сходится к мере IXn\Xn−1

· µ на Xn при k →∞. Положим

νn := c−1
n [µ1,n + · · ·+ µn,n],

cn := µ1,n(X) + · · ·+ µn,n(X) = µ(Xn).
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Получены вероятностные меры с конечными носителями в Y . Ясно, что
cn → 1 при n → ∞. Меры νn слабо сходятся к µ на Y . Действительно,
пусть f — ограниченная непрерывная функция на Y и ε > 0. Можно
считать, что |f | ≤ 1. Найдем такое n1, что

∞∑
n=n1

µ(Xn\Xn−1) < ε

и

‖νn − µ1,n − · · · − µn,n‖ ≤ ε, ∀n ≥ n1.

Затем найдем такое m ≥ n1, что
∣∣∣
∫

Xn\Xn−1

f dµ−
∫

Xn\Xn−1

f dµn,k

∣∣∣ < εn−1
1

при каждом n = 1, . . . , n1 и всех k ≥ m. Тогда при n ≥ m получим
∣∣∣
∫

Y

f dµ−
∫

Y

f dνn

∣∣∣ ≤ 4ε.

Остается заметить, что последовательность {νn} равномерно плотна в Y .
Для этого при фиксированном ε > 0 выберем n1 так же, как и выше,
а затем при каждом n = 1, . . . , n1 найдем такой компакт Kn ⊂ Xn, что

µn,k(X\Kn) ≤ ε при всех k.

Множество K = K1 ∪ · · · ∪Kn1
компактно и νn(Y \K) ≤ 3ε для всех n.

Случай свойства (ud) аналогичен. ¤

Замечание 2.2. Из этого предложения следует, что всякая веро-
ятностная радоновская мера, сосредоточенная на счетном объединении
метризуемых компактов, обладает t-равномерно распределенной после-
довательностью, принадлежащей этому объединению. Значит, всякое
вполне регулярное пространство, в котором все компакты метризуемы,
обладает свойством (tud). Например, таковы вполне регулярные суслин-
ские пространства.
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Предложение 2.3. Пусть компакт X имеет свойство (tud),
а отображение f : X → Y непрерывно и сюръективно. Тогда Y также
обладает свойством (tud). Аналогичное утверждение верно для свой-
ства (ud).

Доказательство. Из условия следует, что Y – компакт, причем
прообразы компактов компактны. Отсюда следует, что индуцированное
отображение пространств мер сюръективно. Поэтому для всякой веро-
ятностной меры Радона µ на Y найдется вероятностная мера Радона ν

на X, для которой µ = ν ◦ f−1. Тогда для ν существует t-равномерно
распределенная последовательность точек xn ∈ X. Положим

νn = n−1(δx1
+ · · ·+ δxn

).

Тогда для всякой непрерывной ограниченной функции h на X имеем
∫

X

h(x) νn(dx) →
∫

X

h(x) ν(dx).

Докажем, что последовательность yn := f(xn) является равномерно рас-
пределенной для µ. Положим

µn := n−1(δy1
+ · · ·+ δyn

).

Заметим, что

µn = νn ◦ f−1.

Пусть g ∈ Cb(Y ). Тогда h = g ◦ f ∈ Cb(X), откуда
∫

Y

g dµn =

∫

X

g ◦ f dνn →
∫

X

g ◦ fdν =

∫

Y

g dµ.

Равномерная плотность последовательности µn следует из того, что для
любого компакта K ⊂ X выполнено неравенство

νn(K) ≤ νn(f
−1(f(K))) = µn(f(K)).

Случай свойства (ud) аналогичен. ¤

Из приведенных рассуждений вытекает также следующее утвержде-
ние.
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Предложение 2.4. Свойства (ud) и (tud) сохраняются непрерыв-
ными сюръективными отображениями, для которых индуцированные
отображения пространств вероятностных радоновских мер сюръек-
тивны (например, таковы непрерывные отображения, для которых
прообразы компактов компактны).

Теорема 2.5. Пусть пространство X обладает свойством (tud).
Тогда этим свойством обладает пространство X×Y для всякого непу-
стого вполне регулярного пространства Y , в котором компакты мет-
ризуемы. Аналогичное утверждение верно для свойства (ud).

Доказательство. Поскольку проекции всякой меры на X × Y на
сомножители сосредоточены на счетных объединениях компактов, а ком-
пакты в Y метризуемы, то предложение 2.1 сводит общий случай к слу-
чаю, когда X и Y компактны, причем Y — метрическое пространство.

В этом случае свойства (ud) и (tud) совпадают.
Пусть µ – вероятностная мера Радона на X × Y , ν – ее проекция

на X и µY – ее проекция на Y . Как известно (см. [2], §10.4), существуют
условные вероятностные радоновские меры µx на Y , т.е.

∫

X×Y

f(x, y) µ(dxdy) =

∫

X

∫

Y

f(x, y) µx(dy) ν(dx)

для всякой ограниченной борелевской функции f на X ×Y , причем для
всякого борелевского множества B ⊂ Y функция x 7→ µx(B) измерима
относительно ν. Пространство P(Y ) борелевских вероятностных мер на
Y наделим метрикой Канторовича–Рубинштейна d (см. [2], §8.3), зада-
ваемой формулой

d(µ1, µ2) = sup
∣∣∣
∫

Y

f(y) µ1(dy)−
∫

Y

f(y) µ2(dy)
∣∣∣,

где sup берется по всем таким функциям f на Y , что |f(y)| ≤ 1 и f

липшицева с постоянной 1. Тогда (P(Y ), d) – компактное метрическое
пространство (см. [2], теоремы 8.3.2 и 8.9.3). Легко проверить, что отоб-
ражение ξ : x 7→ µx из X в P(Y ) измеримо относительно меры ν. Для
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этого надо заметить, что имеется счетное множество в C(Y ), разделяю-
щее меры на Y , а для всякой функции ϕ ∈ C(Y ) функция

x 7→
∫

Y

ϕ(y) µx(dy)

измерима относительно ν. По теореме Лузина найдется последователь-
ность таких компактов Kn ⊂ X , что ν(Kn) > 1−2−n, Kn ⊂ Kn+1 и суже-
ния отображения ξ на Kn непрерывны. Напомним, что всякое непрерыв-
ное отображение G на компакте K в пространстве X , принимающее зна-
чения в банаховом пространстве E, продолжается до непрерывного отоб-
ражения GK из X в замкнутую выпуклую оболочку множества G(K). От
полноты E можно отказаться, если замкнутая выпуклая оболочка G(K)

полна (достаточно перейти к пополнению E). Поскольку P(Y ) является
полным выпуклым подмножеством нормированного пространства всех
радоновских мер на Y с нормой Канторовича–Рубинштейна (это норми-
рованное пространство не банахово, если компакт Y бесконечен), то при
каждом n существует непрерывное отображение ξn : x 7→ ξx

n, X → P(Y ),
совпадающее с ξ на Kn. Положим K0 = ∅.

При каждом фиксированном n для всякого i = 1, . . . , n − 1 найдем
открытые множества Un,i ⊃ Ki со следующими свойствами:

d(ξi(x), ξn(x)) ≤ 2−n при всех i = 1, . . . , n− 1 и всех x ∈ Ki.

Это возможно ввиду совпадения ξn с ξi на компакте Ki и непрерывности
ξn и ξi. Можно считать, что Un,i ⊂ Un,i+1 при i ≤ n − 2, перейдя к
множествам Un,1 ∩ · · · ∩ Un,i, ибо Ki ⊂ Ki+1.

По нашему предположению для каждого фиксированного m имеется
последовательность неотрицательных радоновских мер νm,i с конечными
носителями Sm,i и νm,i(X) = ν(Km\Km−1), слабо сходящаяся на X к
мере IKm\Km−1

· ν. Теперь для каждого n найдем такой номер mn ≥ n,
что

ν1,mn
(X\Un,1) + ν2,mn

(X\Un,2) + · · ·+ νn−1,mn
(X\Un,n−1) ≤ 2−n. (2)
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Это возможно, так как слабая сходимость мер νl,i к мере IKl\Kl−1
· ν

дает соотношение

lim sup
i→∞

νl,i(Z) ≤ ν(Z ∩ (Kl\Kl−1))

для всех замкнутых множеств Z, а мы имеем

ν((X\Un,l) ∩ (Kl\Kl−1)) = 0

ввиду включения Kl ⊂ Un,l при l ≤ n− 1. Положим

νn := ν1,mn
+ · · ·+ νn−1,mn

.

Заметим, что νn – неотрицательная мера с конечным носителем, причем

νn(X) = ν1,mn
(X) + · · ·+ νn−1,mn

(X) = ν(Kn−1).

Поэтому при n > 1 меры νn(X)−1νn – вероятностные.
Покажем, что меры νn слабо сходятся к ν. Пусть ψ ∈ Cb(X), |ψ(x)| ≤

1 и ε > 0. Возьмем m с 2−m < ε. Ввиду слабой сходимости мер νl,i к мерам
IKl\Kl−1

· ν при фиксированном l = 1, . . . , m, найдется такое N > m, что
при всех l = 1, . . . , m и i ≥ N выполнены неравенства

∣∣∣∣
∫

X

ψ(x) νl,i(dx)−
∫

Kl\Kl−1

ψ(x) ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ εm−1.

При i ≥ N получаем
∣∣∣∣
∫

X

ψ(x) (ν1,i + · · ·+ νm,i)(dx)−
∫

Km

ψ(x) ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ ε.

При n ≥ N это дает оценку
∣∣∣∣
∫

X

ψ(x) νn(dx)−
∫

X

ψ(x) ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ 3ε

ввиду соотношений ν(X\Km) ≤ ε и

‖νn−ν1,mn
−· · ·−νm,mn

‖ ≤ ν(Km+1\Km)+ν(Km+2\Km+1)+· · · ≤ 2−m ≤ ε.

Итак, слабая сходимость νn к ν установлена.
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Ввиду компактности (P(Y ), d) при фиксированном n можно разде-
лить X на такие попарно дизъюнктные борелевские части Bn,i, где
i = 1, . . . , Nn, что верны оценки

d(µx
n, µ

z
n) < 2−n при x, z ∈ Bn,i.

Выберем в Bn,i по точке xn,i и найдем такую меру σn,i ∈ P(Y ) с конечным
носителем, что

d(µx
n, σn,i) ≤ 21−n при x ∈ Bn,i.

Для этого достаточно взять такую меру в шаре радиуса 2−n с центром
в µ

xn,i
n . Положим

µx
n := σn,i при x ∈ Bn,i.

Таким образом,

sup
x∈X

d(ξx
n, µx

n) ≤ 21−n.

Наконец, зададим меру µn на X × Y с конечным носителем как меру с
проекцией νn на X и условными мерами µx

n, т.е.

µn(B) =

∫

X

∫

Y

IB(x, y) µx
n(dy) νn(dx).

Покажем, что меры µn слабо сходятся к µ. Достаточно установить схо-
димость на функциях вида

f(x, y) = ψ(x)ϕ(y), где ψ ∈ Cb(X), supx |ψ(x)| ≤ 1, supy |ϕ(y)| ≤ 1,

причем функция ϕ липшицева с постоянной 1. Действительно, линейная
оболочка множества таких функций плотна в C(X × Y ). Пусть ε > 0.
Выберем m так, что 2−m < ε. Справедливо неравенство
∣∣∣∣
∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy) ν(dx)−

∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx(dy) ν(dx)

∣∣∣∣ ≤ 2−m, (3)

ибо ξm = ξ на Km и ν(X\Km) ≤ 2−m. Покажем, что при n ≥ m выпол-
нено неравенство
∣∣∣∣
∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy) νn(dx)−

∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
n(dy) νn(dx)

∣∣∣∣ ≤ 22−m.

(4)
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В самом деле, мера νn отличается по вариации от меры

η := ν1,mn
+ · · ·+ νm,mn

не более, чем на 2−m. Ввиду оценки (2) и включений Un,i ⊂ Un,m при
i ≤ n получаем

η(X\Un,m) ≤ ν1,mn
(X\Un,1)+ν2,mn

(X\Un,2)+· · ·+νm,mn
(X\Un,n−1) ≤ 2−n.

При x ∈ Un,m мы имеем d(ξx
n, ξx

m) ≤ 2−n. Следовательно,
∣∣∣∣
∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
n(dy) η(dx)−

∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy) η(dx)

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

X

∣∣∣∣
∫

Y

ϕ(y) ξx
n(dy)−

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy)

∣∣∣∣|ψ(x)| η(dx) ≤

≤
∫

X

d(ξx
n, ξx

m) η(dx) ≤ 2−n + η(X\Un,m) ≤ 21−n,

откуда следует (4).
Непрерывность отображения x 7→ ξx

m со значениями в (P(Y ), d) дает
непрерывность функции

x 7→
∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy).

Следовательно, найдется такое N > m, что∣∣∣∣
∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy) ν(dx)−

∫

X

ψ(x)

∫

Y

ϕ(y) ξx
m(dy) νn(dx)

∣∣∣∣ < ε (5)

при n ≥ N . При таких n с учетом соотношений (3), (4) и (5) находим
∣∣∣∣
∫

X×Y

f dµ−
∫

X×Y

f dµn

∣∣∣∣ ≤ 6ε.

Остается заменить меры µn вероятностными мерами µn(X)−1µn и вос-
пользоваться тем, что µn(X) = ν(Kn−1) → 1 при n → ∞. Теорема
доказана. ¤

Напомним, что во вполне регулярных суслинских пространствах ком-
пакты метризуемы.

Следствие. Утверждение теоремы остается верным, если в каче-
стве Y взять вполне суслинское пространство.
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По-видимому, свойство (tud) строго сильнее свойства (ud). Разуме-
ется, для компактов (более общим образом, для секвенциально прохо-
ровских пространств) оба свойства равносильны. Представляется весьма
правдоподобным, что существуют компакты X и Y со свойством (ud),
произведение X×Y которых не имеет этого свойства. Было бы интересно
построить соответствующие примеры.



Глава 2

Преобразование Радона в бесконечномерных
пространствах

1. Определение преобразования Радона

Целью этой работы является введение преобразования Радона для
мер на бесконечномерных пространствах. Классическое преобразование
Радона числовой функции f на Rn задано на пространстве аффинных
подпространств коразмерности 1, т.е. на пространстве множеств вида
L + x, где L – гиперплоскость в Rn, и действует по формуле

Rf(L + x) =

∫

L+x

f(u)du.

В настоящее время аналогичные преобразования исследованы в значи-
тельно более общей ситуации, в частности, для нелинейных многообра-
зий (см. [13, 14]), где имеются ссылки на обширную литературу). Здесь
же, в [13], отмечено, что преобразование Радона тесно связано с преоб-
разованием Фурье

f̃(u) =

∫

Rn

f(x)e−i(x,u)dx, u ∈ Rn.

Действительно, если s ∈ Rn и ω — единичный вектор, то

f̃(sω) =

∫ ∞

−∞
dr

∫

(x,ω)=r

f(x)e−i(x,ω)dm(x),

таким образом

f̃(sω) =

∫ ∞

−∞
f̂(ω, r)e−isrdr.

Это означает, что n-мерное преобразование Фурье есть композиция од-
номерного преобразования Фурье и преобразования Радона.
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Мы ограничимся указанным выше частным случаем (играющем важ-
ную роль в теории), поскольку целью работы является обсуждение беско-
нечномерного преобразования Радона. Такое преобразование уже обсуж-
далось рядом авторов (см. [16, 24, 25, 34]) в случае гауссовских мер. Ра-
зумеется, в бесконечномерном случае предлагаемое нами общее опреде-
ление не является единственным возможным разумным аналогом конеч-
номерного преобразования Радона, но оно представляется естественным
и позволяет получить аналоги некоторых свойств классического преоб-
разования.

Для дальнейшего рассмотрения понадобятся понятия радоновской ме-
ры на локально выпуклом пространстве X и системы условных мер. Бо-
лее подробную информацию можно найти в [2,17]. Обозначим через B(X)

борелевскую σ-алгебру пространства X, т.е. наименьшую σ-алгебру, со-
держащую все открытые множества. Напомним, что радоновской ме-
рой на X называется счетно-аддитивная вещественная (возможно, зна-
копеременная) функция µ на B(X), обладающая следующим свойством:
для всяких B ∈ B(X) и ε > 0 найдется такой компакт Kε ⊂ B, что
|µ|(B\Kε) < ε, где |µ| обозначает полную вариацию меры µ, т.е. если
µ = µ+−µ−, где µ+ и µ− – взаимно сингулярные неотрицательные меры
на B(X), то |µ| = µ+ + µ−. Положим ‖µ‖ := |µ|(X).

Иногда бывает полезно рассматривать сужение радоновской меры на
σ-алгебру σ(X∗), порожденную пространством X∗ непрерывных линей-
ных функционалов на X . Впрочем, для многих пространств (например
сепарабельных пространств Фреше или суслинских локально выпуклых
пространств) эта σ-алгебра совпадает с борелевской.

Пусть l ∈ X∗, l 6= 0, L = Ker l = l−1(0). Выберем вектор v ∈ X, для
которого l(v) = 1.

Обозначим через µ ◦ l−1 образ меры µ при отображении l, т.е. боре-
левскую меру на прямой, заданную формулой

µ ◦ l−1(B) = µ(l−1(B)).



32 2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАДОНА В БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Известно, что существуют такие меры µL+tv на множествах L + tv,
называемые условными, что

µ(B) =

∫

R
µL+tv |µ| ◦ l−1(dt), B ∈ B(X).

Аффинные подпространства L + tv охватывают все аффинные подпро-
странства вида L+x, x ∈ X, поэтому можно считать, что заданы услов-
ные меры µL+x на множествах L + x, удовлетворяющие тождеству

µ(B) =

∫

X

µL+x |µ|(dx), B ∈ B(X).

При этом L + x = L + l(x)v, ибо x− l(x)v ∈ L, откуда

µL+x = µL+l(x)v.

Разумеется, для неотрицательной меры µ мы имеем |µ| = µ, причем в
этом случае условные меры можно выбрать вероятностными. Известно,
что условные меры определены однозначно с точностью до переопределе-
ния их для точек x из множества µ-меры нуль (или точек t из множества
µ ◦ l−1-меры нуль). В дальнейшем для удобства мы будем считать, что
фиксированы некоторые борелевские (по x или t) версии условных мер.

Пусть f – ограниченная борелевская функция на X. Преобразование
Радона функции f зададим формулой

Rµf(L + x) =

∫

X

f(y)µL+x(dy). (6)

Более общим образом, формулой (6) можно задать преобразование
Радона интегрируемой функции f , однако оно может быть определено
уже не для всех x. Так как мера µL+x сосредоточена на L+x, то и инте-
грал можно брать по L + x, а не по всему пространству. Однако неред-
ко бывает удобно как раз иметь область интегрирования, не зависящую
от x.

Из определения ясно, что фактически мы рассматриваем интегралы

Rµf(L + tv) =

∫

X

f(y)µL+tv(dy).
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Правомерно ли считать введенное нами преобразование аналогом
классического преобразования Радона в Rn? Проблема в том, что мера
Лебега, используемая в конечномерном случае, бесконечна и не имеет
непосредственного бесконечномерного аналога. Конечно, если считать
условными мерами на плоскостях, порожденными мерой Лебега, есте-
ственные меры Лебега на этих плоскостях, то аналогия имеет место. Од-
нако если в случае, когда функция f имеет носитель в кубе Q, взять в
качестве меры µ сужение меры Лебега на Q, то наше определение уже
не даст классическое преобразование Радона. Точнее говоря, будет вы-
полнено равенство

Rµf(L + x) =
1

%(x)

∫

L+x

f(y)dy,

где %(x) – (n− 1)-мерная мера сечения куба Q плоскостью L + x. Прав-
да, %(x) не зависит от f , поэтому оба преобразования связаны довольно
просто. Если вероятностная мера µ на Rn задана плотностью %µ, L —
подпространство векторов с нулевой последней координатой, v = en —
n-й базисный вектор, то из известной формулы для условных плотностей
(см. [2], § 10.4) вытекает равенство

Rµf(L + tv) =
1

ψ(t)

∫

L

f(y + tv)%µ(y + tv) dy, (7)

где ψ — плотность образа меры µ при проектировании на последнюю
координатную прямую, т.е.

ψ(t) =

∫

L

%µ(y + tv)dy.

Будем говорить, что плотность % некоторой борелевской меры на Rn

входит в класс B∞, если для всякого k ∈ N функция (1+ |x|)k%(x) суще-
ственно ограничена.

Заметим, что значение бесконечномерного преобразования Радона в
фиксированной точке (x, L) можно выразить через некоторое конечно-
мерное преобразование Радона. Это будет сделано во втором параграфе.
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Сравним нашу конструкцию с определением из работ [16,34], где пред-
полагалось, что µ — центрированная гауссовская мера. Для этого сперва
напомним (см. [3, 17]) определение гауссовской меры.

Определение 1.1. Радоновская вероятностная мера γ на локально
выпуклом пространстве X называется гауссовской, если всякий функ-
ционал f ∈ X∗ является гауссовской случайной величиной на (X, γ),
т.е. мера γ ◦f−1 – гауссовская на прямой; последнее означает, что эта
мера либо сосредоточена в некоторой точке, либо имеет плотность
вида

p(t) = (2πσf)
−1/2 exp(−(2σf)

−1(t− af)
2)

относительно меры Лебега.

Если все меры γ ◦ f−1 симметричны (это равносильно тому, что
af = 0), то мера γ называется центрированной. Стандартная гауссовская
мера на прямой задается плотностью (2π)−1/2 exp(−t2/2). Типичными и
важными для приложений примерами гауссовских мер служат мера Ви-
нера на пространстве C[0, 1] и счетное произведение стандартных гаус-
совских мер на прямой, рассматриваемое на пространстве R∞ всех веще-
ственных последовательностей. Последний пример универсален: всякая
центрированная радоновская гауссовская мера, не сосредоточенная на
конечномерном пространстве, изоморфна счетному произведению стан-
дартных гауссовских мер при некотором измеримом линейном отобра-
жении.

Для центрированной гауссовской меры γ на X обозначим через X∗
γ за-

мыкание X∗ в L2(γ), а через H(γ) обозначим линейное подпространство
в X , состоящее из всех векторов h с конечной нормой

|h|H := sup{ξ(h) : ξ ∈ X∗, ‖ξ‖L2(γ) ≤ 1}.

Подпространство H(γ) называется пространством Камерона–Мартина
меры γ. Известно, что относительно указанной нормы оно оказывается
сепарабельным гильбертовым пространством, единичный шар которого



1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА 35

компактен в X, причем H(γ) изоморфно X∗
γ посредством отображения

Kγ : η 7→
∫

X

η(x)x γ(dx), η ∈ X∗
γ .

Этот векторный интеграл можно задать в смысле Бохнера, но для введе-
ния упомянутого изоморфизма достаточно интерпретировать его в сла-
бом смысле как равенство

ξ(Kγη) =

∫

X

ξ(x)η(x) γ(dx), ξ ∈ X∗, η ∈ X∗
γ .

Если h ∈ H(γ) и h = Kγη, где η ∈ X∗
γ , то полагают ĥ = η. Например, если

X = R∞ и γ — счетное произведение стандартных гауссовских мер, то X∗

можно отождествить с пространством конечных последовательностей,
тогда X∗

γ естественно отождествляется с l2, что дает также равенство
H(γ) = l2.

Аналогом X∗
γ для общей меры µ можно считать замыкание X∗ в про-

странстве L0(µ) измеримых функций со сходимостью по мере. Тогда при
желании можно распространить преобразование Радона и на элементы
l ∈ X∗

µ, так как условные меры существуют и на множествах l−1(t),
однако мы не будем здесь это делать, хотя для полного отождествле-
ния нашей конструкции с определениями из [16,34] в гауссовском случае
без этого не обойтись. Укажем лишь, что в гауссовском случае нали-
чие описанного выше изоморфизма между X∗

γ и H(γ) позволяет задать
преобразование Радона Gf(P ) ограниченной борелевской функции f на
множестве аффинных гиперплоскостей в H(γ) вида P = P0 +h, где P0 –
замкнутая гиперплоскость в H(γ) и h ∈ H(γ). Для этого записываем P в
виде P = e⊥+ te, где e ∈ H(γ), |e|H = 1, берем условные меры γt на мно-
жествах ê−1(t) и интегрируем f по условной мере γ1. Непосредственно
проверяется, что это и дает описанное в [16,34] преобразование.

Отметим, что использование условных мер в данной конструкции со-
вершенно естественно. Условные меры на бесконечномерных простран-
ствах играют важную при рассмотрении различных преобразований мер.
Например, они используются при изучении нелинейных образов мер (см.
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книгу [5]). В действительности интегрирование по подмногообразиям в
конечномерном случае тоже можно рассматривать как интегрирование
по условным мерам. Основное своеобразие конечномерного случая со-
стоит в наличии инвариантных мер. С помощью условных мер преоб-
разование Радона в принципе можно задавать и на бесконечномерных
многообразиях.
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2. Свойства преобразования Радона

Значение бесконечномерного преобразования Радона в фиксирован-
ной точке (x, L) можно выразить через некоторое конечномерное пре-
образование Радона. Для этого возьмем конечномерное линейное под-
пространство K ⊂ X , содержащее v. Пусть K0 = K ∩ L. Существует
непрерывная линейная проекция PK : X → K с тем свойством, что

Z := P−1
K (0) ⊂ L.

Ее можно построить в виде

PKx = l(x)v + l1(x)v1 + . . . lk−1(x)vk−1,

где v1, . . . , vk−1 – базис в K0, li ∈ X∗. Тогда

PKx− l(x)v ∈ K0 ∀x ∈ X.

Положим µK := µ ◦ P−1
K . Мера µK на конечномерном пространстве K

порождает преобразование Радона RK на ограниченных борелевских
функциях. Согласно нашему определению,

RKh(K0 + th) =

∫

K

h(u)µK0+tv
K (du)

для всякой ограниченной борелевской функции h на K, где µK0+tv
K – со-

ответствующая мере µK условная мера на K0 + tv (тем самым интегри-
ровать можно не по всему K, а по K0 + tv). Это означает, что

µK =

∫

R
µK0+tv

K µK ◦ l−1(dt).

Рассмотрим теперь функцию

h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy), u ∈ K.

Предложение 2.1. Справедливо равенство

Rµf(L + tv) = RKh(K0 + tv) (8)

для µ ◦ l−1-почти всех t. Иначе говоря,

Rµf(L + l(x)v) = RKh(K0 + l(x)v)
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для µ-почти всех x, что можно записать также в виде

Rµf(L + x) = RKh(K0 + PKx) (9)

для µ-почти всех x.

Доказательство. Правая часть (8) совпадает с
∫

K

∫

X

f(y)µZ+u(dy)µK0+tv
K (du),

поэтому нам достаточно проверить равенство
∫

K

µZ+uµK0+tv
K (du) = µL+tv (10)

для µ ◦ l−1-почти всех t. В свою очередь, для этого достаточно показать,
что интегралы от обеих частей (10) по мере µ ◦ l−1 равны, поскольку
условные меры определены однозначно с точностью до эквивалентности,
а при каждом t мера, задаваемая правой частью (10), сосредоточена на
аффинном подпространстве L + tv в силу соотношения Z + K0 + tv ⊂
L+ tv. Интеграл от µL+tv по мере µ◦ l−1 есть мера µ, а интеграл от левой
части (10) по мере µ ◦ l−1 равен интегралу от µZ+u по мере, полученной
интегрированием µK0+tv

K по µ ◦ l−1, т.е. по мере µK . Остается заметить,
что интеграл от µZ+u по µK есть также исходная мера µ. Формулы (9) и
(10) совпадают, так как L + l(x)v = L + x, ибо x − l(x) ∈ L для всех x,
аналогично K0 + l(x)v = K0 + PKx, ибо PKx− l(x)v ∈ K0. ¤

Обратим внимание на то обстоятельство, что имеется весьма боль-
шой произвол в выборе K. Можно брать возрастающие конечномерные
пространства K, что будет важно ниже.

Определение 2.2. Будем говорить, что конечномерные проекции
меры µ задаются плотностями класса B∞, если для всякого сюръек-
тивного непрерывного линейного отображения T : X → Rn мера µ◦T−1

имеет плотность из B∞.
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Теорема 2.3. Предположим, что конечномерные проекции вероят-
ностной меры µ задаются почти всюду положительными плотностя-
ми класса B∞. Пусть ограниченная борелевская функция f такова,
что ее преобразование Радона Rµf удовлетворяет следующему усло-
вию: существует такое ограниченное выпуклое замкнутое множество
V ⊂ X, что Rµf(L+x) = 0 для каждой гиперплоскости L при µ-почти
всех x, для которых (L + x) ∩ V = ∅. Тогда f(x) = 0 для µ-почти всех
x ∈ X\V .

Доказательство. Пусть K — конечномерное пространство в X ,
Z — дополняющее его замкнутое линейное подпространство. Выберем
проектор PK на K. Пространство K будем отождествлять с Rk. Замыка-
ние PK(V ) обозначим через C; оно выпукло и компактно. Пусть v ∈ K и
K0 – подпространство коразмерности 1 в K. Тогда L = Z+K0 — замкну-
тая гиперплоскость, содержащая Z, но не содержащая v, K0 = K ∩ L.
Будем считать, что L = l−1(0), l ∈ X∗, l(v) = 1. В силу формул (9), (10)
для функции

h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy)

на K выполнено равенство

RKh(K0 + PKx) = 0

для µ-почти всех x с тем свойством, что (L+x)∩V = ∅. Следовательно,

RKh(K0 + u) = 0

для почти всех относительно меры µ◦P−1
K точек u ∈ K с тем свойством,

что C ∩ (K0 + u) = ∅.
Для преобразования Радона в Rk известна теорема Хелгасона (см.

следствие 2.8 в [13]): если преобразование Радона непрерывной функции
f класса B∞ равно нулю на аффинных гиперподпространствах, лежа-
щих вне некоторого выпуклого компакта C, то f(x) = 0 при x 6∈ C.
Из доказательства (в котором f заменяется гладкими свертками) видно,
что без предположения непрерывности f будет верно такое заключение:
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f = 0 почти всюду вне C. Применяя этот факт и учитывая формулу (7),
мы получаем, что почти всюду вне выпуклого компакта C обращает-
ся в нуль функция h%K , где %K — плотность проекции µ на K = Rk

относительно стандартной меры Лебега. В силу нашего условия на про-
екции почти всюду вне C равна нулю сама функция h. Тогда функция
h равна нулю почти всюду вне PK(V ), ибо выпуклое множество в Rk

отличается от своего замыкания на множество меры нуль. Тем самым
функция h(PKx) равна нулю µ-почти всюду вне замкнутого цилиндра
VK = P−1

K (PK(V )).
Из этого следует, что f = 0 почти всюду вне V . Действительно, поль-

зуясь радоновостью µ, для каждого ε > 0 можно найти такую функцию
g вида g(x) = g0(Qx), где Q : X → Rn – непрерывный линейный опера-
тор и g0 ∈ C∞

0 (Rn), что ‖f−g‖L2 ≤ ε. Тогда для оператора EQ условного
математического ожидания, порожденного проекцией Q, имеем

‖EQf − EQg‖L2 ≤ ε,

но EQg = g, откуда

‖f − EQf‖L2 ≤ 2ε.

При этом EQf задается функцией h рассмотренного выше вида, что вы-
текает из известного представления условного математического ожида-
ния интегралом по условной мере (см. § 10.4 в [2]). Взяв конечномерное
подпространство K, дополняющее подпространство Z = Q−1(0), в ис-
пользованных ранее обозначениях получаем

EQf(x) = h(PKx), h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy).

При этом h(PKx) = 0 почти всюду вне цилиндра VK = P−1
K (PK(V )).

Такие проектор PKn
и функция un найдутся для каждого ε вида n−1,

n ∈ N, поэтому
‖f − un ◦ PKn

‖L2 → 0.

Если замкнутое полупространство Π = {l0 ≤ c}, где l0 ∈ X∗, содер-
жит V , а все цилиндры Vn лежат в Π, то мы получаем, что f(x) = 0
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почти всюду в открытом полупространстве X\Π = {l0 > c}. Чтобы
добиться включения Vn ⊂ Π, добавляем l0 к конечным наборам функ-
ционалов, задающих проекции на Kn. Поскольку мера |f |µ радонова, то
она оказывается равной нулю на объединении всех таких открытых по-
лупространств, дополнения которых содержат V (см. предложение 7.2.2
в [2]). Из замкнутости V и теоремы Хана–Банаха следует, что указанное
объединение есть X\V . Равенство нулю меры |f |µ на X\V равносильно
тому, что f(x) = 0 почти всюду на X\V . ¤

Отметим, что достаточным условием наличия плотностей класса B∞
у конечномерных проекций является бесконечная дифференцируемость
мер fkµ, где f ∈ X∗ и k ∈ N, вдоль векторов из плотного подпростран-
ства (см. [17, 18]). Достаточным условием положительности плотностей
почти всюду является эквивалентность меры µ ее сдвигам на векторы
всюду плотного множества.

Здесь нужно сделать еще одно замечание. Наша теорема доказана
для случая, когда плотности проекции меры принадлежат классу B∞.
Это ограничение не удается улучшить. Однако, в классической теореме
о носителе оно также присутствует. Более того, есть контрпример, пока-
зывающий что это невозможно. Приведем его здесь вместе с теоремой.

Теорема (Helgason). Пусть функция f ∈ C(Rn) удовлетворяет сле-
дующим условиям:

(i) для любого целого k > 0 функция |x|kf(x) ограничена;
(ii) существует постоянная A > 0, такая что f̂(ξ) = 0, если

d(0, ξ) > A, где d — расстояние в Rn.

Тогда f(x) = 0 при |x| > A.

Первое условие как раз и означает, что f ∈ B∞(Rn). В качестве приме-
ра, показывающего, что его нельзя ослабить, рассмотрим на плоскости
функцию f(x, y) = (x + iy)−5, измененную в малом круге около нача-
ла координат так, чтобы полученная функция была гладкой в R2. По
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теореме Коши для большого полукруга имеем∫

l

f(x)dm(x) = 0

для любой прямой l, лежащей вне единичного круга. Таким образом
выполнено условие (ii), а значит условие (i) не может быть отброшено
или существенно ослаблено.
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3. Преобразование Радона в случае гауссовских мер

Для корректной формулировки последней теоремы нам понадобится
теорема Ферника, которая гарантирует существование используемых в
нашей теореме констант.

Теорема (Ферник). Пусть µ – центрированная радоновская гаус-
совская мера на локально выпуклом пространстве X и p – µ–измеримая
полунорма на X, тогда существует εp > 0 такое, что

∫
exp(εpp

2)dµ < ∞.

Теорема 3.1. Пусть µ — центрированная радоновская гауссовская
мера, p — полунорма на X и εp > 0 таково, что функция exp(2εpp

2)

интегрируема относительно µ. Предположим, что борелевская функ-
ция f на X такова, что |f(x)| ≤ C exp(εpp

2(x)), причем ее преобра-
зование Радона Rµf удовлетворяет следующему условию: существу-
ет такое ограниченное выпуклое замкнутое множество V ⊂ X, что
Rµf(L+x) = 0 для каждой гиперплоскости L при µ-почти всех x, для
которых (L + x) ∩ V = ∅. Тогда f(x) = 0 для µ-почти всех x ∈ X\V .

Доказательство. Сделаем несколько предварительных замечаний,
относящихся к общим мерам. Пусть L и v — те же, что и выше, K ⊂ X —
конечномерное линейное подпространство, содержащее v, K0 = K ∩ L.
Возьмем линейную проекцию PK : X → K с тем свойством, что

Z := P−1
K (0) ⊂ L.

Тогда PKx− l(x)v ∈ K0 при x ∈ X. Положим µK := µ◦P−1
K . Мера µK на

конечномерном пространстве K порождает преобразование Радона RK

на ограниченных борелевских функциях. Согласно нашему определению,

RKh(K0 + tv) =

∫

K

h(u)µK0+tv
K (du)

для всякой ограниченной борелевской функции h на K, где µK0+tv
K —

соответствующая мере µK условная мера на K0 + tv. Рассмотрим теперь
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функцию

h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy), u ∈ K.

В параграфе 2.2 было доказано равенство

Rµf(L + tv) = RKh(K0 + tv)

для µ ◦ l−1-почти всех t. Иначе говоря,

Rµf(L + l(x)v) = RKh(K0 + l(x)v)

для µ-почти всех x, что можно записать также в виде

Rµf(L + x) = RKh(K0 + PKx) (11)

для µ-почти всех x. В ходе доказательства было установлено равенство
∫

K

µZ+uµK0+tv
K (du) = µL+tv (12)

для µ ◦ l−1-почти всех t.
Перейдем к доказательству теоремы. Пусть K — конечномерное про-

странство в X, Z — дополняющее его замкнутое линейное подпростран-
ство. Выберем проектор PK на K. Пространство K будем отождествлять
с Rk. Замыкание PK(V ) обозначим через C; оно выпукло и компакт-
но. Пусть v ∈ K и K0 — подпространство коразмерности 1 в K. Тогда
L = Z + K0 — замкнутая гиперплоскость, содержащая Z, но не содер-
жащая v, K0 = K ∩ L. Будем считать, что L = l−1(0), l ∈ X∗, l(v) = 1.
В силу формул (11), (12) для функции

h(u) =

∫

X

f(y)µZ+u(dy)

на K выполнено равенство

RKh(K0 + PKx) = 0

для µ-почти всех x с тем свойством, что (L+x)∩V = ∅. Следовательно,
RKh(K0+u) = 0 для почти всех относительно меры µ◦P−1

K точек u ∈ K

с тем свойством, что C∩(K0+u) = ∅. Пусть %K — плотность проекции µ

на K = Rk относительно стандартной меры Лебега, т.е. %K — гауссовская
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плотность. Покажем, что h%K является функцией класса B∞. Для этого
следующим образом оценим ее интеграл по K:

∣∣∣∣
∫

K

h(x + y)%Kdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

K

∫

X

f(x + y)µZ+x(dy)%Kdx

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

K

∫

X

|f(x + y)|µZ+x(dy)%Kdx ≤

≤
∫

K

∫

X

C exp(εpp
2(x + y))µZ+x(dy)%Kdx.

Последняя оценка следует из условия |f(x)| ≤ C exp(εpp
2(x)). Далее,

с учетом p2(x + y) ≤ 2p2(y) + 2p2(x), оценим сверху этот интеграл через

∫

K

∫

X

C exp(εp(2p
2(y) + 2p2(x)))µZ+x(dy)%Kdx =

=

∫

K

Cy exp(2εpp
2(x))%Kdx.

Теперь перейдем к сферическим координатам (r, ϕ).

∫

K

Cy exp(2εpp
2(x))%Kdx =

=

∫

K

Cy exp((2εpp
2(ϕ̄)− 1/2)r2) · rn−1 · g(ϕ̄)dr dϕ̄ =

=

∫

Π

∫

R1

Cy exp((2εpp
2(ϕ̄)− 1/2)r2) · rn−1 · g(ϕ̄)dr dϕ̄,

где Π = [−π, π]n−2 × [−π/2, π/2], ϕ̄ = (ϕ1, . . . , ϕn−1).
Правая часть неравенства интегрируема, значит, по теореме Фубини

для почти всякого ϕ̄ существует интеграл
∫

R1

Cy exp((2εpp
2(ϕ)− 1/2)r2)rn−1dr.

Поэтому 2εpp
2(ϕ̄)−1/2 < 0 почти всюду. Следовательно, |h(x+y)%y|·‖x‖k

стремится к нулю при ‖x‖ → ∞ для любой степени k по мере Лебега.
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Для преобразования Радона в Rk теорема Хелгасона (см. следствие 2.8
в [13]) утверждает, что если преобразование Радона непрерывной функ-
ции ψ класса B∞ равно нулю на аффинных гиперподпространствах, ле-
жащих вне некоторого выпуклого компакта C, то ψ(x) = 0 при x 6∈ C.
Однако из доказательства (в котором ψ заменяется гладкими свертка-
ми) видно, что без предположения непрерывности ψ будет верно такое
заключение: ψ = 0 почти всюду вне C. Применяя этот факт, получаем,
что почти всюду вне выпуклого компакта C обращается в нуль функция
h%K . Поэтому почти всюду вне C равна нулю сама функция h. Тогда
функция h равна нулю почти всюду вне PK(V ), ибо выпуклое множе-
ство в Rk отличается от своего замыкания на множество меры нуль. Тем
самым функция h(PKx) равна нулю µ-почти всюду вне замкнутого ци-
линдра VK = P−1

K (PK(V )). Доказательство того, что f равняется нулю
почти всюду вне V , аналогично доказательству, приведенному в пара-
графе 2.2. ¤

Отметим, что для гауссовских мер аналогичным образом преобразо-
вание Радона можно задавать на необязательно замкнутых гиперплос-
костях вида l−1, где l — измеримая линейная функция (или, что равно-
сильно, элемент замыкания X∗ в L2(µ)).

Отметим также, что доказанная теорема обобщает результаты из [15,
16, 28] о носителе преобразования Радона в гауссовском случае. Во-
первых, она относится к необязательно непрерывным функциям, во-
вторых, она отличается от этих результатов тем, что рассматривае-
мое множество V лежит в X, а не в H(µ); в-третьих, в [15, 28] функ-
ция оценивается экспонентой полунормы (в [16] даже ограничена), а не
экспонентой квадрата. Наконец, следует отметить общее упущение ра-
бот [15,16,28]: требуемая в них секвенциальная непрерывность функции
f (кстати, равносильная обычной непрерывности в рассматриваемых в
этих работах ситуациях) в сочетании с ограниченностью носителя приво-
дит к тому, что в результате функция f может быть лишь тождественно
нулевой. Например, на пространствах типа S ′, модельных для указанных
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работ, нет ненулевых непрерывных функций с ограниченными носителя-
ми, поскольку в таких пространствах ограниченные множества предком-
пактны. Однако формулировки основных результатов из [15,16,28] мож-
но так исправить (с незначительными изменениями в доказательствах),
что они будут применимы уже к нетривиальным функциям f .

Было бы интересно получить бесконечномерные аналоги более тонких
конечномерных результатов о преобразовании Радона как для гауссов-
ских мер, так и других классов распределений, возникающих в прило-
жениях, например, удовлетворяющих эллиптическим уравнениям типа
стационарного уравнения Колмогорова (см. [4,19,20]). Это связано с тем,
что в бесконечномерном случае нет какой-либо привилегированной ме-
ры типа лебеговской, относительно которой нахождение преобразования
Радона было бы наиболее естественным.
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Leipzig. 1917. B. 29. S. 262–277.



Литература 51
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