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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ôóðüå ïîñëóæèëî òîë÷êîì äëÿ íîâûõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè èçó÷åíèÿ

ñïåêòðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ

ïåðèîäè÷åñêèì áèõàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîòîêîì. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè (À. Âåéíñòåéíîì1, Äæ. Äåéñòåðìààòîì è

Â. Ãèéåìèíûì2 è äð.) ïîêàçàëè, ÷òî ñïåêòð òàêèõ îïåðàòîðîâ õîðîøî ëî-

êàëèçóåòñÿ âîêðóã ñïåêòðà íåâîçìóùåííîãî (îòâå÷àþùåãî ãëàâíîìó ñèìâî-

ëó) îïåðàòîðà. Â ýòîé òåîðèè îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóùåííûé

îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíó-

òûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî, êàê îñíîâíàÿ ìîäåëü

è êàê ôèçè÷åñêè íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé.

Êðàòêî îáðàòèìñÿ ê èñòîðèè âîïðîñà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ∆ � îïå-

ðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2 èç R3. Ïóñòü q � îïå-

ðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîçíà÷íóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ

ôóíêöèþ íà S2. Ïóñòü òàêæå {λk}∞k=0 è {µk}∞k=0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïå-

ðàòîðîâ −∆ è −∆+q ñîîòâåòñòâåííî, çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé.

Ñïåêòð îïåðàòîðà −∆ íà S2 èçâåñòåí3:

λki = k(k + 1), (1)

k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , Nk, ñ êðàòíîñòüþ Nk = 2k + 1.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ + q áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîéíóþ

íóìåðàöèþ µki, ñîãëàñîâàííóþ ñ íóìåðàöèåé λki.

1Weinstein A. The resolvent of an elliptic boundary problem. Fourier integral operators,
quantization and the spectra of Riemmanian manifolds. � Colloque International de
Geometrie Symplectique et Physique Mathematique CNRS Aix (Juin 1974). 1976.

2Duistermaat J.J., Guillemin V. The spectrum of positive elliptic operators and periodic
bicharacterictics. � Invent.Math., 1975, vol. 29, p.39-79.

3Ðîçåíáëþì Ã.Â., Ñîëîìÿê Ì. Ç., Øóáèí Ì.À. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � 7, Èòîãè
íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ, 64, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1989,
5�242.
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Â. Ãèéåìèí4 è Ã. Âèäîì5 èçó÷èëè ñïåêòð îïåðàòîðà −∆ + q íà S2 è

ïîêàçàëè, ÷òî îöåíêà

|µki − λki| = O(1), i = 1, . . . , Nk, (2)

ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé6, ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ëèøü

äëÿ íå÷åòíûõ q (ò.å. q(τx) = −q(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ S2, ãäå τ -

àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå) äî

|µki − λki| = O

(
1

k2

)
, i = 1, . . . , Nk, (3)

è O â (3) ìîæíî çàìåíèòü íà o òîëüêî äëÿ q ≡ 0.

À. Âåéíñòåéí7 ðàññìîòðåë îïåðàòîð −∆ + B íà êîìïàêòíîì ðèìàíî-

âîì ìíîãîîáðàçèè X (ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàò äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ), ãäå

B - ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà è ïîêàçàë, ÷òî

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(z), àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µki−λki}∞,2kk=0,i=0, (çäåñü, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì îáî-

çíà÷åíèÿì, µki - ñîáñòâåííûå ÷èñëà âîçìóùåííîãî, à λki - íåâîçìóùåííîãî

îïåðàòîðîâ) âåðíî

2k∑
i=0

f(µki − λki) =
k

4π2

∫
S∗X

f(Bav)dv +O(1),

ãäå S∗X ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå; dv -

êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò îáúåìà S∗X, Bav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗σ(B)dt -ñèìâîë

óñðåäíåíèÿ îïåðàòîðà B, çäåñü σ(B)-ñèìâîë îïåðàòîðà B, Ξ - ãàìèëüòî-

íîâî âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗X \ {0}. Â.Ãèåéìèíûì è À.Óðèáîì8 ýòî óòâåð-

æäåíèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî è íà ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

4Guillemin V. Some spectral results for the Laplace operator with potential on the n-
sphere. - Adv. Math. 27, 273�286. 1978.

5Widom H. The Laplace operator with potential on the 2-sphere � Adv. Math. 31, 63�66.
1979.

6Êàòî T. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. - Ì. Ìèð. 1972.
7Weinstein A. Asymptotics of eigenvalue clusters for the Laplacian plus a potential. Duke

Math J., v.44, p.883-892, 1977
8Guillemin V., Uribe A. Spectral properties of a crtain class of complex potentials. - Trans,

of the Amer. Math. Soc, v. 279, �, 759 � 771. 1983
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Áåëüòðàìè êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆+q áûëè ïîëó÷åíû îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòà-

òû. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà

ñòàíîâèòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èññëåäîâàíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà, êî-

ãäà äàëüíåéøåå èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì.

Ðåãóëÿðèçîâàííûì ñëåäîì ïîðÿäêà α îïåðàòîðà A íàçûâàþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ âèäà

∑̃
k

(λαk −Ak(α)) = B(α), (4)

ãäå λk - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, α ∈ R1, à Ak(α) è B(α) - ÿâíî âû-

÷èñëÿåìûå ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà ôóíêöèè, ñèìâîë
∑̃

îçíà÷àåò

èëè îáû÷íîå ñóììèðîâàíèå èëè îäèí èç ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà òàêîãî âèäà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ áûëà ïîëó÷åíà â 1953 ãîäó â ðàáîòå È.Ì. Ãåëüôàíäà è Á.Ì. Ëå-

âèòàíà9, ãäå â êà÷åñòâå A ðàññìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ

ïîòåíöèàëîì q(x),
π∫
0

q(x)dx = 0:

∞∑
n=1

(µn − n2) = −q(0) + q(π)

4
.

Ïîëó÷åíèþ ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû È.Ì. Ãåëüôàíäà,

Ë.À. Äèêîãî, Ì.Ã. Ãàñûìîãî, è Á.Ì. Ëåâèòàíà, Ð.Ô. Øåâ÷åíêî, À.Ã. Êî-

ñòþ÷åíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.Å. Ïîäîëüñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â.Á. Ëèäñêèì è Â.À. Ñàäîâíè÷èì10 áûë ïðåäëîæåí ìåòîä äîêàçàòåëü-

ñòâà ôîðìóë òèïà (4) äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæäåííûõ

îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè íà êîíå÷íîì îòðåçêå

9Ãåëüôàíä È.Ì., Ëåâèòàí Á.Ì. Îá îäíîì ïðîñòîì òîæäåñòâå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà.� ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1953, òîì 88, �4,
ñ.593-596.

10Ëèäñêèé Â.Á., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Ðåãóëÿðèçîâàííûå ñóììû êîðíåé îäíîãî êëàññà
öåëûõ ôóíêöèé.� Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 1967, òîì 1, �2, ñ. 52-59.
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ñî ñëîæíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ñâîäÿùèéñÿ ê èçó÷å-

íèþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñóìì êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé ñ îïðåäåëåííîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Äàæå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ðåãóëÿðèçî-

âàííûå ñëåäû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, è òîãäà âîçíèêàåò

çàäà÷à èõ ñóììèðîâàíèÿ êàêèì-ëèáî ïîäõîäÿùèì ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ.

Îäèí èç ïîäõîäîâ � ñóììèðîâàíèå ñëåäîâ ñî ñêîáêàìè. Ïåðâîé ðåàëè-

çàöèåé òàêîãî ïîäõîäà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó11 Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.À. Ëþáèøêèíà è Ì. Ìàð-

òèíîâè÷à 1987 ãîäà. Êðóïíûì ïðîäâèæåíèåì â òåîðèè ñëåäîâ ñòàëà ðà-

áîòà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.Â. Äóáðîâñêîãî12, ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ îïå-

ðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè âîçìóùåííûé ãëàäêèì íå÷åòíûì âåùåñòâåí-

íîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì íà äâóìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðå S2. Ýòîò îïåðàòîð

èìååò êëàñòåðíóþ àñèìïòîòèêó N(λ) è äëÿ íåãî ñóììèðîâàíèå ñî ñêîáêàìè

ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûëà äîêà-

çàíà ôîðìóëà:

µ0 +

∞∑
k=0

[
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)

]
= − 1

8π

∫
S2

q2dS,

Ïîçæå Â. Å. Ïîäîëüñêèé13, ïðèìåíèâ ê ýòîé çàäà÷å ñóììèðîâàíèå ïî Àáå-

ëþ è çàòåì ê ïîëó÷åííîé ôîðìóëå òàóáåðîâó òåîðåìó Ëèòëâóäà, äîêàçàë,

÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ áåç ñêîáîê (íî ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñêëþ-

÷åíèåì). Ïîçæå Â.Å. Ïîäîëüñêèì 14 áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ôîðìó-

ëû äëÿ ëþáûõ ñòåïåíåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè

ñ ïîòåíöèàëîì íà êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàíãà 1.

11Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ëþáèøêèí Â.À., Ìàðòèíîâè÷ Ì. Êîíå÷íîìåðíûå âîçìóùåíèÿ
äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ è ôîðìóëû ñëåäîâ. - ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1987, òîì 293, �5, ñ.1062-
1064.

12Ñàäîâíè÷èé Â.À., Äóáðîâñêèé Â.Â. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà
äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ñôåðå. - ÄÀÍ
ÑÑÑÐ, 1991, òîì 319, �1, ñ.61-62.

13Ïîäîëüñêèé Â.Å. Ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
ñ íå÷åòíûì ïîòåíöèàëîì íà ñôåðå S2. - Ìàòåì. çàìåòêè, 1994, òîì 56, �1, ñ.71-77.

14Podol'skii V. E. On the summability of regularized sums of eigenvalues of the Laplace-
Beltrami operator with potential on symmetric spaces of rank one. - Russian J. Math. Phys.
4, �1, 123�130. 1996
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À.Í. Áîáðîâ ïðåäïðèíèìàë ïîïûòêó15 íàéòè ñëåä îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ Öîëëÿ, íî äîïóñòèë

íåòî÷íîñòü (ïîäðîáíåå ñì. ïàðàãðàô 1.2.1 íàñòîÿùåé ðàáîòû) è ïðèâåäåí-

íóþ èì ôîðìóëó íåëüçÿ ñ÷èòàòü îêîí÷àòåëüíî âåðíîé, íî ðåçóëüòàò äëÿ

ñëó÷àÿ ïðîñòîé ñôåðû S2 è ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè

q ∈ C∞ áûë ïîëó÷åí. Â.À. Ñàäîâíè÷èé è Ç.Þ. Ôàçóëëèí äëÿ îïåðàòîðà,

âîçìóùåííîãî ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ëó÷øåé ãëàä-

êîñòè: â 2005 ãîäó äëÿ q ∈ C2(S2)16, à â 2011 ãîäó äëÿ q ∈ W 2
1 (S2)17,

ïîëó÷èëè ôîðìóëó ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

[µki − k(k + 1)(2k + 1)− c0] = 2c1,

ãäå c0 =
1

4π

∫
S2

q(ω)dω, c1 =
1

32π3

∫
S2

∫
S2

q(ω)q(ω0)√
1− (~ω, ~ω0)2

dωdω0−
1

16π

∫
S2

q2(ω)dω,

(~ω, ~ω0) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~ω = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)

è ~ω0 = (cosϕ0 sin θ0, sinϕ0 sin θ0, cos θ0).

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ

äëÿ âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè

íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè îäèíàêîâîé

äëèíû, ìåòðèêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè

ñôåðû, â òîì ÷èñëå èñëåäîâàíèå äçåòà- è òåòà-ôóíêöèé òàêèõ îïåðàòîðîâ,

ïîëó÷åíèå ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â

äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. èññëåäîâàíî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå äçåòà-ôóíêöèè äëÿ âîçìó-

ùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâó-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè;
15Áîáðîâ À.Í. Ñëåä îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ïîâåðõíîñòè

Öîëëÿ.� Äîêëàäû ÀÍ, 368 (2), 154-156. 1999.
16Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ôàçóëëèí Ç.Þ. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ôîðìóëà ñëåäà

âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ñôåðå S2 � Ìàòåì. çàìåòêè, 2005, 77:3, ñ.434�448.
17Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ôàçóëëèí Ç.Þ., Àòíàãóëîâ À.È. Ñâîéñòâà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâóìåðíîé ñôåðå è ôîðìóëà ñëåäîâ.-Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê,
2011, Ò.441.�2. Ñ. 174-176.
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2. âïåðâûå ïîëó÷åíà ôîðìóëà ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëå-

äà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ïðè âîçìóùåíèè ìåòðèêè ìíî-

ãîîáðàçèÿ;

3. âïåðâûå ïîëó÷åíà ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóùåííîãî ïîòåíöèàëîì, íà ìíîãîîáðàçèè ñ

çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè (íå ÿâëÿþùåìñÿ ñôåðîé) è äîêàçàíî,

÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà âåðíà äëÿ âñåõ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé, íå çà-

âèñèò îò ÿâíîãî âèäà ìåòðèê, à çàâèñèò òîëüêî îò èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

èíâàðèàíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâè-

òåëüíîãî ïåðåìåííîãî è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,

ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

îïåðàòîðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò

èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñïåê-

òðàëüíîé ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

� ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ñëåäîâ îïåðàòîðîâ¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì

Â.Å. Ïîäîëüñêîãî) (íåîäíîêðàòíî: 2007-2011 ãã.);

� êîíôåðåíöèè ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ã.

Óôà (12-16 èþíÿ 2011 ãîäà);

� XI Øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ïðîáëå-

ìû ñîâðåìåííîãî àíàëèçà è èíôîðìàòèêè¿, ã.Íàëü÷èê (4-8 äåêàáðÿ

2013 ãîäà);

� ñåìèíàðå ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ¿

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî) (13 äåêàáðÿ

2013);
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� 17-é ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-

áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 150-ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Â. À. Ñòåêëîâà, ã. Ñàðàòîâ (27 ÿíâàðÿ � 3 ôåâðàëÿ

2014 ãîäà);

� ñåìèíàðå ¾Îïåðàòîðíûå ìîäåëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.À. Øêàëèêîâà, äîö. È.À. Øåéïàêà, äîö.

À.Ì. Ñàâ÷óêà, À.À. Âëàäèìèðîâà (11 àïðåëÿ 2014).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 7

ðàáîòàõ àâòîðà, èç êîòîðûõ 2 � â æóðíàëàõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò

ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò â ñîàâòîðñòâå íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ãëàâû, âêëþ÷àþùåé òðè ïàðàãðàôà, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 48 íàèìå-

íîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 90

ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåíà èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèâåäåíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû è ãëàâíûå

ðåçóëüòàòû.

Â îñíîâíîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ

âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíó-

òûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ:

Â ïóêòå 1.1.1 îïèñàíî ìíîãîîáðàçèå ML, íà êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè (ìíîãîîáðàçèå áûëî ïî-

ñòðîåíî è èçó÷åíî â ìîíîãðàôèè À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî18).

18Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåò-
ðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôèêàöèÿ (Òîì 2). Èæåâñê. Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Óäìóðòñêèé óíè-
âåðñèòåò¿. 1999
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Ìåòðèêà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà ê ñôåðî-

êîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (v1, v2, v3) â R3:

x2 =
v1(a+ v2)(a+ v3)

(a− b)(a− c)
, y2 =

v1(b+ v2)(b+ v3)

(b− a)(b− c)
, z2 =

v1(c+ v2)(c+ v3)

(c− a)(c− b)
;

ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû â ñôåðî-êîíè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ (v1 = x2 + y2 + z2 = 1):

ds20 =
1

4
(v2 − v3)

(
− dv22
P (v2)

+
dv23
P (v3)

)
,

ãäå P (v) = (a+ v)(b+ v)(c+ v);

è ïîñëåäóþùèì âîçìóùåíèåì ýòîé ìåòðèêè:

ds2α,β =
1

4
(v2 − v3)

(
− dv22
Q(v2)

+
dv23
R(v3)

)
, (5)

ãäå

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x > 0, z > 0;

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x < 0, z > 0;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x > 0, z < 0;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x < 0, z < 0;

è Q±(v2) =

(
1√
−P (v2)

± α(v2)

)−2
, R±(v3) =

(
1√
P (v3)

±β(v3)

)−2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî öåëîå ñåìåéñòâî C∞-ãëàäêèõ ìåòðèê ds2α,β
(ïîïàðíî íåèçîìåòðè÷íûõ) íà äâóìåðíîé ñôåðå, çàâèñÿùåå îò äâóõ ôóíê-

öèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ α è β, è òàêèõ, ÷òî

1) âñå ãåîäåçè÷åñêèå ýòèõ ìåòðèê çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó;

2) âñå ýòè ìåòðèêè ds2α,β ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé

ñôåðû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè α = 0, β = 0 ìåòðèêà ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷-

íóþ ìåòðèêó ds20 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà ñôåðå;

3) âñå ìåòðèêè ds2α,β çàäàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè.

Â ïóíêòå 1.1.2 îïèñàí ñàì îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãî-
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îáðàçèè ML: ïðèâåäåí åãî ÿâíûé âèä íà íåì, èññëåäîâàí è îïèñàí åãî

ïîëíûé ñèìâîë è åãî êîìïîíåíòû, îïèñàí åãî áèõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîòîê

è âûäåëåíû îñîáåííîñòè åãî òðàåêòîðèé.

Â ïóíêòå 1.1.3 èçëîæåíû îñíîâíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè-

÷åñêèìè (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èõ êðàòíîñòü, ñâÿçü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà), à òàê æå ïðèâåäåíû èçâåñò-

íûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû â òåîðèè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå è âû÷èñëåíèå ðåãóëÿ-

ðèçîâàííîãî ñëåäà âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ML.

Äëÿ ýòîãî â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ:

1) ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà −∆̃ML íàML ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà κki, êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå, òî åñòü κki = k(k+ 1), ãäå

k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k+1. Òàêæå, ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå òåòà-ôóíêöèÿ

ýòîãî îïåðàòîðà F (t) ∼ t−1
∞∑
j=0

fjt
j ïðè t→ 0;

2) îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆ML íà ML ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

λki è òåòà-ôóíêöèåé L(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

ljt
j ïðè t→ 0;

3) âîçìóùåííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆ML + q íà ML ñ ñîá-

ñòâåííûìè ÷èñëàìè µki è òåòà-ôóíêöèåé M(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

mjt
j ïðè t→ 0.

Â ïóíêòå 1.2.1 ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ −∆ML è −∆̃ML, êîòîðàÿ èìååò âèä:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
=

= f2 − l2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv, (6)

ãäå σav îïðåäåëåí íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, a0 =
f1 − l1
f0

, li - êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèè F (t).

Â ïóíêòå 1.2.2. ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîá-
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ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ −∆ML + q è −∆ML, êîòîðàÿ èìååò âèä:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

(µki − λki)− b0(2k + 1)

)
=

= l2 −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv, (7)

ãäå qav îïðåäåëåí íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, b0 =
l1 −m1

l0
, li -

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è mi - êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè M(t).

Â ïóíêòå 1.2.3 èç ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïóíêòàõ 1.2.1 è 1.2.2, âûâî-

äèòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà èñêîìîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)− (a0 + b0)(2k + 1)

)
=

= f2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv, (8)

ãäå σav è qav îïðåäåëåíû íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, a0 =
f1 − l1
f0

,

b0 =
l1 −m1

l0
, mi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè M(t), li -

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè F (t).

Â ïóíêòå 1.2.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü äçåòà-ôóíêöèè è òåòà-ôóíêöèè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, è ïðèâîäèòñÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ

êîýôôèöèåíòîâ òåòà-ôóíêöèé îïåðàòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè

ôîðìóëû (8).

Â ïóíêòå 1.2.5. ïðîâîäÿòñÿ âñå âû÷èñëåíèÿ íåäîñòàþùèõ êîýôôèöè-

åíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà:

m0 = 1,m1 =
1

3
− 1

4π

∫∫
ML

q(v2, v3)
√
detgdv2dv3,
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m2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3+

+
1

24π

∫∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)KML

)√
detgdv2dv3,

l0 = 1, l1 =
1

3
, l2 =

1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3,

f0 = 1, f1 =
1

3
, f2 =

1

15
.

ãäå KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðèâèç-

íà ML è
√
detg =

v2 − v3
4
√
−Q(v2)R(v3)

- êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Çäåñü æå ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîãî ïàðàãðàôà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ML � ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå íåêîòîðûì ôóíê-

öèîíàëüíûì ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ïî÷òè ëèóâèëëåâûõ ìåòðèê íà ñôåðå

è îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè (5). Åñëè q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ML, òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà

−∆ML + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
ML

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv +
1

15
−

− 1

60π

∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)dS−

− 1

24π

∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)(KML − 1)

)
dS,

ãäå KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðè-

âèçíà ML, dS - ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ML, S∗ML - ðàññëîåíèå
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åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, dv - êàíîíè÷åñêàÿ

ôîðìà îáúåìà íà S∗ML, qav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(q)dt, ãäå Ξ - ãàìèëüòîíîâî

âåêòîðíîå ïîëå íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗ML \ {0}, îïðåäåëÿå-

ìîå ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé íà ML, σav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(σ)dt, ãäå

σ =
1

4
(KML − 1+[

1
3 (KML)vu

3
r∫
0

(KML)vJ
3ds− (KML)vu

2J
r∫
0

(KML)vuJ
2ds

]
), ãäå v - åäèíè÷-

íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé γ, J(r, ω) - îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü â

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u(∗)
è v(∗) - ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßêîáè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé

γ ñ óñëîâèÿìè

(
u(0) v(0)

u̇(0) v̇(0)

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà

âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà ìåòðèêà ìíîãîîáðàçèÿ çàäàíà â àáñòðàêòíîì âèäå.

Â ïóíêòå 1.3.1 îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå M ∈ SC2π (ãåîäåçè÷åñêèå

çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó 2π), ìåòðèêà êîòîðîãî, ïîëó÷åíà âîç-

ìóùåíèåì ìåòðêè åäèíè÷íîé ñôåðû, çàäàííîé â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ

(u1, u2)

ds2 = A(u1, u2)du21 + 2B(u1, u2)du1du2 + C(u1, u2)du22, (9)

è èìååò âèä

ds2p = Ap(u1, u2)du21 + 2Bp(u1, u2)du1du2 + Cp(u1, u2)du22, (10)

ïðè÷åì Ap(u1, u2) = A(u1, u2) + PA(u1, u2), Bp(u1, u2) = B(u1, u2) +

PB(u1, u2), Cp(u1, u2) = C(u1, u2) +PC(u1, u2), òî åñòü âîçìóùåíèÿ òàêîâû,

÷òî ïðè îáíóëåíèè ôóíêöèé PA(u1, u2), PB(u1, u2), PC(u1, u2), ìû ïîëó÷èì

ñòàíäàðòíóþ ìåòðèêó ñôåðû ds2.

Â ïóíêòå 1.3.2 îïèñàí ñàì îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîá-

ðàçèè M : ïðèâåäåí åãî ÿâíûé âèä íà íåì, èññëåäîâàí è îïèñàí åãî ïîëíûé
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ñèìâîë è åãî êîìïîíåíòû.

Â ïóíêòå 1.3.3 ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêè òåòà-ôóíêöèé F̂ (t), L̂(t),

M̂(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ −∆̃M , −∆M , −∆M + q âçÿòûõ óæå íà

ïðîèçâîëüíîì M àíàëîãè÷íû àñèìïòîòèêàì, ïîëó÷åíûì â ïóíêòå 1.2.5, òî

åñòü íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò âèäà ìåòðèêè M , à çàâèñÿò

òîëüêî ëèøü îò èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîîáðàçèÿ. Âñå êîýô-

ôèöèåíòû áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram Mathematica 919, òàê êàê ïðè çàäàíèè

ìåòðèêè â îáùåì âèäå (10), ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ âðó÷íóþ ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âèä ýòèõ àñèìïòîòèê ïðåäñòàâ-

ëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â âèäå Ëåììû:

Ëåììà 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîðìóëîé

(10), òîãäà äëÿ òåòà-ôóíêöèé F̂ (t), L̂(t), M̂(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ

îïåðàòîðîâ −∆̃M , −∆M , −∆M + q âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

ïðè t→ 0:

F̂ (t) = t−1 +
1

3
+

1

15
t+O(t2),

L̂(t) = t−1 +
1

3
+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M )dS

 t+O(t2),

M̂(t) = t−1 +

1

3
− 1

4π

∫
M

qdS

+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M )dS +

+
1

24π

∫
M

(−∆Mq + 3q2 − 2qKM )dS

 t+O(t2),

ãäå KM =
1

4 (Bp(u1, u2)2 −Ap(u1, u2)Cp(u1, u2))
2×(

Cp(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)2 − 2Bp(u1, u2)Ap

′

u2
(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)+

Ap(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)Cp

′

u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)2Ap

′′

u2u2
(u1, u2)−

19Wolfram Mathematica 9 [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] - Ðåæèì äîñòóïà:
http://www.wolfram.com/mathematica/
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2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Ap
′′

u2u2
(u1, u2)− 2Cp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2)+

Bp(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2) + 4Bp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−Bp(u1, u2)Ap

′

u2
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+

Cp(u1, u2)Ap
′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)− 2Bp(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+

Ap(u1, u2)Cp
′

u1
(u1, u2)2 − 4Bp(u1, u2)2Bp

′′

u1u2
(u1, u2)+

4Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Bp
′′

u1u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)2Cp

′′

u1u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Cp
′′

u1u1
(u1, u2)

)
� ãàóññîâà êðèâèçíà M.

Â Òåîðåìå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàò Òåîðåìû 1, ñôîðìóëèðîâàííûé â

ïóíêòå 1.2.5 ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî M . Ðåçóëü-

òàò, ïðèâåäåííûé â Òåîðåìå 2, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è íå çàâèñèò îò

ÿâíîãî âèäà ìåòðèê ìíîãîîáðàçèÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò åãî ãåîìåðè÷åñêèõ

èíâàðèàíòîâ. Èç Òåîðåìû 2, ïîëó÷åííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî M , ñôîðìó-

ëèðîâàíû òðè ñëåäñòâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ:

Ñëåäñòâèå 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîð-

ìóëîé (10), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M íà M âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

(λki − k(k + 1)) =

=
1

15
− 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M )dS +

1

16π2

∫
S∗M

(σav)2dv,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 2: Ïóñòü M = S2 � ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäè-

óñà, ìåòðèêà êîòîðîé çàäàíà â âèäå (9), q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà S2, òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki îïå-
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ðàòîðà −∆S2 + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
S2

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗S2

(qav)2dv − 1

24π

∫
S2

(
−∆S2q + 3q2

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 3: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîð-

ìóëîé (10), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M è äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki âîçìóùåííîãî

êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé q îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M + q

íà M , âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − λki − 1

4π

∫
M

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗M

(qav)2dv − 1

24π

∫
M

(
−∆Mq + 3q2 − 2q(KM − 1)

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî

ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãî-

îáðàçèè M â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íóëå è åäèíèöå, òàê êàê ýòè

çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî

îíè ñëèøêîì ãðîìîçäêè è ïðèâåäåíèå èõ â îñíîâíîì òåêñòå ìåøàåò

âîñïðèÿòèþ îñíîâíûõ ðàññóæäåíèé.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ïîäîëüñêîìó Âëà-

äèìèðó Åâãåíüåâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæ-

êó â ðàáîòå.
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