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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ òåîðèè ðåãóëÿ-

ðèçîâàííûõ ñëåäîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà äâóìåðíûõ ìíîãî-

îáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè. Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàí ñïåêòð,

äçåòà- è òåòà-ôóíêöèè è ïîëó÷åíû ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ âîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ðàçíûõ òèïàõ ìíîãîîáðàçèé

ñ çàìêíóòûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì.

Èçâåñòíû äâà îñíîâíûõ ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì

ñïåêòðîì: âàðèàöèîííûé ïðèíöèï (Ã. Âåéëü [37], Ð. Êóðàíò [9]) è ðåçîëü-

âåíòíûé (Ò.Êàðëåìàí [26]). Ïðåèìóùåñòâî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà â òîì,

÷òî îí íå ñòîëü ÷óâñòâèòåëåí ê ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ, ãðàíèöû îá-

ëàñòè è ò.ï., åãî æå íåäîñòàòîê â òîì, ÷òî îí íå äàåò äîñòàòî÷íî òî÷-

íûõ îöåíîê â àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ñ ðåçîëüâåíòíûì ìåòîäîì,

êîòîðûé îñíîâàí íà èçó÷åíèè ðåçîëüâåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà

(èëè äðóãîé ôóíêöèè îò íåãî) è ïîñëåäóþùåì èñïîëüçîâàíèè òàóáåðîâûõ

òåîðåì, ñâÿçàíû ìíîãèå âàæíåéøèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè ñïåêòðàëüíûõ

àñèìïòîòèê: ìåòîä ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Â.Ã.Àâàêóìîâè÷ [25] è

Á.Ì.Ëåâèòàí [10]) è ìåòîä ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ñ. Ìèíàêøèñóí-

äàðàì è À. Ïëåéëü [32]). Ïîäðîáíûé îáçîð ïî òåìàòèêå ñïåêòðàëüíîé òåî-

ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî íàéòè

â [15]. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè.

Ïóñòü N(λ) ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè îïåðàòîðà

A, íå ïðåâîñõîäÿùèõ λ. Â 1913 ãîäó Ã.Âåéëåì [36] áûë ïîëó÷åí ãëàâíûé

÷ëåí àñèìïòîòèêè N(λ) ∼ aλn/m (m-ïîðÿäîê îïåðàòîðà, n-ðàçìåðíîñòü

ìíîãîîáðàçèÿ M , íà êîòîðîì îí äåéñòâóåò) áåç îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà,

è áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòî-

òèêè N(λ), ñâÿçàííîãî ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ
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êðàåì). Ë.Õ¼ðìàíäåð [30] ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïóñòü A ñàìîñî-

ïðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà êîìïàêòíîì

ìíîãîîáðàçèè M áåç êðàÿ, òîãäà

N(λ) = aλn/m +O(λ(n−1)/m) (1)

ïðè λ→ +∞.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå (1) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü èññëå-

äîâàí, è ñåé÷àñ ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ (ñì. íàïðèìåð, [15]):

- ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ N(λ) èìååò âåéëåâñêóþ àñèìïòîòèêó, åñëè

N(λ) = aλn/m + bλ(n−1)/m + o(λ(n−1)/m), (2)

ãäå a, b - êîíñòàíòû;

- ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ N(λ) èìååò êâàçèâåéëåâñêóþ àñèìïòîòèêó, åñ-

ëè

N(λ) = aλn/m + bλ(n−1)/m +Q(λ)λ(n−1)/m + o(λ(n−1)/m), (3)

ãäå a, b - êîíñòàíòû, à Q(λ) - îãðàíè÷åííàÿ, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà

R ôóíêöèÿ;

- åñëè ôóíêöèÿ Q èç (3) èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ ωk, ωk →∞, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk},

äëÿ êîòîðîé

N((ωk + εk)
m)−N((ωk − εk)m) =

= (Q(ωk + 0)−Q(ωk − 0))ωn−1
k + o(ωn−1

k ).
(4)

Åñëè

(Q(ωk + 0)−Q(ωk − 0)) ≥ c > 0,

òî (4) îçíà÷àåò, ÷òî âîêðóã òî÷åê ωk îáðàçóþòñÿ ñòÿãèâàþùèåñÿ ê ωk ïðè
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k →∞ ãðóïïû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A1/m ñ ñóìàðíîé êðàòíî-

ñòüþ ïîðÿäêà ωn−1
k . Òàêèå ãðóïïû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàçûâàþòñÿ êëà-

ñòåðàìè, à ïðî ôóíêöèþ N(λ) ãîâîðÿò, ÷òî îíà èìååò êëàñòåðíóþ àñèìï-

òîòèêó.

Õàðàêòåð àñèìïòîòèêè N(λ) çàâèñèò îò ñâîéñòâ áèõàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî (áèëëèàðäíîãî äëÿ îïåðàòîðà íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì) ïîòîêà îïåðà-

òîðà A (ðàáîòû Äæ. Äåéñòåðìààòà è Â.Ãèéåìèíà [27], Â.ß.Èâðèÿ [7, 31],

Ä.Ã.Âàñèëüåâà [4] è äðóãèõ). Òî÷êà (x, ξ) ∈ S∗M íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-

íî ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî áèõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîòîêà F t, åñëè

F t(x, ξ) = (x, ξ), è ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ F t â òî÷êå (x, ξ, x, ξ) èìååò êàñàíèå

áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ãðàôèêîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Ãîâîðÿò,

÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íåàáñîëþòíîé ïåðèîäè÷íîñòè, åñëè ìåðà ìíîæå-

ñòâà òî÷åê èç S∗M , àáñîëþòíî ïåðèîäè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîòîêà,

ðàâíà íóëþ. Äëÿ ñëó÷àÿ íåàáñîëþòíîé ïåðèîäè÷íîñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

N(λ) èìååò âåéëåâñêóþ àñèìïòîòèêó äëÿ îïåðàòîðà íà ìíîãîîáðàçèè áåç

êðàÿ [27], äëÿ îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà [7, 31] è äëÿ îïåðàòîðà âûñîêîãî

ïîðÿäêà íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì [4], à òàê æå äëÿ çàäà÷è ñ ïñåâäîäèô-

ôåðåíöèàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [6]. Êâàçèâåéëåâñêàÿ àñèìïòîòèêà

N(λ) âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà â çàäà÷å äèôðàêöèè [21].

Çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå íåàáñîëþòíîé ïåðèîäè÷íîñòè íå âûïîëíå-

íî, èññëåäîâàíû çíà÷èòåëüíî ìåíåå ïîëíî. Íàïðèìåð [27], åñëè âñå òðàåêòî-

ðèè ïîòîêà íà ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ ïåðèîäè÷íû è èìåþò îáùèé ïåðèîä,

òî (ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè)N(λ) â ýòîì ñëó÷àå èìååò

êëàñòåðíóþ àñèìïòîòèêó.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèêè N(λ) ïðî-

âîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, â çíà÷èòåëüíîé

ñòåïåíè ðàçâèòîãî Ë.Õ¼ðìàíäåðîì â [30]. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò èñ-

ñëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé âîëíîâîé ôóíêöèè îïåðàòîðà Tr exp(itA) - ñëåäà

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðó âîëíîâîãî óðàâ-
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íåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîé òàóáåðîâîé òåîðåìû. Âîë-

íîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü ïðè t = 0 è ïðè t = ±Tj, ãäå Tj - ïåðè-

îäû òðàåêòîðèé áèõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî (áèëëèàðäíîãî) ïîòîêà. Ïîýòîìó,

äëÿ çàäà÷è ñ íåàáñîëþòíî ïåðèîäè÷åñêèì ïîòîêîì äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü

îñîáåííîñòü ëèøü ïðè t = 0 (íóëü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì òðàåêòîðèé

áèõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîòîêà, à â äàííîì ñëó÷àå äðóãèõ ïåðèîäîâ íåò).

Åñëè íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåàáñîëþòíîé ïåðèîäè÷íîñòè çàäà÷è, òî êàæ-

äîé àáñîëþòíî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè òðàåêòîðèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî-

îòâåòñòâèå ôàçîâûé ñäâèã β. Õàðàêòåð àñèìïòîòèêè N(λ) ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåòñÿ ýòèì ôàçîâûì ñäâèãîì [15]. Ôóíêöèÿ N(λ) èìååò êëàñòåðíóþ

àñèìïòîòèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íåíóëå-

âîé ìåðû â S∗M , ñîñòîÿùåå èç àáñîëþòíî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûì

îòâå÷àåò îäèí è òîò æå ôàçîâûé ñäâèã. Åñëè æå òàêîãî ìíîæåñòâà, íå ñóùå-

ñòâóåò, òî ôóíêöèÿ N(λ) èìååò êâàçèâåéëåâñêóþ àñèìïòîòèêó. Ïðè íåêîòî-

ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿQ(λ) èç óðàâíåíèÿ (3) îêàçûâàåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé.

Ïîëó÷åíèå ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà

ñòàíîâèòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èññëåäîâàíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà, êî-

ãäà äàëüíåéøåå èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì. Òàê â ñëó÷àå, êîãäà N(λ) èìååò êëàñòåðíóþ àñèìïòîòèêó

(4), íåâîçìîæíî óëó÷øåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â (2), áîëåå òîãî, íåâîçìîæ-

íî äàæå âûäåëåíèå èç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè.

Ðåãóëÿðèçîâàííûì ñëåäîì ïîðÿäêà α îïåðàòîðà A íàçûâàþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ âèäà

∑̃
k

(λαk − Ak(α)) = B(α), (5)

ãäå λk - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A, α ∈ R1, à Ak(α) è B(α) - ÿâíî

âû÷èñëÿåìûå ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà ôóíêöèè, ñèìâîë
∑̃

ìîæåò
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îçíà÷àòü êàê îáû÷íîå ñóììèðîâàíèå, òàê è ïðèìåíåíèå êàêîãî-ëèáî ìåòîäà

ñóììèðîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà òàêîãî âèäà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ áûëà ïîëó÷åíà â 1953 ãîäó â ðàáîòå [5] È.Ì. Ãåëüôàíäà è

Á.Ì. Ëåâèòàíà, ãäå â êà÷åñòâå A ðàññìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèó-

âèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì q(x),

π∫
0

q(x)dx = 0:

∞∑
n=1

(µn − n2) = −q(0) + q(π)

4
.

Ïîëó÷åíèþ ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû È.Ì. Ãåëüôàíäà,

Ë.À. Äèêîãî, Ì.Ã. Ãàñûìîãî, è Á.Ì. Ëåâèòàíà, Ð.Ô. Øåâ÷åíêî, À.Ã. Êî-

ñòþ÷åíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.Å. Ïîäîëüñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â.Á. Ëèäñêèì è Â.À. Ñàäîâíè÷èì â ðàáîòå [12] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä äî-

êàçàòåëüñòâà ôîðìóë òèïà (5) äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæ-

äåííûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè íà êîíå÷íîì

îòðåçêå ñî ñëîæíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ñâîäÿùèéñÿ ê

èçó÷åíèþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñóìì êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé ñ îïðåäåëåííîé

àñèìïòîòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Äàæå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðåãóëÿðèçî-

âàííûå ñëåäû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû (ñì. íàïðèìåð [17]),

è òîãäà âîçíèêàåò çàäà÷à èõ ñóììèðîâàíèÿ êàêèì-ëèáî ïîäõîäÿùèì ìåòî-

äîì.

Îäèí èç ïîäõîäîâ � ñóììèðîâàíèå ñëåäîâ ñî ñêîáêàìè. Ïåðâîé ðåàëè-

çàöèåé òàêîãî ïîäõîäà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.À. Ëþáèøêèíà è Ì. Ìàðòèíî-

âè÷à 1987 ãîäà [18]. Êðóïíûì ïðîäâèæåíèåì â òåîðèè ñëåäîâ ñòàëà ðàáîòà

Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.Â. Äóáðîâñêîãî [16], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð
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Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóùåííûé ãëàäêèì íå÷åòíûì âåùåñòâåííîçíà÷-

íûì ïîòåíöèàëîì íà äâóìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðå S2. Ýòîò îïåðàòîð èìååò

êëàñòåðíóþ àñèìïòîòèêó N(λ), è äëÿ íåãî ñóììèðîâàíèå ñî ñêîáêàìè ÿâ-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûëà äîêàçàíà

ôîðìóëà:

µ0 +
∞∑
k=0

[
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)

]
= − 1

8π

∫
S2

q2dS.

Ïîçæå Â. Å. Ïîäîëüñêèé [14], ïðèìåíèâ ê ýòîé çàäà÷å ñóììèðîâàíèå ïî

Àáåëþ è çàòåì ê ïîëó÷åííîé ôîðìóëå òàóáåðîâó òåîðåìó Ëèòëâóäà, äî-

êàçàë, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ áåç ñêîáîê (íî ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì èñêëþ÷åíèåì). Ïîçæå Â.Å. Ïîäîëüñêèì [33] áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷-

íûå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ñòåïåíåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ðàíãà 1. À.Í. Áîáðîâ ïðåäïðèíèìàë ïîïûòêó [2] íàéòè ñëåä îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ Öîëëÿ, íî

äîïóñòèë íåòî÷íîñòü (ïîäðîáíåå ñì. ïàðàãðàô 1.2.1 íàñòîÿùåé ðàáîòû), è

ïðèâåäåííóþ èì ôîìóëó íåëüçÿ ñ÷èòàòü îêîí÷àòåëüíî âåðíîé, íî ðåçóëüòàò

äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîé ñôåðû S2 è ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè

q ∈ C∞ áûë ïîëó÷åí. Â.À. Ñàäîâíè÷èé è Ç.Þ. Ôàçóëëèí äëÿ îïåðàòîðà

âîçìóùåííîãî ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ëó÷øåé ãëàä-

êîñòè: â 2005 ãîäó äëÿ q ∈ C2(S2) [19], à â 2011 ãîäó äëÿ q ∈ W 2
1 (S2) [20]

ïîëó÷èëè ôîðìóëó ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

[µki − k(k + 1)− c0] = 2c1,

ãäå c0 =
1

4π

∫
S2

q(ω)dω, c1 =
1

32π3

∫
S2

∫
S2

q(ω)q(ω0)√
1− (~ω, ~ω0)2

dωdω0 −
1

16π

∫
S2

q2(ω)dω,

(~ω, ~ω0) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~ω = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)
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è ~ω0 = (cosϕ0 sin θ0, sinϕ0 sin θ0, cos θ0).

Äðóãîé ïîäõîä � ñóììèðîâàíèå ïî Àáåëþ. Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðè-

ìåíåí Â.Á. Ëèäñêèì â [11] â âîïðîñàõ ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-

ÿì íåêîòîðûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîçæå ýòîò

ìåòîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåí Â.À. Ëþáèøêèíûì è Â.Å. Ïîäîëüñêèì â

ðàáîòå [13], ãäå áûëà ïðåäëîæåíà ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ ìåòîäîì Àáå-

ëÿ ïåðâûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà m > 0 íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n.

Ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå ýòîãî èññëåäîâàíèÿ m/n > 1 áûëî ñíÿòî äëÿ

êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1 â óæå óïîìèíàâøèõñÿ

ðàáîòàõ Â.Å. Ïîäîëüñêîãî [14] è [33].

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ÿâíûõ ôîðìóë ðåãó-

ëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâó-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Ñíà÷àëà ìû

äîêàçûâàåì ôîðìóëó ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð

ðàññìàòðèâàåòñÿ íà íå ðàññìàòðèâàâøååìñÿ ðàíåå â çàäà÷àõ ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè òèïå ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè (ìåòðèêà êîòî-

ðîãî çàäàíà â ÿâíîì âèäå), à çàòåì áóäåò ïðèâåäåíî îáîáùåíèå ðåçóëüòà-

òà íà äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, ñ ïîìîùüþ

ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòðèêè â àáñòðàêòíîì âèäå. Â îñíîâå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷ ëåæèò ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ òåîðèè ðåãóëÿðèçîâàí-

íûõ ñëåäîâ ê ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì (ÏÄÎ), äåéñòâóþùèì

íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ áåç êðàÿ, ñ ïåðèîäè÷åñêèì ãàìèëüòîíîâûì

ïîòîêîì. Åñëè ó ìíîãîîáðàçèÿ ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê çàìêíóò, òî îïåðàòîð

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè âõîäèò â ýòîò êëàññ.

Ïóñòü M - êîìïàêòíîå ñâÿçíîå C∞-ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ ðàçìåðíîñòè

2, A � ýëëèïòè÷åñêèé ÏÄÎ ïîðÿäêà 2 è A ∈ Ψ2
phg(M), ãäå Ψ2

phg(M) �
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êëàññ ïîëèîäíîðîäíûõ1 ÏÄÎ ïîðÿäêà 2 íà M [23]. Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî íàM ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ, ïðè÷åì A�

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â

L2
p(M):

(u, v)L2
ρ(M) =

∫
M

uv̄ρ, u, v ∈ C∞(M),

è ñòðîãî ïîëîæèòåëåí.

A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé è äèñêðåòíûì ñïåê-

òðîì, êîòîðûé ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé

êðàòíîñòè, êîòîðûå ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ òîëüêî ê +∞. Îáîçíà÷èì ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ÷åðåç {λk}∞k=1 ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåñü ñïåêòð A ëåæèò íà ëó÷å

(0,+∞) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îïåðàòîð A + cI ñ

ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòîé c > 0).

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ïëîòíîñòåé Ω íàM . Ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ Ω, âû-

ðàæåííîå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, x2 - ýòî ôóíêöèÿ u, òàêàÿ ÷òî ìåðà

u|dx| íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (|dx| îáîçíà÷àåò ìåðó

Ëåáåãà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ). Äëÿ ôóíêöèè u′, ïðåäñòàâëÿþùåé ðàñ-

ñìàòðèâàåìîå ñå÷åíèå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x′ èìååì

u′|dx′| = u|dx|.

Äëÿ ëþáîãî a ∈ C ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü Ωa ðàññëîåíèÿ Ω, çàìåíèâ

çàïèñàííûé âûøå çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ íà

u′|dx′|a = u|dx|a;
1Íèæíèé èíäåêñ phg ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì îò polyhomogeneous (ïîëèîäíîðîäíîñòü). ÏÄÎ íàçû-

âàþò ïîëèîäíîðîäíûì, åñëè åãî ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ ïîëèîäíîðîäíîé ôóíêöèåé, òî åñòü ôóíêöèåé âèäà

a(x, ξ) ∼
∞∑
j=0

aj(x, ξ), ãäå ôóíêöèÿ aj îäíîðîäíà ñòåïåíèm−j ïî ξ ïðè |ξ| > 1, ãäåm - ïîðÿäîê ÏÄÎ [23].
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áîëåå ôîðìàëüíî, ðàññëîåíèå Ωa ñòðîèòñÿ ïî ôóíêöèÿì ïåðåõîäà

gκκ′ = | det(κ ◦ κ′−1)′|a ◦ κ′ â Mκ ∩Mκ′,

ãäå κ è κ′ - ïðîèçâîëüíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â êîîðäèíàòíûõ îêðåñò-

íîñòÿõ Mκ è Mκ′. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì îïåðåäåëèòü ðàññëîåíèå ïîëó-

ïëîòíîñòåé � Ω1/2 è â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ ïîëó-

ïëîòíîñòåé ÷åðåç C∞(M,Ω1/2).

Äàëüøå îòìåòèì, ÷òî åñëè E è F - êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîå-

íèÿ êëàññà C∞ íàä C∞-ìíîãîîáðàçèåì M , òî ÏÄÎ ïîðÿäêà 2 èç ñå÷åíèé

ðàññëîåíèÿ E â ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ F - ýòî íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðà-

æåíèå:

A′ : C∞0 (M,E)→ C∞(M,F ),

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñò-

âà Y ⊂ M , íàä êîòîðûìè ðàññëîåíèÿ E è F òðèâèàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ

îòîáðàæåíèé

φE : E|Y → Y × C, φF : F|Y → Y× Cf,

ñóùåñòâóåò f × e - ìàòðèöà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ A′ij ∈

Ψ2
phg(Y ), òàêàÿ ÷òî

(φF (A′u)|Y )i =
∑

A′ij(φEu)j, u ∈ C∞0 (Y,E).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü, ÷òî A′ ∈ Ψ2
phg(M ;E,F ).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð P , äåéñòâóþùèé â ñå÷åíèÿõ ðàññëîå-

íèÿ ïîëóïëîòíîñòåé ïî ôîðìóëå:

Pu = ρ1/2A(uρ−1/2), u ∈ C∞(M,Ω1/2),
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ãäå ρ - ïîëîæèòåëüíàÿ ôèêñèðîàííàÿ ïëîòíîñòü íà M . Ýòà ôîðìóëà îïðå-

äåëÿåò êëàññè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé ÏÄÎ èç Ψ2
phg(M ; Ω1/2,Ω1/2), äëÿ êî-

òîðîãî (Pu, v) = (u, Pv), u, v ∈ C∞(M,Ω1/2). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî

îïåðàòîðà ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A, à ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A óìíîæå-

íèåì íà ρ1/2.

Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëíîãî ñèìâîëà îïåðàòîðà P

σ(P ) ∼
∞∑
j=0

pj(x, ξ)

ìîæíî îïðåäåëèòü ãëàâíûé p(x, ξ) è ñóáãëàâíûé sub(x, ξ) ñèìâîëû îïåðà-

òîðà P ïî ïðàâèëó

p(x, ξ) = p0(x, ξ),

sub(x, ξ) = p1(x, ξ)−
1

2i

2∑
k=1

∂2p0(x, ξ)

∂xk∂ξk
,

ãäå pj(x, ξ) � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ïî ξ ôóíêöèè ïîðÿäêà 2− j:

pj(x, tξ) = t2−jpj(x, ξ), t > 0.

Ïðè ýòîì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà P =
∑
|α|≤2

pα(x)Dα, D =
1

i

∂

∂x

èìååì ñîîòâåòñòâåííî

p(x, ξ) =
∑
|α|=2

pα(x)ξα,

sub(x, ξ) =
∑
|α|=1

pα(x)ξα − 1

2i

2∑
k=1

∂2p(x, ξ)

∂xk∂ξk
.

Äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ ïîëóïëîòíîñòåé,

ãëàâíûé è ñóáãëàâíûé ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíî îïðåäåëåííûìè

ôóíêöèÿìè íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ T ∗M \ {0}.

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó T ∗M , ïîðîæäåííóþ
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ãëàâíûì ñèìâîëîì îïåðàòîðà P 1/2:


∂x(t)

∂t
=
∂p1/2(x, ξ)

∂ξ
,

∂ξ(t)

∂t
= −∂p

1/2(x, ξ)

∂x
,

(6)

ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, (x, ξ) � êîîðäèíàòû â T ∗M , èíäóöè-

ðîâàííûå íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â M . Èçâåñòíî, ÷òî

âåêòîðíîå ïîëå Hp1/2 íà T
∗M , îïåðåäåëÿåìîå ïðàâûìè ÷àñòÿìè â (6), íå

çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â M .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãàìèëüòîíîâ ïîòîê F t(x, ξ), ÿâëÿþùèéñÿ ìíî-

æåñòâîì òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ Hp1/2 (äåéñòâèå ïîòîêà F t(x, ξ),

−∞ < t < +∞, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà (x, ξ) ∈ T ∗M ïåðåõîäèò

â òî÷êó (x(t), ξ(t)) ∈ T ∗M , ÿâëÿþùóþñÿ çíà÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x, ξ(0) = ξ.

Îñîáåííîñòè òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ F t(x, ξ) è èõ ïðîåêöèé íà

M (áèõàðàêòåðèñòèê îïåðòîðà P ) íåñóò èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå ñàìîãî

îïåðàòîðà è åãî àñèìèïòîòèêå [15]. Òàê åñëè äëÿ îïåðàòîðà P íà ñâÿçíîì

ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. Âñå òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ Hp1/2 çàìêíóòû è èìåþò íàè-

ìåíüøèé îáùèé ïåðèîä T .

Òî åñòü, áèõàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà P íà M ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè

çàìêíóòûìè êðèâûìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïðè ëþáûõ ôèêñèðî-

âàííûõ (x, ξ) ïîòîê F t(x, ξ) ïåðèîäè÷åí ïî t ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì

T .

2. β(T, x, ξ) ≡ β0 = const íà T ∗M \ {0}.

Çäåñü β(T, x, ξ) - ñäâèã ôàçû äëÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè
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F t(x, ξ), 0 ≤ t < T , ãäå F T (x, ξ) = (x, ξ), îïðåäåëåí êàê

β(T, x, ξ) = βc(T, x, ξ) + βs(T, x, ξ),

ãäå βs(T, x, ξ) = −

1

2

T∫
0

p−1/2(F t(x, ξ))sub(F t(x, ξ))dt


2π

,

βc(T, x, ξ) =
απ

2
, çäåñü [·]2π - âû÷åò ïî ìîäóëþ 2π, α - èíäåêñ Ìàñëîâà

òðàåêòîðèè γ,

òî ñ òî÷íîñòüþ äî o(λ) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà P 1/2 ñîäåðæàò-

ñÿ â îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ âèäà (µk+εk, µk−εk), ãäå µk = (2πk−β0)T
−1,

εk → 0.

Óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì, êîòîðûé è áóäåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Îïèøåì ñòðóêòóðó äàííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îäíîé ãëà-

âû, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Â îñíîâíîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûì

ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ:

Â ïóêòå 1.1.1 îïèñàíî ìíîãîîáðàçèå ML, íà êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè (ìíîãîîáðàçèå áûëî ïî-

ñòðîåíî è èçó÷åíî â ìîíîãðàôèè À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [3]).

Ìåòðèêà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà ê ñôåðî-

êîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (v1, v2, v3) â R3:

x2 =
v1(a+ v2)(a+ v3)

(a− b)(a− c)
, y2 =

v1(b+ v2)(b+ v3)

(b− a)(b− c)
, z2 =

v1(c+ v2)(c+ v3)

(c− a)(c− b)
;

ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû â ñôåðî-êîíè÷åñêèõ êîîðäèíà-
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òàõ (v1 = x2 + y2 + z2 = 1):

ds2
0 =

1

4
(v2 − v3)

(
− dv2

2

P (v2)
+

dv2
3

P (v3)

)
,

ãäå P (v) = (a+ v)(b+ v)(c+ v);

è ïîñëåäóþùèì âîçìóùåíèåì ýòîé ìåòðèêè:

ds2
α,β =

1

4
(v2 − v3)

(
− dv2

2

Q(v2)
+

dv2
3

R(v3)

)
, ãäå (7)

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x > 0, z > 0;

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x < 0, z > 0;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x > 0, z < 0;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè ñîîòâ. x < 0, z < 0;

è Q±(v2) =

(
1√
−P (v2)

± α(v2)

)−2

, R±(v3) =

(
1√
P (v3)

±β(v3)

)−2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî öåëîå ñåìåéñòâî C∞-ãëàäêèõ ìåòðèê ds2
α,β (ïî-

ïàðíî íåèçîìåòðè÷íûõ) íà äâóìåðíîé ñôåðå, çàâèñÿùåå îò äâóõ ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïàðàìåòðîâ α è β, è òàêèõ, ÷òî

1) âñå ãåîäåçè÷åñêèå ýòèõ ìåòðèê çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó;

2) âñå ýòè ìåòðèêè ds2
α,β ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé

ñôåðû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè α = 0, β = 0 ìåòðèêà ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷-

íóþ ìåòðèêó ds2
0 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà ñôåðå;

3) âñå ìåòðèêè ds2
α,β çàäàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè.

Â ïóíêòå 1.1.2 îïèñàí ñàì îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðà-

çèè ML: ïðèâåäåí åãî ÿâíûé âèä íà íåì, èññëåäîâàí è îïèñàí åãî ïîëíûé

ñèìâîë è åãî êîìïîíåíòû, îïèñàí åãî áèõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîòîê è âûäå-

ëåíû îñîáåííîñòè åãî òðàåêòîðèé.

Â ïóíêòå 1.1.3 èçëîæåíû îñíîâíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà
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Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè-

÷åñêèìè (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èõ êðàòíîñòü, ñâÿçü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà), à òàê æå ïðèâåäåíû èçâåñò-

íûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû â òåîðèè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå è âû÷èñëåíèå ðåãóëÿðè-

çîâàííîãî ñëåäà âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íàML. Äëÿ

ýòîãî â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ:

1) ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà −∆̃ML íàML, ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà κki êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå, òî åñòü κki = k(k + 1), ãäå

k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k+1. Òàêæå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå òåòà-ôóíêöèÿ

ýòîãî îïåðàòîðà F (t) ∼ t−1
∞∑
j=0

fjt
j ïðè t→ 0;

2) îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆ML íàML ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λki

è òåòà-ôóíêöèåé L(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

ljt
j ïðè t→ 0;

3) âîçìóùåííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè−∆ML+q íàML ñ ñîáñòâåí-

íûìè ÷èñëàìè µki è òåòà-ôóíêöèåé M(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

mjt
j ïðè t→ 0.

Â ïóíêòå 1.2.1 ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ −∆ML è −∆̃ML, êîòîðàÿ èìååò âèä:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
=

= f2 − l2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv,

ãäå σav îïðåäåëåí íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, a0 =
f1 − l1
f0

, li - êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèè F (t).

Â ïóíêòå 1.2.2. ñòðîèòñÿ ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîá-
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ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ −∆ML + q è −∆ML, êîòîðàÿ èìååò âèä:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

(µki − λki)− b0(2k + 1)

)
=

= l2 −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv,

ãäå qav îïðåäåëåí íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, b0 =
l1 −m1

l0
, li - êî-

ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è mi - êîýôôèöèåíòû ðàçëî-

æåíèÿ òåòà-ôóíêöèè M(t).

Â ïóíêòå 1.2.3 èç ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïóíêòàõ 1.2.1 è 1.2.2, âûâîäèòñÿ

îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà èñêîìîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)− (a0 + b0)(2k + 1)

)
=

= f2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv, (8)

ãäå σav è qav îïðåäåëåíû íèæå â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1, a0 =
f1 − l1
f0

,

b0 =
l1 −m1

l0
,mi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèèM(t), li - êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèè F (t).

Â ïóíêòå 1.2.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü äçåòà-ôóíêöèè è òåòà-ôóíêöèè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè è ïðèâîäèòñÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ

êîýôôèöèåíòîâ òåòà-ôóíêöèé îïåðàòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè

ôîðìóëû (8).

Â ïóíêòå 1.2.5. ïðîâîäÿòñÿ âñå âû÷èñëåíèÿ íåäîñòàþùèõ êîýôôèöèåí-
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òîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà:

m0 = 1,m1 =
1

3
− 1

4π

∫∫
ML

q(v2, v3)
√
detgdv2dv3,

m2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3+

+
1

24π

∫∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)KML

)√
detgdv2dv3,

l0 = 1, l1 =
1

3
, l2 =

1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3,

f0 = 1, f1 =
1

3
, f2 =

1

15
,

ãäå KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R

′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðèâèç-

íà ML, è
√
detg =

v2 − v3

4
√
−Q(v2)R(v3)

- êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Çäåñü æå ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîãî ïàðàãðàôà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ML � ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå íåêîòîðûì ôóíêöè-

îíàëüíûì ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ïî÷òè ëèóâèëëåâûõ ìåòðèê íà ñôåðå è

îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè (7). Åñëè q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ML, òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà

−∆ML + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
ML

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv +
1

15
−

− 1

60π

∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)dS − 1

24π

∫
ML

(
−∆MLq + 3q2 − 2q(KML − 1)

)
dS,
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ãäå KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R

′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðè-

âèçíà ML, dS - ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ML, S∗ML - ðàññëîåíèå

åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, dv - êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà

îáúåìà íà S∗ML, qav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(q)dt, ãäå Ξ - ãàìèëüòîíîâî âåêòîð-

íîå ïîëå íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗ML \ {0}, îïðåäåëÿåìîå ðèìàíî-

âîé ñòðóêòóðîé íà ML, σav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(σ)dt, ãäå σ =
1

4
(KML − 1+1

3
(KML)vu

3

r∫
0

(KML)vJ
3ds− (KML)vu

2J

r∫
0

(KML)vuJ
2ds

), ãäå v - åäè-

íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé γ, J(r, ω) - îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü

â ãåîäåçè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u

è v - ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßêîáè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ

ñ óñëîâèÿìè

 u(0) v(0)

u̇(0) v̇(0)

 =

 1 0

0 1

.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà âîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå îáùå-

ãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà ìåòðèêà ìíîãîîáðàçèÿ çàäàíà â àáñòðàêòíîì âèäå.

Â ïóíêòå 1.3.1 îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå M ∈ SC2π (ãåîäåçè÷åñêèå

çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó 2π), ìåòðèêà êîòîðîãî ïîëó÷åíà âîç-

ìóùåíèåì ìåòðèêè åäèíè÷íîé ñôåðû, çàäàííîé â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ

(u1, u2)

ds2 = A(u1, u2)du
2
1 + 2B(u1, u2)du1du2 + C(u1, u2)du

2
2, (9)

è èìååò âèä

ds2
p = Ap(u1, u2)du

2
1 + 2Bp(u1, u2)du1du2 + Cp(u1, u2)du

2
2, (10)
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ïðè÷åì Ap(u1, u2) = A(u1, u2) + PA(u1, u2), Bp(u1, u2) = B(u1, u2) +

PB(u1, u2), Cp(u1, u2) = C(u1, u2) + PC(u1, u2), òî åñòü âîçìóùåíèÿ òàêîâû,

÷òî ïðè îáíóëåíèè ôóíêöèé PA(u1, u2), PB(u1, u2), PC(u1, u2) ìû ïîëó÷èì

ñòàíäàðòíóþ ìåòðèêó ñôåðû ds2.

Â ïóíêòå 1.3.2 îïèñàí ñàì îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðà-

çèè M : ïðèâåäåí åãî ÿâíûé âèä íà íåì, èññëåäîâàí è îïèñàí åãî ïîëíûé

ñèìâîë è åãî êîìïîíåíòû.

Â ïóíêòå 1.3.3 ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêè òåòà-ôóíêöèé F̂ (t), L̂(t),

M̂(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ −∆̃M , −∆M , −∆M + q, âçÿòûõ óæå íà

ïðîèçâîëüíîìM , àíàëîãè÷íû àñèìïòîòèêàì, ïîëó÷åíûì â ïóíêòå 1.2.5, òî

åñòü íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò âèäà ìåòðèêè M , à çàâèñÿò

òîëüêî ëèøü îò èíâàðèàíòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîîáðàçèÿ. Âñå êîýô-

ôèöèåíòû áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram Mathematica 9 [35], òàê êàê ïðè çàäàíèè

ìåòðèêè â îáùåì âèäå (10), ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ âðó÷íóþ ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âèä ýòèõ àñèìïòîòèê ïðåäñòàâ-

ëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â âèäå Ëåììû:

Ëåììà 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîðìóëîé

(10), òîãäà äëÿ òåòà-ôóíêöèé F̂ (t), L̂(t), M̂(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îïå-

ðàòîðîâ −∆̃M , −∆M , −∆M + q âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïðè

t→ 0:

F̂ (t) = t−1 +
1

3
+

1

15
t+O(t2),

L̂(t) = t−1 +
1

3
+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS

 t+O(t2),
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M̂(t) = t−1 +

1

3
− 1

4π

∫
M

qdS

+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS +

+
1

24π

∫
M

(−∆Mq + 3q2 − 2qKM)dS

 t+O(t2),

ãäå KM =
1

4 (Bp(u1, u2)2 − Ap(u1, u2)Cp(u1, u2))
2×(

Cp(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)

2 − 2Bp(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)+

Ap(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)Cp

′

u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)

2Ap
′′

u2u2
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Ap
′′

u2u2
(u1, u2)− 2Cp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2)+

Bp(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2) + 4Bp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−Bp(u1, u2)Ap

′

u2
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+

Cp(u1, u2)Ap
′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)− 2Bp(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+

Ap(u1, u2)Cp
′

u1
(u1, u2)

2 − 4Bp(u1, u2)
2Bp

′′

u1u2
(u1, u2)+

4Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Bp
′′

u1u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)

2Cp
′′

u1u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Cp
′′

u1u1
(u1, u2)

)
� ãàóññîâà êðèâèçíà M.

Â Òåîðåìå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàò Òåîðåìû 1, ñôîðìóëèðîâàííûé â

ïóíêòå 1.2.5, ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî M . Ðåçóëü-

òàò, ïðèâåäåííûé â Òåîðåìå 2, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è íå çàâèñèò îò

ÿâíîãî âèäà ìåòðèê ìíîãîîáðàçèÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò åãî ãåîìåðè÷åñêèõ

èíâàðèàíòîâ. Èç Òåîðåìû 2, ïîëó÷åííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî M , ñôîðìó-

ëèðîâàíû òðè ñëåäñòâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ:

Ñëåäñòâèå 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîð-

ìóëîé (10), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà
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Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M íà M âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

(λki − k(k + 1)) =

=
1

15
− 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS +

1

16π2

∫
S∗M

(σav)2dv,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 2: Ïóñòü M = S2 � ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäè-

óñà, ìåòðèêà êîòîðîé çàäàíà â âèäå (9), q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà S2, òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki îïå-

ðàòîðà −∆S2 + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
S2

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗S2

(qav)2dv − 1

24π

∫
S2

(
−∆S2q + 3q2

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 3: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîð-

ìóëîé (10), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M è äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki âîçìóùåííîãî

êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé q îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M + q

íà M , âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − λki − 1

4π

∫
M

qdS

 =
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=
1

16π2

∫
S∗M

(qav)2dv − 1

24π

∫
M

(
−∆Mq + 3q2 − 2q(KM − 1)

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-

äîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèè

M â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íóëå è åäèíèöå, òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî îíè ñëèøêîì

ãðîìîçäêè è ïðèâåäåíèå èõ â îñíîâíîì òåêñòå ìåøàåò âîñïðèÿòèþ îñíîâ-

íûõ ðàññóæäåíèé.

***

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,

äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ïîäîëüñêîìó Âëàäèìèðó Åâãåíüå-

âè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

ÔÎÐÌÓËÛ ÑËÅÄÎÂ ÄËß ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

ËÀÏËÀÑÀ-ÁÅËÜÒÐÀÌÈ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ Ñ

ÇÀÌÊÍÓÒÛÌ ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎÒÎÊÎÌ

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1.1. Ìíîãîîáðàçèå ML

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå ïîñëóæèëî

òîë÷êîì äëÿ íîâûõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè èçó÷åíèÿ ñïåêòðà äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì áè-

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîòîêîì. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè (

[27], [38] è äð.) ïîêàçàëè, ÷òî ñïåêòð òàêèõ îïåðàòîðîâ õîðîøî ëîêàëè-

çóåòñÿ âîêðóã ñïåêòðà íåâîçìóùåííîãî (îòâå÷àþùåãî ãëàâíîìó ñèìâîëó)

îïåðàòîðà. Â ýòîé òåîðèè îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, âîçìóùåííûé îïå-

ðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ, íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûì

ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìîäåëüíûì ïðèìåðîì.

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò âû÷èñëåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà

îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ìíîãîîáðàçèè, çàäàííîì

íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëüíûì ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ïî÷òè ëèóâèëëåâûõ ìåò-

ðèê íà ñôåðå (÷òî äîñòèãàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà â ñôåðî-êîíè÷åñêèå

êîîðäèíàòû è âîçìóùåíèåì ïîëó÷èâøåéñÿ ìåòðèêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî çà-

ìêíóòîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñîõðàíÿåòñÿ).

Íàïîìíèì, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè M 2 íàçû-

âàåòñÿ ëèóâèëëåâîé [3], åñëè â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ x è y îíà çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå ds2 = (f(x)+g(y))(dx2+dy2), ãäå f(x) è g(y) � ïðîèçâîëüíûå

ãëàäêèå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè; è íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ëèóâèëëåâîé, åñëè

îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ds2 = (f(x) + g(y))(α(x)dx2 + β(y)dy2), ãäå f(x),

g(y), α(x) è β(y) � ãëàäêèå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè (èíîãäà â ëèòåðàòóðå
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èìåííî ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ëèóâèëëåâîé). Ïðè ýòîì íå òðóäíî ïðèâå-

ñòè ïî÷òè ëèóâèëåâó ìåòðèêó ê ëèóâèëëåâîé çàìåíîé x′ =

∫ √
α(x)dx,

y′ =

∫ √
β(y)dy.

Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ìû áóäåì èçó÷àòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, ïîñòðîåíî è èçó÷åíî À.Â. Áîëñèíîâûì è

À.Ò. Ôîìåíêî â [3], ãäå äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî C∞-ãëàäêèõ

ìåòðèê ds2
α,β (ïîïàðíî íåèçîìåòðè÷íûõ) íà äâóìåðíîé ñôåðå, çàâèñÿùåå

îò äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ α è β, è òàêèõ, ÷òî

1) âñå ãåîäåçè÷åñêèå ýòèõ ìåòðèê çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó;

2) âñå ýòè ìåòðèêè ds2
α,β ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé

ñôåðû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè α = 0, β = 0 ìåòðèêà ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷-

íóþ ìåòðèêó ds2
0 ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà ñôåðå;

3) âñå ìåòðèêè ds2
α,β çàäàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ìåòðèê. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íà ñôåðå â ëèóâèëëåâîì âèäå íåîáõîäèìî

ïåðåéòè ê ñïåöèàëüíûì êîîðäèíàòàì â R3, íàçûâàþùèìèñÿ ñôåðî-êîíè-

÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè è ïîëó÷àþùèìèñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì èç ýë-

ëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Ñôåðî-êîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû v2, v3 ïîëó÷àþòñÿ òîãäà, êàê êîðíè óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

x2

a+ v
+

y2

b+ v
+

z2

c+ v
= 0,

òðàêòóåìîãî êàê ïðåäåë êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

x2

a+ v
+

y2

b+ v
+

z2

c+ v
= 1,

êîãäà òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è ïåðâàÿ

ñôåðî-êîíè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà v1 - ýòî ïðîñòî ñóììà êâàäðàòîâ: v1 = x2 +
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y2 + z2.

Èòàê, ðàññìîòðèì â R3 ñôåðî-êîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (v1, v2, v3). ßâ-

íûå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z, ÷åðåç ñôåðî-

êîíè÷åñêèå v1, v2, v3, òàêîâû:

x2 =
v1(a+ v2)(a+ v3)

(a− b)(a− c)
,

y2 =
v1(b+ v2)(b+ v3)

(b− a)(b− c)
,

z2 =
v1(c+ v2)(c+ v3)

(c− a)(c− b)
.

Âûïèñûâàåì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâó ìåòðèêó

ds2 = dx2 + dy2 + dz2

â R3, à çàòåì, îãðàíè÷èâàÿ ýòó ìåòðèêó íà ñòàíäàðòíóþ ñôåðó (êîòîðàÿ

çàäàåòñÿ â ñôåðî-êîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðîñòûì óðàâíåíèåì v1 = 1),

ïîëó÷àåì âèä ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè äâóìåðíîé ñôåðû â ñôåðî-êîíè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ:

ds2
0 =

1

4
(v2−v3)

(
− 1

(a+ v2)(b+ v2)(c+ v2)
dv2

2 +
1

(a+ v3)(b+ v3)(c+ v3)
dv2

3

)
èëè

ds2
0 =

1

4
(v2 − v3)

(
− dv2

2

P (v2)
+

dv2
3

P (v3)

)
,

ãäå P (v) = (a+ v)(b+ v)(c+ v).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòðèêè ds2
0 â ëèóâèëëåâîì âèäå îáåñïå÷èâàåò íà-

ëè÷èå êâàäðàòè÷íîãî èíòåãðàëà åå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà [3], à çíà÷èò è

ñòðóêòóðó ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ íà ðàññëîåíèè åäèíè÷íûõ êîêàñàòåëüíûõ

âåêòîðîâ. Ýòî ñëîåíèå èìååò ÷åòûðå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà òî-

ðîâ Ëèóâèëëÿ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðîãî ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü ôîðìóëó
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äëÿ ôóíêöèè âðàùåíèÿ:

ρ(t)S2 =

 −a∫
−t

N(u, t)du

/ −b∫
−c

N(u, t)du

 ,

ãäå N(u, t) =
1√

−P (u)(u+ t)
, t ∈ (a, b). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

ρ(t)S2 ≡ 1,

÷òî ýêâèâàëåíòíî çàìêíóòîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ, ëåæàùèõ íà òîðàõ èç

ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà, òàê êàê íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

çàìêíóòîñòè âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ èìååò âèä ρ = const =
p

q
∈ Q (Ã. Äàðáó).

Âàæíî, ÷òî ìåòðèêè âðàùåíèÿ áåç îñîáåííîñòåé ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷èñ-

êèìè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè p = 1, q = 1.

Äàëåå â [3] ñòðîÿòñÿ âîçìóùåíèÿ ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè ñôåðû òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ âðàùåíèÿ íå èçìåíèëàñü, òî åñòü îñòàëàñü ðàâíîé

åäèíèöå. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó ìåòðèêè ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ÷åòûðå îòäåëüíûå ôîðìóëû íà ÷åòûðåõ îáëàñòÿõ:

I : x > 0, z > 0;

II : x < 0, z > 0;

III : x > 0, z < 0;

IV : x < 0, z < 0.

(1.1)

Íà êàæäîé èç ÷åòûðåõ îáëàñòåé ôóíêöèè P (v2) è P (v3) ìîæíî çàäàòü

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà (ñâîåé ôîðìóëîé), ëèøü òðåáóÿ èõ ãëàäêîé ñòû-

êîâêè íà ãðàíèöàõ óêàçàííûõ îáëàñòåé, òàêæå ýòè ÷åòûðå ìåòðèêè (íà

ðàçíûõ îáëàñòÿõ) ìîæíî çàäàòü ðàçíûìè ôóíêöèÿìè, à âìåñòî ôóíêöèé

P (v2) è P (v3), çàäàâàåìûõ îäíîé ôóíêöèåé P , ìîæíî âçÿòü äâå ðàçíûå
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(òîëüêî îò ðàçíûõ àðãóìåíòîâ), íàïðèìåð, Q è R:

g =
1

4
(v2 − v3)

(
− dv2

2

Q(v2)
+

dv2
3

R(v3)

)
, ãäå

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè I;

Q(v2) = Q+(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè II;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R+(v3), íà îáëàñòè III;

Q(v2) = Q−(v2), R(v3) = R−(v3), íà îáëàñòè IV;

(1.2)

Ñòðóêòóðà ëèóâèëëåâà ñòðîåíèÿ äëÿ ìåòðèê ds2(Q+, Q−, R+, R−) ïîë-

íîñòüþ àíàëîãè÷íà, à ôóíêöèÿ âðàùåíèÿ íà àíàëîãè÷íîì ñåìåéñòâå òîðîâ

çàïèñûâàåòñÿ êàê:

ρ(t)âîçìóùåííîé ñôåðû =

 −a∫
−t

N2(u, t)du

/ −b∫
−c

N3(u, t)du

 ,

ãäå

N2(u, t) =
1√
u+ t

(
1√
−Q+(u)

+
1√
−Q−(u)

)
,

N3(u, t) =
1√
−u− t

(
1√
R+(u)

+
1√
R−(u)

)
.

Äàëåå, ïðè âûáîðå Q+, Q−, R+, R− òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

ρ(t)âîçìóùåííîé ñôåðû ≡ 1,

(÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ãàðàíòèðóåò çàìêíóòîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ). È, îêîí÷à-

òåëüíî, â [3] ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ óêàçàííûõ âîçìóùåíé ñòàí-
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äàðòíîé ìåòðèêè ñôåðû, íå ìåíÿþùèõ ôóíêöèþ âðàùåíèÿ:

Q+(v2) =

(
1√
−P (v2)

+ α(v2)

)−2

,

Q−(v2) =

(
1√
−P (v2)

− α(v2)

)−2

,

R+(v3) =

(
1√
P (v3)

+ β(v3)

)−2

,

R−(v2) =

(
1√
P (v3)

− β(v3)

)−2

,

çäåñü α è β - ïî÷òè ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè, ñ òðåáîâàíèåì òîãî,

÷òîáû èõ äîáàâëåíèå íå ìåíÿëî àñèìïòîòèêè (äî âçÿòèÿ òðåòüåé ïðîèçâîä-

íîé) ôóíêöèè P (v) â òî÷êàõ v = −a,−b,−c, è ÷òîáû âûðàæåíèå â ñêîáêàõ

âñåãäà îñòàâàëîñü ïîëîæèòåëüíûì. Â îñòàëüíîì ôóíêöèè α è β ïðîèçâîëü-

íû.

Òàêèì îáðàçîì, â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà ñòàíäàðòíîé ñôåðû äîïóñ-

êàåò ìíîãî âîçìóùåíèé (ïðè÷åì, ýòè âîçìóùåíèÿ äàæå íå îáÿçàíû áûòü

ìàëûìè), ñîçðàíÿþùèõ çàìêíóòîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.

Âñþäó äàëüøå, áóäåì îáîçíà÷àòü íàøå ìíîãîîáðàçèå ML (ãäå, áóêâîé

L, áóäåì íàïîìèíàòü î ëèóâèëëåâîñòè ìåòðèêè), à ñàìó ìåòðèêó áóäåì

çàïèñûâàòü ïðîñòî êàê

g =
1

4
(v2 − v3)

(
− dv2

2

Q(v2)
+

dv2
3

R(v3)

)
,

ïîíèìàÿ åå ïðè ýòîì íà êàæäîé îáëàñòè â ñìûñëå (1.2).

1.1.2. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèè ML

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð −∆ML + q, ãäå q - îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîì-

ïëåêñíîçíà÷íóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ íà ML.
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Äëÿ âûðàæåíèÿ â ÿâíîì âèäå îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ML

â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (v2, v3) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé (íà-

ïðèìåð, [24]):

∆ =
1√

det(gij)

n∑
i,j

∂

∂xi

(√
det(gij) · gij

∂

∂xj

)
, (1.3)

çäåñü gij - ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, gij - ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðè-

öû.

Â êîîðäèíàòàõ (v2, v3) îïåðàòîð −∆ML + q áóäåò èìåòü âèä:

−∆ML + q =

4Q(v2)

v2 − v3

∂2

∂2v2
− 4R(v3)

v2 − v3

∂2

∂2v3
+

2Q′(v2)

v2 − v3

∂

∂v2
− 2R′(v3)

v2 − v3

∂

∂v3
+ q(v2, v3). (1.4)

Ïîëíûé ñèìâîë îïåðàòîðà −∆ML + q:

a(v2, v3, ξ, η) = −4Q(v2)

v2 − v3
ξ2 +

4R(v3)

v2 − v3
η2 +

2iQ′(v2)

v2 − v3
ξ − 2iR′(v3)

v2 − v3
η + q(v2, v3)

ìîæíî ðàçáèòü íà îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû:

a2(v2, v3, ξ, η) = −4Q(v2)

v2 − v3
ξ2 +

4R(v3)

v2 − v3
η2.

a1(v2, v3, ξ, η) =
2iQ′(v2)

v2 − v3
ξ − 2iR′(v3)

v2 − v3
η; (1.5)

a0(v2, v3, ξ, η) = q(v2, v3);

Çàôèêñèðóåì ïëîòíîñòü íà íàøåì ìíîãîîáðàçèè

ρP =
√
detgdx =

v2 − v3

4
√
−Q(v2)R(v3)

dv2dv3

è ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó P , äåéñòâóþùåìó â ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ ïîëóïëîò-
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íîñòåé (ML,Ω1/2) ïî ôîðìóëå:

Pu = ρ
1/2
P (−∆ML)(uρ

−1/2
P ), u ∈ C∞(ML,Ω1/2). (1.6)

Òàê îïðåäåëåí êëàññè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð èç Ψ2
phg(ML,Ω1/2,Ω1/2), äëÿ êîòîðîãî (Pu, v) = (u, Pv), u, v ∈

C∞(ML,Ω1/2). Ýòîò îïåðàòîð èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è

−∆ML, à åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îïåðàòîðà −∆ML óìíîæåíèåì íà ρ1/2.

Äàëåå çàäàäèì îïåðàòîð P â L2(ML,Ω1/2) îãðàíè÷åíèåì P íà òå u ∈

L2(ML,Ω1/2), äëÿ êîòîðûõ Pu ∈ L2(ML,Ω1/2). Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1) Îïåðàòîð P � íåîãðàíè÷åííûé è ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â

L2(ML,Ω1/2);

2) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ H2(ML,Ω1/2) îïåðàòîðà P � âñþäó ïëîòíà.

Èòàê, ïóñòü ãëàâíûé è ñóáãëàâíûé ñèìâîëû îïåðàòîðà P ðàâíû p(x, ξ)

è sub(x, ξ) ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðèìàíîâà ìíîãî-

îáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè 2 c ìåòðèêîé g, åñëè â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè çà-

ôèêñèðîâàòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

ρP =
√
detgijdx, òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñèìâîë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè −∆, äåéñòâóþùåãî â ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ ïîëóïëîòíîñòåé

(ML,Ω1/2) ïî ôîðìóëå (1.6), èìååò âèä: a(P )(x, ξ) = a
(P )
2 (x, ξ) + a

(P )
1 (x, ξ) +

a
(P )
0 (x, ξ), ãäå

a
(P )
2 (x, ξ) = −

2∑
i,j=1

gijξiξj,

a
(P )
1 (x, ξ) = i

2∑
i,j=1

gij
∂gij

∂xi
ξj, (1.7)
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a
(P )
0 (x, ξ) =

2∑
i,j=1

(
1

4
ρ−2
P

∂ρP
∂xi

gij
∂ρP
∂xj
− 1

2
ρ−1
P

∂gij

∂xi
∂ρP
∂xj

)
è, êðîìå òîãî, sub(∆) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì âûêëàäêè äëÿ ëþáîãî u ∈ C∞(ML,Ω1/2):

∆u = ρ
1/2
P ρ−1

P

2∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ρPg

ij ∂

∂xj
(uρ

−1/2
P )

)
.

Çàòåì ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â áîëüøèõ ñêîáêàõ â ñóììå:

ρPg
ij ∂

∂xj
(uρ

−1/2
P ) = ρ

1/2
P gij

∂u

∂xi
− 1

2
ρ
−1/2
P giju

∂ρP
∂xj

.

È çàâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå âñåãî âûðàæåíèÿ â ñóììå:

∂

∂xi

(
ρPg

ij ∂

∂xj
(uρ

−1/2
P )

)
=

= ρ
1/2
P gij

∂2u

∂xi∂xj
+

(
1

2
ρ
−1/2
P

∂ρP
∂xi

gij + ρ
1/2
P

∂gij

∂xi

)
∂u

∂xj
−

−1

2
ρ
−1/2
P gij

∂ρP
∂xj

∂u

∂xi
+

(
1

4
ρ
−3/2
P

∂ρP
∂xi

gij
∂ρP
∂xj
− 1

2
ρ
−1/2
P

∂gij

∂xi
∂ρP
∂xj

)
u.

À òàê êàê ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèììåòðè÷åí è gij = gji, òî ïðèâåäÿ ïîäîá-

íûå, ìû ïîëó÷èì âèä (1.7) ôóíêöèé a(P )
k (x, ξ), k = 0, 1, 2.

Äàëåå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

sub(∆) = a
(P )
1 (x, ξ)− 1

2i

2∑
k=1

∂2a
(P )
2 (x, ξ)

∂xk∂ξk
,

îñòàåòñÿ íàéòè âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ðàçíîñòè. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëü-

íî âîçüìåì ïðîèçâîäíûå îò a(P )
2 (x, ξ) ïî ξk è x

k:

∂2

∂xk∂ξk
a

(P )
2 (x, ξ) =

∂2

∂xk∂ξk

(
−

2∑
i,j=1

gijξiξj

)
=
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=
∂

∂xk

(
−2

2∑
j=1

gkjξj

)
= −2

2∑
j=1

∂gkj

∂xk
ξj.

È òîãäà

1

2i

2∑
k=1

∂2a
(P )
2 (x, ξ)

∂xk∂ξk
= −2

1

2i

2∑
k=1

2∑
j=1

∂gkj

∂xk
ξj = i

2∑
k,j=1

gkj
∂gkj

∂xk
ξj = a

(P )
1 (x, ξ)

Òåì ñàìûì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî sub(∆) = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãëàâíîãî è

ñóáãëàâíîãî ñèìâîëîâ îïåðàòîðà P , äåéñòâóþùåãî â ñå÷åíèÿõ ðàññëëîåíèÿ

ïîëóïëîòíîñòåé (ML,Ω1/2), âåðíî:

p(v2, v3, ξ, η) = −4Q(v2)

v2 − v3
ξ2 +

4R(v3)

v2 − v3
η2,

sub(v2, v3, ξ, η) = 0. (1.8)

Ð.Ò. Ñèëè ïîêàçàë â [34], ÷òî åñëè P � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð ïî-

ðÿäêà 2, òî P1/2 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà, è åãî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà-

÷åíèþ λ1/2, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé äëÿ P , ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, à ãëàâíûì è ñóáãëàâíûì ñèìâîëîì îïåðà-

òîðà P1/2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè p1/2(x, ξ) è
1

2
p−

1
2 (x, ξ)sub(x, ξ) (è, â ÷àñòíîñòè

sub(P1/2) = 0⇔ sub(P) = 0).

Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð P1/2.

Òàê êàê ãàìèëüòîíîâ ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé ãëàâíûì ñèìâîëîì îïåðàòîðà

ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì íà ðàññëîåíèè åäèíè÷íûõ êîñôåð, è

äëÿ îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà t →

e−itP
1/2

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùèì îïåðàòîðîì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ (Dt +P1/2)u = 0 (çäåñü Dt =
1

i

∂

∂t
), òî ðàññìîòðåíèå èìåííî îïåðàòîðà

P1/2 ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì êàê ñ ãåîìåòðè÷åñêîé, òàê è ñ àíàëèòè÷åñêîé
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òî÷åê çðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó T ∗ML, ïîðîæäåííóþ ãëàâíûì ñèì-

âîëîì îïåðàòîðà P1/2: 
∂x(t)

∂t
=
∂p1/2(x, ξ)

∂ξ
,

∂ξ(t)

∂t
= −∂p

1/2(x, ξ)

∂x
,

(1.9)

ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, (x, ξ) � êîîðäèíàòû â T ∗ML, èíäóöè-

ðîâàííûå íåêîòîðîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â ML. Èçâåñòíî, ÷òî

âåêòîðíîå ïîëå Hp1/2 íà T
∗ML, îïåðåäåëÿåìîå ïðàâûìè ÷àñòÿìè â (1.9), íå

çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â ML.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãàìèëüòîíîâ ïîòîê F t(x, ξ), ÿâëÿþùèéñÿ ìíî-

æåñòâîì òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ Hp1/2 (äåéñòâèå ïîòîêà F t(x, ξ),

−∞ < t < +∞ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà (x, ξ) ∈ T ∗ML ïåðåõîäèò

â òî÷êó (x(t), ξ(t)) ∈ T ∗ML, ÿâëÿþùóþñÿ çíà÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x, ξ(0) = ξ).

Â íàøåì ñëó÷àå, ãàìèëüòîíîâ ïîòîê óäîâëÿòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì [15]:

1. Âñå òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ Hp1/2 çàìêíóòû è èìåþò íàè-

ìåíüøèé îáùèé ïåðèîä T .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèè òðàåêòîðèé Hp1/2 (áèõàðàêòåðèñòèêè îïå-

ðàòîðà P) íà ML ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè çàìêíóòûìè êðèâûìè áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ (x, ξ) ïîòîê F t(x, ξ)

ïåðèîäè÷åí ïî t ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì T .

2. β(T, x, ξ) ≡ β0 = constíà T ∗M \ {0}.

Çäåñü β(T, x, ξ) - ñäâèã ôàçû äëÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèè



36

F t(x, ξ), 0 ≤ t < T , ãäå F T (x, ξ) = (x, ξ), îïðåäåëåí êàê

β(T, x, ξ) = βc(T, x, ξ) + βs(T, x, ξ),

ãäå βs(T, x, ξ) = −

1

2

T∫
0

p−1/2(F t(x, ξ))sub(F t(x, ξ))dt


2π

, βc(T, x, ξ) =

απ

2
, çäåñü [·]2π - âû÷åò ïî ìîäóëþ 2π, α - èíäåêñ Ìàñëîâà òðàåêòîðèè

γ,

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β0 = 0.

1.1.3. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè

Ïóñòü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, à q � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà

êîìïëåêñíîçíà÷íóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ íà S2. Òðà-

äèöèîííî îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk}∞k=0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåâîçìóùåííîãî

îïåðàòîðà (çäåñü ýòî −∆ íà S2) è ÷åðåç {µk}∞k=0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà âîç-

ìóùåííîãî îïåðàòîðà (çäåñü ýòî −∆ + q íà S2), çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé.

Òàê êàê èçâåñòíî (íàïðèìåð, [15]), ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà −∆ íà S2

ñîñòîèò èç òî÷åê k(k + 1) ñ êðàòíîñòüþ Nk = 2k + 1, òî äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîéíóþ íóìåðàöèþ λki, ãäå

k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k + 1, à äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ + q

áóäåì èñïîëüçîâàòü äâîéíóþ íóìåðàöèþ µki, ñîãëàñîâàííóþ ñ íóìåðàöèåé

λki.

Â. Ãèéåìèí [28] è Ã.Âèäîì [40] èçó÷èëè ñïåêòð îïåðàòîðà −∆ + q íà S2

è ïîêàçàëè, ÷òî îöåíêà

|µki − λki| = O(1), i = 1, . . . , Nk, (1.10)
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ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé [8], ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ëèøü

äëÿ íå÷åòíûõ q (ò.å. q(τx) = −q(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ S2, ãäå τ -

àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå) äî

|µki − λki| = O

(
1

k2

)
, i = 1, . . . , Nk, (1.11)

è O â (1.11) ìîæíî çàìåíèòü íà o òîëüêî äëÿ q ≡ 0.

À. Âåéíñòåéí [39] ðàññìîòðåë îïåðàòîð −∆ + B íà êîìïàêòíîì ðè-

ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè X (ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàò äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-

÷àÿ), ãäå B - ÏÄÎ íóëåâîãî ïîðÿäêà è ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(z), àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{µki− λki}∞,2kk=0,i=0, (çäåñü, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì îáîçíà÷åíèÿì, µki - ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà âîçìóùåííîãî, à λki - íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ) âåðíî

2k∑
i=0

f(µki − λki) =
k

4π2

∫
S∗X

f(Bav)dv +O(1),

ãäå S∗X ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå; dv -

êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò îáúåìà S∗X, Bav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗σ(B)dt -ñèìâîë

óñðåäíåíèÿ îïåðàòîðà B, çäåñü σ(B)-ñèìâîë îïåðàòîðà B, Ξ - ãàìèëüòîíî-

âî âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗X \ {0}. Â.Ãèåéìèíûì è À.Óðèáîì [29] ýòî óòâåð-

æäåíèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî è íà ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆+q áûëè ïîëó÷åíû îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòà-

òû. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà

ñòàíîâèòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì â èññëåäîâàíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà, êî-

ãäà äàëüíåéøåå èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ

íåâîçìîæíûì.

Â.À. Ñàäîâíè÷èì è Â.Â. Äóáðîâñêèì â [16] äëÿ S2 è íå÷åòíîãî ïîòåí-
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öèàëà q âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà ñëåäà ñî ñêîáêàìè:

µ0 +
∞∑
k=0

[
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)

]
= − 1

8π

∫
S2

q2dS.

Ïîçæå Â. Å. Ïîäîëüñêèé [14], ïðèìåíèâ ê ýòîé çàäà÷å ñóììèðîâàíèå

ïî Àáåëþ è çàòåì ê ïîëó÷åííîé ôîðìóëå òàóáåðîâó òåîðåìó Ëèòëâóäà,

äîêàçàë, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ áåç ñêîáîê (íî ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì èñêëþ÷åíèåì). Ïîçæå Â.Å. Ïîäîëüñêèì [33] áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷-

íûå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ñòåïåíåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ðàíãà 1. À.Í. Áîáðîâ ïðåäïðèíèìàë ïîïûòêó [2] íàéòè ñëåä îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöèàëîì íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ Öîëëÿ, íî

äîïóñòèë íåòî÷íîñòü (ïîäðîáíåå ñì. ïàðàãðàô 1.2.1 íàñòîÿùåé ðàáîòû), è

ïðèâåäåííóþ èì ôîìóëó íåëüçÿ ñ÷èòàòü îêîí÷àòåëüíî âåðíîé, íî ðåçóëüòàò

äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîé ñôåðû S2 è ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè

q ∈ C∞ áûë ïîëó÷åí. Â.À. Ñàäîâíè÷èé è Ç.Þ. Ôàçóëëèí äëÿ îïåðàòîðà

âîçìóùåííîãî ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ëó÷øåé ãëàä-

êîñòè: â 2005 ãîäó äëÿ q ∈ C2(S2) [19], à â 2011 ãîäó äëÿ q ∈ W 2
1 (S2) [20]

ïîëó÷èëè ôîðìóëó ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

[µki − k(k + 1)(2k + 1)− c0] = 2c1,

ãäå c0 =
1

4π

∫
S2

q(ω)dω, c1 =
1

32π3

∫
S2

∫
S2

q(ω)q(ω0)√
1− (~ω, ~ω0)2

dωdω0 −
1

16π

∫
S2

q2(ω)dω,

(~ω, ~ω0) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~ω = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)

è ~ω0 = (cosϕ0 sin θ0, sinϕ0 sin θ0, cos θ0).
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1.2. Ïîñòðîåíèå è âû÷èñëåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà âîçìó-

ùåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ML

Îáîçíà÷èì ÷åðåç −∆̃ML ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî

ïîðÿäêà íà ML, ñîáñòâåííûå ÷èñëà κki êîòîðîãî, ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííû-

ìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà S2, òî åñòü

κki = k(k + 1), (1.12)

ãäå k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , Nk, ãäå êðàòíîñòü Nk = 2k + 1.

Ïóñòü −∆ML - îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèè M .

À. Âåéíñòåéí â [39] óêàçàë íà òî, ÷òî îïåðàòîð −∆ML ïðåäñòàâèì â âèäå

−∆ML = −∆̃ML +B, ãäå B - ÏÄÎ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

ïîçâîëèëî ïîëàãàòü, ÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé

èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèê êëàñòåðîâ ðàçíîñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âîç-

ìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ, ïðèìåíèìû ê ñîáñòâåííûì ÷èñ-

ëàì îïåðàòîðà −∆ML. Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî âèäà àñèìïòî-

òèê êëàñòåðîâ, íåîáõîäèìî çíàòü ñèìâîë îïåðàòîðà B èëè åãî óñðåäíåíèå.

À. Âåéíñòåéí âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ñèìâîëîì óñðåäíåíèÿ ñèìâîëà òàêîãî

âîçìóùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåíèå ãàóñîâîé êðèâèçíû âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé.

Ïîçæå, â 1997 ãîäó, Ñ. Çåëüäè÷ [41] âû÷èñëèë ÿâíûé âèä ñèìâîëà óñðåäíå-

íèÿ, óêàçàâ, ÷òî ïîìèìî ïðåäïîëàãàåìîãî À. Âåéíñòåéíîì, åñòü åùå îäèí

÷ëåí, íå âñåãäà ðàâíûé íóëþ:

1

8π

∫
γ

KML − 1 +

+

1

3
(KML)vu

3

r∫
0

(KML)vJ
3dt− (KML)vu

2J

r∫
0

(KML)vuJ
2dt

 dr,

çäåñü KML - ãàóññîâà êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ, γ � ïðîèçâîëüíàÿ ãåî-
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äåçè÷åñêàÿ, v-åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé γ, J(r, ω) -

îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü â ãåîäåçè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü

dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u è v - ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßêî-

áè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ ñ óñëîâèÿìè

 u(0) v(0)

u̇(0) v̇(0)

 =

 1 0

0 1

.
Íàì óäîáíåé ðàññìàòðèâàòü ýòó ôóíêöèþ íå íà ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷å-

ñêèõ, à íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè åäèíè÷íûõ ñôåð, ïîýòîìó ïåðåïèøåì

åå â ñëåäóþùåì âèäå:

σav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(σ)dt, ãäå

σ =
1

4

KML − 1 +

+

1

3
(KML)vu

3

r∫
0

(KML)vJ
3dt− (KML)vu

2J

r∫
0

(KML)vuJ
2dt

 ,

(1.13)

è Ξ - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

T ∗ML \ {0}.

Ðàíåå, îïèñûâàÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè

(ïóíêò 1.1.3), äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà íà S2 ìû

ââîäèëè îáîçíà÷åíèå λki, à äëÿ âîçìóùåííîãî íà S
2 � µki. Âñþäó äàëüøå

áóäåì ñîõðàíÿòü ýòó ëîãèêó, íî äëÿ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ óæå íà ìíîãîîá-

ðàçèèML. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà −∆ML ÷åðåç λki, ãäå k = 0, 1, . . . ;

i = 1, . . . , 2k + 1. Çäåñü äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ íóìåðàöèåé κki.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ML âåðíà îöåíêà (àíà-

ëîãè÷íàÿ (1.10)):

|λki − κki| = O(1). (1.14)

Äàëåå ðàññìîòðèì−∆ML+q � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè âîçìóùåí-
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íûé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé íà ML è îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ýòîãî îïåðàòîðà ÷åðåç µki, ãäå äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ íóìåðàöè-

åé λki (à çíà÷èò, è ñ íóìåðàöèåé κki), è òàêæå k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k+1,

è òàêæå âåðíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà:

|µki − λki| = O(1). (1.15)

Íàøà çàäà÷à ïîëó÷èòü ôîðìóëó ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ML + q è κki (òî åñòü, íàì èíòåðåñíî óçíàòü, êàê

¾îòëè÷àþòñÿ¿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ñ ïîòåíöè-

àëîì âçÿòîãî íàML, îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè,

ðàññìàòðèâàåìîãî íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå). Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

áóäåò ïðîâåäåíî â 5 ýòàïîâ:

1. Ïîñòðîåíèå ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

îïåðàòîðà −∆ML = −∆̃ML +B è −∆̃ML (òî åñòü äëÿ λki è κki);

2. Ïîñòðîåíèå ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

îïåðàòîðà −∆ML + q è −∆ML (òî åñòü äëÿ µki è λki);

3. Ñâåäåíèå îáùåé ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ µki è κki, ñ ïî-

ìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 1. è 2.;

4. Èçó÷åíèå ñâÿçè ζ- è θ-ôóíêöèé îïåðàòîðîâ −∆̃ML, −∆ML è −∆ML + q;

5. Âû÷èñëåíèå ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòîðà Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè íà ML.
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1.2.1. Ïîñòðîåíèå ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ML = −∆̃ML +B è −∆̃ML

Ïîëîæèì νki = λki−k(k+ 1), çäåñü i = 0, . . . , 2k. Èìååò ìåñòî àñèìïòî-

òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè k →∞ (ñì., íàïðèìåð, [29]):

2k∑
i=0

νki = a0(2k + 1) + a1 + a2(2k + 1)−1 +O(k−2), (1.16)

à çíà÷èò è

2k∑
i=0

λki = (2k+ 1)k(k+ 1) + a0(2k+ 1) + a1 + a2(2k+ 1)−1 +O(k−2). (1.17)

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà íåîá-

õîäèìî çíàòü êîýôôèöèåíòû a0, a1 è a2. Ïîêàæåì, ÷òî a1 è a2 ðàâíû íóëþ.

Ðàññìîòðèì äàëåå ðÿäû F (t) =
∞∑
k=0

(2k + 1)e−k(k+1)t è L(t) =
∞∑
k=0

e−λkt.

Ïîñêîëüêó λk ∼ k, òî L(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè 0 < t0 ≤ t < +∞ ∀t0.

Òîãäà

L(t) =
∞∑
k=0

2k∑
i=0

e−λkit =
∞∑
k=0

2k∑
i=0

e−(k(k+1)+νki)t =
∞∑
k=0

e−k(k+1)t
2k∑
i=0

e−νkit.

Äëÿ âíóòðåííåé ñóììû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, òîãäà

∞∑
k=0

e−k(k+1)t
2k∑
i=0

e−νkit =

=
∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k + 1− t

2k∑
i=0

νki +
t2

2

2k∑
i=1

e−νkiξt

)
, (1.18)

ãäå 0 < ξ < 1. Òàê êàê èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî |νki| = O(1), òî ìîæåì çàïèñàòü
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îöåíêó ïðè t ∈ [0, 1]:

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣t22 e−k(k+1)t
2k∑
i=0

e−νkiξt

∣∣∣∣∣ < c
∞∑
k=0

t2e−k(k+1)t(2k + 1),

ãäå c > 0 - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê max
t∈[0,∞)

t2e−k(k+1)t = (2/ek(k + 1))2,

òî èññëåäóåìûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè t ∈ [0,∞) è çíà÷èò åñòü o(1)

ïðè t→ +0. Òîãäà (1.18) ïðèìåò âèä:

∞∑
k=0

e−k(k+1)t
2k∑
i=0

e−νkit =
∞∑
k=0

e−k(k+1)t (2k + 1)−t
∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

νki

)
+o(1),

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (1.16), ïîëó÷èì ïðè t→ +0

∞∑
k=0

e−k(k+1)t
2k∑
i=0

e−νkit =
∞∑
k=0

e−k(k+1)t(2k + 1)− a0t
∞∑
k=0

e−k(k+1)t(2k + 1)−

−a1t

∞∑
k=0

e−k(k+1)t − a2t

∞∑
k=0

e−k(k+1)t(2k + 1)−1 + t

∞∑
k=0

e−k(k+1)tO(k−2) + o(1).

Îòìå÷àÿ, ÷òî t
∞∑
k=0

e−k(k+1)tO(k−2) = O(t) ïðè t→ +0, ïîëó÷àåì

L(t) = F (t)− a0tF (t)−

−a1t
∞∑
k=0

e−k(k+1)t − a2t
∞∑
k=0

e−k(k+1)t(2k + 1)−1 +O(t).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [33]), ÷òî ïðè t→ +0

∞∑
k=0

e−k(k+1)t =
1

2

√
πt−1/2 +O(1);

∞∑
k=0

e−k(k+1)t(2k + 1)−1 = − ln t+O(t), (1.19)
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è òîãäà îêîí÷àòåëüíî, ïðè t→ +0

L(t) = F (t)− a0tF (t) + a1
1

2

√
πt1/2 − a2t ln t+O(t). (1.20)

Äàëüøå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò îáùåé òåîðèè ÏÄÎ (ñì., íà-

ïðèìåð, [22]): äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ÏÄÎ B ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà m, ïî-

ëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó, ñ ñàìîñîïðÿæåííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ, äåéñòâóþùåãî

íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå:

Tr(e−tB) =
N∑
j=0

t
j−n
m (ηj + η̃j ln t) +O(t

N−n
m ln t), t→ +0, (1.21)

âåðíîå äëÿ âñåõ N , ïðè÷åì η̃j = 0 äëÿ âñåõ j ≤ 0. Âû÷èñëèòü êîýôèöèåíòû

ηj è η̃j ìîæíî ñ ïîìîùüþ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äçåòà-ôóíêöèè ÏÄÎ

(ñì. [34]). Â ÷àñòíîñòè, îòòóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîð B - äèôôåðåí-

öèàëüíûé è ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, òî η̃j = 0 äëÿ âñåõ j. Äîïîëíèòåëüíî

îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ðàâíû è âñå ηj ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè, òî åñòü

êîýôèöèåíòû ïðè äðîáíûõ ñòåïåíÿõ t (áîëåå ïîäðîáíî ýòî áóäåò îáúÿñíåíî

íèæå, â ïàðàãðàôå, îïèñûâàþùåì íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå êîýôôè-

öèåíòîâ òåòà-ôóíêöèé).

Äëÿ îïåðàòîðà ÿâëÿþùåãîñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòî-

ðà−∆ML ïðè t→ 0, èçâåñòíà àñèìïòîòèêà åãî òåòà-ôóíêöèè, ñîâïàäàþùàÿ

ñ L(t):

L(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

ljt
j, (1.22)

è àíàëîãè÷íî äëÿ F (t)

F (t) ∼ t−1
∞∑
j=0

fjt
j, (1.23)

Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóë (1.20), (1.22) è (1.23) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî a1 = 0

è a2 = 0, è îñòàëîñü âû÷èñëèòü òîëüêî a0. Ïîäñòàâèì (1.23) â (1.20) è
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ïåðåïèøåì:

L(t) = (f0
1

t
+ f1)− a0f0 +O(t), ïðè t→ +0. (1.24)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ ôîðìóëó ñ (1.22), ïîëó÷àåì, ÷òî

l0 = f0 è l1 = f1− a0f0, à ñëåäîâàòåëüíî, a0 =
f1 − l1
f0

, ãäå l1, f1, f0 êîýôôè-

öèåíòû ñîîòâåòñâóþùèõ òåòà-ôóíêöèé îïåðàòîðîâ, è èõ ìîæíî âû÷èñëèòü

÷åðåç çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèé äàííûõ îïå-

ðàòîðîâ (ýòî áóäåò ñäåëàíî â ïóíêòå 1.2.4 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè), à çíà÷èò

ðÿä
∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðÿäà ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ðàññóæ-

äåíèÿ:

L(t)− (1− a0t)F (t) =
∞∑
k=0

{
2k∑
i=0

(e−λkit − e−k(k+1)t) + a0t(2k + 1)e−k(k+1)t

}
=

=
∞∑
k=0

e−k(k+1)t

{
2k∑
i=0

(e−(λki−k(k+1))t − 1) + a0t(2k + 1)

}
.

Äëÿ âíóòðåííåé ñóììû âîñïîëüçóìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, òîãäà

L(t)− (1− a0t)F (t) =

−t
∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
+
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+
t2

2!

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2

)
+

+
t3

3!

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

e−(λki−k(k+1))ξt

)
,

ãäå 0 < ξ < 1. Òàê êàê èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî |λki − k(k + 1)| = O(1), òî

îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðè t ∈ [0, 1] îöåíèâàåòñÿ ðÿäîì
∞∑
k=0

t3e−k(k+1)t(2k + 1),

à òàê êàê ðÿä
∞∑
k=0

t2e−k(k+1)t(2k + 1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è èìååò îöåíêó

o(1), òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò îöåíêó o(t) ïðè t→ +0. Çíà÷èò

L(t)− (1− a0t)F (t) =

−
∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
t+

+
1

2

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2

)
t2 + o(t).

Òîãäà

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
e−k(k+1)t =

=
1

t
((1− a0t)F (t)− L(t))+ (1.25)

+
1

2

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2

)
t+ o(1).

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå,

ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [39] äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìï-

òîòèêè êëàñòåðîâ, òàê êàê ñèìâîë óñðåäíåíèÿ îïåðàòîðà B íàì èçâåñòåí è
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îïðåäåëåí ôîðìóëîé (1.13). Çíà÷èò ïðè k →∞ âåðíî

2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2 ∼ k

4π2

∫
S∗ML

(σav)2dv +O(1),

ãäå S∗ML ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå; dv -

êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò îáúåìà S∗ML.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî (1.25) èìååì

1

2

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2

)
t =

=
1

8π2

∫
S∗ML

(σav)2dv

∞∑
k=0

tke−k(k+1)t.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [33]), ÷òî ïðè t → +0 ðÿä
∞∑
k=0

ke−k(k+1)t =
1

2
t−1 + O(t−1/2) è çíà÷èò lim

t→+0
t

∞∑
k=0

ke−k(k+1)t =
1

2
. Îòñþ-

äà, îêîí÷àòåëüíî ïðè t→ +0

1

2

∞∑
k=0

e−k(k+1)t

(
2k∑
i=0

(λki − k(k + 1))2

)
t =

1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv. (1.26)

Îêîí÷àòåëüíî ïåðåõîäÿ â (1.25) ê ïðåäåëó ïðè t → +0 è ïîëüçóÿñü

ôîðìóëàìè (1.22) è (1.23), ïîëó÷àåì:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)

)
=

= lim
t→+0

1

t
((1− a0t)F (t)− L(t)) +

1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv = (1.27)

= f2 − l2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv,
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ãäå σ(R) îïðåäåëåí â (1.13), a0 =
f1 − l1
f0

, li - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèè L(t) (1.22) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè

F (t) (1.23).

1.2.2. Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë îïåðàòîðîâ −∆ML + q è −∆ML

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñëåäà äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ â öåëîì ñîâïàäàåò ñ îïè-

ñàííûì ïîñòðîåíèåì â ïðîøëîì ïàðàãðàôå. Çäåñü òîæå âîçìóùåííûé è

íåâîçìóùåííûé îïåðàòîð íà ìíîãîîáðàçèè, òîëüêî òåïåðü â êà÷åñòâå âîç-

ìóùåíèÿ âûñòóïàåò êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ q. È â ýòîì ñëó÷àå âåðíû

âñå òå îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëîæèòü ν ′ki = µki − λki, çäåñü i = 0, . . . , 2k è

àíàëîãè÷íî (1.16) çàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðè k →∞:

2k∑
i=0

ν ′ki = b0(2k + 1) + b1 + b2(2k + 1)−1 +O(k−2). (1.28)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðÿä M(t) =
∞∑
k=0

e−µkt è òàê êàê äëÿ îïåðàòîðà

ÿâëÿþùåãîñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà −∆ML + q, ïðè

t→ 0 èçâåñòíà àñèìïòîòèêà åãî òåòà-ôóíêöèè, ñîâïàäàþùàÿ ñ M(t), òî:

M(t) ∼ t−1
∞∑
j=0

mjt
j. (1.29)

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki è λki

ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèê M(t) è L(t) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â (1.28) b1
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è b2 ðàâíû íóëþ, à b0 =
l1 −m1

l0
, ïðè÷åì l0 = m0, è ðÿä

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

(µki − λki)− b0(2k + 1)

)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî

ðÿäà, ïîëó÷èì ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (1.25):

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

(µki − λki)− b0(2k + 1)

)
e−λkit =

=
1

t
((1− b0t)L(t)−M(t))+ (1.30)

+
1

2

∞∑
k=0

e−λkit

(
2k∑
i=0

(µki − λki)2

)
t+ o(1).

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè. Àíàëîãè÷íî, èç [29] ñëåäóåò,

÷òî äëÿ âíóòðåííåãî ðÿäà ïðè k →∞ âåðíî

2k∑
i=0

(µki − λki)2 ∼ k

4π2

∫
S∗ML

(qav)2dv +O(1),

ãäå S∗ML � ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå;

dv - êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò îáúåìà S∗ML; ñèìâîë óñðåäíåíèÿ

qav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(q)dt, (1.31)

ãäå Ξ - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà T ∗ML \ {0}.

Îêîí÷àòåëüíî ïåðåõîäÿ â (1.30) ê ïðåäåëó ïðè t → +0 è ïîëüçóÿñü
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ôîðìóëàìè (1.29) è (1.22), ïîëó÷àåì:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

(µki − λki)− b0(2k + 1)

)
=

= lim
t→+0

1

t
((1− b0t)L(t)−M(t)) +

1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv = (1.32)

= l2 −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv,

ãäå qav îïðåäåëåí â (1.31), b0 =
l1 −m1

l0
, li - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèè L(t) (1.22) è mi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè

M(t) (1.29).

1.2.3. Ñâåäåíèå îáùåé ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà −∆ + q è κki

Òåïåðü âñå íåîáõîäèìûå îáúåêòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ

ñëåäà åñòü. Ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (1.27) è (1.32) è ïîëó÷èì:

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)− (a0 + b0)(2k + 1)

)
=

= f2 − a0f1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv −m2 − b0l1 +
1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv, (1.33)

ãäå σav îïðåäåëåí â (1.13), qav îïðåäåëåí â (1.31), a0 =
f1 − l1
f0

, b0 =
l1 −m1

l0
,

mi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè M(t) (1.29), li - êîýôôèöè-

åíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L(t) (1.22) è fi - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-

íèÿ òåòà-ôóíêöèè F (t) (1.23).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà íàì íàîáõîäèìî èññëåäîâàòü âñå

àñèìïòîòèêè M(t), L(t) è F (t) è ïðåäúÿâèòü ÿâíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ
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ðàçëîæåíèÿ, ó÷àñòâóþùèõ â îòâåòå.

1.2.4. Ñâÿçü äçåòà-ôóíêöèè è òåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà-Áåëüòðàìè

Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ òåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà −∆ML + q è íàõîæäå-

íèÿ êîýôôèöèåíòîâ mj â ðàçëîæåíèè M(t). Íàïîìíèì (1.21), ÷òî äëÿ ñà-

ìîñîïðÿæåíííîãî ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà −∆ML+q â L2
ρ(ML) âåðíà àñèìï-

òîòèêà âèäà

M(t) ∼
∞∑
j=0

mjt
j
2 . (1.34)

Â íàøåì ñëó÷àå âèä θ-ôóíêöèè ïðîùå îáùåãî âèäà, îïèñàííîãî â (1.21).

Îòñóòñòâèå ëîãàðèôìè÷èñêèõ ÷ëåíîâ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàå-

ìûé îïåðàòîð - äèôôåðåíöèàëüíûé, à ðàññìàòðèâàåìîå ìíîãîîáðàçèå - áåç

êðàÿ. À îòñóòñâèå ÷ëåíîâ ñ äðîáíûìè ñòåïåíÿìè t âûÿâëÿåòñÿ èç ñëåäóþ-

ùèõ ðàññóæäåíèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî θ-ôóíêöèÿ è ζ-ôóíêöèÿ ñâÿçàíû

ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà:

+∞∫
0

ts−1M(t)dt = Γ(s)ζ∆ML+q(s),

è ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [24]), ÷òî nj (1.21) ïðè j = 0 è j = 2k + 1, k =

0, 1, 2 . . . , âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç âû÷åòû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ-

ôóíêöèè γj â òî÷êàõ zj =
j − 2

2
ïî ôîðìóëå:

γj = − i

8π2

∫∫
ML

2π∫
0

∞∫
0

λ
j−2
2 b

(0)
−2−j(v2, v3, ξ(α), η(α), λ)dλdαdv2dv3 (1.35)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, ýòè âû÷åòû ðàâíû íóëè è êîýôôèöèåíòû

ïðè äðîáíûõ ñòïåíÿõ t â (1.21) ðàâíû íóëþ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,

èìååì îêîí÷àòåëüíûé âèä òåòà-ôóíêöèè îïåðåäåëåííûé (1.34) è ïðèñòóïèì
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ê íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ m1 è m2, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäå-

ëÿþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ-ôóíêöèè îïåðàòîðà

−∆ML + q â 0 è 1:

m1 = ζ−∆ML+q(0), m2 = −ζ−∆ML+q(1),

Â òåîðèè ÏÄÎ èçâåñòíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà (ñì., íàïðèìåð, [24])

ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåòðèêñà äëÿ êëàññè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïñåâäîäèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè. Â åå îñíîâå � íà-

õîæäåíèå ñèìâîëà ïàðàìåòðèêñà êàê àñèìïòîòè÷åñêîé ñóììû íåêèõ îäíî-

ðîäíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îäíîðîäíûå

êîìïîíåíòû ñèìâîëà ñàìîãî îïåðàòîðà ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû êîìïîçè-

öèè. Â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð äèôôåðåíöèàëüíûé, ñ ïîìîùüþ òàêîãî ìå-

òîäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ ñèìâîëà ðåçîëüâåíòû ïî

ðåêóðåíòíûì ôîðìóëàì, êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå ïðèìóò âèä:

a2(v2, v3, ξ, η, λ)b
(0)
−2(v2, v3, ξ, η, λ) = 1,

a2(v2, v3, ξ, η, λ)b−2−j(v2, v3, ξ, η, λ)+ (1.36)

+
∑

k+l+|α|=j
l<j

∂α(ξ,η)a2−k(v2, v3, ξ, η, λ)Dα
(v2,v3)b

(0)
−2−l(v2, v3, ξ, η, λ)/α! = 0,

ãäå k, l - èíäåêñû; α - ìóëüòèèíäåêñ; Dx =
1

i

∂

∂x
;

b
(0)
i (v2, v3, ξ, η, λ) - èñêîìûå êîìïîíåíòû ñèìâîëà ïàðàìåòðèêñà îïåðàòî-

ðà −∆ML + q − λI; ai(v2, v3, ξ, η, λ) - îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñèìâîëà

a(v2, v3, ξ, η, λ) îïåðàòîðà−∆ML+q−λI, ïîëó÷åííûå èç îäíîðîäíûõ êîìïî-

íåíòîâ (1.5) ñèìâîëà a(v2, v3, ξ, η) îïåðàòîðà−∆ML+q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a0(v2, v3, ξ, η, λ) = a0(v2, v3, ξ, η) = q(v2, v3);
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a1(v2, v3, ξ, η, λ) = a1(v2, v3, ξ, η) =
2iQ′(v2)

v2 − v3
ξ − 2iR′(v3)

v2 − v3
η;

a2(v2, v3, ξ, η, λ) = a2(v2, v3, ξ, η)− λ = −4Q(v2)

v2 − v3
ξ2 +

4R(v3)

v2 − v3
η2 − λ.

Òàê êàê a2(v2, v3, ξ, η, λ) = −4Q(v2)

v2 − v3
ξ2 +

4R(v3)

v2 − v3
η2 − λ, òî èç ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ (1.36) ñðàçó ïîëó÷èì:

b
(0)
−2(v2, v3, ξ, η, λ) =

v2 − v3

−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3
, (1.37)

à âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì óðàâíåíèåì (1.36) ñìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-

ëó÷èòü âñå b(0)
−2−j(v2, v3, ξ, η, λ), j = 1, 2, . . . è âû÷èñëèòü èñêîìûå çíà÷åíèÿ

ζ-ôóíêöèè, ïî ôîðìóëå:

ζ−∆ML+q(l) =

= (−1)l
1

8π2

∫∫
ML

2π∫
0

∞∫
0

rlb
(0)
−2l−4(v2, v3, ξ(α), η(α),−r)drdαdv2dv3. (1.38)

Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ êîýôôöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ L(t), òàê

l1 = ζ−∆ML
(0), l2 = −ζ−∆ML

(1). (1.39)

1.2.5. Âû÷èñëåíèå ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ML

C ïîìîùüþ (1.37) è âòîðîé ôîðìóëû èç (1.36) ìîæíî ïîñëåäîâà-

òåëüíî âû÷èñëèòü b
(0)
−3(v2, v3, ξ, η, λ), b(0)

−4(v2, v3, ξ, η, λ), b(0)
−5(v2, v3, ξ, η, λ) è

b
(0)
−6(v2, v3, ξ, η, λ):

b
(0)
−3(v2, v3, ξ, η, λ) =

8Q(v2)ξ + 8R(v3)η

i(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)2
+

2Q′(v2)(v2 − v3)ξ − 2R′(v3)(v2 − v3)η

i(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)2
+
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8Q(v2)ξ(4Q
′(v2)ξ

2 + λ)(v2 − v3) + 8R(v3)η(4R′(v3)η
2 + λ)(v2 − v3))

i(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
;

b
(0)
−4(v2, v3, ξ, η, λ) = − 192Q2(v2)ξ

2(4Q′(v2)ξ
2 + λ)2(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)5
−

192R2(v3)η
2(4R′(v3)η

2 + λ)2(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)5
−

384Q(v2)R(v3)ξη(4Q′(v2)ξ
2 + λ)(4R′(v3)η

2 + λ)(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)5
−

192Q2(v2)ξ
2(4Q′(v2)ξ

2 + λ) + 192R2(v3)η
2(4R′(v3)η

2 + λ)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

192Q(v2)R(v3)ξη(4Q′(v2)ξ
2 + λ) + 192Q(v2)R(v3)ξη(4R′(v3)η

2 + λ)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

112Q(v2)Q
′(v2)ξ

2(4Q′(v2)ξ
2 + λ)− 112R(v3)R

′(v3)η
2(4R′(v3)η

2 + λ)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

256Q2(v2)Q
′′(v2)ξ

4(v2 − v3)− 256R2(v3)R
′′(v3)η

4(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

48Q′(v2)R(v3)ξη(4R′(v3)η
2 + λ)(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
+

48R′(v3)Q(v2)ξη(4Q′(v2)ξ
2 + λ)(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

8Q(v2)(4Q
′(v2)ξ

2 + λ)2(v2 − v3)− 8R(v3)(4R
′(v3)η

2 + λ)2(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)4
−

96Q(v2)Q
′(v2)ξ

2 − 96R(v3)R
′(v3)η

2 − 32Q(v2)R
′(v3)ξη + 32Q′(v2)R(v3)ξη

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
−

8Q(v2)(4Q
′(v2)ξ

2 + λ)− 8R(v3)(4R
′(v3)η

2 + λ)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
−
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32Q(v2)Q
′′(v2)ξ

2(v2 − v3) + 32R(v3)R
′′(v3)η

2(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
−

2Q′(v2)(4Q
′(v2)ξ

2 + λ)(v2 − v3) + 2R′(v3)(4R
′(v3)η

2 + λ)(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
−

4(Q′(v2))
2ξ2(v2 − v3) + 4(R′(v3))

2η2(v2 − v3)− 8Q′(v2)R
′(v3)ξη(v2 − v3)

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)3
−

2Q′(v2) + 2R′(v3)− q(v2, v3)(v2 − v3)
2

(−4Q(v2)ξ2 + 4R(v3)η2 − λv2 + λv3)2
.

Êîýôôèöèåíòû b
(0)
−5(v2, v3, ξ, η, λ) è b(0)

−6(v2, v3, ξ, η, λ) èç-çà èõ ãðîìîçäêî-

ñòè ïðèâåñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ïîëüçóÿñü (1.38), ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñ-

êîìûõ çíà÷åíèé ζ−∆ML+q(0) è ζ−∆ML+q(1):

ζ−∆ML+q(0) =
1

8π2

∫∫
ML

2π∫
0

∞∫
0

b
(0)
−4(v2, v3, ξ(α), η(α),−r)drdαdv2dv3,

ζ−∆ML+q(1) = − 1

8π2

∫∫
ML

2π∫
0

∞∫
0

rb
(0)
−6(v2, v3, ξ(α), η(α),−r)drdαdv2dv3. (1.40)

È ïîëó÷èì, ÷òî:

ζ−∆ML+q(0) =
1

4π

∫∫
ML

(
1

3
KML − q(v2, v3)

)√
detgdv2dv3,

ζ−∆ML+q(1) = − 1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3−

− 1

24π

∫∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)KML

)√
detgdv2dv3,

â ýòèõ âûðàæåíèÿõ

KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R

′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðèâèçíà
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ML, è
√
detg =

v2 − v3

4
√
−Q(v2)R(v3)

- êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî

m1 =
1

4π

∫∫
ML

(
1

3
KML − q(v2, v3)

)√
detgdv2dv3,

m2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3+ (1.41)

+
1

24π

∫∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)KML

)√
detgdv2dv3,

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ýòèõ çíà÷åíèé îïèðàëîñü â áîëüøåé ñòåïåíè íà

âèä ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ è íà âèä îïåðàòîðà íà íåé. Íåòðóäíî óâèäåòü,

÷òî ζ∆ML+q(∗) ïðè q = 0, åñòü ζ∆ML
(∗). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

l1 =
1

4π

∫∫
ML

(
1

3
KML

)√
detgdv2dv3,

l2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3, (1.42)

Ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå èíòåãðàë îò ãàóññîâîé êðèâèçíû ïî ìíîãîîáðàçèþ

(äëÿ m1 è l1), ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå, òî åñòü

âîñïîëüçîâàòüñÿ ôàêòîì òîãî, ÷òî
∫∫
ML

KML

√
detgdv2dv3 = 2πχ(ML), ãäå

χ(ML) - õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà 2.

Àñèìïòîòèêó F (t) ìîæíî âû÷èñëèòü íàïðÿìóþ, èññëåäóÿ ðÿä F (t) =
∞∑
k=0

(2k+1)e−k(k+1)t, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ [33], è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè t→ +0

F (t) = t−1 +
1

3
+

1

15
t+O(t2),
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à çíà÷èò f0 = 1, f1 =
1

3
è f2 =

1

15
. Âûøå òàêæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî

f0 = l0 = m0, à çíà÷èò f0 = l0 = m0 = 1, è òîãäà èìååì

m0 = 1,

m1 =
1

3
− 1

4π

∫∫
ML

q(v2, v3)
√
detgdv2dv3,

m2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3+

+
1

24π

∫∫
ML

(
−∆MLq(v2, v3) + 3q2(v2, v3)− 2q(v2, v3)KML

)√
detgdv2dv3,

l0 = 1,

l1 =
1

3
,

l2 =
1

60π

∫∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)

√
detgdv2dv3,

f0 = 1,

f1 =
1

3
,

f2 =
1

15
.

Òåïåðü âñå èçâåñòíî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ML � ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå íåêîòîðûì ôóíêöè-

îíàëüíûì ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ïî÷òè ëèóâèëëåâûõ ìåòðèê íà ñôåðå è

îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè (1.2). Åñëè q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íàML, òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà

−∆ML + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
ML

qdS

 =
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1

16π2

∫
S∗ML

(qav)2dv +
1

16π2

∫
S∗ML

(σav)2dv +
1

15
−

− 1

60π

∫
ML

(∆MLKML +K2
ML)dS − 1

24π

∫
ML

(
−∆MLq + 3q2 − 2q(KML − 1)

)
dS,

ãäå KML =
2(R(v3)−Q(v2)) + (v2 − v3)(R

′(v3) +Q′(v2))

(v2 − v3)3
- ãàóññîâà êðèâèç-

íà ML, S∗ML - ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ ñôåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñò-

âå, dv - êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà îáúåìà íà S∗ML, qav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(q)dt,

ãäå Ξ - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

T ∗ML \ {0}, îïðåäåëÿåìîå ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé íà ML, σav =

1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(σ)dt, ãäå σ =
1

4
(KML − 1+[

1
3(KML)vu

3
r∫

0

(KML)vJ
3ds− (KML)vu

2J
r∫

0

(KML)vuJ
2ds

]
), ãäå v - åäèíè÷-

íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé γ, J(r, ω) - îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü â

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u è

v - ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßêîáè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ ñ

óñëîâèÿìè

 u(0) v(0)

u̇(0) v̇(0)

 =

 1 0

0 1

.
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1.3. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåî-

äåçè÷åñêèìè â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

1.3.1. Îáùèé âèä ìåòðèê â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì M - äâóìåðíîå êîìïàêòíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå áåç

êðàÿ òàêîå, ÷òî

1) M ∈ SC2π [1], òî åñòü âñå ãåîäåçè÷åñêèå M çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêî-

âóþ äëèíó 2π;

2) Ìåòðèêà M ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû S2.Òî

åñòü, ïóñòü â R3 åñòü êîîðäèíàòû (u1, u2, u3), è èçâåñòíà èõ ñâÿçü ñ äåêàð-

òîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z), ïîçâîëÿþùàÿ âûïèñàòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

åâêëèäîâó ìåòðèêó ds2 = dx2 + dy2 + dz2 â R3, à îãðàíè÷åíèåì ýòîé ïî-

ëó÷èâøåéñÿ ìåòðèêè íà ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (êàê ïðàâèëî çàìåíîé

îäíîé èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, u3 íà åäèíèöó), ïîëó÷èòü îáùèé âèä ñòàí-

äàðòíîé ìåòðèêè äâóìåðíîé ñôåðû â êîîðäèíàòàõ (u1, u2):

ds2 = A(u1, u2)du
2
1 + 2B(u1, u2)du1du2 + C(u1, u2)du

2
2, (1.43)

ãäå A(u1, u2), B(u1, u2), C(u1, u2) òàêîâû, ÷òî ds
2 ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé è

A(u1, u2)C(u1, u2)−B2(u1, u2) > 0. Òîãäà ïîä ìåòðèêîéM , áóäåì ïîíèìàòü

ìåòðèêè âèäà

ds2
p = Ap(u1, u2)du

2
1 + 2Bp(u1, u2)du1du2 + Cp(u1, u2)du

2
2, (1.44)

äëÿ êîòîðûõ âåðíî:

à) Ap(u1, u2), Bp(u1, u2), Cp(u1, u2) òàêîâû, ÷òî ds
2
p ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé,

Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)−B2
p(u1, u2) > 0 è ãåîäåçè÷åñêèå ïîëó÷èâøåéñÿ ìåòðè-

êè çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó 2π.
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á) Ap(u1, u2) = A(u1, u2) + PA(u1, u2), Bp(u1, u2) = B(u1, u2) + PB(u1, u2),

Cp(u1, u2) = C(u1, u2) + PC(u1, u2), òî åñòü âîçìóùåíèÿ òàêîâû, ÷òî ïðè

îáíóëåíèè ôóíêöèé PA(u1, u2), PB(u1, u2), PC(u1, u2), ìû ïîëó÷èì ñòàí-

äàðòíóþ ìåòðèêó ñôåðû ds2.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ìåòðèê:

1) Ìåòðèêà ñôåðû â ñôåðî-êîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è åå âîçìóùåíèÿ, îïè-

ñàííûå ìåòðèêàìè ìíîãîîáðàçèÿ ML, ïðèâåäåííîãî âûøå. Â ýòîì ñëó÷àå:

u1 = v2, u2 = v3, B(v2, v3) = 0, A(v2, v3) = −(v2 − v3)

4P (v2)
, C(v2, v3) =

(v2 − v3)

4P (v3)
,

Bp(v2, v3) = 0, Ap(v2, v3) = −(v2 − v3)

4Q(v2)
, Cp(v2, v3) =

(v2 − v3)

4R(v3)
, ãäå Q(v2) è

R(v3) òå æå, ÷òî â (1.2).

2) Ïîâåðõíîñòü Öîëëÿ è ìåòðèêà íà ñôåðå, çàäàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäè-

íàòàõ:

u1 = θ ∈ (0, π), u2 = ϕ ∈ (0, 2π), B(θ, ϕ) = 0, A(θ, ϕ) = 1, C(θ, ϕ) = sin2 θ,

Bp(θ, ϕ) = 0, Ap(θ, ϕ) = (1 + h(cos θ))2, Cp(θ, ϕ) = sin2 θ, ãäå C∞ 3 h :

[−1, 1]→ (−1, 1) - íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, h(1) = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿ-

ðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè äî ýòîãî íå ðàññ-

ìàòðèâàëàñü. Âî âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàññìîòðåííûõ ïðåæäå ìíîãîîá-

ðàçèÿ çàäàâàëèñü ìåòðèêàìè, â âûðàæåíèè êîòîðûõ îòñóòñòâîâàë ÷ëåí

2B(u1, u2)du1du2 (â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ). Ïðèâåäåííûé æå âèä îõâà-

òûâàåò âñå âîçìîæíûå âûðàæåíèÿ ìåòðèê íà ñôåðå è èõ âîçìóùåíèé. Â

òàêîì âèäå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèëüíî âîçðîñëà è

ðåøåíèå âî ìíîãîì áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé â

ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram Mathematica 9 [35].
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1.3.2. Îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ìíîãîîáðàçèÿõ â ñëó÷àå îáùåãî ïî-

ëîæåíèÿ

Ïóñòü M - ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå ìåòðèêîé

ds2
p = Ap(u1, u2)du

2
1 + 2Bp(u1, u2)du1du2 + Cp(u1, u2)du

2
2.

Â êîîðäèíàòàõ (u1, u2) îïåðàòîð −∆M + q íà M áóäåò èìåòü âèä (èç 1.3):

−∆M + q =

−Cp(u1, u2)

|G|
∂2

∂2u1
− Ap(u1, u2)

|G|
∂2

∂2u2
+

2Bp(u1, u2)

|G|
∂2

∂u1∂u2
−(

(Cp(u1, u2))
′
u1

|G|
− Cp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2
− (Bp(u1, u2))

′
u2

|G|
+

Bp(u1, u2)|G|′u2

2|G|2

)
∂

∂u1
−
(

(Ap(u1, u2))
′
u2

|G|
− Ap(u1, u2)|G|′u2

2|G|2
−

(Bp(u1, u2))
′
u1

|G|
+
Bp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2

)
∂

∂u2
+ q(v2, v3), (1.45)

çäåñü |G| - îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà è |G| =

Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)−B2
p(u1, u2).

Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü ïîëíûé ñèìâîë îïåðàòîðà −∆M + q:

a(u1, u2, ξ, η) =

Cp(u1, u2)

|G|
ξ2 +

Ap(u1, u2)

|G|
η2 − 2Bp(u1, u2)

|G|
ξη−

−i
(

(Cp(u1, u2))
′
u1

|G|
− Cp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2
− (Bp(u1, u2))

′
u2

|G|
+
Bp(u1, u2)|G|′u2

2|G|2

)
ξ−

−i
(

(Ap(u1, u2))
′
u2

|G|
− Ap(u1, u2)|G|′u2

2|G|2
− (Bp(u1, u2))

′
u1

|G|
+
Bp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2

)
η

+q(u1, u2), (1.46)
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è ðàçáèòü åãî íà îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû:

a2(u1, u2, ξ, η) =
Cp(u1, u2)

|G|
ξ2 +

Ap(u1, u2)

|G|
η2 − 2Bp(u1, u2)

|G|
ξη;

a1(u1, u2, ξ, η) = −i
(

(Cp(u1, u2))
′
u1

|G|
− Cp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2
−

− (Bp(u1, u2))
′
u2

|G|
+
Bp(u1, u2)|G|′u2

2|G|2

)
ξ − i

(
(Ap(u1, u2))

′
u2

|G|
− (1.47)

Ap(u1, u2)|G|′u2

2|G|2
− (Bp(u1, u2))

′
u1

|G|
+
Bp(u1, u2)|G|′u1

2|G|2

)
η;

a0(u1, u2, ξ, η) = q(u1, u2);
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1.3.3. Âû÷èñëåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà-Áåëüòðàìè íà ìíîãîîáðàçèè â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæå-

íèÿ

Ïóñòü òåïåðü

1) κki = k(k+1) - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà −∆̃M , çàäàííîãî íàM ,

à F̂ (t) ∼
∞∑
j=0

f̂jt
j
2 - àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà

−∆̃M ïðè t→ 0;

2) λki - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà −∆M , çàäàííîãî íà M , à L̂(t) ∼
∞∑
j=0

l̂jt
j
2 - àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà −∆M ïðè

t→ 0;

3) µki - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà −∆M + q, çàäàííîãî íà M , à

M̂(t) ∼
∞∑
j=0

m̂jt
j
2 - àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà

−∆M + q ïðè t→ 0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1.16) è (1.28):

2k∑
i=0

(λki − k(k + 1)) = â0(2k + 1) + â1 + â2(2k + 1)−1 +O(k−2),

2k∑
i=0

(µki − λki) = b̂0(2k + 1) + b̂1 + b̂2(2k + 1)−1 +O(k−2),

(1.48)

Ñõåìà ïîäõîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà ñîâïàäàåò ñî

ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ, îïèñàííîé âûøå äëÿ îïåðàòîðà −∆ML + q íà ìíî-

ãîîáðàçèè ML. Â ÷àñòíîñòè, ïóíêòû 1.2.1, 1.2.2 è 1.2.3 ïåðåíîñÿòñÿ â îá-

ùèé ñëó÷àé áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé. Âåçäå òàì ìû ïîëüçîâàëèñü òîëüêî

ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííî-

ãî, çàäàííîãî íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè äëèíû 2π,

íî ÿâíûé âèä ìåòðèêè â òåõ ðàññóæäåíèÿõ íàìè íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ âåðåí ðåçóëüòàò, ïîëó-
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÷åííûé â ïóíêòå 1.2.3

∞∑
k=0

(
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)(2k + 1)− (â0 + b̂0)(2k + 1)

)
=

= f̂2 − â0f̂1 +
1

16π2

∫
S∗M

(σav)2dv − m̂2 − b̂0l̂1 +
1

16π2

∫
S∗M

(qav)2dv, (1.49)

ãäå σav îïðåäåëåí â (1.13), qav îïðåäåëåí â (1.31), â0 =
f̂1 − l̂1
f̂0

, b̂0 =
l̂1 − m̂1

l̂0
,

m̂i - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè M̂(t), l̂i - êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ òåòà-ôóíêöèè L̂(t) è f̂i - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òåòà-

ôóíêöèè F̂ (t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè F̂ (t) è F (t) ñîâïàäàþò. È çíà÷èò, êîýôôöèåíòû

f̂0 = 1, f̂1 =
1

3
, f̂2 =

1

15
.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 1.2.4 äàííîé äèññåðòàöèè óñòàíàâëè-

âàåòñÿ, ÷òî

m̂1 = ζ−∆M+q(0), m̂2 = −ζ−∆M+q(1),

l̂1 = ζ−∆M
(0), l̂2 = −ζ−∆M

(1).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåäîñòàþùèõ äëÿ îòâåòà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

òåòà-ôóíêöèé áûëè ïðîâåäåíû ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ â ñèñòåìå êîìïüþ-

òåðíîé àëãåáðû "Wolfram Mathematica 9" [35], òàê êàê ¾âðó÷íóþ¿, â îò-

ëè÷èè îò ïðåäûäóùåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòíîãî ïðèìåðà, ïðîèçâåñòè

ýòè âû÷èñëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì. Â Ïðèëîæåíèè ê

äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ζ−∆M+q(0) è ζ−∆M+q(1).

Íåñìîòðÿ íà î÷åíü ñëîæíûé âèä ïîëó÷èâøèõñÿ êîýôôèöèåíòîâ, îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî îíè ñíîâà çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè

ìíîãîîáðàçèÿ, è â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âèä àñèìïòîòèê òåòà-ôóíêöèé
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îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ïîýòîìó äàííûé ðå-

çóëüòàò âûíåñåì â Ëåììó:

Ëåììà 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîðìóëîé

(10), òîãäà äëÿ òåòà-ôóíêöèé F̂ (t), L̂(t), M̂(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îïå-

ðàòîðîâ −∆̃M , −∆M , −∆M + q âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïðè

t→ 0:

F̂ (t) = t−1 +
1

3
+

1

15
t+O(t2),

L̂(t) = t−1 +
1

3
+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS

 t+O(t2),

M̂(t) = t−1 +

1

3
− 1

4π

∫
M

qdS

+

+

 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS+

1

24π

∫
M

(−∆Mq + 3q2 − 2qKM)dS

 t+O(t2),

ãäå KM =
1

4 (Bp(u1, u2)2 − Ap(u1, u2)Cp(u1, u2))
2×(

Cp(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)

2 − 2Bp(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)+

Ap(u1, u2)Ap
′

u2
(u1, u2)Cp

′

u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)

2Ap
′′

u2u2
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Ap
′′

u2u2
(u1, u2)− 2Cp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2)+

Bp(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Ap

′

u1
(u1, u2) + 4Bp(u1, u2)Bp

′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp
′

u2
(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)−Bp(u1, u2)Ap

′

u2
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+

Cp(u1, u2)Ap
′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)− 2Bp(u1, u2)Bp

′

u1
(u1, u2)Cp

′

u1
(u1, u2)+
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Ap(u1, u2)Cp
′

u1
(u1, u2)

2 − 4Bp(u1, u2)
2Bp

′′

u1u2
(u1, u2)+

4Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Bp
′′

u1u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)

2Cp
′′

u1u1
(u1, u2)−

2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Cp
′′

u1u1
(u1, u2)

)
� ãàóññîâà êðèâèçíà M.

Òåïåðü ìîæåì îêîí÷àòåëüíî ïåðåíåñòè ðåóëüòàò Òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé

îáùåãî ïîëîæåíèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîðìóëîé

(1.44), q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà

M , òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki îïåðàòîðà −∆M +q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
M

qdS

 =

1

16π2

∫
S∗M

(qav)2dv +
1

16π2

∫
S∗M

(σav)2dv +
1

15
−

− 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS − 1

24π

∫
M

(
−∆Mq + 3q2 − 2q(KM − 1)

)
dS,

ãäå KM - ãàóññîâà êðèâèçíà M , S∗M - ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ êîñôåð íàä

M , dv - êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà îáúåìà íà S∗M , qav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(q)dt, ãäå

Ξ - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗M\{0},

îïðåäåëÿåìîå ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé íàM , σav =
1

2π

2π∫
0

(exp tΞ)∗(σ)dt, ãäå

σ =
1

4
(KM − 1+1

3
(KM)vu

3

r∫
0

(KM)vJ
3ds− (KM)vu

2J

r∫
0

(KM)vuJ
2ds

), ãäå v - åäèíè÷íûé

âåêòîð íîðìàëè ê ãåîäåçè÷åñêîé γ, J(r, ω) - îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü â ãåî-
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äåçè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u è

v - ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßêîáè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ ñ

óñëîâèÿìè

 u(0) v(0)

u̇(0) v̇(0)

 =

 1 0

0 1

.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî íå çàâèñèò îò

ÿâíîãî âèäà ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí, íàïðèìåð, è äëÿ

ìíîãîîáðàçèÿ ML, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè,

è äëÿ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ Öîëëÿ (ñì. ïðèìåðû â ïóíêòå 1.3.1). Áîëåå

òîãî, ìîæíî ïðèâåñòè ðÿä èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé èç íåå.

Ñëåäñòâèå 1: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîðìó-

ëîé (1.44), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M íà M âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

(λki − k(k + 1)) =

=
1

15
− 1

60π

∫
M

(∆MKM +K2
M)dS +

1

16π2

∫
S∗M

(σav)2dv,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîëîæèòü q = 0 â ôîðìóëå Tåîðåìû 2.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ÿâëÿòåñÿ íîâûì.

Çäåñü óäàëîñü ïîêàçàòü, êàê èìåííî âîçìóùåíèå ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ

âëèÿåò íà èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè.

Ñëåäñòâèå 2: Ïóñòü M = S2 � ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðà-

äèóñà, ìåòðèêà êîòîðîé çàäàíà â âèäå (1.43), q - áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöè-



68

ðóåìàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà S2, òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

µki îïåðàòîðà −∆S2 + q âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1

4π

∫
S2

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗S2

(qav)2dv − 1

24π

∫
S2

(
−∆S2q + 3q2

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

×òîáû îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê îáû÷íîé ñôåðå â óñëîâèÿõ Òåîðåìû

2, íåîáõîäèìî â ôîðìóëå òåîðåìû ïðèíÿòü êðèâèçíó ðàâíîé 1, òî åñòü

KM = KS2 = 1. Áîëåå òîãî, åñëè çàäàòü çäåñü q - íå÷åòíîé ôóíêöèåé, òî

ðåçóëüòàò ñîâïàäåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â [16] è [14].

Ñëåäñòâèå 3: Ïóñòü M ∈ SC2π � ìíîãîîáðàçèå, ìåòðèêà êîòîðî-

ãî ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì ìåòðèêè ñòàíäàðòíîé ñôåðû è çàäàíà ôîð-

ìóëîé (1.44), òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λki íåâîçìóùåííîãî îïåðàòî-

ðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M è äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µki âîçìóùåííîãî

êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé q îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè −∆M + q

íà M , âåðíî ðàâåíñòâî:

∞∑
k=0

2k∑
i=0

µki − λki − 1

4π

∫
M

qdS

 =

=
1

16π2

∫
S∗M

(qav)2dv − 1

24π

∫∫
M

(
−∆Mq + 3q2 − 2q(KM − 1)

)
dS,

ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç Òåîðåìû 2 è Ñëåäñòâèÿ 1.

Çäåñü óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
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âçÿòûõ íà îäíîì M , çàâèñèò îò ãàóññîâîé êðèâèçíû ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ

(êðîìå ñëó÷àÿ ñôåðû, êîãäà êðèâèçíà ïîñòîÿííà è ðàâíà 1).
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè îïðåäåëèì A = Ap(u1, u2), B = Bp(u1, u2),

C = Cp(u1, u2), q = q(u1, u2).

ζ−∆M+q(0) =

∫∫
M

√
−B2 + AC

(
− q

4π
+

1

48π (−B2 + AC)2

(
C(A

′

u2
)2 − 2BA

′

u2
B
′

u2
+ AA

′

u2
C
′

u2
+ 2B2A

′′

u2u2
−

2ACA
′′

u2u2
− 2CB

′

u2
A
′

u1
+BC

′

u2
A
′

u1
+ 4BB

′

u2
B
′

u1
− 2AC

′

u2
B
′

u1
−

BA
′

u2
C
′

u1
+ CA

′

u1
C
′

u1
− 2BB

′

u1
C
′

u1
+ A(C

′

u1
)2 − 4B2B

′′

u1u2
+

4ACB
′′

u1u2
+ 2B2C

′′

u1u1
− 2ACC

′′

u1u1

)
du1du2;

ζ−∆M+q(1) =

∫∫
M

√
−B2 + AC

(
− q

2

8π
+
Aq

′′

u2u2
− 2Bq

′′

u1u2
+ Cq

′′

u1u1

24π(−B2 + AC)
+

q
′

u1

48π (−B2 + AC)2×(
BCA

′

u2
− 2ACB

′

u2
+ ABC

′

u2
− C2A

′

u1
+ 2BCB

′

u1
− 2B2C

′

u1
+ ACC

′

u1

)
+

q
′

u2

48π (−B2 + AC)2×(
−2B2A

′

u2
+ ACA

′

u2
+ 2ABB

′

u2
− A2C

′

u2
+BCA

′

u1
− 2ACB

′

u1
+ ABC

′

u1

)
+

q

48π (−B2 + AC)2×(
C(A

′

u2
)2 − 2BA

′

u2
B
′

u2
+ AA

′

u2
C
′

u2
+ 2B2A

′′

u2u2
− 2ACA

′′

u2u2
− 2CB

′

u2
A
′

u1
+

BC
′

u2
A
′

u1
+ 4BB

′

u2
B
′

u1
− 2AC

′

u2
B
′

u1
−BA′u2C

′
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