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Ñïèñîê ñîêðàùåíèé

ËÀ � ëåòàòåëüíûé àïïàðàò
ÑÍÑ � ñïóòíèêîâàÿ íàâèãàöèîííàÿ ñèñòåìà
×Ý � ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò
ÑÂÐ � ñôåðè÷åñêîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå
ÂÊ � âåéâëåò-êîýôôèöèåíò
ÑÊ � ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíò
ÌÍÊ � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
ÑÊÎ � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
1 Ãàë � 10−2 ì/c2

1 ìÃàë � 10−5 ì/c2
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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè àýðîãðàâèìåòðèè.
Àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå ñúåìêè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ñèëû òÿæåñòè â èññëåäóåìîì ðàéîíå ñ öåëüþ ðàçâåäêè ïîëåçíûõ
èñêîïàåìûõ èëè âû÷èñëåíèÿ ãåîèäà (ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïî-
ëÿ ñèëû òÿæåñòè). Òî÷íîñòü è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå äàííûõ î
ñèëå òÿæåñòè, ïîëó÷àåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ðåçóëüòàòàì àâèàöèîí-
íûõ ñúåìîê, áëèçêè ê äîñòèãàåìûì â íàçåìíîé ãðàâèìåòðèè. Ïðåèìóùå-
ñòâàìè àýðîãðàâèìåòðèè ÿâëÿþòñÿ áûñòðîòà ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î
ñèëå òÿæåñòè è âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèé â òðóäíîäîñòóïíûõ ðàéîíàõ
(øåëüôû, ãîðû, òðîïè÷åñêèå ëåñà, ïîëÿðíûå ðàéîíû).

Àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå ñúåìêè ÷àñòî ïðîâîäÿòñÿ òàêæå äëÿ óòî÷íå-
íèÿ ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè [29], ðàññ÷èòûâàå-
ìîé, ãëàâíûì îáðàçîì, ïî ñïóòíèêîâûì íàáëþäåíèÿì. Ìåòîäû óòî÷íå-
íèÿ ãëîáàëüíîé ìîäåëè õîðîøî ðàçâèòû (èíòåãðàëüíûå ìåòîäû, ìåòîä
êîëëîêàöèé) è îñíîâûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà ðàçëîæåíèè ïîëÿ ñèëû
òÿæåñòè â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì (øàðîâûì) ôóíêöèÿì.

Äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåò-
ðèè, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ãëîáàëüíîì ãðàâèòàöè-
îííîì ïîëå Çåìëè. Òðåáîâàíèå âûçâàíî òåì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÷àñòî
âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ � òðàíñôîðìàöèè (íàïðèìåð,
ïðîäîëæåíèå ñèëû òÿæåñòè, çàäàííîé íà âûñîòå ïîëåòà, íà ïîâåðõíîñòü
Çåìëè), äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà íåëîêàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ïðèìåíå-
íèå â ýòîì ñëó÷àå ãëîáàëüíîé ìîäåëè â ñòàíäàðòíîì âèäå ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì òåõíè÷åñêè ñëîæíî è íå âñåãäà êîððåêò-
íî. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîëëîêàöèé, îñíîâàííîãî íà ñòîõàñòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè, íå âñåãäà îïðàâäàíî. Ñðàâíèòåëüíî íîâûå
ïîäõîäû ê ëîêàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ñèëû òÿæåñòè îñíîâàíû íà èñïîëü-
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çîâàíèè àëüòåðíàòèâíûõ ðàçëîæåíèé. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìíîãîìàñøòàá-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ íà îñíîâå ñôåðè÷åñêèõ âåéâëåò-ðàçëîæåíèé [55], [61],
ðàçëîæåíèÿ ïî ðàäèàëüíûì ìóëüòèïîëÿì [71], òî÷å÷íûì ìàññàì [95] è
äð.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ëîêàëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ ñèëû òÿæåñòè è åå òðàíñôîðìàöèé ïî äàííûì àýðîãðàâè-
ìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè. Äëÿ
ëîêàëüíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ óêàçàííûõ ðàçíîðîäíûõ äàííûõ èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà îñíîâå ñôåðè÷åñêîãî
âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ. Îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíîé ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè, ÷òî óäîáíî
ïðè ðàáîòå ñ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèìè äàííûìè. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ
ñôåðè÷åñêîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå â êîíöåïöèè, ïðåäñòàâëåííîé Òåõíè÷å-
ñêèì óíèâåðñèòåòîì Êàéçåðñëàóòåðíà (Ãåðìàíèÿ) [55]. Âåéâëåòû äàííîé
êîíöåïöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âíå ñôåðû è, òàêèì
îáðàçîì, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçíûõ çàäà÷ òðàíñôîðìà-
öèè. Çàäà÷à êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè îïòèìàëüíîãî
îöåíèâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Êðàòêî èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå

îñíîâû àýðîãðàâèìåòðèè, ïðèâåäåíû ñîñòàâ èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû,
ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé è îáðàáîòêè äàííûõ; ïî-
ñòàâëåíà çàäà÷à, èçó÷àåìàÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, è îáîçíà÷åíî ìå-
ñòî, çàíèìàåìîå åå â îáùåé ïðîöåäóðå îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ àýðîãðàâè-
ìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê. Ðàññìîòðåíû èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþùèå ìíîãîìàñøòàáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïî-
òåíöèàëà ñèëû òÿæåñòè ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêèõ âåéâëåò-ðàçëîæåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñàí ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà
îñíîâå ñôåðè÷åñêîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ. Èçëîæåíèå ïðîâåäåíî ïî ìà-
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òåðèàëàì ðàáîò Â. Ôðåäåíà è äð. [55], [56], [57], [54]. Ïîëó÷åíà îöåí-
êà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ (ÑÊ) ñèëû òÿæå-
ñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè â îãðàíè÷åííîé çîíå, ïðåäëîæåí âàðèàíò êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà ïî ñôåðå ïðè âû-
÷èñëåíèè âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ (ÂÊ) ñèëû òÿæåñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà
ñòåïåíè ¾ñãëàæåííîñòè¿ ôóíêöèè â ðåçóëüòàòå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ
íà ñôåðå, ïîêàçàíî îòñóòñòâèå ïðÿìîé ñóììû äåòàëèçèðóþùèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè âåéâëå-
òîâ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.

Â òðåòüåé ãëàâå èçëàãàåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ëîêàëüíîãî
êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè. Ìåòîäè-
êà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ: îöåíèâàíèÿ ÑÊ ñèëû òÿæåñòè íà ìàêñèìàëü-
íîì óðîâíå äåòàëèçàöèè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè; âû÷èñëåíèÿ ÂÊ íà
ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè ïî îöåíåííûì íà ïåðâîì ýòàïå ÑÊ; ñîâìåñò-
íîãî îöåíèâàíèÿ ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè. Íà
ïåðâîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ðåêóððåíòíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ) ñ øàãîì ðåêóðñèè ïî íîìåðó ãàëñà (ïàðàëëåëüíîãî ïðÿìîëèíåé-
íîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè) ñúåìêè, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü ñïåöèôèêó äàí-
íûõ àýðîãðàâèìåòðèè, â ÷àñòíîñòè íåêîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê èçìå-
ðåíèé íà ðàçíûõ ãàëñàõ. Â ñèëó ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è ïåðâîãî
ýòàïà ïðèìåíåíà èíôîðìàöèîííàÿ ôîðìà ÌÍÊ ñ ðåãóëÿðèçàöèåé èíôîð-
ìàöèîííîé ìàòðèöû ÑÊ íà ïîñëåäíåì øàãå ðåêóðñèè. Êîìáèíèðîâàíèå
ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè íà ïîñëåäíåì ýòàïå
ìåòîäèêè ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîâàðèàöèîííîãî àëãîðèòìà ÌÍÊ. Â
�3.3 ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãàðàíòèðóþùåãî (ìè-
íèìàêñíîãî) îöåíèâàíèÿ â ðåøåíèè çàäà÷è êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðîâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè àëãîðèò-
ìàìè ìåòîäèêè ìîäåëüíûõ äàííûõ è äàííûõ ðåàëüíîé àýðîãðàâèìåòðè-
÷åñêîé ñúåìêè â Àðêòèêå è ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
Çåìëè EGM2008.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà Þðèÿ
Âëàäèìèðîâè÷à Áîëîòèíà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âíèìàíèå ê åå ðåøåíèþ
è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí çàâåäóþùåìó ëàáî-
ðàòîðèåé óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè À.À. Ãîëîâàíó, ïðîôåññîðó À.È. Ìà-
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òàñîâó, ïðîôåññîðó Í.À. Ïàðóñíèêîâó, ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêàì
Ì.Þ. Ïîïåëåíñêîìó è À.Â. Êîçëîâó çà êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è îáñóæ-
äåíèÿ.
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Ãëàâà 1. Çàäà÷à îáðàáîòêè äàííûõ

àýðîãðàâèìåòðèè

Â � 1.1 ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàçâèòèÿ è ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ
àýðîãðàâèìåòðèè. Â �� 1.2-1.3 ôîðìóëèðóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå è ãåîôè-
çè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà àýðîãðàâèìåòðèè, à òàêæå ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ
àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé è èõ îáðàáîòêè. Â êîíöå � 1.3 ñòàâèòñÿ çàäà÷à
ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè è åå òðàíñôîðìàöèé ïî
äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè, èçó÷àåìàÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, è îáî-
çíà÷àåòñÿ ìåñòî, çàíèìàåìîå åþ â îáùåé ïðîöåäóðå îáðàáîòêè àâèàöè-
îííûõ èçìåðåíèé. Â � 1.4 ïðèâåäåí îáçîð ïðèìåíÿåìûõ ïîäõîäîâ ê ðå-
øåíèþ äàííîé çàäà÷è. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ïîäõîäû, èñïîëüçóþùèå
ïàðàìåòðèçàöèþ ïîòåíöèàëà ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêî-
ãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ.

� 1.1. Èñòîðèÿ ãðàâèìåòðèè

Ãðàâèìåòðèÿ � íàóêà îá èçìåðåíèè ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè è
áëèç ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Íà÷àëî ãðàâèìåòðèè ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ã. Ãà-
ëèëåÿ, îòêðûâøåãî çàêîí ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ è çàêîí êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà. Â êîíöå XVII â. ìàÿòíèêîâûì ìåòîäîì áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî îá-
íàðóæåíà çàâèñèìîñòü ñèëû òÿæåñòè îò ìåñòîïîëîæåíèÿ, îáúÿñíåííàÿ
çàòåì â ðàáîòàõ È. Íüþòîíà è Õ. Ãþéãåíñà. Â 1687 ã. Íüþòîíîì îòêðûò
çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Âïîñëåäñòâèè Íüþòîíîì è Ãþéãåíñîì áûë
óñòàíîâëåí ýôôåêò ïîëÿðíîãî ñæàòèÿ äëÿ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ âðàùàþ-
ùåéñÿ æèäêîñòè è ïîëó÷åíà ìîäåëü Çåìëè â âèäå ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ
ñ ñèëîé òÿæåñòè, âîçðàñòàþùåé îò ýêâàòîðà ê ïîëþñàì. Äàëüíåéøèé
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âêëàä â îáëàñòü ãèäðîñòàòèêè Çåìëè âíåñåí Ê. Ìàêëîðåíîì, Ï. Áóãå,
Ê. ßêîáè, Ë. Ýéëåðîì. Â 1743 ã. À.Ê. Êëåðî îòêðûë âîçìîæíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ Çåìëè ïî èíôîðìàöèè î ñèëå òÿ-
æåñòè íà åå ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâèâøèé ñóòü ãðàâèìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà â
ãåîäåçèè.

Çàâåðøåíèå ñòàíîâëåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ãðàâèìåòðèè ñâÿçàíî
ñ èìåíàìè Ï.Ñ. Ëàïëàñà, À.M. Ëåæàíäðà, Ñ.Ä. Ïóàññîíà, Ä. Ãðèíà,
Æ.Ä. Ëàãðàíæà, Ê.Ô. Ãàóññà, ðàçðàáîòàâøèõ òåîðèþ ïîòåíöèàëà ôè-
çè÷åñêîãî ïîëÿ. Ãàóññîì ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèãó-
ðû Çåìëè ðàññìàòðèâàòü ýêâèïîòåíöèàëüíóþ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé
È.Á. Ëèñòèíãîì â 1873 ã. ââåäåíî íàçâàíèå ãåîèäà. Äæ.Ã. Ñòîêñîì ïî-
êàçàíà íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìàññ âíóòðè Çåìëè ïî åå âíåøíåìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ è
ïîëó÷åíà ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ôîðìû ãåîèäà ïî çíà÷åíèÿì ñèëû òÿæå-
ñòè.

Èçìåðèòåëüíûìè ïðèáîðàìè, èñïîëüçîâàâøèìèñÿ ïðè ãðàâèìåòðè÷å-
ñêèõ èçìåðåíèÿõ âïëîòü äî ñåðåäèíû XX â., áûëè ìàÿòíèêîâûå ãðàâè-
ìåòðû. Ñ íàêîïëåíèåì ãðàâèìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ñòàëî âîçìîæíûì ïåð-
âîå âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëå Êëåðî ñæàòèÿ Çåìëè êàê 1 : 330, âûïîë-
íåííîå Ëàïëàñîì â 1799 ã. Â XIX â. ìàÿòíèêîâûìè ìåòîäàìè íà÷èíàþò
ïðîâîäèòüñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå îòíîñèòåëüíûå èçìåðåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
îïðåäåëÿòü ïðèðàùåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ìåæäó ïóíêòàìè íàáëþäåíèé.
Ñ ðàçâèòèåì îòíîñèòåëüíîé ãðàâèìåòðèè ïîòðåáîâàëîñü âûñîêîòî÷íîå
îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ñèëû òÿæåñòè. Íà îñíîâå àáñîëþòíûõ
èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ â Ïîñòäàìå â 1909 ã., áûëà ïðèíÿòà Ïîòñäàì-
ñêàÿ ãðàâèìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà è ïîëó÷åíà Ô.Ð. Ãåëüìåðòîì ôîðìóëà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè.

Ê 1930-ìó ã. âõîäÿò â ïîëüçîâàíèå ïðóæèííûå ãðàâèìåòðû, ïîñòåïåí-
íî âûòåñíèâøèå ìàÿòíèêîâûå ïðèáîðû. Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ýòèõ ãðà-
âèìåòðîâ � âîçìîæíîñòü áûñòðîé ñúåìêè áîëüøèõ ïëîùàäåé. Ïðóæèí-
íûå ãðàâèìåòðû îñíîâàíû íà íàáëþäåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîá-
íîé ìàññû â ïîëå ñèëû òÿæåñòè (óäåðæèâàþùàÿ ñèëà ñîçäàåòñÿ ìåòàëëè-
÷åñêîé èëè ýëåêòðè÷åñêîé ïðóæèíîé). Â ñåðåäèíå 1930-õ ãã. Ë.Äæ.Á. Ëà
Êîñòîì ñîçäàí èçâåñòíûé ïðåöèçèîííûé ãðàâèìåòð, ïðèìåíÿåìûé è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ïðèìåðíî ñ 1939 ã. ãðàâèìåòðû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàç-
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âåäêå íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé.
Â 1920-õ ãã. íà÷èíàþò ïðîâîäèòüñÿ èíòåíñèâíûå ãðàâèìåòðè÷åñêèå

ñúåìêè íà îêåàíàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî Ô.À. Âåíèíã-
Ìåéíåñîì äâóõìàÿòíèêîâîãî ïðèáîðà äëÿ èçìåðåíèé íà ïîäâèæíîì îñ-
íîâàíèè. Â 1950-õ ãã. ïðè îòíîñèòåëüíûõ èçìåðåíèÿõ íà îêåàíàõ íà÷è-
íàþò ïðèìåíÿòüñÿ ìîðñêèå ãðàâèìåòðû, â êîòîðûõ ãðàâèìåòðè÷åñêèé
äàò÷èê ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè óñòàíîâëåí íà ãèðîñòàáè-
ëèçèðîâàííóþ ïëàòôîðìó.

Â 1950�1960-õ ãã. âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå ìåæäóíàðîäíûå ðàáîòû ïî
ñîçäàíèþ ìèðîâîé îïîðíîé ãðàâèìåòðè÷åñêîé ñåòè. Â ðåçóëüòàòå ðà-
áîò ñîçäàíà Ìåæäóíàðîäíàÿ ãðàâèìåòðè÷åñêàÿ ñòàíäàðòèçàöèîííàÿ ñåòü
(ÌÃÑÑ-71, IGSN-71), ïðèíÿòàÿ â 1971 ã. âìåñòî Ïîòñäàìñêîé ñèñòåìû.
Íîâàÿ ñåòü ïîñòðîåíà â îñíîâíîì ïî àáñîëþòíûì èçìåðåíèÿì ñèëû òÿ-
æåñòè ñ áàëëèñòè÷åñêèìè ãðàâèìåòðàìè (îñíîâàííûìè íà íàáëþäåíèè
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðîáíîé ìàññû) è îòíîñèòåëüíûì èçìåðåíèÿì ñ ãðà-
âèìåòðàìè Ëà Êîñòà�Ðîìáåðãà. Ñ 1970-õ ãã. ñåòü ñîâåðøåíñòâóåòñÿ áëàãî-
äàðÿ íîâûì èçìåðåíèÿì ñ áàëëèñòè÷åñêèìè àáñîëþòíûìè ãðàâèìåòðàìè
è ïðóæèííûìè ãðàâèìåòðàìè.

Íà÷èíàÿ ñ 1960-õ ãã. âûïîëíÿþòñÿ ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ â ãåîäå-
çèè. Âíåäðåíèå ÝÂÌ ñäåëàëî áîëåå èíòåíñèâíûì èñïîëüçîâàíèå ãðàâè-
ìåòðè÷åñêèõ äàííûõ â ãåîäåçèè è ãåîôèçèêè. Çíà÷èòåëüíî ðàçâèâàþòñÿ
ìåòîäû îáðàáîòêè èçìåðåíèé â ñâÿçè ñî ñòàíîâëåíèåì èíôîðìàöèîííîãî
ïîäõîäà. Îñíîâû ìåòîäîâ çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Í. Êîëìîãîðîâà, Í. Âè-
íåðà, Ê.Øåííîíà, Ð. Êàëìàíà, Â.À. Êîòåëüíèêîâà è äð. â îáëàñòè òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òåîðèè èíôîðìàöèè, îïòè-
ìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ, îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçìåðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè âûïîëíÿþò ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ãîñóäàðñòâåííûå è ÷àñòíûå îðãàíèçàöèè. Êîîðäèíàöèþ ìåæäó-
íàðîäíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà â ýòîé îáëàñòè îñóùåñòâëÿåò Ìåæäóíàðîäíàÿ
àññîöèàöèÿ ãåîäåçèè (IAG).

Â ÑÑÑÐ ïåðâûì íàó÷íûì èíñòèòóòîì ãåîôèçè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ñòàë
ñîçäàííûé â 1928 ã. Ñåéñìîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò Àêàäåìèè íàóê (ÑÈÀÍ)
â Ëåíèíãðàäå. Íàðÿäó ñ ñåéñìîëîãèåé â íåì áûëè îðãàíèçîâàíû ðàáîòû
ïî ãðàâèìåòðèè. Â 1930 ã. îñóùåñòâëÿþòñÿ ïåðâûå â ÑÑÑÐ ìîðñêèå ãðà-
âèìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ (×åðíîå ìîðå) íà ïîäâîäíîé ëîäêå, âûïîëíåí-
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íûå Ãîñóäàðñòâåííûì àñòðîíîìè÷åñêèì èíñòèòóòîì èì. Ï.Ê. Øòåðíáåð-
ãà (ÃÀÈØ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûðåõìàÿòíèêîâîãî ïðèáîðà ñîáñòâåííîé
ðàçðàáîòêè (Ë.Â. Ñîðîêèí). Ñèñòåìàòè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ íà íàäâîäíûõ
ñóäàõ íà÷àëèñü â 1951 ã., â êîòîðûõ ó÷àñòâîâàëè ñîòðóäíèêè ÃÀÈØ, ãåî-
ëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, Âñåñîþçíîãî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
èíñòèòóòà ãåîôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàçâåäêè (ÂÍÈÈÃåîôèçèêà), Èíñòè-
òóòà ôèçèêè Çåìëè (ÈÔÇ ÀÍ ÑÑÑÐ, ñîçäàííîãî â 1956 ã. íà áàçå áûâøåãî
ÑÈÀÍà), ÖÍÈÈÃÀèÊà è äðóãèõ îðãàíèçàöèé. Âî âòîðîé ïîëîâèíå 1950-
õ ãã. äëÿ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé íà îêåàíàõ íà÷èíàþò ïðèìåíÿòüñÿ
ñïåöèàëüíûå ìîðñêèå ãðàâèìåòðû. Òåîðèÿ ìîðñêèõ ãðàâèìåòðîâ â ÑÑÑÐ
ðàçðàáàòûâàëàñü Ê.Å. Âåñåëîâûì (ÂÍÈÈÃåîôèçèêà), Â.Ë. Ïàíòåëååâûì
(ÃÀÈØ) [27] è äð. Â äàëüíåéøåì êîíñòðóèðîâàíèåì ãðàâèìåòðîâ çàíè-
ìàëèñü ÃÀÈØ, ÂÍÈÈÃåîôèçèêà, ÈÔÇ ÀÍ ÑÑÑÐ, Âñåñîþçíûé èíñòèòóò
ðàçâåäî÷íîé ãåîôèçèêè (ÂÈÐÃ) è äð. Íà îñíîâå íàêîïëåííîãî ê 1989 ã.
îáúåìà ãðàâèìåòðè÷åñêèõ äàííûõ â ÑÑÑÐ ââåäåíà ñèñòåìà ãåîäåçè÷å-
ñêèõ ¾Ïàðàìåòðîâ Çåìëè 1990 ã.¿.

Èñòîðèÿ è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå àýðîãðàâèìåòðèè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àýðîãðàâèìåòðèÿ ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ñêàëÿðíóþ, âåê-
òîðíóþ, à òàêæå ãðàäèåíòîìåòðèþ. Â ñêàëÿðíîé àýðîãðàâèìåòðèè èçìå-
ðÿåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè, â âåêòîðíîé �
âñå òðè êîìïîíåíòû. Â àâèàöèîííîé ãðàäèåíòîìåòðèè èçìåðÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà ãðàäèåíòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Îãðàíè÷èìñÿ
çäåñü ðàññìîòðåíèåì ñêàëÿðíîé àýðîãðàâèìåòðèè.

Â 1959�1960 ãã. â ÑÑÑÐ è ÑØÀ áûëè ïðîâåäåíû ïåðâûå ïîïûòêè
ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê ñ ñàìîëåòà. Â ÑÑÑÐ èñïîëüçîâàëèñü äåìïôè-
ðîâàííûå êâàðöåâûé è ñòðóííûé ãðàâèìåòðû, ïîìåùåííûå íà ãèðîñòà-
áèëèçèðîâàííóþ ïëàòôîðìó, â ÑØÀ � ìîðñêîé ãðàâèìåòð Ëà Êîñòà�
Ðîìáåðãà S-5 [90]. Òðàåêòîðèÿ ñàìîëåòà èçìåðÿëàñü èíåðöèàëüíîé íà-
âèãàöèîííîé ñèñòåìîé, âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü � ðàäèîâûñîòîìåðîì è
áàðîâûñîòîìåðîì. Ðåçóëüòàòû ãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé èìåëè íèç-
êóþ òî÷íîñòü, íåäîñòàòî÷íóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé [25], [90].
Îñíîâíûå òðóäíîñòè íà òîò ìîìåíò áûëè âûçâàíû íåòî÷íîñòÿìè â ïîçè-
öèîíèðîâàíèè, íàâèãàöèè è îïðåäåëåíèè âûñîòû ñàìîëåòà, â íåó÷òåííîì
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âëèÿíèè ýôôåêòà Ýòâ�åøà, óçêîì äèíàìè÷åñêîì äèàïàçîíå ãðàâèìåòðîâ.
Â 1980-õ ãã. âîçîáíîâëÿþòñÿ èñïûòàíèÿ â àâèàöèîííîé ãðàâèìåòðèè.

Îñìûñëÿþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ GPS äëÿ ðåøåíèÿ íàâèãàöèîí-
íûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ J.M. Brozena et al. [39], K.P. Schwartz
et al. [84]). Óñîâåðøåíñòâîâàíû ãðàâèìåòðû ïîä øèðîêèé äèíàìè÷åñêèé
äèàïàçîí óñêîðåíèé, âîçíèêàþùèõ âî âðåìÿ ïîëåòà. Àýðîãðàâèìåòðè÷å-
ñêèå ñúåìêè, ïðîâåäåííûå â 1991 è 1992 ãã. Naval Research Laboratory
(ÑØÀ) è Òåõíè÷åñêèì óíèâåðñèòåòîì Äàíèè â Ãðåíëàíäèè, äîêàçàëè
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âûñîêîòî÷íûõ êàðò ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè ïî äàí-
íûì àýðîãðàâèìåòðèè [40].

Â íà÷àëå 1990-õ ãã. ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå â àâèàöèîííîé
ãðàâèìåòðèè, âûçâàííîå îêîí÷àíèåì ðàçâåðòûâàíèÿ GPS, ïðîãðåññîì â
ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíèêå, íîâûìè âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ, ïîÿâëåíèåì
íîâûõ ñïîñîáîâ ïðèáîðíîé èíòåãðàöèè èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì íàâèãàöèè
ñ ãðàâèìåòðàìè, ðàçðàáîòêîé íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè
äàííûõ è ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòü ãåîèäà [12].
Òî÷íîñòü êàðò ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè, ïîëó÷àåìûõ ïî äàííûì àýðîãðàâèìåò-
ðèè, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîñòèãàåò 0.5�1 ìÃàë ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì
ðàçðåøåíèè äî 2�5 êì [9]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àýðîãðàâèìåòðèÿ øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðàçâåäî÷íîé ãåîôèçèêè, èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå
ïðè ðàçâåäêå íåôòè è ãàçà [12].

Â àýðîãðàâèìåòðèè âûäåëÿþò êàê ãðàâèìåòðû ïëàòôîðìåííîãî òè-
ïà, â êîòîðûõ ãðàâèìåòðè÷åñêèé äàò÷èê ïîìåùàåòñÿ âåðòèêàëüíî íà ãî-
ðèçîíòèðóåìóþ ïëàòôîðìó ÈÍÑ, òàê è áåñïëàòôîðìåííûå, èíòåãðèðî-
âàííûå ñ ÁÈÍÑ. Äîñòîèíñòâàìè ïîñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ ìàëûå ãàáàðèòû è
ìåíüøàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàòôîðìåííûìè ãðàâèìåòðàìè öåíà. Èç çàðó-
áåæíûõ ïëàòôîðìåííûõ ãðàâèìåòðîâ âûäåëèì ñèñòåìó AIRGrav ðàçðà-
áîòêè Sander Geophysics Ltd. [48], ãðàâèìåòð Ëà Êîñòà�Ðîìáåðãà. Ïåðâûå
â ìèðå ðàçðàáîòêè áåñïëàòôîðìåííûõ ãðàâèìåòðîâ íà÷àòû â óíèâåðñè-
òåòå ã. Êàëãàðè (Êàíàäà) [85]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíûå çà ðóáå-
æîì ñèñòåìû ýòîãî òèïà � SAGS4 (Áàâàðñêàÿ Àêàäåìèÿ íàóê [35]), áåñ-
ïëàòôîðìåííûé âàðèàíò ãðàâèìåòðà Ëà Êîñòà � Ðîìáåðãà [94], GAIN
(Äåëôòñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò [30]). Ñðàâíåíèå òî÷íîñòíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïëàòôîðìåííûõ è áåñïëàòôîðìåííûõ ñèñòåì îáñóæäàåòñÿ,
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íàïðèìåð, â [30]. Îòìåòèì, ÷òî áåñïëàòôîðìåííûé ãðàâèìåòð ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ è êàê ñêàëÿðíûé, è êàê âåêòîðíûé.

Â Ðîññèè àâèàöèîííàÿ ãðàâèìåòðèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû GPS
ðàçâèâàåòñÿ ñ ñåðåäèíû 1990-õ ãã., êîãäà áûë ïîäãîòîâëåí ê èñïûòàíèÿì
àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèé êîìïëåêñ ÀÃÊ ðàçðàáîòêè ÌÈÝÀ è Ëàáîðàòîðèè
óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà [13], à òàêæå ãðà-
âèìåòð Ãðàâèòîí ðàçðàáîòêè ÎÀÎ ¾ÂÍÈÈÃåîôèçèêà¿.

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñîçäàíèå è ñîâåðøåíñòâîâàíèå àýðîãðàâèìåò-
ðè÷åñêèõ ñèñòåì â Ðîññèè âíåñåí êîëëåêòèâàìè ÍÒÖ ¾Èíåðöèàëüíàÿ
òåõíèêà¿, ëàáîðàòîðèè èíåðöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñèñòåì ÌÃÒÓ èìå-
íè Áàóìàíà (Ñàëû÷åâ Î.Ñ. [28]), ëàáîðàòîðèè ãðàâèèíåðöèàëüíûõ èçìå-
ðåíèé ÈÔÇ èìåíè Î.Þ. Øìèäòà ÐÀÍ (Êîíåøåâ Â.Í., Æåëåçíÿê Ë.Ê. è
äð. [18], [67]), ëàáîðàòîðèè óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà (Ïàðóñíèêîâ Í.À., Áîëîòèí Þ.Â., Ãîëîâàí À.À. è äð. [12]), ÇÀÎ
ÍÒÏ ¾Ãðàâèìåòðè÷åñêèå òåõíîëîãèè¿, ÖÍÈÈ ¾Äåëüôèí¿ (Þðèñò Ñ.Ø.,
Èëüèí Â.Í., ÑìîëëåðÞ.Ë., Áåðæèöêèé Â.Í., Ñàâåëüåâ Å.Á. [20]), ÖÍÈÈ
¾Ýëåêòðîïðèáîð¿ (Ïåøåõîíîâ Â.Ã., Íåñåíþê Ë.Ï., Ýëèíñîí Ë.C., Ñîêî-
ëîâ À.Â. [6]), ÎÀÎ ¾ÂÍÈÈÃåîôèçèêè¿ (Ëîçèíñêàÿ A.M., ßøàÿåâ È.Ë. è
äð. [23]), ÌÈÝÀ (Ïîëÿêîâ Ë.Ã.). Îïûòíûé îáðàçåö áåñïëàòôîðìåííîãî
ãðàâèìåòðà (GTX) â Ðîññèè ðàçðàáîòàí è èñïûòàí ÇÀÎ ÍÒÏ ¾Ãðàâèìåò-
ðè÷åñêèå òåõíîëîãèè¿ ñîâìåñòíî ñ ëàáîðàòîðèåé óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè
ÌÃÓ [5].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåäóùèìè ðàçðàáîò÷èêàìè àýðîãðàâèìåòðè÷å-
ñêèõ ñèñòåì â Ðîññèè ÿâëÿþòñÿ

• ÇÀÎ ÍÒÏ ¾Ãðàâèìåòðè÷åñêèå òåõíîëîãèè¿, âåäóùåå c 2000 ã. ñîâ-
ìåñòíî ñ ÖÍÈÈ ¾Äåëüôèí¿ è ëàáîðàòîðèåé óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ è óñîâåðøåíñòâî-
âàíèþ ãðàâèìåòðîâ GT-1À, GT-2A è GT-X [10], [5];

• ÎÀÎ Êîíöåðí ÖÍÈÈ ¾Ýëåêòðîïðèáîð¿, ðàçðàáàòûâàþùèé àýðî-
ìîðñêóþ ìîáèëüíóþ ãðàâèìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó ×åêàí-ÀÌ [19], [69].

Àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå ñúåìêè â Ðîññèè è â ñòðàíàõ ÑÍÃ â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ âûïîëíÿþò ÈÔÇ èìåíè Î.Þ. Øìèäòà ÐÀÍ [17], [21] (ñ ãðàâè-
ìåòðàìè GT-1A, ×åêàí-ÀÌ), ÇÀÎ ÃÍÏÏ ¾Àýðîãåîôèçèêà¿ (ñ ãðàâèìåò-
ðàìè GT-1A/GT-2A), ÍÏÖ ¾Ãåîêåí¿ (ãðàâèìåòðû Scintrex CG-5 òèïà
Ëà Êîñòà�Ðîìáåðãà è GT-1A/GT-2A) è äð.
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Ñ íà÷àëà 1990-õ â ìèðå àêòèâíî âåäóòñÿ ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê âíåøíåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè. Ê íèì îòíî-
ñÿòñÿ èçìåðåíèÿ ñïóòíèêîâîé àëüòèìåòðèè, ãðàäèåíòîìåòðèè, ñèñòåìû
¾ñïóòíèê�ñïóòíèê¿ (satellite-to-satellite tracking). Ïóòåì ñîâìåñòíîé îá-
ðàáîòêè äàííûõ ñïóòíèêîâûõ íàáëþäåíèé ñ äàííûìè íàçåìíûõ, ìîð-
ñêèõ è àâèàöèîííûõ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê ðàññ÷èòûâàþòñÿ ãëîáàëü-
íûå ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè (EGM96 è äð.), çàäàâàåìûå
â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì (øàðîâûì) ôóíêöèÿì. Ñ
2000-õ ãã. äåéñòâóþò ñïóòíèêîâûå íèçêîîðáèòàëüíûå ìèññèè CHAMP
(Challenging Minisatellite Payload, ñ 2000 ïî 2010 ãã.), GRACE (Gravity
Recovery And Climate Experiment, ñ 2002 ã.), GOCE (Gravity Field and
Steady-State Ocean Circulation Explorer, ñ 2009 ïî 2013 ãã.), íàöåëåííûå
íà èçó÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè, äèíàìèêè îêåàíîâ, èçìåíå-
íèÿ êëèìàòà è ïð. Íà îñíîâå ïîëó÷àåìûõ èçìåðåíèé ãðàäèåíòîìåòðèè
(GOCE), ñèñòåìû ¾ñïóòèê�ñïóòíèê¿ (CHAMP, GRACE), àëüòèìåòðèè
(TOPEX/Poseidon, OSTM/Jason-2 è äð.) ðàññ÷èòûâàþòñÿ íîâûå ãëîáàëü-
íûå ìîäåëè (EGM2008, EIGEN-CHAMP03S, EIGEN-GRACE01S è äð.) è
óòî÷íÿþòñÿ ñòàðûå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ïðîâîäÿòñÿ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå ñúåì-
êè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ëîêàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ãëîáàëüíûõ ìîäåëåé (íà-
ïðèìåð, [38]). Ìåòîäàìè àýðîãðàâèìåòðèè èññëåäóþòñÿ ðàéîíû, íà êîòî-
ðûõ äàííûå ãëîáàëüíûõ ìîäåëåé îáëàäàþò íèçêîé òî÷íîñòüþ [47], [49]. Ñ
1998 ïî 2008 ãã. âûïîëíÿëîñü ìàñøòàáíîå ãðàâèìåòðè÷åñêîå èññëåäîâà-
íèå Àðêòèêè ArcGP (Arctic Gravity Project) [50], îðãàíèçîâàííîå Òåõíè-
÷åñêèì óíèâåðñèòåòîì Äàíèè è Íàöèîíàëüíûì àãåíòñòâîì ãåîïðîñòðàí-
ñòâåííîé ðàçâåäêè ÑØÀ (NGA). Äàííûå ñîáðàíû ìåòîäàìè íàçåìíîé,
ïîäâîäíîé è àýðîãðàâèìåòðèèè ïðèâåäåíû ê ñåòêå 5′×5′ àíîìàëèé â ñâî-
áîäíîì âîçäóõå â áîëåå ÷åì 1.3 ìëí. ïóíêòàõ. Â òî æå âðåìÿ ñðàâíèòåëüíî
ìàëî ãðàâèìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè èìååòñÿ îòíîñèòåëüíî Àíòàðêòèêè.
Ðåçóëüòàòû íåäàâíèõ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â ýòîì ðàéîíå
èçëîæåíû â [43], [63], [82], [73].

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â àýðîãðàâè-
ìåòðèè, êàê îòìå÷àåòñÿ â [9] è [12], ñîñòîÿò â èñïîëüçîâàíèè ìíîãîàíòåí-
íûõ ñèñòåì ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè, â ñíèæåíèè òðåáîâàíèé ê èíåðöè-
àëüíîé ÷àñòè ñèñòåìû, âî âêëþ÷åíèè èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè ÑÍÑ
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ÃËÎÍÀÑÑ, â óñîâåðøåíñòâîâàíèè ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðàâèìåò-
ðîâ, à òàêæå, â ðàçðàáîòêå ÈÍÑ èëè ÁÈÍÑ âûñîêîé òî÷íîñòè è ïðèåì-
ëåìîé öåíû. Êðîìå òîãî, â ñâÿçè ñ òðóäíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷
àýðîãðàâèìåòðèè (âûäåëåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà � àíîìàëèè ñèëû òÿæå-
ñòè � íà ôîíå ñèëüíûõ ïîìåõ, âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê àíîìàëüíîãî
ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè) ïðîäîëæàþò ðàçðàáàòûâàòüñÿ íîâûå ïîäõîäû ê èõ
ðåøåíèþ. Òàêæå ââèäó äåéñòâèÿ ñïóòíèêîâûõ ìèññèé (GRACE è äð.)
àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå ðàçíîðîäíûõ ãðàâèìåò-
ðè÷åñêèõ äàííûõ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäëîæåíî
ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ (ïîäðîáíåå â � 1.4).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ðàçâèòèå àýðîãðàäèåíòîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçìåðåíèÿ ïðèðàùåíèé ñèëû òÿæåñòè. Øèðîêóþ
èçâåñòíîñòü ïðèîáðåëè ïðèáîðû ðàçðàáîòêè BHP Billiton [70] è Bell
Geospace [78].

� 1.2. Ìîäåëè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè

Ïîëå ñèëû òÿæåñòè Çåìëè õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì
ñèëû òÿæåñòè W , ñîñòîÿùèì èç ñóììû ïîòåíöèàëà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ
(ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà) V è ïîòåíöèàëà öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåð-
öèè, âûçâàííîé âðàùåíèåì Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè [60], [29]. Ïîòåíöèàë
ñèëû òÿæåñòèW è ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë V â òî÷êàõ âíóòðè Çåìëè
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ïóàññîíà

∆xW (x) = −4πρ(x)G+ 2ω2, (1)

∆xV (x) = −4πρ(x)G, (2)

ãäå ∆x � îïåðàòîð Ëàïëàñà, x ∈ R3 � òî÷êà â ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðèòÿãèâàþùåé ìàññû â äàííîé òî÷êå, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ Çåìëè. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, λ, θ
(ãäå θ ∈ [0, π] � êî-øèðîòà) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [60]:

∆x =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+ (3)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂λ2
.
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Âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå Çåìëè (ρ = 0) óðàâíåíèÿ (1)-(2) ïðèíèìàþò
âèä

∆xW (x) = 2ω2, (4)

∆xV (x) = 0. (5)

Ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêî-
íå÷íîñòè, òî åñòü |V (x)| = O(|x|−1) ïðè |x| → ∞, îòêóäà è èç (5) ñëåäóåò,
÷òî V ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå [60].

Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ñèëû òÿæåñòè W íàçûâàþò âåêòîðîì ñèëû òÿ-
æåñòè g= gradW . Âåêòîð g â êàæäîé òî÷êå íàïðàâëåí âäîëü âíóòðåííåé
íîðìàëè ê óðîâåííîé ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëà W . Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
(ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü) ïîòåíöèàëà W , ïðèìåðíî ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñî ñðåäíèì óðîâíåì Ìèðîâîãî îêåàíà, íàçûâàåòñÿ ãåîèäîì [60], [29].

Â ãåîäåçèè è íàâèãàöèè ïðèíÿòîé ìîäåëüþ Çåìëè ÿâëÿåòñÿ óðîâåí-
íûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, áëèçêèé ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Öåíòð ýëëèï-
ñîèäà, îñü è óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω, åãî ìàññà (îáîçíà÷èì åå ÷å-
ðåç M) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè Çåìëè. Ïîëå ñè-
ëû òÿæåñòè óðîâåííîãî ýëëèïñîèäà ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè: ω, M , áîëüøîé ïîëóîñüþ a, ñæàòèåì f , ãðà-
âèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé G è íå çàâèñèò îò âíóòðåííåãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàññ (òåîðåìà Ñòîêñà [60]). Â àýðîãðàâèìåòðèè ÷àùå âñåãî èñïîëüçó-
åòñÿ ðåôåðåíö-ýëëèïñîèä WGS-84 ñî çíà÷åíèÿìè a = 6378 137.0 ì è
f = 1/298.257 223 563.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäà U íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì ïîòåíöèàëîì ñèëû òÿæåñòè (èëè ïîòåíöèàëîì íîðìàëüíî-
ãî ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè) è ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòåíöèàëà íîðìàëüíîé ñè-
ëû ïðèòÿæåíèÿ V0 è ïîòåíöèàëà öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè. Âåêòîðîì
íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè g0 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíò U . C ýëëèïñîèäîì
ñâÿçûâàþò ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû φ, λ, h, ãäå φ � óãîë ìåæäó ïëîñ-
êîñòüþ ýêâàòîðà è íîðìàëüþ ê ýëëèïñîèäó, λ � äîëãîòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ
â âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè, h � âûñîòà íàä ýëëèïñîèäîì. Âåêòîð íîðìàëü-
íîé ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà çàïèñûâàåòñÿ â ãåîãðàôè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êàê g0 = (0, 0,−g0(φ, 0)), ãäå g0(φ, 0) � àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè ïðè h = 0, çàâèñÿùåå òîëüêî îò øè-

16



ðîòû è îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå Ñîìèëüÿíû (1929) [29]:

g0(φ, 0) =
aga0 cos

2 φ+ bgb0 sin
2 φ√

a2 cos2 φ+ b2 sin2 φ
, (6)

ãäå ga0 , g
b
0 � çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè íà ýêâàòîðå è íà ïîëþñå

ñîîòâåòñòâåííî, b � ìàëàÿ ïîëóîñü.
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé

èç (6) ðàçëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ f = (a−b)/a è
âåëè÷èíû β = (gb0−ga0)/gb0 ñ óäåðæàíèåì ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,
êîòîðàÿ èìååò âèä [29]:

g0(φ, 0) = ga0(1 + β sin2 φ− β1 sin2 2φ), (7)

ãäå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ga0 , β, β1 îïðåäåëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêè è óòâåð-
æäàþòñÿ Ìåæäóíàðîäíûì ãåîôèçè÷åñêèì è ãåîäåçè÷åñêèì ñîþçîì.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñèëû òÿæåñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäà
ïðèìåíÿþò âûñîòíóþ ïîïðàâêó ê (7), ïîëó÷àåìóþ èç ðàçëîæåíèÿ g(φ, h)
â ðÿä Òåéëîðà ïî h â çíà÷åíèè h = 0. Â àýðîãðàâèìåòðèè îáû÷íî îãðà-
íè÷èâàþòñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì:

g0(φ, h)
.
= g0(φ, 0) + h

(∂g0(φ, h)
∂h

)
h=0

. (8)

Ïðîèçâîäíàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå [29]:(∂g0(φ, h)
∂h

)
h=0

= −ga0
( 1

RN
+

1

RE

)
− 2ω2 .

= −2
ga0
a
. (9)

ãäå ïðèáëèæåíèå èìååò òî÷íîñòü ïîðÿäêà O(f), RN , RE � ãëàâíûå ðàäè-
óñû êðèâèçí ýëëèïñîèäà:

RN =
a2

b
(1 + e′2 cos2 φ)−3/2,

RE =
a2

b
(1 + e′2 cos2 φ)−1/2,

e′2 = (1− f)2.

Äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ga0 è a âûñîòíàÿ ïîïðàâêà
â (8) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â âèäå

h
(∂g0(φ, h)

∂h

)
h=0

= −0.3086h ìÃàë, (10)
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ãäå 1 ìÃàë = 10−5 ì/ñ2.
Â Ðîññèè îáùåïðèíÿòû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ôîðìóëå (7), îïðåäå-

ëåííûå Ãåëüìåðòîì â 1901�1909 ãã.:

ga0 = 978030 ìÃàë, β = 0.005 302, β1 = 0.000 007. (11)

Ïàðàìåòðû (11) ïðèâåäåíû ê Ïîòñäàìñêîé ñèñòåìå. Âñëåäñòèâå òîãî, ÷òî
ñèñòåìà ÿâÿëåòñÿ çàâûøåííîé, ïðè èñïîëüçîâàíèè (11) â ôîðìóëå (7)
ââîäèòñÿ ïîïðàâêà −14 ìÃàë. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíÿòàÿ ôîðìóëà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè (íà-
çûâàåìàÿ ôîðìóëîé Ãåëüìåðòà) èìååò âèä

g0(φ, h) = 978030 (1 + 0.005 302 sin2 φ− 0.000 007 sin2 2φ)−
− 0.3086h− 14 ìÃàë. (12)

Àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè

Àíîìàëüíûì ïîëåì ñèëû òÿæåñòè íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèå ðåàëüíîãî ïî-
ëÿ ñèëû òÿæåñòè îò íîðìàëüíîãî, âûçâàííîå íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìàññ â Çåìëå. Ïîòåíöèàë T àíîìàëüíîãî ïîëÿ (èëè âîçìóùàþ-
ùèé ïîòåíöèàë) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

T (x) = W (x)− U(x) = V (x)− V0(x), x ∈ R3. (13)

Âíå ïðèòÿãèâàþùèõ ìàññ âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆xT (x) = 0,

à òàêæå óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè: |T (x)| = O(|x|−1) ïðè
|x| → ∞.

Âåêòîð àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè (÷èñòîé àíîìàëèè, âîçìóùåíèÿ ñèëû
òÿæåñòè) â äàííîé òî÷êå îïðåäåëåí ôîðìóëîé:

∆g(x) = g(x)− g0(x) = gradT (x).

Â ñêàëÿðíîé àýðîãðàâèìåòðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî âåðòèêàëüíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ∆g (ïðîåêöèÿ íà ãåîãðàôè÷åñêóþ âåðòèêàëü), êî-
òîðóþ äàëåå â ðàáîòå âñþäó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆g [60]:

∆g(φ, λ, h) = g(φ, λ, h)− g0(φ, h), (14)
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ãäå g(φ, λ, h) � ïðîåêöèÿ íà ãåîãðàôè÷åñêóþ âåðòèêàëü âåêòîðà ñèëû
òÿæåñòè, âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè ãåîèäà g = −∂W/∂ν+, ãäå ν+ � âíåøíÿÿ íîð-
ìàëü ê ãåîèäó, g0 = −∂U/∂h è íàïðàâëåíèÿ íîðìàëåé ê ãåîèäó è ýë-
ëèïñîèäó ïî÷òè ñîâïàäàþò, èìååò ìåñòî ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ àíî-
ìàëèè: ∆g = −∂T/∂h, ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà êâàäðàòà
îòêëîíåíèÿ îòâåñíîé ëèíèè.

Åñëè íîðìàëüíàÿ ñèëà òÿæåñòè g0(φ, h) ðàññ÷èòàíà ïî (7) ñ âûñîòíîé
ïîïðàâêîé (10), òî ãîâîðÿò, ÷òî â (14) îïðåäåëåíà àíîìàëèÿ ñèëû òÿæå-
ñòè â ñâîáîäíîì âîçäóõå. Èçâåñòíî, ÷òî êîðîòêîâîëíîâûå ñîñòàâëÿþùèå
àíîìàëèé â ñâîáîäíîì âîçäóõå èñêàæàþòñÿ âëèÿíèåì ðåëüåôà, îáóñëîâ-
ëåííûì òîïîãðàôè÷åñêèìè ìàññàìè. ×òîáû åãî ñêîìïåíñèðîâàòü, ââîäÿò
òîïîãðàôè÷åñêóþ ïîïðàâêó, îñíîâàííóþ íà òîì èëè èíîì äîïóùåíèè î
ëîêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññ. Ïðè íàëè÷èè ñëîæíîãî ðåëüåôà (ãîðû,
âïàäèíû) âû÷èñëåíèå òîïîãðàôè÷åñêîé ïîïðàâêè ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé
çàäà÷åé, íà ïîâûøåíèå ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ
íàïðàâëåíû óñèëèÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ ãðóïï [87].

Îñíîâíàÿ öåëü ïðè âíåñåíèè ïåðå÷èñëåííûõ è äðóãèõ ïîïðàâîê (ñì.
[29]) ê àíîìàëèÿì ñèëû òÿæåñòè � âûÿâèòü âëèÿíèå ïðèòÿãèâàþùèõ ìàññ
íèæå óðîâíÿ ãåîèäà è âûäåëèòü ïðèòÿæåíèå çàëåæåé ïîëåçíûõ èñêîïà-
åìûõ (â îñíîâíîì, íåôòè, ãàçà è ðóä) íà ôîíå îêðóæàþùèõ ïîðîä â
äàííîì ðåãèîíå.

Ãàðìîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ

Ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ V ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âî âíåø-
íåì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå V â ðÿä ïî ñôåðè-
÷åñêèì (øàðîâûì) ôóíêöèÿì, ÿâëÿþùèìñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
îïåðàòîðà Ëàïëàñà, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â ãåîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíà-
òàõ φ0, λ, r â âèäå [29]:

V (θ, λ, r) = (15)

=
GM

r

(
1 +

∞∑
n=2

(a
r

)n n∑
m=0

(Cnm cosmλ+ Snm sinmλ)P nm(cos θ)
)
,
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ãäå θ = π/2− φ0 � êî-øèðîòà, GM � ãåîöåíòðè÷åñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ
ïîñòîÿííàÿ, a � áîëüøàÿ ïîëóîñü óðîâåííîãî ýëëèïñîèäà, Cnm, Snm �
áåçðàçìåðíûå íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ ïîòåíöèàëà, P nm � íîðìèðîâàííûå ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëå-
æàíäðà ñòåïåíè n ïîðÿäêà m:

P nm(cos θ) = κnmPnm(cos θ),

ãäå Pnm(t) ñ àðãóìåíòîì t = cos θ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ëåæàíä-
ðà Pn(t) ñòåïåíè n íóëåâîãî ïîðÿäêà m = 0:

Pnm(t) = (1− t2)m/2
dm

dtm
Pn(t), (16)

îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé:

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n.

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò κnm îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà
åäèíèöå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïî ñôåðå r = a è èìååò âèä:

κnm =

√
δm(2n+ 1)(n−m)!

(n+m)!
, (17)

ãäå δm = 1 ïðè m = 0 è δm = 2 ïðè m ̸= 0.
Ãàðìîíèêè ïðè m = 0 çàâèñÿò òîëüêî îò êî-øèðîòû θ è íàçûâàþòñÿ

çîíàëüíûìè. Îòñóòñòâèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåíè n = 1 â
ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (15) îáúÿñíÿåòñÿ ãåîöåíòðè÷íîñòüþ
âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïîòåíöèàë íîðìàëüíîãî ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ V0 ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå ýëëèïñîèäà è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä
ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì, ïðè ýòîì â ðàçëîæåíèè ó÷àñòâóþò òîëüêî çî-
íàëüíûå ãàðìîíèêè ÷åòíûõ ñòåïåíåé [29], [60]:

V0(θ, r) =
GM

r

(
1 +

∞∑
n=1

(a
r

)2n
C

0
2nP 2n(cos θ)

)
, (18)

ãäå C
0
2n � íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñòåïåíè 2n è íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà, P 2n � íîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ñòåïåíè 2n

è íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðÿä (18) ñõîäèòñÿ âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå âïëîòü
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äî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà [29]. Â ðàçëîæåíèè (18) èñïîëüçóþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, íå áîëåå ÷åòûðåõ ïåðâûõ ÷åòíûõ çîíàëüíûõ ãàðìîíèê.

Ñ ïîìîùüþ (15) è (18) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ãàðìîíè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé
âíå ïðèòÿãèâàþùèõ ìàññ:

T (θ, λ, r) = (19)

=
GM

r

∞∑
n=2

(a
r

)n n∑
m=0

(∆Cnm cosmλ+ Snm sinmλ)P nm(cos θ),

ãäå ∆Cnm = Cnm−C0
n0 ïðè ÷åòíûõ n è ïðè m = 0. Ãàðìîíèêè ñ êîýôôè-

öèåíòàìè C20 è C40 ïî÷òè ïîëíîñòüþ âû÷èòàþòñÿ íîðìàëüíûì ïîëåì.
Â ñôåðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ñæàòèÿ) âåð-

íî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ∆g:

∆g(θ, λ, r) = −∂T (θ, λ, r)
∂r

. (20)

Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä (19), ïîëó÷àþò ðàçëîæåíèå àíîìàëèè ñèëû
òÿæåñòè:

∆g(θ, λ, r) = (21)

=
GM

r2

∞∑
n=2

(n+ 1)
(a
r

)n n∑
m=0

(∆Cnm cosmλ+ Snm sinmλ)P nm(cos θ).

Îøèáêà ïðåäñòàâëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ñôåðè÷åñêîì ïðèáëè-
æåíèè ðÿäîì (21) íå ïðåâîñõîäèò 0.1 ìÃàë [29]. Êîýôôèöèåíòû ãàðìîíè-
÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Cnm, Snm ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû ïî çíà÷åíèÿì àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè.

Ðàçëîæåíèÿ (15) è (19) â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ìîæíî ïðîâîäèòü âïëîòü äî
ñôåðû, ëåæàùåé âíóòðè ìàññ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè (òàê íàçûâàåìàÿ
ñôåðà Áüåðõàììåðà) [29]. Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàçëîæåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ
íà èçâåñòíîé òåîðåìå Ê. Ðóíãå (1885) [81] î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé, ãîëî-
ìîðôíûõ â îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íà ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé â îáëàñòè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåîðåìà áûëà ðàñïðîñòðà-
íåíà Äæ.Ë. Óîëøåì (1929) [97]. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû ê ãðàâèòàöèîííîìó
ïîòåíöèàëó Çåìëè ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ À. Áüåðõàììåðà [34], Ò. Êðà-
ðóïà [68] è Ã. Ìîðèöà [76].
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Ãëîáàëüíûå ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Èíôîðìàöèÿ î âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Çåìëè ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà ïî öèôðîâûì ãëîáàëüíûì ìîäåëÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà
(EGM96, EGM2008 èëè äð.). Äàííûå ãëîáàëüíûõ ìîäåëåé ñîäåðæàò êî-
íå÷íûé íàáîð áåçðàçìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíèê
Cnm, Snm, ïîçâîëÿþùèõ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü ðàçíûå ôóíêöèîíàëû
ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå.

Êîýôôèöèåíòû ãàðìîíèê â ìîäåëÿõ ðàññ÷èòàíû ïî ðåçóëüòàòàì íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêîâîé ãðàâèìåòðèè â ñî÷åòàíèè ñ ìîðñêîé, íàçåìíîé
è àýðîãðàâèìåòðèåé. Áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü, ãëàâ-
íûì îáðàçîì, äëèííîâîëíîâûå ñîñòàâëÿþùèå àíîìàëèé. Òàê, â ìîäåëè
EGM96 ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü n ãàðìîíèêè â ðàçëîæåíèè ïî øàðîâûì
ôóíêöèÿì ðàâíà 360, ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå íà ýê-
âàòîðå ïðèìåðíî 100 êì.

Ìîäåëüþ ñ íàèâûñøèì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì è íàèáîëü-
øåþ òî÷íîñòüþ äàííûõ î ãëîáàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü ÿâëÿåòñÿ EGM2008. Ìîäåëü ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû Cmn,
Smn ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ V äî ñòåïå-
íè n = 2159 âìåñòå ñ äèñïåðñèÿìè îøèáîê êîýôôèöèåíòîâ σ2[δCmn],
σ2[δSmn]

1. Îáùåå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â
ìîäåëè ïîðÿäêà 4 · 106. Ìàêñèìàëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå ìî-
äåëè EGM2008 ñîñòàâëÿåò îêîëî 10 êì íà ýêâàòîðå. Ðåàëüíîå ðàçðåøåíèå
ìîäåëè, êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ, ñóùåñòâåííî íèæå.

Êîýôôèöèåíòû ãàðìîíèê EGM2008 ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå êîìáè-
íèðîâàíèÿ ïî ÌÍÊ äàííûõ íèçêî÷àñòîòíîé ãëîáàëüíîé ìîäåëè ITG-
GRACE03S è óñðåäíåííûõ àíîìàëèé â ñâîáîäíîì âîçäóõå â óçëàõ ýê-
âèàíãóëÿðíîé ñåòêè 5′ × 5′ íà ðåôåðåíö�ýëëèïñîèäå [80]. Ýòè àíîìàëèè
ðàññ÷èòàíû ïî èçìåðåíèÿì ñïóòíèêîâîé àëüòèìåòðèè, à òàêæå íàçåì-
íûì, àâèàöèîííûì, ïîäâîäíûì è ìîðñêèì ãðàâèìåòðè÷åñêèì èçìåðåíè-
ÿì, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåííûì íà ïîâåðõíîñòü ðåôåðåíö�ýëëèïñîèäà.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êîìáèíèðîâàíèÿ ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèé

1Äàííûå ìîäåëè EGM2008 ïðåäîñòàâëåíû íà âåá-ñàéòå Íàöèîíàëüíî-

ãî àãåíòñòâà ãåîïðîñòðàíñòâåííîé ðàçâåäêè (NGA) ÑØÀ: http://earth-

info.nga.mil/GandG/wgs84/gravitymod/egm2008/index.html
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îøèáîê èçìåðåíèé ïðèíÿòà äèàãîíàëüíîé, ìàòðèöà ñèñòåìû íîðìàëü-
íûõ óðàâíåíèé áûëà àïïðîêñèìèðîâàíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé. Âûäàâàå-
ìûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé êîâàðèàöèé îøèáîê îöåíèâàíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ âåñüìà ïðèáëè-
æåííîé, â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè îøèáîê îöåíêè êîýôôè-
öèåíòîâ âûñøèõ ãàðìîíèê ÿâëÿþòñÿ ìàëîäîñòîâåðíûìè.

Òðàíñôîðìàöèè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè

Â ãðàâèìåòðèè òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè îïðå-
äåëÿòü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè àíîìàëüíîãî ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè, êàê âîç-
ìóùàþùèé ïîòåíöèàë T , óêëîíåíèÿ îòâåñíîé ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè ãåî-
èäà, âûñîòà ãåîèäà, àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè íà çàäàííîé âûñîòå è äð.
(ñì [29]). Íàõîæäåíèå îäíèõ õàðàêòåðèñòèê ïî äðóãèì íàçûâàþò òðàíñ-
ôîðìàöèÿìè ïîëÿ, ñàìè õàðàêòåðèñòèêè � òðàíñôîðìàíòàìè. Äëÿ áîëü-
øèíñòâà òðàíñôîðìàöèé ñóùåñòâóþò èçâåñòíûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû
(Ñòîêñà, Âåíèíã � Ìåéíåñà, Õîòèíà, Áðóíñà è äð.), ïîëó÷àåìûå èç ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ [60], [29].

Â àýðîãðàâèìåòðèè îñíîâíûìè çàäà÷àìè òðàíñôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ
îïðåäåëåíèå âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà T , àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà
çàäàííîé âûñîòå, óêëîíåíèÿ îòâåñíîé ëèíèè, âûñîò ãåîèäà ïî èçìåðåíè-
ÿì àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì âîçäóõå, ñäåëàííûì íà âûñîòå
ïîëåòà h (êàê ïðàâèëî, ïîñòîÿííîé) íàä ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäîì. Çàäà÷è
òðàíñôîðìàöèé ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïîòåí-
öèàëà:

∆xT (x) = 0, ïðè x ∈ Σext, (22)

−∂T (x)
∂n

= ∆g(x), ïðè x ∈ Eh,

ãäå T (x) � ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ (òî åñòü |T (x)| =

O(|x|−1) ïðè |x| → ∞), x ∈ R3, Σext ⊂ R3 � âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî Çåìëè
Σ, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäó, Eh � çàìêíóòàÿ ïîâåðõ-
íîñòü (ïîâåðõíîñòü ïîëåòà), îõâàòûâàþùàÿ Σ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñôîðìàöèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìà-
öèîííàÿ òåîðåìà Ðóíãå � Óîëøà (Ðóíãå � Êðàðóïà). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðå-
ìå, âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåí
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âíå ïîâåðõíîñòè Çåìëè ôóíêöèåé, ãàðìîíè÷åñêîé âíå ïðîèçâîëüíîé ñôå-
ðû âíóòðè Çåìëè (òàê íàçûâàåìàÿ ñôåðà Áüåðõàììåðà [34]). À èìåííî,
èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. (Ðóíãå, Óîëø, Êðàðóï, [68], [57]) Ïóñòü F (x) � ãàðìîíè-

÷åñêàÿ â Σext è ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ è ΩR � ñôåðà

ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R, ïîãðóæåííàÿ âíóòðü Σ òàê, ÷òî ΩR ⊂ Σint.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ âíå ñôåðû ΩR è ðåãóëÿðíàÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ H(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî

ε > 0 âûïîëíåíî |F (x) −H(x)| < ε âî âñåõ òî÷êàõ x âíå ïðîèçâîëüíîé

çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîé êðèâèçíû Σ′ ̸= Σ, îõâàòûâàþùåé ïî-

âåðõíîñòü Σ òàê, ÷òî Σ ⊂ Σ
′
int, ãäå Σ

′
int = Σ′

int ∪ Σ′.

Â ðàìêàõ ýòîé òåîðåìû çàäà÷à òðàíñôîðìàöèè (22) ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, çàïèñûâàåìîé â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ôðåäãîëüìà

∆g(x) = −
∫
ΩR

∂Π(x, y)

∂|x|
T (y) dω(y), ãäå x ∈ Eh, (23)

ãäå ΩR � ñôåðà Áüåðõàììåðà, Π(x, y) � ÿäðî Ïóàññîíà:

Π(x, y) =
1

4π

|x|2 −R2(
|x|2 − 2R|x| cos(ξTη) +R2

)3/2 , (24)

ãäå ξ = x/|x|, η = y/R. Â (23) èñïîëüçóåòñÿ ñôåðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
(20) äëÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè òàêîãî
ïðèáëèæåíèÿ ââîäÿò ñïåöèàëüíûå ïîïðàâêè ê çíà÷åíèÿì àíîìàëèé [60].
Ðåøèâ óðàâíåíèå (23) è îïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà
T íà ñôåðå Áüåðõàììåðà ΩR, ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ T âíå ïîâåðõ-
íîñòè Σ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïîäíÿòèÿ ïîëÿ.

Óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè
ñôåðû Áüåðõàììåðà ïî çíà÷åíèÿì ∆g(x) íà ïîâåðõíîñòè Eh èìååò âèä:

∆g(x) = − R

|x|

∫
ΩR

Π(x, y)∆g(y) dω(y), ãäå x ∈ Eh. (25)

Ôóíêöèÿ ∆g(x), ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (23) è (25), ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó èíòåãðèðóåìûõ íà
Eh ôóíêöèé. Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â óðàâíåíèÿõ (23) è (25) (ïîòåíöèàë è
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àíîìàëèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû Áüåðõàììåðà) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðèíàä-
ëåæàùèìè ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó èíòåãðèðóåìûõ íà ΩR ôóíêöèé.
Ïðîáëåìà, âîçíèêàþùàÿ â äàííûõ òðàíñôîðìàöèÿõ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
çàäà÷è (23) è (25) îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-
íûõ ïî Àäàìàðó çàäà÷ [57]. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî îáðàòíûå îïåðàòîðû â
(23) è (25) íå îãðàíè÷åíû. Òðåáóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷.

� 1.3. Àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîâåäåíèÿ
è îáðàáîòêè èçìåðåíèé â ñêàëÿðíîé àýðîãðàâèìåòðèè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ãðàâèìåòðà ïëàòôîðìåííîãî òèïà. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ áîð-
òà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ËÀ), êàê ïðàâèëî, íà ïîñòîÿííîé âûñîòå
íàä ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäîì. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ËÀ íàä èññëåäóåìûì
ó÷àñòêîì çåìíîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïàðàëëåëüíûõ
îòðåçêîâ (ãàëñîâ) è ðàçâîðîòîâ ìåæäó íèìè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ãàë-
ñû ïðîåêòèðóåòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ ñåâåð-þã èëè çàïàä-âîñòîê. Àâèàöè-
îííûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ âäîëü ãàëñîâ, íà êîòîðûõ àíîìàëèþ ñèëû
òÿæåñòè óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ âðåìåíè. ×àñòî âûïîëíÿ-
þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿ âäîëü òàê íàçûâàåìûõ ñåêóùèõ ãàëñîâ,
ïåðåñåêàþùèõ îñíîâíûå.

Íà áîðòó ËÀ óñòàíîâëåíà èçìåðèòåëüíàÿ ãðàâèìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãèðîñòàáèëèçèðîâàííóþ ïëàòôîðìó â êàðäàíî-
âîì ïîäâåñå, íà êîòîðóþ âåðòèêàëüíî óñòàíîâëåí îäíîîñíûé ãðàâèìåòðè-
÷åñêèé äàò÷èê; ïðèåìíèêè ñèãíàëîâ ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèîííîé ñèñòå-
ìû (ÑÍÑ). Òàêæå òðåáóåòñÿ íàçåìíûé ïðèåìíèê ñèãíàëîâ ÑÍÑ (áàçîâàÿ
ñòàíöèÿ) äëÿ îáðàáîòêè èçìåðåíèé ÑÍÑ â ôàçîâî-äèôôåðåíöèàëüíîì
ðåæèìå.

Ãðàâèìåòðè÷åñêèé äàò÷èê èçìåðÿåò ïðîåêöèþ óäåëüíîé ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà åãî ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò (×Ý) ñî ñòîðîíû ïîäâåñà,
íà îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè äàò÷èêà. Äâèæåíèå ×Ý îïèñûâàåòñÿ îñíîâíûì
óðàâíåíèåì àýðîãðàâèìåòðèè â ïðîåêöèè íà ãåîãðàôè÷åñêóþ âåðòèêàëü
[12]:

ḧ = −g0 −∆g + gE + f3, (26)
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ãäå ḣ � âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ×Ý; g0 � àáñîëþòíîå çíà-
÷åíèå íîðìàëüíîé ñèëû òÿæåñòè, âû÷èñëÿåìîå ïî (12); ∆g � âåðòèêàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè; f3 � âåðòèêàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ óäåëüíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ×Ý ñî ñòîðîíû ïîäâåñà
ãðàâèìåòðà; gE � ïîïðàâêà Ýòâ�åøà äëÿ ó÷åòà öåíòðîáåæíîãî è êîðèîëè-
ñîâà óñêîðåíèé âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ôîðìóëà äëÿ gE èìååò âèä:

gE =
V 2
E

RE
+
V 2
N

RN
+ 2ωVE cosφ, (27)

ãäå VE, VN � âîñòî÷íàÿ è ñåâåðíàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ËÀ, RE, RN �
ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ðåôåðåíö�ýëëèïñîèäà, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ Çåìëè, φ � ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà.

Èñêîìîé âåëè÷èíîé â óðàâíåíèè (26) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèÿ ∆g. Âåëè÷è-
íà âåðòèêàëüíîé ïðîåêöèè f3 óäåëüíîé ñèëû èçìåðÿåòñÿ ãðàâèìåòðîì.
Âåëè÷èíû gE, g0, ḣ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçìåðåíèÿì ÑÍÑ [12]. Äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ïîëåçíûé ñèãíàë ∆g íà ôîíå ñèëü-
íûõ èíåðöèàëüíûõ è èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé (îòíîøåíèå øóì-
ñèãíàë ñâûøå 103). Îòìåòèì, ÷òî ê ÷èñëó èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíî-
ñòåé îòíîñèòñÿ âëèÿíèå ãîðèçîíòàëüíûõ óñêîðåíèé, âûçâàííûõ îøèáêà-
ìè ãîðèçîíòèðîâàíèÿ ïëàòôîðìû [12]. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â îøèáêè
èçìåðåíèé âíîñèò äèôôåðåíöèðîâàíèå èçìåðåíèé âûñîòû ïî ÑÍÑ.

Îáðàáîòêà äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè

Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâîäèìûå ïî èçìåðåíèÿì àýðîãðàâèìåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, âûïîëíÿþòñÿ â ðåæèìå ïîñò-îáðàáîòêè è ðàçäåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå
ýòàïû:

1) îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ×Ý ïî èçìåðåíèÿì ÑÍÑ è ãè-
ðîïëàòôîðìû;

2) îïðåäåëåíèå óãëîâ íàêëîíà ãèðîïëàòôîðìû ïî èçìåðåíèÿì àêñåëå-
ðîìåòðîâ, äàò÷èêîâ óãëîâîé ñêîðîñòè è ÑÍÑ;

3) îïðåäåëåíèå àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà òðàåêòîðèè ïîëåòà èç ðå-
øåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ àýðîãðàâèìåòðèè (26);

4) óðàâíèâàíèå ãàëñîâ;
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5) ïîñòðîåíèå êàðòû àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì âîçäóõå íà
âûñîòå ïîëåòà;

6) âû÷èñëåíèå òðàíñôîðìàöèé ïîëÿ.

Â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè èçìåðåíèé íà ýòàïàõ 1-3 ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ïåðâè÷íûå àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèå äàííûå. Îòìåòèì
ëèøü, ÷òî ïðè ðåøåíèè (26) èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îïòèìàëüíîé ôèëü-
òðàöèè [59], [64]. Â [37] ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ãðàâèìåòðè÷åñêèé ôèëüòð,
èñïîëüçóåìûé â ñèñòåìå GT�1A. Ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñòî-
õàñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîé àíîìàëèè íà òðàåêòîðèè, îñíî-
âàííûé íà çàäàíèè ìîäåëè àíîìàëèè è ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé â âèäå
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [26], [51], [12], [79], [30], [14].

Óðàâíèâàíèå ãàëñîâ (ýòàï 4) ïðîâîäèòñÿ ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ äîëãî-
ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îøèáêè èçìåðåíèé, âûçâàííîé ñìåùåíèåì
íóëåâîãî ñèãíàëà ãðàâèìåòðà è ñîñòîèò â îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ñìå-
ùåíèÿ ïî èçìåðåíèÿì â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèé îñíîâíûõ è ñåêóùèõ ãàëñîâ
[15]. Ïîñòðîåíèå êàðòû àíîìàëèé íà âûñîòå ïîëåòà (ýòàï 5) âåäåòñÿ áåç
ïðèâëå÷åíèÿ êàêîé-ëèáî ãåîôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè íà ó÷àñòêå ñúåìêè.
Èçìåðåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïðè ýòîì ðåäóöèðóþòñÿ íà çàäàííóþ
íà ïîñòîÿííîé âûñîòå ñåòêó óçëîâ êàðòû. Êàðòà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçðå-
øåíèåì � ïîëîâèíîé ìèíèìàëüíîé âûÿâëÿåìîé äëèíû âîëíû àíîìàëèè.
Òî÷íîñòü ñúåìîê îöåíèâàþò ïî ðàñõîæäåíèÿì â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ãàë-
ñîâ è ñðàâíåíèåì ñ èìåþùèìèñÿ íàçåìíûìè äàííûìè.

Âû÷èñëåíèå òðàíñôîðìàíò ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè ñîñòàâëÿåò ïîñëåäíèé
ýòàï ïîñò-îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêîé ñúåìêè. Òðàíñ-
ôîðìàöèè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (23) è (25). Îñî-
áåííîñòü çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êîððåêòíîñòè òðàíñôîðìàöèé
òðåáóåòñÿ íåëîêàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè. Â ñâÿçè
ñ ÷åì äàííûå àýðîãðàâèìåòðèè öåëåñîîáðàçíî êîìáèíèðîâàòü ñ äàííûìè
ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè.

� 1.4. Îáçîð ìåòîäîâ êîìáèíèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ è

ãëîáàëüíûõ äàííûõ
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Ìåòîäû êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè ñ äàííûìè ãëî-
áàëüíûõ ìîäåëåé çàâèñÿò îò öåëè êîíêðåòíûõ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ
ñúåìîê, â îäíèõ ñëó÷àÿõ ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ
àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â èññëåäóåìîì ðàéîíå, â äðóãèõ � äëÿ óòî÷íåíèÿ
ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè.

Ìåòîäû óòî÷íåíèÿ ãëîáàëüíîé ìîäåëè õîðîøî ðàçâèòû è îñíîâûâà-
þòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ àíîìà-
ëèè ñèëû òÿæåñòè èëè âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì
(øàðîâûì) ôóíêöèÿì. Øèðîêî ïðèìåíÿåìûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé êîëëîêàöèè, ïîçâîëÿþùèé îïòèìàëüíî êîìáèíè-
ðîâàòü äàííûå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá îøèáêàõ â èçìå-
ðåíèÿõ è ââåäåíèè ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè àíîìàëèè èëè âîçìóùàþùåãî
ïîòåíöèàëà. Ìåòîä êîëëîêàöèé òî÷å÷íûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåí â ðàáî-
òàõ Ìîðèöà [75], ×åðíèíãà [93], Äåíêåðà [42]. Äëÿ áûñòðîòû âû÷èñëåíèÿ
îöåíîê ïðè ýòîì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíîå [58] èëè äâóìåðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå [53], [86], äëÿ êîòîðîãî òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå
çàäàíèå íàáëþäåíèé â óçëàõ ðåãóëÿðíîé ñåòêè. Â [98], [88], [65] ðàññìîò-
ðåíû ìîäèôèêàöèè ìåòîäà êîëëîêàöèé äëÿ îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ äàí-
íûõ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Ìåòîä êîëëîêàöèé àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè óòî÷íåíèè ãëîáàëüíûõ ìîäåëåé, ïîëó÷àåìûõ ïî äàííûì ñîâðåìåí-
íûõ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé GOCE, GRACE è CHAMP [65]. Ñëàáûì ìåñòîì
â ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îöåíêè îò ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëÿ
ñèëû òÿæåñòè, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòîâåðíîé.

Äèññåðòàöèÿ, êàê óæå ñêàçàíî, ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíûõ ìî-
äåëåé ïîëÿ. Äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè îáû÷íî òðåáóåòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ î ãëîáàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à, êàê îáñóæäàëîñü â � 1.2, âêëþ÷àåò òðàíñôîðìà-
öèè ïîëÿ. Ðàñïðîñòðàíåíû èíòåãðàëüíûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ, îñíîâàí-
íûå íà ïðèìåíåíèè ôîðìóë Ñòîêñà, Ïèööåòòè, Õîòèíà, Âåíèíã-Ìåéíåñà
è äð. [76], Â èíòåãðàëüíûõ ìåòîäàõ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ ïðåäâàðè-
òåëüíîå ïðèâåäåíèå èçìåðåíèé ê ðåãóëÿðíîé ñåòêå, à òàêæå èõ äîîïðå-
äåëåíèå âíå ó÷àñòêà ñúåìêè. ×àñòî ïðèìåíÿåìûì ïðèåìîì çäåñü ÿâ-
ëÿåòñÿ òåõíèêà ¾âû÷èòàíèÿ-âîññòàíîâëåíèÿ¿ (remove-restore technique)
[52], êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èòàíèè èç èçìåðåíèé äëèííîâîëíîâîé
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ñîñòàâëÿþùåé àíîìàëèè, âçÿòîé èç äàííûõ ãëîáàëüíîé ìîäåëè; äîîïðå-
äåëåíèè àíîìàëèè âíå ó÷àñòêà ñúåìêè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ èíòåðïî-
ëÿöèè); òðàíñôîðìàöèè îñòàòî÷íûõ àíîìàëèé íà îãðàíè÷åííîì ó÷àñòêå
è âîçâðàùåíèè äëèííîâîëíîâîé ñîñòàâëÿþùåé. Îñíîâíàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ
ïîãðåøíîñòü òàêîé ìåòîäèêè âûçâàíà âëèÿíèåì êðàåâûõ ýôôåêòîâ, àíà-
ëîãè÷íûõ ýôôåêòó Ãèááñà íà ïðÿìîé. Êðîìå ýòîãî, â ìåòîäå íå ó÷èòû-
âàåòñÿ èìåþùàÿñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ.

Äðóãèì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé êîëëîêàöèè, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî çàòðóäíåíî
íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâëå÷åíèÿ äîñòîâåðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè
îá àíîìàëèè èëè âîçìóùàþùåì ïîòåíöèàëå. Ñðàâíåíèå èíòåãðàëüíîãî
ìåòîäà è ìåòîäà êîëëîêàöèé ïðîâåäåíî â [92], [31].

Ñðàâíèòåëüíî íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëîêàëüíîãî êîìáèíè-
ðîâàíèÿ äàííûõ îñíîâàíû íà àïïðîêñèìàöèÿõ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ
ðàçëîæåíèé ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñôåðè÷åñêèå âåéâëåò-
ðàçëîæåíèÿ, íåçàâèñèìî ðàçðàáàòûâàåìûå ðàçíûìè íàó÷íûìè ãðóïïà-
ìè. Òåîðèÿ âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ õîðîøî ðàçâèòà â îäíîìåðíîì è ïëîñ-
êîì äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ [72], [41], è åé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.
Ïðèâåäåì âêðàòöå ñóòü ýòîãî ìåòîäà.

Âåéâëåòû íà ïðÿìîé èëè íà ïëîñêîñòè � áàçèñíûå ôóíêöèè ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (îáû÷íî L2), ÿâëÿþùèåñÿ ñäâèãàìè è ðàñòÿæå-
íèÿìè îäíîé çàäàííîé ôóíêöèè (ìàòåðèíñêîãî âåéâëåòà). Ðàçëè÷àþò
íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå è äèñêðåòíîå (áûñòðîå) âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå, â êîòîðîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â 2j ðàç (j � óðî-
âåíü äåòàëèçàöèè). Â êà÷åñòâå âåéâëåòîâ âûáèðàþòñÿ ôóíêöèè ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì èëè äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèå äî íóëÿ. Âåé-
âëåòû ëîêàëèçîâàíû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ñâåðòêà ôóíêöèé ñ âåéâëå-
òîì ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîâîé ôèëüòðàöèåé. Â ñèëó ëîêàëèçàöèè âåéâëåòà âî
âðåìåííîé (èëè â ïðîñòðàíñòâåííîé) îáëàñòè êîýôôèöèåíòû âåéâëåò-
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (îïðåäåëÿåìûå êàê ñâåðòêè ôóíêöèè ñ âåéâëåòîì
â íåêîòîðîé òî÷êå) çàâèñÿò ëèøü îò åå çíà÷åíèé â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè. Îñíîâàííîå íà âåéâëåò-ðàçëîæåíèè ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé (òàêæå íàçûâàåìîå ìíîãîìàñøòàáíûì èëè êðàòíîìàñøòàáíûì
àíàëèçîì) ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü è àíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ÷àñòîòíûå
êîìïîíåíòû ëîêàëüíî çàäàííîé ôóíêöèè. Â ñèëó ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ
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âåéâëåò-ðàçëîæåíèå ñòàëî àëüòåðíàòèâîé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå íà
ïðÿìîé èëè íà ïëîñêîñòè â ðàçíûõ çàäà÷àõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

Òåîðèÿ âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè íå ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî
ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé äâóìåðíîé ñôåðû â ñèëó åå äðóãîé òîïîëîãèè.
Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî èëè ïëîñêîãî ñëó÷àÿ èìåþòñÿ ðàçíûå ñïîñîáû
çàäàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ íà ñôåðå (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ
ïðîåêöèþ). Ýòèì îò÷àñòè îáúÿñíÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå èçâåñòíûõ íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü êîíñòðóêöèé âåéâëåòîâ íà ñôåðå (íàïðèìåð, [32], [54], [61]).
Êðîìå òîãî, âåéâëåòû íà ñôåðå íå èìåþò êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ, â ñëó÷àå
åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âíå ñôåðû ôóíêöèÿìè. Äðóãèå òðóä-
íîñòè ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì îñîáåííîñòåé íà ïîëþñàõ â ñòàíäàðòíîé ñôå-
ðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ÷èñëåííûìè ïðîáëåìàìè, âîçíèêàþùèìè
ïðè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé íà ñôåðå ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó òî÷åê.

Òåõíè÷åñêèì óíèâåðñèòåòîì Êàéçåðñëàóòåðíà (Â. Ôðåäåí è äð.) ðàç-
ðàáîòàí ìåòîä ñôåðè÷åñêîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ (ÑÂÐ), èñïîëüçóþùèé
ãàðìîíè÷åñêèå âåéâëåòû. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæàò ýëåìåíòû òåîðèè ñèí-
ãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ íà ñôåðå òèïà Àáåëÿ-Ïóàññîíà. Îïðåäåëÿþùèìè
ïîíÿòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñêåéëèíã-ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò óðîâíÿ äåòàëèçà-
öèè j è ñõîäÿùèåñÿ â L2 ê äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà íà ñôåðå ñ ðîñòîì j, è
óðàâíåíèå óòî÷íåíèÿ (re�nement equation), îïðåäåëÿþùåå âåéâëåò è åãî
äâîéñòâåííûé âåéâëåò. Ìåòîä ÑÂÐ ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü ðàçíûå ÷àñòîò-
íûå (â ñìûñëå ðàçëîæåíèé ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì) êîìïîíåíòû èñ-
ñëåäóåìîé ôóíêöèè è ïðèâîäèò ê åå ìíîãîìàñøòàáíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà åãî àâòîðàìè [56] ïîëó÷åíî ìíîãîìàñøòàáíîå
ïðåäñòàâëåíèå ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM96, à òàêæå ïîñòðîåíû îðèãè-
íàëüíûå ãëîáàëüíûå ìîäåëè ïî äàííûì ñïóòíèêîâûõ ìèññèé CHAMP
è GRACE.

Òàêæå ðàñïðîñòðàíåíû ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-
ëîæåíèé ïî ðàäèàëüíûì ìóëüòèïîëÿì [71], ìóëüòèïîëüíûì âåéâëåòàì
[61] è [66], òî÷å÷íûì ìàññàì [95] è ãàðìîíè÷åñêèì ñïëàéíàì [45], [77].
Â [66], [71] ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû àäàïòèâíîé àïïðîêñèìàöèè, â êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïîäáîð ïàðàìåòðîâ áàçèñíûõ ôóíêöèé (ñôåðè÷åñêîé
øèðîòû, äîëãîòû è ãëóáèíû çàëåãàíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû èëè ìóëüòèïî-
ëÿ) ïî âàðèàöèè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ
êîíñòðóêöèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëîêàëüíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ â
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ôèçè÷åñêîé ãåîäåçèè ñâÿçàíî ñ ãàðìîíè÷íîñòüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé âíå
ñôåðû, ñ âîçìîæíîñòüþ ðàáîòû ñ ëîêàëüíûìè äàííûìè çà ñ÷åò ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè. Îòíîñèòåëüíî ìàëî ëèòåðàòóðû ïîñâÿ-
ùåíî ñðàâíåíèþ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ íà îñíîâå ïåðå÷èñëåííûõ ðàçëîæå-
íèé [89].

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àíîìàëèè ñè-
ëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ÑÂÐ íà
îñíîâå ãàðìîíè÷åñêèõ âåéâëåòîâ òèïà Àáåëÿ-Ïóàññîíà â êîíöåïöèè Â.
Ôðåäåíà [55]. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðèçîâàòü íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-
íûå çàäà÷è òðàíñôîðìàöèé (23) è (25), óäîáåí ïðè ðàáîòå ñ ëîêàëüíûìè
äàííûìè àýðîãðàâèìåòðèè, ïðè ýòîì âåéâëåò èìååò âûðàæåíèå â âèäå
ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àëãîðèòìû.
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Ãëàâà 2. Ìíîãîìàñøòàáíîå

ïðåäñòàâëåíèå àíîìàëèè ñèëû

òÿæåñòè íà îñíîâå ñôåðè÷åñêîãî

âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ ìåòîä ÑÂÐ è îñíîâàííîå íà íåì ìíîãîìàñøòàá-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé íà ñôåðå. Áîëåå ïîäðîáíî ìåòîä èçëîæåí
â [55], [56]. � 2.1 ÿâëÿåòñÿ ââîäíûì, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Â �� 2.2-2.3 èçëàãàåòñÿ ìåòîä ÑÂÐ ôóíêöèé
èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2 íà ñôåðå è ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ
âíå ñôåðû. Ââîäèòñÿ ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñêåéëèíã-ôóíêöèè è âåéâëåòà Àáåëÿ-Ïóàññîíà. Ïðåäëîæåí âàðèàíò äî-
êàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà L2, îïðåäåëÿåìûå òàêèì
ìíîãîìàñøòàáíûì ïðåäñòàâëåíèåì, íå îáëàäàþò ñòðóêòóðîé íè ïðÿìîé,
íè îðòîãîíàëüíîé ñóììû. Âîïðîñû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ÑÂÐ
ðàññìàòðèâàþòñÿ â � 2.3: ââîäèòñÿ äèñêðåòíîå ÑÂÐ, îáñóæäàåòñÿ âûáîð
ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ äåòàëèçàöèè J , óçëîâîé ñåòêè è âåñîâ êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû, ðàäèóñà çîíû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â âûáðàííîé çîíå è îöåíêà âåëè÷èíû îøèá-
êè ¾ñãëàæèâàíèÿ¿ ôóíêöèè â ðåçóëüòàòå ÑÂÐ íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J .
Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è òðàíñôîðìàöèè ïîëÿ ñèëû
òÿæåñòè ñ ïîìîùüþ ÑÂÐ. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [7].

� 2.1. Ââîäíûå îáîçíà÷åíèÿ
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ΩR) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f :

ΩR → R, îïðåäåëåííûõ íà ñôåðå ΩR ⊂ R3 ðàäèóñà R è èíòåãðèðóåìûõ ñ
êâàäðàòîì, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â íåì:

⟨f1, f2⟩L2(ΩR) =

∫
ΩR

f1(x)f2(x) dω(x), (28)

ãäå f1, f2 ∈ L2(ΩR), dω(x) � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ñôåðû, x =

(x1, x2, x3)
T , x ∈ ΩR. Íîðìà â L2(ΩR) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∥f∥L2(ΩR) =
√
⟨f, f⟩

L2(ΩR)
. (29)

Ñòàíäàðòíûì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L2(ΩR) ñëóæèò ñèñòåìà
ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé 1

RYnk(x), n = 0, 1, 2, ..., |k| = 0, 1, 2, ..., n [60]:

⟨ 1
R
Ynk,

1

R
Yml⟩L2(ΩR) = δnmδkl, (30)

ãäå δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà, n � ñòåïåíü, k � ïîðÿäîê ñôåðè÷åñêîé
ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(ΩR) ñïðàâåäëèâî îäíîçíà÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà (àíàëîã ðÿäà Ôóðüå íà ñôåðå):

f(x) =
1

R

∞∑
n=0

n∑
k=−n

fnkYnk(x),

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

fnk = ⟨f, 1
R
Ynk⟩L2(ΩR). (31)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â L2(ΩR). Èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

∥f∥2L2(ΩR)
=

∞∑
n=0

n∑
k=−n

f 2nk. (32)

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, λ, φ0 ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pnk(cos θ) (ãäå θ =
π
2 − φ0 � êî-øèðîòà) ïî ôîðìóëå [60]:

Ynk(λ, θ) =

{
κnk Pnk(cos θ) cos kλ, k > 0,

κn|k| Pn|k|(cos θ) sin |k|λ, k < 0,
(33)
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ãäå κn|k| � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò (17). Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïî òåîðåìå î ñëîæåíèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
[60]:

n∑
k=−n

Ynk(x)Ynk(y) =
2n+ 1

4π
Pn(ξ

Tη), (34)

ãäå Pn(·) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n (16); ξ = x/R, η = y/R, x, y ∈
ΩR. ×åðåç xTy îáîçíà÷åíî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3:
xTy = x1y1 + x2y2 + x3y3.

� 2.2. Ñôåðè÷åñêîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå â L2

Ñôåðè÷åñêîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå â êîíöåïöèè Â. Ôðåäåíà îñíîâûâà-
åòñÿ íà ñêåéëèíã-ôóíêöèÿõ óðîâíÿ äåòàëèçàöèè j ∈ N0 (ìíîæåñòâî íåîò-
ðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë) [55]:

Φj(x, y) =
1

R2

∞∑
n=0

φj(n)
n∑

k=−n
Ynk(x)Ynk(y), (35)

ãäå φj(n) � ñèìâîë èëè ãåíåðàòîð ñêåéëèíã-ôóíêöèè, x, y ∈ ΩR. Ñèìâîë
ñêåéëèíã-ôóíêöèè óðîâíÿ j äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
[55]: a) φj(0) = 1; b) φj(n) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî n äî 0; à òàêæå óñëîâèþ:

∞∑
n=0

2n+ 1

4π
φ2
j(n) <∞. (36)

Èç a) - b) ñëåäóåò, ÷òî ñèìâîë íåîòðèöàòåëåí. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ,
÷òîáû äëÿ êàæäîãî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φj(n) ìîíîòîííî âîçðàñòàëà
ïî j è ñóùåñòâîâàë ïðåäåë:

lim
j→∞

φj(n) = 1. (37)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé (34) âûðàæå-
íèå äëÿ ñêåéëèíã-ôóíêöèè (35) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

Φj(x, y) =
∞∑
n=0

φj(n)
2n+ 1

4πR2
Pn(ξ

Tη). (38)
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî φj(n) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ
ñêåéëèíã-ôóíêöèè â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Èç (38) òàêæå ñëå-
äóåò îñåñèììåòðè÷íîñòü ñêåéëèíã-ôóíêöèè, òî åñòü Φj(x, y) çàâèñèò îò
òîëüêî ñôåðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè x è y.

Â ñèëó (37) ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ïðè j → ∞ ê äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà íà ñôåðå. Îòêóäà èìååò ìåñòî ïðåäåë äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f ∈ L2(ΩR):

lim
j→∞

∥f − Φj ∗ f∥L2(ΩR) = 0, (39)

ãäå ñâåðòêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

(Φj ∗ f)(x) = ⟨Φj(x, ·), f⟩L2(ΩR) =

∫
ΩR

Φj(x, y)f(y) dω(x), (40)

è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç L2(ΩR). Ïðè ýòîì, åñëè fnk � êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ f(x) ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, òî êîýôôèöèåíòàìè ðàç-
ëîæåíèÿ ôóíêöèè (Φj ∗ f)(x) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ φj(n)fnk.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ òèïà
Àáåëÿ-Ïóàññîíà ñ ñèìâîëîì (ðèñ. 1):

φj(n) = e−2−jn. (41)

Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ðÿäà (38) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ýëåìåíòàðíîé ôóíê-
öèè, ÷òî óìåíüøàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ [56]:

Φj(x, y) =
1

4πR2

1− b2j
(1 + b2j − 2bj ξTη)3/2

, bj = e−2−j

, (42)

ãäå ξ = x/R, η = y/R.
Ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ Àáåëÿ-Ïóàññîíà Φj(x, y) (ðèñ. 2) îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè: Φj(x, y) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
è èíòåãðàë îò Φj(x, y) ïî ñôåðå ðàâåí 1. Èìåþò ìåñòî îöåíêè äëÿ íîðì
ñâåðòêè [57]:

∥Φj ∗ f∥C(ΩR) 6 ∥f∥C(ΩR), äëÿ âñåõ f ∈ C(ΩR), (43)

∥Φj ∗ f∥L2(ΩR) 6 ∥f∥L2(ΩR), äëÿ âñåõ f ∈ L2(ΩR), (44)

ãäå ∥f∥C(ΩR) = max
x∈ΩR

|f(x)|.
Îòìåòèì, ÷òî ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ Àáåëÿ-Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-

åé ñ íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñîé ÷àñòîò (non-bandlimited). Ñ òî÷êè çðåíèÿ
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Ðèñ. 1: Ñèìâîë ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-Ïóàññîíà äëÿ j=1, j=2 (ïóíê-
òèð).

ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè ñîîòíîøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé è ÷àñòîòíîé
ëîêàëèçàöèè ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-Ïóàññîíà áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó
[54]. Èç ñêåéëèíã-ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ÷àñòîòíîé ïîëîñîé (äëÿ êîòî-
ðûõ ðÿä â (35) êîíå÷åí) íàçîâåì ñêåéëèíã-ôóíêöèé Øåííîíà, Áëýêìàíà,
Áåðíøòåéíà, êóáè÷åñêèå ïîëèíîìèàëüíûå è äð. [83]. Ñêåéëèíã-ôóíêöèè
ýòîãî òèïà èìåþò ïðîñòðàíñòâåííûå îñöèëëÿöèè.

Ôóíêöèè ψj(n) è ψ̃j(n) íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè âåéâëåòà è äâîé-

ñòâåííîãî âåéâëåòà óðîâíÿ äåòàëèçàöèè j, åñëè äëÿ êàæäîãî n îíè óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ óòî÷íåíèÿ (re�nement equation):

ψ̃j(n)ψj(n) = φ2
j+1(n)− φ2

j(n). (45)

Ðàññìîòðèì êëàññ âåéâëåòîâ è äâîéñòâåííûõ âåéâëåòîâ, ïîðîæäàåìûõ
ñèìâîëàìè ψj(n) = φj+1(n) − φj(n) è ψ̃j(n) = φj+1(n) + φj(n) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå âåéâëåò è äâîéñòâåííûé âåéâëåò âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñêåéëèíã-ôóíêöèþ ïî ôîðìóëàì:

Ψj(x, y) = Φj+1(x, y)− Φj(x, y), (46)

Ψ̃j(x, y) = Φj+1(x, y) + Φj(x, y). (47)

Ôîðìóëû äëÿ ñèìâîëîâ âåéâëåòà è äâîéñòâåííîãî âåéâëåòà Àáåëÿ-
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Ðèñ. 2: Ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ Àáåëÿ-Ïóàññîíà äëÿ j=1, j=2 (ïóíêòèð).

Ïóàññîíà:

ψj(n) = e−2−j−1n − e−2−jn, (48)

ψ̃j(n) = e−2−j−1n + e−2−jn. (49)

Ñèìâîë âåéâëåòà ψj(n) è âåéâëåò Àáåëÿ-Ïóàññîíà Ψj(x, y) èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 3-4.

Ðèñ. 3: Ñèìâîë âåéâëåòà Àáåëÿ-Ïóàññîíà äëÿ j=1, j=2 (ïóíêòèð).
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Ðèñ. 4: Âåéâëåò Àáåëÿ-Ïóàññîíà äëÿ j=1, j=2 (ïóíêòèð).

Ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè

Ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x) èç L2(ΩR) ñîñòîèò
â âåéâëåò-ðàçëîæåíèè (âû÷èñëåíèè ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ (ÑÊ)
è âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ (ÂÊ) íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè) è
âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèè (âû÷èñëåíèè ñãëàæåííîé è äåòàëüíûõ êîìïî-
íåíò ôóíêöèè íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè). Ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíò
aJ(y) ôóíêöèè f íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J â òî÷êå y ∈ ΩR îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé [55]:

aJ(y) = (ΦJ ∗ f)(y) =
∫
ΩR

ΦJ(y, x)f(x) dω(x). (50)

Âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû cj(y) â òî÷êå y ∈ ΩR íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëè-
çàöèè 0 6 j < J îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

cj(y) = (Ψj ∗ f)(y). (51)

Îòìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ òåîðèè ôèëüòðîâ ÑÊ è ÂÊ èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê ðåçóëüòàòû íèçêî÷àñòîòíîé è ïîëîñîâîé ôèëüòðàöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìóëà âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ fJ(x) ôóíêöèè f(x) íà óðîâíå äå-
òàëèçàöèè J ïî ÂÊ íà óðîâíÿõ j0, ..., J − 1 è ïî ÑÊ íà óðîâíå j0 èìååò
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âèä [55]:

fJ(x) = fj0(x) +
J−1∑
j=j0

gj(x), (52)

fj0(x) = (Φj0 ∗ aj0)(x),
gj(x) = (Ψ̃j ∗ cj)(x),

ãäå fj0(x) � ñãëàæåííàÿ êîìïîíåíòà f(x), gj(x) � äåòàëüíàÿ êîìïîíåíòà
f(x). Ïðè ýòîì fJ(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

fJ(x) = (ΦJ ∗ aJ)(x). (53)

Â ñèëó (39) ðåçóëüòàò âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ fJ(x) ïðè J → ∞ îêàçû-
âàåòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçîê ê f(x) â ìåòðèêå L2.

Èìååò ìåñòî îöåíêà ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. À èìåííî,
åñëè f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé cf , òî åñòü
|f(x)− f(y)| 6 cf ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ΩR, ρ � ñôåðè÷åñêîå ðàñ-
ñòîÿíèå, òî âåðíà îöåíêà:

∥f − fJ∥C(ΩR) 6
√
2(cf + h−1

0 ∥f∥C(ΩR))
√
1− b2J , (54)

ãäå h0 ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Ïðèâåäåì òàêæå ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó (51), ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñ-

ëèòü ÂÊ ïî ÑÊ íåêîòîðîãî (ìàêñèìàëüíîãî) óðîâíÿ äåòàëèçàöèè J :

cj(y) = (Ψj ∗ f)(y)
.
=

.
= (Ψj ∗ aJ)(y) =

∫
ΩR

Ψj(y, x)aJ(x) dω(x), j < J. (55)

Ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå (52) îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ ñòðóê-
òóðó â L2(ΩR). Âåéâëåò-ðàçëîæåíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð

PJ : L2(ΩR) → L2(ΩR), (56)

òàêîé, ÷òî PJf = fJ . Ïîäïðîñòðàíñòâî VJ = ImPJ ⊂ L2(ΩR) (îáðàç
îïåðàòîðà) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì:

VJ = {ΦJ ∗ aJ | ãäå aJ = ΦJ ∗ f, f ∈ L2(ΩR)}. (57)
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Ïðîñòðàíñòâà Vj îáðàçóþò ñèñòåìó âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ j ∈
N0, à èõ îáúåäèíåíèå (çàìêíóòîå ïî íîðìå L2) ñîâïàäàåò ñ L2:

• V0 ⊂ ... ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ ... L2(ΩR); (58)

•
∪
j∈N0

Vj
∥·∥L2(ΩR)

= L2(ΩR). (59)

Òàêæå, ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû Dj : L2(ΩR) → L2(ΩR), j ∈ N0, òàêèå, ÷òî
Djf = gj, ãäå gj � äåòàëüíûå êîìïîíåíòû f , îïðåäåëåííûå â (52). Îá-
ðàç îïåðàòîðàDj, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåçWj, íàçûâàåòñÿ äåòàëèçèðóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì:

Wj = {Ψ̃j ∗ cj| ãäå cj = Ψj ∗ f, f ∈ L2(ΩR)}. (60)

Ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ ìàñøòàáèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ â ñóììó ïîä-
ïðîñòðàíñòâ:

• Vj+1 = Vj +Wj; (61)

• VJ = Vj0 +
J−1∑
j=j0

Wj. (62)

Îá îðòîãîíàëüíîñòè ñóììû äåòàëèçèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ (62) íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðÿìîé, íè îðòîãîíàëü-
íîé â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ âåéâëåòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (45) [55].
Âûÿâèì ñòðóêòóðó ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå âåéâëåòîâ Àáåëÿ-
Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåéâëåòîâ ñ
íåîãðàíè÷åííîé ÷àñòîòíîé ïîëîñîé è ïîêàæåì, ÷òî ñóììà äåòàëèçèðó-
þùèõ ïðîñòðàíñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé (íè, ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëü-
íîé). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå j′, j0 6 j′ 6
J − 1, ÷òî

Wj′

∩ J−1∑
j=j0, j ̸=j′

Wj ̸= {0}, (63)

òî åñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f1(x), f2(x) òàêèå, ÷òî

f1(x) ∈ Wj′, f2(x) ∈
J−1∑

j=j0, j ̸=j′
Wj, f1(x) = f2(x) ̸= 0.
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Â êà÷åñòâå ïðîîáðàçà f1(x) â L2 âûáåðåì ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ynk(x)

ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè n è ïîðÿäêà k. Òîãäà f1(x) = ψ̃j′(n)ψj′(n)Ynk(x),
ïðè ýòîì f1(x) ̸= 0, òàê êàê äëÿ ôóíêöèé ñ íåîãðàíè÷åííîé ÷àñòîò-
íîé ïîëîñîé ψ̃j′(n)ψj′(n) > 0 äëÿ âñåõ n (â ñèëó (45), ñòðîãîé ïîëî-
æèòåëüíîñòè φj′(n) è âîçðàñòàíèÿ φj′(n) ïî j′). Â êà÷åñòâå ïðîîáðàçà

f2(x) â L2 âîçüìåì ôóíêöèþ
( J−1∑
j=j0, j ̸=j′

ψ̃j(n)ψj(n)
)−1

f1(x). Òîãäà, î÷å-

âèäíî, f2(x) = f1(x) ̸= 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èññëåäóåì ñòðóêòóðó ñóììû äåòàëèçèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñëó-

÷àå âåéâëåòîâ ñ êîíå÷íîé ïîëîñîé ÷àñòîò (òî åñòü íîñèòåëü ñèìâîëà
ñêåéëèíã-ôóíêöèè êîíå÷åí: suppφj(n) < ∞). Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå
âåéâëåòîâ Øåííîíà (φj(n) = 1 ïðè 0 6 n 6 2j è φj(n) = 0 ïðè n > 2j,
ψ̃j(n) = ψj(n)) ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ îðòîãîíàëüíà [55].

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåéâëåòîâ ñ êîíå÷íîé ïîëîñîé ÷àñòîò
èç íàëè÷èÿ â (62) ïðÿìîé ñóììû ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü ýòîé ñóììû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóììà ïðÿìàÿ, òî äëÿ ëþáîãî j′, j0 6 j′ 6 J − 1,
âåðíî, ÷òî

supp ψ̃′
j(n)ψ

′
j(n)

∩
supp

J−1∑
j=j0, j ̸=j′

ψ̃j(n)ψj(n) = ∅. (64)

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ψ̃j(n)ψj(n) íåîòðèöàòåëüíû ïðè âñåõ n è j, òî

supp
∑
j

ψ̃j(n)ψj(n) =
∪
j

supp ψ̃j(n)ψj(n),

îòêóäà è èç (64) ñëåäóåò, ÷òî:

supp ψ̃j′(n)ψj′(n)
∩

supp ψ̃j(n)ψj(n) = ∅. (65)

Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè u(x) ∈ Wj è v(x) ∈ Wj′. Èìåþò
ìåñòî ðàçëîæåíèÿ u(x) è v(x) ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì:

u(x) =
1

R

∑
n∈supp ψ̃jψj

ψ̃j(n)ψj(n)
n∑

k=−n
unkYnk(x),

v(x) =
1

R

∑
n∈supp ψ̃j′ψj′

ψ̃j′(n)ψj′(n)
n∑

k=−n
vnkYnk(x).
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Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå u(x), v(x) è èñïîëüçóÿ âû-
ïèñàííûå âûøå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì â ñèëó (65) è îðòîãîíàëüíîñòè ñôå-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÷òî:

⟨u, v⟩L2(ΩR) = 0,

òî åñòü ïðÿìàÿ ñóììà â (62) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, ÷òî è òðáåîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç âñåõ âåéâëåòîâ ñ êîíå÷íîé ïîëîñîé ÷àñòîò, íî-
ñèòåëü ñèìâîëà êîòîðûõ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì (òî åñòü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë), îðòîãî-
íàëüíóþ ñóììó äåòàëèçèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïîðîæäàþò âåéâëåòû
Øåííîíà è òîëüêî îíè.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëü-
òàòû â ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. 1. Ïóñòü ψj(n) � ñèìâîë âåéâëåòà òàêîé, ÷òî åãî

íîñèòåëü suppψj áåñêîíå÷åí, òîãäà ñóììà äåòàëèçèðóþùèõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ
∑
Wj íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðÿìîé, íè îðòîãîíàëüíîé.

2. Ïóñòü ψj(n) � ñèìâîë âåéâëåòà òàêîé, ÷òî åãî íîñèòåëü êîíå÷åí

è îäíîñâÿçåí. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a)
∑
Wj � ïðÿìàÿ ñóììà;

b)
∑
Wj � îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà;

c) ψj(n) � ñèìâîë âåéâëåòà Øåííîíà.

� 2.3. Ñôåðè÷åñêîå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé

Âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå ñôåðû ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ Φj(x, y) (38) çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé [55]:

Φj(x, y) =
∞∑
n=0

φj(n)
2n+ 1

4πR2

(
R

|x|

)n+1

Pn(ξ
Tη), (66)

ãäå x ∈ Ωext
rj
, y ∈ ΩR, ξ = x/|x|, η = y/R. Ìíîæåñòâî Ωext

rj
�âíåøíîñòü

ñôåðû: Ωext
rj

= {x : |x| > rj = R lim
n→∞

n
√
φj(n)} ⊂ R3.
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Ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ (66) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â Ωext
rj
, òî

åñòü ∆xΦj(x, ·) = 0 äëÿ x ∈ Ωext
rj
, ãäå ∆x � îïåðàòîð Ëàïëàñà (3). Àíàëî-

ãè÷íûì (66) îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè âî âíåøíåå ïðîñòðàí-
ñòâî ñôåðû âåéâëåò (46) è äâîéñòâåííûé âåéâëåò (47).

Ôîðìóëà äëÿ ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-Ïóàññîíà âî âíåøíåì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä:

Φj(x, y) =
1

4πR|x|
1− b2j

(1 + b2j − 2bj ξTη)3/2
, bj = e−2−j R

|x|
, (67)

ãäå ξ = x/|x|, η = y/R, |x| > Rbj, y ∈ ΩR.
Â [55] ââîäèòñÿ âåéâëåò-ðàçëîæåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ â Ωext

R ôóíêöèé.
À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x) ãàðìîíè-
÷åñêèõ â Ωext

R , ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè (òî åñòü |f(x)| = O(|x|−1),
|∇xf(x)| = O(|x|−2) ïðè |x| → ∞) è ãëàäêèõ íà ñôåðå òàê, ÷òî

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)2s n∑
k=−n

f 2nk <∞, (68)

äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R, ãäå fnk = ⟨f,Bnk⟩L2(ΩR), Bnk(x) =
1
R

(
R
|x|

)n+1

Ynk(x).

Ôóíêöèè Bnk(x) íàçûâàþòñÿ øàðîâûìè ôóíêöèÿìè [60].
Çàäàâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà äàííîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé êàê

⟨f, g⟩Hs(Ωext
R ) =

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)2s n∑
k=−n

fnk gnk, (69)

ââîäÿò ïðîñòðàíñòâî ÑîáîëåâàHs(Ωext
R ), ïîëó÷àåìîå çàìûêàíèåì îïèñàí-

íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé ïî èíäóöèðîâàííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
íîðìå, Ωext

R = Ωext
R

∪
ΩR.

Â Hs(Ωext
R ) ââîäèòñÿ âåéâëåò-ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x), â êîòîðîì ÑÊ

è ÂÊ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (50) è (51) ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì f(x)
íà ñôåðå. Âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèå fJ(x), âû÷èñëÿåìîå ïî (52), îïðåäåëå-
íî âî âñåì âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå ñôåðû. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî fJ(x) è åå
ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà, çàâèñÿùåãî îò s, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ â Ωext

R ïðè
J → ∞ ê f(x) è åå ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîèçâîäíûì [57]. Áîëåå òî÷íî,
èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. (Ôðåäåí, [57]) ∇lfJ(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ∇lf(x) ïðè

J → ∞ äëÿ âñåõ f ∈ Hs(Ωext
R ), s > l+1, ãäå ∇l = ∂l/(∂x1)

l1(∂x2)
l2(∂x3)

l3,

l1 + l2 + l3 = l, li > 0.
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Îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ äåòàëèçàöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ T (x) (âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë) èç ïðîñòðàíñòâà
ãàðìîíè÷åñêèõ âíå ñôåðû ôóíêöèé Hs(Ωext

R ), ââåäåííîãî â (68)-(69), ïðè
s=1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ∆g(x) (àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè) îïðåäåëåíà â Ωext

R

è ñâÿçàíà ñ T (x) ñîîòíîøåíèåì (20) â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

∆g(x) = −∂T (x)
∂|x|

. (70)

Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåòàëèçàöèè J âåéâëåò-
ðàçëîæåíèÿ àíîìàëèè ∆g(x). Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå, ÷åì áîëüøå J , òåì òî÷íåå ðåçóëüòàò âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ
∆g(x) (â ìåòðèêå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà). Îäíàêî íà ïðàêòèêå
èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå. Â ðàáîòå [56] ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìåòîäèêà
âûáîðà J . Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ çíà÷èìàÿ ÷àñòîòà ñôåðè÷åñêîé
ãàðìîíèêè ôóíêöèè ∆g(x) è φJ(n) � ñèìâîë ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-
Ïóàññîíà. ÑÂÐ (52) ÿâëÿåòñÿ íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèåé, çíà÷èìàÿ
ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ÷àñòîò ãàðìîíèê ñîñòîèò èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
n, äëÿ êîòîðûõ φJ(n) > γ, ãäå γ > 0 � óðîâåíü ñðåçà, çàäàâàåìûé ïîëü-
çîâàòåëåì. Ñ ðîñòîì J ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ÷àñòîò óâåëè÷èâàåòñÿ. Òîãäà
âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå íà âûáîð J : ôèëüòð (52) äîëæåí ïðîïóñêàòü
çíà÷èìûå ÷àñòîòû âïëîòü äî M è ïîäàâëÿòü áîëåå âûñîêèå ÷àñòîòû.
Òî åñòü ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåòàëèçàöèè J ñëåäóåò îïðåäåëÿòü êàê
íàèáîëüøåå öåëîå, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó:

φ2
J(M) 6 γ, (71)

ãäå γ � çàäàíî. Îòêóäà èìååò ìåñòî ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ J :

J =

[
log2

∣∣∣∣ Mlog γ
∣∣∣∣]+ 1. (72)

Íàéäåì çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ¾ñãëàæèâàíèÿ¿ ôóíêöèè∆g(x) â ðåçóëü-
òàòå âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà γ (äàííûé âîïðîñ
â ðàáîòå [56] íå îáñóæäàåòñÿ). Ïðåäñòàâèì ∆g(x) â âèäå ñóììû íèçêî-
÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé, ñîäåðæàùåé ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè âïëîòü
äî ñòåïåíè M , è âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç
∆ghigh(x)), ñîäåðæàùåé âûñøèå ãàðìîíèêè (ñî ñòåïåíÿìè n > M). Ñôîð-
ìóëèðóåì è äîêàæåì
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Óòâåðæäåíèå 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max
x∈Ωext

R

|∆ghighJ (x)| 6 γ max
x∈ΩR

|∆ghigh(x)|. (73)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tnk êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà T (x) ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì. Ïîëó÷èì îöåí-
êó ñâåðõó äëÿ êâàäðàòà L2-íîðìû ôóíêöèè ∆ghighJ (x), èñïîëüçóÿ ðàâåí-
ñòâî Ïàðñåâàëÿ (32) è íåðàâåíñòâî (71):

∥∆ghighJ ∥2L2(ΩR)
= ∥ΦJ ∗ (ΦJ ∗∆ghigh)∥2L2(ΩR)

=

=

(
GM

R

)2 ∞∑
n=M+1

φ4
J(n)(n+ 1)2

k∑
n=−k

T 2
nk 6

6 max
n>M

φ4
J(n)

(
GM

R

)2 ∞∑
n=M+1

(n+ 1)2
k∑

n=−k
T 2
nk =

= φ4
J(M)∥∆ghigh∥2L2(ΩR)

6 γ2∥∆ghigh∥2L2(ΩR)
6

6 γ2max
x∈ΩR

|∆ghigh(x)|24πR2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êâàäðàòà íîðìû ∆ghighJ (x) â ñèëó òåîðåìû î
ñðåäíåì èìååì:

∥∆ghighJ ∥2L2(ΩR)
= |∆ghighJ (ξ)|24πR2,

ãäå ξ ∈ ΩR. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì è
ïåðåõîäÿ â íåì ê ìàêñèìóìó ïî ξ, ïîëó÷èì:

max
ξ∈ΩR

|∆ghighJ (ξ)| 6 γmax
x∈ΩR

|∆ghigh(x)|. (74)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

max
x∈Ωext

R

|∆ghighJ (x)| 6 max
ξ∈ΩR

|∆ghighJ (ξ)|,

îòêóäà è èç (74) áóäåò âûòåêàòü èñõîäíîå óòâåðæäåíèå.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

äëÿ ôóíêöèè |x|∆ghigh(x), ãàðìîíè÷åñêîé âíå ñôåðû ΩR è ðåãóëÿðíîé íà
áåñêîíå÷íîñòè, çàïèñûâàåìîãî â âèäå:

|x||∆ghighJ (x)| 6 Rmax
x∈ΩR

|∆ghighJ (x)|, x ∈ Ωext
R ,
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à èìåííî

max
x∈Ωext

R

|∆ghighJ (x)| = max
x∈Ωext

R

1

|x|
|x||∆ghighJ (x)| 6

6 1

R
max
x∈Ωext

R

|x||∆ghighJ (x)| 6 max
x∈ΩR

|∆ghighJ (x)|,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ìàëîé çîíå

Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ èíòåãðèðîâàíèå ïî ñôåðå â ôîðìóëå ñâåðò-
êè (40) â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-
Ïóàññîíà Φj(x, y) (67) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà èíòåãðèðîâàíèå â êðóãå
Dρ(x) ⊂ ΩR (ñôåðè÷åñêàÿ øàïêà) ñ öåíòðîì â òî÷êå Rx/|x|:

Dρ(x) = {y ∈ ΩR : ξTη > ρ}, (75)

ãäå ρ � êîñèíóñ ñôåðè÷åñêîãî ðàäèóñà êðóãà, ξ = x/|x|, η = y/R. Îöåíèì
ïîãðåøíîñòü ¾îáðåçàíèÿ¿ èíòåãðàëà ñâåðòêè Φj∗f , ãäå f ïðåäïîëàãàåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ΩR. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:∣∣∣ ∫

ΩR\Dρ(x)

Φj(x, y)f(y) dω(y)
∣∣∣ 6 ∥f∥C(ΩR)

∫
ΩR\Dρ(x)

Φj(x, y) dω(y) =

= ∥f∥C(ΩR) 2πR
2

1∫
ρ

Φj(t) dt = ∥f∥C(ΩR)

1∫
ρ

1− b2j
2(1 + b2j − 2bj t)3/2

dt =

= ∥f∥C(ΩR)

(1 + bj
2bj

−
1− b2j

2bj(1 + b2j − 2bjρ)1/2

)
, (76)

ãäå bj = R
|x|e

−2−j

. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 3. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè (Φj ∗ f)(x) ïðè

èíòåãðèðîâàíèè â êðóãå (75), ãäå Φj(x, y) � ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ Àáåëÿ-

Ïóàññîíà, (x, y) ∈ Ωext
R ×Ωext

R , f � íåïðåðûâíàÿ íà ΩR ôóíêöèÿ, ïî àáñî-

ëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò (76).
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Äèñêðåòíûé âèä âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ

Ïðè âû÷èñëåíèÿ ÑÊ (50), ÂÊ (51), (55) è âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ (52)
èíòåãðàëüíûå ñâåðòêè ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ñ ïîìîùüþ êâàä-
ðàòóðíûõ ôîðìóë. Â êà÷åñòâå ñåòêè óçëîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò ýêâèàíãó-
ëÿðíóþ ñåòêó (äðóãèå òèïû ñåòîê îáñóæäàþòñÿ â [83]). Êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà äëÿ ÂÊ â òî÷êå x èìååò âèä:

cj(x) =

∫
ΩR

Ψj(x, y)aJ(y) dω(y) ≈
Nj∑
s=1

ωsjΨj(x, ysj)aJ(ysj), (77)

ãäå Ψj(x, y) �âåéâëåò Àáåëÿ-Ïóàññîíà, ysj � óçëû ýêâèàíãóëÿðíîé ñåòêè
óðîâíÿ j íà ñôåðå ΩR âèäà:

ysj = R

 cosλmj cos θkj
sinλmj cos θkj

sin θkj

 (78)

Â [57] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óçëû êâàäðàòóðíîé ñõåìû, ïðåäëîæåí-
íîé â [44], â êîòîðîé êî-øèðîòà θkj è äîëãîòà λmj óçëîâ (78) îïðåäåëÿþòñÿ
êàê:

θkj =
πk

2Mj
, k = 0...., 2Mj, (79)

λmj =
πm

Mj
, m = 0...., 2Mj − 1,

òîãäà Nj = 2Mj(2Mj+1) â (77). ÇäåñüMj � ïîëîâèíà ìàêñèìàëüíîé ñòå-
ïåíè âîññòàíàâëèâàåìîé ãàðìîíèêè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, òî åñòü
ïðîèçâåäåíèÿ Ψj(x, y)aJ(y).

Âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû çàâèñÿò òîëüêî îò êî-øèðîòû è çàäàþòñÿ
â âèäå [44]:

ωkj =
2πR2

M 2
j

sin θkj

Mj−1∑
l=0

1

2l + 1
sin(2l + 1)θkj. (80)

Åñëè àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f è âåéâëåòû èìåþò êîíå÷íûé
ñïåêòð ñ ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòîé ãàðìîíèêè Mj êâàäðàòóðíàÿ ôîðìó-
ëà (77)-(80) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé (òî åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
2Mj). Îøèáêè äèñêðåòèçàöèè â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îöåíèâàþòñÿ â [44].
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Ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ñõåìó ñ ìåíüøèì â 2 ðàçà ÷èñëîì óçëîâ ýê-
âèàíãóëÿðíîé ñåòêè, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâàìè [7]:

θkj =
πk

Mj
, k = 0....,Mj, (81)

λmj =
πm

Mj
, m = 0...., 2Mj − 1.

Ôîðìóëû äëÿ âåñîâ:

ωkj =
(πR
Mj

)2
sin θkj. (82)

Êâàäðàòóðíàÿ ñõåìà (81)-(82) ïîëó÷åíà äèñêðåòèçàöèåé èíòåãðàëà â (77)
ïî øèðîòå ïî ôîðìóëå Ãàóññà-×åáûøåâà [3] è äèñêðåòèçàöèåé ïî äîëãîòå
ïî ôîðìóëå òðàïåöèé. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ôîðìóëû ðàâíà 2Mj.

Âûïèøåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ (52) â äèñêðåò-
íîì âèäå:

fJ(x)
.
=

Nj0∑
s=1

ωsj0Φj0(x, ysj0)aj0(ysj0) +
J−1∑
j=j0

Nj∑
s=1

ωsjΨ̃j(x, ysj)cj(ysj). (83)

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ñêåéëèíã-
ôóíêöèè è âåéâëåòà ñóììèðîâàíèå â (77) è â (83) ìîæíî ïðîâîäèòü ëèøü
äëÿ óçëîâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ñôåðå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 (76).

Òðàíñôîðìàöèè ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè

Â � 1.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è òðàíñôîðìàöèé â àýðîãðàâèìåòðèè
ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, à èìåííî ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì (23), (25), â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü àíîìàëèþ ñèëû
òÿæåñòè èëè âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë íà òàê íàçûâàåìîé ñôåðå Áüåð-
õàììåðà ïî àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà ïîñòîÿííîé âûñîòå ïîëåòà h

íàä ðåôåðåíö�ýëëèïñîèäîì. Çäåñü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àíîìàëèÿ
∆g(x) çàäàíà íà ïîñòîÿííîé âûñîòå h íàä ñôåðîé Áüåðõàììåðà ΩR è
÷òî ∆g(x) ∈ L2(ΩR+h). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (23):

ΛT (x) = −
∫
ΩR

∂Π(x, y)

∂|x|
T (y) dω(y) = ∆g(x), (84)
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ãäå y ∈ ΩR, x ∈ ΩR+h, Λ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð òðàíñôîðìàöèè,
Λ : L2(ΩR) → L2(ΩR+h), Π(x, y) � ÿäðî Ïóàññîíà (24). Îïåðàòîð Λ êîì-
ïàêòåí, èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã dim ImΛ = ∞, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îá-
ðàòíûé îïåðàòîð Λ−1 íå îãðàíè÷åí è çàäà÷à òðàíñôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé ïî Àäàìàðó [57]. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðà-
òîðà Λ èìåþò âèä

sn = (n+ 1)

(
R

R + h

)n
.

Âåéâëåò-àïïðîêñèìàöèÿ ∆gJ(x) ôóíêöèè ∆g(x) ðåãóëÿðèçóåò çàäà÷ó,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà
Λ−1PJ , ãäå PJ � îïåðàòîð âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ (56), èìåþò âèä

s−1
n φ2

J(n) =
1

n+ 1

(
R + h

R

)n
e−n2

−J+1

=
1

n+ 1

(
R + h

R
e−2−J+1

)n
.

Çäåñü φJ(n) � ñèìâîë ñêåéëèíã-ôóíêöèè Àáåëÿ-Ïóàññîíà (41), êâàäðàò
ñèìâîëà φ2

J(n) ñóòü ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà PJ . Ñõîäèìîñòü íîð-
ìû îáðàòíîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà Λ−1PJ èìååò ìåñòî â ñëó÷àå,
åñëè

R + h

R
e−2−J+1

< 1.

Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (25), òàêæå ïðèäåì ê óñëîâèþ (85). Òàêèì îáðà-
çîì, âåéâëåò-àïïðîêñèìàöèÿ àíîìàëèè íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J , âûáðàí-
íîì ñ ó÷åòîì (85), ðåãóëÿðèçóåò âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è òðàíñôîðìà-
öèé (23), (25). Ïîëó÷èì ôîðìóëó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ TJ(x) çàäà÷è
(23), àïïðîêñèìèðîâàâ àíîìàëèþ ∆g(x) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äèñêðåò-
íîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ (83):

TJ(x) =

Nj0∑
s=1

ωsj0aj0(ysj0) Λ
−1Φj0(x, ysj0) +

+
J−1∑
j=j0

Nj∑
s=1

ωsjcj(ysj) Λ
−1Ψ̃j(x, ysj), (85)

ãäå aj0(ysj0), cj(ysj) � ÑÊ è ÂÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ñîîòâåòñòâåííî
â óçëàõ ysj0, ysj ∈ ΩR+h. Ôóíêöèè Λ−1Φj0(x, ysj0) è Λ−1Ψ̃j(x, ysj) îïðåäå-
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ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

Λ−1Φj0(x, ysj0) = −
∫
ΩR

KΛ−1(x, y)Φj0(y, ysj0) dω(y),

Λ−1Ψ̃j(x, ysj) = Λ−1Φj+1(x, ysj) + Λ−1Φj(x, ysj),

ãäå KΛ−1(x, y) � ÿäðî îáðàòíîãî îïåðàòîðà, Φj0(y, ysj0), Ψ̃j(y, ysj) �
ñêåéëèíã-ôóíêöèÿ è äâîéñòâåííûé âåéâëåò Àáåëÿ-Ïóàññîíà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ôóíêöèÿ Λ−1Φj(y, ysj) èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ýëåìåíòàð-
íîé ôóíêöèè (ôóíêöèÿ Õîòèíà [74]):

Λ−1Φj(x, ysj) =
u(R + h)

2πΥ1/2
− R + h

4π
ln
(Υ1/2 + u− cos(ξTη)

1− cos(ξTη)

)
, (86)

ãäå Υ = 1 − 2u cos(ξTη) + u2, u = bj(R + h)/R, x ∈ ΩR, ξ = x/R,
η = ysj/(R + h).

� 2.4. Âûâîäû ê ãëàâå 2

Â ãëàâå 2 èçëîæåí ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà îñíî-
âå ãàðìîíè÷åñêîãî ÑÂÐ [55], ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â ñëåäóþùåé ãëàâå
ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî äàí-
íûì àýðîãðàâèìåòðèè. Âûáðàíû âåéâëåòû òèïà Àáåëÿ-Ïóàññîíà, çàäà-
âàåìûå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé. Ïðèâåäåí âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà òî-
ãî, ÷òî ìíîãîìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå â ñëó÷àå âûáðàííûõ âåéâëåòîâ
íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðÿìûì, íè îðòîãîíàëüíûì. Ïîëó÷åíû îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ìàëîé çîíå ïðè âû÷èñëåíèè ÑÊ, îöåíêà ïîãðåøø-
íîñòè ¾ñãëàæèâàíèÿ¿ ôóíêöèè ïðè âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèè, âûïèñàíû
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ äèñêðåòíîãî ÑÂÐ.
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Ãëàâà 3. Îöåíèâàíèå àíîìàëèè ñèëû

òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîìàñøòàáíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ñîäåðæèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîé ìå-
òîäèêè ëîêàëüíîãî îöåíèâàíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðî-
ãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñôåðå, èçëîæåííîãî
â ãëàâå 2. Ìåòîäèêà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîé ìîäåëè
àíîìàëüíîãî ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè è âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ïîëÿ (òðàíñôîðìàíò) ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìîäåëè. Ïðèìåíÿå-
ìûé ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâàí íà ãàðìîíè÷åñêîì
ÑÂÐ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ëîêàëüíûìè àýðîãðàâèìåòðè÷åñêè-
ìè äàííûìè è ðåãóëÿðèçóåò îáðàòíûå çàäà÷è òðàíñôîðìàöèé (çà ñ÷åò
îãðàíè÷åíèÿ ñïåêòðà àíîìàëèè â ðàçëîæåíèè ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì).
Ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü îïòèìàëüíî ñî÷åòàòü äàííûå àýðîãðàâèìåòðèè
è ãëîáàëüíîé ìîäåëè äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñôîðìàöèé.
Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè ê ìîäåëüíûì è ðåàëüíûì äàííûì îá-
ñóæäàþòñÿ â ãëàâå 4.

Ñòðóêòóðà ãëàâû 3 ñëåäóþùàÿ. Â � 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï
ìåòîäèêè � îöåíèâàíèå ÂÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðà-
âèìåòðèè. Àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åí-
íîãî ñïåêòðà, ÷òî ïîçâîëÿåò åå àïïðîêñèìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ñêåéëèíã-
ôóíêöèé Àáåëÿ-Ïóàññîíà íåêîòîðîãî (ìàêñèìàëüíîãî) óðîâíÿ äåòàëèçà-
öèè. Äàëåå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ÑÊ àíîìàëèè ñè-
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ëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè, ðåøàåìàÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ñòà-
òèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá îøèáêàõ èçìåðåíèé. Ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ â èíôîðìàöèîííîé ôîðìå ñ øàãîì ðåêóð-
ñèè ïî íîìåðó ãàëñà ñúåìêè. Äëÿ ïîëó÷åííîé íà ïîñëåäíåì øàãå ðåêóð-
ñèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû ÑÊ, ÿâëÿþùåéñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé,
ïðîâîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ. Íàéäåííàÿ îöåíêà ÑÊ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
îöåíêó ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè.

Â � 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óòî÷íåíèÿ îöåíêè ÂÊ äàííûõ àýðîãðà-
âèìåòðèè ïî ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè íà îáùèõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè, ñî-
ñòàâëÿþùàÿ âòîðîé ýòàï ìåòîäèêè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà ÌÍÊ â ïðåäïîëîæåíèè î íåêîððåëèðîâàííîñòè îøèáîê ÂÊ äàííûõ
àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè.
Â � 3.3 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êîìáèíèðîâàíèÿ ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè
è ãëîáàëüíîé ìîäåëè â ïîñòàíîâêå ìåòîäà ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ¾áîðòèêè¿ îøèáîê äàí-
íûõ êîìáèíèðîâàíèå ÂÊ íåöåëåñîîáðàçíî.

Ìàòåðèàëû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [8], [36], [16], [96].

� 3.1. Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ñôåðè÷åñêîãî

âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî äàí-

íûì àýðîãðàâèìåòðèè

Ââåäåì ìîäåëü ñãëàæåííûõ àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé íà ãàëñå ïîëåòà.
Íàïîìíèì, ãàëñîì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ ËÀ íàä ïîâåðõíîñòüþ ðåôåðåíö�ýëëèïñîèäà. Â õîäå àýðîãðàâè-
ìåòðè÷åñêîé ñúåìêè ãàëñû îáðàçóþò ñèñòåìó ïî÷òè ïàðàëëåëüíûõ ðàâ-
íîîòñòîÿùèõ îòðåçêîâ ïðèìåðíî íà îäíîé âûñîòå. Êàæäûé ãàëñ Γk áóäåì
ïðåäñòàâëÿòü êàê îáðàç íåïðåðûâíîé ïàðàìåòðèçîâàííîé âðåìåíåì êðè-
âîé â R3:

Γk = {xk(t) = (φk(t), λk(t), hk(t))|t ∈ Ik ⊂ R}, k = 1, ..., K, (87)

ãäå φk(t), λk(t), hk(t) � ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû ËÀ íà k-îì ãàëñå,
Ik � èíòåðâàë âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî k�ìó ãàëñó, K � îáùåå ÷èñëî ãàëñîâ.
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Ñãëàæèâàíèå àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé íà ãàëñå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìîãî ãðàâèìåòðè÷åñêîãî ôèëüòðà [37]. Ôèëüòð èìååò ñëåäó-
þùèå çàäàííûå õàðàêòåðèñòèêè: èìïóëüñíóþ ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ, ÷à-
ñòîòó ñðåçà è äëèíó íîñèòåëÿ [59], êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç hf(t), ωcut è
2M + 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ãðà-
âèìåòðè÷åñêîãî ôèëüòðà ðàâíà ïîëîâèíå âûÿâëÿåìîé äëèíû âîëíû L

àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè, àìïëèòóäà êîòîðîé â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè
ïîäàâëÿåòñÿ âäâîå. Âåëè÷èíà L îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì L = 2πV/ωcut.
Çäåñü V � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ËÀ âäîëü ãàëñà.

Ìîäåëü ñãëàæåííûõ àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé íà ãàëñå çàïèøåì â âèäå
[37]:

∆g′k(tik) =
i+M∑

m=i−M
hf(tik − tmk)∆g(xk(tmk)) + δgk(tik), (88)

ãäå i = 1, ...,Mk, ∆g(xk(tmk)) � àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì
âîçäóõå â òî÷êå èçìåðåíèÿ xk(tmk) ∈ R3, çàäàííîé â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò; tmk, tik ∈ Ik � äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, îòíîñÿùèåñÿ
ê k-îìó ãàëñó; ∆g′k(tik) � èçìåðåíèå àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà k-îì
ãàëñå, δgk(tik) � îøèáêà èçìåðåíèÿ íà ãàëñå, Mk � ÷èñëî èçìåðåíèé íà
k-îì ãàëñå. Äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè è êîîðäèíàòû òî÷åê èçìåðåíèé
ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.

Ââåäåì ïðåäïîëîæåíèÿ îá îøèáêàõ àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé δgk(tik).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îøèáêà èçìåðåíèÿ íà k-îì ãàëñå êàê ôóíêöèÿ ïîëåò-
íîãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è èçâåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé Ck(tik− tmk), îïðåäå-
ëÿåìîé ïîãðåøíîñòÿìè ¾ñûðûõ¿ èçìåðåíèé è ñâîéñòâàìè ãðàâèìåòðè÷å-
ñêîãî ôèëüòðà. Îøèáêè èçìåðåíèÿ íà ðàçíûõ ãàëñàõ íå êîððåëèðîâàíû:

E[δgk(tik)δgl(tml)] = 0, k ̸= l. (89)

Îá àíîìàëèè ∆g(x) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ |x|∆g(x) ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà H0(Ωext

R ), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ωext
R

è óäîâëåòâîðÿåò (68) ïðè s = 0. Çäåñü Ωext
R = Ωext

R ∪ ΩR, ãäå ΩR � ñôå-
ðà, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì Çåìëè, ðàäèóñ R ðàâåí ìèíè-
ìàëüíîìó çíà÷åíèþ äëèíû |xk(·)| ïî âñåì òî÷êàì èçìåðåíèé íà ãàëñàõ.
Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆g(x) èìååò îãðàíè÷åííûé ñïåêòð (â
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ðàçëîæåíèè ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì). Ïóñòü J � ìàêñèìàëüíûé óðî-
âåíü äåòàëèçàöèè, îòâå÷àþùèé ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòå ãàðìîíèêè (72).
Òîãäà ∆g(x) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñâåðòêîé ñêåéëèíã-ôóíêöèè
Àáåëÿ-Ïóàññîíà ñ ÑÊ íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J . Òåîðåìà 2 ãàðàíòèðóåò
ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü îøèáêè àïïðîêñèìàöèè âñþäó â Ωext

R .
Óðàâíåíèå (88), òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

∆g′k(tik) =
i+M∑

m=i−M
hf(tik − tmk)(ΦJ ∗ aJ)(xk(tmk)) + δgk(tik), (90)

ãäå i = 1, ...,Mk. Èíòåãðàëüíàÿ ñâåðòêà â (90), íàïîìíèì, îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì:

(ΦJ ∗ aJ)(xk(tmk)) =
∫
ΩR

ΦJ(xk(tmk), y)aJ(y) dω(y), (91)

ãäå aJ(y) � ÑÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå äåòà-
ëèçàöèè J â òî÷êå y ∈ ΩR. Â ñèëó íîðìèðîâêè ñêåéëèíã-ôóíêöèè ÑÊ
èìåþò ðàçìåðíîñòü àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè (ìÃàë).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (90) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìíîãîìàñøòàáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ââåäåííîãî â (52) è èìå-
þùåãî âèä

(ΦJ ∗ aJ)(x) = (Φj0 ∗ aj0)(x) +
J−1∑
j=j0

(Ψ̃j ∗ cj)(x).

Ïðîâåäÿ â íåì äèñêðåòèçàöèþ ñâåðòîê, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ÂÊ cj(·) è ÑÊ aj0(·) ïî àâèàöèîííûì èçìåðåíèÿì
(90). Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â êîíöå � 2.2, â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà-
÷à íåêîððåêòíà (èëè, ïî ìåíüøåé ìåðå, êðàéíå ïëîõî îáóñëîâëåíà) èç-
çà ñèëüíîé êîððåëèðîâàííîñòè ÂÊ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè. Ïî-
ýòîìó äàëåå äëÿ (90) ñòàâèòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ÑÊ íà ìàêñèìàëüíîì
óðîâíå äåòàëèçàöèè J , ïî íàéäåííûì îöåíêàì êîòîðûõ çàòåì ïåðåñ÷è-
òûâàþòñÿ ÂÊ. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíà ñõåìà àëãîðèòìîâ ìåòîäèêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ íà

ìàêñèìàëüíîì óðîâíå äåòàëèçàöèè
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Ðèñ. 5: Ñõåìà àëãîðèòìîâ ìåòîäèêè

Äèñêðåòèçèðóåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîé ñâåðòêè â (91) ñ ïîìîùüþ
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû:

(ΦJ ∗ aJ)(xk(tmk))
.
=
∑
n,s

ωnsΦJ(xk(tmk), yns) aJ(yns), (92)

ãäå yns � óçëû ýêâèàíãóëÿðíîé ñåòêè íà ñôåðå ΩR,

yns = R

 cosλs cos θn
sinλs cos θn

sin θn

 , (93)

θn � ñôåðè÷åñêàÿ êî-øèðîòà, λs � äîëãîòà (äðóãèå òèïû ñåòîê ïðèâåäå-
íû â [83]).

Çíà÷åíèÿ øàãîâ ïî äîëãîòå ∆λ = λs+1 − λs è ïî êî-øèðîòå ∆θ =

θn+1 − θn îïðåäåëèì ïî âåëè÷èíå ∆, ðàâíîé ìèíèìóìó èç äâóõ âåëè-
÷èí: ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãàëñàìè è ïîëîâèíû ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè
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â ïðîñòðàíñòâå L/2 ãðàâèìåòðè÷åñêîãî ôèëüòðà. À èìåííî, ïîëîæèì

∆λ =
∆

R cos θmin
, ∆θ =

∆

R
, (94)

ãäå θmin � ìèíèìàëüíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ êî-øèðîòà íà ó÷àñòêå ñúåìêè, ðàç-
ìåðíîñòè âåëè÷èí ∆λ, ∆θ � â ðàäèàíàõ.

Âåñà èíòåãðèðîâàíèÿ ωns çàäàäèì ôîðìóëîé [7]

ωns = R2∆λ∆θ sin θn, (95)

ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëà â (92) ïî äîëãîòå
ïî ôîðìóëå òðàïåöèé, ïî øèðîòå � ïî ôîðìóëå Ãàóññà-×åáûøåâà [3].
Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ñêåéëèíã-ôóíêöèè ñóììèðîâà-
íèå â (92) äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü ïî óçëàì yns èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
D(xk(tmk)) ⊂ ΩR òî÷êè xk(tmk)R/|xk(tmk)| íà ñôåðå. Ñôåðè÷åñêèé ðàäè-
óñ ýòîé îêðåñòíîñòè âûáåðåì, ìèíèìèçèðóÿ ìåòîäè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü
¾îáðåçàíèÿ¿ ñóììû (76).

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî óçëîâ yns, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ (92)
â òî÷êàõ èçìåðåíèé íà âñåõ ãàëñàõ ñúåìêè (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Y è ïóñòü
N = |Y | � êîëè÷åñòâî óçëîâ â íåì), ñîñòîèò èç óçëîâ âíóòðè ó÷àñòêà
ñúåìêè è óçëîâ âíå åãî íà ðàññòîÿíèè, íå áîëüøåì ðàäèóñà îêðåñòíîñòè
ñóììèðîâàíèÿ, îáðàçóÿ ïî÷òè ðàâíîìåðíóþ ñåòêó íà ñôåðå.

Ïðåäñòàâèì Y â âèäå îáúåäèíåíèÿ åãî ïîäìíîæåñòâ Yk, k = 1, ..., K:

Y =
K∪
k=1

Yk, Yk ⊂ Y, Nk = |Yk|, (96)

ãäå êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Yk ñîñòîèò èç óçëîâ Y , çàìåòàåìûõ îêðåñòíî-
ñòÿìè ñóììèðîâàíèÿ òî÷åê èçìåðåíèé k-ãî ãàëñà, Nk � êîëè÷åñòâî óçëîâ
â Yk. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà Yk èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå ïîïàð-
íûå ïåðåñå÷åíèÿ, òî åñòü

Yk ∩ Yl ̸= ∅, k, l = 1, ..., K, (97)

õîòÿ áû äëÿ âñåõ ïàð (k, l) òàêèõ, ÷òî |k − l| = 1.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ (92) è ïðåíåáðåãàÿ ìåòîäè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (92), çàïèøåì ìîäåëü àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé
íà ãàëñå (90) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

∆g′k = Hkak + δgk, k = 1, ..., K, (98)
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ãäå ∆g′k = (∆g′k(t1k), ...,∆g
′
k(tMkk), )

T è δgk = (δgk(t1k), ..., δgk(tMkk), )
T �

ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû èçìåðåíèé íà k-îì ãàëñå è èõ îøèáîê ðàçìåðíî-
ñòèMk×1, ak � âåêòîð ðàçìåðíîñòè Nk×1 íåèçâåñòíûõ ÑÊ aJ(·) â óçëàõ
ìíîæåñòâà Yk. ×åðåç Hk îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ðàçìåðà Mk ×Nk, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñóììû ïðîèçâåäåíèé çíà÷åíèé âåñîâîé ôóíêöèè
ãðàâèìåòðè÷åñêîãî ôèëüòðà â (90), âåñîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû è çíà-
÷åíèé ñêåéëèíã-ôóíêöèè â óçëàõ Yk:

Hk =


Sn1s1(t1k) Sn2s2(t1k) . . . SnNk

sNk
(t1k)

Sn1s1(t2k) Sn2s2(t2k) . . . SnNk
sNk

(t2k)
... ... . . . ...

Sn1s1(tMkk) Sn2s2(tMkk) . . . SnNk
sNk

(tMkk)

 . (99)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Snpsp(tik) = ωnpsp

i+M∑
m=i−M

hf(tik − tmk)ΦJ(xk(tmk), ynpsp), (100)

ãäå p = 1, ..., Nk, i = 1, ...,Mk. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû (99) ñîäåð-
æàòñÿ íóëåâûå ýëåìåíòû (ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé), òàê êàê ñóì-
ìèðîâàíèå â (92) äëÿ êàæäîãî m ïðîâîäèòñÿ ïî óçëàì yns èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè D(xk(tmk)).

Ââåäåì ìàòðèöó êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îøèáîê èçìåðåíèé
íà k-îì ãàëñå

Rk = E[δgkδg
T
k ]. (101)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Rk îïðåäåëÿþòñÿ êàê

E[δgk(tik)δgk(tmk)] = C(tik − tmk), i,m = 1, ...,Mk.

Îøèáêè èçìåðåíèé íà ðàçíûõ ãàëñàõ íå êîððåëèðîâàíû:

E[δgkδg
T
l ] = 0, k ̸= l. (102)

Òåïåðü ïîñòàâèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ÑÊ íà ìàêñèìàëüíîì
óðîâíå äåòàëèçàöèè J â âèäå çàäà÷è ÌÍÊ:

K∑
k=1

∥∆g′k −Hkak∥2R−1
k

=

=
K∑
k=1

(∆g′k −Hkak)
TR−1

k (∆g′k −Hkak) → min, (103)
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ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ak ∈ RNk , k = 1, ..., K. Ïðè ýòîì, ó÷è-
òûâàÿ (97), âåêòîðû ak, k = 1, ..., K, èìåþò õîòÿ áû ïîïàðíî îáùèå ýëå-
ìåíòû.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà óçëîâ Y (103) ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé
íåïîëíîãî ðàíãà, à òàêæå êàæäàÿ èç ìàòðèö Hk ìîæåò èìåòü íåïîëíûé
ðàíã â ñèëó ïîñòðîåíèÿ Yk.

Àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ

Çàäà÷à (103) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ðåêóððåíòíîãî
ÌÍÊ â èíôîðìàöèîííîé ôîðìå [1], [64]:

Qk = Qk−1 + ITk H
T
k R

−1
k HkIk, k = 1, ..., K, (104)

bk = bk−1 + ITk H
T
k R

−1
k ∆g′k,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèQ0 = 0, b0 = 0, ãäå Ik � ìàòðèöà îïåðàòîðà, ïðî-
åêòèðóþùåãî âåêòîð a ∈ RN , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ÑÊ íà äàííîì ó÷àñòêå
ñúåìêè, íà âåêòîð ak ∈ RNk ÑÊ, êîððåëèðîâàííûõ ñ k-ûì ãàëñîì:

ak = Ika, (105)

ðàçìåð Ik � Nk×N . Ìàòðèöà Qk ðàçìåðà N×N � èíôîðìàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà âåêòîðà ÑÊ a, âåêòîð bk ðàçìåðà N(1)×1 � èíôîðìàöèîííàÿ îöåíêà
âåêòîðà ÑÊ a ïî k ãàëñàì. Èìååò ìåñòî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ a íà
ïîñëåäíåì K-îì øàãå ðåêóðñèè:

bK = QKa.

Àëãîðèòì (104) çàïèñàí â ôîðìå äëÿ çàäàííîãî íàáîðà èç K ãàëñîâ
Γ1, ...,Γk. Ðàñïðîñòðàíèì ôîðìóëû àëãîðèòìà íà ñëó÷àé, êîãäà çàðàíåå
÷èñëî ãàëñîâ íåèçâåñòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð îöåíèâàåìîãî âåêòîðà
ÑÊ a íå îïðåäåëåí.

Ââåäåì ìàòðèöó Ik ðàçìåðàNk×N(k) îïåðàòîðà, ïðîåêòèðóþùåãî âåê-
òîð a(k) ∈ RN(k) ÑÊ, îïðåäåëåííûõ ãàëñàìè Γ1, ...,Γk (òî åñòü ÑÊ â óçëàõ
ìíîæåñòâà Y1 ∪ ... ∪ Yk, ÷åðåç N(k) îáîçíà÷åíà ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæå-
ñòâà), íà âåêòîð ak ∈ RNk :

ak = Ika(k). (106)
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Çàïèøåì ôîðìóëû àëãîðèòìà (104) íà ïîñëåäíåìK-îì øàãå ðåêóðñèè
äëÿ ñëó÷àåâ K = 1, K = 2, K = 3 è ò. ä. Èìååì äëÿ K = 1:

Q1 = HT
1 R

−1
1 H1, (107)

b1 = HT
1 R

−1
1 ∆g′1, (108)

ãäå ìàòðèöà Q1 � ðàçìåðà N(1) ×N(1), âåêòîð b1 � ðàçìåðà N(1) × 1.
Äëÿ ñëó÷àÿ K = 2:

Q′
2 = Q′

1 + I2THT
2 R

−1
2 H2I2, (109)

b′2 = b′1 + I2THT
2 R

−1
2 ∆g′2, (110)

ãäå ìàòðèöà Q′
2 � ðàçìåðà N(2) ×N(2), âåêòîð b′2 � ðàçìåðà N(2) × 1,

Äëÿ ñëó÷àÿ K = 3:

Q′′
3 = Q′′

2 + I3THT
3 R

−1
3 H3I3, (111)

b′′3 = b′′2 + I3THT
3 R

−1
3 ∆g′3, (112)

ãäå ìàòðèöà Q′′
3 � ðàçìåðà N(3)×N(3), âåêòîð b′′3 � ðàçìåðà N(3)×1. È òàê

äàëåå.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëû (109)�(110) äëÿ ñëó÷àÿ K = 2. Ìàòðèöà Q′

1 è
âåêòîð b′1 â íèõ îïðåäåëåíû ãàëñîì Γ1. Â ôîðìóëàõ (107)�(108) äëÿ ñëó-
÷àÿ K = 1 ìàòðèöà Q1 è âåêòîð b1 îïðåäåëåíû òàêæå ãàëñîì Γ1. Ðàç-
ìåðíîñòè Q′

1 è b′1 âûøå ðàçìåðíîñòåé Q1 è b1 â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîð
íåèçâåñòíûõ ÑÊ äëÿ ñëó÷àÿ K = 2 èìååò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü çà ñ÷åò
ÑÊ, êîððåëèðîâàííûõ ñ ãàëñîì Γ2 è íå êîððåëèðîâàííûõ ñ Γ1 (òî åñòü
ÑÊ, îïðåäåëåííûõ â óçëàõ ðàçíîñòè ìíîæåñòâ Y2\Y1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû â âåêòîðå ÑÊ äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-
èçâîëüíîãî K óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ñíà÷àëà ñëåäóþò ÑÊ â óçëàõ Y1,
çàòåì � ÑÊ â óçëàõ Y2\Y1, ÑÊ â óçëàõ Y3\Y2 è òàê äàëåå, è, íàêîíåö, ÑÊ
â óçëàõ YK\YK−1. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ìàòðèöû Q′

1, Q1 è âåêòîðû
b′1, b1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

Q′
1 =

( Q1 0

0 0

)
, b′1 =

( b1
0

)
. (113)

Â ôîðìóëàõ (111)�(112) äëÿ ñëó÷àÿ K = 3 ñîãëàñíî ïðîâåäåííûì ðàñ-
ñóæäåíèÿì ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà Q′′

2 è âåêòîð b
′′
1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Q

′
1,

b′1 èç (109)�(110) ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ (113):

Q′′
2 =

( Q′
1 0

0 0

)
, b′′1 =

( b′1
0

)
.
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Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äàëüøå è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Q(1) = Q1,
b(1) = b1, Q(2) = Q′

2, b(2) = b′2, Q(3) = Q′′
3, b(3) = b′′3 è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòà-

òå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ:

Q(k) =
( Q(k−1) 0

0 0

)
+ ITk HT

k R
−1
k HkIk, k = 2, ..., K, (114)

b(k) =
( b(k−1)

0

)
+ ITk HT

k R
−1
k ∆g′k, (115)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Q(1) = HT
1 R

−1
1 H1, (116)

b(1) = HT
1 R

−1
1 ∆g′1, (117)

ãäå Q(k) � èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ÑÊ a(k) ðàçìåðà N(k)×N(k),
b(k) � èíôîðìàöèîííàÿ îöåíêà âåêòîðà ÑÊ a(k) ðàçìåðà N(k) × 1, Ik �
ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà Nk ×N(k), îïðåäåëåííàÿ â (106).

Ïîëó÷åííûå íà ïîñëåäíåìK-îì øàãå ðåêóðñèè èíôîðìàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà âåêòîðà ÑÊ Q(K) è èíôîðìàöèîííàÿ îöåíêà âåêòîðà ÑÊ b(K) èìåþò
ðàçìåðû N×N è N×1 ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà Q(K) è âåêòîð b(K) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì:

b(K) = Q(K)a. (118)

Ðåãóëÿðèçàöèÿ îöåíîê ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ

Èç óðàâíåíèÿ (118), ïîëó÷åííîì íà ïîñëåäíåì K-îì øàãå ðåêóðñèè, ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíà îöåíêà ã âåêòîðà ÑÊ. Ïî èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöå
Q(K) âåêòîðà ÑÊ ðàçìåðà N ×N âû÷èñëÿåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
îøèáîê îöåíêè ÑÊ PδaJ . Ìàòðèöà Q(K) ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåí-
íîé, â ñâÿçè ñ ÷åì òðåáóåòñÿ åå ðåãóëÿðèçàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäèêà
ðåãóëÿðèçàöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷à-
ëà ïðîâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ ìàòðèöû Q(K), â õîäå êîòîðîé îáíóëÿþòñÿ åå
èíôîðìàöèîííî ìàëî çíà÷èìûå ñòðîêè è ñòîëáöû. À èìåííî, â ñëó÷àå
åñëè âñå ýëåìåíòû n-îé ñòðîêè è n-îãî ñòîëáöà ïî ìîäóëþ ìåíüøå ε2σ−2

glob

(ãäå σglob � èíôîðìàöèÿ î ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè äàííûõ
ãëîáàëüíîé ìîäåëè, ε � íàñòðîå÷íûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð), òî n-àÿ
ñòðîêà è n-ûé ñòîëáåö îáíóëÿþòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå òàêîé
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ïðîöåäóðû ìàòðèöû çàòåì ïðîâîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ âèäà µ0I, è îáðàò-
íàÿ ê ðåãóëÿðèçîâàííîé ìàòðèöå ïðèíèìàåòñÿ çà îöåíêó êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû îøèáîê îöåíêè ÑÊ P̃δaJ . Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàèè µ0
âûáåðèàåòñÿ âåëè÷èíà

µ0 = µ2d−2
glob, (119)

ãäå d2glob � âàðèàöèÿ ÑÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ðåãèîíå ñúåìêè, ðàñ-
ñ÷èòûâàåìàÿ ïî ãëîáàëüíîé ìîäåëè; µ � áåçðàçìåðíûé íàñòðîå÷íûé ïà-
ðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ îöåíêà
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû P̃δaJ , N ×N , èìååò âèä:

P̃δaJ =

(
(Q(K) + µ2d−2

globI)
−1 0

0 µ−2d 2
globI

)
, (120)

ãäå Q(K) � ïîäìàòðèöà Q(K), ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé ñîäåðæàò õîòÿ
áû îäèí ýëåìåíò ïî ìîäóëþ áîëüøèé ε2σ−2

glob; I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà N .

Îöåíêà âåêòîðà ÑÊ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè ýëåìåíòîâ â âåêòîðå):

ã = P̃δaJ

(
b(K)

0

)
=

(
(Q(K) + µ2d−2

globI)
−1 0

0 µ−2d 2
globI

)(
b(K)

0

)
=

=

(
(Q(K) + µ2d−2

globI)
−1b(K)

0

)
, (121)

ãäå b(K) � ÷àñòü âåêòîðà b(K), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìàòðèöå Q(K). Ïî-
ÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðåäóêöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Q(K).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè îáíóëÿþòñÿ ÑÊ â äàëüíèõ
óçëàõ (â óçëàõ, îòñòîÿùèõ îò ó÷àñòêà ñúåìêè).

Âû÷èñëåíèå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ

Äàëåå ïî íàéäåííûì îöåíêàì âåêòîðà ÑÊ ã è ìàòðèöû êîâàðèàöèè
èõ îøèáîê P̃δaJ âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè âåêòîðîâ ÂÊ c̃j è ìàòðèöû êîâàðè-
àöèè èõ îøèáîê P̃δcj íà óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè j = j0, ..., J − 1 ñ ïîìîùüþ
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êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (77):

c̃j(y
j
pl)

.
=
∑
n,s

ωnsΨj(y
j
pl, yns)ãJ(yns), (122)

ãäå ãJ(yns) � ýëåìåíò âåêòîðà ã (îöåíêà ÑÊ â óçëå yns), Ψj(y
j
pl, yns) �

âåéâëåò Àáåëÿ-Ïóàññîíà. Óçëû yns è âåñà ωns îïðåäåëåíû â (93)�(95),
Ìíîæåñòâî óçëîâ yjpl ÂÊ íà óðîâíå j îïðåäåëåíî íà ýêâèàíãóëÿðíîé

ñåòêå íà ñôåðå ΩR â ðåçóëüòàòå ïðîðåæèâàíèÿ â 2J−1−j ðàç ïî ñôåðè÷å-
ñêîé êî-øèðîòå è äîëãîòå óçëîâ ìíîæåñòâà Y (96), à òàêæå âêëþ÷åíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ âíå ó÷àñòêà, ñîäåðæàùåãî óçëû Y , èç-çà óäâîåíèÿ
ðàäèóñà ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè âåéâëåòà ïðè óìåíüøåíèè j íà
åäèíèöó. Îáîçíà÷èì ÷èñëî óçëîâ ñåòêè íà óðîâíå j ÷åðåç Lj.

Òàêèì îáðàçîì, óçëû yjpl èìåþò âèä

yjpl = R

 cosλjl cos θ
j
p

sinλjl cos θ
j
p

sin θjp

 , j = j0, ..., J − 1. (123)

Ñôåðè÷åñêàÿ êî-øèðîòà θjp è äîëãîòà λjl èìåþò âèä θ
j
p = p∆θj è λjl =

l∆λj. Øàãè ïî êî-øèðîòå ∆θj è äîëãîòå ∆λj îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

∆λj = 2J−1−j∆λ, ∆θj = 2J−1−j∆θ, (124)

ãäå ∆λ, ∆θ ââåäåíû â (94).
Ïåðåïèøåì (122) â âåêòîðíîì âèäå:

c̃j = Ajã. (125)

Çäåñü ÷åðåç Aj îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè Lj×N èç ïðîèçâåäåíèé
âåñîâ (95) è çíà÷åíèé âåéâëåòà Ψj(y

j
pl, yns) â óçëàõ y

j
pl ñåòêè óðîâíÿ j è

óçëàõ yns ìíîæåñòâà Y :

Aj =


An1s1(y

j
p1l1

) An1s2(y
j
p1l1

) . . . AnNsN (y
j
p1l1

)

An1s1(y
j
p1l2

) An1s2(y
j
p1l2

) . . . AnNsN (y
j
p1l2

)
... ... . . . ...

An1s1(y
j
pLj

lLj
) An1s2(y

j
pLj

lLj
) . . . AnNsN (y

j
pLj

lLj
)

 , (126)

ãäå

Ans(y
j
pl) = ωnsΨj(y

j
pl, yns).
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Ìàòðèöà Aj ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé, íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ Ans(y
j
pl) ðàâ-

íû íóëþ, òàê êàê ñóììèðîâàíèå â (122) äëÿ êàæäîãî yjpl ïðîâîäèòñÿ ïî

óçëàì yns èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y
j
pl.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû êîâàðèàöèé îøèáîê ÂÊ P̃δcj ðàçìåðíîñòè Lj × Lj
âû÷èñëÿþòñÿ êàê

E[δcj(y
j
pl)δcj(y

j
p′l′)] =

=

∫
ΩR

∫
ΩR

Ψj(y
j
pl, u)Ψj(y

j
p′l′, v)E[δaJ(u)δaJ(v)] dω(u)dω(v), (127)

ãäå δcj(y
j
pl), δcj(y

j
p′l′) � îøèáêè ÂÊ, yjpl, y

j
p′l′ � óçëû ñåòêè íà óðîâíå j,

δaJ(u), δaJ(v) � îøèáêè îöåíèâàíèÿ CÊ.
Àïïðîêñèìèðîâàâ èíòåãðàëû â (127) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîð-

ìóëû (93)-(95), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèé P̃δcj ÷åðåç
ìàòðèöó P̃δaJ :

P̃δcj = AjP̃δaJA
T
j . (128)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äèñêðåòíîãî âåéâëåò-âîññòàíîâëåíèÿ (83) ïî
íàéäåííûì îöåíêàì ÂÊ àâèàöèîííûõ äàííûõ c̃j ìîæåò áûòü àïïðîê-
ñèìèðîâàíà àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì âîçäóõå â ëþáîé òî÷êå
x ∈ Ωext

R . Âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â (83) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ
ïî àíàëîãèè ñ (95) êàê

ωjpl = R2∆λj ∆θj sin θjp. (129)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óòî÷íåíèÿ îöåíêè ÂÊ àâèàöèîííûõ
äàííûõ ïî ãëîáàëüíûì äàííûì.

� 3.2. Êîìáèíèðîâàíèå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ äàí-

íûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè íà îñíîâå

ÌÍÊ

Ïîñòàâèì çàäà÷ó óòî÷íåíèÿ îöåíîê ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè
c̃j ∈ RLj ñ ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé èõ îøèáîê P̃δcj ïî äàííûì ãëîáàëüíîé
ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàííûå
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ãëîáàëüíîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå íàáîðà ÂÊ cglobj ∈ RLj (âû÷èñ-
ëåííûõ íà òîì æå ìíîæåñòâå óçëîâ, ÷òî è c̃j) è ìàòðèö êîâàðèàöèé èõ
îøèáîê P glob

j íà óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè j = j0, ..., Jglob − 1. Ââèäó áîëåå
âûñîêîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå Jglob 6 J . Ïðåäïîëàãàåòñÿ íåêîððåëèðîâàííîñòü
îøèáîê ÂÊ êàê äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè δcairj , òàê è ãëîáàëüíûõ äàí-

íûõ δcglobj íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè:

E[δcairj (δcairj′ )
T ] = 0, E[δcglobj (δcglobj′ )T ] = 0, ïðè âñåõ j ̸= j′.(130)

Òîãäà çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ÂÊ íà îáùèõ óðîâíÿõ äåòà-
ëèçàöèè j = j0, ..., Jglob − 1 ìîæíî ïîñòàâèòü â âèäå çàäà÷è ÌÍÊ:

∥cj − c̃j∥2P̃−1
δcj

+ ∥cj − cglobj ∥2
P glob−1
δcj

= (cj − c̃j)
T P̃−1

δcj
(cj − c̃j) +

+(cj − cglobj )T (P glob
δcj

)−1(cj − cglobj ) → min, (131)

ãäå cj ∈ RLj � âåêòîð èñêîìûõ ÂÊ.
Ðåøåíèå (131) âîçìîæíî â èíôîðìàöèîííîé ôîðìå ïî àëãîðèòìó, çà-

äàâàåìîìó ôîðìóëàìè:

P̃+
δcj

=
[
P̃−1
δcj

+ (P glob
δcj

)−1
]−1

,

c̃+j = P̃+
δcj

[
P̃−1
δcj
c̃j + (P glob

δcj
)−1cglobj

]
, j = j0, ..., Jglob − 1, (132)

ãäå ÷åðåç c̃+j îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ñîâìåñòíîãî îöåíèâàíèÿ ÂÊ äàííûõ
àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè, P̃+

δcj
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà

êîâàðèàöèè îøèáîê îöåíêè.
Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî (132) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êîâàðèàöèîííàÿ

ôîðìà ÌÍÊ:

P̃+
δcj

= (I − Sj)P̃δcj ,

c̃+j = (I − Sj)c̃j + Sjc
glob
j , (133)

Sj = P̃δcj [P̃δcj + (P glob
δcj

)]−1.

Ïî ïîâîäó ïðåäïîëîæåíèÿ (130) î íåêîððåëèðîâàííîñòè îøèáîê ÂÊ
íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè çàìåòèì ñëåäóþùåå. Çàäà÷à êîìáèíèðî-
âàíèÿ ÂÊ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â ïîñòàíîâêå ìåòîäà ãàðàíòèðóþùåãî
îöåíèâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî êîððåëÿöèè îøèáîê ÂÊ íà ðàç-
íûõ óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè íåèçâåñòíû, à ìàòðèöû êîâàðèàöèé îøèáîê
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P glob
δcj

è P̃δcj çàäàíû òî÷íî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûé (â ñìûñ-
ëå ìèíèìóìà äèñïåðñèè îøèáêè îöåíêè) àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì (132).

� 3.3. Êîìáèíèðîâàíèå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ äàí-

íûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè â ïîñòà-

íîâêå çàäà÷è ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ

Ñîãëàñíî òåîðèè ÌÍÊ, êîìáèíèðîâàíèå îöåíêè ÂÊ, ïîëó÷åííîé ïî
àâèàöèîííûì äàííûì, ñ ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè óëó÷øàåò îöåíêó. Íî íà
ïðàêòèêå ýòî íå âñåãäà òàê. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòà-
íîâêà ìåòîäà ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ [24], [22], [4] â çàäà÷å êîìáè-
íèðîâàíèÿ ÂÊ àâèàöèîííûõ è ãëîáàëüíûõ äàííûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îøèáîê ÂÊ íåèçâåñòíû, íî çàäàíû ìíî-
æåñòâà, îïèñûâàþùèå èõ íåîïðåäåëåííîñòü. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà
ëèíåéíîãî îöåíèâàòåëÿ, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà äèñïåðñèè
îøèáêè îöåíêè, äëÿ ñëó÷àÿ íàèõóäøåãî èç äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé
îøèáîê ÂÊ [22]. Ïðè ýòîì èññëåäóåòñÿ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà îøèáêè
ÂÊ êîìáèíèðîâàíèå ïðîâîäèòü íåöåëåñîîáðàçíî.

Ìîäåëè ïîãðåøíîñòåé äàííûõ è îáñóæäåíèå

Ïîñòàâèì çàäà÷ó êîìáèíèðîâàíèÿ ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëî-
áàëüíûõ äàííûõ. Äàííûå îáîèõ òèïîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå íàáîðîâ ÂÊ
óðîâíåé jmin,..., jmax, âû÷èñëåííûõ íà îáùåì ìíîæåñòâå óçëîâ ñåòêè
èíòåãðèðîâàíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîãî óðîâíÿ: jmin =

jmax = j. Îáùèé ñëó÷àé ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.
Ââåäåì âåêòîðû ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè c′air è äàííûõ ãëîáàëü-

íîé ìîäåëè c′glob óðîâíÿ äåòàëèçàöèè j ðàçìåðíîñòè Lj×1, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâèì â âèäå:

c′air = c+∆cair + δcair, (134)

c′glob = c+∆cglob, (135)
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ãäå c � âåêòîð èñòèííûõ ÂÊ, δcair � ñëó÷àéíûé âåêòîð îøèáîê ÂÊ ñ íó-
ëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Pair òàêîé, ÷òî äèñïåðñèè îøèáîê àâèàöèîííûõ
ÂÊ îãðàíè÷åíû, à èõ êîâàðèàöèè íåèçâåñòíû:

E[δcair] = 0, E[δcairδcair
T
] = Pair, (136)

D[δcairi ] 6 (ρairi )2, |E[δcairi δcairk ]| 6 ρairi ρairk , (137)

ãäå ρairi � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, i = 1, .., Lj. ×åðåç∆cair,∆cglob

â (134)-(135) îáîçíà÷åíû ìåòîäè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè ÂÊ, ïðåäïîëàãàåìûå
äåòåðìèíèðîâàííûìè. Äëÿ íèõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ (¾áîðòèêè¿):

|∆cairi | 6 εairi , |∆cglobi | 6 εglobi , i = 1, ..., Lj, (138)

ãäå εairi , εglobi � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Îáñóäèì ñäåëàííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ãëîáàëüíàÿ ìîäåëü, êàê ïðàâèëî,

çàäàåòñÿ â âèäå ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Êîýôôèöèåíòû ãàðìîíèê
âûäàþòñÿ ñîâìåñòíî ñ äèñïåðñèÿìè èõ îøèáîê. Êîýôôèöèåíòû âûñ-
øèõ ãàðìîíèê ÷àñòî ìàëîäîñòîâåðíû, ïðèâîäèìûå äèñïåðñèè èõ îøè-
áîê σ2[δCmn], σ2[δSmn] ñèëüíî çàâûøåíû. Êîâàðèàöèè îøèáîê êîýôôè-
öèåíòîâ â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ íå âûäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëþ, ïîñêîëüêó
ÿâëÿþòñÿ íåäîñòîâåðíûìè â ñèëó íåñîâåðøåíñòâà ïðèìåíÿåìûõ ìåòî-
äèê ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû ãàðìîíèê ìîäåëè
EGM2008 îïðåäåëåíû ïî àëãîðèòìó ÌÍÊ, â êîòîðîì ìàòðèöà êîâàðè-
àöèé îøèáîê èçìåðåíèé ïðèáëèæåíà äèàãîíàëüíîé, à ìàòðèöà ñèñòåìû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé âñëåäñòâèå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìè-
ðîâàíà íåêîòîðîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé [80]). ÂÊ ãëîáàëüíîé
ìîäåëè cglobi ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ãàðìîíèê ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, âñëåäñòâèå ÷åãî îøèáêè ÂÊ ∆cglobi ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè ñ äèñïåðñèÿìè σ2i = D[∆cglobi ], îïðåäåëÿåìûìè ïî äèñïåðñèÿì è
êîâàðèàöèÿì îøèáîê δCmn, δSmn. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â îøèáêè êîýô-
ôèöèåíòîâ ãàðìîíèê δCmn, δSmn, à ñëåäîâàòåëüíî è â îøèáêè ÂÊ∆cglobi ,
âíåñåí ìåòîäè÷åñêèìè ïîãðåøíîñòÿìè. Â ñâÿçè ñ ÷åì â äàííîì ïàðàãðà-
ôå îøèáêè ∆cglobi ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûå,
îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ¾áîðòèêàìè¿ εglobi (çíà÷åíèÿ εglobi

ìîãóò áûòü ïîëîæåíû ðàâíûìè, íàïðèìåð, 3σi).
Îãðàíè÷åíèÿ (137) îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî äèñïåðñèè îøèáîê àâèàöè-

îííûõ ÂÊ δcairi îïðåäåëåíû ïî äèñïåðñèÿì è êîâàðèàöèÿì îøèáîê îöå-
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íèâàíèÿ ÑÊ ïî (128), çàâèñÿùèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, îò àïðèîðíî çàäàííîé
äèñïåðñèè øóìà â ¾ñûðûõ¿ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ. Çäåñü
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àïðèîðíàÿ äèñïåðñèÿ øóìà çàâûøåíà. Äåòåðìèíè-
ðîâàííûå ìåòîäè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè ∆cairi â (138) âûçâàíû ïîãðåøíî-
ñòÿìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (122) è ¾îáðåçàíèÿ¿ âåéâëåòà (76) ïðè
ðàñ÷åòå àâèàöèîííûõ ÂÊ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (134)-(135) â âèäå:

c′ = Hc+ ξ, (139)

ãäå ââåäåíû âåêòîð èçìåðåíèé c′ ∈ R2Lj :

c′ =

(
c′air
c′glob

)
;

ìàòðèöà H = (I I)T ðàçìåðà 2Lj × Lj, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; âåêòîð
ξ ∈ R2Lj , êîòîðûé èìååò âèä:

ξ = δc+∆c =

(
δcair

0

)
+

(
∆cair

∆cglob

)
. (140)

Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îá îøèáêàõ ÂÊ (137)-(138) ýëåìåí-
òû ξi âåêòîðà ξ ïðè i 6 Lj ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñî ñðåäíèì
E[ξi] òàêèì, ÷òî

|E[ξi]| 6 εairi , i 6 Lj. (141)

ÄèñïåðñèèD[ξi] è êîâàðèàöèè E[(ξi−E[ξi])(ξk−E[ξk])] îáðàçóþò ìàòðèöó
Pair ïðè i, k 6 Lj è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (137). Ýëåìåíòû ξi ïðè
i > Lj ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè òàêèìè, ÷òî

|ξi| 6 εglobi , i > Lj. (142)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçR ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ξ ∈ R2Lj , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (141)-(142) è (137).

Áóäåì èñêàòü îöåíêó âåêòîðà ÂÊ c ∈ RLj ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî îöåíè-
âàòåëÿ F : R2Lj → RLj â âèäå c̃ = Fc′. Ââåäåì ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå
äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà îøèáêè îöåíêè

dξ(F) = sup
c∈RNj

E[∥c− c̃∥2], (143)
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êîòîðîå ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dξ(F) = sup
c∈RNj

(
∥(FH − I)c∥2 + E∥Fξ∥2

)
=

= sup
c∈RNj

(
∥(FH − I)c∥2 + tr (FE[ξξT ]FT )

)
=

= tr (FE[ξξT ]FT ), åñëè FH = I, (144)

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå dξ(F) = ∞ è çàäà÷à ïîèñêà îöåíêè c ñìûñëà íå
èìååò. Çäåñü tr � ñëåä ìàòðèöû. Èç óñëîâèÿ íåñìåùåííîñòè FH = I

ñëåäóåò, ÷òî F èìååò âèä:

F = (F I�F ), (145)

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà Lj.
Çàïèøåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îöåíèâàòåëÿ F â âèäå ñëåäóþùåé

âàðèàöèîííîé ïðîáëåìû

F> = arg min
FH=I

max
ξ∈R

dξ(F). (146)

Îïðåäåëåíèå îáùåãî âèäà îöåíèâàòåëÿ

Íàéäåì ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà (143). Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (144),
ó÷èòûâàÿ (136),(137), (140) è (145):

dξ(F) = tr (FE[ξξT ]FT ) =

= tr (FE[(δc+∆c)(δc+∆c)T ]FT ) =

= tr
(
(F I�F )(E[δc δcT ] + ∆c∆cT )(F I�F )T

)
=

= tr (F (Pair +∆cair∆cair
T

)F T ) +

+ tr ((I − F )∆cglob∆cglob
T

(I − F )T ) +

+ 2 tr (F ∆cair∆cglob
T

(I − F )T ) =

= tr (F TFPair) + tr (F TF∆cair∆cair
T

) +

+ tr ((I + F TF − F − F T )∆cglob∆cglob
T

) +

+ 2 tr ((F − F TF )∆cair∆cglob
T

).
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Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèîíàëû:

J1(F, Pair) = tr (F TFPair), (147)

J2(F,∆c) = tr (F TF∆cair∆cair
T

) + (148)

+ tr ((I + F TF − F − F T )∆cglob∆cglob
T

) +

+ 2 tr ((F − F TF )∆cair∆cglob
T

),

òîãäà ôóíêöèîíàë (144) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

dξ(F) = J1(F, Pair) + J2(F,∆c). (149)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(F ) ðåçóëüòàò âíóòðåííåé ìàêñèìèçàöèè â (146):

d(F ) = max
ξ∈R

dξ(F) = max
Pair∈P

J1(F, Pair) + max
∆c∈C

J2(F,∆c), (150)

ãäå ÷åðåç P îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö
Pair, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (137), à ÷åðåç C �
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ∆c ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ýëåìåíòû (138).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèåìîì, ïðèìåíåííîì â [46] ïðè ðåøåíèè ìèìíèìàêñ-
íîé çàäà÷è. À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë d(F ) èíâàðèàíòåí îòíî-
ñèòåëüíî çàìåíû ìàòðèöû F íà DFD äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû D ñ ýëåìåíòàìè di = ±1 íà äèàãîíàëè (îòìåòèì, ÷òî â [46]
ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìèìíèìàêñíîãî îöåíèâà-
íèÿ îò èññëåäóåìîé â äàííîì ïàðàãðàôå: âåêòîð îøèáîê ìîäåëè â íåé
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëó÷àéíûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è íåèçâåñòíîé ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé, ïðèíàäëåæàùåé çàäàííîìó
ìíîæåñòâó, îöåíèâàåìûé âåêòîð ïðåäïîëàãàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì è
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îãðàíè÷åííûì ïî 2-íîðìå). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D2 = I, èìååì:

d(DFD) = max
Pair∈P

J1(DFD,Pair) + max
∆c∈C

J2(DFD,∆c) =

= max
Pair∈P

tr (DF TFDPair) +

+ max
∆c∈C

tr
[
(DF TFD∆cair∆cair

T

) +

+ tr ((I +DF TFD −DFD −DF TD)∆cglob∆cglob
T

) +

+ 2 tr ((DFD −DF TFD)∆cair∆cglob
T

)
]
=

= max
Pair∈P

tr (F TF DPairD) + (151)

+ max
∆c∈C

tr
[
(F TF (D∆cair)(D∆cair)T ) +

+ tr ((I + F TF − F − F T )(D∆cglob)(D∆cglob)T ) +

+ 2 tr ((F − F TF ) (D∆cair)(D∆cglob)T )
]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû DPairD, èìåþùèå âèä dirikdk, óäî-
âëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (137), ðàâíî êàê è ýëåìåíòû âåêòîðîâ
D∆cair, D∆cglob � îãðàíè÷åíèÿì (138). òî åñòü DPairD ∈ P è
(∆cair

T
D ∆cglob

T
D)T ∈ C.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ P ′
air = DPairD, ∆c′ = (∆cair

T
D ∆cglob

T
D)T è

ïåðåïèøåì (151) â âèäå

d(DFD) = max
P ′
air∈P

tr (F TF P ′
air) +

+ max
∆c′∈C

tr
[
(F TF (∆cair

′
)(∆cair

′
)T ) +

+ tr ((I + F TF − F − F T )(∆cglob
′
)(∆cglob

′
)T ) +

+ 2 tr ((F − F TF ) (∆cair
′
)(∆cglob

′
)T )
]
.

Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî

d(DFD) = d(F ),

äëÿ âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöû D ñ ýëåìåíòàìè di = ±1 íà äèàãîíàëè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè F ∗ � ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè d(F )

ïî âñåì êâàäðàòíûì ìàòðèöàì F , òî è DF ∗D ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé
çàäà÷è äëÿ âñåõ óêàçàííûõ D. Åñëè ôóíêöèîíàë d(F ) (150) ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî âûïóêëûì ïî F , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå F ∗ çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè d(F ). Òîãäà F ∗ = DF ∗D äëÿ âñåõ óêàçàííûõ D, îòêóäà
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ïîëó÷àåì, ÷òî F ∗ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ðåøåíèå F ∗ ïðè ýòîì, êàê
ëåãêî âèäåòü, îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé îöåíèâàòåëü F∗ = (F ∗ I�F ∗)

(146). Èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 4. Ôóíêöèîíàë d(F ) (150) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì

íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö F ïîðÿäêà Lj.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â êîíöå ïàðàãðàôà.

Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

Çàäà÷à (146), òàêèì îáðàçîì, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó îïòèìàëüíîãî îöåíèâà-
òåëÿ âèäà F = (F I�F ), ãäå F � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ôóíêöèîíàë
dξ(F) = J1(F, Pair) + J2(F,∆c) â çàäà÷å (146), ãäå J1, J2 îïðåäåëåíû â
(147) è (148) ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû F èìååò
âèä

dξ(F) = tr (F 2Pair) + tr (F 2∆cair∆cair
T

) +

+ tr ((I − F )2∆cglob∆cglob
T

) + 2 tr ((F − F 2)∆cair∆cglob
T

) =

=

Lj∑
i=1

f 2i rii +

Lj∑
i=1

f 2i (∆c
air
i )2 +

+

Lj∑
i=1

(1− fi)
2(∆cglobi )2 + 2

Lj∑
i=1

(fi − f 2i )∆c
air
i ∆cglobi ,

ãäå ÷åðåç fi îáîçíà÷åíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû F .
Ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà dξ(F) ïî ìíîæåñòâàì (137) è (138) ðàâåí âû-

ðàæåíèþ

d(F ) =

Lj∑
i=1

f 2i ρ
air
i +

Lj∑
i=1

f 2i (ε
air
i )2 + (152)

+

Lj∑
i=1

(1− fi)
2(εglobi )2 + 2

Lj∑
i=1

|fi − f 2i |εairi εglobi ,

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ¾íàèõóäøèõ¿ âîçìóùåíèÿõ:

r∗ii = (ρairi )2, i = 1, ..., Lj, (153)

∆cairi
∗

= ±εairi , ∆cglobi

∗
= ±εglobi , (154)
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ãäå çíàêè â (154) âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî

sign (∆cairi
∗
∆cglobi

∗
) = sign (fi − f 2i ), (155)

åñëè fi − f 2i ̸= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíàêè ïðîèçâîëüíû.
Íàéäÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà d(F ), ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé ìè-

íèìàêñíîé çàäà÷è (146).

Óòâåðæäåíèå 5. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå d∗ ôóíêöèîíàëà dξ(F) (144)

â ìèíèìàêñíîé çàäà÷å (146) äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì èç òðåõ îöåíèâà-

òåëåé âèäà F = (F I�F ), ãäå F � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà Lj,

îïðåäåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè:

1) d∗ =

Lj∑
i=1

(ρairi )2(εglobi )2

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
, (156)

åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., Lj

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2} > εairi εglobi ; (157)

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (156) äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ

ýëåìåíòîâ F :

fi =
(εglobi )2 − εairi εglobi

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
, (158)

2) d∗ =

Lj∑
i=1

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2}, (159)

åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., Lj

εairi εglobi > min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2}; (160)

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (159) äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ

ýëåìåíòîâ F :

fi =
1

2
+

1

2
sign

(
(εglobi )2 − (ρairi )2 − (εairi )2

)
, (161)

3) d∗ =
∑
i∈I1

(ρairi )2(εglobi )2

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
+ (162)

+
∑
i∈I2

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2},

72



åñëè äëÿ i ∈ I1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (157), äëÿ i ∈ I2 � óñëîâèÿ (160);

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (162) äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ýëåìåíòîâ F

(158) äëÿ i ∈ I1 è ïðè çíà÷åíèÿõ (161) äëÿ i ∈ I2; ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

I1, I2 íå ïóñòû, íå ïåðåñåêàþòñÿ, I1 ∪ I2 = {1, ..., Lj}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â êîíöå ïàðàãðàôà.
Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà c̃ âåêòîðà ÂÊ c îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

c̃ = Fc′air + (I − F )c′glob. (163)

Â ñëó÷àå îöåíèâàòåëÿ (161) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÂÊ c̃i äëÿ êàæäîãî
i = 1, ..., Lj îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

c̃i =

{
cairi , åñëè (εglobi )2 > (ρairi )2 + (εairi )2,

cglobi , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòñþäà èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 1. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ F â çàäà÷å (146) â

ñëó÷àå, êîãäà ¾áîðòèêè¿ îøèáîê ÂÊ àâèàöèîííûõ è ãëîáàëüíûõ äàííûõ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

εairi εglobi > (ρairi )2 + (εairi )2, i = 1, ..., Lj, (164)

èìååò âèä

F = (I 0), (165)

îïòèìàëüíàÿ îöåíêà âåêòîðà ÂÊ cj èìååò âèä

c̃j = cairj . (166)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîâåäåíèå êîìáèíèðîâàíèÿ àâèàöèîííûõ ÂÊ ñ
äàííûìè ãëîáàëüíîé ìîäåëè íåöåëåñîîáðàçíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(164). Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòî âîçìîæíî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
îøèáêè ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêè.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4

Âûïèøåì ôóíêöèîíàë d(F ) (150):

d(F ) = max
Pair∈P

J1(F, Pair) + max
∆c∈C

J2(F,∆c),
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ãäå J1(F, Pair), J2(F,∆c) îïðåäåëåíû â (147) è (148) ñîîòâåòñòâåííî.
Ôóíêöèîíàë J1(F, Pair) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî F ïðè êàæäîé ôèêñè-
ðîâàííîé ìàòðèöå Pair ∈ P . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö (óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì (137)),
èìååò ìåñòî ëèøü íåñòðîãàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà J1(F, Pair), à ñëå-
äîâàòåëüíî, è ôóíêöèîíàëà max

Pair∈P
J1(F, Pair) ïî F .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J2(F,∆c), êîòîðûé èìååò âèä:

J2(F,∆c) = tr (F∆c∆cTFT ) = ∥F∆c∥2,

ãäå F = (F I�F ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ åãî ìàêñèìóìà:

ϑ(F ) = max
∆c∈C

J2(F,∆c). (167)

Ôóíêöèîíàë J2(F,∆c) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî ∆c ∈ C. Ìíîæåñòâî C
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê (ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåí-
òðîì â íóëå) â R2Lj , çàäàâàåìûé íåðàâåíñòâàìè (138). Òîãäà ìàê-
ñèìóì J2(F,∆c) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí C, èìåþùåé âèä
∆c∗ = (±εair1 , ...,±εairLj

, ...,±εglobLj
)T , ãäå âñå âåëè÷èíû εairi , εglobk ïîëîæè-

òåëüíû. Òî åñòü ϑ(F ) = ∥F∆c∗∥2. Òàê êàê êâàäðàò íîðìû ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî âûïóêëûì ôóíêöèîíàëîì â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, à âåêòîð
∆c∗ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ôóíêöèîíàë ϑ(F ) ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî âûïóêëûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ F1 ̸= F2

è äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

∥ (αF1 + (1− α)F2)∆c
∗∥2 < α∥F1∆c

∗∥2 + (1− α)∥F2∆c
∗∥2. (168)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë d(F ) (150), ðàâíûé ñóììå âû-
ïóêëîãî ôóíêöèîíàëà max

Pair∈P
J1(F, Pair) è ñòðîãî âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà

ϑ(F ), ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî ëèøü íàéòè ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà (152) ïî âñåì fi. Ïåðåïèøåì (152) â âèäå:

d(F ) = (169)

=

Lj∑
i=1

(
f 2i ρ

air
i + f 2i (ε

air
i )2 + (1− fi)

2(εglobi )2 + 2|fi − f 2i |εairi εglobi

)
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϑi(fi) ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì ñóììû â (169):

ϑi(fi) = f 2i ρ
air
i + f 2i (ε

air
i )2 + (1− fi)

2(εglobi )2 + 2|fi − f 2i |εairi εglobi .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

min
F
d(F ) = min

f1,..,fLj

d(F ) =

Lj∑
i=1

min
fi
ϑi(fi), (170)

òî åñòü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè d(F ) ñâîäèòñÿ ê Nj íåçàâèñèìûì çàäà÷àì
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ϑi(fi).

Íàéäåì ìèíèìóì ϑi(fi). Èìååò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò
çíàêà ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ:

ϑi(fi) = (ρairi + (εairi − εglobi )2)f 2i − (171)

− 2((εglobi )2 − εairi εglobi )fi + (εglobi )2,

åñëè

fi(1− fi) > 0, (172)

è âî âòîðîì ñëó÷àå

ϑi(fi) = ((ρi)
2 + (εairi + εglobi )2)f 2i − (173)

− 2(εairi εglobi + (εglobi )2)fi + (εglobi )2,

åñëè

fi(1− fi) < 0. (174)

Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: óñëîâíûé ìèíèìóì äîñòèãà-
åòñÿ â âåðøèíå ïàðàáîëû (171), åñëè åå êîîðäèíàòà ïî fi ïðèíàäëåæèò
èíòåðâàëó (0, 1), èëè èíà÷å â îäíîì èç çíà÷åíèé fi = 0, fi = 1. Êîîðäè-
íàòû âåðøèíû ïàðàáîëû (171) èìåþò âèä

f ∗i =
(εglobi )2 − εairi εglobi

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
, (175)

ϑi(f
∗
i ) =

(ρairi )2(εglobi )2

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
. (176)

Çíà÷åíèå f ∗i ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1), åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(εglobi )2 − εairi εglobi

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
ρairi )2 + (εairi )2 − εairi εglobi

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
> 0.
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Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:(
(εglobi )2 − εairi εglobi

)(
(ρairi )2 + (εairi )2 − εairi εglobi

)
> 0, (177)

÷òî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà îáà ìíîæèòåëÿ îäíîãî çíàêà. Ïîêàæåì, ÷òî îíè
íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî îòðèöàòåëüíûìè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
ïóñòü (εglobi )2 < εairi εglobi è (ρairi )2 + (εairi )2 < εairi εglobi . Ïåðâîå èç ýòèõ íåðà-
âåíñòâ ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó εglobi < εairi . Äîìíîæàÿ åãî íà εairi , ïî-
ëó÷èì, ÷òî εairi εglobi < (εairi )2. Íî òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
(ρairi )2 + (εairi )2 < (εairi )2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, (177) âåðíî òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ìíîæèòåëÿ ïîëî-
æèòåëüíû, òî åñòü êîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2} > εairi εglobi . (178)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíûé ìèíèìóì ïàðàáîëû (171) äîñòèãàåòñÿ â åå âåð-
øèíå (175)-(176) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (178). Åñëè íåðàâåíñòâî
(178) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, óñëîâíûé ìèíèìóì
ïàðàáîëû äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà [0, 1], òî åñòü ðàâåí
çíà÷åíèþ

minϑi(fi) = min{ϑi(0), ϑi(1)} =

= min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2}, (179)

åñëè

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2} 6 εairi εglobi . (180)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ (173) è óñëîâèå (174). Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (173) íà ìíîæåñòâå, îïðåäåëÿåìîì äàííûì
óñëîâèåì, ñòðîãî áîëüøå çíà÷åíèÿ (179).

Â ðåçóëüòàòå èìååì, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (152) ðàâåí âûðàæå-
íèþ

min d(F ) =
∑
i∈I1

(ρairi )2(εglobi )2

(ρairi )2 + (εairi − εglobi )2
+

+
∑
i∈I2

min{(ρairi )2 + (εairi )2, (εglobi )2},

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ (175) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (178)
äëÿ âñåõ i ∈ I1 è â òî÷êàõ fi = 1

2 +
1
2 sign ((ε

glob
i )2 − (ρairi )2 − (εairi )2) ïðè
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âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (180) äëÿ âñåõ i ∈ I2. Ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I1,
I2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, I1 ∪ I2 = {1, 2, ..., Lj}, ïðè ýòîì îäíî èç ìíîæåñòâ
ìîæåò áûòü ïóñòûì. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

� 3.4. Âûâîäû ê ãëàâå 3

Â ãëàâå 3 èçëîæåíà ìåòîäèêà ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àíîìàëèè ñè-
ëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè. Â � 3.1
ñòàâèòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ÑÊ àíîìàëèè íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå äå-
òàëèçàöèè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè. Ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà ðåêóððåíòíîãî ÌÍÊ â èíôîðìàöèîííîé ôîðìå ñ øàãîì ðå-
êóðñèè ïî íîìåðó ãàëñà. Ââèäó ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è íà ïî-
ñëåäíåì øàãå ðåêóðñèè ïðîâîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ èíôîðìàöèîííîé ìàò-
ðèöû ÑÊ. Â � 3.2 ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÌÍÊ çàäà-
÷à êîìáèíèðîâàíèå ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè.
Â � 3.3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ â ïîñòàíîâêå ìåòî-
äà ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ íà ¾áîðòèêè¿
îøèáîê ÂÊ àâèàèöîííûõ è ãëîáàëüíûõ äàííûõ, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ êîìáèíèðîâàíèå äàííûõ ïðîâîäèòü íåöåëåñîîáðàçíî.
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Ãëàâà 4. Îáðàáîòêà äàííûõ

Â äàííîé ãëàâå àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé
ìåòîäèêè óòî÷íåíèÿ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè, èçëîæåííîé â �� 3.1-3.2,
ê ìîäåëüíûì äàííûì â �4.1 è ê ðåçóëüòàòàì ðåàëüíûõ àýðîãðàâèìåòðè-
÷åñêèõ ñúåìîê â �4.2. Ìàòåðèàëû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [36],
[8].

� 4.1. Îáðàáîòêà ìîäåëüíûõ äàííûõ

Â äàííîì ïàðàãðàôå èñïîëüçîâàíû ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ àíîìàëèè ñèëû
òÿæåñòè, èçìåðåíèÿ ãðàâèìåòðà ìîäåëèðóþòñÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå àâèàöèîííûõ è ãëîáàëüíûõ äàííûõ

Èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ äàííûå ðåàëüíîé êàðòû àíîìàëèé â ðàéîíå ×åð-
íîãî ìîðÿ (ðèñ. 6). Äàííûå ïðåäñòàâëåíû â âèäå çíà÷åíèé àíîìàëèè ñèëû
òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè ðåôåðåíö-ýëëèïñîèäà â óçëàõ ýêâèàíãóëÿðíîé
ñåòêè 0.02◦× 0.02◦. Ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå ïîðÿä-
êà 2.2 êì. Âûáðàí ôðàãìåíò äàííûõ íà ó÷àñòêå 60 êì íà 100 êì â ðàéîíå
Êàâêàçñêèõ ãîð (42.0◦ 6 φ0 6 42.6◦, 42.0◦ 6 λ 6 43.0◦, ãäå φ0, λ � ãåî-
ãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû). Çíà÷åíèÿ àíîìàëèè èçìåíÿþòñÿ îò -92.1 ìÃàë
äî 113.5 ìÃàë, ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî −10.4 ìÃàë.

Äàííûå ðàçäåëåíû íà 31 ãàëñ â äîëãîòíîì íàïðàâëåíèè. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ãàëñàìè 2.2 êì. Â äàííûå âíåñåíà àääèòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ îøèáêà
(öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé áåëûé øóì ñ ÑÊÎ 0.5 ìÃàë) ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ïðîâåäåíèåì íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè íà êàæäîì ãàëñå (ñãëàæè-
âàòåëü Áàòòåðâîðòà ïåðâîãî ïîðÿäêà). Äëèíà âîëíû àíîìàëèè íà âûõîäå
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Ðèñ. 6: Êàðòà àíîìàëèé (èñõîäíûå äàííûå), ìÃàë. Êîíòóðîì âûäåëåí
ôðàãìåíò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àâèà-äàííûõ.

ôèëüòðà 4.4 êì. Ýêâèâàëåíòíûé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåòàëèçàöèè äëÿ
âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ: J = 13. Ìèíèìàëüíûé óðîâåíü äåòàëèçàöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ó÷àñòêà: j0 = 9. Ðàäèóñ îêðåñòíîñòè ñóììèðîâàíèÿ
(çîíû èíòåãðèðîâàíèÿ) ðàâåí 9 êì.

Èìèòàöèÿ äàííûõ ãëîáàëüíîé ìîäåëè ïðîâåäåíà ïî ýòàëîííûì íà-
áëþäåíèÿì íà ó÷àñòêå ðàçìåðà 100 êì íà 150 êì, âêëþ÷àþùåì ó÷àñòîê
ñ ìîäåëüíûìè àâèàöèîííûìè äàííûìè. Ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì ðàññ÷èòà-
íû ÂÊ cglobj íà óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè j=9�11 (ýòàëîííûå ÂÊ). Â cglobj âíå-
ñåíà àääèòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ îøèáêà (öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé áåëûé
øóì). ÑÊÎ øóìà σglobj ðàññ÷èòàíî ïî èçâåñòíûì äèñïåðñèÿì σ2nm îøè-
áîê ãàðìîíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM2008. Â ñèëó
ñïåöèôèêè äàííûõ EGM2008 ÑÊÎ îøèáêè ÂÊ çàâèñÿò òîëüêî îò ñôåðè-
÷åñêîé øèðîòû. Ôîðìóëà äëÿ äèñïåðñèé îøèáîê ÂÊ èìååò âèä:(

σglobj

)2
= D[δcglobj (θ, λ,R)] =

=
(GM
R2

)2 N∑
n=2

(n+ 1)2ψ2
j (n)

( a
R

)2n n∑
m=0

σ2nm P
2
nm(cos θ), (181)

ãäå θ, λ � ñôåðè÷åñêàÿ êî-øèðîòà è äîëãîòà; ψj(n) � ñèìâîë âåéâëåòà
Àáåëÿ-Ïóàññîíà (48), j = 9, 10. Ðàçëîæåíèå ïðîâåäåíî äî ñòåïåíè N =

1400. Çíà÷åíèÿ ÑÊÎ σglobj âàðüèðóþòñÿ îò 1.4 äî 1.7 ìÃàë íà óðîâíå
äåòàëèçàöèè j = 9, îò 1.6 äî 2.2 ìÃàë íà óðîâíå äåòàëèçàöèè j = 10 è îò
1.0 äî 1.3 ìÃàë íà óðîâíå äåòàëèçàöèè j = 11.
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Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ è êîìáèíèðîâàíèÿ ÂÊ

Îöåíèâàíèå ÑÊ ïðîâåäåíî íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J = 13. Ýêâè-
àíãóëÿðíàÿ ñåòêà óçëîâ ÑÊ èìååò ðàâíûé øàã ïî øèðîòå è äîëãîòå
∆θ = ∆λ = 0.02◦. Âåëè÷èíà ïîðîãà ε2σ−2

glob äëÿ ðåäóêöèè èíôîðìàöèîí-
íîé ìàòðèöû ÑÊ íà ïîñëåäíåì øàãå ðåêóðñèè ðàññ÷èòàíà ïî ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè äàííûõ ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM2008 îá àíîìà-
ëèè ñèëû òÿæåñòè. Çíà÷åíèå σglob íà øèðîòàõ ó÷àñòêà ñúåìêè ïîðÿäêà 3
ìÃàë (â ãàðìîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè äî ñòåïåíè
1400). Íàñòðîå÷íûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ε â (120) ïðèíÿò ðàâíûì 1,
îòêóäà âåëè÷èíà ïîðîãà ðàâíà 0.1 ìÃàë−2. Âàðèàöèÿ ÑÊ íà ðàññìàòðè-
âàåìîì ó÷àñòêå d2glob, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ðåãóëÿðèçàöèè èíôîðìàöèîííîé
ìàòðèöû ÑÊ, ðàññ÷èòàíà òàêæå ïî ãëîáàëüíîé ìîäåëè è ðàâíà 2 · 103
ìÃàë2. Íàñòðîå÷íûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè µ â (120) âçÿò ðàâíûì 1.
Â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè è ðåãóëÿðèçàöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû îá-
íóëåíû âñå ÑÊ â óçëàõ âíå ó÷àñòêà ñúåìêè.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè
ïî îöåíåííûì ÑÊ ìîäåëüíûõ àâèàöèîííûõ äàííûõ ñîäåðæàòñÿ â òàáëèöå
1 è íà ðèñ. 7. Â ðåçóëüòàòàõ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ýôôåêòû Ãèááñà
íà êðàÿõ ó÷àñòêà. Ïðè ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûìè äàííûìè îøèáêà âîññòà-
íîâëåíèÿ èìååò ÑÊÎ 1.8 ìÃàë. Ýòà îøèáêà ñîäåðæèò êàê ïîãðåøíîñòè
ðåãóëÿðèçàöèè, òàê è ñûìèòèðîâàííóþ ñëó÷àéíóþ îøèáêó ìîäåëüíûõ
àâèàöèîííûõ äàííûõ.

Ðèñ. 7: Ðàçíîñòü àâèàöèîííîé àíîìàëèè è âîññòàíîâëåííîé ïî îöåíêàì
ÑÊ, ìÃàë
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ÑÊ ïî ìîäåëüíûì àâèàöèîííûì äàí-
íûì: ∆gtrue � àíîìàëèÿ ïî ýòàëîííûì äàííûì; ∆gtrue − ∆gJavia � ðàç-
íîñòü ýòàëîííîé àíîìàëèè è àíîìàëèè, âîññòàíîâëåííîé ïî îöåíêàì ÑÊ
íà óðîâíå äåòàëèçàöèè J = 13; ∆gavia − ∆gJavia � ðàçíîñòü àâèàöèîííîé
àíîìàëèè è àíîìàëèè, âîññòàíîâëåííîé ïî îöåíêàì ÑÊ íà óðîâíå äåòà-
ëèçàöèè J = 13.

Ñòàòèñòèêà ∆gtrue, ∆gtrue −∆gJavia, ∆gavia −∆gJavia,
ìÃàë ìÃàë ìÃàë

Ìàêñèìóì 242.0 8.9 1.2
Ìèíèìóì -62.2 -12.2 -0.8
Ñðåäíåå 38.4 0.2 0.2
ÑÊÎ - 1.8 0.4

Ïî îöåíåííûì ÑÊ ìîäåëüíûõ àâèà-äàííûõ è ìàòðèöå êîâàðèàöèè èõ
îøèáîê ðàññ÷èòàíû ÂÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé èõ îøèáîê. Ïðîâåäåíî êîìáèíèðîâàíèå ÂÊ àâèà-
öèîííûõ è ãëîáàëüíûõ äàííûõ íà óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè j=9�11 ïî àëãî-
ðèòìó (133). Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû êàðòû àâèàöèîííîé àíîìàëèè ñè-
ëû òÿæåñòè íà óðîâíÿõ j=9�11. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøåíèÿ êàðò �
35.2 êì, 17.6 êì è 8.8 êì. Ãðàôèêè îøèáîê ÂÊ, îöåíåííûõ ïî àâèàöè-
îííûì äàííûì, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9. Íà ãðàôèêàõ îøèáîê ÂÊ íà
óðîâíÿõ 9 è 10 çàìåòíû íåçíà÷èòåëüíûå êðàåâûå ýôôåêòû (äî 5 ìÃàë).
Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåíû ãðàôèêè îøèáîê êîìáèíèðîâàííûõ ÂÊ, j=9�11.
Âëèÿíèå êðàåâûõ ýôôåêòîâ ñóùåñòâåííî ñíèæåíî (ïðàêòè÷åñêè îòñóò-
ñòâóþò). ×èñëîâûå ðåçóëüòàòû êîìáèíèðîâàíèÿ ñîäåðæàòñÿ â òàáëèöå 2.
ÑÊÎ îøèáîê êîìáèíèðîâàííûõ ÂÊ íå ïðåâîñõîäèò 0.5 ìÃàë. Ìåòîäèêà
óòî÷íÿåò êàê àâèàöèîííûå, òàê è ãëîáàëüíûå äàííûå.
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Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû êîìáèíèðîâàíèÿ ÂÊ ìîäåëüíûõ àâèàöèîííûõ è
ãëîáàëüíûõ äàííûõ: SLS � ÑÊÎ ðàçíîñòè ýòàëîííûõ è êîìáèíèðîâàííûõ
ÂÊ; Savia � ÑÊÎ ðàçíîñòè ýòàëîííûõ è àâèàöèîííûõ ÂÊ; Sglob � ÑÊÎ
ðàçíîñòè ýòàëîííûõ è ãëîáàëüíûõ ÂÊ.

Óðîâåíü Ðàçðåøåíèå, SLS, Savia, Sglob,

êì ìÃàë ìÃàë ìÃàë
9 35.2 0.4 1.8 1.2
10 17.6 0.5 1.4 1.4
11 8.8 0.4 0.8 1.0

� 4.2. Îáðàáîòêà ðåàëüíûõ äàííûõ

Àâèàöèîííûå äàííûå

Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè, èçëîæåííîé â �� 3.1-3.2, áû-
ëà ïðîâåäåíà îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé
â ðàéîíå Íîâîé Çåìëè, âûïîëíåííûõ ëàáîðàòîðèåé ãðàâèèíåðöèàëüíûõ
èçìåðåíèé (çàâåäóþùèé � ä.ò.í. Â.Í. Êîíåøîâ) Èíñòèòóòà ôèçèêè Çåìëè
èì. Î.Þ. Øìèäòà â 2010 ã. Ñúåìêè âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àâèà-
ãðàâèìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû GT-1A [10]. Îïðåäåëåíèå àíîìàëèè íà ãàëñàõ
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà GTNAV/GTGRAV [33].

Äëèíà âîëíû ãðàâèìåòðè÷åñêîãî ôèëüòðà â (88) L = 10 êì. Ôèëüòð
áëèçîê ê ñãëàæèâàòåëþ Áàòòåðâîðòà 3-ãî ïîðÿäêà. ×àñòîòà âûõîäíûõ
äàííûõ 1 Ãö. Îøèáêè èçìåðåíèé ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè áåëîãî
øóìà íà ÷àñòîòå 1 Ãö ñ ÑÊÎ 50 ìÃàë, ïðîïóùåííîãî ÷åðåç ãðàâèìåòðè-
÷åñêèé ôèëüòð. Ïðè îïðåäåëåíèè àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì
âîçäóõå íîðìàëüíàÿ ñèëà òÿæåñòè ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå Ãåëüìåð-
òà (12). Ðåãèîí ñúåìêè áûë ïîêðûò ñåòüþ ïàðàëëåëüíûõ ãàëñîâ. Äëÿ
ïðîâåðêè àëãîðèòìîâ áûë âûáðàí 31 ãàëñ (õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû
íèæå). Ñõåìà ãàëñîâ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 11
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• Êîëè÷åñòâî ãàëñîâ: 31.

• Âûñîòà ïîëåòà: 3500 - 4700 ì.

• Ñðåäíÿÿ âûñîòà: 3900 ì.

• Ñêîðîñòü ñàìîëåòà 100 ì/ñ.

• Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãàëñàìè: 4 êì.

• Àçèìóòû ïîëåòà: -5◦ è 175◦.

• Ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà ðåãèîíà ñúåìêè: 74◦-76◦.

• Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àíîìàëèè: 82.6 ìÃàë.

• Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àíîìàëèè: -15.0 ìÃàë.

Îöåíèâàíèå ÑÊ è ÂÊ ïî àâèàöèîííûì äàííûì

Ïî àâèàöèîííûì äàííûì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà (114)-(121) ïðîâåäåíî
îöåíèâàíèå âåêòîðà ÑÊ aJ íà óðîâíå J = 10, ñîîòâåòñòâóþùåì ìèíèìó-
ìó èç L/2 è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãàëñàìè, êîòîðûé ðàâåí 4 êì. Ïðåäâàðè-
òåëüíî èç àâèàöèîííûõ äàííûõ âû÷òåíî ìåòîäè÷åñêîå ñìåùåíèå, îïðå-
äåëåííîå ñ ïîìîùüþ ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM2008 è ðàâíîå -17.2 ìÃàë
(ñðåäíåå çíà÷åíèå àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî EGM2008 íà ó÷àñòêå ñúåì-
êè 3.4 ìÃàë, ñðåäíåå çíà÷åíèå àâèàöèîííûõ èçìåðåíèé àíîìàëèè 20.6
ìÃàë).

Óçëû ýêâèàíãóëÿðíîé ñåòêè (93) îïðåäåëåíû íà ñôåðå ΩR ðàäèóñà
R = 6360.8. Øàã ñåòêè ïî ñôåðè÷åñêîé êî-øèðîòå ∆θ âçÿò ðàâíûì
0.045◦, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïîëîâèíå ìèíèìàëüíîé äëèíû âîëíû L/2 ãðà-
âèòàöèîííîé àíîìàëèè, îïðåäåëÿåìîé íà ãàëñå (L/2 = 5 êì). Øàã ïî
äîëãîòå ∆λ ðàâåí 0.13◦ è ýêâèâàëåíòåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó ãàëñàìè (4
êì). Îêðåñòíîñòü ñóììèðîâàíèÿ â (92) âûáðàíà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè íà ïëîñêîñòè øèðîòà-äîëãîòà. Ìíîæåñòâî óçëîâ Y (96), îïðåäå-
ëåííîå òàêèì îáðàçîì äëÿ äàííîãî ó÷àñòêà ñúåìêè, èçîáðàæåíî íà ðèñ.
12.

Âåëè÷èíà ïîðîãà äëÿ ðåäóêöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Q(K) íà
ïîñëåäíåì øàãå ðåêóðñèèK = 31 âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ èíôîðìàöèåé
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î ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè σglob äàííûõ ãëîáàëüíîé ìîäåëè
EGM2008. Çíà÷åíèå σglob íà øèðîòàõ ó÷àñòêà ñúåìêè ïîðÿäêà 30 ìÃàë
(â ãàðìîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè äî ñòåïåíè 1800).
Íàñòðîå÷íûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ε â (120) ïðèíÿò ðàâíûì 1. Îòêóäà
âåëè÷èíà ïîðîãà ε2σ−2

glob ðàâíà 0.001 ìÃàë
−2.

Çíà÷åíèå âàðèàöèè ÑÊ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ðåãèîíå ñúåìêè d2glob,
ðàññ÷èòàííîå ïî ãëîáàëüíîé ìîäåëè, ðàâíî 140 ìÃàë2. Áåçðàçìåðíûé ïà-
ðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè µ â (120) âçÿò ðàâíûì 0.1. Çíà÷åíèå µ íàñòðà-
èâàëîñü òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû
òÿæåñòè ïî îöåíèâàåìûì ÑÊ íà ãàëñàõ è ÷òîáû â òî æå âðåìÿ óìåíü-
øèòü âàðèàöèþ îöåíèâàåìûõ ÑÊ â ðåãèîíå ñúåìêè. Îòìåòèì, ÷òî ðåãó-
ëÿðèçàöèÿ â ôîðìå (120) ñîõðàíÿåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû P̃δaJ îøèáêè îöåíêè ÑÊ (ïëîõî îöåíèâàåìûå è îáíóëåííûå ÑÊ
èìåþò á�îëüøèå äèñïåðñèè), ÷òî âàæíî äëÿ êîððåêòíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ
äàííûõ.

Íà ðèñ. 12 èçîáðàæåíû ãàëñû, ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ îöåíåíû
ÑÊ è (îêàéìëÿþùåå) ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ ÑÊ îáíóëåíû â õîäå
ðåäóêöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû. Êàê è îæèäàëîñü, îáíóëåíû ëèøü
ÑÊ â äàëüíèõ óçëàõ.

Ïî íàéäåííûì ÑÊ ãJ ïðîâåäåíî âîññòàíîâëåíèå àíîìàëèè ñèëû òÿæå-
ñòè íà ãàëñàõ ïî ôîðìóëå (53). Íà ðèñ. 13 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íà êàæäîì ãàëñå:
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ÑÊÎ � 0.03 ìÃàë (1-ûé ãàëñ), ìàêñèìàëüíîå � 0.16
ìÃàë (21-ûé ãàëñ).

Íà ðèñ. 14 ïðèâåäåí ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè
íà îäíîì ãàëñå. Â ðåçóëüòàòàõ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ýôôåêòû Ãèááñà
íà êðàÿõ ãàëñîâ. Ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ âûçâàíû ïðåèìóùåñòâåí-
íî ðåãóëÿðèçàöèåé.

Äàëåå ïî íàéäåííûì ÑÊ ãJ àâèàöèîííûõ äàííûõ è ìàòðèöå êîâàðè-
àöèè èõ îøèáîê P̃δaJ áûëè âû÷èñëåíû ÂÊ c̃j àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè
àâèàöèîííûõ äàííûõ è ìàòðèöû êîâàðèàöèè èõ îøèáîê P̃δcj íà óðîâíÿõ
j=7�9 ïî ôîðìóëàì (122)-(128).

Âû÷èñëåíèå ÂÊ ïî ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM2008
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Äëÿ óòî÷íåíèÿ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè èñïîëüçîâàëàñü ãëîáàëüíàÿ
ìîäåëü EGM2008 (ñì. � 1.2). Ïî äàííûì ãëîáàëüíîé ìîäåëè áûëè ðàñ-
ñ÷èòàíû ÂÊ íà óðîâíÿõ j=7�9 â òåõ æå óçëàõ, êàê è ÂÊ àâèàöèîííûõ
äàííûõ. Äëÿ ðàñ÷åòà ÂÊ èñïîëüçîâàëñÿ èíòåãðàëüíûé ìåòîä (55), äëÿ
êîòîðîãî â êà÷åñòâå ÑÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè íà óðîâíå Jglob = 10 áûëè
âçÿòû çíà÷åíèÿ àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè â ñâîáîäíîì âîçäóõå. Àíîìàëèè
ðàññ÷èòàíû ïî ãàðìîíè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì ïî ôîðìóëå (77) äî ñòå-
ïåíè n = 1800 (ðèñ. 15). Ïðè ¾îáðåçàíèè¿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
äëÿ óìåíüøåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ïðèìåíåíî îêíî Áëýêìàíà. Àíîìàëèè
ðàññ÷èòàíû íà ñôåðå ΩR â óçëàõ θk, λs ýêâèàíãóëÿðíîé ñåòêè Y (96),
èñïîëüçîâàâøåéñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ÑÊ àâèàöèîííûõ äàííûõ.

Ìàòðèöà êîâàðèàöèé îøèáîê èçìåðåíèÿ â äàííûõ îá àíîìàëèè ñè-
ëû òÿæåñòè ãëîáàëüíîé ìîäåëè Pglob ðàññ÷èòàíà ïî äèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öå êîâàðèàöèé îøèáîê ãàðìîíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðåäîñòàâëÿåìîé
ìîäåëüþ EGM2008. Äèàãîíàüíûå ýëåìåíòû Pglob çàâèñèò òîëüêî îò øè-
ðîòû è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

E[δg2glob(θk, λs, R)] =
N∑
n=2

n∑
m=0

σ2nm P
2
nm(cos θk), (182)

ãäå δgglob � îøèáêè â ãëîáàëüíûõ äàííûõ îá àíîìàëèè ñèëû òÿåæñòè,
E[δgglob(θk, λs, R)] = 0. Â (183) îáîçíà÷åíî

σ2nm =
(GM
R2

)2
(n+ 1)2

( a
R

)2n
σ2[δCmn], (183)

è ó÷òåíî, ÷òî σ2[δCmn] ≃ σ2[δSmn] äëÿ êàæäûõ n, m.
Äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Pglob èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

E[δgglob(θk, λs, R)δgglob(θl, λq, R)] =

=
N∑
n=2

n∑
m=0

σ2nm cos(λs − λq)P nm(cos θk)P nm(cos θl). (184)

Ìàòðèöû êîâàðèàöèé îøèáîê ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè P glob
δcj

íà óðîâíÿõ
j=7�9 ðàññ÷èòàíû íà îñíîâå ôîðìóë (127)-(128).

Êîìáèíèðîâàíèå äàííûõ
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Êîìáèíèðîâàíèå ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè è èîäåëè EGM2008 íà
óðîâíÿõ j=7�9 âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÌÍÊ (133). Ðåçóëüòàòû
êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 3 è íà ðèñ. 16. Íà ãðàôèêàõ ðåçóëü-
òàòîâ êîìáèíèðîâàíèÿ íà êàæäîì óðîâíå äåòàëèçàöèè ïðîñëåæèâàåòñÿ
êîððåêöèÿ àëãîðèòìîì ìíîæåñòâà àâèàöèîííûõ ÂÊ íà êðàÿõ îáëàñòè
ïî ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àâèàèöîííûå ÂÊ â óç-
ëàõ íà êðàÿõ ìàëîäîñòîâåðíû, òàê êàê â õîäå ðåäóêöèè èíôîðìàöèîííîé
ìàòðèöû ÑÊ íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå J áûëè ¾îáíóëåíû¿ ÑÊ íà êðà-
ÿõ îáëàñòè. Àëãîðèòìîì ñêîððåêòèðîâàíû òàêæå ¾âûáðîñû¿, âûçâàííûå
ðåãóëÿðèçàöèåé.

� 4.3. Âûâîäû ê ãëàâå 4

Â ãëàâå 4 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ìîäåëüíûõ è ðåàëü-
íûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ëîêàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìî-
äåëè, îñíîâàííîé íà ñôåðè÷åñêîì ìíîãîìàñøòàáíîì ïðåäñòàâëåíèè. Àë-
ãîðèòìû ìåòîäèêè ïîçâîëÿþò êîððåêòíî îáðàáàòûâàòü äàííûå ïîëåòîâ,
ïðîâîäèìûõ íà ðàçíûõ âûñîòàõ. Íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå
ýôôåêòîâ Ãèááñà â ðåçóëüòàòàõ îöåíèâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè
íà êðàÿõ ó÷àñòêà ñúåìêè. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ìåòîäèêè ïðîâåäåíî
êîìáèíèðîâàíèå àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ðàéîíà Íîâîé Çåìëè è
äàííûõ ìîäåëè EGM2008.

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ: Sglob � ÑÊÎ ðàçíîñòè
êîìáèíèðîâàííûõ è ãëîáàëüíûõ ÂÊ, Savia � ÑÊÎ ðàçíîñòè êîìáèíèðî-
âàííûõ è àâèàöèîííûõ ÂÊ.

Óðîâåíü Ðàçðåøåíèå, êì Sglob, ìÃàë Savia, ìÃàë

7 16 2.3 2.0
8 8 2.3 2.0
9 4 2.0 2.2
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòìû ñîäåðæàò ìåòîäè÷åñêèå ïîãðåøíî-
ñòè, îñíîâíóþ èç íèõ âíîñèò ðåãóëÿðèçàöèÿ (äî 0.16 ìÃàë â ðåçóëüòàòàõ
âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè íà ãàëñàõ).
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Ðèñ. 8: Äåòàëüíûå êîìïîíåíòû ìîäåëüíûõ àâèàöèîííûõ äàííûõ íà óðîâ-
íÿõ äåòàëèçàöèè j=9�11 (ñâåðõó âíèç), ìÃàë
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Ðèñ. 9: Îøèáêè ÂÊ ìîäåëüíûõ àâèàöèîííûõ äàííûõ íà óðîâíÿõ äåòàëè-
çàöèè j=9�11 (ñâåðõó âíèç), ìÃàë
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Ðèñ. 10: Îøèáêè ÂÊ êîìáèíèðîâàííûõ äàííûõ íà óðîâíÿõ äåòàëèçàöèè
j=9�11 (ñâåðõó âíèç), ìÃàë
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Ðèñ. 11: Ñõåìà ãàëñîâ àýðîãðàâèìåòðè÷åñêîé ñúåìêè.

Ðèñ. 12: Ñõåìà ãàëñîâ; ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ îöåíåíû ÑÊ (ñâåòëàÿ
îáëàñòü); ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ îáíóëåíû ÑÊ (òåìíàÿ îáëàñòü).
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Ðèñ. 13: ÑÊÎ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè íà êàæäîì ãàëñå, ìÃàë.

Ðèñ. 14: Àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè íà ãàëñå ïî àâèàöèîííûì äàííûì
(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âîññòàíîâëåííàÿ ïî îöåíêàì ÑÊ íà ìàêñèìàëüíîì
óðîâíå äåòàëèçàöèè J=10 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), ìÃàë.
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Ðèñ. 15: Àíîìàëèÿ ñèëû òÿæåñòè ïî äàííûì ìîäåëè EGM2008 (1800 ãàð-
ìîíèê), ìÃàë. Êîíòóðîì âûäåëåí ó÷àñòîê àâèà-ñúåìêè.
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Ðèñ. 16: ÂÊ íà óðîâíÿõ 7-9 (ïî ñòðîêàì); â êàæäîé ñòðîêå: êîìáèíèðîâàí-
íûå ÂÊ (ñëåâà), ãëîáàëüíûå ÂÊ (â öåíòðå), àâèàöèîííûå ÂÊ (ñïðàâà),
ìÃàë.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû.

1. Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à ëîêàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àíîìàëèè ñè-
ëû òÿæåñòè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè è ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñôåðè÷åñêîãî âåéâëåò-
ðàçëîæåíèÿ. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ, âêëþ÷àþùàÿ ýòàïû: 1) îöå-
íèâàíèÿ ñêåéëèíã-êîýôôèöèåíòîâ (ÑÊ) àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè íà ìàê-
ñèìàëüíîì óðîâíå äåòàëèçàöèè ïî äàííûì àýðîãðàâèìåòðèè, 2) âû÷èñëå-
íèÿ îöåíîê âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ (ÂÊ) íà ðàçíûõ óðîâíÿõ äåòàëèçà-
öèè ïî îöåíåííûì ÑÊ, 3) óòî÷íåíèÿ îöåíîê ÂÊ äàííûõ àýðîãðàâèìåòðèè
ïî ÂÊ ãëîáàëüíîé ìîäåëè.

2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ÑÊ (ïåðâûé ýòàï ìåòîäèêè) ïðè-
ìåíåí ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ÌÍÊ â èíôîðìàöèîííîé ôîðìå ñ øàãîì
ðåêóðñèè ïî íîìåðó ãàëñà. Àíîìàëèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ãëàäêîé ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîãî ñïåêòðà (â ðàçëîæåíèè ïî ñôåðè-
÷åñêèì ôóíêöèÿì).

3. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðåãóëÿðèçàöèè èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû
ÑÊ, ïîëó÷àåìîé íà ïîñëåäíåì øàãå ðåêóðñèè. Ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ ðå-
äóêöèÿ ìàòðèöû, â õîäå êîòîðîé îáíóëÿþòñÿ èíôîðìàöèîííî ìàëî çíà-
÷èìûå ýëåìåíòû ìàòðèöû. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ðåãóëÿðèçà-
öèÿ ïîëó÷åííîé ïîñëå ðåäóêöèè ìàòðèöû ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè,
âçÿòûì ðàâíûì âàðèàöèè àíîìàëèè íà ó÷àñòêå ñúåìêè ïî äàííûì ãëî-
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áàëüíîé ìîäåëè. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ðåãóëÿðèçîâàííîé, ïðèíèìàåòñÿ
çà îöåíêó êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê îöåíèâàíèÿ ÑÊ. Ïðîâåäåíèå
ðåäóêöèè ïðèâîäèò ê îáíóëåíèþ îöåíîê ÑÊ íà êðàÿõ ó÷àñòêà ñúåìêè.

4. Çàäà÷à óòî÷íåíèÿ îöåíîê ÂÊ ïî äàííûì ãëîáàëüíîé ìîäåëè (òðå-
òèé ýòàï ìåòîäèêè) ïîñòàâëåíà êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ÂÊ.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ � êîâàðèàöèîííàÿ ôîðìà ÌÍÊ.

5. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìîâ ìåòîäèêè íà ìîäåëüíûõ äàí-
íûõ. Â ðåçóëüòàòå êîìáèíèðîâàíèÿ óòî÷íåíû êàê àâèàöèîííûå, òàê è
ãëîáàëüíûå äàííûå.

6. Àëãîðèòìû ìåòîäèêè îïðîáîâàíû íà ðåçóëüòàòàõ ðåàëüíîé àâèàöè-
îííîé ñúåìêè è äàííûõ ãëîáàëüíîé ìîäåëè EGM2008. Àëãîðèòìû ïîçâî-
ëÿþò êîððåêòíî îáðàáàòûâàòü äàííûå ïîëåòîâ, ïðîâîäèìûõ íà ðàçíûõ
âûñîòàõ. Îñíîâíóþ ìåòîäè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü âíîñèò ðåãóëÿðèçàöèÿ
èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû ÑÊ (ÑÊÎ äî 0.2 ìÃàë â ðåçóëüòàòàõ âåéâëåò-
âîññòàíîâëåíèÿ àíîìàëèè). Â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîëëîêàöèé àëãîðèòìû
ìåòîäèêè íå èñïîëüçóþò ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäåëü àíîìàëèè.

7. Çàäà÷à óòî÷íåíèÿ àâèàöèîííûõ ÂÊ ïî ãëîáàëüíûì äàííûì ðàñ-
ñìîòðåíà òàêæå â ïîñòàíîâêå ìåòîäà ãàðàíòèðóþùåãî îöåíèâàíèÿ. Èñ-
ñëåäîâàíû óñëîâèÿ íà îøèáêè ÂÊ, ïðè êîòîðûõ êîìáèíèðîâàíèå ïðîâî-
äèòü íåöåëåñîîáðàçíî. Ñäåëàí âûâîä, ÷òî íà ïðàêòèêå êîìáèíèðîâàíèå
ñëåäóåò ïðîâîäèòü âñåãäà.
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