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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè

â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Â ðàáîòå ôîðìóëèðóþòñÿ

âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà íà äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà äëÿ èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà L è äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ äëÿ èñ÷èñ-

ëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ. Òàêæå â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ

êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêàìè, îñíîâàííûìè íà èñ÷èñëå-

íèè Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ.

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L áûëî ââåäåíî È. Ëàìáåêîì â ðàáîòå [18]

äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñèíòàêñèñà åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ. Òèïû èñ-

÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñòðîÿòñÿ èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïðèìèòèâíûõ òèïîâ

ñ ïîìîùüþ äâóìåñòíûõ ñâÿçîê � óìíîæåíèÿ, à òàêæå ëåâîãî è ïðàâîãî

äåëåíèÿ. Äâà òèïà A è B èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé òèï C, ÷òî îáå ñåêâåíöèè A → C è B → C

ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå òèï C íàçûâàåòñÿ ñîâìåùàþùèì

äëÿ òèïîâ A è B. Îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè áûëî âïåðâûå ââåäåíî (ïîä

äðóãèì íàçâàíèåì) â ðàáîòå [18], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ðàáîòå [27] áûë äîêàçàí êðèòåðèé ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ â èñ÷èñ-

ëåíèè Ëàìáåêà è êîììóòàòèâíîì èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà, ñôîðìóëèðîâàí-

íûé â òåðìèíàõ èíòåðïðåòàöèé òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà â ñâîáîäíîé

ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ïðèìèòèâíûìè òèïàìè. Â ðàáîòàõ [11] è [20] áûëè

ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñîâìåñòèìîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íåàññîöèàòèâ-
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íîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà NL è èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà-Ãðèøèíà LG. Ñ

ëèíãâèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ îçíà÷àåò âîçìîæ-

íîñòü ñîåäèíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÿçûêîâûå âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ

ñî÷èíèòåëüíîãî ñîþçà[33]. Â ðàáîòàõ [10] è [11] ðàññìàòðèâàëîñü ïðèìå-

íåíèå îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè äëÿ óíèôèêàöèè è àâòîìàòè÷åñêîãî ïî-

ñòðîåíèÿ êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê, îñíîâàííûõ íà èñ÷èñëåíèè Ëàì-

áåêà (òàêæå íàçûâàåìûõ ãðàììàòèêàìè Ëàìáåêà). Îäíàêî â çàäà÷àõ àâ-

òîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàììàòèê Ëàìáåêà îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò íå

ñòîëüêî ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâìåùàþùåãî òèïà, ñêîëüêî àëãîðèòì åãî

ïîñòðîåíèÿ è îöåíêè íà åãî âîçìîæíóþ äëèíó. Òàêæå ïîñòðîåíèå ñîâìå-

ùàþùåãî òèïà äëÿ çàäàííûõ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýòàïîâ ïðåäëîæåííîãî â [37] àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ

ãðàììàòèêè Ëàìáåêà ê ýêâèâàëåíòíîé åé îäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêå.

Ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàì-

áåêà íàéä¼òñÿ ñîâìåùàþùèé òèï, ÷üÿ äëèíà îãðàíè÷åíà êâàäðàòè÷íûì

ìíîãî÷ëåíîì îò äëèí èñõîäíûõ òèïîâ, è ïðåäëîæèì àëãîðèòì ïîñòðîå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ êâàä-

ðàòè÷íàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ: áóäåò ïðåäúÿâëåíî ñåìåéñòâî ïàð ñîâìåñòèìûõ òèïîâ, ñî-

äåðæàùåå ïàðû òèïîâ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëèíû, òàêîå ÷òî äëÿ êàæ-

äîé èç ïàð äëèíà ñîâìåùàþùåãî òèïà îãðàíè÷åíà ñíèçó íåêîòîðûì äðó-

ãèì êâàäðàòè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì. Òàêæå ìû èññëåäóåì îòíîøåíèå ñîâ-

ìåñòèìîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ HDL, ÿâëÿþùåãîñÿ íåñåêâåíöèàëüíûì âà-

ðèàíòîì èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ, ââåä¼ííîãî â

[21]. Ìû ïîêàæåì, ÷òî äâà òèïà äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîâìå-

ñòèìûìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîâïàäàþò èõ èíòåðïðåòàöèè

â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ïðèìèòèâíûìè òèïàìè.

Îñíîâíûì ïðèëîæåíèåì èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñëóæàò êàòåãîðè-

àëüíûå ãðàììàòèêè, îñíîâàííûå íà èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà. Îíè àêòèâ-

íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ è ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà
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åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ. Òàêæå äëÿ äàííûõ öåëåé ïðèìåíÿþòñÿ ãðàììàòè-

êè, îñíîâàííûå íà âàðèàíòàõ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà, òàêèõ êàê íåàññîöè-

àòèâíîå èñ÷èñëåíèå NL è èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ

DL.

Äëÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ òàêæå ïðè-

ìåíÿþòñÿ ââåä¼ííûå Í. Õîìñêèì â [6] ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè. Íàè-

áîëåå âàæíûì êëàññîì ïîðîæäàþùèõ ãðàììàòèê ÿâëÿþòñÿ êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, àêòèâíî èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ çàäàíèÿ ñèíòàê-

ñèñà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ([2]). Â òî æå âðåìÿ äëÿ îïèñàíèÿ åñòå-

ñòâåííûõ ÿçûêîâ ãðàììàòèêè Ëàìáåêà è äðóãèå âàðèàíòû êàòåãîðè-

àëüíûõ ãðàììàòèê ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. Â ÷àñòíîñòè,

ãðàììàòèêè Ëàìáåêà îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëåêñèêàëèçàöèè, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò õðàíèòü âñþ íåîáõîäèìóþ ñèíòàêñè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ â ñëîâàðå,

à òàêæå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîâìåùàòü ñèíòàêñè÷åñêèé è ñåìàíòè÷å-

ñêèé àíàëèç (ñì., íàïðèìåð, [22], [16]). Â öåëîì, ïðîöåññ âûâîäà â êà-

òåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ áîëåå òî÷íî îòðàæàåò ñèíòàêñè÷åñêèå ÿâëå-

íèÿ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ â ïîðîæäàþùèõ

ãðàììàòèêàõ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðàììàòèêè Ëàìáåêà òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïîðîæäàåìûõ èìè ÿçûêîâ, òî, êàê äîêàçàíî Ì. Ð. Ïåíòóñîì â [35], âñÿ-

êèé òàêîé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì. Èç äàííîãî ðåçóëüòàòà,

à òàêæå îáðàòíîé òåîðåìû, ïîëó÷åííîé ðàíåå Í. Ãàéôìàíîì â [5], âûòå-

êàåò, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêàìè, îñíîâàííûìè íà

èñ÷èñëåíèè L, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ áåç ïó-

ñòîãî ñëîâà.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16]), ÷òî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ

ãðàììàòèê íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîöåííîãî àíàëèçà åñòåñòâåííûõ ÿçû-

êîâ. Íàïðèìåð, îíè íå ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå íåïðî-

åêòèâíûå çàâèñèìîñòè, à òàêæå íåïðèìåíèìû â ñëó÷àå ÿçûêîâ ñî ñâî-

áîäíûì ïîðÿäêîì ñëîâ, òàêèõ êàê ðóññêèé èëè ÿïîíñêèé. Äëÿ ðåøåíèÿ
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äàííîé ïðîáëåìû áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ôîðìàëèçìû, ïîçâîëÿ-

þùèå ìîäåëèðîâàòü ðàçðûâíûå ñèíòàêñè÷åñêèå ñòðóêòóðû, íî ïðè ýòîì

ñîõðàíÿþùèå òàêèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììà-

òèê, êàê ïîëèíîìèàëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàçáîðà è íåçàâèñèìîñòü âûâîäà

â ãðàììàòèêå îò êîíòåêñòà. Ñðåäè íàèáîëåå âàæíûõ òèïîâ ãðàììàòèê

ìîæíî íàçâàòü âåðøèííûå ãðàììàòèêè Ê. Ïîëëàðäà ([29]), ãðàììàòèêè

ïðèñîåäèíÿåìûõ äåðåâüåâ À. Éîñè è È. Øàáñà (tree-adjoining grammars,

[13]), ìíîæåñòâåííûå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, ââåä¼ííûå â

ðàáîòå Õ. Ñåêè è äð. (multiple context-free grammars, [31]), à òàêæå âëî-

æåííûå ìíîæåñòâåííûå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè (well-nested

multiple context-free grammars, [15]). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ óïîìÿíó-

òûõ ôîðìàëèçìîâ óâåëè÷åíèå ìíîæåñòâà ïîðîæäàåìûõ ÿçûêîâ â ñðàâ-

íåíèè ñ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò òî-

ãî, ÷òî âûâîäèìûìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ íå ñëîâà, êàê â êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûõ ãðàììàòèêàõ, à êîðòåæè ñëîâ èëè äåðåâüÿ. Òàêæå ñëåäóåò

îòìåòèòü êîíúþíêòèâíûå è áóëåâû ãðàììàòèêè À. Îõîòèíà, ðàññìàòðè-

âàåìûå â [25] è [26], ãäå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè ðàñøèðÿþòñÿ

çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è äðóãèõ áóëåâûõ îïåðàöèé â ïðàâè-

ëàõ ãðàììàòèêè.

Ïîñêîëüêó ãðàììàòèêè Ëàìáåêà ïîðîæäàþò òîò æå êëàññ ÿçû-

êîâ, ÷òî è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè, ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷-

íûå âàðèàíòû èõ ìîäèôèêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ì. Êàíàäçàâû

ïðåäëàãàëîñü ðàñøèðèòü èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà çà ñ÷¼ò àääèòèâíûõ ñâÿ-

çîê äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ([14]). Â êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììà-

òèêàõ çàâèñèìîñòåé (categorial dependency grammars, [9]) À. Äèêîâñêîãî

è Ì. Äåõòÿðÿ ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà îáîãàùàåòñÿ çà ñ÷¼ò ââå-

äåíèÿ ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé. Ã. Ìîððèëë è Õ.-Ì. Ìåðåíñèàíî ([21])

äîáàâèëè ê ñòàíäàðòíûì ñâÿçêàì èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà îïåðàöèè çàìå-

ùåíèÿ, îïóñêàíèÿ è ïîäíÿòèÿ. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [24], ïîëó÷åííîå

èñ÷èñëåíèå DL ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ íåïðî-
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åêòèâíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

Öåëü ðàáîòû

Ïîëó÷åíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ñîâìåùàþùåãî òèïà äëÿ ïàðû

ñîâìåñòèìûõ òèïîâ â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà; ïîëó÷åíèå íèæíåé è âåðõíåé

îöåíêè íà ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà äëÿ çàäàííûõ òè-

ïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà â çàâèñèìîñòè îò èõ äëèíû; àëãåáðàè÷åñêàÿ õà-

ðàêòåðèçàöèÿ ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ k îïåðàöèÿìè çà-

ìåùåíèÿ; àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè

Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ; äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè êëàññà

ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàçðûâíûìè ãðàììàòèêàìè Ëàìáåêà, îòíîñèòåëü-

íî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà;

ïîëó÷åíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàçðûâíîé ãðàììàòèêè Ëàìáåêà äëÿ

çàäàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî íåêîòîðîé ðàçðûâíîé ãðàì-

ìàòèêîé Ëàìáåêà è àâòîìàòíîãî ÿçûêà, íå ñîäåðæàùåãî ïóñòîãî ñëîâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû àëãåáðû, òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ,

òåîðèè ãðàôîâ è òåîðèè àëãîðèòìîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåí-

êè íà äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà àâòîðîì êîí-

ñòðóêòèâíî ñòðîèòñÿ ñîâìåùàþùèé òèï, ïðè ýòîì êàæäîìó òèïó ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåñêîëüêî ñîâìåñòèìûõ ñ íèì òèïîâ ñïåöèàëüíîãî

âèäà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íà äëèíó ñîâìåùàþùåãî òè-

ïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà èñïîëüçóåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûâîäèìî-

ñòè, âûðàæåííîå â ãðàôè÷åñêîé ôîðìå (òàê íàçûâàåìûå ñåòè äîêàçà-

òåëüñòâà). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè

Ëàìáåêà ñ k îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ âíà÷àëå äëÿ êàæäîãî òèïà àâòî-

ðîì ñòðîèòñÿ ñîâìåñòèìûé ñ íèì òèï ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîñëå ÷åãî ñ

ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäóþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

ïî îòíîøåíèþ ñîâìåñòèìîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè êëàññà

ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàçðûâíûìè ãðàììàòèêàìè Ëàìáåêà, îòíîñèòåëü-

íî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà,
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àâòîðîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà âûâîäîâ â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ îïåðà-

öèÿìè çàìåùåíèÿ äëÿ ñåêâåíöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó-

÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñóùåñòâó-

åò ñîâìåùàþùåé òèï, ÷üÿ äëèíà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ôèêñè-

ðîâàííîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà îò äëèí èñõîäíûõ òèïîâ.

2. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïàð ñîâìåñòèìûõ òèïîâ, ñîäåð-

æàùåå ïàðû òèïîâ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëèíû, òàêîå ÷òî äëÿ êàæ-

äîé èç ïàð äëèíà ñîâìåùàþùåãî òèïà îãðàíè÷åíà ñíèçó íåêîòîðûì

ôèêñèðîâàííûì êâàäðàòè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì îò äëèí èñõîäíûõ òè-

ïîâ.

3. Òèïû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ k îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ ñîâìåñòèìû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ èíòåðïðåòàöèè â ñâîáîäíîé

àáåëåâîé ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ïðèìèòèâíûìè òèïàìè.

4. Òèïû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ ñîâìåñòèìû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ èíòåðïðåòàöèè â ñâîáîäíîé

àáåëåâîé ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ïðèìèòèâíûìè òèïàìè.

5. Êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàçðûâíûìè ãðàììàòèêàìè Ëàìáåêà,

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñî-

äåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëü-

òàòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè. Îíè ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ãðàììàòèê, îñíîâàí-

íûõ íà âàðèàíòàõ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì, ðàáîòàþùèì â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

(Ìîñêâà), Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (Ìîñêâà),

ÈÏÏÈ èì. À. À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ (Ìîñêâà), ÏÎÌÈ èì. Â. À. Ñòåêëî-
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âà ÐÀÍ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà

ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê), Óðàëüñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (Åêà-

òåðèíáóðã), Òâåðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (Òâåðü) è äðóãèõ

íàó÷íûõ öåíòðàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ

è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• íà ñåìèíàðå ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû àëãåáðû è ëîãèêè¿ ïîä ðó-

êîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ. È. Àäÿíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 18 äåêàáðÿ

2012 ãîäà è 25 ìàðòà 2014 ãîäà;

• íà Ìîñêîâñêèõ ÷òåíèÿõ ïî êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå è ïðåäñòàâëåíèþ

çíàíèé, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 30�31 ìàÿ 2012 ãîäà;

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, Íîâîñè-

áèðñê, Ðîññèÿ, 12�16 íîÿáðÿ 2012 ãîäà;

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà â

Ðîññèè¿ (Computer Science in Russia 2013), Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ,

24�29 èþíÿ 2013 ãîäà;

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè¿ (For-

mal Grammar 2013), Äþññåëüäîðô, Ãåðìàíèÿ, 10�11 àâãóñòà 2013

ãîäà.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [38]�

[41], èç íèõ ïåðâûå òðè � â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 6 ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 23 ðàçäåëà, ïðåä-

ìåòíîãî óêàçàòåëÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 41 íà-

èìåíîâàíèé. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 120 ñòðàíèöàõ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1 èìååò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ââîäÿòñÿ îñíîâ-

íûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, à òàêæå ôîðìó-

ëèðóþòñÿ èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû. Â ðàçäåëå 1.1 ôîðìóëèðóåòñÿ

àêñèîìàòèêà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âûâîäèìîñòè

â äàííîì èñ÷èñëåíèè, à òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîäòèïà è âõîæäåíèÿ

ïîäòèïà â òèï. Â ðàçäåëå 1.2 îïðåäåëÿåòñÿ èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L∗, äî-

ïóñêàþùåå ïóñòûå àíòåöåäåíòû. Â ðàçäåëå 1.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôîð-

ìàëüíîãî ÿçûêà è îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè

ÿçûêàìè. Â ðàçäåëå 1.4 îïðåäåëÿþòñÿ ÿçûêîâûå ìîäåëè äëÿ èñ÷èñëå-

íèÿ Ëàìáåêà.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó âåðõíåé îöåíêè íà äëèíó ñîâ-

ìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà L. Â ðàçäåëå 2.1 ââîäèòñÿ îò-

íîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà, îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå

ñîâìåùàþùåãî òèïà è ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëå-

íèè Ëàìáåêà. Â ðàçäåëå 2.2 îïèñûâàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñîâ-

ìåùàþùåãî òèïà. Ðàçäåë ðàçäåë 2.3 ñîäåðæèò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ñîâìåùàþùåãî òèïà è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëèíà ïîñòðîåííîãî òèïà

íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëèíîìà îò äëèí èñõîäíûõ

òèïîâ.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó êâàäðàòè÷íîé íèæíåé îöåí-

êè íà äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà. Â ðàçäåëå 3.1

ôîðìóëèðóåòñÿ èñ÷èñëåíèå äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé öèêëè÷åñêîé ëèíåé-

íîé ëîãèêè MCLL, ÿâëÿþùåéñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì èñ÷èñëå-

íèÿ Ëàìáåêà. Â ðàçäåëå 3.2 ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè äëÿ

äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òàêæå â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèæíÿÿ

îöåíêà íà äëèíó ñîâìåùàþùåé ôîðìóëû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé öèêëè-

÷åñêîé ëèíåéíîé ëîãèêå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé íà äëèíó ñîâ-

ìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà. Â ðàçäåëå 3.3 ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå óïðîù¼ííîé ñåòè äîêàçàòåëüñòâà äëÿ èñ÷èñëåíèÿ MCLL, íà îñíîâå
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êîòîðîãî â ðàçäåëå 3.4 ïðèâîäÿòñÿ íèæíèå îöåíêè íà ÷èñëî âõîæäå-

íèé ïåðåìåííûõ â ñîâìåùàþùèå ôîðìóëû. Ñ ïîìîùüþ äàííûõ îöåíîê

â ðàçäåëå 3.5 äîêàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ îöåíêà íà äëèíó ñîâìåùàþ-

ùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèÿõ L∗ è L.

Â ãëàâå 4 ââîäèòñÿ èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùå-

íèÿ. Â ðàçäåëå 4.1 îïðåäåëÿåòñÿ èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ åäèíèöåé L1,

ÿâëÿþùååñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì èñ÷èñëåíèÿ L∗, ïðè ýòîì äëÿ

èñ÷èñëåíèÿ L1 ïðèâîäèòñÿ íåñåêâåíöèàëüíàÿ àêñèîìàòèêà. Â ðàçäåëå

4.2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàçðûâíûå îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè. Â

ðàçäåëå 4.3 ïîñâÿù¼í íåñåêâåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ Ëàìáåêà ñ îïå-

ðàöèÿìè çàìåùåíèÿ, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçHDL è ÿâëÿåòñÿ êîíñåð-

âàòèâíûì ðàñøèðåíèåì èñ÷èñëåíèÿ L1, à òàêæå åãî ôðàãìåíòàì HDLk.

Ðàçäåë 4.4 ïîñâÿù¼í ÿçûêîâûì ìîäåëÿì èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðà-

öèÿìè çàìåùåíèÿ.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè â èñ-

÷èñëåíèè HDL, à òàêæå â åãî ôðàãìåíòå HDLk, íàçûâàåìîì èñ÷èñëåíèåì

Ëàìáåêà ñ k îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ. Â ðàçäåëå 5.1 ââîäèòñÿ îòíîøåíèå

ñîâìåñòèìîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèé HDL è HDLk, à òàêæå ïîíÿòèå èíòåð-

ïðåòàöèè â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå äëÿ òèïîâ äàííûõ èñ÷èñëåíèé. Â

ðàçäåëå 5.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî èíòåðïðåòàöèé â ñâîáîäíîé

àáåëåâîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ â èñ÷èñëå-

íèè Ëàìáåêà c k îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ, à òàêæå â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè

Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ.

Â ãëàâå 6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ

ãðàììàòèêàìè, îñíîâàííûìè íà ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ

îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ DL, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâ-

òîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà. Â ðàçäåëå 6.1

ââîäèòñÿ ñåêâåíöèàëüíûé âàðèàíò DL èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿ-

ìè çàìåùåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûé íåñåêâåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ HDL. Â

ðàçäåëå 6.2 ïðèâîäèòñÿ ïîíÿòèå ãðàììàòèêè Ëàìáåêà, à òàêæå ãðàììà-
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òèêè, îñíîâàííîé íà èñ÷èñëåíèè DL. Â ðàçäåëå 6.3 îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ

àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ. Ðàçäåë 6.4 ñîäåðæèò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðàì-

ìàòèêè äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÿçûêà, çàäàííîãî ãðàììàòèêîé, îñíîâàííîé íà

èñ÷èñëåíèè DL, è àâòîìàòíîãî ÿçûêà áåç ïóñòîãî ñëîâà, à â ðàçäåëå 6.5

äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà

Ì. Ð. Ïåíòóñà çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðà-

áîòå, ê.ô.-ì.í. C. Ë. Êóçíåöîâà çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå

âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ

çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó, ñïîñîáñòâóþùóþ ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà è ïîðîæäàþùèå

ãðàììàòèêè

1.1 Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L

Îïðåäåëèì èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà L, âïåðâûå ââåä¼ííîå â ðàáîòå [18].

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî Pr, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì

ïðèìèòèâíûõ òèïîâ. Òîãäà ìíîæåñòâî òèïîâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìíî-

æåñòâà ïðèìèòèâíûõ òèïîâ ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê \ (ëåâîå äåëåíèå), / (ïðà-
âîå äåëåíèå) è · (óìíîæåíèå). Ôîðìàëüíî, ìíîæåñòâî Tp òèïîâ èñ÷èñëå-

íèÿ Ëàìáåêà åñòü íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1. Pr ⊂ Tp;

2. åñëè A,B ∈ Tp, òî (A \B), (B/A), (A ·B) ∈ Tp.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèìèòèâíûå òèïû ìàëûìè ëàòèíñêèìè

áóêâàìè p, q, r, âîçìîæíî ñ íèæíèìè èíäåêñàìè. Äëÿ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà ìû áóäåì ïðèìåíÿòü áîëüøèå ëàòèíñêèå áóêâû A,B,C, . . .. Êî-

íå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè ãðå÷åñêèìè

áóêâàìè. Ïðè çàïèñè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ ýëåìåíòû íå ðàçäåëÿþòñÿ

çàïÿòûìè.

Âûâîäèìûìè îáúåêòàìè èñ÷èñëåíèÿ L ÿâëÿþòñÿ ñåêâåíöèè, èìå-

þùèå âèä Γ→ A, ãäå Γ ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òèïîâ,

à A ÿâëÿåòñÿ òèïîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ èìåíóåòñÿ àíòåöåäåíòîì, à
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òèï A � ñóêöåäåíòîì ñåêâåíöèè. Îòìåòèì, ÷òî â èñ÷èñëåíèè L çàïðå-

ùåíû ïóñòûå àíòåöåäåíòû.

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà çàäà¼òñÿ åäèíñòâåííîé àêñèîìîéA→ A,A ∈
Tp, è ïðàâèëàìè âûâîäà, ïðèâåä¼ííûìè íèæå.

ΠA→ B

Π→ B/A
(→/)

ΓB∆→ C Π→ A

Γ(B/A)Π∆→ C
(/→)

AΠ→ B

Π→ A \B
(→\) ΓB∆→ C Π→ A

ΓΠ(A \B)∆→ C
(\→)

Γ→ A ∆→ B

Γ∆→ A ·B
(→·) ΓAB∆→ C

Γ(A ·B)∆→ C
(·→)

Ïðèìåð 1.1. Ñåêâåíöèÿ (p/q)r → p/(r \ q) ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé â èñ-

÷èñëåíèè L. Å¼ âûâîä ïðèâåä¼í íèæå.
p→ p q → q

(p/q)q → p
(/→)

r → r

(p/q)r(r \ q)→ p
(\→)

(p/q)r → p/(r \ q)
(→/)

Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè Γ → A îáîçíà÷àåòñÿ L ` Γ → A. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, ïî-

ñêîëüêó ïðèìåíåíèå êàæäîãî èç ïðàâèë âûâîäà ¾ñíèçó ââåðõ¿ ïðèâîäèò

ê óìåíüøåíèþ ñóììû ÷èñëà âõîæäåíèé ïðèìèòèâíûõ òèïîâ è ñâÿçîê â

ñåêâåíöèè.

Ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè åãî äîáàâëåíèå ê ïðàâè-

ëàì âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà íå óâåëè÷èâàåò ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ

ñåêâåíöèé. Êàê äîêàçàíî â [18], äîïóñòèìûì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî ñå÷åíèÿ
Π→ B ΓB∆→ C

ΓΠ∆→ C
, òî åñòü èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ, êîòîðîå õàðàêòåðíî äëÿ áîëüøèíñòâà ñåêâåíöè-

àëüíûõ èñ÷èñëåíèé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâèëî ñå-

÷åíèÿ ÿâíî âêëþ÷åíî â àêñèîìàòèêó èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà.

Äâà òèïà B,C ∈ Tp íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îáå ñåêâåí-

öèè B → C è C → B ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè â èñ÷èñëåíèè L. Ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé îòíî-

ñèòåëüíî ñâÿçîê /, \, ·, òî åñòü èç ðàâíîñèëüíîñòè òèïîâ A1 è A2, à òàêæå
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B1 è B2 ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü òèïîâ A1 ?B1 è A2 ?B2 äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ñâÿçêè ? ∈ {\, /, ·}. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâíîñèëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ

çíà÷îê ↔ ñ èíäåêñîì L, ñîîòâåòñòâóþùèì èñ÷èñëåíèþ. Íèæå ïðèâåäå-

íû ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ òèïîâ, ïîçâîëÿþùèå íàì íå èñïîëüçîâàòü

ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ âèäà A ·B · C è B \A/C.

Ëåììà 1.1.

1. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B,C ∈ Tp âåðíî, ÷òî (A ·B) ·C ↔L A ·(B ·C).

2. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B,C∈Tp âåðíî, ÷òî (B\A)/C ↔L B \(A/C).

Ïðèâåä¼ííàÿ íèæå ëåììà ïðèíàäëåæèò ìàòåìàòè÷åñêîìó ôîëüê-

ëîðó è ëåãêî ñëåäóåò èç óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà:

Ëåììà 1.2. Ïðàâèëà (· →), (→ /) è (→ \) îáðàòèìû, ò.å.:

1. Åñëè L ` Γ(A ·B)∆→ C, òî L ` ΓAB∆→ C.

2. Åñëè L ` Π→ A/B, òî L ` ΠB → A.

3. Åñëè L ` Π→ B \A, òî L ` BΠ→ A.

Íà îñíîâàíèè äàííîé ëåììû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè â àí-

òåöåäåíò ñåêâåíöèè âõîäèò òèï âèäà A · B, òî ïîñëåäíèì â âûâî-

äå ïðèìåíÿëîñü ïðàâèëî (· →), ââîäèâøåå ñâÿçêó · â ñàìîì ïðàâîì

èç òèïîâ ïîäîáíîãî âèäà. Åñëè æå â àíòåöåäåíòå îòñóòñòâóåò òèï âè-

äà A · B, íî ñóêöåäåíò èìååò âèä A/B (èëè B \A), òî ïîñëåäíèì

ïðèìåíÿëîñü ïðàâèëî (→ /) ((→ \), ñîîòâåòñòâåííî). Òàêæå èç ïðè-

âåä¼ííîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ñåêâåíöèè A · B → C, A → C/B,

B → A \C ëèáî îäíîâðåìåííî âûâîäèìû, ëèáî îäíîâðåìåííî íåâûâî-

äèìû.

Íàçîâ¼ì äëèíîé òèïà A ñóììàðíîå ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåãî ïðèìè-

òèâíûõ òèïîâ; äëèíó òèïà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç l(A). Îïðåäåëèì

òàêæå âåëè÷èíó ‖A‖, ðàâíóþ ñóììàðíîìó ÷èñëó âõîæäåíèé ïðèìèòèâ-

íûõ òèïîâ è ñâÿçîê â òèï A, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ‖A‖ = 2l(A)− 1. Ââåä¼í-

íûå âåëè÷èíû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì:

1. l(p) = ‖p‖ = 1, åñëè p ∈ Pr,
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2. l(A ∗B) = l(A) + l(B), ‖A ∗B‖ = ‖A‖+ ‖B‖+ 1, åñëè ∗ ∈ {·, \, /}
Îïðåäåëèì ôîðìàëüíî îòíîøåíèå ¾áûòü ïîäòèïîì¿ è ïîíÿòèå

âõîæäåíèÿ ïîäòèïà B â òèï A.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî SubTp(A) ïîäòèïîâ òèïà A çàäà¼òñÿ

ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì:

1. SubTp(p) = {p}, åñëè p ∈ Pr,

2. SubTp(A ∗B) = SubTp(A)∪ SubTp(B)∪{A ∗B}, åñëè ∗ ∈ {·, \, /}.

Äëÿ âñÿêîãî ïîäòèïà B ∈ SubTp(A) âõîæäåíèå ïîäòèïà B â

òèï A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó 〈B, i〉, ãäå i � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî îò 0 äî ‖A‖−1. Âõîæäåíèÿ ïîäòèïîâ äåëÿòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûå

è îòðèöàòåëüíûå. Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âõîæäåíèé îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Subocc+(A), à ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ � ÷åðåç Subocc−(A).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâà Subocc+(A) è Subocc−(A) îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Subocc+(p) = {〈p, 0〉}, Subocc−(p) = ∅, åñëè p ∈ Pr,

2. Subocc+(C ·B) = Subocc+(C)∪{〈D, ‖C‖+i〉 | 〈D, i〉 ∈ Subocc+(B)}∪
{〈C ·B, ‖C‖〉},
Subocc−(C ·B) = Subocc−(C)∪{〈D, ‖C‖+i〉 | 〈D, i〉 ∈ Subocc−(B)},

3. Subocc+(C/B)=Subocc+(C)∪{〈D, ‖C‖+i〉 | 〈D, i〉 ∈ Subocc−(B)}∪
{〈C/B, ‖C‖〉},
Subocc−(C/B) = Subocc−(C)∪{〈D, ‖C‖+i〉 | 〈D, i〉 ∈ Subocc+(B)},

4. Subocc+(C \B)=Subocc−(C)∪{〈D, ‖C‖+ i〉 | 〈D, i〉∈Subocc+(B)}∪
{〈C \B, ‖C‖〉},
Subocc−(C \B)=Subocc+(C)∪{〈D, ‖C‖+i〉 | 〈D, i〉 ∈ Subocc−(B)}.

Ìíîæåñòâî âñåõ âõîæäåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Subocc(A),

Subocc(A) = Subocc+(A)∪Subocc−(A). Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî |Subocc(A)| = ‖A‖. Ìíîæåñòâî Occ+(A) âõîæäåíèé ïðèìèòèâ-

íûõ òèïîâ â òèï A îïðåäåëÿåòñÿ êàê Occ(A) = {〈p, i〉 ∈ Subocc(A) | p ∈
Pr}. ×åðåç Occ+(A) è Occ−(A) îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæå-

ñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ âõîæäåíèé ïðèìèòèâíûõ òèïîâ.
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Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü A = ((p/(r \ q)) · q)/(r/p), òîãäà Occ+(A) = {〈p, 0〉,
〈r, 2〉, 〈q, 6〉, 〈p, 10〉},Occ−(A) = {〈q, 4〉, 〈r, 8〉}, Subocc+(A) = Occ+(A) ∪
{〈((p/(r \ q)) · q)/(r/p), 7〉, 〈(p/(r \ q)) · q, 5〉, 〈p/(r \ q), 1〉}, Subocc−(A) =

Occ−(A) ∪ {〈(r \ q), 3〉, 〈r/p, 9〉}.

1.2 Èñ÷èñëåíèå L∗

Â ñëó÷àå åñëè â îïðåäåëåíèè ñåêâåíöèè èñ÷èñëåíèÿ L óáðàòü óñëîâèå

íåïóñòîòû àíòåöåäåíòà, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì àêñèîìàòèêè, ìû ïîëó÷èì èñ-

÷èñëåíèå L∗, íàçûâàåìîå èñ÷èñëåíèåì Ëàìáåêà, äîïóñêàþùèì ïóñòûå

àíòåöåäåíòû. Â ýòîì èñ÷èñëåíèè âûâîäèìû íåêîòîðûå ñåêâåíöèè ñ

íåïóñòûìè àíòåöåäåíòàìè, íåâûâîäèìûå â èñ÷èñëåíèè L. Íàïðèìåð, íè-

æå ïðèâåä¼í âûâîä ñåêâåíöèè p/(q/q)→ p â èñ÷èñëåíèè L∗, â òî âðåìÿ

êàê â èñ÷èñëåíèè L äàííàÿ ñåêâåíöèÿ íåâûâîäèìà.

p→ p

q → q

→ q/q
(→/)

p/(q/q)→ p
(/→)

Òàê æå, êàê è â èñ÷èñëåíèè L, â L∗ äîïóñòèìî ïðàâèëî ñå÷åíèÿ.

Êðîìå òîãî, äëÿ íåãî âåðíû ëåììà 1.2 è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàííûå

â ðàçäåëå 1.1 äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L.

1.3 Ôîðìàëüíûå ÿçûêè è îïåðàöèè íàä íèìè

Àëôàâèòîì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíî-

æåñòâî Σ; ÷àùå âñåãî îíî áóäåò êîíå÷íûì. Ýëåìåíòû àëôàâèòà áóäåì

íàçûâàòü áóêâàìè, à êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ, â òîì ÷èñëå è

ïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëîâàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôà-

âèòîì Σ îáîçíà÷àåòñÿ Σ∗, ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ � Σ+, ïóñòîå

ñëîâî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ε. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Σ∗ áóäåì íà-

çûâàòü ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè. Åñëè w ∈ Σ∗ � ñëîâî, òî åãî äëèíó

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |w|, à êîëè÷åñòâî áóêâ a â ñëîâå w � ÷åðåç |w|a.
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Åñëè w ïðåäñòàâèìî â âèäå w = uv, òî u áóäåì íàçûâàòü ïðåôèêñîì

ñëîâà w, à v � ñóôôèêñîì, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ u v w è v w w.

Íà ìíîæåñòâå ñëîâ îïðåäåëèì îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè w1 · w2,

ñîñòîÿùóþ â ïðèïèñûâàíèè w2 ê w1 ñçàäè (íàïðèìåð, ab · acb = abacb).

Ìíîæåñòâà Σ+ è Σ∗ ñ îïðåäåë¼ííîé íà íèõ îïåðàöèåé êîíêàòåíàöèè íà-

çûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïîé è ñâîáîäíûì ìîíî-

èäîì, ïîðîæä¼ííûìè ìíîæåñòâîì Σ. . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî

îïóñêàòü ñèìâîë ·. Ââåä¼ííàÿ îïåðàöèÿ ëåãêî ïðîäîëæàåòñÿ ñî ñëîâ íà

ìíîæåñòâà ñëîâ (òî åñòü íà ôîðìàëüíûå ÿçûêè): L1 · L2 = {w1w2 | w1∈
L1, w2 ∈ L2}.

Ââåä¼ì íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà Σ+ îïåðàöèè ëåâîãî è ïðà-

âîãî äåëåíèÿ: L1 \L2 = {w ∈ Σ+ | ∀w1 ∈ L1 (w1w ∈ L2)}, L1/L2 = {w ∈
Σ+ | ∀w2 ∈ L2 (ww2 ∈ L1)}.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü L1 = {ab, bb, aab, abb, aaab}, L2 = {b, ab}, òîãäà
L1 · L2 = {abb, bbb, aabb, abbb, aaabb, abab, bbab, aabab, abbab, aaabab},
L1/L2 = {a, aa}, L2 \L1 = {b}.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ·, / è \:

Ëåììà 1.3. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ L,L1, L2 ⊆ Σ+ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. L1 · L2 ⊆ L,

2. L1 ⊆ L/L2,

3. L2 ⊆ L1 \L.

Îïåðàöèè ëåâîãî è ïðàâîãî äåëåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü è íà ïîä-

ìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà Σ∗, ïîëîæèâ L1 \L2 = {w ∈ Σ∗ | ∀w1 ∈
L1(w1w ∈ L2)}, L1/L2 = {w ∈ Σ∗ | ∀w2 ∈ L2 (ww2 ∈ L1)}. Îòìå-
òèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ëè ÿçûêè L1 è L2 êàê ïîäìíî-

æåñòâà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû Σ+ èëè æå êàê ïîäìíîæåñòâà ñâîáîäíîãî

ìîíîèäà Σ∗.
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Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü L = {a, ba}, òîãäà L/L = ∅, åñëè ðàññìàòðèâàòü L
êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Σ+, è L/L = {ε}, åñëè ðàññìàòðèâàòü L

êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Σ∗.

Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ L,L1, L2 ⊆ Σ∗ ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. L1 · L2 ⊆ L,

2. L1 ⊆ L/L2,

3. L2 ⊆ L1 \L.

1.4 Ìîäåëè èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Åñòåñòâåííîé ñåìàíòèêîé äëÿ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ L âûñòóïàþò ïîäìíîæå-

ñòâà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû Σ+, à äëÿ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ L∗ � ïîäìíîæå-

ñòâà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà Σ∗. Ïðè ýòîì ñâÿçêè \, /, · èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè. Â ñëåäó-

þùåì îïðåäåëåíèè è â äàëüíåéøåì ÷åðåç P(A) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî

âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A..

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìîäåëüþ íà ïîäìíîæåñòâàõ ñâîáîäíîé ïîëóãðóï-

ïû èëè ÿçûêîâîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ ïàðà M = 〈Σ, Int〉, ãäå Σ � àë-

ôàâèò, à Int : Tp → P(Σ+) � îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

Int(A ? B) = Int(A) ? Int(B) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçêè ? ∈ {\, /, ·} è
ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ A è B èñ÷èñëåíèÿ L.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Int äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íà ïðèìè-

òèâíûõ òèïàõ, äàëüøå îíî îäíîçíà÷íî äîñòðàèâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Â

ïðèìåðå íèæå è â äàëüíåéøåì ÷åðåç N îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà÷èíàþòñÿ ñ 0.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü Int(A) = {bka | k ∈ N}, Int(B) = {ba, a}, òîãäà
Int(A·B) = {bkabla | k ∈ N, l ∈ {0, 1}}, Int(A/B) = {b}+, Int(B \A) = ∅.
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Ñåêâåíöèþ A1 . . . An → B áóäåì íàçûâàòü èñòèííîé â ìîäåëè

M = 〈Σ, Int〉, åñëè Int(A1) · . . . · Int(An) ⊆ Int(B). Èíäóêöèåé ïî âûâî-

äó ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ, âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè

L, áóäåò èñòèííà âî âñåõ ìîäåëÿõ íà ïîäìíîæåñòâàõ ñâîáîäíîé ïîëó-

ãðóïïû, òî åñòü èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà êîððåêòíî îòíîñèòåëüíî ÿçûêîâûõ

ìîäåëåé. Îáðàòíûé ðåçóëüòàò (òî åñòü ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà îò-

íîñèòåëüíî ÿçûêîâûõ ìîäåëåé) áûë ïîëó÷åí Â. Áóøêîâñêèì äëÿ ñëó÷àÿ

èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà áåç óìíîæåíèÿ ([4]) è Ì. Ð. Ïåíòóñîì äëÿ ñëó÷àÿ

ïîëíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L ([36]).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ìîäåëè èñ÷èñëåíèÿ L∗ íà

ïîäìíîæåñòâàõ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà. Êàê è â ñëó÷àå èñ÷èñëåíèÿ L, èìååò

ìåñòî òåîðåìà êîððåêòíîñòè. Òåîðåìà ïîëíîòû äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L∗ îòíî-

ñèòåëüíî ìîäåëåé íà ïîäìíîæåñòâàõ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà áûëà òàêæå

äîêàçàíà Â. Áóøêîâñêèì äëÿ ñëó÷àÿ èñ÷èñëåíèÿ áåç óìíîæåíèÿ ([4]) è

Ì. Ð. Ïåíòóñîì äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîãî èñ÷èñëåíèÿ L∗ ([28]).
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Ãëàâà 2

Âåðõíÿÿ îöåíêà äëèíû

ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè L

2.1 Êðèòåðèé ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè äëÿ èñ÷èñ-

ëåíèÿ L, âïåðâûå îïðåäåë¼ííîå â [18]. Â [27] äîêàçàí êðèòåðèé ñîâìå-

ñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà â òåðìèíàõ èíòåðïðåòàöèè â ñâîáîäíîé

ïîëóãðóïïå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òèï C ∈ Tp íàçûâàåòñÿ ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ

A è B, åñëè L ` A → C è L ` B → C. Â ýòîì ñëó÷àå òèïû A è B

íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òèï D ∈ Tp íàçûâàåòñÿ ñîåäèíÿþùèì äëÿ òèïîâ

A è B, åñëè L ` D → A è L ` D → B. Â ýòîì ñëó÷àå òèïû A è B

íàçûâàþòñÿ ñîåäèíèìûìè.

Ïðèìåð 2.1.

1. Òèï (p/(q \ p))/q ÿâëÿåòñÿ ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ (p/p) · (q/q) è

q/q.

2. Òèï p ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíÿþùèì äëÿ òèïîâ (q/(p \ q)) è (r/p) \ r.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû ïðèâåäåíû íèæå:
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1. p→p p→p

(p/p)p→ p
(/→)

q→q q→q

(q/q)q → q
(/→)

(p/p)(q/q)q(q \ p)→ p
(→\)

(p/p)(q/q)q → p/(q \ p)
(→/)

(p/p)(q/q)→ (p/(q \ p))/q
(→/)

(p/p)·(q/q)→ (p/(q \ p))/q
(·→)

p→ p

q→q q→q

(q/q)q → q
(/→)

(q/q)q(q \ p)→ p
(\→)

(q/q)q → p/(q \ p)
(→/)

q/q → (p/(q \ p))/q
(→/)

2. q→q p→p

p(p \ q)→ q
(\→)

p→ q/(p \ q)
(→/)

r→r p→p

(r/p)p→ r
(/→)

p→ (r/p) \ r
(→\)

Ëåììà 2.1.

1. Ïóñòü L ` A→ C è L ` B → C. Òîãäà L ` (A/C)A(A \B)→ A,

L ` (A/C)A(A \B)→ B.

2. Ïóñòü L ` D → A è L ` D → B. Òîãäà L ` A→ (D/A) \A/(B \A),

L ` B → (D/A) \A/(B \A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1.

A→ A

B → C A→ A

A(A \B)→ C
(\→)

(A/C)A(A \B)→ A
(/→)

B → B

A→ A A→ C

(A/C)A→ A
(\→)

(A/C)A(A \B)→ B
(\→)

2.

A→ A

D → B A→ A

(D/A)A→ B
(/→)

(D/A)A(B \A)→ A
(\→)

A(B \A)→ (D/A) \A
(→\)

A→ (D/A) \A/(B \A)
(→/)

D → A

A→ A B → B

B(B \A)→ A
(/→)

(D/A)B(B \A)→ A
(/→)

B(B \A)→ (D/A) \A
(→\)

B → (D/A) \A/(B \A)
(→/)
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Ëåììà 2.2. Òèïû A,B ∈ Tp ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ñîåäèíèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA èB ñîâìåñòèìû, è C � èõ ñîâìåùàþùèé òèï.

Â êà÷åñòâå ñîåäèíÿþùåãî òèïà ìîæíî âçÿòü D = (A/C) · A · (A \B).

Ïóñòü òåïåðü A è B ñîåäèíèìû, è D � èõ ñîåäèíÿþùèé òèï. Òîãäà

ñîâìåùàþùèì áóäåò òèï C = (D/A) \A/(B \A). Âûâîäèìîñòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñåêâåíöèé äîêàçàíà â ëåììå 2.1.

Èç äàííîé ëåììû, âïåðâûå äîêàçàííîé â [18], ñëåäóåò, ÷òî îïðå-

äåëåíèÿ 2.1 è 2.2 çàäàþò îäíî è òî æå îòíîøåíèå, êîòîðîå ïðèíÿòî

íàçûâàòü îòíîøåíèåì ñîâìåñòèìîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå

ñîâìåñòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ìû áóäåì ïèñàòü A ∼ B â

ñëó÷àå åñëè òèïû A è B ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè.

Ëåììà 2.3. ∼ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé îòíîñèòåëüíî ·, /, \.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1 ∼ B1, A2 ∼ B2, à C1, C2 � ñîâìåùàþùèå

òèïû äëÿ äàííûõ ïàð òèïîâ, à D1, D2 � ñîåäèíÿþùèå òèïû äëÿ òåõ

æå ïàð. Äîêàæåì, ÷òî A1 · A2 ∼ B1 · B2. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå

ñîâìåùàþùåãî òèïà ìîæíî âçÿòü C1 · C2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òèï

C1/D2 áóäåò ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ A1/A2 è B1/B2, à òèï D2 \C1 �

äëÿ òèïîâ B2 \B1 è A2 \A1.

Ïóñòü Pr = {p1, p2, . . .} � ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ òèïîâ, èñïîëü-

çîâàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè òèïîâ èç Tp. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñâîáîäíóþ

ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì Pr, ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç ◦ (â äàëüíåéøåì ìû çà÷àñòóþ áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë îïå-

ðàöèè), åäèíèöó ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ε, à ýëåìåíò, îáðàòíûé
ê ýëåìåíòó a, ÷åðåç a−1.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Èíòåðïðåòàöèåé òèïà A â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíò JAK ∈ G, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:
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1. JpK = p, åñëè p ∈ Pr,

2. JA ·BK = JAK ◦ JBK,

3. JA/BK = JAK ◦ JBK−1,

4. JB \AK = JBK−1 ◦ JAK.

Ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òèïîâ: JA1 . . . AnK = JA1K . . . JAnK. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî âûâîäó â èñ÷èñëåíèè L.

Ëåììà 2.4. Åñëè L ` Γ→ A, òî JΓK = JAK.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [27], õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå

ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèÿõ L è L∗ â òåðìèíàõ èíòåðïðåòàöèè â ñâî-

áîäíîé ãðóïïå.

Òåîðåìà 1 (Ì. Ð. Ïåíòóñ, 1992). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëü-

íû:

1. A ∼L B.

2. A ∼L∗ B.

3. JAK = JBK.

2.2 Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñîâìåùàþùåãî òèïà

Õîòÿ òåîðåìà 1 è çàäà¼ò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâìåùàþùåãî òèïà,

îíà íå ïîçâîëÿåò ÿâíî îöåíèòü åãî äëèíó. Ïóñòü A è B � ñîâìåñòèìûå

òèïû, îáîçíà÷èì ÷åðåç mj(A,B) äëèíó èõ ñàìîãî êîðîòêîãî ñîâìåùà-

þùåãî òèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mj(l1, l2) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàííîé

âåëè÷èíû äëÿ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ A è B, òàêèõ ÷òî l(A) = l1 è l(B) = l2.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ñâåðõó âåëè÷èíû Mj(l1, l2), â ÷àñòíîñòè,

ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ñîâìåñòèìûõ â èñ÷èñëåíèè L òèïîâ A,B ∈ Tp

íàéä¼òñÿ ñîâìåùàþùèé òèï C, òàêîé ÷òî l(C) 6 1
2(l2(A) + l2(B)) +

35
2 (l(A) + l(B)).
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Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâåäåíî êîíñòðóêòèâíî ïóò¼ì ïðåäúÿâ-

ëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà C. Â äàííîì ðàçäåëå ìû îïèøåì îáùóþ

ñõåìó åãî ïîñòðîåíèÿ, à â ñëåäóþùåé äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé òèï è

âïðàâäó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûé àëôàâèò P = Pr ∪ {p | p ∈ Pr}. Äëÿ
êàæäîãî ñëîâà w ∈ P+ îïðåäåëèì îáðàòíîå ñëîâî w−1 : p−1 = p,

p−1 = p, (a1 . . . an)
−1 = (an)

−1 . . . (a1)
−1, ãäå a1, . . . , an ∈ P . Ïîñëå ýòî-

ãî äëÿ êàæäîãî òèïà A ∈ Tp îïðåäåëèì åãî ïðåäñòàâëåíèå 〈A〉, ïîëî-
æèâ 〈p〉 = p, p ∈ Pr, 〈A · B〉 = 〈A〉〈B〉, 〈A/B〉 = 〈A〉〈B〉−1, 〈B \A〉 =

〈B〉−1〈A〉. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè îòîáðàæåíèå 〈·〉 : Tp → P∗ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðïðåòàöèþ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå, ïîðîæä¼ííîì ïðè-

ìèòèâíûìè òèïàìè è èõ îáðàòíûìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

χ : P → G äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó χ(p) = p, χ(p) = p−1, òîãäà χ åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà èç ñâîáîäíîãî ìîíîèäà P∗

â ñâîáîäíóþ ãðóïïó G. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì JAK = χ(〈A〉), òî åñòü JAK

ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé ñëîâà 〈A〉 ïîñëå åñòåñòâåííî-
ãî îòîæäåñòâëåíèÿ ýëåìåíòîâ p è p−1 è ñîêðàùåíèÿ äî ïóñòîãî ñëîâà ïàð

p−1p è pp−1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè 〈A〉 = 〈B〉, òî òåì áîëåå JAK = JBK è,

ñëåäîâàòåëüíî, òèïû A è B â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Pr ñî-

äåðæèò âûäåëåííûé ýëåìåíò q, íå âõîäÿùèé â òèïû A è B. Îïðå-

äåëèì îòîáðàæåíèå φ : P∗ → Tp, ïîëîæèâ φ(ε) = q/q, φ(p) = p,

φ(p) = (p \ p/p), p ∈ Pr, φ(aw1) = φ(a) · φ(w1), a ∈ P , w1 6= ε. Îòîæ-

äåñòâèâ ýëåìåíòû p è p−1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ òàêæå îïðåäåëåíî íà

íåñîêðàòèìûõ ñëîâàõ íàä àëôàâèòîì Pr ∪ {p−1 | p ∈ Pr}, òî åñòü íàä

ñâîáîäíîé ãðóïïîé G.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü A = ((p · r)/p) \((p/(q/r)) · r), òîãäà 〈A〉 =

prpprqr, χ(〈A〉) = pr−1p−1prq−1r, JAK = pq−1r, φ(〈A〉) = p · (r \ r/r) ·
(p \ p/p) · p · r · (q \ q/q) · r, φ(JAK) = p · (q \ q/q) · r.

Ëåììà 2.5. Äëÿ ëþáîãî ñëîâà w ∈ P∗ âåðíî, ÷òî Jφ(w)K = χ(w).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ñëîâà w. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçû

èíäóêöèè ðàññìîòðèì ñëó÷àè |w| = 0 è |w| = 1. Åñëè |w| = 0, òî w = ε è

Jφ(w)K = Jq/qK = ε = w. Åñëè |w| = 1 è w = p ∈ Pr, òî Jφ(w)K = p = w,

åñëè æå |w| = 1 è w = p, òî Jφ(w)K = Jp \ p/pK = p−1 = χ(p), òàêèì

îáðàçîì, áàçà èíäóêöèè ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü w > 1, òîãäà w = aw1, a ∈ P . Â ýòîì ñëó÷àå

Jφ(aw1)K = Jφ(a)φ(w1)K = Jφ(a)KJφ(w1)K = χ(a)χ(w1) = χ(aw1), ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 2.6. Òèïû A, φ(〈A〉) è φ(JAK) ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè â èñ-

÷èñëåíèè L äëÿ ëþáîãî A ∈ Tp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì êðèòåðèé ñîâìåñòèìî-

ñòè (òåîðåìó 1). Â ñèëó ëåììû 2.5 âåðíî, ÷òî Jφ(〈A〉)K = χ(〈A〉) = JAK

è Jφ(JAK)K = χ(JAK) = JAK. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.6 ìîãóò áûòü äîêàçàíû è

íåïîñðåäñòâåííî � ïóò¼ì ïðåäúÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîâìåùàþ-

ùèõ òèïîâ. Ìû îñóùåñòâèì ýòî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Äîêàæåì âñïîìî-

ãàòåëüíóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Îïðåäåëåíèå 2.4.

1. Òèï A íàçûâàåòñÿ òèïîì áåç ïîëîæèòåëüíûõ óìíîæåíèé, åñëè

ìíîæåñòâî Subocc+(A) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà 〈C · D, i〉 íè
äëÿ êàêèõ C,D ∈ Tp è i ∈ N.

2. ÒèïA íàçûâàåòñÿ òèïîì áåç îòðèöàòåëüíûõ óìíîæåíèé, åñëè ìíî-

æåñòâî Subocc−(A) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà 〈C · D, i〉 íè äëÿ

êàêèõ C,D ∈ Tp è i ∈ N.

Ëåììà 2.7.

1. Äëÿ ëþáîãî A ∈ Tp ñóùåñòâóåò A0 ∈ Tp áåç îòðèöàòåëüíûõ

óìíîæåíèé, òàêîé ÷òî L ` A→ A0, l(A0) = l(A) è 〈A0〉 = 〈A〉.
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2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ Tp ñóùåñòâóþò òèïû A1
0, . . . , A

n
0 ∈ Tp áåç ïîëî-

æèòåëüíûõ óìíîæåíèé, òàêèå ÷òî L ` A1
0 . . . A

n
0 → A,

n∑
i=1

l(Ai
0) =

l(A) è 〈A1
0〉 . . . 〈An

0〉 = 〈A〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïàðàëëåëüíî äîêàçûâàòü îáà ïóíêòà èíäóêöèåé

ïî ïîñòðîåíèþ òèïà A. Â ñëó÷àå A = p â îáîèõ ïóíêòàõ äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü A0 = p.

1. Íà øàãå èíäóêöèè ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé:A = B·
C, â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü A0 = B0 ·C0, ãäå B0 è C0 áåðóòñÿ

èç ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû ê òèïàì B è C. Äåéñòâèòåëüíî,

ïî ïðàâèëàì (·→) è (→·) ñåêâåíöèÿ B ·C → B0 ·C0 áóäåò âûâîäèìà. Ïî

îïðåäåëåíèþ èìååì l(A0) = l(B0) + l(C0) = l(B) + l(C) = l(A), à òàêæå

〈A0〉 = 〈B0〉〈C0〉 = 〈B〉〈C〉 = 〈B · C〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ðàçáåð¼ì âòîðîé ñëó÷àé A = B/C. Âîçüì¼ì òèï B0, ïîëó÷àþ-

ùèéñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ïóíêòà 1 ëåììû ê òèïó B, è òèïû C1
0 , . . . , C

n
0 ,

ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ïóíêòà 2 ëåììû ê òèïó C, è ðàññìîòðèì

òèï A0 = (. . . (B0/C
n
0 ) . . .)/C1

0 . Äîêàæåì, ÷òî A0 óäîâëåòâîðÿåò óòâåð-

æäåíèþ ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî, îòðèöàòåëüíûå âõîæäåíèÿ óìíîæåíèÿ

â A0 áûëè ëèáî îòðèöàòåëüíûìè âõîæäåíèÿìè óìíîæåíèÿ â B0, ëèáî

ïîëîæèòåëüíûìè âõîæäåíèÿìè â îäíîì èç Cj
0 , íî è òå, è äðóãèå îòñóò-

ñòâóþò ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè A → A0

ïî ëåììå 1.2 ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè (B/C)C1
0 . . . C

n
0 → B0,

êîòîðàÿ ñëåäóåò ïî ïðàâèëó (/→) èç âûâîäèìûõ ñåêâåíöèé B → B0 è

C1
0 . . . C

n
0 → C. Çàìåòèì, ÷òî l(A0) = l(B0) +

n∑
i=1

l(C i
0) = l(B) + l(C) =

l(A), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Êðîìå òîãî, 〈A0〉 = 〈(. . . (B0/C
n
0 ) . . .)/C1

0〉 =

〈B0〉〈Cn
0 〉−1 . . . 〈C1

0〉−1 = 〈B0〉(〈C1
0〉 . . . 〈Cn

0 〉)−1 = 〈B〉〈C〉−1 = 〈B/C〉 =

〈A〉. Ñëó÷àé A = C \B ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé A = B ·C. Ïóñòü ìíîæå-
ñòâà òèïîâ B1

0 , . . . , B
n1
0 è C1

0 , . . . , C
n2
0 âçÿòû èç ïóíêòà 2 ëåììû, ïðè-

ìåí¼ííîé ê òèïàì B è C ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîëîæèì n = n1 +

n2, A
i
0 = Bi

0 ïðè i 6 n1 è Ai
0 = C i−n1

0 ïðè i > n1. Âûâîäèìîñòü ñåêâåí-
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öèè A1
0 . . . A

n
0 → A ñëåäóåò ïî ïðàâèëó (→·) èç âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé

A1
0 . . . A

n1
0 → B è An1+1

0 . . . An1+n2
0 → C. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåììû

òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.

Ðàçáåð¼ì òåïåðü ñëó÷àé A = B/C. Ïóñòü òèïû B1
0 , . . . , B

n
0 âçÿòû

èç ïóíêòà 2 ëåììû, ïðèìåí¼ííîãî ê òèïó B, à òèï C0 � èç ïóíêòà 1 ëåì-

ìû, ïðèìåí¼ííîãî ê òèïó C. Ïîëîæèì A1
0 = B1

0 , . . . , A
n−1
0 = Bn−1

0 , An
0 =

Bn
0 /C0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íè îäèí èç òèïîâ A1

0, . . . , A
n−1
0 íå

ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûõ óìíîæåíèé, An
0 = Bn

0 /C0 òàêæå íå ñîäåðæèò

ïîëîæèòåëüíûõ âõîæäåíèé óìíîæåíèÿ, ò. ê. âñÿêîå òàêîå âõîæäåíèå

äîëæíî ëèáî ïîëîæèòåëüíî âõîäèòü â Bn
0 , ëèáî îòðèöàòåëüíî âõîäèòü

â C0, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Âûâîäèìîñòü

ñåêâåíöèè A1
0 . . . A

n
0 → A0 äîêàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì âûâîäîì:

B1
0 . . . B

n−1
0 Bn

0 → B C → C0

B1
0 . . . B

n−1
0 (Bn

0 /C0)C → B
(/→)

B1
0 . . . B

n−1
0 (Bn

0 /C0)→ B/C
(→ /)

Òàêæå âåðíî, ÷òî l(A1
0) + . . . + l(An

0) = l(B1
0) + . . . +

l(Bn
0 ) + l(C0) = l(B) + l(C) = l(A). Êðîìå òîãî, 〈A1

0〉 . . . 〈An
0〉 =

〈B1
0〉 . . . 〈Bn−1

0 〉〈Bn
0 〉〈C0〉−1 = 〈B〉〈C〉−1 = 〈A〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ñëó÷àé

ïðîòèâîïîëîæíîãî äåëåíèÿ ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ñîâìåñòèìûõ òèïîâ A è B è ïî-

ñòðîèì äëÿ íèõ òèïû A0, B0 áåç îòðèöàòåëüíûõ óìíîæåíèé, òàêèå ÷òî

L ` A → A0 è L ` B → B0, à òàêæå l(A0) = l(A) è l(B0) = l(B).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé òèï C, ÿâëÿþùèéñÿ ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ A0 è

B0, òàêæå áóäåò ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû

îãðàíè÷èòü ñâåðõó âåëè÷èíó Mj(l1, l2), äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñâåðõó äëè-

íó ñîâìåùàþùåãî òèïà òîëüêî äëÿ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ, íå ñîäåðæàùèõ

îòðèöàòåëüíûõ óìíîæåíèé.

Íà ðèñóíêå 2.1 ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñîâìåùàþùåãî

òèïà C äëÿ çàäàííûõ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ A è B. Òèïû A1, A2, B1, B2 ñó-

ùåñòâóþò íà îñíîâàíèè ëåììû 2.6 (ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 〈A〉 = 〈A0〉
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Ðèñ. 2.1: Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñîâìåùàþùåãî òèïà C äëÿ çàäàííûõ ñîâìåñòèìûõ òèïîâ

A è B.

è 〈B〉 = 〈B0〉). Ïîñëå ýòîãî òèï A3 ïîëó÷àåòñÿ èç òèïîâ A1, A2 è φ(〈A〉)
ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ëåììû 2.2, òèï B3 ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Òî-

ãäà èñêîìûé òèï C ïîëó÷àåòñÿ èç òèïîâ A3, B3 è òèïà φ(JAK) = φ(JBK)

îïÿòü æå íà îñíîâàíèè ëåììû 2.2. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðåäú-

ÿâèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òèïîâ A1, B1, A2, B2, ïîçâîëÿþùèé îöåíèòü

èõ äëèíû, à çíà÷èò, è äëèíó òèïà C.

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü A = p/(q \(r · (r \ q))), B = ((q · (q \ r))/p) \ r.
Â ýòîì ñëó÷àå 〈A〉 = pq−1rr−1q, 〈B〉 = prq−1qr, JAK = JBK = p,

à çíà÷èò φ(〈A〉) = p · (q \ q/q) · r · (r \ r/r) · q, φ(〈B〉) = p · (r \ r/r) ·
q · (q \ q/q) · r, φ(JAK) = φ(JBK) = p. Ïîëîæèì A0 = (p/(r \ q))/(q \ r),
B0 = (q \ r/p) \(q \ r), òîãäà ìîæíî âçÿòü A1 = A2 = A3 =

(q/p) \((q/(r \ q))/(q \ r)), B1 = B3 = (q \ r/p) \(q \((r/(q \ r))/(r \ q))),
B2 = (r/p) \((r/(q \ r))/(r \ q))). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâìåùàþùèé òèï ðà-

âåí C = (p/A3) \ p/(B3 \ p). Âûâîäèìîñòü òðåáóåìûõ ñåêâåíöèé ïðîâå-

ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

2.3 Ïîñòðîåíèå ñîâìåùàþùåãî òèïà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäúÿâèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òèïîâ

A1, A2, A3, B1, B2, B3, C, îáîçíà÷åííûõ íà ðèñóíêå 2.1, à òàêæå îöåíèì èõ

äëèíû. Âíà÷àëå ïðèâåä¼ì ñîîòíîøåíèÿ íà äëèíû òèïîâ φ(〈A〉) è φ(JAK)
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(÷åðåç |w| ìû îáîçíà÷àåì äëèíó ñëîâà w).

Ëåììà 2.8.

1. Åñëè A ∈ Tp è JAK 6= ε, òî l(φ(〈A〉)) = l(φ(JAK))+2 (l(A)−|JAK|) 6
2 l(A) + |JAK| 6 3 l(A).

2. Åñëè A ∈ Tp è JAK = ε, òî l(〈A〉) = 2 l(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü w ∈ P∗, îáîçíà÷èì ÷åðåç |w|+ ÷èñëî áóêâ â ñëîâå w, ïðè-

íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Pr, à ÷åðåç |w|− � ÷èñëî áóêâ, ïðèíàäëå-

æàùèõ ìíîæåñòâó {p | p ∈ Pr}. Íàïðèìåð, åñëè w = pqpqp, òî

|w|+ = 3, |w|− = 2. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φ ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî w ∈ P∗ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî l(φ(w)) = |w|+ + 3|w|−.
Êðîìå òîãî, âåðíû ñîîòíîøåíèÿ |〈A〉|+ − |JAK|+ = |〈A〉|− − |JAK|− è

|〈A〉| = l(A). Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ ðàçíîñòü |〈A〉|+ − |JAK|+, òîãäà δ =
1
2(|〈A〉| − |JAK|) = l(A)−|JAK|

2 . Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî l(φ(〈A〉)) =

|〈A〉|+ +3|〈A〉|− = |JAK|+ +3|JAK|−+4δ = l(φ(JAK))+2(l(A)−|JAK|).
Î÷åâèäíî, l(φ(JAK)) 6 3|JAK| è |JAK| 6 l(A), îòêóäà ïîëó÷àåì

l(φ(〈A〉)) = l(φ(JAK)) + 2(l(A)− |JAK|) 6 2l(A) + |JAK| 6 3l(A).

2. Îáîçíà÷èì l+(A) = |Occ+(A)|, l−(A) = |Occ−(A)|, òîãäà ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî |〈A〉|+ = l+(A) è |〈A〉|− = l−(A), îòêóäà ïîëó÷àåì ðà-

âåíñòâî l(φ(〈A〉)) = l+(A) + 3l−(A). Èç óñëîâèÿ JAK = 0 ñëåäóåò,

÷òî |〈A〉|+ = |〈A〉|−, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé â äàëüíåéøèõ ïî-

ñòðîåíèÿõ.

Ëåììà 2.9. Äëÿ ëþáîãî òèïà U ∈ Tp è ëþáîãî ñëîâà w ∈ P+, òàêîãî

÷òî χ(w) = ε, ñóùåñòâóþò òàêèå òèïû U ′, U ′′, ÷òî

1. L ` Uφ(w)→ U ′, L ` U → U ′, ïðè ýòîì l(U ′) < l(U) + 2 |w|.
2. L ` φ(w)U → U ′′, L ` U → U ′′, ïðè ýòîì l(U ′′) < l(U) + 2 |w|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû, âòî-

ðîå ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ïî ñèììåòðè÷íîñòè ëåâîãî è ïðàâîãî äåëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w. Áàçîé ñëóæèò

ñëó÷àé |w| = 2, òîãäà ëèáî w = pp, ëèáî w = pp äëÿ íåêîòîðîãî

ïðèìèòèâíîãî òèïà p. Ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî φ(w) = p · (p \ p/p), ëèáî
φ(w) = (p \ p/p) · p. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì U ′ = (U · p)/p, âî âòîðîì
ñëó÷àå ïîëîæèì U ′ = (p/U) \ p. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî îáà òðåáîâàíèÿ, íàëîæåííûå íà òèï U ′, âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå øàãà èíäóêöèè ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ: â ïåð-

âîì ñëó÷àå ñëîâî w ïðåäñòàâèìî â âèäå w = uv äëÿ íåêîòîðûõ íåïóñòûõ

ñëîâ u, v, òàêèõ ÷òî χ(u) = χ(v) = ε; âî âòîðîì ñëó÷àå òàêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå íåâîçìîæíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå ëåììû

ñíà÷àëà ê òèïàì U è φ(u), ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ òèï Uu, òàêîé ÷òî

L ` Uφ(u)→ Uu è U → Uu, ïðè÷¼ì l(Uu) < l(U) + 2 |u|. Ïîñëå ýòîãî
ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå ëåììû ê òèïàì Uu è φ(v), ïîëó÷èì íåêîòîðûé

òèï U ′, òàêîé ÷òî L ` Uuφ(v)→ U ′, à òàêæå L ` Uu → U ′.

Äîêàæåì, ÷òî òèï U ′ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïðèìåíÿÿ ê âûâîäèìûì

ñåêâåíöèÿì U → Uu è Uu → U ′ ïðàâèëî ñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî L ` U →
U ′. Êðîìå òîãî, l(U ′) < l(U ′)+2 |v| < l(U)+2 |u|+2 |v| = l(U)+2 |w|, ÷òî
è áûëî íóæíî. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ φ èìååì φ(w) = φ(u) ·φ(v).

Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè U · φ(w)→ U ′ äîêàçàíà íèæå.

Uφ(u)→ Uu Uuφ(v)→ U ′

Uφ(u)φ(v)→ U ′
(cut)

U(φ(u) · φ(v))→ U ′
(·→)

Òåïåðü ðàçáåð¼ì âòîðîé ñëó÷àé. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ

ïåðåìåííûõ âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ: w = pup è w = pup, ïðè÷¼ì ñëîâî

u íåïóñòî è χ(u) = ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî φ(w) = p · φ(u) · (p \ p/p),
ëèáî φ(w) = (p \ p/p) · φ(u) · p.

Ïðèìåíèì ëåììó ê òèïó p è ñëîâó u, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò

òèïû P ′ è P ′′, òàêèå ÷òî ñåêâåíöèè pφ(u) → P ′ è p → P ′, à òàêæå
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φ(u)p → P ′′ è p → P ′′ ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè, ïðè÷¼ì l(P ′) < 2 |u| + 1

è l(P ′′) < 2 |u| + 1. Â ñëó÷àå åñëè φ(w) = p · φ(u) · (p \ p/p), ïîëîæèì
U ′ = (p/(U · P ′)) \ p/p, à âî âòîðîì ñëó÷àå U ′ = (p/U) \ p/(P ′′ \ p). Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî l(U ′) < l(U) + 3 + 2 |u| + 1 = l(U) + 2 |w|,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîêàæåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèé Uφ(w) → U ′ è U → U ′. Íèæå

ïðèâåäåíû âûâîäû íåîáõîäèìûõ ñåêâåíöèé äëÿ ïåðâîãî ïîäñëó÷àÿ.

p(p \ p/p))p→ p

U → U pφ(u)→ P ′

Upφ(u)→ U · P ′
(→·)

U(p · φ(u))→ U · P ′
(·→)

(p/(U · P ′))U(p · φ(u))(p \ p/p)p→ p
(/→)

(p/(U · P ′))U(p · φ(u) · (p \ p/p))p→ p
(·→)

(p/(U · P ′))U(p · φ(u) · (p \ p/p))→ p/p
(→/)

U(p · φ(u) · (p \ p/p))→ (p/(U · P ′)) \ p/p
(→\)

p→ p

U → U p→ P ′

Up→ U · P ′
(→·)

(p/(U · P ′))Up→ p
(/→)

(p/(U · P ′))U → p/p
(→/)

U → (p/(U · P ′)) \ p/p
(→\)

Äàëåå ïðèâåäåíû âûâîäû ñåêâåíöèé U · φ(w)→ U ′ è U → U ′ äëÿ

âòîðîãî ïîäñëó÷àÿ.

p→ p

p→ p φ(u)p→ P ′′

φ(u)p(P ′′ \ p)→ p
(\→)

(p/p)φ(u)p(P ′′ \ p)→ p
(/→)

p→ p U → U

(p/U)U → p
(/→)

(p/U)U(p \ p/p)φ(u)p(P ′′ \ p)→ p
(\→)

(p/U)U((p \ p/p) · φ(u) · p)(P ′′ \ p)→ p
(·→)

(p/U)U((p \ p/p) · φ(u) · p)→ p/(P ′′ \ p)
(→/)

U((p \ p/p) · φ(u) · p)→ (p/U) \ p/(P ′′ \ p)
(→\)
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p→ p

p→ P ′′ U → U

(p/U)U → P ′′
(/→)

(p/U)U(P ′′ \ p)→ p
(\→)

(p/U)U → p/(P ′′ \ p)
(→/)

U → (p/U) \ p/(P ′′ \ p)
(→\)

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ U,E ∈ Tp, òàêèõ ÷òî JEK = ε, ñóùå-

ñòâóþò òàêèå òèïû U ′, U ′′, ÷òî

1. L ` Uφ(〈E〉)→ U ′, L ` U → U ′, ïðè ýòîì l(U ′) < l(U) + 2 |E|.
2. L ` φ(〈E〉)U → U ′′, L ` U → U ′′, ïðè ýòîì l(U ′′) < l(U) + 2 |E|.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû äîêàçûâàåì âåðõíþþ îöåíêó íà äëèíó

òèïîâ A2 è B2 ñ ðèñóíêà 2.1. Ïîìèìî ýòîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

ìîæíî èçâëå÷ü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äàííûõ òèïîâ.

Ëåììà 2.10. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tp ñóùåñòâóåò òèï A2, òàêîé

÷òî L ` φ(〈A〉)→ A2,L ` φ(JAK)→ A2, ïðè÷¼ì l(A2) 6 l(φ(〈A〉)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: JAK = ε è JAK 6= ε. Â ïåðâîì

ñëó÷àå φ(JAK) = q/q. Ïðèìåíèì ëåììó 2.1 ê òèïàì q è A, ïîëó÷èì,

÷òî ñóùåñòâóåò òèï Q, òàêîé ÷òî L ` q → Q, φ(〈A〉)q → Q è l(Q) <

2 l(A)+1. Ïîëîæèì A2 = Q/q. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåêâåíöèè

q/q → A2 è φ(〈A〉)(q/q) → A2 áóäóò âûâîäèìû â èñ÷èñëåíèè L. Êðîìå

òîãî, èç âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè φ(〈A〉)q → Q è ëåììû 2.8 âûòåêàåò,

÷òî âåëè÷èíû l(Q) è l(φ(〈A〉)) + l(q) = 2 l(A) + 1 èìåþò îäèíàêîâóþ

÷¼òíîñòü. Ïîñêîëüêó l(Q) < 2 l(A) + 1, òî l(Q) 6 2 l(A) − 1. Òàêèì

îáðàçîì, l(A2) = l(Q) + 1 6 2 l(A) = l(φ(〈A〉)), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïåðâûé ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí.

Òåïåðü ðàçáåð¼ì ñëó÷àé JAK 6= ε. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ òàêèå

òèïû B1, . . . , Bl, C0, . . . , Cl, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåãðóïïèðîâêè ñêîáîê

φ(JAK) = B1 · . . . ·Bl, φ(〈A〉) = φ(〈C0〉) ·B1 · φ(〈C1〉) ·B2 . . . ·Bl · φ(〈Cl〉),
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ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ j 6 l âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî JCjK = ε (òèïû C0 è

Cl ìîãóò îòñóòñòâîâàòü). Åñëè òèï C0 ñóùåñòâóåò, ïðèìåíèì ñëåäñòâèå

2.1 ê òèïàì B1 è C0, ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ òèï D1, òàêîé ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: L ` B1 → D1, L ` φ(〈C0〉)B1 → D1 è

l(D1) 6 l(B1) + 2 l(C0). Åñëè òèï C0 îòñóòñòâóåò, ïîëîæèì D1 = B1,

òàêæå îïðåäåëèì òèïû D2 = B2, . . . , Dl = Bl.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , l − 1 ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 2.1 ê

òèïàì Dj è Cj, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò òèïû D′1, . . . , D
′
l, òàêèå ÷òî

äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , l − 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

L ` Dj → D′j, L ` DjCj → D′j è l(D
′
j) < l(Dj) + 2 l(Cj). Åñëè òèï Cl

ñóùåñòâóåò, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïèì è ñ òèïàìè Dl è Cl, èíà÷å

ïîëîæèì D′l = Cl.

Ïîëîæèì A2 = D′1 · . . . · D′l. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà (cut) è (· →)

íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî L ` φ(〈A〉) → A2 è L ` φ(JAK) → A2. Îñòàëîñü

äîêàçàòü îöåíêó íà äëèíó òèïà A2. Â ñàìîì äåëå, l(A2) =
l∑

i=1

l(D′i) 6

l∑
i=1

(l(Di) + 2 l(Ci)) 6 (l(B1) + 2 l(C0)) + 2 l(C1) +
l∑

i=2

(l(Di) + 2 l(Ci)) =

l∑
i=1

l(Bi) + 2
l∑

i=0

l(Ci) =
l∑

i=1

l(Bi) +
l∑

i=0

l(φ(〈Ci〉)) = l(φ(〈A〉)). Ëåììà äîêà-
çàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì îöåíèòü äëèíû òèïîâ A2, B2 íà ðèñóíêå

2.1. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îöåíèòü òàêæå è äëèíû òèïîâ A1 è B1.

Ëåììà 2.11. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tp ñóùåñòâóåò òèï A1, òàêîé

÷òî L ` A→ A1, L ` φ(〈A〉)→ A1 è l(A1) 6 1
2l

2(A) + l(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.7 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A íå ñîäåðæèò

îòðèöàòåëüíûõ óìíîæåíèé. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ

òèïà A. Áàçà èíäóêöèè: A = p ∈ Pr, òîãäà A1 = p è óòâåðæäåíèå ëåììû

âûïîëíÿåòñÿ.

Íà øàãå èíäóêöèè âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: A = B · C,A = B/C è

A = C \B. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ëåâîãî è ïðàâîãî äåëåíèé äîñòàòî÷íî
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ðàçîáðàòü ïåðâûå äâà èç íèõ, ðàçáåð¼ì ïåðâûé. Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæå-

íèå èíäóêöèè ê òèïàì B è C, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò òèïû B1, C1,

òàêèå ÷òî ñåêâåíöèè B → B1, φ(〈B〉) → B1 è C → C1, φ(〈C〉) → C1

ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè è l(B1) 6 1
2l

2(B) + l(B), l(C1) 6 1
2l

2(C) + l(C).

Ïîëîæèì A1 = B1 · C1, òîãäà èç ïðàâèë (· →) è (→ ·) ñëåäóåò, ÷òî

L ` A → A1. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå φ(〈A〉) = φ(〈B〉) · φ(〈C〉),
òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî L ` φ(〈A〉) → A1. Êðî-

ìå òîãî, l(A1) = l(B1) + l(C1) 6 1
2(l2(B) + l2(C)) + l(B) + l(C) 6

1
2(l(B) + l(C))2 + l(B) + l(C) = 1

2l
2(A) + l(A). Òàêèì îáðàçîì, òèï A1

ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû.

Òåïåðü ðàçáåð¼ì âòîðîé ñëó÷àé A = B/C. Ïîñêîëüêó òèï

A íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ óìíîæåíèé, òî C ïðåäñòàâèì â âèäå

D(k) \(. . . (D(1) \(. . . ((p/E(l))/ . . .)/E(1)) . . .), ãäå îäíî èëè îáà èç ÷èñåë

k, l ìîãóò ðàâíÿòüñÿ 0. Îáîçíà÷èì D = D(1) · . . . ·D(k), E = E(1) · . . . ·E(l),

òîãäà òèï C ðàâíîñèëåí òèïó D \ p/E (åñëè k 6= 0, l 6= 0 è îáà òèïà

D è E ïðèñóòñòâóþò). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî è ñàì òèï C ïðåäñòàâëåí â

òàêîì âèäå. Âîçìîæíû ÷åòûðå ïîäñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå

èç ÷èñåë k è l ðàâíû 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1 òèï, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòà-

òå ïðèìåíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ê òèïó B, àíàëîãè÷íûé ñìûñë

èìåþò îáîçíà÷åíèÿ D1 è E1.

Ïåðâûé ïîäñëó÷àé: k = l = 0, òîãäà A = B/p è φ(〈A〉) = φ(〈B〉) ·
(p \ p/p). Ïîëîæèì A1 = ((p/B1) \ p/p). Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè A→ A1

ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñåêâåíöèÿ φ(〈A〉)→ A1 èìååò ñëåäóþùèé

âûâîä:

(p/p)p→ p

p→ p φ(〈B〉)→ B1

(p/B1)φ(〈B〉)→ p
(/→)

(p/B1)φ(〈B〉)(p \ p/p)p→ p
(·→)

(p/B1)(φ(〈B〉) · (p \ p/p))p→ p
(→/)

(p/B1)(φ(〈B〉) · (p \ p/p))→ p/p
(→/)

φ(〈B〉) · (p \ p/p)→ (p/B1) \ p/p
(→\)

Êðîìå òîãî, l(A1) = l(B1) + 3 6 1
2l

2(B) + l(B) + 3. Åñëè l(B) > 2, òî
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äàííàÿ âåëè÷èíà ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé 1
2(l(B) + 1)2 + (l(B) + 1) =

1
2l

2(A) + l(A). Åñëè æå l(B) = 1, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè A = p0/p

è A1 = (p/p0) \ p/p, òîãäà l(A1) = 4 = 1
2(l(A)2) + l(A), è íåðàâåíñòâî

ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ. Ïåðâûé ïîäñëó÷àé ðàçîáðàí.

Ðàçáåð¼ì ïîäñëó÷àé k 6= 0, l 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå A = B/(D \ p/E),

òîãäà φ(〈A〉) = φ(〈B〉) ·φ(〈E〉) · (p \ p/p) ·φ(〈D〉). Ïîëîæèì A1 = (p/(B1 ·
E1)) \ p/((D1 \ p/E) ·E), òîãäà l(A1) = l(B1)+ l(D1)+ l(E1)+2 l(E)+3 6
1
2(l2(B)+l2(D)+l2(E))+(l(B)+l(D)+l(E))+2 l(E)+3 6 1

2(l2(B)+l2(D)+

l2(E)+2 (l(B)+ l(D)+ l(E)+ l(E)(l(B)+ l(D))))+(l(B)+ l(D)+ l(E)) <
1
2(l(B) + l(D) + l(E) + 1)2 + (l(B) + l(D) + l(E) + 1) = 1

2l
2(A) + l(A).

Íèæå ïðèâåäåíû âûâîäû ñåêâåíöèé A→ A1 è φ(〈A〉)→ A1 âûâîäèìû.

p→ p

E → E1

B → B1

p/E → p/E D → D1

D(D1 \ p/E)→ p/E
(\→)

D1 \ p/E → D \ p/E
(→\)

(B/(D \ p/E))(D1 \ p/E)→ B1

(→/)

(B/(D \ p/E))(D1 \ p/E)E → B1 · E1

(→·)

(B/(D \ p/E))((D1 \ p/E) · E)→ B1 · E1

(·→)

(p/(B1 · E1))(B/(D \ p/E))((D1 \ p/E) · E)→ p
(/→)

(p/(B1 · E1))(B/(D \ p/E))→ p/((D1 \ p/E) · E)
(→/)

B/(D \ p/E)→ (p/(B1 · E1)) \ p/((D1 \ p/E) · E)
(→\)

p(p \ p)→p

(p/E)E→p φ(〈D〉)→D1

φ(〈D〉)(D1 \ p/E)E→p

φ(〈D〉)((D1 \ p/E) · E)→p

p(p \ p/p)φ(〈D〉)((D1 \ p/E) · E)→p

p((p \ p/p) · φ(〈D〉))((D1 \ p/E) · E)→p

φ(〈B〉)→B1 φ(〈E〉)→E1

φ(〈B〉)φ(〈E〉)→B1 · E1

φ(〈B〉) · φ(〈E〉)→B1 · E1

(p/(B1 · E1))(φ(〈B〉) · φ(〈E〉))((p \ p/p) · φ(〈D〉))((D1 \ p/E) · E)→p

(p/(B1 · E1))(φ(〈B〉) · φ(〈E〉) · (p \ p/p) · φ(〈D〉))((D1 \ p/E) · E)→p

(p/(B1 · E1))(φ(〈B〉) · φ(〈E〉) · (p \ p/p) · φ(〈D〉))→p/((D1 \ p/E) · E)

φ(〈B〉) · φ(〈E〉) · (p \ p/p) · φ(〈D〉)→(p/(B1 · E1)) \ p/((D1 \ p/E) · E)
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Ïóñòü òåïåðü k = 0, l 6= 0, òîãäà A = B/(p/E) è φ(〈A〉) =

φ(〈B〉)·φ(〈E〉)·(p \ p/p). Ïîëîæèì A1 = (p/(B1·E1)) \ p/((p/E)·E), òîãäà

l(A1) = l(B1)+ l(E1)+2 l(E)+3 6 1
2(l2(B)+ l2(E))+(l(B)+3 l(E))+3. Â

ñëó÷àå l(B) > 2 ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò 1
2(l2(B) + l2(E) + 2 (l(B) +

l(E) + l(B)l(E)) + 1) + (l(B) + l(E) + 1) = 1
2l

2(A) + l(A), ÷òî è òðå-

áóåòñÿ. Åñëè æå l(B) = 1, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè B1 = B = p è

l(A1) = l(E1)+2 l(E)+4 6 1
2l

2(E)+3 l(E)+4 = 1
2(l(E)+2)2+(l(E)+2) =

1
2l

2(A) + l(A), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òðåòèé ïîäñëó÷àé ðàçîáðàí. Âûâîäè-

ìîñòü ñåêâåíöèé A→ A1 è φ(〈A〉)→ A1 ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäû-

äóùåìó ïîäñëó÷àþ.

Ïóñòü òåïåðü k 6= 0, l = 0, òîãäà A = B/(D \ p). Â ýòîì ñëó÷àå

φ(〈A〉) = φ(〈B〉) · (p \ p/p) · φ(〈D〉). Ïîëîæèì A1 = (p/B1) \ p/(D1 \ p),
òîãäà l(A1) = l(B1) + l(D1) + 3 6 1

2(l2(B) + l2(D)) + l(B) + l(D) +

3 6 1
2(l2(B) + l2(D) + 2 l(B)l(D) + 2 (l(B) + l(D)) + 1) + (l(B) + l(D) +

1) = 1
2l

2(A) + l(A). Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèé A → A1 è φ(〈A〉) → A1

ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîìó ïîäñëó÷àþ.

Òåïåðü èñõîäÿ èç äîêàçàííûõ îöåíîê íà äëèíû òèïîâ A1, A2, à

òàêæå B1, B2, ìû ìîæåì îöåíèòü äëèíû òèïîâ A3, B3, à çíà÷èò, è òèïà

C. Â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ëåììà 2.1.

Ëåììà 2.12. Äëÿ ëþáîãî òèïà A ∈ Tp ñóùåñòâóåò òèï A3, òàêîé

÷òî L ` A→ A3, L ` φ(JAK)→ A3 è l(A3) 6 1
2l

2(A) + 13 l(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.1 è ðèñóíêîì 2.1 â êà÷å-

ñòâå A3 ìîæíî âçÿòü òèï (φ(〈A〉)/A1) \φ(〈A〉)/(A2 \φ(〈A〉)). Ïðèìåíÿÿ
ëåììû 2.11 è 2.10, ïîëó÷àåì, ÷òî l(A3) = l(A1) + l(A2) + 3 l(φ(〈A〉)) 6
1
2l

2(A) + l(A) + 4 l(φ(〈A〉)). Ïî ëåììå 2.8 ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ñîâìåñòèìûõ â èñ÷èñëåíèè L òèïîâ A,B ∈ Tp

íàéä¼òñÿ ñîâìåùàþùèé òèï C, òàêîé ÷òî l(C) 6 1
2(l2(A) + l2(B)) +

35
2 (l(A) + l(B)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l(A) 6

l(B). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.1 è ðèñóíêîì 2.1 â êà÷åñòâå C

ìîæíî âçÿòü òèï (φ(JAK)/A3) \φ(JAK)/(B3 \φ(JAK)). Òîãäà ïî ëåììå 2.12

è ëåììå 2.8 èìååì l(C) = l(A3) + l(B3) + 3 l(φ(JAK)) 6 1
2(l2(A) + l2(B)) +

13 (l(A)+l(B))+3 l(φ(〈A〉)) 6 1
2(l2(A)+l2(B))+13 (l(A)+l(B))+9 l(A) 6

1
2(l2(A) + l2(B)) + 13 (l(A) + l(B)) + 9

2(l(A) + l(B)) 6 1
2(l2(A) + l2(B)) +

35
2 (l(A) + l(B)).

Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáûõ ñîâìåñòèìûõ â èñ÷èñëåíèè L∗ òèïîâ

A,B ∈ Tp íàéä¼òñÿ ñîâìåùàþùèé òèï C, òàêîé ÷òî l(C) 6 1
2(l2(A) +

l2(B)) + 35
2 (l(A) + l(B)).

Çàìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëü-

íàÿ äëèíà ñîâìåùàþùåãî òèïà è ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ñîåäèíÿþùåãî òè-

ïà ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà ëèíåéíîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî äëèí

èñõîäíûõ òèïîâ. Òàêèì îáðàçîì, èç äîêàçàííîé òåîðåìû òàêæå ñëåäóåò

âåðõíÿÿ îöåíêà íà äëèíó ñîåäèíÿþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè L.
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Ãëàâà 3

Íèæíÿÿ îöåíêà äëèíû

ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè L

3.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ëî-

ãèêà

Â äàííîé ãëàâå ìû äîêàæåì íèæíþþ îöåíêó íà ââåä¼ííóþ â ãëàâå 2.2

âåëè÷èíó Mj(l1, l2). Äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà òàêæå áóäåò êâàäðàòè÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè ïðîâåä¼ì äëÿ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L∗,

äîïóñêàþùåãî ïóñòûå àíòåöåäåíòû. Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà áóäåò ÿâëÿòü-

ñÿ íèæíåé îöåíêîé è äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L, ïîñêîëüêó âñÿêèé ñîâìåùàþùèé

òèï â èñ÷èñëåíèè L òàêæå áóäåò ñîâìåùàþùèì è â L∗.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêèõ âûâîäîâ � òàê íàçûâàåìûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåòè äîêàçàòåëüñòâà íå äëÿ ñàìîãî

èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà L∗, à äëÿ åãî êîíñåðâàòèâíîãî ðàñøèðåíèÿ MCLL.

Èñ÷èñëåíèå MCLL, íàçûâàåìîå ìóëüòèïëèêàòèâíîé öèêëè÷åñêîé

ëèíåéíîé ëîãèêîé, áûëî ââåäåíî Ä. Éåòòåðîì â [34]. Îíî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ôðàãìåíò ââåä¼ííîé â [12] ëèíåéíîé ëîãèêè Æ.-È. Æèðàðà. Åãî

êîíñåðâàòèâíîñòü íàä èñ÷èñëåíèåì Ëàìáåêà L∗, äîïóñêàþùèì ïóñòûå

àíòåöåäåíòû, áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [27].

Ðàññìîòðèì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ Var = {p1, p2, . . .}, â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Pr ïðè-
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ìèòèâíûõ òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Àòîìàìè áóäåì íàçûâàòü ýëå-

ìåíòû ìíîæåñòâà At = Var ∪ {p | p ∈ Var}. Ôîðìóëû ëèíåéíîé ëîãèêè

ñòðîÿòñÿ èç àòîìîâ ñ ïîìîùüþ áèíàðíûõ ñâÿçîê O (ïàð èëè ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ äèçúþíêöèÿ) è ⊗ (òåíçîð èëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíúþíê-

öèÿ). Ôîðìàëüíî, ìíîæåñòâî ôîðìóë Fm åñòü íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. At ⊂ Fm,

2. åñëè A,B ∈ Fm, òî (AOB), (A⊗B) ∈ Fm.

Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû A ∈ Fm îïðåäåëèì âíåøíèì îáðàçîì å¼

îòðèöàíèå A⊥: p⊥ = p, (p)⊥ = p, åñëè p ∈ Var, (BOC)⊥ = C⊥ ⊗
B⊥, (B⊗C)⊥ = C⊥OB⊥. Ñåêâåíöèè èñ÷èñëåíèÿ MCLL èìåþò âèä→ Γ,

ãäå Γ åñòü íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë. Èñ÷èñëåíèå çàäà¼òñÿ

àêñèîìàìè âèäà→ pp, p ∈ Var è ïðèâåä¼ííûìè íèæå ïðàâèëàìè âûâîäà.

→ ΓAB∆

→ Γ(AOB)∆
(→ O)

→ ΓA → B∆

→ Γ(A⊗B)∆
(→ ⊗)

→ Γ∆

→ ∆Γ
(rotate)

→ ΓA → A⊥∆

→ Γ∆
(cut)

Ïðèìåð 3.1. Ñåêâåíöèÿ → ((p2 ⊗ p3) O p3)((p2 ⊗ p1) O p1) âûâîäèìà â

èñ÷èñëåíèè MCLL.

→ p2p2 → p3p3

→ p2(p2 ⊗ p3)p3

(→ ⊗)

→ (p2 ⊗ p3)p3p2

(rotate)
→ p1p1

→ p1p1
(rotate)

→ (p2 ⊗ p3)p3(p2 ⊗ p1)p1

(→ ⊗)

→ (p2 ⊗ p3)p3((p2 ⊗ p1) O p1)
(→ O)

→ ((p2 ⊗ p3) O p3)((p2 ⊗ p1) O p1)
(→ O)

Â èñ÷èñëåíèè MCLL óñòðàíèìî ñå÷åíèå, òî åñòü âñÿêàÿ âûâîäè-

ìàÿ ñåêâåíöèÿ ìîæåò áûòü âûâåäåíà áåç ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (cut). Âû-

âîäèìîñòü ñåêâåíöèè → Γ îáîçíà÷àåòñÿ MCLL `→ Γ.

Ïîíÿòèå âíåøíåãî îòðèöàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â MCLL

è äâóñòîðîííèå ñåêâåíöèè, ïîíèìàÿ çàïèñü A1 . . . Am → B1 . . . Bn êàê
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äðóãîå îáîçíà÷åíèå ñåêâåíöèè → A⊥m . . . A
⊥
1 B1 . . . Bn. Âûâîäèìîñòü ñå-

êâåíöèè Γ→ ∆ â èñ÷èñëåíèè MCLL îáîçíà÷àåòñÿ MCLL ` Γ→ ∆.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñòàíäàðòíûì ïåðåâîäîì (äàëåå, ïåðåâîäîì) òèïà

A ∈ Tp áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó Â , ïîëó÷àåìóþ ïî ñëåäóþùèì ïðà-

âèëàì:

1. p̂ = p, åñëè p ∈ Pr,

2. Â ·B = Â⊗ B̂,
3. Â/B = ÂO B̂⊥,

4. B̂ \A = B̂⊥O Â,

Ñòàíäàðòíûì ïåðåâîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ Γ = A1 . . . An ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Â1 . . . Ân. Ñòàíäàðòíûì ïåðåâîäîì

ñåêâåíöèè A1 . . . An → B ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèÿ Â1 . . . Ân → B̂, òî åñòü

îäíîñòîðîííÿÿ ñåêâåíöèÿ → Â⊥n . . . Â
⊥
1 B.

Ïðèìåð 3.2. Ôîðìóëà p1 O((p3 O p2) ⊗ p4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì òèïà

p1/(p4 \(p2 · p3)).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [27].

Òåîðåìà 4 (Ì. Ð. Ïåíòóñ, 1992). Èñ÷èñëåíèå MCLL ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâà-

òèâíûì ðàñøèðåíèåì èñ÷èñëåíèÿ L∗ â ñìûñëå ñòàíäàðòíîãî ïåðåâîäà,

òî åñòü âåðíà ñëåäóþùàÿ ðàâíîñèëüíîñòü:

L∗ ` A1 . . . An → B ⇔ MCLL ` Â1 . . . Ân → B̂.

Ïðèìåð 3.3. Âûâîäèìàÿ â MCLL ñåêâåíöèÿ → (p2 ⊗ p3)p3(p2 ⊗ p1)p1

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì âûâîäèìîé â L∗ ñåêâåíöèè (p1/p2)p3(p3 \ p2)→ p1.

3.2 Îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè MCLL

Äîáàâëåíèå äâóñòîðîííèõ ñåêâåíöèé â èñ÷èñëåíèå MCLL ïîçâîëÿåò

ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ñîâìåñòèìîñòè è äëÿ ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.
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1. Ôîðìóëû A,B ∈ Fm íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ôîðìóëà C ∈ Fm, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

MCLL ` A → C è MCLL ` B → C. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà C

íàçûâàåòñÿ ñîâìåùàþùåé äëÿ A è B.

2. Ôîðìóëû A,B ∈ Fm íàçûâàþòñÿ ñîåäèíèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ôîðìóëà D ∈ Fm, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

MCLL ` D → A è MCLL ` D → B.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 2.2 äëÿ èñ÷èñëåíèÿ

MCLL è áûëà äîêàçàíà â [27].

Ëåììà 3.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. Ôîðìóëû A,B∈Fm ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè â èñ÷èñëåíèè MCLL.

2. Ôîðìóëû A,B ∈ Fm ÿâëÿþòñÿ ñîåäèíèìûìè â èñ÷èñëåíèè MCLL.

Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè

MCLL òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñâîáîä-

íóþ ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì Var; ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ, îïå-

ðàöèþ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà è åäèíèöó ãðóïïû áóäåì îáîçíà÷àòü

òàê æå, êàê è â ãëàâå 2.1 ïðè èçó÷åíèè èíòåðïðåòàöèè äëÿ òèïîâ èñ-

÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Äëÿ êàæäîãî òèïà îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ èíòåðïðåòà-

öèè â ñâîáîäíîé ãðóïïå è áàëàíñà. Îïðåäåëåíèå èíòåðïðåòàöèè ïðè-

âåäåíî íèæå, à áàëàíñîì d(A) ôîðìóëû A íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæ-

äó ÷èñëîì âõîæäåíèé ñâÿçîê O è ⊗ â äàííóþ ôîðìóëó. Íàïðèìåð,

d((p1 O p2)⊗ (p1 ⊗ p3)) = −1.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Èíòåðïðåòàöèÿ JAKôîðìóëûA â ñâîáîäíîé ãðóïïå

G åñòü îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. JpK = p, åñëè p ∈ Var,

2. JpK = p−1, åñëè p ∈ Var,

3. JA⊗BK = JAOBK = JAKJBK.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ì. Ð. Ïåíòóñîì â ðàáîòå [27].
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Òåîðåìà 5. Ôîðìóëû A,B ∈ Fm ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè â èñ÷èñ-

ëåíèè MCLL òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ JAK = JBK è d(A) = d(B).

Ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîâìåñòèìîñòüþ òèïîâ A è B â

èñ÷èñëåíèè L∗ è ñîâìåñòèìîñòüþ èõ îáðàçîâ â èñ÷èñëåíèè MCLL.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ∈ Fm âåðíî, ÷òî JA⊥K = JAK−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû A.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî òèïà A ∈ Tp âåðíî ðàâåíñòâî JÂK = JAK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ A, äëÿ ïðèìèòèâíûõ òè-

ïîâ óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü A = B · C, òîãäà JAK = JBKJCK =

JB̂ ⊗ ĈK = JÂK, ÷òî è áûëî íóæíî. Ïóñòü A = B/C, òîãäà JAK =

JBKJCK−1 = JB̂KJĈK−1 = JB̂KJĈ⊥K = JB̂O Ĉ⊥K = JÂK. Ñëó÷àé A = C \B
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4. Òèïû A,B ∈ Tp ñîâìåñòèìû â èñ÷èñëåíèè L∗ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îáðàçû Â è B̂ ñîâìåñòèìû â èñ÷èñëåíèè MCLL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òèïû A è B ñîâìåñòèìû, òîãäà äëÿ íèõ íàé-

ä¼òñÿ ñîâìåùàþùèé òèï C, òî åñòü L∗ ` A → C, L∗ ` B → C. Â ñèëó

êîíñåðâàòèâíîñòè èñ÷èñëåíèÿ MCLL íàä L∗ âåðíî, ÷òî MCLL ` Â→ Ĉ

è MCLL ` B̂ → Ĉ, òî åñòü ôîðìóëà Ĉ áóäåò ñîâìåùàþùåé äëÿ Â è B̂.

Ïóñòü òåïåðü ôîðìóëû Â è B̂ ñîâìåñòèìû â MCLL. Òîãäà ïî òåî-

ðåìå 5 JÂK = JB̂K, îòêóäà ïî ëåììå 3.3 ñëåäóåò, ÷òî JAK = JBK, ÷òî ïî

òåîðåìå 1 âëå÷¼ò ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A è B. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü A ∈ Fm � ôîðìóëà, òîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç l(A)

äëèíó A, ðàâíóþ ÷èñëó âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â A. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî òèïà A èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà âåëè÷èíû l(A) è l(Â) ñîâïàäàþò.

Åñëè Γ ∈ Fm∗ � íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë è Γ = A1 . . . An,

òî ïîëîæèì l(Γ) =
n∑
i=1

l(Ai). Îòìåòèì, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî âõîæäåíèé

ïåðåìåííûõ è ñâÿçîê â ôîðìóëó A âñåãäà ðàâíî 2l(A)− 1.
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Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü A = (p1 O p2)⊗ (p3 O p1), òîãäà l(A) = 4.

Ïóñòü A,B ∈ Tp � ñîâìåñòèìûå òèïû èñ÷èñëåíèÿ L∗, îáîçíà÷èì

÷åðåç mMCLL
j (A,B) äëèíó ñàìîé êîðîòêîé ñîâìåùàþùåé ôîðìóëû äëÿ

èõ ïåðåâîäîâ Â è B̂. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåçMMCLL
j (l1, l2) ìàêñèìóì äàí-

íîé âåëè÷èíû ïî âñåì âîçìîæíûì òèïàì äëèíû l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî,

òî ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðÿìî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.4.

Ëåììà 3.5. Ôóíêöèÿ MMCLL
j (l1, l2) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé äëÿ

ôóíêöèè Mj(l1, l2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû

Mj(l1, l2) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ñíèçó âåëè÷èíó MMCLL
j (l1, l2). Ýòîìó è

áóäåò ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîé ãëàâû.

3.3 Óïðîù¼ííûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íà äëèíó ñîâìåùàþùåé ôîðìóëû

äëÿ äàííûõ ñîâìåñòèìûõ ôîðìóë A è B íàì ïîíàäîáèòñÿ ñôîðìóëèðî-

âàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ôîðìóëà C ÿâëÿåòñÿ ñîâìåùàþùåé

äëÿ A è B. Óñëîâèå áóäåò îñíîâàíî íà ñåòÿõ äîêàçàòåëüñòâà � ãðàôè÷å-

ñêîì êðèòåðèè âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè MCLL.

Ïîíÿòèå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà áûëî âïåðâûå ââåäåíî â [12] äëÿ ëè-

íåéíîé ëîãèêè. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ðîäñòâåí-

íûõ èñ÷èñëåíèé (â îñíîâíîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé öèêëè÷åñêîé ëèíåéíîé

ëîãèêè è èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà) ïðåäëàãàëèñü â ðàáîòàõ [1], [30] è [28].

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé âûâîäèìîñòè, äîêàçàííûé â [28]. Ïî-

ñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûâîäèìîñòè, ìû íå

áóäåì ââîäèòü ïîíÿòèå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà â ïîëíîì îáú¼ìå, à èñïîëü-

çóåì òîëüêî ÷àñòü óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ, ÷òî ïîçâîëèò

óïðîñòèòü ôîðìóëèðîâêó.

Êàæäîé ñåêâåíöèè→ Γ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñòðóêòóðó ΩΓ =

〈ΩΓ,6Γ〉. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû A ∈ Fm ââåä¼ì å¼ ïðåäñòàâëÿþùåå
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ñëîâî dAe, ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì èç çàïèñè A âñåõ ñêîáîê. Åñëè Γ =

A1 . . . An, òî dΓe = �dA1e � . . . � dAne, ãäå � � íîâûé ñèìâîë, íàçûâà-

åìûé ðîìáîì. Òîãäà ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ΩΓ áóäóò ïàðû 〈sk, k〉, ãäå
÷åðåç sk îáîçíà÷åí k-é ñëåâà ñèìâîë â çàïèñè dΓe (íóìåðàöèÿ íà÷èíà-

åòñÿ ñ 0). Îòíîøåíèå ïîðÿäêà 6Γ îñóùåñòâëÿåò ñðàâíåíèå òàêèõ ïàð ïî

âòîðîìó ýëåìåíòó, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç <Γ.

Ïðèìåð 3.5. Äëÿ ñåêâåíöèè → Γ, ãäå Γ = (p1 O(p2 ⊗ p3))(p3 O p1),

ïðåäñòàâëÿþùåå ñëîâî ðàâíî dΓe = � p1 O p2 ⊗ p3 � p3 O p1, à ΩΓ =

{〈�, 0〉, 〈p1, 1〉, 〈O, 2〉, 〈p2, 3〉, 〈⊗, 4〉, 〈p3, 5〉, 〈�, 6〉, 〈p3, 7〉, 〈O, 8〉, 〈p1, 9〉}.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ΩΓ áóäåì îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè

α, β, . . .. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ΩO
Γ = {〈O, k〉 ∈ΩΓ}, Ω⊗Γ = {〈⊗, k〉 ∈ΩΓ},

Ω�Γ = {〈�, k〉 ∈ ΩΓ}, ΩAt+

Γ = {〈p, k〉 ∈ ΩΓ | p ∈ Var},ΩAt−

Γ = {〈p, k〉 ∈ ΩΓ |
p∈Var},ΩAt

Γ =ΩAt+

Γ ∪ΩAt−

Γ ,ΩO �
Γ =ΩO

Γ ∪Ω�Γ. Ïîëîæèì In(α, β) = {γ ∈ ΩΓ |
α < γ < β} ∪ {γ ∈ ΩΓ | β < γ < α}, Out(α, β) = ΩΓ − In(α, β)− {α, β}
è Prec(α) = {γ ∈ ΩΓ | γ < α}. Äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ α ∈ ΩΓ îáîçíà-

÷èì ÷åðåç δΓ(α) ðàçíîñòü |Prec(α) ∩ ΩO �
Γ | − |Prec(α) ∩ Ω⊗Γ |. Àíàëîãè÷íî

îáîçíà÷èì δΓ(α, β) = |In(α, β) ∩ ΩO�
Γ | − |In(α, β) ∩ Ω⊗Γ |. Ôàêòè÷åñêè, âå-

ëè÷èíà δΓ(α) ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ñóììàðíûì ÷èñëîì çíà÷êîâ O è �
è ÷èñëîì ñâÿçîê ⊗ ñëåâà îò âõîæäåíèÿ α, à δΓ(α, β) � ðàçíîñòè ìåæäó

ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè äëÿ èíòåðâàëà ìåæäó α è β.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈ΩΓ, E〉, ãäå E ⊂
ΩΓ × ΩΓ � ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, íàçûâàåòñÿ <Γ-ïëà-

íàðíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ð¼áåð (α1, α2), (β1, β2) ∈ E ëèáî In(α1, α2) ⊆
In(β1, β2), ëèáî In(β1, β2) ⊆ In(α1, α2), ëèáî In(α1, α2) ∩ In(β1, β2) = ∅.
Íåôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ΩΓ ðàñïîëî-

æåíû íà îñè àáñöèññ â ïîðÿäêå <Γ, òî ð¼áðà ãðàôà G ìîæíî íàðèñîâàòü

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèé.

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü Γ = ((p1 ⊗ p2) O(p3 ⊗ p3))((p2 ⊗ p1) O p4)p4, òîãäà

èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå ãðàô G = 〈Ω, E〉 ÿâëÿåòñÿ <Γ-ïëàíàðíûì.
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� p1 ⊗ p2 O p2 ⊗ p3 � p3 ⊗ p1 O p4 � p4

Îïðåäåëåíèå 3.5. Óïðîù¼ííîé ñåòüþ äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàåòñÿ ïà-

ðà N = 〈ΩΓ, E〉, ãäå E � ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, íàçûâàåìîå

ìíîæåñòâîì àêñèîìíûõ ñâÿçåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì:

1. |ΩO �
Γ | − |Ω

⊗
Γ | = 2,

2. E çàäà¼ò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ΩAt
Γ íà ïàðû, ïðè ýòîì â êàæäóþ ïàðó

âõîäÿò ýëåìåíòû 〈p, k〉 è 〈p, l〉 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé p ∈ Var.

3. ∀〈α, β〉 ∈ E (δΓ(α, β) = 1).

4. N ÿâëÿåòñÿ <Γ-ïëàíàðíûì ãðàôîì.

Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü Γ = (p2 ⊗ p3)p3(p2 ⊗ p1)p1, òîãäà èçîáðàæ¼ííûé íà

ðèñóíêå ãðàô N = 〈ΩΓ, E〉 ÿâëÿåòñÿ óïðîù¼ííîé ñåòüþ äîêàçàòåëüñòâà

äëÿ ñåêâåíöèè → Γ. Çàìåòèì, ÷òî ñåêâåíöèÿ → Γ âûâîäèìà â èñ÷èñëå-

íèè MCLL.

� p2 ⊗ p3 � p3 � p2 ⊗ p1 � p1

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.12 ðàáîòû [28].

Òåîðåìà 6. Äëÿ âñÿêîé âûâîäèìîé â MCLL ñåêâåíöèè Γ ñóùåñòâóåò

óïðîù¼ííàÿ ñåòü äîêàçàòåëüñòâà, òî åñòü ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå

E ∈ ΩAt
Γ × ΩAt

Γ , òàêîå ÷òî ãðàô N = 〈ΩΓ, E〉 áóäåò óïðîù¼ííîé ñåòüþ

äîêàçàòåëüñòâà.

3.4 Îöåíêè íà ÷èñëî âõîæäåíèé àòîìîâ â ñîâìåùà-

þùèé òèï

Â äàííîì ðàçäåëå íà îñíîâå óïðîù¼ííûõ ñåòåé äîêàçàòåëüñòâà ìû äîêà-

æåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé p è å¼ îòðè-
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öàíèÿ â ñîâìåñòèìûå òèïû A è B ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ÷èñëî âõîæäåíèé

ýòîé ïåðåìåííîé è å¼ îòðèöàíèÿ â ñîâìåùàþùèé òèï C. Â äàëüíåéøåì

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî âõîæäåíèé àòîìîâ p è p â ôîðìóëó A ÷åðåç |A|p
è |A|p . Ïðè ýòîì ïðè ïîäñ÷¼òå |A|p âõîæäåíèÿ p íå ó÷èòûâàþòñÿ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî åñëè α � íåêîòîðîå âõîæäåíèå àòîìà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôîðìóë Γ, òî ÷åðåç δΓ(α) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàðíûì ÷èñ-

ëîì âõîæäåíèé ïàðîâ è ðîìáîâ è ÷èñëîì òåíçîðîâ â ìíîæåñòâå ΩΓ ñëåâà

îò α.

Ïðèìåð 3.8. Ïóñòü A = (p1 ⊗ p2) O((p1 O p2) ⊗ p1), òîãäà |A|p1 = 2,

|A|p1 = 1, |A|p2 = |A|p2 = 1. Åñëè α � âõîæäåíèå àòîìà p2 â òèï A, òî

δA(α) = 2.

Äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 3.6. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ∈ Fm âåðíî, ÷òî d(A⊥) = −d(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû A. Â ñëó÷àå A ∈
At óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü A = B ⊗ C, òîãäà A⊥ = C⊥OB⊥

è d(A⊥) = d(C⊥) + 1 + d(B⊥) = −(d(B) + d(C) − 1) = −d(A). Ñëó÷àé

A = BOC ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 3.7. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ∈ Fm è ëþáîé ïåðåìåííîé p ∈ Var

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà |A|p = |A⊥|p è |A|p = |A⊥|p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû A.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü A ∈ Fm � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ

MCLL, p ∈ Var � ôîðìóëà, òàêàÿ ÷òî |A|p = 1 è α � åäèíñòâåí-

íîå âõîæäåíèå p â ôîðìóëó A. Ïóñòü α′ � åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå p

â ôîðìóëó A⊥, òîãäà δA⊥(α′) = δA(α)− d(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû A. Åñëè A = p,

òî δA⊥(α′) = 1 è δA(α) − d(A) = 1 − 0 = 1, áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.

Ïóñòü A = B ⊗ C, ñîîòâåòñòâåííî A⊥ = C⊥OB⊥, òîãäà âîçìîæíû

äâà ïîäñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêóþ èç ïîäôîðìóë âõîäèò
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ïåðåìåííàÿ p (äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû îòîæäåñòâèì âõîæäåíèÿ p â

A è â îäíó èç ïîäôîðìóë B è C). Ïóñòü îíà âõîäèò â ïîäôîðìóëó B,

òîãäà δA(α) = δB(α) è δA⊥(α′) = 1+d(C⊥)+1+(δB⊥(α′)−1) = 1−d(C)+

δB(α)−d(B) = −d(A)+δA(α), ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü ïóñòü p âõîäèò

â ïîäôîðìóëó C, òîãäà δA(α) = δC(α) − 1 + d(B), ïðè ýòîì δA⊥(α′) =

δC⊥(α′) = δC(α)− d(C) = δA(α)− (d(B) + d(C)− 1) = δA(α)− d(A), ÷òî

è áûëî íóæíî. Ñëó÷àé A = BOC ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü A,B ∈ Fm � ñîâìåñòèìûå ôîðìóëû, C � èõ ñîâ-

ìåùàþùàÿ ôîðìóëà. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè p ∈ Var � ïåðåìåííàÿ, òàêàÿ ÷òî |A|p = |B|p = 1 è |A|p =

|B|p = 0, à α è β � âõîæäåíèÿ p â A è B ñîîòâåòñòâåííî, òî

|C|p + |C|p > |δA(α)− δB(β)|+ 1.

2. Åñëè p ∈ Var � ïåðåìåííàÿ, òàêàÿ ÷òî |A|p = |B|p = 0 è |A|p =

|B|p = 1, à α è β � âõîæäåíèÿ p â A è B ñîîòâåòñòâåííî, òî

|C|p + |C|p > |δA(α)− δB(β)|+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâûé ïóíêò ëåììû, âòîðîé

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîâìåñòèìîñòè ñåêâåíöèè

→A⊥C è → B⊥C ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α′ è β′

åäèíñòâåííûå âõîæäåíèÿ àòîìà p â A⊥ è B⊥ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìå-

òèì, ÷òî â ñèëó ñîâìåñòèìîñòè ôîðìóë A è B è ëåììû 3.8 âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà δA⊥(α′) = δA(α) − d(A) = δA(α) − d(B) è ðàâåíñòâî

δB⊥(β′) = δB(β)−d(B), òàêèì îáðàçîì, δA⊥(α′)−δB⊥(β′) = δA(α)−δB(β).

Îáîçíà÷èì ýòó ðàçíîñòü ÷åðåç δ0, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü δ0 > 0.

Ïóñòü γ � íåêîòîðîå âõîæäåíèå àòîìà â ôîðìóëó C, îòîæäå-

ñòâèì åãî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âõîæäåíèÿìè ýòîãî æå àòîìà â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ôîðìóë A⊥C è B⊥C. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîâìåñòèìîñòè

ôîðìóë A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî δA⊥C(γ) = d(A⊥) + 1 + δC(γ) =

d(B⊥) + 1 + δC(γ) = δB⊥C(γ). Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç δ(γ).
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Ïî òåîðåìå 6 äëÿ ñåêâåíöèé→ A⊥C è→ B⊥C íàéäóòñÿ óïðîù¼í-

íûå ñåòè äîêàçàòåëüñòâà N1 è N2 ñ ìíîæåñòâàìè àêñèîìíûõ ñâÿçåé E1

è E2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ óïðîù¼ííîé ñåòè äîêàçàòåëüñòâà

íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âõîæäåíèé α0 = α′, α1, . . . , α2n = β′,

â êîòîðîé íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ íàõîäÿòñÿ âõîæäåíèÿ àòîìà p â ôîðìó-

ëó C, à íà ÷¼òíûõ � àòîìà p â ôîðìóëó C èëè (â ñëó÷àå α0 è α2n) â

ôîðìóëû A⊥ è B⊥ è äëÿ êîòîðîé äëÿ âñåõ i < n âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(α2i, α2i+1) ∈ E1, (α2i+1, α2i+2) ∈ E2. Çàìåòèì, ÷òî α0 < α1 è α2n < α2n−1

â ñìûñëå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ñåêâåíöèÿõ → A⊥C è → B⊥C. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî δ(α1) = δ(α0) + 1 è δ(α2n−1) = δ(α2n) + 1, ÷òî âëå÷¼ò

ðàâåíñòâî |δ(α1)− δ(α2n−1)| = δ0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòà 3 îïðåäåëåíèÿ óïðîù¼ííîé ñåòè äîêà-

çàòåëüñòâà äëÿ âñåõ i < 2n áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå |δ(αi)−δ(αi+1)| = 1.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî |δ(α1)− δ(α2n−1)| 6 2n− 2, òî åñòü 2n > δ0 + 2.

Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αi | 0 6 i 6 2n} âñå
âõîæäåíèÿ α1, . . . , α2n−1 ÿâëÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè ëèáî àòîìà p, ëèáî àòî-

ìà p â ôîðìóëó C, òî |C|p + |C|p > 2n− 1 > δ0 + 1 = |δA(α)− δB(β)|+ 1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3.9. Ïóñòü A = (q⊗p) O r, B = (qO p)⊗ r, òîãäà ôîðìóëû A è

B ñîâìåñòèìû, è C = (q ⊗ p) O pO(p⊗ r) � èõ ñîâìåùàþùàÿ ôîðìóëà.

Ïóñòü α è β � âõîæäåíèÿ àòîìà p â ôîðìóëû A è B ñîîòâåòñòâåííî, α′

è β′ � âõîæäåíèÿ àòîìà p â ôîðìóëû A⊥ è B⊥. Çàìåòèì, ÷òî δA(α) −
δB(β) = δA⊥(α′)− δB⊥(β′) = 2, òîãäà ïî ëåììå 3.9 |C|p + |C|p > 3.

� r ⊗ p O q

� r O p ⊗ q

� q ⊗ p O p O p ⊗ r

Ðèñ. 3.1: Èëëþñòðàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.9.
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Îòíîøåíèÿ E1 è E2 èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.9 ïîêàçàíû íà ðè-

ñóíêå 3.1. Ïóòü ïî îòíîøåíèþ E1∪E2 èç α′ â β′ îáîçíà÷åí óòîëù¼ííûìè

ëèíèÿìè.

Ëåììà 3.10. Ïóñòü A,B ∈ Fm � ñîâìåñòèìûå ôîðìóëû, à q � ïå-

ðåìåííàÿ, òàêàÿ ÷òî |A|q = |A|q = 1 è |B|q = |B|q = 0. Ïóñòü

âõîæäåíèÿ α è β àòîìîâ q è q â ôîðìóëó A óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|δA(α) − δA(β)| 6= 1. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû C, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ñîâìåùàþùåé äëÿ A è B, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |C|q + |C|q >

|δA(α)− δA(β)|+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α′ è β′ âõîæäåíèÿ q è q â ôîðìó-

ëó A⊥, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîæäåíèÿì α è β. Òîãäà ïî ëåììå 3.8 èìååì

δA⊥(α′) − δA⊥(β′) = (δA(α) − d(A)) − (δA(β) − d(A)) = δA(α) − δA(β).

Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç δ0, òîãäà ïî óñëîâèþ ëåììû δ0 6= 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ δ0 6= 1 âõîæäåíèÿ α′ è β′ íå ìî-

ãóò áûòü ñâÿçàíû àêñèîìíîé ñâÿçüþ. Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì ëåììû 3.9

è ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè å¼ äîêàçàòåëüñòâå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî íàé-

ä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β1, α1, . . . , βk, αk ∈ ΩAt
C , ÷òî âñå βj ÿâ-

ëÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè àòîìà q, à âñå αj � âõîæäåíèÿìè àòîìà q, ïðè

ýòîì äëÿ âñåõ i 6 k âåðíî, ÷òî (βi, αi) ∈ E2, äëÿ âñåõ i < k âåðíî,

÷òî (αi, βi+1) ∈ E1, à òàêæå (α′, β1) ∈ E1 è (αk, β
′) ∈ E1. Çàìåòèì, ÷òî

δ(β1)− δ(αk) = δ(α′)− δ(β′) = δ0. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîëó-

÷àåì, ÷òî |δ0| < 2k−1, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3.10. Ïóñòü A = pO qO qO p,B = sO tO tO s, òîãäà ôîðìó-

ëû A è B ñîâìåñòèìû, à C � èõ ñîâìåùàþùàÿ ôîðìóëà. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç α è β âõîæäåíèÿ àòîìîâ p è p â ôîðìóëó A, òîãäà δA(α)−δA(β) = −3.

Ïî ëåììå 3.10 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |C|p + |C|p > 4. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì âåðíî íåðàâåíñòâî |C|s + |C|s > 4.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó A ∈ Fm òîíêîé, åñëè äëÿ âñÿêîé

ïåðåìåííîé p ∈ Var âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ |A|p 6 1 è |A|p 6 1. Ïåðå-
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ìåííàÿ p íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíîé äëÿ A, åñëè |A|p = |A|p = 1. Åñëè

ïåðåìåííàÿ p íå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé äëÿ òîíêîé ôîðìóëû A, íî A

ñîäåðæèò îäèí èç àòîìîâ p è p, òî äàííûé àòîì áóäåì íàçûâàòü îäè-

íî÷íûì. Ïàðà òîíêèõ ñîâìåñòèìûõ ôîðìóë A,B íàçûâàåòñÿ òîíêîé,

åñëè äàííûå ôîðìóëû íå ñîäåðæàò îáùèõ íåéòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Åñ-

ëè |A|π = 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç γA(pi) âõîæäåíèå àòîìà π â ôîðìóëó A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(A) ñóììó
∑
p

(|δA(γA(p), γA(p))| + 1), ãäå p ïðîáåãà-

åò âñå íåéòðàëüíûå äëÿ A ïåðåìåííûå, òàêèå ÷òî δA(γA(p), γA(p)) 6= 1.

Åñëè A è B îáðàçóþò òîíêóþ ïàðó, îáîçíà÷èì ÷åðåç E(A,B) ñóììó∑
π

(|δA(γA(π))− δB(γB(π))|+ 1), ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì îäè-

íî÷íûì àòîìàì π (â ñèëó ñîâìåñòèìîñòè ìíîæåñòâî îäèíî÷íûõ àòîìîâ

äëÿ A è B ñîâïàäàåò). Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

ëåìì 3.9 è 3.10.

Ëåììà 3.11. Äëÿ ëþáîé òîíêîé ïàðû ñîâìåñòèìûõ ôîðìóë A è B è

ëþáîé ôîðìóëû C, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâìåùàþùåé äëÿ A è B, âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî l(C) > D(A) +D(B) + E(A,B).

3.5 Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè

Çàäà÷åé äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

äàííîé ãëàâû:

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáûõ k è l îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè íàéäóòñÿ òàêèå

ñîâìåñòèìûå òèïû T è U èñ÷èñëåíèÿ L∗ (èñ÷èñëåíèÿ L) äëèíû k è l

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî òèïà C, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîâìå-

ùàþùèì äëÿ T è U , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî l(C) > k2+l2

8 + k+l
4 − 9.

Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ âñåõ k, l > 1 ìû ïîñòðîèì ôîðìóëû Ak, Bl èñ-

÷èñëåíèÿ MCLL, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåâîäàìè íåêîòîðûõ òèïîâ Tk è Ul èñ-

÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà, òàêèå ÷òî l(Ak) = k, l(Bl) = l è D(Ak) + D(Bl) +

E(Ak, Bl) > k2+l2

8 + k+l
4 −9. Âñëåäñòâèå ëåììû 3.11 èç ñóùåñòâîâàíèÿ äàí-

íûõ òèïîâ áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà äëèíó êðàò÷àé-
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øåé ñîâìåùàþùåé ôîðìóëû â èñ÷èñëåíèè MCLL, à çíà÷èò, è íà äëèíó

ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè L∗. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ðàç-

äåëà ñîäåðæèò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìûõ òèïîâ è äîêàçàòåëüñòâî

ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Pr ïðèìèòèâíûõ òèïîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

ïåðåìåííûõ Var è ñîäåðæèò äëÿ âñÿêîãî i ýëåìåíòû pi, ri, si, ti, ïðè÷¼ì

âñå òàêèå ïðèìèòèâíûå òèïû ðàçëè÷íû. Äëÿ êàæäîãî i > 0 èíäóêòèâíî

îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå òèïû Vi,Wi ñëåäóþùèì îáðàçîì: Vi = (pi ·
. . . ·p1)/(q1 · . . . ·qi), W1 = p1/q1, Wi+1 = pi+1/(qi+1/Wi). Òàêæå îïðåäåëèì

äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k òèï Tk. Åñëè k = 4i, òî Tk = Vi \Wi. T4i+2

ïîëó÷àåòñÿ èç T4i çàìåíîé âõîæäåíèé ïðèìèòèâíîãî òèïà p1 íà òèï p1·p0,

T2 ïîëàãàåì ðàâíûì p1/q1. Äëÿ íå÷¼òíûõ k îïðåäåëèì Tk = p′ ·Tk−1, ãäå

p′ � íîâûé ïðèìèòèâíûé òèï, T1 = p′. Òèï Uk ïîëó÷àåòñÿ èç Tk çàìåíîé

âñåõ âõîæäåíèé pj íà rj è qj íà tj.

Ïðèìåð 3.11.

T1 =U1 =p′, T2 =p1/q1, U2 =r1/t1,

T3 =p′ ·(p1/q1), U3 =p′ ·(r1/t1),

T4 =(p1/q1) \(p1/q1), U4 =(r1/t1) \(r1/t1)

T5 =p′ ·((p1/q1) \(p1/q1), U5 =p′ ·((r1/t1) \(r1/t1)),

T6 =((p1 ·p0)/q1) \((p1 ·p0)/q1), U6 =((r1 ·r0)/t1) \((r1 ·r0)/t1),

T7 =p′ ·(((p1 ·p0)/q1) \((p1 ·p0)/q1)),

U7 =p′ ·(((r1 ·r0)/t1) \((r1 ·r0)/t1)),

T8 =((p2 ·p1)/(q1 ·q2)) \(p2/(q2/(p1/q1))),

U8 =((r2 ·r1)/(t1 ·t2)) \(r2/(t2/(r1/t1))).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak è Bl ïåðåâîäû òèïîâ Tk è Ul â ëèíåéíóþ ëî-

ãèêó. Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ òèïîâ è ôîðìóë. Ïóñòü

A � òîíêàÿ ôîðìóëà, à p ∈ Var, òîãäà â äîêàçûâàåìîé íèæå ëåììå áó-

äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç αA(p) è βA(p) âõîæäåíèÿ àòîìîâ p è p â ôîðìóëó

A (â ñëó÷àå åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ).

Ëåììà 3.12.
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1. Äëÿ ëþáîãî m âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà dV̂me = pm ⊗ . . . ⊗ p1 O

q1 O . . .O qm, dŴme = pm O . . .O p1 O q1 ⊗ . . .⊗ qm.
2. JAkK = JTkK = ε, åñëè k ÷¼òíî, JAkK = JTkK = p′, åñëè k íå÷¼òíî.

3. d(Ak) = 1, åñëè k ÷¼òíî, d(Ak) = 0, åñëè k íå÷¼òíî.

4. Ïóñòü ÷èñëà i, k,m òàêîâû, ÷òî m = bk4c è 0 < i 6 m, òîãäà

δAk
(αAK

(pi))−δAk
(βAK

(pi)) = δAk
(αAK

(qi))−δAk
(βAK

(qi)) = 1+2(m−
i). Åñëè k > 4 è k− 4m ∈ {2, 3}, òî δAk

(αAK
(p0))− δAk

(βAK
(p0)) =

2m− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîâà dV̂me è dŴme âû÷èñëÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïå-

ðåâîäà òèïîâ èç èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ öèêëè÷å-

ñêóþ ëèíåéíóþ ëîãèêó. Èç ïóíêòà 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d(V̂m) = d(Ŵm) = 1, ïîñëå ýòîãî èç ðàâåíñòâà

A4m = V̂ ⊥m O Ŵm è ëåììû 3.6 ïîëó÷àåì, ÷òî d(A4m) = −d(V̂m) + 1 +

d(Ŵm) = 1. Òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d(A4m+2) = 1. Äëÿ

íå÷¼òíûõ k óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà Ak = p′ ⊗ Ak−1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m âåðíî ïðåäñòàâëåíèå JVmK =

JWmK = pm . . . p1q
−1
1 . . . q−1

m . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî JT4mK = JVmK−1JWmK =

ε. Ñõîæèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî JT4m+2K = ε. Äëÿ íå÷¼òíûõ

k èç ðàâåíñòâà Ak = p′ ⊗ Ak−1 âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî JTkK = p′.

Ðàâåíñòâî JAkK = JTkK ñëåäóåò èç ëåììû 3.3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïåðâûå 3 ïóíêòà ëåììû. Äîêàæåì

÷åòâ¼ðòûé ïóíêò. Ïóñòü k = 4m, òîãäà Ak = V̂ ⊥m O Ŵm. Ñîîòâåòñòâåííî,

δAk
(αAk

(pi)) = δAk
(α

Ŵm
(pi)) = 2 + d(V̂ ⊥m ) + δ

Ŵm
(α

Ŵm
(pi)) = 1 + (m − i).

Àíàëîãè÷íî δAk
(βAk

(pi)) = δAk
(βV̂ ⊥m

(pi)) = δV̂ ⊥m
(βV̂ ⊥m

(pi)) = δV̂m(αV̂m(pi))−
d(V̂m) = 1 + (i −m) − 1 = i −m. Òàêæå δAk

(αAk
(qi)) = δV̂ ⊥m

(αV̂ ⊥m
(qi)) =

δV̂m(βV̂m(qi)−1 = m− i+ 1 è δAk
(βAk

(qi)) = 1 + δ
Ŵm

(β
Ŵm

(qi)) = m+ 2− i.
Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà 4 äëÿ ñëó÷àåâ k = 4m è k =

4m+ 1. Â ñëó÷àå k ∈ {4m+ 2, 4m+ 3} ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 3.13.
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1. Äëÿ ëþáîãî ÷¼òíîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D(Ak) > k2

8 + k
2−

9
2.

2. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D(Ak) > k2

8 +
k
4 − 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè m = bk4c è m − 4k < 2, òî ìíîæå-

ñòâî íåéòðàëüíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ôîðìóëû Ak ðàâíî â òî÷íîñòè {pi, qi |
1 6 i 6 k}. Â ñëó÷àå åñëè k − 4m ∈ {2, 3} â ýòî ìíîæåñòâî äîáàâëÿåòñÿ
ïåðåìåííàÿ p0. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.12, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè k = 4m âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî D(Tk) = 2
m∑
i=2

((2i−1)+1) = 2(m2 +m−2) = k2

8 + k
2−4,

÷òî è áûëî íóæíî. Ïðè k = 4m+2 èìååìD(Tk) = 2
k∑
i=2

((2i−1)+1)+2m =

2(m2 + 2m − 2) = (k−2)2

8 + (k − 2) − 4 = k2

8 + k
2 −

9
2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äëÿ ÷¼òíûõ k ëåììà äîêàçàíà.

Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé íå÷¼òíûõ k. Ïðè ýòîì D(Tk) = D(Tk−1), ïîýòîìó

ïðè k = 4m+ 1 ìîæíî çàïèñàòü D(Tk) = (k−1)2

8 + k−1
2 − 4 = k2

8 + k
4 − 43

8 >
k2

8 + k
4−5. Ïðè k = 4m+3 àíàëîãè÷íî èìååì D(Tk) = (k−1)2

8 + (k−1)
2 −

9
2 =

k2

8 + k
4 − 47

8 >
k2

8 + k
4 − 5, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ðàâíûì îáðàçîì ïðèìå-

íèìû è ê ôîðìóëàì Bl. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì äîêàçàòü èñêîìóþ íèæíþþ

îöåíêó íà ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáûõ k è l îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè íàéäóòñÿ òàêèå

ñîâìåñòèìûå ôîðìóëû A è B èñ÷èñëåíèÿ MCLL äëèíû k è l ñîîòâåò-

ñòâåííî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû C, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâìåùàþùåé

äëÿ A è B, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî l(C) > k2+l2

8 + k+l
4 − 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå A è B îïðåäåë¼ííûå â äàííîì

ðàçäåëå ôîðìóëû Ak è Bl. Îíè ñîâìåñòèìû â ñèëó ëåììû 3.12 è êðè-

òåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè. Ïóñòü C � èõ ñîâìåùàþùàÿ ôîðìóëà, òîãäà ïî

ëåììå 3.11 èìååì l(C) > D(Ak)+D(Bl)+E(Ak, Bl). Â ñëó÷àå ÷¼òíûõ k, l

ïîëó÷èì D(Ak) > k2

8 + k
2 −

9
2 , D(Bl) > l2

8 + l
2 −

9
2 , E(Ak, Bl) = 0, ÷òî ïðè

ñóììèðîâàíèè äà¼ò l(C) > k2+l2

8 + k+l
2 −9 > k2+l2

8 + k+l
4 −9. Ïðè íå÷¼òíûõ
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k, l èìååì D(Ak) > k2

8 + k
4 − 5, D(Bl) > l2

8 + l
4 − 5, E(Ak, Bl) = 1, ÷òî ïðè

ñóììèðîâàíèè äà¼ò l(C) > k2+l2

8 + k+l
4 − 9, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííûå â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû Ak è

Bl ÿâëÿþòñÿ ïåðåâîäàìè òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ââåä¼ííîé â ðàçäåëå 3.2 âåëè÷èíû MMCLL
j (l1, l2) âåðíà îöåíêà

MMCLL
j (l1, l2) > k2+l2

8 + k+l
4 −9. Èç ëåììû 3.5 âûòåêàåò àíàëîãè÷íàÿ îöåí-

êà íà ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñîâìåùàþùåãî òèïà â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà,

òî åñòü íà âåëè÷èíó Mj(l1, l2).

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáûõ k è l îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè íàéäóòñÿ òàêèå

ñîâìåñòèìûå òèïû T è U èñ÷èñëåíèÿ L∗ (èñ÷èñëåíèÿ L) äëèíû k è l

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî òèïà C, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîâìå-

ùàþùèì äëÿ T è U , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî l(C) > k2+l2

8 + k+l
4 − 9.

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

îöåíêà:

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîãî ÷¼òíîãîm íàéäóòñÿ ñîâìåñòèìûå òèïû T è

U èñ÷èñëåíèÿ L∗ (èñ÷èñëåíèÿ L), òàêèå ÷òî l(T )+l(U) = m è äëÿ âñÿêîãî

òèïà C, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîâìåùàþùèì äëÿ T è U , âåðíî íåðàâåíñòâî

l(C) > m2

16 + m
4 − 9.
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Ãëàâà 4

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè

çàìåùåíèÿ

4.1 Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ åäèíèöåé

Äàííàÿ ãëàâà ñîäåðæèò èçâåñòíûå òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ

òàê íàçûâàåìûõ ¾ðàçðûâíûõ¿ îïåðàöèé íàä ÿçûêàìè è èñ÷èñëåíèÿ Ëàì-

áåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ. Âíà÷àëå îïðåäåëèì èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà

ñ åäèíèöåé L1 ([19]). Ïóñòü êîíñòàíòà I íå âõîäèò â ìíîæåñòâî ïðè-

ìèòèâíûõ òèïîâ Pr, òîãäà òèïû èñ÷èñëåíèÿ L1 ñòðîÿòñÿ èç ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà Pr∪ {I} ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê \, / è ·. Àêñèîìàòèêà èñ÷èñëåíèÿ
L1 ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîìàòèêè èñ÷èñëåíèÿ L∗ äîáàâëåíèåì àêñèîìû→ I

è ïðàâèëà âûâîäà
Γ∆→ A

ΓI∆→ A.

Êàê è â èñ÷èñëåíèè L∗, â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ åäèíèöåé äîïó-

ñòèìî ïðàâèëî ñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, èñ÷èñëåíèå L1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïîäôîðìóëüíîñòè, òî åñòü â âûâîäå ñåêâåíöèè ó÷àñòâóþò òîëüêî ïîä-

òèïû âõîäÿùèõ â íå¼ òèïîâ. Èç ñâîéñòâà ïîäôîðìóëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ èñ÷èñëåíèÿ L∗, âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè L1, ÿâëÿåò-

ñÿ âûâîäèìîé è â èñõîäíîì èñ÷èñëåíèè L1. Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ

êîíñåðâàòèâíîñòüþ èñ÷èñëåíèÿ L1 íàä L∗.

Â ãëàâå 5 íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íåñåêâåíöèàëüíóþ âåð-
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ñèþ èñ÷èñëåíèÿ L1, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç HL1. Äàííîå

èñ÷èñëåíèå òàêæå áûëî ââåäåíî â [19]. Îíî çàäà¼òñÿ àêñèîìàìè âèäà

A → A, ãäå A � ïðîèçâîëüíûé òèï èñ÷èñëåíèÿ L1, è ïðèâåä¼ííûìè

íèæå ïðàâèëàìè âûâîäà:

A→ C/B

A ·B → C

A ·B → C

A→ C/B

B → A \C
A ·B → C

A ·B → C

B → A \C,

àêñèîìàìè äëÿ êîíñòàíòû I:

A · I ↔ A↔ I · A,

ãäå çàïèñü B ↔ C îçíà÷àåò, ÷òî îáå ñåêâåíöèè B → C è C → B ÿâëÿ-

þòñÿ àêñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ HL1, à òàêæå ïðàâèëîì òðàíçèòèâíîñòè:

A→ B B → C

A→ C

Èñ÷èñëåíèÿ L1 è HL1 ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. [19]), à èìåí-

íî, âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè A1 · . . . ·Ar → B, ãäå r > 0, â èñ÷èñëåíèè HL1

ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè A1 . . . Ar → B â èñ÷èñëåíèè L1, à

âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè→ B â èñ÷èñëåíèè L1 ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè I → B â èñ÷èñëåíèè HL1.

4.2 Ðàçðûâíûå îïåðàöèè íàä ÿçûêàìè

Â ëèíãâèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ äîïîëíèòåëüíî ê îïåðàöèè êîíêàòåíà-

öèè óäîáíî ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ îïåðàöèþ çàìåùåíèÿ, ïîçâîëÿþùóþ

îïåðèðîâàòü ðàçðûâíûìè ñèíòàêñè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùèìè. Ïóñòü 1 �

íåêîòîðûé âûäåëåííûé ýëåìåíò, íå ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå Σ, êî-

òîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçäåëèòåëåì. Îáîçíà÷èì Σ1 = Σ ∪ {1}.
Äëÿ êàæäîãî ñëîâà w ∈ Σ∗1 îïðåäåëèì åãî ñîðò s(w), ðàâíûé |w|1,
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òî åñòü ÷èñëó âõîæäåíèé ðàçäåëèòåëÿ â w. Íà ìíîæåñòâå Σ1 äëÿ âñÿ-

êîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî j îïðåäåëèì ÷àñòè÷íóþ áèíàðíóþ îïå-

ðàöèþ j-çàìåùåíèÿ �j, ñîñòîÿùóþ â çàìåíå j-ãî ñëåâà ðàçäåëèòåëÿ

â ïåðâîì àðãóìåíòå äàííîé îïåðàöèè íà å¼ âòîðîé àðãóìåíò. Â ñëó-

÷àå åñëè ïåðâûé àðãóìåíò îïåðàöèè �j ñîäåðæèò ìåíåå j ðàçäåëè-

òåëåé, ðåçóëüòàò å¼ ïðèìåíåíèÿ íå îïðåäåë¼í. Îïåðàöèÿ j-çàìåùåíèÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà ôîðìàëüíûå ÿçûêè ïî ïðàâèëó

L1 �j L2 = {w1 �j w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}. Îïðåäåëèì òàêæå áèíàðíûå

îïåðàöèè ↓j, ↑j, ïîëîæèâ L1 ↓j L2 = {w ∈ Σ∗1 | ∀w1 ∈ L1 (w1 �j w ∈ L2)},
L1 ↑j L2 = {w ∈ Σ∗1 | ∀w2 ∈ L2 (w �j w2 ∈ L1)}.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü L1 = {a1a, a1b}, L2 = {a}. Òîãäà L1↑1L2 =

{11a, 11b}, L1↑2L2 = {a11}, L1↓1L2 = ∅, L1 �1 L2 = {aab, aaa}.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îïåðàöèé.

Ëåììà 4.1. Äëÿ âñÿêîãî j è ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ L1, L2, L ⊂ Σ∗1 ðàâ-

íîñèëüíû óñëîâèÿ:

1. L1 �j L2 ⊆ L,

2. L1 ⊆ L ↑j L2,

3. L2 ⊆ L1 ↓j L.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè �j, ↑j è ↓j äëÿ âñÿêîãî j ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ðàçðûâíûé àíàëîã îïåðàöèé ·, /, \.

4.3 Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ

Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ ïîçâîëÿåò äîïîëíèòåëü-

íî ê ñòàíäàðòíûì îïåðàöèÿì ·, \, / ðàññìàòðèâàòü òàêæå è îïåðàöèè

�j, ↑j, ↓j äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî j. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîò-

ðèì íåñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ,
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ââåä¼ííîå Î. Âàëåíòèíîì â [32]. Îíî ýêâèâàëåíòíî ñåêâåíöèàëüíîìó èñ-

÷èñëåíèþ DL, âïåðâûå èçó÷àâøåìóñÿ â ðàáîòå [21], êîòîðîå áóäåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ â ãëàâå 6.

Ïóñòü äàíî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ òèïîâ PrD, íà êî-

òîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ ñîðòà s : PrD → N. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûäåëåíû
äâà ýëåìåíòà I, J /∈ PrD. Ìíîæåñòâî Base = PrD ∪ {I, J} áóäåì íàçû-

âàòü ìíîæåñòâîì áàçîâûõ òèïîâ, äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ s : Base → N,
ïîëîæèâ s(I) = 0 è s(J) = 1. Òèïû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè

çàìåùåíèÿ ñòðîÿòñÿ èç áàçîâûõ òèïîâ ñ ïîìîùüþ áèíàðíûõ ñâÿçîê \, /, ·,
à òàêæå ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà áèíàðíûõ ñâÿçîê ↑k, ↓k,�k, ãäå k ∈ N, k > 1.

Ïåðâûå òðè ñâÿçêè èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñòàíäàðòíîì èñ÷èñëå-

íèè Ëàìáåêà, à êàæäàÿ èç òðîåê {�k, ↑k, ↓k} ïðåäñòàâëÿåò ðàçðûâíûé

àíàëîã òðîéêè {·, /, \}. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òèïû áîëüøèìè ëàòèí-

ñêèìè áóêâàìè A,B, . . ., âîçìîæíî ñ íèæíèìè èíäåêñàìè. Ôîðìàëüíî

ìíîæåñòâî òèïîâ TpD çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì ðåêóðñèâíûì îïðåäåëåíèåì:

1. Äëÿ âñåõ òèïîâ A,B ∈ TpD, òàêèõ ÷òî s(A) > s(B), òàêæå (A/B) ∈
TpD, (B \A) ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(A/B) = s(B \A) = s(A)− s(B).

2. Äëÿ âñåõ òèïîâ A,B ∈ TpD òàêæå (A ·B) ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(A ·B) =

s(A) + s(B).

3. Äëÿ âñåõ òèïîâ A,B ∈ TpD, òàêèõ ÷òî s(B) > 1 è s(A) > s(B)− 1,

è âñåõ k 6 s(B) òàêæå B ↓k A ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(B ↓k A) = s(A) −
s(B) + 1.

4. Äëÿ âñåõ òèïîâ A,B ∈ TpD, òàêèõ ÷òî s(A) > s(B), è âñåõ

k 6 s(A) − s(B) + 1 òàêæå (A ↑k B) ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(A ↑k B) =

s(A)− s(B) + 1.

5. Äëÿ âñåõ òèïîâ A,B ∈ TpD, òàêèõ ÷òî s(A) > 1, è âñåõ k 6 s(A)

òàêæå (A�k B) ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(A�k B) = s(A) + s(B)− 1.

Ñåêâåíöèÿìè äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà

A → B, òàêèå ÷òî A,B ∈ TpD è s(A) = s(B), âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

A → B áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç HDL ` A → B. Àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ
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HDL èìåþò âèä A→ A, A ∈ TpD, íèæå ïðèâåäåíû ïðàâèëà âûâîäà äëÿ

ñâÿçîê äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ:

A→ C/B

A ·B → C

A ·B → C

A→ C/B

B → A \C
A ·B → C

A ·B → C

B → A \C
A→ C ↑j B
A�j B → C

A�j B → C

A→ C ↑j B
B → A ↓j C
A�j B → C

A�j B → C

B → A ↓j C

à òàêæå ñòðóêòóðíûå ïîñòóëàòû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ àêñèîìû äëÿ êîí-

ñòàíò (çàïèñü B ↔ C îçíà÷àåò, ÷òî îáå ñåêâåíöèè B → C è C → B

ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ HDL):

A · I ↔ A↔ I · A,
J �1 A ↔ A↔ A�j J, åñëè j 6 s(A),

àêñèîìû àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñâÿçîê:

(A ·B) · C ↔ A · (B · C),

(A�i B)�j C ↔ (A�j C)�i+s(B)−1 B, åñëè j < i,

(A�i B)�j C ↔ A�j (B �j−i+1 C), åñëè i 6 j < i+ s(B),

(A�i B)�j C ↔ (A�j+1−s(B) C)�i B, åñëè i+ s(B) 6 j,

àêñèîìû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ¾íåïðåðûâíûìè¿ è ¾ðàçðûâíûìè¿

ñâÿçêàìè:

A ·B ↔ (A · J)�s(A)+1 B ↔ (J ·B)�1 A

è ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè:

A→ B B → C

A→ C

Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ñêîáêè â òèïàõ âèäà (A·B)·C, ïîëüçóÿñü
àññîöèàòèâíîñòüþ ñâÿçêè ·, ïî òîé æå ïðè÷èíå áóäåì ïèñàòü A \B/C
âìåñòî (A \B)/C è A \(B/C).
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Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü s(A) = s(B) = 1, òîãäà ñåêâåíöèÿ (A ↑1B) ↓1A →
A/(B \A) âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè HDL. Ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä ïðè-

âåäåí íèæå.

B \A→ B \A
B · (B \A)→ A

(J · (B \A))�1 B → A

J · (B \A)→ A ↑1B

(A ↑1B) ↓1A→ (A ↑1B) ↓1A

A ↑1B → A ↑1((A ↑1B) ↓1A)

J · (B \A)→ A ↑1((A ↑1B) ↓1A)

(J · (B \A))�1 ((A ↑1B) ↓1A)→ A

((A ↑1B) ↓1A) · (B \A)→ A

(A ↑1B) ↓1A→ A/(B \A)

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ïðàâèë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìû-

ìè â èñ÷èñëåíèè HDL è õàðàêòåðèçóþò ìîíîòîííîñòü ñâÿçîê äàííîãî

èñ÷èñëåíèÿ. Äîïóñòèìîñòü äàííûõ ïðàâèë ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåä-

ñòâåííî, îñíîâûâàÿñü íà àêñèîìå òðàíçèòèâíîñòè.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ñîðòà òèïîâ A1, B1, A2, B2 òàêîâû, ÷òî âñå òèïû,

âõîäÿùèå â ïðàâèëà, êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Òîãäà ñëåäóþùèå ïðàâèëà

ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â èñ÷èñëåíèè HDL:

A1 → A2 B1 → B2

A1 ·B1 → A2 ·B2

A1 → A2 B1 → B2

A1 �j B1 → A2 �j B2

A1 → A2 B1 → B2

A1/B2 → A2/B1

A1 → A2 B1 → B2

B2 \A1 → B1 \A2

A1 → A2 B1 → B2

A1 ↑j B2 → A2 ↑j B1

A1 → A2 B1 → B2

B2 ↓j A1 → B1 ↓j A2 .

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü òèïû A è B ðàâíîñèëüíû â èñ÷èñëåíèè HDL,

òîãäà çàìåíà íåêîòîðûõ âõîæäåíèé òèïà A íà òèï B íå âëèÿåò íà âû-

âîäèìîñòü ñåêâåíöèè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñåêâåíöèè ñ òèïàìè, ñî-

äåðæàùèìè ñâÿçêè \, /, · è êîíñòàíòó I, òî ìû ïîëó÷èì íåñåêâåíöèàëü-

íóþ àêñèîìàòèêó äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L1. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ,
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âûâîäèìàÿ â L1, áóäåò âûâîäèìà è â HDL. Áîëåå òîãî, åñëè ñåêâåíöèÿ

èñ÷èñëåíèÿ L1 îêàæåòñÿ âûâîäèìîé â èñ÷èñëåíèè HDL, òî îíà áóäåò âû-

âîäèìà è â ñàìîì èñ÷èñëåíèè L1, òî åñòü èñ÷èñëåíèå HDL êîíñåðâàòèâíî

íàä L1. Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ïîäôîðìóëüíîñòè ýêâè-

âàëåíòíîãî ñåêâåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ DL, èçó÷àåìîãî â ãëàâå 6. Ïî

ýòîé æå ïðè÷èíå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â âûâîäå ñåêâåíöèè âñòðå÷àþòñÿ

òîëüêî òå ïðèìèòèâíûå òèïû, êîòîðûå âõîäÿò â ñàìó ñåêâåíöèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tpk ìíîæåñòâî òèïîâ, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè îãðà-

íè÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî ñîðòà òèïîâ ÷èñëîì k. Åñëè çàïðåòèòü â âû-

âîäàõ ñåêâåíöèé òèïû íå èç Tpk, òî ïîëó÷èòñÿ èñ÷èñëåíèå HDLk. Êàê

è èñ÷èñëåíèå HDL, âñå èñ÷èñëåíèÿ HDLk ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè

ðàñøèðåíèÿìè èñ÷èñëåíèÿ L1.

Äîêàæåì âàæíóþ ñòðóêòóðíóþ ëåììó, ïîêàçûâàþùóþ âçàèìî-

ñâÿçü ìåæäó îïåðàöèÿìè · è �j.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü òèïû A,B,C ∈ Tpk òàêîâû, ÷òî A · B ∈ Tpk è

s(A) + s(B) + s(C) 6 k + 1, òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè j 6 s(A), òî (A ·B)�j C ↔ (A�j C) ·B.
2. Åñëè s(A) < j 6 s(A) + s(B), òî (A ·B)�j C ↔ A · (B �j−s(A) C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî. Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî òèïû (A·B)�jC è (A�jC)·B
êîððåêòíû è ïðèíàäëåæàò Tpk. Òîãäà â ñèëó àêñèîì àññîöèàòèâíîñòè,

àêñèîìû äëÿ êîíñòàíòû J , à òàêæå ñëåäñòâèÿ 4.1 èìååì (A ·B)�j C ↔
((J ·B)�1A)�jC ↔ (J ·B)�1(A�jC)↔ (A�jC)·B, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ j 6 s(A) âûòåêàåò, ÷òî s(J ·B) 6 s(A ·B) 6 k

è ïîýòîìó J ·B ∈ Tpk, à òàêæå ÷òî (J ·B)�1 A ∈ Tpk. Òàêèì îáðàçîì,

äàííûé âûâîä íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì íå òîëüêî â èñ÷èñëåíèè

HDL, íî è â èñ÷èñëåíèè HDLk, ÷åì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåé-

øåì.
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4.4 Ìîäåëè èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çà-

ìåùåíèÿ

Åñëè òèïû ñòàíäàðòíîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê

ìíîæåñòâà ñëîâ íàä íåêîòîðûì àëôàâèòîì Σ, à ñâÿçêè ·, \ è /� êàê ñîîò-

âåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè, òî òèïû èñ÷èñëåíèÿ

Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæå-

ñòâà ñëîâ íàä ðàñøèðåííûì àëôàâèòîì Σ1 = Σ ∪ {1}, ãäå 1 � âûäåëåí-

íûé ðàçäåëèòåëü (ñì. ðàçäåë 4.2). Ïîíÿòèå ÿçûêîâîé ìîäåëè äëÿ èñ÷èñ-

ëåíèÿ HDL ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå

1.4 äëÿ èñ÷èñëåíèé L è L∗. À èìåííî, ÿçûêîâîé ìîäåëüþ áóäåì íàçûâàòü

ïàðó M = 〈Σ, Int〉, ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, à Int : TpD → P(Σ∗1) �

îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Int(p) ⊆ {w ∈ Σ∗1 | |w|1 = s(p)}, åñëè p ∈ PrD.

2. Int(I) = {ε}.
3. Int(J) = {1}.
4. Int(A ? B) = (Int(A) ? Int(B)) ∩ {w ∈ Σ∗1 | |w|1 = s(A ? B)} äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ñâÿçêè ? èñ÷èñëåíèÿ HDL. Ïðè ýòîì ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òèï A ? B îïðåäåë¼í.

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü s(A) = 1, s(B) = 0, Int(A) = {a1a, a1b}, Int(B) =

{a}. Â ýòîì ñëó÷àå Int(A · B) = {a1aa, a1ba}, Int(A/B) = {a1},
Int(B \A) = {1b, 1a}, Int(A↑1B) = {11b, 11a}, Int(A↑2B) = {a11},
Int(A ↓1B) = ∅, Int(A�1 B) = {aab, aaa}.

Ïðèìåð 4.4. Ïóñòü Σ = {a, b}, s(A) = s(B) = 0, Int(A) = {b}, Int(B) =

{a}. Â ýòîì ñëó÷àå Int(A/B) = ∅, òîãäà s(A ↑1(A/B)) = 1 è ïî îïðåäå-

ëåíèþ Int(A ↑1(A/B)) = {w ∈ Σ∗1 | s(w) = 1} = {u1v | u, v ∈ Σ∗}.

Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òèïà ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

Int(A) ñîäåðæèò òîëüêî ñëîâà ñîðòà s(A). Óñëîâèå íà ñîðòà ñëîâ â ïî-

ñëåäíåì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ ÿçûêîâîé ìîäåëè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðå-

çóëüòàò äåëåíèÿ íà ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîäåðæàë ñëîâà ëèøü òðåáóåìîãî
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ñîðòà. Ñåêâåíöèþ A → B áóäåì íàçûâàòü èñòèííîé â ìîäåëè M , åñëè

âåðíî âêëþ÷åíèå Int(A) ⊆ Int(B).

Èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà â èñ÷èñëåíèè HDL ëåãêî äîêàçàòü,

÷òî âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ â í¼ì ñåêâåíöèÿ áóäåò èñòèííà â ëþáîé ìîäåëè.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òî åñòü èñ÷èñëåíèå HDL

íåïîëíî. Ýòî ñëåäóåò èç íåïîëíîòû èñ÷èñëåíèÿ L1, â êîòîðîì íåâûâî-

äèìà ñåêâåíöèÿ (I/A)BA → B, èñòèííàÿ âî âñåõ ìîäåëÿõ, à òàêæå èç

íåâûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè I ↑1 I → J (ñì. [32]). Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòå

[32] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñåêâåíöèé, ñîäåðæàùèõ òîëüêî ñâÿçêè \, /, ↑j è
↓j è íå ñîäåðæàùèõ êîíñòàíò, âûâîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíà èñòèííîñòè âî
âñåõ ÿçûêîâûõ ìîäåëÿõ. Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíà ïîëíîòà äëÿ íåêîòî-

ðîãî áîëåå øèðîêîãî ôðàãìåíòà áåç ñâÿçîê · è �j è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
âõîæäåíèÿ êîíñòàíò. Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ñî âñåìè ñâÿçêàìè è îãðàíè÷åíè-

ÿìè íà âõîæäåíèÿ I è J ïîëíîòà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Ìû íå

áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå, ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå íå

ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîëíîòû èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè

çàìåùåíèÿ.

65



Ãëàâà 5

Îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè â

èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè

çàìåùåíèÿ

5.1 Îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè è èíòåðïðåòàöèÿ â

ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè â èñ-

÷èñëåíèè HDLk ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì k, à òàêæå èññëåäîâà-

íèþ îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè HDL. Âíà÷àëå ââå-

ä¼ì ïîíÿòèå ñîâìåñòèìîñòè äëÿ äàííûõ èñ÷èñëåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå k > 1, êîòîðîå äî êîíöà ãëàâû

áóäåì ïîëàãàòü íåèçìåííûì.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Òèï C ∈ Tpk íàçûâàåòñÿ ñîâìåùàþùèì äëÿ òèïîâ

A è B â èñ÷èñëåíèè HDLk, åñëè HDLk ` A → C, è HDLk ` B → C. Â

ýòîì ñëó÷àå òèïû A è B íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü s(A) = s(B) = 1, òîãäà òèïû (A ↑1B) ↓1A è B

ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè â èñ÷èñëåíèè HDLk ïðè ëþáîì k > 1, ïðè÷¼ì

(A/(B \A)) ÿâëÿåòñÿ èõ ñîâìåùàþùèì òèïîì. Âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

(A ↑1B) ↓1B → A/(B \A) äîêàçàíà â ïðèìåðå 4.2, âûâîä âòîðîé ñåêâåí-
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öèè ïðèâåä¼í íèæå.
B \A→ B \A
B · (B \A)→ A

B → A/(B \A)

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè ñèìâîëîì ∼. Â
ñëó÷àå åñëè íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî óòî÷íèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ

îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè èìåííî â èñ÷èñëåíèè HDLk, ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè ÷åðåç ∼k.

Ëåììà 5.1. ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû, äîêà-

æåì òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü A1 ∼ B, B ∼ A2, ïðè ýòîì C1 ÿâëÿåò-

ñÿ ñîâìåùàþùèì òèïîì äëÿ òèïîâ A1 è B, à C2 � äëÿ òèïîâ B è

A2. Ïðîâåðèì, ÷òî òèï (B/C1) \B/(C2 \B) áóäåò ñîâìåùàþùèì äëÿ

òèïîâ A1 è A2. Äåéñòâèòåëüíî, âñëåäñòâèå ëåììû 4.2 è âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè (B/C1) · C1 → B èç âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè A1 → C1 ñëå-

äóåò, ÷òî HDLk ` (B/C1) · A1 → B. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

HDLk ` B · (C2 \B) → B, ÷òî ïî òðàíçèòèâíîñòè âëå÷¼ò âûâîäè-

ìîñòü ñåêâåíöèè (B/C1) · A1 · (C2 \B) → B, îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

HDLk ` A1 → (B/C1) \B/(C2 \B). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ

âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè A2 → (B/C1) \B/(C2 \B).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òîëüêî òèïû îäèíàêîâîãî ñîðòà ìîãóò áûòü

ñîâìåñòèìûìè. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü êðè-

òåðèé ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè HDLk â òåðìèíàõ àëãåáðàè÷åñêîé

èíòåðïðåòàöèè. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýí-

öèåé îòíîñèòåëüíî âñåõ ñâÿçîê èñ÷èñëåíèÿ HDLk.

Ëåììà 5.2. ∼ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé îòíîñèòåëüíî ·, /, \,�j, ↓j, ↑j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1 ∼ B1, A2 ∼ B2, íàì íàäî äîêàçàòü ñîâìå-

ñòèìîñòü òèïîâ A1 ∗ A2 è B1 ∗ B2 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñâÿçêè ∗ (â ñëó-

÷àå åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû êîððåêòíî îïðåäåëåíû). Çàìåòèì, ÷òî
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s(A1) = s(B1) è s(A2) = s(B2), ïîýòîìó òèïû A1 ∗A2 è B1 ∗B2 ëèáî îä-

íîâðåìåííî ñóùåñòâóþò, ëèáî îäíîâðåìåííî íå ñóùåñòâóþò. Ïóñòü C1 �

ñîâìåùàþùèé òèï äëÿ ïàðû òèïîâ A1, B1, à C2 � ñîâìåùàþùèé òèï äëÿ

ïàðû òèïîâ A2, B2. Äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîðòà

òèïîâ A1, A2, B1, B2 òàêîâû, ÷òî òèïû A1 ∗ A2 è B1 ∗B2 îïðåäåëåíû.

Îáîçíà÷èì D2 = (A2/C2) · C2 · (C2 \B2). Cåêâåíöèè D2 → A2 è

D2 → B2 áóäóò âûâîäèìûìè, âûâîä ñåêâåíöèè D2 → A2 ïðèâåä¼í íèæå,

âòîðàÿ ñåêâåíöèÿ âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

C2 \B2 → C2 \B2

C2 · (C2 \B2)→ B2 B2 → C2

C2 · (C2 \B2)→ C2

A2/C2 → A2/C2

(A2/C2) · C2 → A2

(A2/C2) · C2 · (C2 \B2)→ A2

Â êà÷åñòâå ñîâìåùàþùåãî òèïà äëÿ òèïîâ A1 ∗ A2 è B1 ∗ B2, ∗ ∈
{·} ∪ {�j | j ∈ N}, ìîæíî âçÿòü òèï C1 ∗ C2. Â êà÷åñòâå ñîâìåùàþùåãî

òèïà äëÿ òèïîâ A1 ∗ A2 è B1 ∗ B2, ∗ ∈ {/} ∪ {↑j | j ∈ N}, ìîæíî
âçÿòü òèï C1 ∗D2. Â êà÷åñòâå ñîâìåùàþùåãî òèïà äëÿ òèïîâ A2 ∗ A1 è

B2 ∗ B1, ∗ ∈ {\} ∪ {↓j | j ∈ N}, ìîæíî âçÿòü òèï D2 ∗ C1. Âûâîäèìîñòü

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåêâåíöèé ñëåäóåò èç ëåììû 4.2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Prk ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ òèïîâ, èñïîëüçî-

âàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè òèïîâ èç Tpk è ïóñòü α /∈ Prk. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç F ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì Prk ∪ {α}.
Óìíîæåíèå â äàííîé ãðóïïå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ◦ (ïðè ýòîì ìû ÷à-

ñòî áóäåì îïóñêàòü ýòîò ñèìâîë), ýëåìåíò, îáðàòíûé ýëåìåíòó a, ÷åðåç

a−1, à åäèíèöó ãðóïïû îáîçíà÷èì ÷åðåç ε. Äëÿ êàæäîãî òèïà A ∈ Tpk

îïðåäåëèì åãî èíòåðïðåòàöèþ JAK. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèå JAK èìåííî äëÿ èíòåðïðåòàöèè â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå,

à íå äëÿ èíòåðïðåòàöèè â íåêîììóòàòèâíîé ñâîáîäíîé ãðóïïå, êàê ýòî

äåëàëîñü â ãëàâàõ 2 è 3.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Èíòåðïðåòàöèåé òèïà A â ãðóïïå F íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíò JAK ∈ F, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:
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1. JpK = p, åñëè p ∈ Prk,

2. JIK = ε,

3. JJK = α,

4. JA ·BK = JAK ◦ JBK,

5. JA/BK = JB \AK = JAK ◦ JBK−1,

6. JA�j BK = JAK ◦ α−1 ◦ JBK äëÿ ëþáîãî j 6 k,

7. JB ↓j AK = JA ↑j BK = JAK ◦ α ◦ JBK−1 äëÿ ëþáîãî j 6 k.

Äëÿ êàæäîãî òèïà A èñ÷èñëåíèÿ HDLk îïðåäåëèì íåñêîëüêî ñ÷¼ò-

÷èêîâ: |A| åñòü äëèíà òèïà A, ðàâíàÿ ÷èñëó âõîæäåíèé áàçîâûõ òèïîâ â
òèï A, |A|p, ãäå p ∈ Base, åñòü ÷èñëî âõîæäåíèé áàçîâîãî òèïà p â òèï

A. ×åðåç |A|+p è |A|−p îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ

è îòðèöàòåëüíûõ âõîæäåíèé áàçîâîãî òèïà p â òèï A. Äàííûå âåëè÷èíû

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. |p|+p = 1, |p|−p = 0, åñëè p ∈ Base,

2. |q|+p = |q|−p = 0, åñëè p, q ∈ Base, p 6= q,

3. |A ·B|+p = |A�jB|+p = |A|+p + |B|+p , |A ·B|−p = |A�jB|−p = |A|−p + |B|−p
äëÿ ëþáîãî j 6 k,

4. |A/B|+p = |B \A|+p = |A|+p + |B|−p , |A/B|−p = |B \A|−p = |A|−p + |B|+p ,
5. |A ↑j B|+p = |B ↓j A|+p = |A|+p + |B|−p , |A ↑j B|−p = |B ↓j A|−p = |A|−p + |B|+p
äëÿ ëþáîãî j 6 k.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü p, q, r ∈ Pr2, s(p) = 0, s(q) = 1, s(r) = 2, A =

r ↓2(((p · r)/q) ↑1(r/(q · p))), B = (r ↓1(J · p))�2 (p/(J \ q)). Òîãäà |A|+p =

2, |A|+q = 1, |A|+r = 1, |A|−p = 0, |A|−q = 1, |A|−r = 2, JAK = p2r−1α2; |B|+p =

2, |B|−q = |B|−r = 1, |B|+J = 2, |B|−J = 0, JBK = p2q−1r−1α2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âñÿêîé ñâÿçêè ∗ ∈ {·, /, \,�, ↑, ↓} è
âñÿêîãî òèïà A ∈ Tpk ìîæíî îïðåäåëèòü ñ÷¼ò÷èêè |A|∗, |A|+∗ , |A|−∗ , îáî-
çíà÷àþùèå îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé ñâÿçêè ∗ â òèï A, à òàêæå ÷èñëî å¼
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ âõîæäåíèé. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

ïðèâåäåíî íèæå.
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1. |p|+∗ = |p|−∗ = 0, åñëè p ∈ Base, ∗ ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j},
2. |A ∗B|+∗ = |A|+∗ + |B|+∗ + 1, |A ∗B|+? = |A|+? + |B|+? ,

åñëè ∗ ∈ {·,�i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j}, ? 6= ∗,
3. |A ∗B|−? = |A|−? + |B|−? , åñëè ∗ ∈ {·,�i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j},
4. |A ∗B|+∗ = |A|+∗ + |B|−∗ + 1, |A ∗B|+? = |A|+? + |B|−? ,

åñëè ∗ ∈ {/, ↑i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j}, ? 6= ∗,
5. |A ∗B|−? = |A|−? + |B|+? , åñëè ∗ ∈ {/, ↑i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j},
6. |B ∗ A|+∗ = |A|+∗ + |B|−∗ + 1, |B ∗ A|+? = |A|+? + |B|−? ,

åñëè ∗ ∈ {\, ↓i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j}, ? 6= ∗,
7. |B ∗ A|−? = |A|−? + |B|+? , åñëè ∗ ∈ {\, ↓i}, ? ∈ {·, /, \,�j, ↑j, ↓j}.

Ââåä¼ííûå ñ÷¼ò÷èêè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ

èíòåðïðåòàöèè ïðîèçâîëüíîãî òèïà A â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå. Äëÿ

êàæäîãî áàçîâîãî òèïà p îáîçíà÷èì ÷åðåç JAKp âåëè÷èíó |A|+p − |A|−p .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âñÿêîãî ñèìâîëà áèíàðíîé ñâÿçêè ∗ îïðåäå-
ëèì âåëè÷èíó JAK∗ = |A|+∗ − |A|−∗ .

Ëåììà 5.3. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tpk âåðíî ïðåäñòàâëåíèå JAK =

α(JAKJ+JAK↑+JAK↓−JAK�) ◦
∏

p∈Prk

pJAKp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ òèïà A. Áàçà A ∈ Base ëåã-

êî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóê-

öèè. Ïîñêîëüêó ñ÷¼ò÷èêè íå ó÷èòûâàþò íèæíåãî èíäåêñà ñâÿçîê, óñëî-

âèìñÿ â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé ëåììû îïóñêàòü íèæíèå èíäåêñû â îáî-

çíà÷åíèÿõ �j, ↓j, ↑j.
Ïóñòü A = B · C, òîãäà JAK = JBKJCK = α(JBKJ+JBK↑+JBK↓−JBK�)

(
∏

p∈Prk

pJBKp)α(JCKJ+JCK↑+JCK↓−JCK�)
∏

p∈Prk

pJCKp = α(JBKJ+JCKJ+JBK↑+JCK↑+JBK↓+JCK↓)

α−(JBK�+JCK�))
∏

p∈Prk

pJBKp+JCKp = α(JAKJ+JAK↑+JAK↓−JAK�)
∏

p∈Prk

pJAKp, ÷òî è òðåáî-

âàëîñü.

Ïóñòü A = B/C, òîãäà JAK = JBKJCK−1 = α(JBKJ+JBK↑+JBK↓−JBK�)

(
∏

p∈Prk

pJBKp)α−(JCKJ+JCK↑+JCK↓−JCK�)
∏

p∈Prk

p−JCKp = α(JBKJ−JCKJ)+(JBK↑−JCK↑)

α(JBK↓−JCK↓)−(JBK�−JCK�)
∏

p∈Prk

pJBKp−JCKp = αJB/CKJ+JB/CK↑+JB/CK↓−JB/CK�
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∏
p∈Prk

(p(|B|+p +|C|−p )−(|B|−p +|C|+p )) = αJB/CKJ+JB/CK↑+JB/CK↓−JB/CK�
∏

p∈Prk

p|B/C|
+
p −|B/C|−p ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Ñëó÷àé A = C \B ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü òåïåðü A = B � C,òîãäà JAK = JBKJCKα−1 = αJBKJ+JBK↑

αJBK↓−JBK�(
∏

p∈Prk

pJBKp)α(JCKJ+JCK↑+JCK↓−JCK�)(
∏

p∈Prk

pJCKp)α−1 = α(JBKJ+JCKJ)

α(JBK↑+JCK↑)+(JBK↓+JCK↓)−(JBK�+JCK�+1)
∏

p∈Prk

pJBKp+JCKp = α(JAKJ+JAK↑+JAK↓−JAK�)∏
p∈Prk

pJAKp, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü A = B ↑C, òîãäà JAK = JBKJCK−1α = α(JBKJ+JBK↑+JBK↓−JBK�)

(
∏

p∈Prk

pJBKp)α−(JCKJ+JCK↑+JCK↓−JCK�)(
∏

p∈Prk

p−JCKp)α = α(JBKJ−JCKJ)+(JBK↑−JCK↑+1)

α(JBK↓−JCK↓)−(JBK�−JCK�)
∏

p∈Prk

pJBKp−JCKp = αJB ↑CKJ+JB ↑CK↑+JB ↑CK↓−JB ↑CK�∏
p∈Prk

p(|B|+p +|C|−p )+(|B|−p +|C|+p ) = αJB ↑CKJ+JB ↑CK↑+JB ↑CK↓−JB ↑CK�
∏

p∈Prk

p|B ↑C|
+
p∏

p∈Prk

p−|B ↑C|
−
p , ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ñëó÷àé A = C ↓B ðàçáèðàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ëåììà 5.4. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tpk âåðíî ðàâåíñòâî s(A) = (JAKJ+

JAK↑ + JAK↓ − JAK�) +
∑
p∈Prk

s(p) · JAKp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ òèïà A. Äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó â ëåììå 5.3.

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè JAK = JBK, ãäå A,B ∈ Tpk, òî s(A) = s(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü JAK = JBK, òîãäà ïî ëåììå 5.3 ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî ïðèìèòèâíîãî òèïà p âåðíî ðàâåíñòâî JAKp = JBKp, à òàêæå

÷òî JAKJ + JAK↑+ JAK↓− JAK� = JBKJ + JBK↑+ JBK↓− JBK�. Îòñþäà ïî

ëåììå 5.4 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ëåììà 5.5. Åñëè HDL ` A→ B, òî JAK = JBK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó â èñ÷èñëåíèè HDL.

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè HDLk ` A→ B, òî JAK = JBK.

Èç äîêàçàííîé ëåììû íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî JAK =

JBK ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ A è B êàê
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â èñ÷èñëåíèè HDL, òàê è â ëþáîì èç èñ÷èñëåíèé HDLk. Îñòàâøàÿñÿ

÷àñòü ãëàâû áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó åãî äîñòàòî÷íîñòè, òî åñòü

ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 10. Èç óñëîâèÿ A ∼k B ñëåäóåò, ÷òî JAK = JBK.

5.2 Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñîâìå-

ñòèìîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, êðèòåðèÿ ñîâìåñòèìîñòè. Âíà÷àëå ïðèâåä¼ì

ñïèñîê ñåêâåíöèé, íà âûâîäèìîñòü êîòîðûõ ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â äàëü-

íåéøåì. Ïðè ýòîì â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîðòà òèïîâ A

è B òàêîâû, ÷òî âñå âõîäÿùèå â ñåêâåíöèþ òèïû îïðåäåëåíû.

Ëåììà 5.6. Ñëåäóþùèå ñåêâåíöèè ÿâëÿþòñÿ âûâîäèìûìè â èñ÷èñëå-

íèè HDLk:

1. (A/B) ·B → A; B · (B \A)→ A,

2. A→ (A ·B)/B; A→ B \(B · A),

3. A · (B/C)→ (A ·B)/C; (C \B) · A→ C \(B · A),

4. B �j (B ↓j A)→ A äëÿ ëþáîãî j 6 s(B);

(A ↑j B)�j B → A äëÿ ëþáîãî j 6 s(A)− s(B) + 1,

5. A · J → (A ·B) ↑s(A)+1B; J · A→ (B · A) ↑1B,

6. A ·B → (A · J)�s(A)+1 B; A ·B → (J ·B)�1 A,

7. A · I → A; I · A→ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî âñåõ ïóíêòàõ ëåììû ïðèâåä¼ì âûâîä òîëüêî äëÿ

ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

1.
A/B → A/B

(A/B) ·B → A

2.
A ·B → A ·B
A→ (A ·B)/B
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3.
A · (B/C) · C → A

A · (B/C)→ (A ·B)/C

4.
B ↓j A→ B ↓j A
B �j (B ↓j A)→ A

5.
(A · J)�s(A)+1 B → A ·B
A · J → (A ·B) ↑s(A)+1B

6. ßâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ HDL.

7. ßâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ HDL.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ¾íåéòðàëüíûõ ïî óìíî-

æåíèþ¿ ýëåìåíòîâ c òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ∼.

Ëåììà 5.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk âåðíû óòâåðæäåíèÿ

A · (B/B) ∼ A · (B \B) ∼ (B/B) · A ∼ (B \B) · A ∼ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A è A · (B/B) âûòåêàåò èç âû-

âîäèìîñòè ñåêâåíöèé A → (A · (B/B))/(B/B) è A · (B/B) → (A ·
(B/B))/(B/B). Ïåðâàÿ èç ýòèõ ñåêâåíöèé ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 ëåììû

5.6, âûâîä âòîðîé ïðèâåä¼í íèæå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó s(B/B) = 0,

òî ïðè ëþáîì k èç óñëîâèé A ∈ Tpk è B ∈ Tpk âñåãäà ñëåäóåò, ÷òî

A · (B/B) ∈ Tpk. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A è

(B \B) ·A. Ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A è A ·(B \B) ñëåäóåò èç âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèé A→ (A·(B \B))/(B \B) è A·(B \B)→ (A·(B \B))/(B \B).

Ïåðâàÿ èç äàííûõ ñåêâåíöèé ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 ëåììû 5.6, âòîðàÿ äî-

êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñåêâåíöèè A · (B/B)→ (A · (B/B))/(B/B).
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A→ A

(B/B) · (B/B)→ (B/B) · (B/B)

(B/B) · (B/B) ·B → (B/B) ·B
B/B → B/B

(B/B) ·B → B

(B/B) · (B/B) ·B → B

(B/B) · (B/B)→ B/B

A · (B/B) · (B/B)→ A · (B/B)

A · (B/B)→ (A · (B/B))/(B/B)

Ïóñòü A � íåêîòîðûé òèï èñ÷èñëåíèÿ HDL, à i � öåëîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî, ÷åðåç Ai áóäåì îáîçíà÷àòü òèï A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
i ðàç

. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî A0 = I äëÿ ëþáîãî òèïà A.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñîìíîæèòåëåé

ïðè êîíêàòåíàöèè íå âëèÿåò íà ñîâìåñòèìîñòü, à òàêæå ¾íåîòëè÷è-

ìîñòü¿ ëåâîãî è ïðàâîãî äåëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ñîâìåñòè-

ìîñòè.

Ëåììà 5.8.

1. Äëÿ ëþáîãî òèïà A ∈ Tpk, òàêîãî ÷òî s(A) = 0, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå A · J ∼ J · A.
2. Äëÿ ëþáîãî òèïà A ∈ Tpk, òàêîãî ÷òî s(A) < k, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå A · J ∼ J · A.
3. Äëÿ ëþáîãî òèïà A ∈ Tpk, òàêîãî ÷òî s(A) = 0, è ïðîèçâîëüíîãî

òèïà B ∈ Tpk âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A ·B ∼ B · A.
4. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå A ·B ∈ Tpk,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A ·B ∼ B · A.
5. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå A/B ∈ Tpk,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A/B ∼ B \A.
6. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B,C ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå

(A/B)/C ∈ Tpk, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (A/B)/C ∼ (A/C)/B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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1. Ïîñêîëüêó s(A) = 0, òî ïî ïóíêòó 5 ëåììû 5.6 èìååì A · J ∼ (A ·
A) ↑1A ∼ J · A, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

2. Èç ïóíêòà 1 ëåììû 5.6, ïðèìåí¼ííîé s(A) ðàç, ñëåäóåò, ÷òî

(A/Js(A))·Js(A) ∼ A, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî A·J ∼ (A/Js(A))·Js(A)·J ↔
(A/Js(A)) · J · Js(A). Ïîñêîëüêó s(A/Js(A)) = 0, òî ïî ïóíêòó 1 ïîëó-

÷àåì, ÷òî (A/Js(A)) · J · Js(A) ∼ J · (A/Js(A)) · Js(A) ∼ J ·A. Ñîåäèíÿÿ
äîêàçàííûå öåïî÷êè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3. Ïîñêîëüêó s(A) = 0, òî ïî ïóíêòó 6 ëåììû 5.6 âåðíû óòâåðæäåíèÿ

A · B ∼ (A · J)�1 B è (J · A)�1 B ∼ B · A. Êðîìå òîãî, ïî ïóíêòó
1 íàñòîÿùåé ëåììû âåðíî, ÷òî A · J ∼ J · A, îáúåäèíÿÿ äàííûå

ñîîòíîøåíèÿ è èñïîëüçóÿ ëåììó 5.2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

4. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s(A) > 0, òîãäà ïî-

ëó÷àåì, ÷òî A · B ∼ (A/Js(A)) · Js(A) · B. Èñïîëüçóÿ ïóíêòû 2 è 3

òåêóùåé ëåììû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî s(A/Js(A)) = 0, èìååì (A/Js(A)) ·
Js(A) · B ∼ (A/Js(A)) · Js(A)−1 · B · J ∼ . . . ∼ (A/Js(A)) · B · Js(A) ∼
B · (A/Js(A)) · Js(A) ∼ B · A, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5. Âûòåêàåò èç öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé A/B ∼ (B · (B \A))/B ∼
((B \A) · B)/B ∼ (B \A) · (B/B) ∼ B \A. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå

ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 ëåììû 5.6 è ëåììû 5.2, òðåòüå ñîîòíîøåíèå

âûòåêàåò èç ïóíêòà 3 ëåììû 5.6, âòîðîå èç ïóíêòà 4 äîêàçûâàåìîé

ëåììû, à ÷åòâ¼ðòîå � èç ëåììû 5.7.

6. Èç óñëîâèÿ (A/B)/C ∈ Tpk âûòåêàåò íåðàâåíñòâî s(C) 6 s(A/B),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî s(B) + s(C) 6 s(A) 6 k, òàêèì îáðàçîì

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî C · B ∈ Tpk. Èç âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè

(A/B)/C → A/(C ·B) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (A/B)/C ∼ A/(C ·B).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå (A/C)/B ∼ A/(B ·C). Ïðè-

ìåíÿÿ ïóíêò 2 äàííîé ëåììû è ëåììó 5.2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

A/(C ·B) ∼ A/(B ·C). Îáúåäèíÿÿ òðè äîêàçàííûõ ñîîòíîøåíèÿ, ïî

òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ñîâ-

ìåñòèìîñòè íèæíèé èíäåêñ ïðè ñâÿçêàõ �j, ↓j, ↑j íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 5.9.

1. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî s(A)+s(B) 6 k+1, è ëþ-

áûõ èíäåêñîâ i, j, òàêèõ ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû îïðåäåëåíû,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå A�i B ∼ A�j B.
2. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî s(A) > s(B), è ëþáûõ èí-

äåêñîâ i, j, òàêèõ ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû îïðåäåëåíû, èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå A ↑iB ∼ A ↑j B.
3. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî s(B) > 1 è s(A) >

s(B)−1, è ëþáûõ èíäåêñîâ i, j, òàêèõ ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû

îïðåäåëåíû, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå B ↓iA ∼ B ↓j A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîñêîëüêó s(A) + s(B) 6 k + 1, òî òèï A �l B îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ

l 6 s(A). Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè i < j 6 s(A). Òîãäà

A�i B ∼ (J j · (J j \A))�i B ∼ (J j �i B) · (J j \A) ∼ J i−1 · B · J j−i ·
(J j \A) ∼ J j−1 · B · (J j \A) ∼ (J j−1 · J · (J j \A)) �j B ∼ A �j B,
÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïåðâîå è øåñòîå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç ïóíêòà

1, à òðåòüå � èç ïóíêòà 6 ëåììû 5.6. Âòîðîå è ïÿòîå ñîîòíîøåíèÿ

âûòåêàþò èç ëåììû 4.3, ÷åòâ¼ðòîå ñîîòíîøåíèå äîêàçàíî â ëåììå

5.8.

2. Ïîñêîëüêó s(A) > s(B), òî òèï A ↑lB îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ l 6 s(A)−
s(B) + 1. Òîãäà èìååì A ↑iB ∼ ((A ↑j B) �j B) ↑iB ∼ ((A ↑j B) �i
B) ↑iB ∼ A ↑j B, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äîêàçàíî

â ïóíêòå 6 ëåììû 5.6, âòîðîå âûòåêàåò èç ïåðâîãî ïóíêòà íàñòîÿùåé

ëåììû, à òðåòüå äîêàçàíî â ïóíêòå 5 ëåììû 5.6.

3. Ïîñêîëüêó s(A) > s(B) − 1 > 0, òî òèï B ↓lA îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ

l 6 s(B). Òîãäà èìååì B ↓iA ∼ B ↓i(B �j (B ↓j A)) ∼ B ↓i(B �i
(B ↓j A)) ∼ B ↓j A, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äîêàçàíî

76



â ïóíêòå 6 ëåììû 5.6, âòîðîå âûòåêàåò èç ïåðâîãî ïóíêòà íàñòîÿùåé

ëåììû, à òðåòüå äîêàçàíî â ïóíêòå 5 ëåììû 5.6.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà è ñëåäñòâèå ïîñëå íå¼ ïîçâîëÿþò èçó÷àòü îò-

íîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè òîëüêî äëÿ òèïîâ, íå ñîäåðæàùèõ ¾ðàçðûâíûõ¿

ñâÿçîê �j, ↓j, ↑j.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Òèï A ∈ Tpk íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí íå

ñîäåðæèò ñâÿçîê ↑j, ↓j,�j äëÿ ëþáîãî j.

Ëåììà 5.10.

1. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå A ↑j B ∈ Tpk,

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå A ↑j B ∼ (A/B) · J .
2. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå B ↓j A ∈ Tpk,

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå B ↓j A ∼ A/(B/J).

3. Äëÿ ëþáûõ òèïîâ A,B ∈ Tpk, òàêèõ ÷òî ê òîìó æå A�jB ∈ Tpk,

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå A�j B ∼ (A/J) ·B.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Óñëîâèå A ↑j B ∈ Tpk âëå÷¼ò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ s(B) 6 s(A) è

s(A)−s(B)+1 6 k, òîãäà (A/B)·J ∈ Tpk. Ïîñêîëüêó âñå êîððåêòíûå

òèïû âèäà A ↑j B ñîâìåñòèìû äðóã ñ äðóãîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

óòâåðæäåíèå äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî çíà÷åíèÿ j, âîçüì¼ì j = s(A) −
s(B) + 1 = s(A/B) + 1. Òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè (A/B) · J → A ↑(s(A/B)+1)B:

A/B → A/B

(A/B) ·B → A

((A/B) · J)�s(A/B)+1 B → A

(A/B) · J → A ↑(s(A/B)+1)B

2. Óñëîâèå B ↓j A ∈ Tpk âëå÷¼ò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ s(B) > 1 è

s(A) > s(B) − 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A/(B/J) ∈ Tpk. Ïîñêîëüêó
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âñå êîððåêòíûå òèïû âèäà A ↓j B ñîâìåñòèìû äðóã ñ äðóãîì, äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî çíà÷åíèÿ j,

âîçüì¼ì j = 1. Òîãäà ïî ïóíêòó 5 ëåììû 5.8 è ëåììå 5.2 èìååì

A/(B/J) ∼ A/(J \B), à ïî ïóíêòó 1 ëåììû 5.6 èìååìB ∼ J ·(J \B).

Äîêàæåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè A/(J \B)→ (J · (J \B)) ↓1A.

A/(J \B)→ A/(J \B)

(A/(J \B)) · (J \B)→ A

(J · (J \B))�1 (A/(J \B))→ A

A/(J \B)→ (J · (J \B)) ↓1A

Îòñþäà ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå.

3. Èç óñëîâèÿ A�jB ∈ Tpk ñëåäóåò, ÷òî s(A) > 1 è s(A)−1+s(B) 6 k,

ïîýòîìó (A/J) · B ∈ Tpk. Ïîñêîëüêó âñå êîððåêòíûå òèïû âèäà

A ↑j B ñîâìåñòèìû äðóã ñ äðóãîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå

äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî çíà÷åíèÿ j, âîçüì¼ì j = s(A) = s(A/J)+1. Ïî

ïóíêòàì 1 è 6 ëåììû 5.6 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (A �(s(A/J)+1)

B) ∼ ((A/J) · J)�(s(A/J)+1) B ∼ (A/J) ·B, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 5.3. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tpk ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé

òèï A′ ∈ Tpk, òàêîé ÷òî òèïû A è A′ ñîâìåñòèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ¾ðàçðûâíûõ¿ ñâÿçîê â òèïå A. Íà

øàãå èíäóêöèè ïðèìåíÿåì ëåììó 5.10, ïîëó÷àÿ ñîâìåñòèìûé ñ äàííûì

òèï, ñîäåðæàùèé ìåíüøåå ÷èñëî ðàçðûâíûõ ñâÿçîê.

Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü s(p1) = s(p2) = 0, s(q1) = s(q2) = 1. Âîçüì¼ì òèï

(((q2 ↑2 p2)/q1) ↓1 q2)�p1, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó Tp2. Îí ñîâìåñòèì

ñ íåïðåðûâíûì òèïîì ((q2/((((q2/p2) · J)/q1)/J))/J) · p1.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Òèï A ∈ Tpk íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè îí íå

ñîäåðæèò âõîæäåíèé áàçîâîãî òèïà I, à ïðèìèòèâíûå òèïû qj íåíóëåâîãî

ñîðòà è áàçîâûé òèï J âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â ïîäòèïàõ âèäà qj/Js(qj).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé íåïðåðûâíûé ïðèâåä¼ííûé

òèï èìååò ñîðò 0.

Ëåììà 5.11. Ïóñòü A,B,C ∈ Tpk, à i, j � íåíóëåâûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà, òàêèå ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òèïû êîððåêòíû, à òèïû â

ëåâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé ïðèíàäëåæàò Tpk. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

1. (A · C i) · (B · Cj) ∼ (A ·B) · C i+j,

2. (A · C i)/(B · Cj) ∼ (A/B) · C i−j, åñëè i > j,

3. (B · Cj) \(A · C i) ∼ (B \A) · C i−j, åñëè i > j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò ñðàçó âûòåêàåò èç ïóíêòà 2 ëåììû 5.8

è àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ. Âòîðîé ïóíêò ñëåäóåò èç öåïî÷êè ñîîò-

íîøåíèé (A · C i)/(B · Cj) ∼ (C i · A)/(Cj · B) ∼ ((C i · A)/B)/Cj ∼
(C i · (A/B))/Cj ∼ ((A/B) · C i)/Cj ∼ (A/B) · (C i/Cj) ∼ (A/B) · C i−j ·
(Cj/Cj) ∼ (A/B) ·C i−j, ñëåäóþùèõ èç ëåìì 5.8, 5.6 è 5.7. Òðåòèé ïóíêò

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ ëåììû ñëå-

äóåò, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òèïû áóäóò ïðèíàäëåæàòü Tpk.

Ëåììà 5.12. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ Tpk íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíûé ïðèâå-

ä¼ííûé òèï Â, òàêîé ÷òî òèïû A è Â·Js(A) ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ïîñòðî-

åíèþ òèïà A. Äëÿ ïðèìèòèâíîãî òèïà p ñîðòà 0 ïîëîæèì p̂ = p, äëÿ

ïðèìèòèâíîãî òèïà q ñîðòà s > 0 ïîëîæèì q̂ = q/Js, òàêæå ïîëîæèì

Î = Ĵ = p0/p0, ãäå p0 � íåêîòîðûé íîâûé ïðèìèòèâíûé òèï ñîðòà 0.

Òîãäà áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 ëåììû 5.6 è ëåììû 5.7.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ íåïðåðûâíûõ òè-

ïîâ. Íà øàãå èíäóêöèè íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ A = B · C è

A = B/C (ñëó÷àé A = C \B ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü â ñèëó òîãî, ÷òî

B/C ∼ C \B). Ïóñòü A = B · C, òîãäà ïîëîæèì Â = B̂ · Ĉ, ïîñëå
÷åãî óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïóíêòà 1 ëåììû 5.11. Åñëè æå

A = B/C, òî ïîëîæèì Â = B̂/Ĉ, â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû

ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 ëåììû 5.11. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð 5.4. Ïóñòü s(p1) = s(p2) = 0, s(q1) = s(q2) = 1, s(r) = 2. Ðàñ-

ñìîòðèì íåïðåðûâíûé òèï (q2/((q1/(p1·J))·p2)) \ r ñîðòà 1, îí ñîâìåñòèì

ñ òèïîì (((q2/J)/(((q1/J)/(p1 ·(p0/p0))) ·p2)) \ r) ·J , ïðåäñòàâëÿþùèì ñî-

áîé êîíêàòåíàöèþ íåïðåðûâíîãî ïðèâåä¼ííîãî òèïà è òèïà J .

Ïåðåîáîçíà÷èì âñå ïðèìèòèâíûå òèïû ñîðòà i > 0 ÷åðåç qi,j, j ∈
N. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òèïà ââåä¼ì íîâûé ïðèìèòèâíûé òèï q′i,j ñîðòà

0. Äëÿ êàæäîãî ïðèâåä¼ííîãî òèïà A ∈ Tpk íàçîâ¼ì åãî 0 -îáðàçîì òèï

A′, ïîëó÷åííûé çàìåíîé âñåõ ïîäòèïîâ âèäà qi,j/J i íà ïðèìèòèâíûé òèï

q′i,j (äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ i è j áåð¼òñÿ ñâîé ïðèìèòèâíûé òèï).

Ïðèìåð 5.5. Ïóñòü A = (((p1/(q2,1/J
2))/(q1,1/J))/(q1,2/J)) \ p2, òîãäà

åãî 0 -îáðàç A′ ðàâåí (((p1/q
′
2,1)/q

′
1,1)/q

′
1,2) \ p2.

Ëåììà 5.13. Ïóñòü A,B � íåïðåðûâíûå ïðèâåä¼ííûå òèïû, à A′, B′ �

èõ 0-îáðàçû. Òîãäà èç ðàâåíñòâà JAK = JBK ñëåäóåò, ÷òî è JA′K = JB′K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.3, â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ïðè-

âåä¼ííûõ A è B äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà JAK = JBK íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî áàçîâîãî òèïà p áûëî âåðíî óñëîâèå JAKp =

JBKp. Ïðè ïîñòðîåíèè 0-îáðàçîâ äëÿ ïðèìèòèâíûõ òèïîâ ñîðòà 0 çíà÷å-

íèÿ ñ÷¼ò÷èêîâ íå èçìåíÿòñÿ, åñëè æå qi,j ÿâëÿëñÿ ïðèìèòèâíûì òèïîì

ñîðòà i > 0, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî JA′Kq′i,j = JAKqi,j = JBKqi,j = JB′Kq′i,j .

Êðîìå òîãî JA′KJ = JB′KJ = 0, îòêóäà ïî ëåììå 5.3 ìîæíî çàêëþ÷èòü,

÷òî JA′K = JB′K. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.14. Ïóñòü A,B � ïðèâåä¼ííûå òèïû, à A′, B′ � èõ 0-îáðàçû.

Òîãäà èç óñëîâèÿ A′ ∼ B′ ñëåäóåò, ÷òî è A ∼ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òèïû A′ è B′ ñîâìåñòèìû, è C ′ � èõ ñîâìåùà-

þùèé òèï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C òèï, ïîëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé â C ′ âñåõ

ïðèìèòèâíûõ òèïîâ âèäà q′i,j íà òèïû qi,j/J
i. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäÿ àíà-

ëîãè÷íóþ çàìåíó â âûâîäå ñåêâåíöèè A′ → C ′, ìû ïîëó÷èì âûâîä ñå-

êâåíöèè A→ C â èñ÷èñëåíèè HDLk. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ
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âûâîä ñåêâåíöèè B → C, òàêèì îáðàçîì, òèï C áóäåò ñîâìåùàþùèì

äëÿ òèïîâ A è B.

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîé ãëàâû. Îñíîâíàÿ èäåÿ

äîêàçàòåëüñòâà âçÿòà èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 â ðàáîòå [27]. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Tp0
∼ ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè 0 -îáðàçîâ íåïðå-

ðûâíûõ òèïîâ ïî îòíîøåíèþ ∼. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå Tp0
∼ ñòðóêòóðó

ãðóïïû, ïîëîæèâ [A]∼ ◦ [B]∼ = [A · B]∼, [A]−1
∼ = [A \A/A]∼, 1 = [p/p]∼.

Çäåñü p � íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ïðèìèòèâíûé òèï, à ÷å-

ðåç [A]∼ îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà A ïî îòíîøåíèþ ∼,
òî åñòü ìíîæåñòâî òèïîâ, ñîâìåñòèìûõ ñ A. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðå-

äåëåíèå êîððåêòíî, ò. ê. âñå òèïû âèäà A/A ñîâìåñòèìû äðóã ñ äðóãîì,

à êîððåêòíîñòü ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îòíîøåíèå

ñîâìåñòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé.

Ëåììà 5.15. Ñòðóêòóðà 〈Tp0
∼, ◦, −1, 1〉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ◦ âûòåêàåò èç àññîöèàòèâ-
íîñòè ñâÿçêè ·. Ñîîòíîøåíèå [A]∼ ◦ [B]∼ = [B]∼ ◦ [A]∼ ñëåäóåò èç

ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ A · B è B · A â èñ÷èñëåíèè HDLk. Êðîìå òîãî,

[A]∼ ◦ [A]−1
∼ = [A · (A \A/A)]∼ = [A/A]∼ = 1, ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

ñëåäóåò èç ñîâìåñòèìîñòè òèïîâ A/A è p/p. Òàêæå äëÿ ëþáîãî òèïà A

âåðíî ñîîòíîøåíèå A ∼ A · (p/p), òî åñòü [A]∼ = [A]∼ ◦ 1. Ëåììà ïîëíî-

ñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11. Òèïû A,B ∈ Tpk ñîâìåñòèìû â èñ÷èñëåíèè HDLk òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà JAK = JBK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà â ëåììå 5.2, äîêàæåì äîñòà-

òî÷íîñòü. Ïóñòü JAK = JBK. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ñîâìå-

ñòèìîñòè è ñëåäñòâèÿ 5.3 òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íåïðåðûâíûõ

òèïîâ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A è B íåïðåðûâíû. Òîãäà ïî ëåììå

5.12 íàéäóòñÿ íåïðåðûâíûå ïðèâåä¼ííûå òèïû Â è B̂, òàêèå ÷òî â ñëó-

÷àå s(A) = s(B) = 0 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ A ∼ Â è B ∼ B̂, à â ñëó÷àå
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s(A) = s(B) = l > 0 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ A ∼ Â · J l è B ∼ B̂ · J l. Òîãäà
ïîëó÷àåì, ÷òî JÂK = JA/J lK = JAKα−l = JBKα−l = JB̂K. Êðîìå òîãî, â

ñèëó òîãî, ÷òî îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé, èç ñîâ-

ìåñòèìîñòè òèïîâ Â è B̂ ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòü ñîâìåñòèìîñòü èñõîäíûõ

òèïîâ A è B. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ

íåïðåðûâíûõ ïðèâåä¼ííûõ òèïîâ A è B.

Ïóñòü A′ è B′ � 0-îáðàçû òèïîâ A è B, òîãäà â ñèëó ëåììû 5.14 äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A′ è B′ â èñ÷èñëåíèè HDLk, ïðè

ýòîì ïî ëåììå 5.13 âåðíî ðàâåíñòâî JA′K = JB′K. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâî 0 -îáðàçîâ íåïðåðûâíûõ ïðèâåä¼ííûõ òèïîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

ïîäòèïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0 ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ

ïðèìèòèâíûìè òèïàìè, âõîäÿùèìè â äàííîå ìíîæåñòâî. Äàëüíåéøèå

ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç ðàáîòû [27].

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : F0 → Tp0
∼, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèÿ-

ìè h(p) = [p]∼ è h(p−1) = [p \ p/p]∼, è ïðîäîëæèì åãî äî ãîìîìîðôèçìà

èç F0 â Tp0
∼. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî 0 -îáðàçà E âåð-

íû ðàâåíñòâà h(JEK) = [E]∼ è h(JEK−1) = [E \E/E]∼. Áàçà èíäóêöèè

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ h.

Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ h(JC ·DK) =

h(JCKJDK) = [C]∼ ◦ [D]∼ = [C · D]∼, à òàêæå h(JC · DK−1) =

h([C]−1[D]−1) = [C \C/C]∼ ◦ [D \D/D]∼ ∼ [(C \C/C) · (D \D/D)]∼.

Íî ïî ïóíêòó 2 ëåììû 5.6 è ëåììå 5.7 èìååì (C \C/C) · (D \D/D) ∼
C \((C/C) · (D \D/D)) ∼ C \(D \D/D) ∼ C \((D \D) · (C/C))/D ∼
C \(D \(D · C)/C)/D ∼ (D · C) \(D · C)/(D · C). Òàêèì îáðàçîì,

h(JC ·DK−1) = [(D · C) \(D · C)/(D · C)]∼ = [(C ·D) \(C ·D)/(C ·D)]∼,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ðàçáåð¼ì ñëó÷àé E = C/D, òîãäà h(JC/DK) = h(JCKJDK−1) =

[C]∼◦[D \D/D]∼ = [C·(D \D/D)]∼ = [(C·(D \D))/D]∼ = [C/D]∼. Êðî-

ìå òîãî, h(JC/DK−1) = h(JDKJCK−1) = [D/C]∼. Íî â ñèëó ïóíêòà 1 ëåì-

ìû 5.6 è ëåììû 5.7 âåðíà öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé D/C ∼ D/((C/D)·D) ∼
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(D/D)/(C/D) ∼ (C/D) \(C/D)/(C/D), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî 0 -îáðàçà E âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

h(JEK) = [E]∼. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà JA′K = JB′K ñëåäóåò ðàâåíñòâî

[A′]∼=[B′]∼, òî åñòü ñîâìåñòèìîñòü òèïîâ A′ è B′. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî óñëîâèå JAK = JBK ÿâëÿåòñÿ

êðèòåðèåì ñîâìåñòèìîñòè â èñ÷èñëåíèè HDLk. Äîêàæåì, ÷òî îíî òàêæå

ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñîâìåñòèìîñòè â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè HDL. Ïî ëåì-

ìå 5.5 ðàâåíñòâî èíòåðïðåòàöèé áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè òèïû A è B ñîâìåñòèìû âî ôðàãìåíòå HDLk, òî îíè çàâå-

äîìî áóäóò ñîâìåñòèìûìè è â èñ÷èñëåíèè HDL. Òàêèì îáðàçîì, èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12. Òèïû A,B ∈ Tpk ñîâìåñòèìû â èñ÷èñëåíèè HDL òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà JAK = JBK.

Ñëåäñòâèå 5.4. Òèïû A,B ∈ Tpk ñîâìåñòèìû â èñ÷èñëåíèè HDLk òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîâìåñòèìû â ïîëíîì èñ÷èñëåíèè HDL.
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Ãëàâà 6

Î ïåðåñå÷åíèè ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ

ðàçðûâíûìè ãðàììàòèêàìè Ëàìáåêà,

ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè

6.1 Ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå DL

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì èñ÷èñëåíèÿ HDL, õàðàêòåðíûì äëÿ áîëü-

øèíñòâà íåñåêâåíöèàëüíûõ èñ÷èñëåíèé, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïðàâèëà

òðàíçèòèâíîñòè, êîòîðîå ìîæåò ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ ñâîéñòâà ïîä-

ôîðìóëüíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ìû ðàñ-

ñìîòðèì ñåêâåíöèàëüíóþ ôîðìó èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çà-

ìåùåíèÿ, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç DL.

Â èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ ïîíÿòèå ñåêâåí-

öèè óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ÷èñëåíèåì L∗. Îñíîâíûì ïðè ýòîì

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿåìîå íèæå ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

TpiD ìíîæåñòâî òèïîâ èç TpD èìåþùèõ ñîðò i, è ïóñòü íîâûé ñèìâîë []

èãðàåò ðîëü ðàçäåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ êîíôèãóðàöèé åñòü íàèìåíü-

øåå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå TpD∪{[], {, }, ; }, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëå-
äóþùåìó èíäóêòèâíîìó îïðåäåëåíèþ:

1. [] ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé êîíôèãóðàöèåé.

2. Ëþáîé òèï A ∈ Tp0
D ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé êîíôèãóðàöèåé.
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3. Äëÿ ëþáîãî i > 0, ëþáîãî òèïà A ∈ TpiD è ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáî-

ðà ñëîâ Γ1, . . . ,Γi, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé êî-

íå÷íîãî ÷èñëà àòîìàðíûõ êîíôèãóðàöèé, âûðàæåíèå A{Γ1; . . . ; Γi}
ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé êîíôèãóðàöèåé.

Êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü ñëîâà, ïîëó÷åííûå êîíêàòåíà-

öèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà àòîìàðíûõ êîíôèãóðàöèé. Êîíôèãóðàöèè áóäåì

îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè Γ,∆, . . ., âîçìîæíî ñ íèæ-

íèìè èíäåêñàìè, à âñ¼ ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé � ÷åðåç O. Ïóñòóþ
êîíôèãóðàöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Γ è ∆ ÿâ-

ëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèÿìè, òî Γ∆ òàêæå áóäåò êîíôèãóðàöèåé.

Íà êîíôèãóðàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ ôóíêöèÿ

ñîðòà s, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. s(Λ) = 0,

2. s([]) = 1,

3. s(A) = 0, åñëè A ∈ Tp0
D,

4. s(A{Γ1; . . . ; Γi}) = s(Γ1) + . . .+ s(Γi),

5. s(Γ1 . . .Γr) = s(Γ1) + . . .+ s(Γr), ãäå Γ1, . . . ,Γr � àòîìàðíûå êîíôè-

ãóðàöèè.

Ïðèìåð 6.1. Ïóñòü s(A) = s(B) = 0, s(C) = 1, s(D) = 2, òîãäà

(C/A){[]}(D↑1B){A;B; []} ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé, s((C/A){[]}(D↑1B)

{A;B; []}) = s((C/A){[]}) + s((D ↑1B){A;B; []}) = 1 + 0 + 0 + 1 = 2.

Äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè Γ ∈ O îïðåäåëèì å¼ ïðåäñòàâëÿþùèé

òèï τ(Γ):

1. τ([]) = J ,

2. τ(A) = A, åñëè A ∈ Tp0
D,

3. τ(A{Γ1; . . . ; Γi}) = (. . . (A�i τ(Γi)) . . .�2 τ(Γ2))�1 τ(Γ1).

4. τ(Γ1 . . .Γi) = τ(Γ1) · . . . · τ(Γi), åñëè Γ1, . . . ,Γi � àòîìàðíûå êîíôè-

ãóðàöèè.
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Ïðèìåð 6.2. Ïóñòü s(A) = s(B) = 0, s(C) = 1, s(D) = 2 è Γ =

(C/A){[]}(D↑1B){A;B; []}, òîãäà τ(Γ) = ((C/A)�1J) ·((((D↑1B)�3J)�2

B)�1 A).

Ëåììà 6.1. Äëÿ âñÿêîé êîíôèãóðàöèè Γ âåðíî, ÷òî s(Γ) = s(τ(Γ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ êîíôèãóðàöèè Γ.

Äëÿ êàæäîãî òèïà A îïðåäåëèì åãî âåêòîð-êîíôèãóðàöèþ ~A, ðàâ-

íóþ A, åñëè s(A) = 0, è A{[]; . . . ; []︸ ︷︷ ︸
s(A) ðàç

} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç àêñèîìàòèêè èñ÷èñëåíèÿ HDL è ñëåäñòâèÿ 4.1.

Ëåììà 6.2. Äëÿ âñÿêîãî òèïà A ∈ TpD òèïû A è τ( ~A) ÿâëÿþòñÿ

ðàâíîñèëüíûìè â èñ÷èñëåíèè HDL.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè êîíôèãóðàöèé êîíêàòåíàöèÿ ñîâ-

ïàäàåò ïî ñìûñëó ñî ñâÿçêîé ·, à îáîçíà÷åíèå A{Γ1, . . . ,Γs} îçíà÷àåò îä-
íîâðåìåííóþ çàìåíó ðàçäåëèòåëåé â âåêòîð-êîíôèãóðàöèè ~A íà êîíôè-

ãóðàöèè Γ1, . . . ,Γs, òî åñòü àíàëîãè÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ

íåñêîëüêèõ îïåðàöèé �j.
Ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî ñîðò êîíôèãóðàöèè ðàâåí ÷èñ-

ëó âõîäÿùèõ â íå¼ ìåòàëèíãâèñòè÷åñêèõ ðàçäåëèòåëåé. Ýòè ðàçäåëèòåëè

ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ñëåâà íàïðàâî. Ïóñòü Γ è ∆ � êîíôèãóðàöèè, òî-

ãäà ÷åðåç Γ|j∆ îáîçíà÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ çàìåíîé j-ãî

ðàçäåëèòåëÿ â Γ íà ∆. Ïóñòü s(Γ) = s, ∆1, . . . ,∆s � íåêîòîðûå êîí-

ôèãóðàöèè, òîãäà ÷åðåç Γ ⊗ (∆1; . . . ; ∆s) îáîçíà÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ,

ïîëó÷àåìàÿ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé âñåõ ðàçäåëèòåëåé â Γ ñëåâà íàïðà-

âî íà ∆1, . . . ,∆s. Çàìåòèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ Γ⊗(∆1; . . . ; ∆s) ñîâïàäàåò

ñ êîíôèãóðàöèåé (. . . ((Γ|s∆s)|s−1∆s−1) . . .)|1∆1.

Ïðèìåð 6.3. Ïóñòü s(A) = s(B) = 0, s(C) = 1, s(D) = 2, òîãäà

C{(C/B){[]}}D{A; []} ⊗ {A;BJ{[]}} = C{(C/B){A}}, D{A;BJ{[]}}.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå ãèïåðêîíòåê-

ñòà. Âíà÷àëå îïðåäåëèì ïîíÿòèå êîíòåêñòà. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
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ïðèâåäåíî íèæå, íåôîðìàëüíî æå êîíòåêñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíôè-

ãóðàöèþ, â êîòîðîé îäèí èç ïðèìèòèâíûõ òèïîâ çàìåí¼í íà ñïåöèàëüíûé

ìàðêåð #, îáîçíà÷àþùèé ìåñòî ïîäñòàíîâêè â êîíòåêñò.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî êîíòåêñòîâ åñòü íàèìåíüøåå ìíîæå-

ñòâî ñëîâ â àëôàâèòå TpD∪{[], {, }, ; ,#}½ óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. # åñòü êîíòåêñò.

2. Åñëè A ∈ TpD, s = s(A) > 0, 1 6 j 6 s, Ψ ÿâëÿåòñÿ êîí-

òåêñòîì, à Γ1, . . . ,Γj−1,Γj+1, . . . ,Γs ÿâëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèÿìè, òî

A{Γ1; . . . ; Γj−1; Ψ; Γj+1; . . . ; Γs} ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòîì.
3. Åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòîì, à Γ1, . . . ,Γj−1,Γj+1, . . . ,Γs ÿâëÿþò-

ñÿ àòîìàðíûìè êîíôèãóðàöèÿìè, òî Γ1 . . .Γj−1ΨΓj+1 . . .Γs ÿâëÿåòñÿ

êîíòåêñòîì.

Äëÿ êàæäîãî êîíòåêñòà Ψ è êîíôèãóðàöèè Γ ÷åðåç Ψ[Γ] îáîçíà÷èì

ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè Γ â Ψ, ðàâíûé êîíôèãóðàöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè

çàìåíå â Ψ âõîæäåíèÿ ìàðêåðà # íà Γ.

Ãèïåðêîíòåêñòîì Φ ñîðòà s íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ

èç êîíòåêñòà Ψ è êîíôèãóðàöèé ∆1, . . . ,∆s. Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè êîí-

ôèãóðàöèè Γ ñîðòà s â Φ ðàâåí Ψ[Γ⊗ (∆1; . . . ; ∆s)] è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Φ〈Γ〉. Â ýòîì ñëó÷àå Ψ íàçûâàåòñÿ âíåøíèì êîíòåêñòîì, à ∆1, . . . ,∆s

� âíóòðåííèìè êîíôèãóðàöèÿìè äëÿ Γ. Ãèïåðêîíòåêñòû áóäåì îáîçíà-

÷àòü áîëüøîé ãðå÷åñêîé áóêâîé Φ.

Ïðèìåð 6.4. Ïóñòü s(A) = 0, s(B) = s(C) = 1, òîãäà Ψ =

C{[]}(B ↑1A){[]; #} ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòîì. Åñëè ãèïåðêîíòåêñò Φ ñîñòî-

èò èç âíåøíåãî êîíòåêñòà Ψ è âíóòðåííèõ êîíôèãóðàöèé A è B{A}, òî
Φ〈B{[]}C{[]}〉 = C{[]}(B ↑1A){[];B{A}C{B{A}}}.

Ñåêâåíöèè èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ èìåþò

âèä Γ→ A, ãäå Γ ∈ O, A ∈ TpD, ïðè÷¼ì s(Γ) = s(A). Òîãäà èñ÷èñëåíèå

DL çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé àêñèîìàòèêîé:
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~A→ A
(ax)

Γ→ A Φ〈 ~A〉 → B

Φ〈Γ〉 → B
(cut)

~AΓ→ C

Γ→ A \C
(→\)

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈Γ(
−−−→
A \C)〉 → D

(\→)

Γ ~A→ C

Γ→ C/A
(→/)

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈(
−−→
C/A)Γ〉 → D

(/→)

Γ→ A ∆→ B

Γ∆→ A ·B
(→·)

Φ〈 ~A~B〉 → D

Φ〈
−−−→
A ·B〉 → D

(·→)

Λ→ I
(→ I)

Φ〈Λ〉 → A

Φ〈I〉 → A
(I →)

~A|kΓ→ C

Γ→ A ↓k C
(→↓)

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈Γ|k
−−−−−→
(A ↓k C)〉 → D

(↓→)

Γ|k ~A→ C

Γ→ C ↑k A
(→↑)

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈
−−−−−→
(C ↑k A)|kΓ〉 → D

(↑ →)

Γ→ A ∆→ B

Γ|k∆→ A�k B
(→�)

Φ〈 ~A|k ~B〉 → D

Φ〈
−−−−→
A�k B〉 → D

(�→)

[]→ J
(→ J)

Φ〈[]〉 → A

Φ〈 ~J〉 → A
(J →)

Ïðèìåð 6.5. Ïóñòü s(A) = s(B) = 1, òîãäà ñåêâåíöèè ~A→(A�1B)↑1B,

A{J ·(A \B)} → A ↓1(A�1B) è
−−−−−−−−−→
(A ↑1B) ↓1A→ A/(B \A) ÿâëÿþòñÿ âû-

âîäèìûìè â èñ÷èñëåíèè DL. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû ïðèâåäåíû íèæå.

A{[]} → A B{[]} → B

A{B} → A�1 B
(→�)

A{[]} → (A�1 B) ↓1B
(→↓)
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A{[]} → A B{[]} → B

A{B{[]}} → A�1 B
(→ �)

A{[]} → A

A{A{[]}(A \B)} → A�1 B
(\ →)

A{[](A \B)} → A ↓1(A�1 B)
→ ↓

A{J{[]}(A \B)} → A ↓1(A�1 B)
(J →)

A{J{[]} · (A \B)} → A ↓1(A�1 B)
(· →)

A{[]} → A

A{[]} → A B{[]} → B

B{[]}(B \A)→ A
(\→)

[](B \A)→ (A ↑1B)
(→↑)

((A ↑1B) ↓1A){[]}(B \A)→ A
(↓→)

((A ↑1B) ↓1A){[]} → A/(B \A)
(→/)

Ïðèìåð 6.6. Ïóñòü s(A) = s(B) = 1, òîãäà ñåêâåíöèÿ A{(A ↓1B){[]}
(J \A)} → A�1 B ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé â èñ÷èñëåíèè DL. Äåéñòâèòåëü-

íî, âûâåäåì ñíà÷àëà ñåêâåíöèþ A{A{(A ↓1B){[]}}} → A�1 B:

B{[]} → B A{[]} → A

A{(A ↓1B){[]}} → B
(↓ →)

A{[]} → A

A{A{(A ↓1B){[]}}} → A�1 B
(→ �)

Ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà (↓ →), èìåþùåãî âèä

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈Γ|k
−−−−−→
(A ↓k C)→ D,

ãèïåðêîíòåêñò Φ ñîñòîèò èç âíåøíåãî êîíòåêñòà # è âíóòðåííåé êîíôè-

ãóðàöèè [], â êà÷åñòâå òèïîâ C è D âûñòóïàåò òèï B, à êîíôèãóðàöèÿ Γ

ðàâíà A{[]}.
Òåïåðü ïðèìåíèì ïðàâèëî (\ →), èìåþùåå âèä

Φ〈~C〉 → D Γ→ A

Φ〈Γ(
−−−→
A \C)〉 → D ,
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âçÿâ â êà÷åñòâå âòîðîé ïîñûëêè âûâîäèìóþ ñåêâåíöèþ []→ J , à â êà÷å-

ñòâå ãèïåðêîíòåêñòà Φ âçÿâ ñîâîêóïíîñòü èç âíåøíåãî êîíòåêñòà A{#}
è âíóòðåííåé êîíôèãóðàöèè (A ↓1B){[]}. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
([](J \A)) ⊗ ((A ↓1B){[]}) = (A ↓1B){[]} (J \A), ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â

ïðàâèëî ïðèâîäèò ê âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèè A{(A ↓1B){[]}(J \A)} →
A�1 B.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü çíà÷îê âåêòîðà ïðè çàïèñè

âåêòîð-êîíôèãóðàöèé. Íàïðèìåð, åñëè s(A) = 0, s(B) = 1, s(C) =

2, s(D) = 3, òî çàïèñü BAC → D îçíà÷àåò B{[]}AC{[]; []} → D.

Êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [32], DL ` Γ → A òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà HDL ` τ(Γ) → A. Îòñþäà ïî ëåììå 6.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñåêâåí-

öèé âèäà A → B óòâåðæäåíèÿ îá èõ âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèÿõ DL è

HDL ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, òàêèì îáðàçîì èñ÷èñëåíèÿ DL è HDL â

íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû. Êàê äîêàçàíî â [24], â èñ÷èñëåíèè DL

óñòðàíèìî ñå÷åíèå, òî åñòü âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ, âûâîäèìàÿ â ýòîì èñ÷èñëå-

íèè, ìîæåò áûòü âûâåäåíà áåç ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (cut). Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âûâîäû áåç ñå÷åíèÿ, åñëè ÿâíî íå áó-

äåò îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Çàìåòèì, ÷òî èç óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ ñëåäóåò

ñâîéñòâî ïîäôîðìóëüíîñòè, èç êîòîðîãî âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü èñ÷èñ-

ëåíèÿ DL.

Òàêæå èç óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè çàìåíèòü íåêî-

òîðûé ïîäòèï îäíîãî èç òèïîâ ñåêâåíöèè íà ðàâíîñèëüíûé åìó òèï, òî

ýòî íå ïîâëèÿåò íà âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè. Êðîìå òîãî, â èñ÷èñëåíèè

DL äîïóñòèìî ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè, ïîçâîëÿþùåå çàìåíÿòü âñå âõîæ-

äåíèÿ íåêîòîðîãî ïðèìèòèâíîãî òèïà p íà îäèí è òîò æå ïðîèçâîëüíûé

òèï A òîãî æå ñîðòà.

Â äàëüíåéøåì ïîä èñ÷èñëåíèåì Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ

ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü èìåííî èñ÷èñëåíèå DL.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ok ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé, ñîðò êîòîðûõ íå

ïðåâûøàåò k, è êîòîðûå íå ñîäåðæàò òèïîâ íå èç Tpk. Èñ÷èñëåíèå, ïî-
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ëó÷àþùååñÿ èç DL çàïðåòîì òèïîâ íå èç Tpk è êîíôèãóðàöèé íå èç

Ok, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç DLk. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k èñ÷èñëåíèå DLk

ýêâèâàëåíòíî ââåä¼ííîìó â ðàçäåëå 4.3 íåñåêâåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ

HDLk. Êàê è äëÿ ïîëíîãî èñ÷èñëåíèÿ DL, äëÿ ôðàãìåíòà DLk âåðíû

ñâîéñòâà ïîäôîðìóëüíîñòè è óñòðàíèìîñòè ñå÷åíèÿ. Èç ýòîãî âûòåêàåò,

â ÷àñòíîñòè, ÷òî âñå èñ÷èñëåíèÿ DLk ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè ðàñ-

øèðåíèÿìè èñ÷èñëåíèé L∗ è L1.

6.2 Êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè, îñíîâàííûå íà âà-

ðèàíòàõ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà

Ïîíÿòèå êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêè áûëî ââåäåíî Ê. Àéäóêåâè÷åì â

ðàáîòå [3]. Â ðàáîòå [18] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðàììàòèêè Ëàìáåêà,

òî åñòü êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêè, îñíîâàííîé íà èñ÷èñëåíèè Ëàì-

áåêà L (äàëåå, L -ãðàììàòèêè). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî

âñÿêèé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê áåç ïóñòîãî ñëîâà ìîæåò áûòü ïî-

ðîæä¼í íåêîòîðîé L-ãðàììàòèêîé. Îáðàòíûé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé,

÷òî âñÿêèé ÿçûê, ïîðîæäàåìûé L-ãðàììàòèêîé, ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíûì, áûë ïîëó÷åí Ì. Ð. Ïåíòóñîì â [35], òàì æå äîêàçàí àíàëî-

ãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ èñ÷èñëåíèÿ L∗. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äëÿ èñ÷èñ-

ëåíèÿ L∗ ïîëó÷åíî C. Ë. Êóçíåöîâûì â ðàáîòå [17]. Â [17] òàêæå èññëå-

äîâàëèñü êëàññû ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûå ãðàììàòèêàìè, îñíîâàííûìè íà

âàðèàíòàõ èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà. Íèæå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëå-

íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ãðàììàòèêè Ëàìáåêà.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ãðàììàòèêîé Ëàìáåêà èëè L-ãðàììàòèêîé íàçû-

âàåòñÿ òðîéêà G = 〈Σ,B, H〉, ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, B � êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ Σ × Tp, à H ∈ Tp � öåëåâîé

òèï. ßçûê L(G), çàäàâàåìûé ãðàììàòèêîé G, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L(G) = {a1 . . . ar | ∃A1, . . . Ar(∀j(aj B Aj) ∧ L ` A1 . . . Ar → H)},
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ãäå çàïèñü aj BAj îçíà÷àåò (aj, Aj) ∈ B. Åñëè çàìåíèòü â äàííîì îïðå-

äåëåíèè èñ÷èñëåíèå L íà L∗, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå L∗-ãðàììàòèêè.

Ïðèìåð 6.7. L-ãðàììàòèêà G = 〈Σ,B, p/p〉, ãäå B = {〈a, (p/p)/p〉,
〈b, p〉} çàäà¼ò ÿçûê {w ∈ {a, b}+ | |w|a = |w|b,∀u v w(|u|a > |u|b)},
òî åñòü ÿçûê íåïóñòûõ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ

îäíèì òèïîì ñêîáîê. Íàïðèìåð, ñëîâî aabb ïðèíàäëåæèò ýòîìó ÿçûêó,

ïîñêîëüêó L ` ((p/p)/p)((p/p)/p)pp→ p/p.

Òåîðåìà 13 (Í. Ãàéôìàí, 1960; Ì. Ð. Ïåíòóñ, 1995; C. Ë. Êóçíåöîâ,

2009).

1. L -ãðàììàòèêàìè ïîðîæäàþòñÿ â òî÷íîñòè âñå êîíòåêñòíî-ñâî-

áîäíûå ÿçûêè, íå ñîäåðæàùèå ïóñòîãî ñëîâà.

2. L∗-ãðàììàòèêàìè ïîðîæäàþòñÿ â òî÷íîñòè âñå êîíòåêñòíî-ñâî-

áîäíûå ÿçûêè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ãðàììàòèêè, îñíîâàííûå íà

èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ HDL.

Îïðåäåëåíèå 6.4. HDL-ãðàììàòèêîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà G =

〈Σ,B, H〉, ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, B � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî äå-

êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ Σ × Tp0
D, íàçûâàåìîå ñëîâàð¼ì, à H ∈ Tp0

D �

öåëåâîé òèï. ßçûê L(G), îïðåäåëÿåìûé ãðàììàòèêîé G, çàäà¼òñÿ ñîîò-

íîøåíèåì

L(G) = {a1 . . . ar | ∃A1, . . . Ar((∀j(aj B Aj)) ∧ HDL ` A1 · . . . · Ar → H)}.

Âìåñòî èñ÷èñëåíèÿ HDL óäîáíî èñïîëüçîâàòü åãî ñåêâåíöèàëüíóþ

âåðñèþ DL. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàììàòèêè, îñíî-

âàííûå íà èñ÷èñëåíèè Ëàìáåêà ñ îïåðàöèÿìè çàìåùåíèÿ DL (ðàçðûâ-

íûå ãðàììàòèêè Ëàìáåêà èëè DL -ãðàììàòèêè) è åãî ôðàãìåíòàõ DLk

(DLk-ãðàììàòèêè). Äàííûå ãðàììàòèêè äåòàëüíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ

[23] è [24]. Â ÷àñòíîñòè, [24] ñîäåðæèò ïðèìåðû àíàëèçà íåêîòîðûõ ñèí-

òàêñè÷åñêèõ ÿâëåíèé â åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ ñ ïîìîùüþ DL -ãðàììàòèê.
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Âçàèìîñâÿçü ðàçðûâíûõ ãðàììàòèê Ëàìáåêà ñ äðóãèìè âàðèàíòàìè êà-

òåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè [22].

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ðàçð�ûâíîé ãðàììàòèêîé Ëàìáåêà èëè DL -ãðàì-

ìàòèêîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà G = 〈Σ,B, H〉, ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò,

B � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ Σ × Tp0
D, íàçû-

âàåìîå ñëîâàð¼ì, à H ∈ Tp0
D � öåëåâîé òèï. ßçûê L(G), çàäàâàåìûé

ãðàììàòèêîé G, îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ L -ãðàììàòèêè ñ çàìå-

íîé èñ÷èñëåíèÿ L íà DL, òî åñòü

L(G) = {a1 . . . ar | ∃A1, . . . Ar(∀j(aj B Aj) ∧DL ` A1 . . . Ar → H)}.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ HDL-

ãðàììàòèêè. Åñëè â îïðåäåëåíèè 6.5 çàìåíèòü èñ÷èñëåíèå DL íà

åãî ôðàãìåíò DLk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, òî ìû ïîëó÷èì

îïðåäåëåíèå DLk-ãðàììàòèêè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êîíå÷íîñòè ñëîâàðÿ

è ñâîéñòâà ïîäôîðìóëüíîñòè èñ÷èñëåíèÿ DL âñÿêàÿ DL -ãðàììàòèêà

ÿâëÿåòñÿ DLk-ãðàììàòèêîé äëÿ íåêîòîðîãî k.

Ïðèìåð 6.8 (Ã. Ìîððèëë, Î. Âàëåí-

òèí, 2011). Ïóñòü s(p1) = s(p2) = s(p3)

= 1, òîãäà DL1-ãðàììàòèêà G = 〈Σ,B, p1�1 I〉 ñî ñëîâàð¼ì a B p1/p3,

bB J \ p2, bB J \(p1 ↓1 p2), cB p2 \ p3 ïîðîæäàåò ÿçûê {anbncn | n > 0}.
Ïðèâåä¼ííûé íèæå âûâîä ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîâî abc ïðèíàäëåæèò L(G).

p1 → p1

p3 → p3

p2 → p2 []→ J

[](J \ p2)→ p2

(\ →)

[](J \ p2)(p2 \ p3)→ p3

(\ →)

(p1/p3)[](J \ p2)(p2 \ p3)→ p1

(/→)
Λ→ I

(p1/p3)(J \ p2)(p2 \ p3)→ p1 �1 I
(→ �)

Ïîñêîëüêó âñå èñ÷èñëåíèÿ DLk ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè ðàñ-

øèðåíèÿìè èñ÷èñëåíèÿ L∗, òî ïðè ëþáîì k âñÿêèé êîíòåêñòíî-ñâîáîä-

íûé ÿçûê ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé DLk-ãðàììàòèêîé. Ïðèâåä¼ííûé âû-

øå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óæå DL1-ãðàììàòèêàìè ïîðîæäàþòñÿ íåêî-
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òîðûå ÿçûêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè. Â ðàáîòå [23] äî-

êàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ DL1-ãðàììàòèê ïîðîæäàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå

ÿçûêè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå çàìûêàíèÿ àâòîìàòíîãî ÿçûêà îòíîñèòåëü-

íî ïåðåñòàíîâêè áóêâ â ñëîâàõ.

6.3 Êîíå÷íûå àâòîìàòû è çàäàâàåìûå èìè ÿçûêè

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ââåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ôîð-

ìàëüíûõ ÿçûêîâ, êàñàþùèåñÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è çàäàâàåìîãî èìè

êëàññà ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì (äà-

ëåå, êîíå÷íûì àâòîìàòîì) íàçûâàåòñÿ êîðòåæ M = 〈Σ, Q,∆, qs, F 〉,
ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,

∆ ⊆ Q × Σ∗ × Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ âèäà (q1, w) → q2,

ãäå w íàçûâàåòñÿ ìåòêîé ïåðåõîäà, qs ∈ Q � ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå, à

F ⊆ Q � ìíîæåñòâî çàâåðøàþùèõ ñîñòîÿíèé.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Êîíôèãóðàöèåé êîíå÷íîãî àâòîìàòà íàçûâàåòñÿ ïà-

ðà 〈q, w〉, q ∈ Q,w ∈ Σ∗. Ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé àâòîìàòà M áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç CM . Îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè â àâòîìàòå M íàçî-

â¼ì íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå→M∈ CM ×CM ,
òàêîå ÷òî äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà (〈q1, u〉 → q2) ∈ ∆ è ïðîèçâîëüíî-

ãî ñëîâà v ∈ Σ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 〈q1, uv〉 →M 〈q2, v〉. ßçûê
L(M), çàäàâàåìûé àâòîìàòîì, ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ w, òàêèõ ÷òî ñóùå-

ñòâóåò çàâåðøàþùåå ñîñòîÿíèå q ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

〈qs, w〉 →M 〈q, ε〉.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ïóñòü M = 〈Σ, Q,∆, qs, F 〉 � êîíå÷íûé àâòîìàò,

à w ∈ L(M). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé qi0 = qs, qi1, . . . , qir ,

ãäå qir ∈ F , íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàþùåé äëÿ ñëîâà w â àâòîìàòå M , åñëè

ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå w = wi1 . . . wir , òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêîãî j 6 r

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (〈qij−1, wij〉 → qij) ∈ ∆.
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Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2]), ÷òî åñëè ðàçðåøèòü â îïðå-

äåëåíèè àâòîìàòà òîëüêî îäíîáóêâåííûå ìåòêè ïåðåõîäîâ, òî êëàññ ðàñ-

ïîçíàâàåìûõ ÿçûêîâ íå èçìåíèòñÿ. Áîëåå òîãî, êàæäûé àâòîìàòíûé

ÿçûê, íå ñîäåðæàùèé ïóñòîãî ñëîâà, ìîæåò ðàñïîçíàâàòüñÿ êîíå÷íûì

àâòîìàòîì ñ îäíîáóêâåííûìè ïåðåõîäàìè, èìåþùèì ðîâíî îäíî çàâåð-

øàþùåå ñîñòîÿíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè àâòîìàòM ñîäåðæèò òîëüêî îäíî-

áóêâåííûå ïåðåõîäû, òî âñÿêàÿ ðàñïîçíàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ

ñëîâà w â àâòîìàòå M èìååò äëèíó |w|+ 1.

Êîíå÷íûå àâòîìàòû óäîáíî èçîáðàæàòü ãðàôè÷åñêè. Ñîñòîÿíèÿ

àâòîìàòà áóäåì îáîçíà÷àòü êðóæê�àìè, ïðè ýòîì ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå

áóäåì ïîìå÷àòü âõîäÿùåé â íåãî ñòðåëêîé, à çàâåðøàþùåå ñîñòîÿíèå

� äâîéíûì êðóæêîì. Ïåðåõîäû áóäåì èçîáðàæàòü ñòðåëêàìè, ñîåäèíÿ-

þùèìè ñîñòîÿíèÿ, íà ñòðåëêå ïðè ýòîì íàïèñàíà ìåòêà ïåðåõîäà. Òàêèì

îáðàçîì, êîíå÷íûé àâòîìàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîìå÷åííûé îðèåíòèðî-

âàííûé ãðàô, â êîòîðîì âûäåëåíû îòäåëüíûå âåðøèíû.

Ïðèìåð 6.9. Ïðèâåä¼ííûé íà ðèñóíêå àâòîìàò ðàñïîçíà¼ò ÿçûê ñëîâ

äëèíû íå ìåíüøå 3, íà÷èíàþùèõñÿ ñ áóêâû a, â êîòîðûõ ïðåäïîñëåäíÿÿ

áóêâà ðàâíà b.

qs q1 q2 q3
a

a, b

b

a, b

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé qs, q1, q1, q1, q2, q3 ÿâëÿåòñÿ ðàñïîçíàþùåé

äëÿ ñëîâà ababa â äàííîì àâòîìàòå.

6.4 Ïåðåñå÷åíèå ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè: îïèñàíèå

êîíñòðóêöèè

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà 14. Ìíîæåñòâî ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ DL -ãðàììàòèêàìè,

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñî-

äåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè êëàññà ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàì-

ìàòèêàìè Ëàìáåêà, îòíîñèòåëüíî òåõ èëè èíûõ îïåðàöèé, ïðåäñòàâëÿåò

çíà÷èòåëüíî á�îëüøèå òðóäíîñòè â ñðàâíåíèè ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé äëÿ

êëàññîâ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ òîé èëè èíîé ðàçíîâèäíîñòüþ ïîðîæäà-

þùèõ ãðàììàòèê. Òàê, äëÿ ãðàììàòèê, îñíîâàííûõ íà èñ÷èñëåíèè L, â

îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó äàííûì êëàññîì ãðàì-

ìàòèê è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè. Îäíàêî ýòîò ìåòîä íå

ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í â ñëó÷àå ãðàììàòèê, îñíîâàííûõ íà èñ÷èñëåíèè

DL è åãî ôðàãìåíòàõ DLk, òàê êàê íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî òî÷íîå

îïèñàíèå êëàññà ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ DL -ãðàììàòèêàìè, â òåðìèíàõ

èåðàðõèè Õîìñêîãî.

Ìû äîêàæåì, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ DLk-ãðàììàòè-

êàìè, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå

ñîäåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà. Äëÿ ñëó÷àÿ k = 0 äàííûé ðåçóëüòàò ñëåäó-

åò èç ýêâèâàëåíòíîñòè L∗-ãðàììàòèê è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê

(ñì. [35], [17]) è çàìêíóòîñòè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ îòíîñèòåëü-

íî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè (ñì. [7]). Îäíàêî îïèñàííàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå ãðàì-

ìàòèêè Ëàìáåêà â ýêâèâàëåíòíóþ åé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó

ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðà ãðàììàòèêè. Êàê

ñëåäñòâèå, êîíå÷íàÿ ãðàììàòèêà äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî ÿçûêà, çà-

äàâàåìîãî ãðàììàòèêîé Ëàìáåêà, ñ àâòîìàòíûì ÿçûêîì òàêæå èìååò

ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàçìåð â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíîé ãðàììàòèêîé. Â ñëó-

÷àå ïðèìåíåíèÿ íàøåé êîíñòðóêöèè èìååò ìåñòî ëèøü ïîëèíîìèàëüíîå

óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ãðàììàòèêè. Îñíîâíàÿ èäåÿ êîíñòðóêöèè çàèìñòâî-

âàíà èç äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ îò-

íîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè â [7].
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Ïóñòü ÿçûê L çàäà¼òñÿ íåêîòîðîé DL -ãðàììàòèêîé G = 〈Σ,B, H〉,
à LR � íåêîòîðûé àâòîìàòíûé ÿçûê, íå ñîäåðæàùèé ïóñòîãî ñëîâà.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî LR çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì M = 〈Σ, Q,
∆, qs, {qf}〉 ñ îäíèì çàâåðøàþùèì ñîñòîÿíèåì è îäíîáóêâåííûìè ïåðå-

õîäàìè.

Ïîñòðîèì íîâóþ ãðàììàòèêó G ′ = 〈Σ,B′, H ′〉, çàäàþùóþ ÿçûê

L ∩ LR. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó Pr è èìåþò ñîðò 0, ïðè ýòîì îíè íå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïî-

ñòðîåíèè òèïîâ ãðàììàòèêè G. Ïîëîæèì H ′ = (qs \H) · qf . Ñëîâàðü B′

îïðåäåëÿåòñÿ êàê B′ = {〈a, (q1 \A) · q2〉 | a B A, (〈q1, a〉 → q2) ∈ ∆}. Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò â

òî÷íîñòè ÿçûê L ∩ LR.

Ïðèìåð 6.10. Ðåãóëÿðíûé ÿçûê LR = {a2k+1bl+1cm | k, l,m ∈ N} ðàñ-
ïîçíà¼òñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì, èçîáðàæ¼ííûì íèæå.

qs q1 q2

a

a

b

b

c

Òîãäà ÿçûê {anbncn | n ∈ N} ∩ LR = {a2k+1b2k+1c2k+1 | k ∈ N}
ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé G ′ = 〈{a, b, c},B′, (qs \(A�I))·q2〉, ãäå ñëîâàðü
B′ ïðèâåä¼í íèæå. Çäåñü p1, p2, p3 � ïðèìèòèâíûå òèïû ñ s(p1) = s(p2) =

s(p3) = 1:

a : (qs \(p1/p3)) · q1, (q1 \(p1/p3)) · qs
b : (q1 \(J \ p2)) · q1, (q1 \(J \ p2)) · q2

b : (q1 \(J \(p1 ↓1 p2))) · q1, (q1 \(J \(p1 ↓1 p2))) · q2

c : (q2 \(p2 \ p3)) · q2.
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6.5 Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè êîíñòðóêöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííûé íàìè àëãîðèòì äåé-

ñòâèòåëüíî ñòðîèò ãðàììàòèêó äëÿ ÿçûêà L ∩ LR. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

LR = L(M), ãäå M = 〈{q1, . . . , qn},Σ,∆, q1, {qn}〉. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü Q = {q1, . . . , qn}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî âñåõ

òèïîâ èñ÷èñëåíèÿ DL, íå ñîäåðæàùèõ ïðèìèòèâíûõ òèïîâ èç ìíîæåñòâà

Q. Äëÿ êàæäîãî òèïà T ∈ T îáîçíà÷èì ÷åðåç Ti,j òèï (qi \T ) · qj. Òàêæå
áóäåì îáîçíà÷àòü Ti,0 = qi \T, T0,0 = T . Ïî ïîñòðîåíèþ ìîæíî ïåðåîáî-

çíà÷èòü H ′ = H1,n, à òàêæå B′ = {〈a,Ai,j〉 | aB A, (〈qi, a〉 → qj) ∈ ∆}.
Îáîçíà÷èì T ′ = T ∪ {Ti,j | T ∈ T , 1 6 i 6 n, 0 6 j 6 n} ∪ {qi |

1 6 i 6 n}. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî T ′ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäòè-
ïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(T ′) ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé, â êîòîðûõ ðàç-

ðåøåíû òîëüêî òèïû èç ìíîæåñòâà T ′. T ′-ñåêâåíöèÿìè áóäåì íàçûâàòü

ñåêâåíöèè èñ÷èñëåíèÿ DL, èìåþùèå âèä Γ→ A, ãäå Γ ∈ O(T ′), A ∈ T ′.
Èç ñâîéñòâà ïîäôîðìóëüíîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 6.3. Â âûâîäå T ′-ñåêâåíöèè ó÷àñòâóþò òîëüêî T ′-ñåêâåíöèè.

Ïîëîæèì Q = Q ∪ {qi | qi ∈ Q}, ãäå qi � íîâûå ïðèìèòèâíûå

òèïû, è îáîçíà÷èì Θi = qi, Θi = qi, 1 6 i 6 n, Θ0 = Θ0 = Λ. Äëÿ

êàæäîé àòîìàðíîé êîíôèãóðàöèè Γ, ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó O(T ′),
îïðåäåëèì å¼ q-îáðàç (Γ)q:

1. (Λ)q = ([])q = ε,

2. (qi)q = qi, åñëè qi ∈ Q,
3. (Ti,j)q = ΘiΘj, åñëè s(Ti,j) = 0,

4. (Ti,j{Γ1; . . . ; Γr})q = Θi(Γ1)q . . . (Γr)qΘj.

q-îáðàç (Γ)q êîíôèãóðàöèè Γ ðàâåí êîíêàòåíàöèè q-îáðàçîâ âõîäÿ-

ùèõ â íå¼ àòîìàðíûõ êîíôèãóðàöèé. Ïðîäîëæèì îïðåäåëåíèå q-îáðàçà

íà T ′-ñåêâåíöèè, ïîëîæèâ (Γ→ Ti,j)q = Θi(Γ)qΘj, (Γ→ qi)q = (Γ)qΘi.

Ïðèìåð 6.11. Ïóñòü Q = {q1, q2}, p1, p2 /∈ Q, s(p1) = 1, s(p2) = 0, òîãäà

(((q2 \(p1↑1p2))·q1){q1(q2 \ p1)}q2)q = q2q1q2q1q2, (p1{[]} p1{p2·q2} → q1)q =
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q2q1.

Íåôîðìàëüíî, q-îáðàç êîíôèãóðàöèè ñîäåðæèò âñå âõîæäåíèÿ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q â äàííóþ êîíôèãóðàöèþ â íåêîòîðîì åñòåñòâåí-

íîì ïîðÿäêå ñ óêàçàíèåì èõ ïîëÿðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Êîíôèãóðàöèÿ Π íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîä-

êîíôèãóðàöèåé êîíôèãóðàöèè Γ, åñëè Γ ïðåäñòàâèìà â âèäå Φ0[A{∆1;

. . . ; ∆j−1; Π; ∆j+1; . . . ; ∆s(A)}] äëÿ íåêîòîðûõ êîíòåêñòà Φ0, òèïà A è êîí-

ôèãóðàöèé ∆1, . . . ,∆s(A).

Ïðèìåð 6.12. Ïóñòü s(p0) = s(p1) = 1, s(p2) = s(p3) = 0, òîãäà

â êîíôèãóðàöèè p0{p1{p2}(p2/p3)}p1{[]} ìàêñèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîä-
êîíôèãóðàöèè p2, p1{p2}(p2/p3) è [].

Ïîíÿòèå ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò

ìàòåìàòè÷åñêîìó ôîëüêëîðó. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû íåêîòîðîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n, n áóêâ b1, . . . , bn, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü îòêðûâàþ-

ùèìè ñêîáêàìè, à òàêæå n ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çàêðûâàþùèõ ñêîáîê

b1, . . . , bn. Îáîçíà÷èì B = {b1, b1, . . . , bn, bn}.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

(ÏÑÏ ) ðàíãà n íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ñëîâî w ∈ B∗, êîòîðîå ìîæåò áûòü

ñîêðàùåíî äî ïóñòîãî ïîñëåäîâàòåëüíûì âû÷¼ðêèâàíèåì ïîäñëîâ âèäà

bibi, ãäå i 6 n.

Ïðèìåð 6.13. b1b1b1b2b2b1b3b2b2b3 ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ. Ðàçáèåíèå íà ïàðû

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáîê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå.

b1 b1 b1 b2 b2 b1 b3 b2 b2 b3

Ìíîæåñòâî ÏÑÏ ðàíãà n çàäà¼òñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììà-

òèêîé ñî ñòàðòîâûì ñèìâîëîì S è ïðàâèëàìè S → ε, S → biSbiS, 1 6

i 6 n. Â îäíó ïàðó ïðè ýòîì ïîïàäàþò îòêðûâàþùàÿ è çàêðûâàþùàÿ
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ñêîáêè, ââåä¼ííûå â îäíîì è òîì æå ïðàâèëå. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñëåäóåò

èç îïðåäåëåíèÿ ÏÑÏ.

Ëåììà 6.4. Âî âñÿêîì ïðåôèêñå ÏÑÏ ÷èñëî îòêðûâàþùèõ ñêîáîê íå

ìåíüøå ÷èñëà çàêðûâàþùèõ.

Ïðèâåä¼ííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ÏÑÏ ïðèíàäëåæàò

ìàòåìàòè÷åñêîìó ôîëüêëîðó. Èõ äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëå-

íèÿ ÏÑÏ, ëåììû 6.4 è ñâîéñòâ ãðàììàòèêè, çàäàþùåé ìíîæåñòâî ÏÑÏ

ðàíãà n.

Ëåììà 6.5.

1. Åñëè u è v ÿâëÿþòñÿ ÏÑÏ, òî uv òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ.

2. Åñëè u è uv ÿâëÿþòñÿ ÏÑÏ, òî v òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ.

Ëåììà 6.6.

1. Åñëè ñëîâî u0u1 . . . ur, à òàêæå ñëîâà v1, . . . , vr ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ, òî

ñëîâî u0v1u1v2 . . . vrur òàêæå áóäåò ÏÑÏ.

2. Åñëè ñëîâà u1vu2 è v ÿâëÿþòñÿ ÏÑÏ, òî ñëîâî u1u2 òàêæå áóäåò

ÏÑÏ.

3. Åñëè ñëîâà u0vu1, v è v′ ÿâëÿþòñÿ ÏÑÏ, òî ñëîâî u′ = u0v
′u1 òàê-

æå áóäåò ÏÑÏ.

Îïðåäåëåíèå 6.11. T ′-êîíôèãóðàöèþ Γ áóäåì íàçûâàòü q-ïðàâèëüíîé,

åñëè å¼ q-îáðàç ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ.

Ëåììà 6.7.

1. Åñëè Γ è ∆ � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî Γ∆ òàêæå q-

ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

2. Åñëè Γ è ∆ � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî äëÿ ëþáîãî j 6 s(Γ)

âåðíî, ÷òî Γ|j∆ òàêæå q-ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

3. Åñëè Γ; Φ1, . . . ,Φs � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, ïðè÷¼ì s(Γ) = s,

òî Γ⊗ {Φ1; . . . ; Φs} òàêæå q-ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.
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4. Åñëè Φ[Π],Π è Π′ � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî Φ[Π′] òàêæå

q-ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

5. Åñëè Π,Π′ � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, Γ = Φ[Π], à (Γ → C)q

ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ, òî ñëîâî (Γ′ → C)q, ãäå Γ′ = Φ[Π′], òàêæå áóäåò

ÏÑÏ.

6. Åñëè (Π)q = Λ, Π′,Φ1, . . . ,Φs � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, Γ =

Φ〈Π〉 = Φ0[Π⊗ {Φ1, . . . ,Φs}], à (Γ → C)q ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ, òî ñëîâî

(Γ′ → C)q, ãäå Γ′ = Φ〈Π′〉 = Φ0[Π
′ ⊗ {Φ1, . . . ,Φs}], òàêæå áóäåò

ÏÑÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò ñðàçó âûòåêàåò èç ëåììû 6.5 è îïðåäå-

ëåíèÿ q-îáðàçà, âòîðîé è òðåòèé äîêàçûâàþòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîå-

íèþ êîíôèãóðàöèè Γ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 6.6. ×åòâ¼ðòûé è ïÿòûé

ïóíêòû ñëåäóþò èç ïóíêòà 3 ëåììû 6.6. Äîêàæåì øåñòîé ïóíêò. Ïî

ïóíêòó 3 íàñòîÿùåé ëåììû Π ⊗ {Φ1, . . . ,Φs} è Π′ ⊗ {Φ1, . . . ,Φs} áóäóò
q-ïðàâèëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè, ïîñëå ÷åãî íóæíî ïðèìåíÿòü ïóíêò 5

äàííîé ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Êîíôèãóðàöèþ Γ áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííå q-

ïðàâèëüíîé, åñëè âñÿêàÿ å¼ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäêîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ

q-ïðàâèëüíîé.

Ëåììà 6.8.

1. Åñëè Γ è ∆ � âíóòðåííå q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî Γ∆ òàê-

æå áóäåò âíóòðåííå q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé.

2. Åñëè Γ è ∆ � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî äëÿ ëþáîãî j 6 s(Γ)

âåðíî, ÷òî Γ|j∆ òàêæå áóäåò âíóòðåííå q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðà-

öèåé.

3. Åñëè Γ � âíóòðåííå q-ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, à Φ1, . . . ,Φs �

q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, ïðè÷¼ì s(Γ) = s, òî Γ ⊗ {Φ1; . . . ; Φs}
òàêæå áóäåò âíóòðåííå q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé.

4. Åñëè Φ[Π] � âíóòðåííå q-ïðàâèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, à Π è Π′ �
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q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, òî Φ[Π′] òàêæå áóäåò âíóòðåííå q-

ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé.

5. Åñëè Φ〈Π〉 = Φ0[Π⊗ {Φ1; . . . ; Φs}], � âíóòðåííå q-ïðàâèëüíàÿ êîí-

ôèãóðàöèÿ, Φ1, . . . ,Φs � q-ïðàâèëüíûå êîíôèãóðàöèè, (Π)q = Λ,

à Π′ ÿâëÿåòñÿ q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé ñîðòà s, òî Φ〈Π′〉 =

Φ0[Π
′ ⊗ {Φ1; . . . ; Φs}] òàêæå áóäåò âíóòðåííå q-ïðàâèëüíîé êîí-

ôèãóðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäêîíôèãóðàöèÿ â Γ∆ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íîé ïîäêîíôèãóðàöèåé â Γ ëèáî ∆.

2. Âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäêîíôèãóðàöèÿ â Γ|j∆ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíîé ïîäêîíôèãóðàöèåé â Γ èëè ∆, ëèáî ïîëó÷åíà èç íåêîòî-

ðîé ìàêñèìàëüíîé ïîäêîíôèãóðàöèè â Γ çàìåíîé ðàçäåëèòåëÿ íà ∆.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íóæíî ïðèìåíèòü ïóíêò 2 ëåììû 6.7.

3. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

4. Âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäêîíôèãóðàöèÿ â Φ[Π′] ëèáî áûëà òàêîâîé

â Φ[Π], ëèáî ïîëó÷åíà èç íå¼ çàìåíîé Π íà Π′. Ïîñëå ýòîãî óòâåð-

æäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ïóíêòà 4 ëåììû 6.7.

5. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáå êîíôèãóðàöèè Π ⊗ {Φ1; . . . ; Φs} è Π′ ⊗
{Φ1; . . . ; Φs} áóäóò âíóòðåííå q-ïðàâèëüíûìè. Ïîñëå ýòîãî óòâåð-

æäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ëåììà 6.9. Âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè DL T ′-ñåêâåíöèÿ Γ → A

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. (Γ→ A)q ÿâëÿåòñÿ ÏÑÏ.

2. Γ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó â èñ÷èñëåíèè DL. Ñëó÷àé àêñè-

îìû, à òàêæå ïðàâèë (→ I) è (→ J) î÷åâèäåí. Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà,

íà øàãå èíäóêöèè ïðîâåä¼ì ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäíåãî

ïðèìåíÿâøåãîñÿ ïðàâèëà.
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Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì áûëî (→ \) â âèäå BΠ→ A

Π→ B \A
, òîãäà

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: B ∈ T è B = qi. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà T ′

èìååì A ∈ T , ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå (Π → B \A)q = (Π)q = (BΠ →
A)q. Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì (Π → B \A)q = qi(Π)q = (BΠ → A)q,

ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è òîãî, ÷òî àíòåöåäåíò çà-

êëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäêîíôèãóðàöèåé àíòåöåäåíòà ïîñûëêè. Ïðàâèëî

(→ /) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì áûëî (→ ·) â âèäå
Γ→ A ∆→ B

Γ∆→ A ·B
,

òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: B ∈ T è B = qj. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìíîæåñòâà T ′ ïîëó÷àåì, ÷òî òàêæå A ∈ T , ÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåí-
ñòâàì (Γ∆→ A ·B)q = (Γ∆)q = (Γ)q(∆)q, âî âòîðîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëå-

íèþ ìíîæåñòâà T ′ èìååì A = qi \C äëÿ íåêîòîðîãî òèïà C ∈ T . Îòñþäà
ñëåäóåò (Γ∆→ A·B)q = qi(Γ∆)qqj = qi(Γ)q(∆)qqj = (Γ→ A)q(∆→ qj)q.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ q-îáðàç çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé q-îáðàçîâ

ïîñûëîê, ïîñëå ÷åãî ïåðâûé ïóíêò ëåììû ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èí-

äóêöèè è ïóíêòà 1 ëåììû 6.7. Âòîðîé ïóíêò ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 ëåììû

6.8.

Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå áûëî (→ �) â ôîðìå
Γ→ A ∆→ B

Γ|j∆→ A�j B
. Òîãäà A �j B ∈ T , ïîýòîìó (Γ|j∆ → A �j B)q =

(Γ|j∆)q, îòêóäà ïî ïóíêòó 2 ëåììû 6.7 è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñëå-

äóåò, ÷òî ïåðâûé ïóíêò ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Âòîðîé ïóíêò ñëåäóåò èç

ïóíêòà 2 ëåììû 6.8.

Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå áûëî (→ ↓) â ôîðìå
A|jΠ→ B

Π→ A ↓j B
, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà T ′ èìååì, ÷òî A ↓j B ∈ T ,

òî åñòü (Π → A ↓j B)q = (Π)q = (A|jΠ → B)q è ïåðâîå óòâåðæäåíèå

ëåììû ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òàê-

æå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäêîíôèãóðàöèÿ â Π

áûëà ìàêñèìàëüíîé ïîäêîíôèãóðàöèåé â A|jΠ.

103



Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðàâèë (I →) è (J →) íå âëèÿåò

íà q-îáðàç ñåêâåíöèè è ìàêñèìàëüíûõ ïîäêîíôèãóðàöèé àíòåöåäåíòà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðàâèë

(· →), (� →). Ðàçáåð¼ì îñòàëüíûå ïðàâèëà, ââîäÿùèå íåêîòîðóþ ñâÿçêó

â àíòåöåäåíòå.

Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå áûëî (\ →) â ôîðìå
Φ〈B〉 → C Π→ A

Φ〈Π(A \B)〉 → C
. Áîëåå ïîäðîáíî àíòåöåäåíò ïîñûëêè çàïèñûâàåòñÿ

êàê Φ0[B{Φ1; . . . ; Φs(B)}], à àíòåöåäåíò çàêëþ÷åíèÿ êàê Φ0[(Π(A \B))⊗
{Φ1; . . . ; Φs(B)}]. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: A ∈ T è A = qi äëÿ íåêîòîðîãî

i, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî ïîñòðîåíèþ B ∈ T , òî åñòü (B)q = Λ, âñëåäñòâèå

÷åãî âåðíî ðàâåíñòâî (Π(A \B))q = (Π→ A)q, è ïîýòîìó (Π(A \B))q ÿâ-

ëÿåòñÿ ÏÑÏ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Φ1, . . . ,Φs(B) � q-ïðàâèëüíûå

êîíôèãóðàöèè, ïîñëå ÷åãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåì-

ìû íóæíî ïðèìåíèòü ïóíêò 6 ëåììû 6.7. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ïóíêòà 5 ëåììû 6.8. Ñëó÷àé ïðàâèëà

(/→) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå áûëî (↑ →) â ôîðìå
Φ〈B〉 → C Π→ A

Φ〈(B ↑j A)|jΠ〉 → C
. Áîëåå ïîäðîáíî àíòåöåäåíò ïåðâîé ïîñûëêè çà-

ïèñûâàåòñÿ êàê Φ0[B{Φ1; . . . ; Φs(B)}], à àíòåöåäåíò çàêëþ÷åíèÿ êàê

Φ0[(B ↑j A) ⊗ {Φ1; . . . ; Φj−1; Π ⊗ {Φj; . . . ; Φj+s(A)−1}; Φj+s(A); . . . ; Φs(B)}].
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà T ′ èìååì (B ↑j A)q = Λ, òîãäà (Π → A)q =

(Π)q è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Π áóäåò q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðà-

öèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó 3 ëåììû 6.7 (B ↑j A)|jΠ òàêæå áóäåò

q-ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèåé. Òàêæå q-ïðàâèëüíûìè êîíôèãóðàöèÿìè

ÿâëÿþòñÿ Φ1, . . . ,Φs(B) è B{Φ1; . . . ; Φs(B)}, îòêóäà ïî ïóíêòó 5 ëåììû

6.7 ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èí-

äóêöèè è ïóíêò 5 ëåììû 6.8, äîêàçûâàåì è âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àå ïðà-

âèëà (↓ →). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åãî ïðèìåíåíèå èìåëî âèä
Φ〈B〉 → C Π→ A

Φ〈Π|j(A ↓j B)〉 → C
. Òîãäà àíòåöåäåíò ïåðâîé ïîñûëêè â ïîäðîáíîé
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çàïèñè èìååò âèä Φ0[B{Φ1; . . . ; Φs(B)}], à àíòåöåäåíò çàêëþ÷åíèÿ çà-

ïèñûâàåòñÿ êàê Φ0[Π ⊗ {Φ1; . . . ; Φj−1; (A ↓j B) ⊗ {Φj; . . . ; Φj+s(B)−s(A)};
Φj+s(B)−s(A)+1; . . . ; Φs(B)}]. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà T ′ èìååì (A)q =

(B)q = (A ↓j B)q = Λ. Ïîñëå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëü-

ñòâî ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ.

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû è ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 6.14.

1. Ïóñòü ìíîæåñòâî T ñîäåðæèò òèï B ↓1(B �1 C), ïðè÷¼ì s(B) =

1, s(C) = 0, òîãäà ñåêâåíöèÿ (q1 \C) · q2 → (q1 \(B ↓1(B �1 C)) · q2

ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé è å¼ q-îáðàç ðàâåí q1q1q2q2.

2. Ïóñòü ìíîæåñòâî T ñîäåðæèò òèï (B ↑1 I) �1 C, ïðè÷¼ì s(B) =

s(C) = 0, òîãäà ñåêâåíöèÿ q1q2(q2 \C)(q1 \B)→ (B ↑1 I)�1 C ÿâëÿ-

åòñÿ âûâîäèìîé è å¼ q-îáðàç ðàâåí q1q2q2q1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû ïðèâåäåíû íèæå. Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ïðè-

ìåðå âõîæäåíèÿ ïðèìèòèâíîãî òèïà q1 â òå÷åíèå âûâîäà íàõîäèëèñü

âíóòðè îäíîé èç ìàêñèìàëüíîé ïîäêîíôèãóðàöèé, õîòÿ â ïîñëåäíåé ñå-

êâåíöèè íå âõîäÿò íè â îäíó òàêóþ ïîäêîíôèãóðàöèþ. Ýòî îáúÿñíÿåò

ðàññìîòðåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïîäêîíôèãóðàöèé â ëåììå 6.9.

B → B C → C

B{C} → B �1 C
(→ �)

q1 → q1

B{q1(q1 \C)} → B �1 C
(\ →)

q1(q1 \C)→ B ↓1(B �1 C)
(→ ↓)

(q1 \C)→ q1 \(B ↓1(B �1 C))
(→ \)

q2 → q2

(q1 \C)q2 → (q1 \(B ↓1(B �1 C))) · q2

(→ ·)

(q1 \C) · q2 → (q1 \(B ↓1(B �1 C))) · q2

(· →)
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B → B q1 → q1

q1(q1 \B)→ B
(\ →)

q1I(q1 \B)→ B
(I →)

q1[](q1 \B)→ B ↑1 I
(→↑)

C → C q2 → q2

q2(q2 \C)→ C
(\ →)

q1q2(q2 \C)(q1 \B)→ (B ↑1 I)�1 C
(→ �)

Äîêàæåì ïðîñòóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó:

Ëåììà 6.10. Òèïû B è (I \B) · I ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè â èñ÷èñ-

ëåíèè DL.

Äîêàçàòåëüñòâî.

B → B

IB → B
(I →)

B → I \B
(→ \)

→ I

B → (I \B) · I
(→ ·)

B → B → I

(I \B)→ B
(→ \)

(I \B)I → B
(I →)

(I \B) · I → B
(· →)

Íàïîìíèì, ÷òî â èñ÷èñëåíèè DL äîïóñòèìû ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè

è çàìåíû òèïà íà ýêâèâàëåíòíûé.

Ëåììà 6.11. Ãðàììàòèêà G ′ ïîðîæäàåò â òî÷íîñòè ÿçûê L ∩ LR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

A1
i1,j1

. . . Ar
ir,jr
→ Hj0,i0 äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ i0, j0, . . . , ir, jr ðàâíîñèëü-

íà îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ óñëîâèé DL ` A1 . . . Ar → H è j0 = i1,

. . . , jr−1 = ir, jr = i0. Ïóñòü âíà÷àëå ñåêâåíöèÿ A1 . . . Ar → H âûâîäèìà

â èñ÷èñëåíèè DL, òîãäà ïðèìåíÿÿ r − 1 ðàç ïðàâèëî (\ →), ïîëó÷àåì,

÷òî DL ` qj0(qj0 \A1)qj1 . . . A
r−1qjr−1(qjr−1 \Ar) → H, îòêóäà ïî ïðàâèëó
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(→ \) ïîëó÷àåì DL ` (qj0 \A1)qj1 . . . A
r−1qjr−1(qjr−1 \Ar) → qj0 \H, ÷òî

ïî ïðàâèëó (→ ·) âëå÷¼ò DL ` (qj0 \A1)qj1 . . . A
r−1qjr−1(qjr−1 \Ar)qi0 →

(qj0 \H) · qi0, îòêóäà ïîñëå r − 1 ïðèìåíåíèé ïðàâèëà (· →) ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå.

Ïóñòü òåïåðü ñåêâåíöèÿ A1
i1,j1

. . . Ar
ir,jr

→ Hj0,i0 ÿâëÿåòñÿ âû-

âîäèìîé. Å¼ q-îáðàç ðàâåí qj0qi1qj1 . . . qirqjrqi0. Ïîñêîëüêó âñå èíäåê-

ñû îòëè÷íû îò 0, èç ëåììû 6.9 ïîëó÷àåì j0 = i1, j1 = i2, . . . ,

jr−1 = ir, jr = i0. Ïîäñòàâèì â ðàññìàòðèâàåìóþ ñåêâåíöèþ òèï I

âìåñòî âñåõ ïðèìèòèâíûõ òèïîâ èç ìíîæåñòâà Q, ïîëó÷èì ñåêâåíöèþ

(I \A1) · I . . . (I \Ar) · I → (I \H) · I. Â ñèëó äîïóñòèìîñòè ïðàâèëà

ïîäñòàíîâêè äàííàÿ ñåêâåíöèÿ áóäåò âûâîäèìîé. Âîñïîëüçóåìñÿ äîïó-

ñòèìîñòüþ çàìåíû òèïà íà ýêâèâàëåíòíûé, òîãäà ïî ëåììå 6.10 èìååì,

÷òî ñåêâåíöèÿ A1 . . . Ar → H òàêæå áóäåò âûâîäèìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 15. Ìíîæåñòâî ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ DL -ãðàììàòèêàìè,

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè, íå ñî-

äåðæàùèìè ïóñòîãî ñëîâà.

Ê ñîæàëåíèþ, êîíñòðóêöèþ, èñïîëüçîâàííóþ â äàííîé ðàáîòå, ïî-

êà íå óäà¼òñÿ îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà êîíå÷íûé àâòîìàò ñîäåðæèò

áîëåå îäíîãî çàâåðøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íàÿ õàðàêòåðè-

çàöèÿ êëàññà ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ DL -ãðàììàòèêàìè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì âîïðîñîì.
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