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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñêîëüêèõ

ìíîãî÷àñòè÷íûõ ìîäåëåé íà ïðÿìîé. Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ ëî-

êàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òâåðäîãî

òåëà, à â ïîñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, ïðè-

âîäÿùèå ê íåëèíåéíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íåîá-

õîäèìà óñòîé÷èâîñòü, òî åñòü êîíå÷íîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â êîíå÷íîì

îáúåìå. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìíîãèõ ÿâëå-

íèé â ãàçàõ, æèäêîñòÿõ è äàæå òâåðäûõ òåëàõ. Îäíàêî, íàïðèìåð, èññëå-

äîâàíèå ìîäåëåé ðàñøèðåíèÿ èëè ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë óïèðàåòñÿ â òî,

÷òî îáúåì íå ôèêñèðîâàí, è ÷àñòî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîå ÷èñëî

÷àñòèö â áåñêîíå÷íîì îáúåìå. Ïðè ðåàëèñòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèÿõ (êîãäà

âçàèìîäåéñòâèå èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòè) òàêàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé-

÷èâîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíîé1.

Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö íåîáõîäèìî òîãäà äîêàçûâàòü, ÷òî ñèñòåìà

íå âûõîäèò èç îïðåäåëåííîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (íå ðàñïàäàåò-

ñÿ íà ÷àñòè). Òàê êàê ýòà îáëàñòü çàâèñèò îò âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òî

ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðèåì, êîòîðûé â ôèçèêå íà-

çûâàþò èíîãäà äâîéíûì ñêåéëèíãîì (double scaling limit), íàïðèìåð, ãäå âñå

ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò ÷èñëà ÷àñòèö. Òîãäà ìîæíî óñòðåìëÿòü ÷èñëî ÷àñòèö

ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîëó÷àòü òî÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè â òàêîì òåðìî-

äèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èç

N ÷àñòèö (ìîëåêóë) îäèíàêîâîé ìàññû m, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0

0 = z0(0) < z1(0) = a < z2(0) = 2a < . . . < zN−1(0) = (N − 1)a (1)

äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòèö z0 ïîñòîÿííî çà-

êðåïëåíà â íóëå, à íà zN−1 äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà f > 0. Äèíà-

1O. Penrose. Statistical mechanics of nonlinear elasticity. Markov Processes and Random
Fields, 2002, 8, no. 2, 351-364.
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ìèêà ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(z,p) =
N−1∑
k=1

p2
k

2m
+

N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1, (2)

ãäå z = (z0, z1, . . . , zN−1), p = (p0, p1, . . . , pN−1), è V (z) � ïîòåíöèàë âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Íà V (z), êàê ïðàâèëî, íàëàãàþò

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: V (z) → ∞ ïðè z → 0, V (z) → 0 ïðè z → ∞, V (z)

âûïóêëà íà èíòåðâàëå (0, b) è âîãíóòà íà (b,∞), V (z) èìååò åäèíñòâåííûé

ìèíèìóì V (a) < 0 â òî÷êå a > 0, ïðè÷åì a < b <∞.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ ìåðû Ãèááñà

pGibbs(z,p) =
exp(−βH(z,p))

Z
, β > 0,

ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2) íå ñóùåñòâóåò. Ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, à ïî-

òîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî è óïðóãîãî ðàñøèðåíèÿ â óñëîâèÿõ

ðàâíîâåñèÿ ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ãèááñîâñêóþ èäåîëîãèþ.

Ñóùåñòâóåò äâà ïóòè äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêøåé ïðîáëåìû:

1. èçìåíèòü V (z) ïðè áîëüøèõ z òàê, ÷òîáû V (z)→∞ ïðè z →∞ (ñì. 2).

2. èñêàòü îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè ìèíèìóìà òàêóþ, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ

äàííûõ (1) òðàåêòîðèÿ íèêîãäà íå âûõîäèò èç O(a). Ïîñëå ÷åãî îãðà-

íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåðû Ãèááñà â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîãîìåðíîì

êîìïàêòå.

Ìû çäåñü èäåì ïî âòîðîìó ïóòè, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïîòåíöèàë èìååò êâàäðàòè÷íûé âèä

V (z) =
κ

2
(z − a)2.

Òåïåðü ñêàæåì òî÷íåå. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ðàñòÿæåíèå òàêîé öåïî÷êè â ñòà-

òè÷åñêîé ñèòóàöèè (ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå), à èìåííî, íàéòè åäèíñòâåííóþ

íåïîäâèæíóþ òî÷êó äèíàìèêè. Îäíàêî ëîãè÷íî èññëåäîâàòü òàêæå äèíàìèêó

ñèñòåìû ÷àñòèö âî âðåìåíè è ïîëó÷èòü õîðîøèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèîíàëà

A = A(N, l, f, κ,m) = sup
t∈(0,∞)

max
0≤k,k+l≤N−1

|zk+l(t)− zk(t)|

2V.A. Malyshev. One-dimensional mechanical networks and crystals. Moscow Mathematical
Journal, 2006, v, 6, No. 2, 353-358.
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äëÿ áîëüøèõ N è ðàçëè÷íûõ l > 0. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ ïðîñòîòó ìîäåëè,

îñíîâíîé ðåçóëüòàò � îöåíêà ìàêñèìóìà (ïî âñåìó áåñêîíå÷íîìó èíòåðâàëó

âðåìåíè) îòêëîíåíèé îò èñõîäíîé ¾êðèñòàëëè÷åñêîé¿ ñòðóêòóðû � íåòðèâè-

àëåí è èñïîëüçóåò òåîðåòèêî-÷èñëîâûå îöåíêè. Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ â íàøåé

ìîäåëè åñòü î÷åâèäíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, íî, òàê êàê ìîäåëü ãàìèëüòîíîâà,

òî íèêàêîé ñõîäèìîñòè ê ýòîé òî÷êå íåò. Îòñþäà çàäà÷à � îöåíèòü, íàñêîëü-

êî äàëåêî òðàåêòîðèÿ îòõîäèò îò ýòîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ìû íà÷èíàåì ñ

ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà N ÷àñòèö è íàõîäèì îêðåñòíîñòü, èç êîòîðîé ñèñòåìà

íèêîãäà íå âûõîäèò. Çàòåì, óñòðåìëÿÿ N → ∞, è äåëàÿ ñêåéëèíã ïàðàìåò-

ðîâ, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî åñòü ôàçîâûé ïåðåõîä, ðàçäåëÿþùèé îáëàñòü, ãäå

êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî áåñêîíå÷íîãî

âðåìåíè, è îáëàñòü, ãäå ñóïðåìóì ðàñòåò ñ ðîñòîì N .

Âî âòîðîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íà íåçà-

êðåïëåííóþ öåïî÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ âîçäåéñòâóåò ñëàáîå ñëó-

÷àéíîå âîçìóùåíèå f = εẇt, ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ, à ẇt � áåëûé

ãàóññîâñêèé øóì3. Õîðîøî èçâåñòíî4, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå íå íàáëþ-

äàåòñÿ ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñðåäíåå ýíåðãèè ëèíåé-

íî ðàñòåò ñ ðîñòîì âðåìåíè, è êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-òî

ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàçðûâ � öåïî÷êà ðâåòñÿ. Çäåñü ìû, íàïîäîáèè

ðåçóëüòàòîâ òåîðèè Âåíòöåëÿ-Ôðåéäëèíà5, îöåíèâàåì âðåìÿ ðàçðûâà τ ε, à

èìåííî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ε→ 0 τ ε/ε2 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê âðåìåíè âûõîäà

2(N−1)-ìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èç îïðåäåëåííîé îáëàñòè â R2(N−1).

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çäåñü ìû ñ÷èòàåì öåïî÷êó íåçàêðåïëåííîé

ñ îáîèõ êîíöîâ, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü äîêàçàíû è äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà îäèí èç êîíöîâ öåïî÷êè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì íà âñåì ïðîòÿæåíèè

âðåìåíè.

Ïåðåéäåì ê îáçîðó âòîðîé è òðåòüåé ãëàâ. Íåëèíåéíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåñ-

ñû (ò.å. ïðîöåññû, ÷üè ïåðåõîäíûå ôóíêöèè çàâèñÿò íå òîëüêî îò òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû, íî òàêæå è îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà) åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà

3Þ. À. Ðîçàíîâ. Ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 1990. - 272 ñ.
2-å èçä.

4Gitterman M. The noisy oscillator. Singapore. World Scienti�c Publishing Co. Re. Ltd,
2005.

5Âåíòöåëü À.Ä., Ôðåéäëèí Ì.È. Ôëóêòóàöèè â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïîä äåéñòâèåì
ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Ì.: Íàóêà, 1979.
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ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Õîòÿ âïåðâûå ýòè ïðîöåññû âîçíèêëè â

íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè íàõîäÿò

ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ êîììóíèêàöèîííûå ñåòè6,

áèîëîãèþ7 è íåéðîííûå ñåòè8.

Âïåðâûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòå9 â ñâÿçè

ñ íåêîòîðûìè ïðîáëåìàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûìè ñî ñòðîãèì

âûâîäîì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà. Îáùèå îïðåäåëåíèÿ áûëè äà-

íû Ã. Ìàêêèíîì10 ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé ýëåêòðîííîãî ãàçà, îïèñûâàþ-

ùèõ ïëàçìó11. Âïîñëåäñòâèè ìíîæåñòâî àâòîðîâ èçó÷àëî íåëèíåéíûå ìàðêîâ-

ñêèå ïðîöåññû. Â ÷àñòíîñòè äëÿ ðÿäà ìîäåëåé áûë óñòàíîâëåí çàêîí áîëüøèõ

÷èñåë12, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëå-

íèþ íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è óêàçàííîãî òè-

ïà òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì propagation of chaos, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî ëþáûå

k ÷àñòèö N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñ ðîñòîì N ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè13.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñòî-

õàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà10

dxt = b(xt, µt)dt+ σ(xt, µt)dwt, µt = Law(xt), (3)

ãäå xt ∈ Rn, à wt � n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Êîýôôèöèåíòû ñíîñà è

äèôôóçèè ÷àñòî âûáèðàþò çàâèñÿùèìè îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñëåäóþ-

6N. Antunes, C. Fricker, P. Robert, and D. Tibi. Stochastic networks with multiple stable
points. Ann. Probab., 36(1):255278, 2008.

7S. Pirogov, A. Rybko, A. Kalinina, M. Gelfand, Recombination processes and non-linear
Markov chains, arXiv:1312.7653.

8S. N. Laughton and A. C. Coolen. Macroscopic Lyapunov functions for separable stochastic
neural networks with detailed balance. J. Statist. Phys., 80(1-2):375387, 1995.

9M. Kac. Foundations of kinetic theory. Proc. 3rd Berkeley Sympos. Math. Statist.
Probability 3, 171-197 (1956).
10McKean, H.P. A class of Markov processes associated with nonlinear parabolic equations.

Proc. Natl. Acad. Sci. USA 56, 1907-1911 (1966).
11À. À. Âëàñîâ. Î âèáðàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ýëåêðîíîîãî ãàçà. Æóðíàë òåîðåòè÷åñêîé è

ýêñïåðåìåíòàëüíîé ôèçèêè. 1938. 8 (3): 291.

12Ð. Ë. Äîáðóøèí. Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 13:2
(1979), 48�58.
13M. Nagasawa, H. Tanaka. On the Propogation of Chaos for Di�usion Processes with Drift

Coe�cients Not of Average Form. Tokyo J. Math. Vol. 10, No. 2, 1987.
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ùèì îáðàçîì

b(x, µ) = b1(x) +

ˆ
Rn

b2(x, y)µ(dy), σ(x, µ) ≡ 1, (4)

ãäå b1 : Rn → Rn, b2 : Rn × Rn → Rn � íåêîòîðûå èçìåðèìûå ôóíêöèè.

Â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ14,15 ðàññìàòðèâàëñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé

Ìàêêèíà-Âëàñîâà (3)-(4) ñ

b1(x) = 0, b2(x, y) = β(y − x),

ãäå β(·) � íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (3) â äàí-

íîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

dxt =

ˆ ∞
−∞

β(y − xt)µt(dy) · dt+ dwt. (5)

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà β(·) äîêàçûâàëèñü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (5), èçó÷àëèñü èíâàðèàíòíûå ìåðû ðåøåíèÿ, à

òàêæå ñõîäèìîñòü ê íèì.

Ìû æå èçó÷àåì íåëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà Z, â íåêîòîðîì ñìûñëå

ÿâëÿþùèéñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì óêàçàííîé ìîäåëè, à èìåííî, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäà, çàâèñÿùèìè

îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñëåäóþùèì îáðàçîì

n→ n+ 1 : λn[p(t)] =
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n);

n→ n− 1 : µn[p(t)] =
∑
k∈Z

pk(t)F (n− k),

ãäå F : Z → R+ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à p(t) = {pk(t)} � ðàñïðåäåëåíèå

ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-

ÿõ íà ôóíêöèþ F ïðîöåññ ñóùåñòâóåò è îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè,

îòñóòñòâóþùèìè â ëèíåéíîì ñëó÷àå: íàëè÷èå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð è ïð.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé äàæå â òîì ñëó÷àå, êî-

14Benachour, S.; Roynette, B.; Talay, D.; Vallois, P. Nonlinear selfstabilizing processes. I:
Existence, invariant probability, propagation of chaos. Stochastic Processes Appl. 75, No.2,
173-201 (1998).
15Benachour, S.; Roynette, B.; Vallois, P. Nonlinear self-stabilizing processes. II: Convergence

to invariant probability. Stochastic Processes Appl. 75, No.2, 203-224 (1998).
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ãäà îíè ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè, ìîæåò èìåòüñÿ íåñêîëüêî èíâàðèàíòíûõ

ìåð, à ïîòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ èõ îïèñàíèÿ, à òàêæå âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ê

êàêîé-ëèáî èç íèõ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèÿì

(5) òèïè÷íîé ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

èíâàðèàíòíûõ ìåð, ïðè÷åì ê îäíîé èç íèõ èìååòñÿ ñõîäèìîñòü (â çàâèñè-

ìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà). Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå

ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííûì äîïóùåíèåì15 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîñòü β ïðè x ≥ 0.

Â ðàáîòàõ16,17 óäàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå, à èìåííî,

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

β(x) = x+ β0(x),

ãäå β0(x) � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ. Îäíàêî, ïðè ýòîì óòâåðæäà-

åòñÿ, ÷òî çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü äîïîëíèòåëüíûå ýôôåêòû, îòñóòñòâóþùèå â

ðàáîòàõ14,15. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ

β(x) = x+ α sinx, α > 0,

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α > 0 ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

ñèñòåìû ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ äâà íåñâÿçàííûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð. Âî âòîðîé ãëàâå äëÿ íàøåé äèñêðåòíîé ìîäåëè

òàêæå ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ÿâíî âû÷èñëèìûõ ïðèìåðîâ, èç êîòîðûõ ñëåäó-

åò, ÷òî òèïè÷íîé ñèòóàöèåé ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷å-

ñêîãî ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð, îäíàêî ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ýôôåêòû,

îòñóòñòâóþùèå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå (5). Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð,

êîãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îêàçûâàåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîé ìå-

ðå. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ìåòîä, ðàçâèâàåìûé â 18 è ïîçâîëÿþùèé îäíî-

âðåìåííî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ N -÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà ðàâíîìåðíî

ïî âñåì t ≥ 0 àïïðîêñèìèðóåò ïðåäåëüíûé íåëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

(ò.å. óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë). Ïîõîæàÿ òåõíèêà

èñïîëüçîâàëàñü è â 16, îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå â ñèëó äèñêðåòíîñòè ôàçîâîãî

16Ï. Í. ßðûêèí. Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, àïïðîêñèìèðó-
þùåãî ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. � Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. 51:2 (2006),
400�409.
17Ï. Í. ßðûêèí. Ïîâåäåíèå íåëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â îêðåñòíîñòè åãî ñòàöè-

îíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. ÓÌÍ, 61:4(370) (2006), 199�200.
18A. Yu. Veretennikov. On ergodic measures for McKean-Vlasov stochastic equations. Monte

Carlo and Quasi-Monte Carlo methods. pp. 471-486. Springer. 2006.
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ïðîñòðàíñòâà íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà íå ïðè-

âîäèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé ìå-

òîä, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîäïðàâëÿÿ âåêòîðíîå ïîëå àïïðîêñèìèðóþùåé

N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû äîêàçà-

òåëüñòâà ñõîäèìîñòè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå19 ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè

ôóíêöèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ïðè íåêîòîðîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèé Ìàêêèíà-Âëàñîâà. Òàêæå â 20

êîíñòðóèðóåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ êîíå÷íûì

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ÷òî äëÿ íèõ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ óáûâà-

åò îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû, ìåòîä

ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â íàøåì ñëó÷àå, à èìåííî,

ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò âûñòóïàòü

ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ äî ëþáîé èíâà-

ðèàíòíîé ìåðû.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåò-

ñÿ èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ

âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ (ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû è

áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà). Òàêæå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îïðåäåëåííîãî

êëàññà íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íà äèñêðåòíîé ïðÿìîé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû, âîçäåéñòâóþùåé íà çàêðåïëåííóþ

öåïî÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà àìïëèòó-

äû êîëåáàíèé ìåæäó ÷àñòèöàìè. Óñòàíîâëåíî, ïðè êàêèõ ñêåéëèíãàõ íà

ïàðàìåòðû ñèñòåìû êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ïðî-

òÿæåíèè âñåãî âðåìåíè, è ïðè êàêèõ � ñóïðåìóì ðàñòåò ñ ðîñòîì ÷èñëà

ýëåìåíòîâ.

2. Â ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ íåçàêðåïëåííîé öåïî÷êè ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà âðåìåíè äîñòè-

19Y. Tamura. Free energy and the convergence of distributions of diusion processes of McKean
type. J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. IA, Math., 34 (2):443484, 1987.
20P. Dupuis, M. Fischery. On the construction of Lyapunov functions for nonlinear Markov

processes via relative entropy. Preprint.

7



æåíèÿ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî âðåìå-

íè ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âûõîäà áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èç ìíî-

ãîìåðíîé êîìïàêòíîé îáëàñòè.

3. Äëÿ îïðåäåëåííûõ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ äîêàçàíû òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîöåññîâ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî âèäà èìåþòñÿ ñâîéñòâà, îòñóòñòâóþùèå â êëàññè÷åñêîì ìàð-

êîâñêîì ñëó÷àå (èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, íååäèíñòâåííîñòü èíâàðèàíòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðî÷åå). Óñòàíîâëåíà àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûìè

ìàðêîâñêèìè öåïÿìè. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîé

ìåðå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ÷èñåë.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòî-

ðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëî-

ìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô. À. Í.Øèðÿåâà (Ìîñêâà,

íåñêîëüêî äîêëàäîâ, 2012 è 2014 ãã.).

2. Ñåìèíàðå Äîáðóøèíñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè ÈÏÏÈ ÐÀÍ (Ìîñêâà,

íåñêîëüêî äîêëàäîâ, 2012 è 2013 ãã.).

3. Ñåìèíàðå ¾Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñëó÷àéíûå ñèñòåìû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ôèçèêà¿ ëàáîðàòîðèè áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëî-

ìîíîñîâà (ïîä ðóêîâîäñòâîì íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Ìàëûøåâà Â. À.)

(Ìîñêâà, 2011-2014 ãã. íåîäíîêðàòíî).

4. Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ (Ìîñêâà, íåñêîëüêî äîêëàäîâ, 2011, 2013 è 2014 ãã.).
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Ïóáëèêàöèè. Ïîëíûé ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèñ-

ñåðòàöèè ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà. ×åòûðå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â

æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäíèÿ, òðåõ

ãëàâ, îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáú¼ì 126 ñòðà-

íèö, èç íèõ 8 ñòðàíèö çàíèìàåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû (88 íàèìåíîâàíèé).

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå äèññåðòàöèè. Äåëàåòñÿ íåáîëüøîé

èñòîðè÷åñêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

Â ãëàâå 1 èññëåäóåòñÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îñöèëëÿòîðîâ, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òâåðäîãî òåëà, ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âîç-

ìóùàþùèõ ôàêòîðîâ, à èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ïîñòîÿííîé âíåø-

íåé ñèëû è áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà.

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èçN ÷àñòèö (ìîëåêóë) îäèíàêîâîé ìàññû

m, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0

0 = z0(0) < z1(0) = a < z2(0) = 2a < . . . < zN−1(0) = (N − 1)a (6)

äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Äèíàìèêà ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

ãàìèëüòîíèàíîì

H =
N−1∑
k=1

p2
k

2m
+

N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1, ãäå V (z) =
κ(z − a)2

2
. (7)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòèö z0 ïîñòîÿííî çàêðåïëåíà â íóëå, à íà

zN−1 äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà f > 0. Ââîäÿ îòêëîíåíèÿ xk(t) =

zk(t)−ka, k = 0, . . . , N−1, èìååì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ẍ0(t) = 0;

ẍk(t) = ω2
0(xk−1 − 2xk + xk+1),

ẍN−1(t) = ω2
0(−xN−2 + xN−1) + f0,

k = 1, . . . , N − 2; (8)
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ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè xk(0) = 0, è vk(0) = ẋk(0) = 0, k = 0, . . . , N − 1.

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç ω2
0 = κ/m � ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó îñöèëëÿòîðîâ,

è f0 = f/m.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ:

FN(x) = x ln
N

x
, x > 0, (9)

è ââåäåì íàø îñíîâíîé ïàðàìåòð σ = f/κ = f0/ω
2
0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ âñåõ k, l ∈ N,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

εN ≤ k < k + l ≤ (1− ε)N, (10)

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

σ(l + c1FN(l)) ≤ sup
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l + c2FN(l)), (11)

σ(l − c3FN(l)) ≤ inf
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l − c4FN(l)) (12)

äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2, c3, c4 > 0, íåçàâèñÿùèõ îò N, l, f0, ω0 è a, ïðè÷åì c1, c3

ìîãóò çàâèñåòü îò ε.

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ â ôèçèêå èíîãäà íàçûâàåòñÿ

¾double scaling limit¿. À èìåííî, ìû ïîëîæèì a = 1/N è áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ðàçëè÷íûå ñêåéëèíãè l = l(N) è σ = σ(N).

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

ôóíêöèé f(x) ' g(x), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå c1, c2 > 0, ÷òî íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ c1g(x) ≤ f(x) ≤ c2g(x).

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

sup
t≥0
|xk+l(t)− xk(t)| ' σ(N)l ln

N

l
.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå îòíî-

ñèòåëüíîå óäëèíåíèå äëÿ l = 1

A

a
= NA, ãäå A = sup

t≥0
max

εN≤k≤(1−ε)N
|zk+1 − zk|,
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ïîä äåéñòâèåì äåéñòâèåì ñèëû f . Ïðè ýòîì

a−1A→ 1, åñëè σ(N)N lnN → 0, (13)

a−1A→∞, åñëè σ(N)N lnN →∞. (14)

Âî âòîðîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì âñ¼ òó æå öåïî÷êó ãàð-

ìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, îäíàêî íà ýòîò ðàç ïðåäïîëàãàåì, ÷òî öåïî÷êà íå

çàêðåïëåíà, è íà ÷àñòèöó ñ íîìåðîì 0 âîçäåéñòâóåò ñëó÷àéíàÿ ñèëà fε(t) =

εẇ(t), ãäå ẇ(t) − ñòàíäàðòíûé áåëûé ãàóññîâñêèé øóì, à ε > 0 � ïàðàìåòð

âîçìóùåíèÿ. Äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
ẍ0(t) = ω2

0(x1 − x0) + ε0ẇ(t),

ẍk(t) = ω2
0(xk−1 − 2xk + xk+1), k = 1, . . . , N − 2;

ẍN−1(t) = ω2
0(xN−2 − xN−1)

(15)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü xk = zk−ka � îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö

îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ω2
0 = κ/m � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðîâ,

è ε0 = ε/m. Îòìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå, áóäóò

ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå òåîðèè ãàóññîâñêèõ âîçìóùåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â ÷àñòíîñòè, xk(t) ∈ C1([0,∞)).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî, â ñëó÷àå, êîãäà íà ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

áåç äèññèïàöèè âîçäåéñòâóåò áåëûé ãàóññîâñêèé øóì, â ñèñòåìå íå íàáëþäà-

åòñÿ ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñðåäíåå ýíåðãèè ëèíåé-

íî ðàñòåò ñ ðîñòîì âðåìåíè, è êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-òî

ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàçðûâ � öåïî÷êà ðâåòñÿ. Íàøà çàäà÷à çàêëþ-

÷àåòñÿ â îöåíêå âðåìåíè äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ h ðàçíîñòè ∆ε0
i =

zi+1 − zi − a = xi+1 − xi

τ ε0i = inf {t ≥ 0 : |∆ε0
i | > h)} , i = 0, . . . , N − 2,

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ i, h, ω0, ε0 è N.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ d(D,W d) � ìîìåíò âûõîäà ñòàíäàðòíîãî d-ìåðíîãî áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ W d èç îáëàñòè D. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ N ≥ 2, i = 0, 1, . . . , N − 2,

ε2
0τ

ε0
i ñëàáî ñõîäèòñÿ ê τi := τ 2(N−1)(Di,N,h,W

2(N−1)) ïðè ε0 → 0,
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ãäå Di,N,h � ìíîæåñòâî âñåõ 2(N − 1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ

r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

Ji,N(r) =

√
2

N
sup
s∈R

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i
ωm

(xm cos(ωms) + ym sin(ωms))

∣∣∣∣∣ ≤ h, (16)

ωm = 2ω0 sin (πm/2N) , γm,i = sin (πm/N) sin (πm (i+ 1) /N) .

Ïðè÷åì Di,N,h � âûïóêëûé êîìïàêò â R2(N−1), è äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , N−2,

τi è τN−i−2 ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî.

Çàìå÷àíèå 4. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî íà

êðàéíþþ ëåâóþ ÷àñòèöó, àñèìïòîòèêà âðåìåíè ðàçðûâà èìååò òîò æå õàðàê-

òåð è ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà íà äèñ-

êðåòíîé ïðÿìîé, ïðèâîäÿùàÿ ê íåëèíåéíîìó ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó, ò.å. òà-

êîìó, ÷üè âåðîÿòíîñòè (èíòåíñèâíîñòè) ïåðåõîäîâ çàâèñÿò íå òîëüêî îò òå-

êóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íî è îò âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà â öåëîì.

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà. Â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ òåîðå-

ìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ïîçâî-

ëÿþùèõ â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû ðàññìàòðèâàåìîãî

ïðîöåññà.

Ïóñòü F : Z → R+ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòèöû

x1(t), x2(t) íà äèñêðåòíîé ïðÿìîé Z. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x1(0), x2(0) �

íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû. Çàäàäèì âçàèìîäåéñòâèå

ìåæäó íèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 êàæäàÿ èç

äâóõ ÷àñòèö íåçàâèñèìî îò äðóãîé ñîâåðøàåò ñêà÷êè:

x1(t)→ x1(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x2(t)− x1(t)),

x1(t)→ x1(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x1(t)− x2(t)),

x2(t)→ x2(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x1(t)− x2(t)),

x2(t)→ x2(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x2(t)− x1(t)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ≥ 0 F (n) âûðàæàåò èíòåíñèâíîñòü ïðèòÿãèâàíèÿ ìåæ-
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äó ÷àñòèöàìè, è ïðè n < 0 � èíòåíñèâíîñòü îòòàëêèâàíèÿ.

Îáîáùèì ðàññìîòðåííóþ ìîäåëü íà ñèñòåìó èç áîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòèö,

à èìåííî, ðàññìîòðèì N, N ∈ N, ÷àñòèö x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t) íà äèñ-

êðåòíîé ïðÿìîé Z. Êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xi,N(0) � íåçàâèñèìûå

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ

ïàðà ÷àñòèö (xi,N(t), xj,N(t)), 1 < i < j < N, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïàð

âçàèìîäåéñòâóåò äðóã ñ äðóãîì ïî âûøå îïèñàííîìó ïðàâèëó. Áîëåå êîíêðåò-

íî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 n-àÿ ÷àñòèöà íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ

ñîâåðøàåò ñêà÷êè ñëåäóþùåãî âèäà

xn,N(t)→ xn,N(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn,N(t) =
1

N

∑
k 6=n

F (xk,N(t)− xn,N(t)),

xn,N(t)→ xn,N(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn,N(t) =
1

N

∑
k 6=n

F (xn,N(t)− xk,N(t)).

(Ìíîæèòåëü 1/N ïåðåä ñóììîé â ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóëàõ ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìèðîâî÷íûì). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {en}Nn=1 ñòàíäàðòíûé áàçèñ N -ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìû èìååì ñ÷åòíóþ öåïü Ìàðêîâà íà

ZN

xN(t) = (x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t)) (17)

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

xN(t)→xN(t) + en ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn,N(t), (18)

xN(t)→xN(t)− en ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn,N(t). (19)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå îäíîé ÷àñòèöû x1,N(t) ïðè N → ∞. Îáî-
çíà÷èâ ÷åðåç pN(t) =

{
pNn (t)

}
n∈Z

pNn (t) =
1

N

N∑
k=1

I{xk,N (t)=n}

ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü âûðà-
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æåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ñêà÷êîâ x1,N(t) â âèäå

n→ n+ 1 : λn,N(t) =
∑
k∈Z

pNk (t)F (k − n)− 1

N
F (0), (20)

n→ n− 1 : µn,N(t) =
∑
k∈Z

pNk (t)F (n− k)− 1

N
F (0). (21)

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì óðàâíåíèé Ìàêêèíà-Âëàñîâà åñòåñòâåííî îæèäàòü,

÷òî ïðèN →∞ pN(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå äîëæíî áûòü áëèçêî ê Law(x1,N(t)),

à ïîòîìó â ïðåäåëå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå x(t) íà Z ñ

èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ λn[p(t)] : n → n + 1 è µn[p(t)] : n → n − 1,

çàâèñÿùèìè îò òåêóùåãî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ p(t) =

Law(x(t)) ∈ P(Z) ïðîöåññà x(t), ñëåäóþùèì îáðàçîì,

λn[p(t)] :=
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n), (22)

µn[p(t)] :=
∑
k∈Z

pk(t)F (n− k). (23)

Öåëüþ âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîëó÷åííîãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâ-

ñêîãî áëóæäàíèÿ x(t). Â ÷àñòíîñòè ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé çäåñü âîçíèêàåò

� ýòî óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ x(t) êîððåêòíî îïðåäåëåí.

Çàìåòèì, ÷òî x(t) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

dp(t)

dt
= p(t)H[p(t)], (24)

ãäå H[p] � ñîîòâåòñòâóþùèé íåëèíåéíûé ãåíåðàòîð ïðîöåññà. Ñ ôîðìàëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ ìû èçó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (24) îòíîñèòåëüíî p(t), è ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàåì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî

îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü B1 è B2 � äâà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1 âêëàäûâàåòñÿ â B2 êàê ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : (a, b)→ B1 èìååò B2-ïðîèçâîäíóþ

f ′(t) ∈ B2 â òî÷êå t ∈ (a, b), åñëè

lim
∆t→0

∥∥∥∥ 1

∆t
(f(t+ ∆t)− f(t))− f ′(t)

∥∥∥∥
2

= 0.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü x0 ∈ B1 è G : B1 → B2 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) = G(x(t)), x(0) = x0,

èìååò (B1, B2)-ðåøåíèå x(t) íà èíòåðâàëå (a, b) 3 {0}, åñëè

1. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a, b) x(t) ∈ B1.

2. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a, b) B2-ïðîèçâîäíàÿ x(t) â òî÷êå t ðàâíà G(x(t)).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Bβ, β > 0, ñîñòîÿùèõ èç áåñ-

êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} , k ∈ Z, ñ íîðìîé

‖x‖β =
∑
k

β|k||xk|.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ β1 > β2 > 0 Bβ1 ⊂ Bβ2 (êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî).

Â ÷àñòíîñòè ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèò íàì ðàññìàòðèâàòü (Bβ1, Bβ2)-ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (24) ïðè ïîäõîäÿùèõ β1 è β2.

Äàëåå ÷åðåç const ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü F (·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

F (n) ≤ const ïðè n < 0;

F (n) ≤ const · αn ïðè n ≥ 0

äëÿ íåêîòîðîãî α > 1, òîãäà äëÿ ëþáûõ p0 ∈ Bβin, βin > α3 è 1 ≤ βout <

βinα
−1 ñèñòåìà (24) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p(0) = p0 èìååò åäèíñòâåííîå

(Bβin, Bβout)-ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà [0,∞). Êðîìå òîãî, åñëè p0 ∈ P(Z),

òî äëÿ âñåõ t ≥ 0 p(t) ∈ P(Z).

Äëÿ âñåõ p0 ∈ Bβin∩P(Z) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

x(t) = x(t, p0) ∈ Z, t ∈ [0,∞), òàêîé, ÷òî p(t) ∈ Bβout, è åãî íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ p0, à èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà â ìîìåíò âðåìåíè

t ≥ 0 λn(t) è µn(t) çàâèñÿò îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà x(t) â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (22) è (23).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìå-

åòñÿ èíòåãðàë äâèæåíèÿ, è êàê ñëåäñòâèå, ïðîöåññ íå ìîæåò îáëàäàòü îáû÷íû-
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ìè ýðãîäè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè êëàññè÷åñêèì ìàðêîâñêèì öåïÿì:

ñóùåñòâîâàíèå ðîâíî îäíîé èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ê êîòîðîé

ïðè t→∞ èìååòñÿ ñõîäèìîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E[p(t)] =
∑
k

kpk(t)

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ p(t) ëåæèò

íà ïîâåðõíîñòè Π(E[p(0)]), ãäå

Π(E) =

{
p = {pk}k∈Z : E[p] =

∑
k∈Z

kpk = E ≡ const

}
.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð âûáîðà ôóíêöèè F (·). Ïîëîæèì

F (k) = ek. (25)

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü p = {pk}k∈Z è q = {qk}k∈Z � äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû

íà Z. Ðàññòîÿíèåì Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèåé) ìåæäó p

è q íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

D(p||q) =
∑
i∈Z

pi ln
pi
qi
.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü F (·) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (25), è p0 = p(0) ∈ Bβin,

βin > e3, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèÿì (24) ìàðêîâñêèé ïðîöåññ x(t)

ñóùåñòâóåò, è èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð

π(s) = {πk(s)}, s ∈ R, ñëåäóþùåãî âèäà:

πk(s) =
1

Ξ(s)
e−(k−s)2, ãäå Ξ(s) =

∑
k

e−(k−s)2 - íîðìèðóþùèé ôàêòîð. (26)

s ∈ R � ïàðàìåòð, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûé èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ E = E[p0].

Äëÿ ëþáîãî s ∈ R âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

d

dt
D (p(t)||π(s)) ≤ 0, (27)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè p(t) ∈ {π(s), s ∈ R} .
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Â ãëàâå 3 èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ

íåëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ x(t). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. p0 ∈ Bβ, ãäå β > 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

2. F (·) � âûïóêëàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

F (n) ≤ const · (1 + |n|).

Òîãäà p(t), äâèãàÿñü ïî ãèïåðïëîñêîñòè Π(E[p0]), ïðè t→∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ

ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå π(E[p0]) ∈ Π(E[p0]) ∩ P(Z).

Ìåòîä, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11, îñíîâàí

íà ðàáîòå18. Â ÷àñòíîñòè èç íåãî ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àï-

ïðîêñèìèðóþùåãî N -÷àñòè÷íîãî ïðîöåññà xN(t) ê ïðåäåëüíîìó íåëèíåéíîìó

ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó x(t).

Ïóñòü γ+, γ−(·) : R→ R+ � äâå ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ZN

xN(t) = (x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t))

ñ ïåðåõîäàìè, çàäàâàåìûìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

xN(t)→xN(t) + en ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ̃n,N(t) = λn,N(t) + γ+(x̄N(t)− E[p0])

xN(t)→xN(t)− en ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ̃n,N(t) = µn,N(t) + γ−(x̄N(t)− E[p0]),

ãäå ÷åðåç x̄N(t) îáîçíà÷åíî ñðåäíåå xN(t)

x̄N(t) =
1

N

N∑
n=1

xn,N(t),

à λn,N(t) è µn,N(t) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (20) è (21). Çàìåòèì, ÷òî ïðè

γ+ = γ− ≡ 0 óêàçàííàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñè-

ìèðóþùåé N -÷àñòè÷íîé ìàðêîâñêîé öåïüþ, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (17)-

(19).
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Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü (S, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d;

µ, ν � äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà (S,B(S)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(µ, ν) �

ìíîæåñòâî ìåð m íà S × S, ò.÷.

m(A× S) = µ(A), m(S × A) = ν(A)

äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ∈ B(S). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ≥ 1

dp(µ, ν) =

(
inf

m∈M(µ,ν)

ˆ
(x,y)∈S×S

dp(x, y)m(dx, dy)

)1/p

íàçûâàåòñÿ Lp-ðàññòîÿíèåì Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà.

Äàëåå ÷åðåç const(a1, a2, . . . , an) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíóþ íåîò-

ðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ a1, a2, . . . , an.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3; x1,N(0), x2,N(0), . . . , xN,N(0) �

íåçàâèñèìûå p0-ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, γ+ = γ− ≡ 0, è T > 0 � ïðîèç-

âîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

sup
0≤t≤T

d2(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) ≤ const(p0, T ) ·N−γ/2.

Òàêæå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11 ìû ñóùåñòâåííî îïèðàåìñÿ íà ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò, èìåþùèé ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3; x1,N(0), x2,N(0), . . . , xN,N(0) �

íåçàâèñèìûå p0-ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, è

γ+(x) = −xI{x≤0}, γ−(x) = xI{x≥0}, (28)

òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
t≥0

d2(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) ≤ const(p0) ·N−γ/2.

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð î÷åíü ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â. À. Ìàëûøåâó

è ïðîôåññîðó Ê. Ë. Âàíèíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîìîùü â ðàáîòå, ìíî-

ãîëåòíþþ ïîääåðæêó, öåííûå ñîâåòû è íåèçìåííîå âíèìàíèå, à òàêæå ïðî-

ôåññîðàì À. Þ. Âåðåòåííèêîâó, Ì.ß. Êåëüáåðòó è äîöåíòó À. Ä. Ìàíèòå çà

18



ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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