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Ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé

:= � ¾ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ¿.

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Z+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

R+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

B(E) � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E.

P(E) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (E,B(E)).

L(V ) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V.

L(V1, V2) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ

èç îäíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V1 â äðóãîå � V2.

C(X) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà òîïî-

ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.

C(X, Y ) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ òîïîëîãè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî X â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y.

a ∧ b = min(a, b) � ìèíèìóì èç äâóõ ÷èñåë a è b.

a ∨ b = max(a, b) � ìàêñèìóì èç äâóõ ÷èñåë a è b.

[a] = bac � íèæíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

dae � âåðõíÿÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

{a} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

Eξ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Dξ � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
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δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

const � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

const(a1, . . . , an) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íåóáûâàþùàÿ

ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ ai.
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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñêîëüêèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ìîäåëåé

íà ïðÿìîé. Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òâåðäîãî òåëà, à â ïîñëåäóþùèõ äâóõ

ãëàâàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, ïðèâîäÿùèå ê íåëèíåéíûì ìàðêîâ-

ñêèì ïðîöåññàì.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íåîá-

õîäèìà óñòîé÷èâîñòü, òî åñòü êîíå÷íîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â êîíå÷íîì

îáúåìå. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìíîãèõ ÿâëå-

íèé â ãàçàõ, æèäêîñòÿõ è äàæå òâåðäûõ òåëàõ. Îäíàêî, íàïðèìåð, èññëå-

äîâàíèå ìîäåëåé ðàñøèðåíèÿ èëè ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë óïèðàåòñÿ â òî,

÷òî îáúåì íå ôèêñèðîâàí, è ÷àñòî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîå ÷èñëî

÷àñòèö â áåñêîíå÷íîì îáúåìå. Ïðè ðåàëèñòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèÿõ (êîãäà

âçàèìîäåéñòâèå èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòè) òàêàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé-

÷èâîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíîé (ñì. [51]).

Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö íåîáõîäèìî òîãäà äîêàçûâàòü, ÷òî ñèñòåìà

íå âûõîäèò èç îïðåäåëåííîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (íå ðàñïàäàåò-

ñÿ íà ÷àñòè). Òàê êàê ýòà îáëàñòü çàâèñèò îò âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òî

ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðèåì, êîòîðûé â ôèçèêå íà-

çûâàþò èíîãäà äâîéíûì ñêåéëèíãîì (double scaling limit), íàïðèìåð, ãäå âñå

ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò ÷èñëà ÷àñòèö. Òîãäà ìîæíî óñòðåìëÿòü ÷èñëî ÷àñòèö

ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîëó÷àòü òî÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè â òàêîì òåðìî-

äèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èç
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N ÷àñòèö (ìîëåêóë) îäèíàêîâîé ìàññû m, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0

0 = z0(0) < z1(0) = a < z2(0) = 2a < . . . < zN−1(0) = (N − 1)a (0.0.1)

äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòèö z0 ïîñòîÿííî çà-

êðåïëåíà â íóëå, à íà zN−1 äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà f > 0. Äèíà-

ìèêà ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(z,p) =
N−1∑
k=1

p2
k

2m
+

N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1, (0.0.2)

ãäå z = (z0, z1, . . . , zN−1), p = (p0, p1, . . . , pN−1), è V (z) � ïîòåíöèàë âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Íà V (z), êàê ïðàâèëî, íàëàãàþò

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. V (z)→∞ ïðè z → 0;

2. V (z)→ 0 ïðè z →∞;

3. V (z) âûïóêëà íà èíòåðâàëå (0, b) è âîãíóòà íà (b,∞);

4. V (z) èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì V (a) < 0 â òî÷êå a > 0, ïðè÷åì

a < b <∞.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïî-
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òåíöèàë Ëåííàðä-Äæîíñà (ñì. [79, ñòð. 9]):

V (z) = 4ε

[(σ
z

)12

−
(σ
z

)6
]

(0.0.3)

(çäåñü ε � ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, à σ � ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ýíåðãèÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ). Óêàçàííûé ïîòåíöèàë äîñòàòî÷íî

ðåàëèñòè÷íî ïåðåäà¼ò ñâîéñòâà ðåàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñôåðè÷åñêèõ íåïî-

ëÿðíûõ ìîëåêóë è ïîýòîìó øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ðàñ÷¼òàõ è ïðè êîìïüþ-

òåðíîì ìîäåëèðîâàíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ ìåðû Ãèááñà (ñì. [79, ñòð. 16])

pGibbs(z,p) =
exp(−βH(z,p))

Z
, β > 0,

ñ ãàìèëüòîíèàíîì (0.0.2) íå ñóùåñòâóåò. Ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, à

ïîòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî è óïðóãîãî ðàñøèðåíèÿ â óñëîâèÿõ

ðàâíîâåñèÿ ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ãèááñîâñêóþ èäåîëîãèþ.

Ñóùåñòâóåò äâà ïóòè äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêøåé ïðîáëåìû:

1. èçìåíèòü V (z) ïðè áîëüøèõ z òàê, ÷òîáû V (z) → ∞ ïðè z → ∞ (ýòîò

ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â [35]).

2. èñêàòü îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè ìèíèìóìà òàêóþ, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ

äàííûõ (0.0.1) òðàåêòîðèÿ íèêîãäà íå âûõîäèò èç O(a). Ïîñëå ÷åãî îãðà-

íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåðû Ãèááñà â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîãîìåðíîì

êîìïàêòå.

Ìû çäåñü èäåì ïî âòîðîìó ïóòè, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïîòåíöèàë èìååò êâàäðàòè÷íûé âèä

V (z) =
κ

2
(z − a)2.

Òåïåðü ñêàæåì òî÷íåå. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ðàñòÿæåíèå òàêîé öåïî÷êè â ñòà-

òè÷åñêîé ñèòóàöèè (ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå), à èìåííî, íàéòè åäèíñòâåííóþ

íåïîäâèæíóþ òî÷êó äèíàìèêè. Îäíàêî ëîãè÷íî èññëåäîâàòü òàêæå äèíàìèêó
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ñèñòåìû ÷àñòèö âî âðåìåíè è ïîëó÷èòü õîðîøèå îöåíêè äëÿ ôóíêöèîíàëà

A = A(N, l, f, κ,m) = sup
t∈(0,∞)

max
0≤k,k+l≤N−1

|zk+l(t)− zk(t)|

äëÿ áîëüøèõ N è ðàçëè÷íûõ l > 0. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ ïðîñòîòó ìîäåëè,

îñíîâíîé ðåçóëüòàò � îöåíêà ìàêñèìóìà (ïî âñåìó áåñêîíå÷íîìó èíòåðâàëó

âðåìåíè) îòêëîíåíèé îò èñõîäíîé ¾êðèñòàëëè÷åñêîé¿ ñòðóêòóðû � íåòðèâè-

àëåí è èñïîëüçóåò òåîðåòèêî-÷èñëîâûå îöåíêè. Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ â íàøåé

ìîäåëè åñòü î÷åâèäíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, íî, òàê êàê ìîäåëü ãàìèëüòîíîâà,

òî íèêàêîé ñõîäèìîñòè ê ýòîé òî÷êå íåò. Îòñþäà çàäà÷à � îöåíèòü, íàñêîëü-

êî äàëåêî òðàåêòîðèÿ îòõîäèò îò ýòîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ìû íà÷èíàåì ñ

ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà N ÷àñòèö è íàõîäèì îêðåñòíîñòü, èç êîòîðîé ñèñòåìà

íèêîãäà íå âûõîäèò. Çàòåì, óñòðåìëÿÿ N → ∞, è äåëàÿ ñêåéëèíã ïàðàìåò-

ðîâ, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî åñòü ôàçîâûé ïåðåõîä, ðàçäåëÿþùèé îáëàñòü, ãäå

êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî áåñêîíå÷íîãî

âðåìåíè, è îáëàñòü, ãäå ñóïðåìóì ðàñòåò ñ ðîñòîì N .

Âî âòîðîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íà íåçà-

êðåïëåííóþ öåïî÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ âîçäåéñòâóåò ñëàáîå ñëó-

÷àéíîå âîçìóùåíèå f = εẇt, ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ, à ẇt � áåëûé

ãàóññîâñêèé øóì (ñì. [84]). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [23, 77]), ÷òî â ýòîì ñëó-

÷àå â ñèñòåìå íå íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ñðåäíåå ýíåðãèè ëèíåéíî ðàñòåò ñ ðîñòîì âðåìåíè, è êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàçðûâ � öåïî÷êà ðâåò-

ñÿ. Çäåñü ìû, íàïîäîáèè ðåçóëüòàòîâ òåîðèè Âåíòöåëÿ-Ôðåéäëèíà (ñì. [68]),

îöåíèâàåì âðåìÿ ðàçðûâà τ ε, à èìåííî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ε → 0 τ ε/ε2

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê âðåìåíè âûõîäà 2(N−1)-ìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èç

îïðåäåëåííîé îáëàñòè â R2(N−1). Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çäåñü ìû

ñ÷èòàåì öåïî÷êó íåçàêðåïëåííîé ñ îáîèõ êîíöîâ, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû

ìîãóò áûòü äîêàçàíû è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îäèí èç êîíöîâ öåïî÷êè îñòàåòñÿ

íåïîäâèæíûì íà âñåì ïðîòÿæåíèè âðåìåíè. Äîïîëíèòåëüíûì ðåçóëüòàòîì

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ε → 0 ðàñïðåäåëå-

íèÿ âðåìåíè âûõîäà ñ ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ öåïî÷êè ñîâïàäàþò, íåñìîòðÿ

9



íà òî, ÷òî âîçìóùåíèå äåéñòâóåò òîëüêî ñ îäíîãî êðàÿ.

Íàêîíåö ñêàæåì, ÷òî åñòü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äðóãèì çàäà÷àì äëÿ

îäíîìåðíûõ ìîäåëåé. Îäíè èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ � ìîäåëè Ôåðìè-Ïàñòà-

Óëàìà [22] è ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé [66]. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ öåëàÿ

ñåðèÿ ðàáîò ïîñâÿùåííûõ âûâîäó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé óïðóãîñòè

òâåðäîãî òåëà èç ìèêðîäèíàìèêè (ñì. [9, 11, 12, 62, 63]).

Ïåðåéäåì ê îáçîðó âòîðîé è òðåòüåé ãëàâ. Íåëèíåéíûå ìàðêîâñêèå ïðî-

öåññû (ò.å. ïðîöåññû, ÷üè ïåðåõîäíûå ôóíêöèè çàâèñÿò íå òîëüêî îò òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû, íî òàêæå è îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà) åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà

ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Õîòÿ âïåðâûå ýòè ïðîöåññû âîçíèêëè â

íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. [29]), â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè

íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ êîììóíèêàöèîí-

íûå ñåòè (ñì. [1, 7, 14, 19, 37, 57]), ýêîíîìèêó (ñì. [16]), áèîëîãèþ (ñì. [52]) è

íåéðîííûå ñåòè (ñì. [47]).

Âïåðâûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòå [29] â ñâÿ-

çè ñ íåêîòîðûìè ïðîáëåìàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûìè ñî ñòðî-

ãèì âûâîäîì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ

¾èãðóøå÷íàÿ¿ N -÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü èäåàëüíîãî ãàçà è ïðåäåëüíûì ïåðåõî-

äîì ïî N óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê ðàñïðåäåëåíèþ, îïèñûâàåìîìó èíòå-

ãðàëüíûì óðàâíåíèåì òèïà óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Îáùèå îïðåäåëåíèÿ áûëè

äàíû Ã. Ìàêêèíîì (ñì. [38]) ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé ýëåêòðîííîãî ãàçà,

îïèñûâàþùèõ ïëàçìó (ñì. [70, 71]), à òàêæå âîçìîæíîìó âûâîäó óðàâíåíèé

Áþðãåðñà (ñì. [8, 13]). Âïîñëåäñòâèè ìíîæåñòâî àâòîðîâ èçó÷àëî íåëèíåéíûå

ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Â ÷àñòíîñòè äëÿ ðÿäà ìîäåëåé áûë óñòàíîâëåí çàêîí

áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. [10, 45, 49, 73] è ïð.), óòâåðæäàþùèé, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ñ ðîñòîì ÷èñëà

÷àñòèö ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îòìå-

òèì, ÷òî çàäà÷è óêàçàííîãî òèïà òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì propagation of

chaos, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî ëþáûå k ÷àñòèö N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñ ðîñòîì N

ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè (ñì. [24, 26, 45] è ïð.). Èçó÷àþòñÿ ôëóêòóàöèè îò-

êëîíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû îò ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ôóíê-
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öèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà) (ñì. [53]) è îöåíêè òåîðèè áîëüøèõ óêëîíå-

íèé (ñì. [18]). Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé, ïîñâÿùåííûõ ïðîöåññàì

ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà (ñì. [31, 54]).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (X,B).Äèíàìèêà íåëè-

íåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ïàðîé âåëè÷èí. Îäíà èç íèõ � ýòî

÷àñòèöà xt ∈ X, èìåþùàÿ ñëó÷àéíóþ òðàåêòîðèþ, à âòîðàÿ � âåðîÿòíîñò-

íàÿ ìåðà µt = Law(xt), äåòåðìèíèðîâàííî ìåíÿþùàÿñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà (à â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî âðåìå-

íè � èíòåíñèâíîñòè) xt íåêîòîðûì îáðàçîì çàâèñÿò îò åãî æå ñîáñòâåííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ µt. È ïîòîìó, â òî âðåìÿ êàê ñàì ïðîöåññ xt íå ÿâëÿåòñÿ ìàð-

êîâñêèì, ïàðà (xt, µt) óæå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñòî-

õàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà (ñì. [38])

dxt = b(xt, µt)dt+ σ(xt, µt)dwt, (0.0.4)

µt = Law(xt), (0.0.5)

ãäå xt ∈ Rn, à wt � n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Êîýôôèöèåíòû ñíîñà è

äèôôóçèè ÷àñòî âûáèðàþò çàâèñÿùèìè îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

b(x, µ) = b1(x) +

ˆ
Rn
b2(x, y)µ(dy), (0.0.6)

σ(x, µ) ≡ 1, (0.0.7)

ãäå b1, b2 : Rn → Rn � íåêîòîðûå èçìåðèìûå ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îáîñ-

íîâàòü ëîãè÷íîñòü óðàâíåíèé (0.0.4)-(0.0.5) ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-

ñìîòðèì N (N ∈ N) ÷àñòèö â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

(x1,N
t , x2,N

t , . . . , xN,Nt ), xi,Nt ∈ Rn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 xi,Nt íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíà-

êîâîå ðàñïðåäåëåíèå p0 ∈ P(Rn). Çàäàäèì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè

ñëåäóþùåé N -ìåðíîé ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
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íèé

dxi,Nt = b1(x
i,N
t )dt+

1

N − 1

∑
j 6=i

b2(x
i,N
t , xj,Nt )dt+ dwi

t, i ∈ {1, 2, . . . , N}

(0.0.8)

(çäåñü wi
t � íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç

µNt =
1

N

N∑
i=1

δxi,Nt

ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåìû, óðàâíåíèÿ (0.0.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

dxi,Nt = b1(x
i,N
t )dt− 1

N − 1
b2(x

i,N
t , xi,Nt )dt+

N

N − 1

ˆ
Rn
b2(x

i,N
t , y)µNt (dy)dt+ dwi

t,

à ïîòîìó ëîãè÷íî îæèäàòü, ÷òî ïðè N → ∞ ïàðà (x1,N
t , µNt ) â íåêîòîðîì

ñìûñëå ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (0.0.4)-(0.0.5). Ñòðîãèé âûâîä óêàçàí-

íûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â [54].

Íàêîíåö, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âïåðâûå óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà áûëè

ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [38] â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì íåêîòîðûõ ìîäåëåé ïëàçìû.

Çäåñü ôóíêöèè b1(x) è b2(x, y) èìåëè ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà âíåøíå-

ãî ïîëÿ (âíåøíåãî ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå ÷àñòèö) è ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ

÷àñòèö. Âïîñëåäñòâèè áîëüøîå ÷èñëî àâòîðîâ èçó÷àëî ïðîöåññû óêàçàííîãî

òèïà (ñì. [34, 59, 60] è ïð.).

Â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ [5, 6] ðàññìàòðèâàëñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé

Ìàêêèíà-Âëàñîâà (0.0.4)-(0.0.6) ñ

b1(x) = 0, b2(x, y) = β(y − x),

ãäå β(·) � íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (0.0.4) â

äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

dxt =

ˆ ∞
−∞

β(y − xt)µt(dy) · dt+ dwt. (0.0.9)

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà β(·) äîêàçûâàëèñü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
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åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (0.0.9), èçó÷àëèñü èíâàðèàíòíûå ìåðû ðåøåíèÿ, à

òàêæå ñõîäèìîñòü ê íèì.

Ìû æå èçó÷àåì íåëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà Z, â íåêîòîðîì ñìûñëå

ÿâëÿþùèéñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì óêàçàííîé ìîäåëè, à èìåííî ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäà, çàâèñÿùèìè

îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ñëåäóþùèì îáðàçîì

n→ n+ 1 : λn[p(t)] =
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n);

n→ n− 1 : µn[p(t)] =
∑
k∈Z

pk(t)F (n− k),

ãäå F : Z → R+ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à p(t) = {pk(t)} � ðàñïðåäåëåíèå

ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-

ÿõ íà ôóíêöèþ F ïðîöåññ ñóùåñòâóåò è îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè,

îòñóòñòâóþùèìè â ëèíåéíîì ñëó÷àå: íàëè÷èå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð è ïð.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé äàæå â òîì ñëó÷àå, êî-

ãäà îíè ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè, ìîæåò èìåòüñÿ íåñêîëüêî èíâàðèàíòíûõ

ìåð, à ïîòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ èõ îïèñàíèÿ, à òàêæå âîïðîñ î ñõîäèìîñòè

ê êàêîé-ëèáî èç íèõ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâ-

íåíèÿì (0.0.9) òèïè÷íîé ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî

ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð, ïðè÷åì ê îäíîé èç íèõ èìååòñÿ ñõîäèìîñòü (â

çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà). Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëü-

ñòâå ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííûì äîïóùåíèåì â [6] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîñòü β ïðè

x ≥ 0. Â ðàáîòàõ [87, 88] óäàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå,

à èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

β(x) = x+ β0(x),

ãäå β0(x) � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ. Îäíàêî, ïðè ýòîì óòâåðæäà-

åòñÿ, ÷òî çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü äîïîëíèòåëüíûå ýôôåêòû, îòñóòñòâóþùèå â

[5, 6]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ

β(x) = x+ α sinx, α > 0,
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ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α > 0 ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

ñèñòåìû ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ äâà íåñâÿçàííûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ

ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð. Âî âòîðîé ãëàâå äëÿ íàøåé äèñêðåòíîé ìîäåëè

òàêæå ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ÿâíî âû÷èñëèìûõ ïðèìåðîâ, èç êîòîðûõ ñëåäó-

åò, ÷òî òèïè÷íîé ñèòóàöèåé ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð, îäíàêî ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ýôôåê-

òû, îòñóòñòâóþùèå â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå (0.0.9). Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèòñÿ

ïðèìåð, êîãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îêàçûâàåòñÿ äâóõïàðàìåòðè-

÷åñêèì.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîé ìå-

ðå. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ìåòîä, ðàçâèâàåìûé â [59] è ïîçâîëÿþùèé îäíî-

âðåìåííî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ N -÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà ðàâíîìåðíî

ïî âñåì t ≥ 0 àïïðîêñèìèðóåò ïðåäåëüíûé íåëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

(ò.å. óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë). Ïîõîæàÿ òåõíèêà

èñïîëüçîâàëàñü è â [87], îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå â ñèëó äèñêðåòíîñòè ôàçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà íå

ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííûé

ìåòîä, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîäïðàâëÿÿ âåêòîðíîå ïîëå àïïðîêñèìèðóþ-

ùåé N -÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû äî-

êàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [55, 56] ýòî äåëàåòñÿ ïðè

ïîìîùè ôóíêöèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ ïðè íåêîòîðîì âûáîðå êîýô-

ôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèé Ìàêêèíà-Âëàñîâà.

Òàêæå â [20] êîíñòðóèðóåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé

ñ êîíå÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ÷òî äëÿ íèõ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæå-

íèÿ óáûâàåò îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòå-

ìû, ìåòîä ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â íàøåì ñëó÷àå, à

èìåííî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò âû-

ñòóïàòü ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ äî ëþáîé

èíâàðèàíòíîé ìåðû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðà: [43,

77, 78, 80, 81].

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð î÷åíü ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â. À. Ìàëûøåâó
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è ïðîôåññîðó Ê. Ë. Âàíèíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîìîùü â ðàáîòå, ìíî-

ãîëåòíþþ ïîääåðæêó, öåííûå ñîâåòû è íåèçìåííîå âíèìàíèå, à òàêæå ïðî-

ôåññîðàì À. Þ. Âåðåòåííèêîâó, Ì.ß. Êåëüáåðòó è äîöåíòó À. Ä. Ìàíèòå çà

ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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Ãëàâà 1

Àíàëèç ñèñòåìû ãàðìîíè÷åñêèõ

îñöèëëÿòîðîâ ñ ëîêàëüíûì

âçàèìîäåéñòâèåì

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ öåïî÷êà ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ïîä äåéñòâè-

åì ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ. Ãëàâà ñîñòîèò èç ñåìè ïàðàãðàôîâ.

Â ïåðâîì èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé çàêðåïëåííîé ñ îäíîãî êðàÿ öå-

ïî÷êè, íà äðóãîé êîíåö êîòîðîé äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà. Öåëüþ

çäåñü ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ìàêñèìóìà îòêëîíåíèé ÷àñòèö îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ íà âñåì áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû àâòîðà

ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 1.1 è 1.2. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ñëó÷àé íåçàêðåïëåííîé öåïî÷êè, íà îäèí èç êîíöîâ êîòîðîé äåéñòâóåò

ìàëûé âîçìóùàþùèé ôàêòîð â âèäå áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà. Ðàññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à îá îöåíêå âðåìåíè âûõîäà ñèñòåìû èç îïðåäåëåííîé îáëàñòè

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿ-

þòñÿ òåîðåìû 1.3 è 1.4. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíû íåîáõîäèìûå

îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ òåî-

ðåì. Íàêîíåö â îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà

ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé.
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1.1 Äèíàìè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòåéøåé ìîäåëè öåïî÷-

êè ìîëåêóë

Ñëó÷àé êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà è îñíîâíîé ðåçóëüòàò Â äàííîì

ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èç N ÷àñòèö (ìîëåêóë) îäè-

íàêîâîé ìàññû m, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0

0 = z0(0) < z1(0) = a < z2(0) = 2a < . . . < zN−1(0) = (N − 1)a (1.1.1)

äëÿ íåêîòîðîãî a > 0. Äèíàìèêà ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

ãàìèëüòîíèàíîì

H =
N−1∑
k=1

p2
k

2m
+

N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1, ãäå (1.1.2)

V (z) =
κ(z − a)2

2
. (1.1.3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòèö z0 ïîñòîÿííî çàêðåïëåíà â íóëå, à íà

zN−1 äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà f > 0. Ââîäÿ îòêëîíåíèÿ xk(t) =

zk(t)−ka, k = 0, . . . , N−1, èìååì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ẍ0(t) = 0;

ẍk(t) = ω2
0(xk−1 − 2xk + xk+1),

ẍN−1(t) = ω2
0(−xN−2 + xN−1) + f0,

k = 1, . . . , N − 2; (1.1.4)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè xk(0) = 0, è vk(0) = ẋk(0) = 0, k = 0, . . . , N − 1.

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç ω2
0 = κ/m � ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó îñöèëëÿòîðîâ,

è f0 = f/m.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ:

FN(x) = x ln
N

x
, x > 0, (1.1.5)

è ââåäåì íàø îñíîâíîé ïàðàìåòð σ = f/κ = f0/ω
2
0. Óñëîâèìñÿ, ÷òî êîíñòàí-

òû, îáîçíà÷àåìûå äàëåå c, ci, const, íå çàâèñÿò îò N, l, f0, ω0 è a, à

const(a1, a2, . . . , an) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íåóáûâàþ-
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ùàÿ ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ ai. Îñíîâíàÿ îöåíêà òàêîâà (ñì. [78]).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ âñåõ k, l ∈
N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

εN ≤ k < k + l ≤ (1− ε)N, (1.1.6)

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

σ(l + c1FN(l)) ≤ sup
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l + c2FN(l)), (1.1.7)

σ(l − c3FN(l)) ≤ inf
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l − c4FN(l)) (1.1.8)

äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2, c3, c4 > 0, ïðè÷åì c1, c3 ìîãóò çàâèñåòü îò ε.

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ â ôèçèêå èíîãäà íàçûâàåòñÿ

¾double scaling limit¿. À èìåííî, ìû ïîëîæèì a = 1/N è áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ðàçëè÷íûå ñêåéëèíãè l = l(N) è σ = σ(N).

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

ôóíêöèé f(x) ' g(x), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå c1, c2 > 0, ÷òî íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ c1g(x) ≤ f(x) ≤ c2g(x).

Ñëåäñòâèå 1.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1

sup
t≥0
|xk+l(t)− xk(t)| ' σ(N)l ln

N

l
.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå îòíî-

ñèòåëüíîå óäëèíåíèå äëÿ l = 1

A

a
= NA, ãäå A = sup

t≥0
max

εN≤k≤(1−ε)N
|zk+1 − zk|,

ïîä äåéñòâèåì äåéñòâèåì ñèëû f . Ïðè ýòîì

a−1A→ 1, åñëè σ(N)N lnN → 0, (1.1.9)

a−1A→∞, åñëè σ(N)N lnN →∞. (1.1.10)

Ñðàâíåíèå ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ Â ñëó÷àå

êâàäðàòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.1.3) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà âñåãäà ñóùåñòâóåò
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è åäèíñòâåííà, ïðè÷åì äëÿ âñåõ k áóäåò zk− zk−1 = h = a+σ. Ïîýòîìó çäåñü

a−1h→ 1, åñëè σN → 0, (1.1.11)

a−1h→∞, åñëè σN →∞. (1.1.12)

Ñðàâíèâàÿ (1.1.9)-(1.1.10) ñ (1.1.11)-(1.1.12), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðàç-

ëè÷èå ìåæäó äèíàìè÷åñêèì è ñòàòè÷åñêèì ôàçîâûì ïåðåõîäîì îïðåäåëÿåòñÿ

ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì.

Àíàëîãè÷íûé ôàêò èìååò ìåñòî è äëÿ áîëåå îáùèõ âçàèìîäåéñòâèé. À

èìåííî, îáû÷íî âçàèìîäåéñòâèå áåðåòñÿ â âèäå

V (r) = −cn
rn

+
cm
rm
, 0 < n < m, cn > 0, cm > 0 (1.1.13)

(êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë Ëåííàðä-Äæîíñà (0.0.3),

îäíàêî ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ m è n). Çàìåòèì, ÷òî ââå-

äåííàÿ ôóíêöèÿ V (r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì âî ââå-

äåíèè, è èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ êàðòèíà. Åñëè maxa<h≤b dV (h)/dh ≥ f, òî

ãàìèëüòîíîâà äèíàìèêà (1.1.2) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, äëÿ êîòîðîé âñå

zk − zk−1 = h > a > 0, à çíà÷åíèå h îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

dV (h)

dh
= f. (1.1.14)

Åñëè æå maxa<h≤b dV (h)/dh < f , òî íåïîäâèæíîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò, è ïîä

äåéñòâèåì ñèëû f öåïî÷êà ðàñïàäàåòñÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå êàñàåòñÿ

ñòàòè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèé (1.1.13) (ñì. [78]).

Òåîðåìà 1.2. Åñëè a = 1/N , òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

σ =
f

κ
≤ C

N
,

ãäå

κ = V ′′(a), C = C(n,m) =
1

m− n

((
m+ 1

n+ 1

)− n+1
m−n

−
(
m+ 1

n+ 1

)−m+1
m−n
)
.

Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè òåìïåðàòóðà íåíóëåâàÿ, òî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî V (r)→
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∞ ïðè r → ∞, ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì ñóùåñòâîâàíèå

òåìïåðàòóðíîãî è óïðóãîãî ðàñøèðåíèÿ â ðàâíîâåñíîì ñëó÷àå çàâèñèò îò âè-

äà V â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà, (ñì. [35]).

1.2 Àñèìïòîòèêà âðåìåíè ðàçðûâà öåïî÷êè ïîä äåéñòâèåì áåëîãî

øóìà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì âñ¼ òó æå öåïî÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ îñ-

öèëëÿòîðîâ, îäíàêî íà ýòîò ðàç ïðåäïîëàãàåì, ÷òî öåïî÷êà íå çàêðåïëåíà, è

íà ÷àñòèöó ñ íîìåðîì 0 âîçäåéñòâóåò ñëó÷àéíàÿ ñèëà fε(t) = εẇ(t), ãäå ẇ(t) −
ñòàíäàðòíûé áåëûé ãàóññîâñêèé øóì, à ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ. Äè-

íàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
ẍ0 = ω2

0(x1 − x0) + ε0ẇ(t),

ẍi = ω2
0(xi−1 − 2xi + xi+1), i = 1, . . . , N − 2;

ẍN−1 = ω2
0(xN−2 − xN−1)

(1.2.1)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü xk = zk−ka � îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö

îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ω2
0 = κ/m � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðîâ,

è ε0 = ε/m. Îòìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå, áóäóò

ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå òåîðèè ãàóññîâñêèõ âîçìóùåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

(ñì. [68, ãë. 4]). Â ÷àñòíîñòè, xi(t) ∈ C1([0,∞)).

Êàê áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, â ñëó÷àå, êîãäà íà ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó

ñèñòåìó áåç äèññèïàöèè âîçäåéñòâóåò áåëûé ãàóññîâñêèé øóì, â ñèñòåìå íå

íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñðåäíåå ýíåðãèè

ëèíåéíî ðàñòåò ñ ðîñòîì âðåìåíè, è êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â êàêîé-

òî ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàçðûâ � öåïî÷êà ðâåòñÿ.

Áîëåå ñòðîãî, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [77]).

Òåîðåìà 1.3. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (q,p), q =

(q1, q2, . . . , qN), p = (p1, p2, . . . , pN), qk, pk ∈ R, âèäà
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dqk(t) = pk(t)dt, (1.2.2)

dpk(t) = −
N∑
l=1

V (k, l)ql(t)dt+ ε0δkNdw(t), (1.2.3)

ãäå V � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàò-

ðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q(0) = p(0) ≡ 0. Òîãäà ñðåäíåå ýíåðãèè

H(t) =
1

2

N∑
k=1

p2
k(t) +

1

2

N∑
k,l=1

V (k, l)qkql(t)

èìååò âèä

EH(t) =
ε2

0t

2
.

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå âðåìåíè äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî óðîâ-

íÿ h ðàçíîñòè ∆ε
i = zi+1 − zi − a = xi+1 − xi

τ εi = inf {t ≥ 0 : |∆ε
i | > h)} , i = 0, . . . , N − 2,

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ i, h, ε è N. Ñîâñåì íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â

ñëó÷àå N = 2 (îáû÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð) ε2τ ε0 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê

íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå (ñì. [23, ãë. 4,5]). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà τ ε0
èìååò ïîðÿäîê ε−2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ d(D,W d) � ìîìåíò âûõîäà ñòàíäàðòíîãî d-ìåðíîãî áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ W d èç îáëàñòè D. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó (ñì. [80]).

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ëþáûõ N ≥ 2, i = 0, 1, . . . , N − 2,

ε2τ εi ñëàáî ñõîäèòñÿ ê τi := τ 2(N−1)(Di,N,h,W
2(N−1)) ïðè ε→ 0,

ãäå Di,N,h � ìíîæåñòâî âñåõ 2(N − 1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ

r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1),
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óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

Ji,N(r) =

√
2

N
sup
s∈R

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i
ωm

(xm cos(ωms) + ym sin(ωms))

∣∣∣∣∣ ≤ h, (1.2.4)

ωm = 2ω sin (πm/2N) , γm,i = sin (πm/N) sin (πm (i+ 1) /N) .

Ïðè÷åì Di,N,h � âûïóêëûé êîìïàêò â R2(N−1), è äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , N−2,

τi è τN−i−2 ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî.

Çàìå÷àíèå 1.2. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî íà

êðàéíþþ ëåâóþ ÷àñòèöó, àñèìïòîòèêà âðåìåíè ðàçðûâà èìååò òîò æå õàðàê-

òåð è ñ äðóãîé ñòîðîíû.

1.3 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ôîðìóëè-

ðóåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, à çàòåì ïðîâåðÿåì îäíî ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå,

êîòîðîå áóäåò íàì ïîëåçíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1.1 è 1.4.

Îïðåäåëåíèå 1.1. (ñì. [65, ñòð. 34]) Ïóñòü x = {xn}N−1
n=0 � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç N äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðÿìûì äèñêðåòíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x̂ = {x̂k}N−1
k=0 , ãäå x̂k =

N−1∑
n=0

e
2πikn
N xk. (1.3.1)

Îáðàòíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

x̃ = {x̃k}N−1
k=0 , ãäå x̃k =

1

N

N−1∑
n=0

e−
2πikn
N xk. (1.3.2)

Òåîðåìà 1.5. (ñì. [65, ñòð. 34]) Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

(1.3.1)-(1.3.2) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

˜̂x = ̂̃x = x.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íà îêðóæíîñòè

ẍn = ω2(xn−1 − 2xn + xn+1) + fn, n ∈ {0, 1, . . . , N − 1} , N ∈ N, (1.3.3)

(ò.å. ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå èíäåêñîâ ó ôóíêöèé âåäåòñÿ ïî ìîäóëþ N), ãäå

ω 6= 0, è f = {fn}N−1
n=0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç N äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.3.3) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè xn(0) = ẋn(0) = 0, n ∈ {0, 1, . . . , N − 1} èìååò ðåøåíèå

xn(t) =
f̂0t

2

2N
+

1

N

N−1∑
n=1

e−
2πikn
N

f̂k
ω2
k,N

(1− cosωk,N t) ,

ãäå ωk,N = 2ω sin(πk/N), è f̂k � ïðÿìîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f = {fn}N−1
n=0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α ∈ R, β ∈ R ñè-

ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẍ(t) + α2x(t) = β

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = ẋ(0) = 0 èìååò ðåøåíèå

x(t) =
β

α2
(1− cosαt) ïðè α 6=0, (1.3.4)

x(t) =
βt2

2
ïðè α=0. (1.3.5)
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Âî-âòîðûõ, äëÿ ïðÿìîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååì

d2

dt2
x̂k(t) = ω2

N−1∑
n=0

e
2πikn
N (xn−1 − 2xn + xn+1) + f̂k =

= ω2
N−1∑
n=0

e
2πikn
N xn−1 − 2ω2

N−1∑
n=0

e
2πikn
N xn + ω2

N−1∑
n=0

e
2πikn
N xn+1 + f̂k =

= ω2e
2πik
N x̂k − 2ω2x̂k + ω2e−

2πik
N x̂k + f̂k =

= −ω2
k,N · x̂k + f̂k.

Òàêèì îáðàçîì,

d2

dt2
x̂k(t) + ω2

k,N x̂k(t) = f̂k.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ (1.3.4)-(1.3.5) è ñäåëàòü îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå C([0,∞),Rd)

Âñþäó äàëåå â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîöåññû ñ òðàåêòî-

ðèÿìè èç C([0,∞),Rd). Íàïîìíèì, ÷òî C([a, b],Rd), a < b, ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì

(ïîëíûì, ìåòðè÷åñêèì, ñåïàðàáåëüíûì) ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòàíäàðòíîé ìåò-

ðèêîé ρ. Ñàìó åâêëèäîâó íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Rd áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

| · |. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1.2. (ñì. [72, c. 478, 479]) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ ξn(t)

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ïðîöåññó ξ(t) íà îòðåçêå [0, T ], T > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî

íåïðåðûâíîãî è îãðàíè÷åííîãî íà C([0, T ],Rd) ôóíêöèîíàëà ϕ èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü

lim
n→∞

ˆ
ϕ(x)µn(dx) = lim

n→∞

ˆ
ϕ(x)µ(dx),

ãäå ÷åðåç µn è µ îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ξn(t) è ξ(t) íà

ïðîñòðàíñòâå C([0, T ],Rd).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ ξn(t) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê

ïðîöåññó ξ(t) (ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ξn −→
w

ξ) íà ïîëóèíòåð-

âàëå [0,∞), åñëè äëÿ ëþáûõ T > 0 îãðàíè÷åíèå ξn íà [0, T ] : ξn|[0,T ] ñëàáî
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ñõîäèòñÿ ê îãðàíè÷åíèþ ξ|[0,T ] â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2.

Îïðåäåëåíèå 1.4. (ñì. [21, ñ. 96]) Ïóñòü (S, d) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d. Ïóñòü µ, ν � äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà S. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåçM(µ, ν) � ìíîæåñòâî ìåð m íà S × S, ò.÷. m(A × S) = µ(A),

m(S × A) = ν(A) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ⊆ S. Òîãäà

ρP(µ, ν) = inf
m∈M(µ,ν)

inf {ε > 0 : m ((x, y) : d(x, y) ≥ ε) ≤ ε}

íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ïðîõîðîâà.

Òàêæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 1.6. (ñì. [72, ñòð. 485]) Ïóñòü T > 0; êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðîöåññîâ ξn(t) ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ïðîöåññà

ξ(t), è ñóùåñòâóþò òàêèå α > 0, β > 0 è H > 0, ÷òî äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ [a, b]

è âñåõ n ∈ N
E |ξn(t1)− ξn(t2)|α ≤ H|t1 − t2|1+β,

òîãäà ξn(t) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ξ(t) íà îòðåçêå [0, T ].

Òåîðåìà 1.7. (ñì. [21, ñòð. 108]) Ïóñòü (S, d) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d; {µn}n∈Z , µ � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà S, òîãäà

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû

1. µn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ.

2. ρP(µn, µ)→ 0.

Íàêîíåö, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà

Òåîðåìà 1.8. (ñì. [76, ñòð. 55]) Ïóñòü wt � îäíîìåðíîå áðîóíîâñêîå äâè-

æåíèå, òîãäà äëÿ âñåõ T ≥ 0

P

 lim sup
t2−t1=ε↓0
0≤t1≤t2≤T

|wt2 − wt1|√
2ε ln(1/ε)

= 1

 = 1.
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1.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì

íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíîé òåîðåìû 1.1.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.4) èìååò ðåøåíèå

xn(t) =σ

[
n− 1

(2N − 1)

2N−2∑
m=1

γm,N,n cosωmt

]
, (1.4.1)

ãäå

γm,N,n = sin−2 πm

4N − 2
sin

πm

2
cos

πm

4N − 2
sin

πnm

2N − 1
, ωm = 2ω0 sin

πm

4N − 2
.

(1.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèâàÿ (1.3.3) ñ (1.1.4) âîçíèêàåò æåëàíèå âîñïîëü-

çîâàòüñÿ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, îäíàêî ñäåëàòü ýòî íàïðÿìóþ

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó çäåñü ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé òåõ-

íè÷åñêèé ïðèåì. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó èç 4N − 2 óðàâíåíèé

íà îêðóæíîñòè:

ÿn = ω2
0(yn−1−2yn+yn+1)+f0(δn,N−1+δn,N−δn,3N−2−δn,3N−1), n = 0, . . . , 4N−3,

(1.4.3)

(ò.å. ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå èíäåêñîâ ó ôóíêöèé âåäåòñÿ ïî ìîäóëþ 4N − 2)

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R

xn(t) ≡ yn(t), n = 0, . . . , N − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, èç ñèììåòðè÷íîñòè óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

yn = y2N−1−n = −y−n = −y2N−1+n, n = 0, . . . , N − 1.

Òàêèì îáðàçîì,

ÿ0 = ω2
0(y−1 − 2y0 + y1) = −2ω2

0y0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y0(t) = x0(t) ≡ 0.
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Äàëåå, ïðè n = 1, . . . , N − 2

ÿn = ω2
0(yn−1 − 2yn + yn+1).

È íàêîíåö, ïðè n = N − 1 :

ÿN−1 = ω2
0(yN−2 − 2yN−1 + yN) + f0 = ω2

0(yN−2 − yN−1) + f0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ xn è yn ïîëíî-

ñòüþ ñîâïàäàþò, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Â ñâîþ î÷åðåäü ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.4.3) ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå â òî÷íîñòè ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè, ïðèâåäåííûìè â

ïðåäëîæåíèè 1.1:

xn = yn =
1

4N − 2

4N−3∑
m=0

αme
−2πinm/(4N−2), (1.4.4)

ãäå

αm =
4N−3∑
n=0

yne
2πinm/(4N−2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

α̈m + ω2
mαm = f0

(
e

2πim(N−1)
4N−2 + e

2πimN
4N−2 − e

2πim(−N+1)
4N−2 − e−

2πimN
4N−2

)
= (1.4.5)

= f0

(
e
πim
2 − e−

πim
2

)(
e

πim
4N−2 + e−

πim
4N−2

)
= 4if0 cos

πm

4N − 2
sin

πm

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè m = 0 αm(t) = 0, à ïðè m ≥ 1

αm(t) =
4if0

ω2
m

cos
πm

4N − 2
sin

πm

2
(1− cosωmt) =

=
if0

ω2
0

sin−2 πm

4N − 2
cos

πm

4N − 2
sin

πm

2
(1− cosωmt).
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Ò.ê. yn = −y−n, òî αm = −α−m, ïîýòîìó

xn = yn =
1

4N − 2

2N−2∑
m=0

αm

(
e−2πinm/(4N−2) − e2πinm/(4N−2)

)
= (1.4.6)

= − 2i

4N − 2

2N−2∑
m=1

αm sin
πnm

2N − 1
.

Â èòîãå, èìååì ôîðìóëó:

yn = σ
1

(2N − 1)

2N−2∑
m=1

γm,N,n(1− cosωmt).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

1

(2N − 1)

2N−2∑
m=1

γm,N,n = n.

Ðàññìîòðèì âñ¼ òó æå ñèñòåìó (1.4.3), íî ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè:

yn = y2N−1−n = nσ, n = −N + 1, . . . , N − 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâ-

íîâåñèÿ: yn(t) ≡ yn(0). Êàê ñëåäñòâèå, αm(t) òàêæå íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Èç (1.4.5) ñëåäóåò, ÷òî òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî ïðè

αm(0) =
4if0

ω2
m

cos
πm

4N − 2
sin

πm

2
= iσ sin−2 πm

4N − 2
cos

πm

4N − 2
sin

πm

2
,

è ïîòîìó èç (1.4.6) âûòåêàåò

nσ = xn(0) = − 2i

4N − 2

2N−2∑
m=1

αm(0) sin
πnm

2N − 1
=

σ

2N − 1

2N−2∑
m=1

γm,N,n,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (1.4.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäó-
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þùåå òîæäåñòâî

IN,k,l(t) := σ−1 (xk+l(t)− xk(t)− σ · l) = − 2

(2N − 1)

2N−2∑
m=1

ambm cosωmt,

(1.4.7)

ãäå

am = sin−2 πm

4N − 2
sin

πm

2
cos

πm

4N − 2
sin

πml

4N − 2
, bm = cos

πm(k + l/2)

2N − 1
.

(1.4.8)

Ïðîâåðèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ îòíîñèòåëüíî am è bm, êî-

òîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ âïîñëåäñòâèè:

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. |bm| ≤ 1 äëÿ âñåõ m ∈ Z;

2. am = 0 äëÿ âñåõ ÷åòíûõ m;

3. |am| ≤ const ·N 2/m2 äëÿ âñåõ 1 ≤ m ≤ 2N ;

4. |am| ' Nl/m äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ 1 ≤ m ≤ N/l;

5. |bm| /m+ |bm+2| /(m+ 2) ≥ const(ε−1)/m äëÿ âñåõ m > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Òðåòüå âûòåêàåò

èç âûêëàäêè:

|am| ≤ sin−2 πm

4N − 2
≤ const · N

2

m2
,

à ÷åòâåðòîå èç òîãî, ÷òî ïðè 1 ≤ m ≤ N/l

sin
πm

4N − 2
' m

N
, cos

πm

4N − 2
' 1, sin

πml

4N − 2
' ml

N
.

Äëÿ ïðîâåðêè ïÿòîãî íåðàâåíñòâà ïðîâåðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, ÷òî

äëÿ ëþáîãî m ∈ Z ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äâóõ ÷èñåë |bm|, |bm+2| íå ìåíüøå
c. Èç óñëîâèÿ (1.1.6) ñëåäóåò, ÷òî

2εN ≤ 2k + l ≤ 2(k + l) ≤ 2(1− ε)N ⇒ ε ≤ π(2k + l)

2N − 1
≤ π(1− ε),
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à ïîòîìó ôóíêöèÿ

g(x) = max

(
| cosx|,

∣∣∣∣cos

(
x+

π(2k + l)

2N − 1

)∣∣∣∣)
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè âñåõ x ∈ R, îòêóäà èç åå ïåðèîäè÷íîñòè ñëåäóåò,

÷òî infx g(x) = const(ε−1). Íî

max(|bm|, |bm+2|) = g

(
πm(k + l/2)

2N − 1

)
≥ inf

x
g(x) = const(ε−1),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âñåõ m > 0 èìååì

|bm|
m

+
|bm+2|
m+ 2

≥ infx g(x)

m+ 2
≥ const(ε−1)

m
.

Îïðåäåëåíèå 1.5. (Ñì. [82, ñòð. 66]) ×èñëà x1, x2, . . . , xn ∈ R ðàöèîíàëüíî

íåçàâèñèìû, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ a0, a1, . . . , an ∈ Z, îäíîâðåìåííî íå

ðàâíûõ íóëþ, ÷òî
∑n

i=1 aixi = a0.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-

ùèå ôàêòû èç òåîðèè ÷èñåë.

Òåîðåìà 1.9. (ñì. [48, ãëàâà 3]) Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü ÷èñëà e2πi/n, n ∈ N,
ðàâíà ϕ(n), ãäå ϕ(·) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1.10. ([27, ò. 328, ñòð. 267]) Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòî-

òèêà

lim inf
n→∞

ϕ(n) ln lnn

n
= e−γ,

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà-Ìàñêåðîíè.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, ÷òî äëÿ âñåõ N ∈ N ïðè

M = M(N, c) = bcN/ ln lnNc (1.4.9)

÷èñëà

ω1/2ω0, ω2/2ω0, . . . , ωM/2ω0

ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîëîæèâ z = eπi/(4N−2), óñëî-
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âèå ðàöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

1

2i

M∑
m=1

am(zm − z−m) = a0 ⇒

(
M∑
m=1

am(zm − z−m)

)2

+ 4a2
0 = 0⇒

⇒

(
M∑
m=1

am(zM+m − zM−m)

)2

+ 4a2
0z

2M = 0.

Ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå

áîëüøå 4M, òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü ÷èñëà z íå ïðåâîñõîäèò 4cN/ ln lnN.

Â òîæå âðåìÿ èç ðàññìîòðåííûõ âûøå äâóõ ôàêòîâ (òåîðåìû 1.9 è 1.10)

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c′ > 0, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü z íå ìåíüøå

c′N/ ln lnN. Îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè c, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.4 äëÿ ëþáûõ a1, . . . , aM ∈ R

sup
t≥0

M∑
m=1

am cosωmt = − inf
t≥0

M∑
m=1

am cosωmt =
M∑
m=1

|am|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4, à òàêæå ëåììû 1 â [82, ñòð. 68],

ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ (ω1t, ω2t, . . . , ωM t) âñþäó ïëîòíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì

M -ìåðíîì òîðå T, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Çäåñü ìû ïðîâåðèì òîëüêî (1.1.7). (1.1.8) ïðî-

âåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îöåíêà ñíèçó Ðàçîáüåì ñóììó â (1.4.7) íà äâå ÷àñòè

IN,k,l(t) = I1
N,k,l(t) + I2

N,k,l(t) :=
∑

m≤M(N)

+
∑

m>M(N)

è îöåíèì êàæäóþ èç íèõ ïî îòäåëüíîñòè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî N äîñòàòî÷íî

âåëèêî.

1) Èç ñëåäñòâèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî (íèæå d·e îçíà÷àåò âåðõíþþ öåëóþ ÷àñòü,
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∧ îçíà÷àåò ìèíèìóì, ∨ � ìàêñèìóì)

sup
t≥0

I1
N,k,l(t) =

2

(2N − 1)

M(N)∑
m=1,m−íå÷åò.

|ambm| ≥
2

(2N − 1)

M(N)∧dN/le∑
m=1,m−íå÷åò.

|ambm| ≥

≥ const · l ·
M(N)∧dN/le∑
m=1,m−íå÷åò.

|bm|
m
≥ const · l ·

d(M(N)∧dN/le)/4e∑
m=1

(
|b4m+1|
4m+ 1

+
|b4m+3|
4m+ 3

)
≥

≥ const(ε−1) · l ·
d(M(N)∧dN/le)/4e∑

m=1

1

m
≥ const(ε−1) · l ln

(
1

4
(M(N) ∧ dN/le)

)
≥

≥ const(ε−1) · l ln
(

const · N

l ∨ ln lnN

)
≥ const(ε−1) · FN(l).

Çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû çàìåíèëè ñóììó ñ îäíèì ÷èñëîì ñëàãà-

åìûõ, íà ñóììó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Âî âòîðîì âîñïîëüçîâàëèñü

óòâåðæäåíèåì 4, à â òðåòüåì ïðèìåíèëè óòâåðæäåíèå 5 ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Â

÷åòâåðòîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

n∑
m=1

1

m
' lnn, n ∈ N. (1.4.10)

Ïÿòîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè M(N) (1.4.9). À øåñòîå íåðàâåíñòâî

ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ äâóõ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ: ïðè l ≥ ln lnN ëåâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé, à ïðè l < ln lnN

l ln

(
const · N

ln lnN

)
= l · (const + lnN − ln ln lnN) ' l lnN ≥ FN(l).

2) Èìååì

sup
t≥0
|I2
N(k, l)| ≤ const ·N ·

2N−1∑
m=M(N)+1

1

m2
≤ const ·N

ˆ ∞
M(N)

dx

x2
=

= const · N

M(N)
≤ const · ln lnN.

Çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèÿìè 1 è 3 ïðåä-
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ëîæåíèÿ 1.3. Âòîðîå ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî ôàêòà, ÷òî ïðè n→∞
∞∑
m=n

1

m2
'
ˆ ∞
n

dx

x2
' 1

n
, (1.4.11)

à â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû ïîäñòàâèëè îïðåäåëåíèå ôóíêöèèM(N) (1.4.9).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûêëàäêè èìååì

sup
t≥0

IN,k,l(t) ≥ sup
t≥0

I1
N,k,l(t)− sup

t≥0
|I2
N,k,l(t)| ≥

≥ const(ε−1) · FN(l)− const · ln lnN ≥ const(ε−1) · FN(l).

Îöåíêà ñâåðõó Òåïåðü ðàçîáüåì ñóììó â (1.4.7) ïî äðóãîìó

IN,k,l(t) = J1
N,k,l(t) + J2

N,k,l(t) :=
∑
m≤N/l

+
∑
m>N/l

è îöåíèì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ ñëàãàåìûõ ïî îòäåëüíîñòè.

1) Èìååì,

sup
t≥0
|J1
N,k,l(t)| ≤

const

N

∑
m≤N/l

Nl

m
= const·l

∑
m≤N/l

1

m
≤ const·l ln N

l
= const·FN(l).

Çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèÿìè 1, 2 è 4 ïðåä-

ëîæåíèÿ 1.3, à â òðåòüåì (1.4.10).

2) Èìååì,

sup
t≥0
|J2
N,k,l(t)| ≤ const·N ·

2N−1∑
m=[N/l]

1

m2
≤ const·N

ˆ ∞
[N/l]

dx

x2
≤ const·l ≤ const·FN(l).

Çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèåì 3 ïðåäëî-

æåíèÿ 1.3, âî âòîðîì � (1.4.11), à â ïîñëåäíåì � îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè

(1.1.5). Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûêëàäêè èìååì îöåíêó ñâåðõó

sup
t≥0
|IN,k,l(t)| ≤ sup

t≥0
|J1
N,k,l(t)|+ sup

t≥0
|J2
N,k,l(t)| ≤ const · FN(l).
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1.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Èìååì òðè óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà â òî÷êå a = 1/N

V (a) = −cnNn + cmN
m, (1.5.1)

V ′(a) = 0 = ncnN
n+1 −mcmNm+1, (1.5.2)

V ′′(a) = κ = −n(n+ 1)cnN
n+2 +m(m+ 1)cmN

m+2. (1.5.3)

Ïðè ýòîì â ïåðâîì óðàâíåíèè çíà÷åíèå V (a) < 0 íåèçâåñòíî. Èç (1.5.1) è

(1.5.2) èìååì

cm =
nN−mV (a)

n−m
, cn =

mN−nV (a)

n−m
, (1.5.4)

à èç (1.5.2) è (1.5.3)

cm =
κ

m(m− n)
N−2−m, cn =

κ

n(m− n)
N−2−n. (1.5.5)

Îòñþäà ìîæíî íàéòè

V (a) =
κ

N 2mn
.

Îäíàêî íàì íóæíà òî÷êà ïåðåãèáà b > a > 0, êîòîðóþ ìû íàéäåì èç óñëîâèÿ

V ′′(b) = −n(n+ 1)cnb
−(n+2) +m(m+ 1)cmb

−(m+2) = 0, (1.5.6)

îòêóäà èìååì

b =
1

N

(
m+ 1

n+ 1

) 1
m−n

,

è

V ′(b) = ncnb
−n−1 −mcmb−m−1.

Èñïîëüçóÿ (1.5.2) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (1.1.14) äëÿ h = b, ìû íàéäåì

σ(N) = f/κ. Èç (1.5.6) èìååì,

f

κ
=
C

N
, C = C(n,m) =

1

m− n

((
m+ 1

n+ 1

)− n+1
m−n

−
(
m+ 1

n+ 1

)−m+1
m−n
)
.
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1.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ψ(t) = (q(t),p(t)), ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.2.2)−(1.2.3) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

dψ(t) = Aψ(t)dt+ ε0gNdwt,

ãäå

A =

(
0 E

−V 0

)
, gN = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

2N−1

, 1)T .

Ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìå-

åò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

ψ(t) = ε0e
tA

ˆ t

0

e−sAgNdws.

Ó÷èòûâàÿ âíåøíèé âèä ìàòðèöû A, îòñþäà èìååì

q(t) = ε0V
−1/2

ˆ t

0

sin
(
V 1/2(t− s)

)
eNdws,

p(t) = ε0

ˆ t

0

cos
(
V 1/2(t− s)

)
eNdws.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî (ñì. [85, 67, ãë 8]), èìååì

EpT (t)p(t) = ε2
0

ˆ T

0

eTN cos2
(
V 1/2(t− s)

)
eNds,

EqT (t)V q(t) = ε2
0

ˆ T

0

eTN sin2
(
V 1/2(t− s)

)
eNds.

Â èòîãå èìååì

EH(t) =
1

2
EpT (t)p(t) +

1

2
EqT (t)V q(t) =

ε2
0

2

ˆ t

0

eTNeNds =
ε2

0t

2
.

1.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4 ìû áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü αεm(t), m = 1, . . . , N − 1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
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ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

α̈εm + ω2
mα

ε
m = εẇt (1.7.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

αεm(0) = α̇εm(0) = 0, (1.7.2)

ãäå ωm = 2ω sin (πm/2N) , òîãäà

∆ε
i (t) = − 2

N

N−1∑
m=1

γm,i · αεm,

ãäå γm,i = sin (πm/N) sin (πm (i+ 1) /N) .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ðåøèì ñèñòåìó (1.2.1) ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè, ïðèâå-

äåííûìè â ïðåäëîæåíèè 1.2. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç 2N óðàâíåíèé

íà îêðóæíîñòè (ò.å. ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå èíäåêñîâ ó ôóíêöèé âåäåòñÿ ïî

ìîäóëþ 2N):

ÿk(t) = ω2(yk−1 − 2yk + yk+1) + δ0,kfε(t), k = −N, . . . , N − 1;

yk(0) = 0, ẏk(0) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ýòó ñèñòåìó î÷åíü ïðîñòî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå, à èìåííî,

yk =
1

2N

N−1∑
m=−N

αεme
−πikmN ,

ãäå αm óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1.7.1), (1.7.2). Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.2.1) èìåþò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

xk(t) = yk(t) + y−1−k(t).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó yk = y−k äëÿ k = 1, . . . , N − 1, äëÿ âñåõ
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n = 0, . . . , N − 2 âûïîëíåíî

∆ε
n = xn+1 − xn = yn+1 + y−n−2 − yn − y−n−1 = yn+2 − yn =

=
1

2N

N−1∑
m=−N

αεme
−πinmN

(
e−

2πim
N − 1

)
=

1

N

N−1∑
m=1

αεm

(
cos

π(n+ 2)m

N
− cos

πnm

N

)
=

= − 2

N

N−1∑
m=1

αεm sin
πm

N
sin

πm(n+ 1)

N
.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1) � ïðîèçâîëü-

íûé 2(N − 1)-îäíîìåðíûé âåêòîð,

g(r, s) =
N−1∑
m=1

am (xm cos(ωms) + ym sin(ωms)) , am ∈ R. (1.7.3)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ε2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ r ∈
R2(N−1) è t ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1− ε1) sup
s∈R
|g(r, s)| ≤ max

s∈[t−ε−12 ,t+ε−12 ]
|g(r, s)| ≤ sup

s∈R
|g(r, s)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà ïðåäëîæåíèÿ î÷å-

âèäíà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî íèæíþþ. Ðàññìîòðèì (N − 1)-

îäíîìåðíûé òîð TN−1 = [0, 2π)N−1 è ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ G :

R2(N−1) × TN−1 → R

G(r, z) =
N−1∑
m=1

am (xm cos zm + ym sin zm) , r ∈ R2(N−1), z ∈ TN−1.

Íàäåëèì TN−1 ìåòðèêîé

ρ(x,y) =
N−1∑
m=1

min {(|xm − ym| mod 2π) , 2π − (|xm − ym| mod 2π)} ,

ïðåâðàùàþùåé åãî â êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêæå ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àâòîìîðôèçìîâ íà TN−1

T sz = ((z1 + ω1s) mod 2π, (z2 + ω2s) mod 2π, . . . , (zN−1 + ωN−1s) mod 2π) .
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Ñîâñåì íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî g(r, s) = G(r, T sz0), ãäå ÷åðåç z0 îáîçíà÷åíà

íóëåâàÿ òî÷êà TN−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S = {T sz0, s ≥ 0} ñîîòâåòñòâóþùóþ
îáìîòêó òîðà, à ÷åðåç S̄ � çàìûêàíèå S. Òàêæå ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå

ôóíêöèè

G∗(r, z) = sup
s∈R
|G(r, T sz)|, G∗(r, z, t) = sup

s∈[−t,t]
|G(r, T sz)|,

τ(z, ε) = inf
{
t ≥ 0 : ∀r ∈ R2(N−1) G∗(r, z, t) ≥ (1− ε)G∗(r, z)

}
.

Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

sup
z∈S

τ(z, ε) <∞. (1.7.4)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü (1.7.4), íàì ïîòðåáóåòñÿ óáåäèòüñÿ â ñïðàâåä-

ëèâîñòè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

const · ‖r‖ ≤ G∗(r, z) ≤ const · ‖r‖, (1.7.5)

|G∗(r, z1)−G∗(r, z2)| ≤ const · ‖r‖ · ρ(z1, z2), (1.7.6)

|G∗(r, z1, t)−G∗(r, z2, t)| ≤ const · ‖r‖ · ρ(z1, z2). (1.7.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.7.5) çàìåòèì, ÷òî

G∗(r, z) = ‖r‖G∗
(

r

‖r‖
, z

)
,

ïîýòîìó

inf
r∈S2N−3

G∗ (r, z) · ‖r‖ ≤ G∗(r, z) ≤ sup
r∈S2N−3

G∗ (r, z) · ‖r‖,

ãäå S2N−3 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ (2N−3)-ìåðíàÿ ñôåðà. Òàêèì îáðàçîì, òðåáó-

åìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè G∗ (r, z) è êîìïàêòíîñòè ñôåðû.

Íåðàâåíñòâà (1.7.6), (1.7.7) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (1.7.4). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïî-

êàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ρ0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ TN−1

ρ(z1, z2) ≤ ρ0 ⇒ τ(z2, ε) ≤ τ(z1, ε/2). (1.7.8)
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Èìååì

G∗(r, z2, τ(z1, ε/2)) ≥

≥ G∗(r, z1, τ(z1, ε/2))− const · ‖r‖ · ρ(z1, z2) ≥

≥ (1− ε/2)G∗(r, z1)− const · ‖r‖ · ρ(z1, z2) ≥

≥ (1− ε/2)G∗(r, z2)− const · ‖r‖ · ρ(z1, z2) ≥

≥ (1− ε/2)G∗(r, z2)− const ·G∗(r, z2) · ρ(z1, z2) =

= (1− ε/2− const · ρ(z1, z2))G
∗(r, z2).

Çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (1.7.6), âî âòîðîì îïðåäåëå-

íèåì ôóíêöèè τ, â òðåòüåì ñíîâà � (1.7.6), è, íàêîíåö, â ÷åòâåðòîì � (1.7.5).

Èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ρ(z1, z2)

G∗(r, z2, τ(z1, ε/2)) ≥ (1− ε)G∗(r, z2).

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îòêðûòûõ

øàðîâ Bz = {z1 : ρ(z, z1) ≤ ρ0} , z ∈ TN−1. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî-

êðûòèåì êîìïàêòà S̄, ïîýòîìó èç íåãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå

Bz1, Bz2, . . . , Bzm. Ó÷èòûâàÿ (1.7.8), áóäåì èìåòü

sup
z∈S

τ(z, ε) ≤ max
i∈[1,m]

τ(zi, ε/2).

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü g(r, s) çàäàåòñÿ òîæäåñòâîì (1.7.3), òîãäà îò-

íîñèòåëüíî g∗(r) = sups∈R g(r, s) âûïîëíåíî

1. g∗(r) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

2. Äëÿ ëþáîãî h ≥ 0 ìíîæåñòâî
{
r ∈ R2(n−1) : g∗(r) ≤ h

}
ÿâëÿåòñÿ íåïó-

ñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì â R2(n−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû-

ïóêëîñòè âî âòîðîì óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè g∗(r1) ≤ h
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è g∗(r2) ≤ h, òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) g∗(αr1 + (1− α)r2) ≤ h. Èìååì

g∗(αr1 + (1− α)r2) = sup
s∈R

g(αr1 + (1− α)r2, s) ≤

≤ αg∗(r1) + (1− α)g∗(r2) ≤ h.

Íàêîíåö, êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà
{
r ∈ R2(n−1) : g∗(r) ≤ h

}
âûòåêàåò èç îïðå-

äåëåíèÿ ôóíêöèè g(r, s).

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïðè N = 3, 4 ÷èñëà

(ω1/2ω, ω2/2ω, . . . , ωN−1/2ω)

ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè N = 3

ω1

2ω
= sin

π

6
,
ω2

2ω
= sin

π

3
,

è ïîòîìó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðè N = 4

ω1

2ω
= sin

π

8
,
ω2

2ω
= sin

π

4
,
ω3

2ω
= cos

π

8
,

è ïîòîìó ïðåäïîëîæèâ, ÷òî óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ íå âûïîëíåíî, ïîëó÷èì

a1 sin
π

8
+ a2 cos

π

8
+

a3√
2

= a0

äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ Q. Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 2 sin(π/8), è âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü ñòàíäàðòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, ïîëó÷èì

a1 ·
(

1− cos
π

4

)
+ a2 · sin

π

4
=
(√

2a0 − a3

)
sin

π

8
.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî cos(π/4) = sin(π/4) = 2−1/2, ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî íåòðóä-

íî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

b1 + b2

√
2 = sin

π

8
,

ãäå bi ∈ Q. Êàê ñëåäñòâèå, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü ÷èñëà sin(π/8) íå ïðåâû-

øàåò 2, ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 3.9 íà ñòð. 37 â [48].
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Äëÿ ñèñòåìû âîçìóùåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, çàäàâàåìîé óðàâ-

íåíèÿìè (1.7.1), îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû:

1. βεm(t) = ω−1
m α̇εm(t) (βεm(t) îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó αεm(t) ∈ C1([0,∞)), êàê

îãîâàðèâàëîñü âûøå);

2. Aε
m(t) =

√
(αεm)2 + (βεm)2 � àìïëèòóäà ñèñòåìû (αεm, β

ε
m);

3. ϕεm(t) = Arctg (βεm(t)/αεm(t)) + ωmt, t > 0 (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåòâü

àðêòàíãåíñà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû òðàåêòîðèè ϕεm(t) áûëè íåïðåðûâíû).

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîñòè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

αεm(t) = Aε
m(t) cos(ϕεm(t)− ωmt), (1.7.9)

βεm(t) = ω−1
m α̇εm(t) = Aε

m(t) sin(ϕεm(t)− ωmt).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü

Xε
i =
√

2ωiA
ε
i cosϕεi , Y

ε
i =
√

2ωiA
ε
i sinϕεi , (1.7.10)

òîãäà ïðè ε→ 0

rε
(
t

ε2

)
:= (Xε

1 , Y
ε

1 , . . . , X
ε
N−1, Y

ε
N−1)

(
t

ε2

)
−→
w
W 2(N−1),

ãäå W 2(N−1) � ñòàíäàðòíîå 2(N − 1)-ìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî(
Aε
m cosϕεm

Aε
m sinϕεm

)
=

(
cosωmt − sinωmt

sinωmt cosωmt

)(
αεm

βεm

)
, m = 1, . . . , N − 1.
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Ïðÿìàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

d

dt

(
Aε
m cosϕεm

Aε
m sinϕεm

)
=

ε

ωm

(
− sinωmt

cosωmt

)
ẇt ⇒

⇒

(
Aε
m cosϕεm

Aε
m sinϕεm

)
=

ε

ωm

ˆ t

0

(
− sinωmt

cosωmt

)
dwt,

îòêóäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. rε � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì.

2. Äëÿ âñåõ m è n ïðè ε→ 0

cov

(
Xε
m

(
t

ε2

)
, Xε

n

(
t

ε2

))
=tδm,n +O(ε2), (1.7.11)

cov

(
Y ε
m

(
t

ε2

)
, Y ε

n

(
t

ε2

))
=tδm,n +O(ε2), (1.7.12)

cov

(
Xε
m

(
t

ε2

)
, Y ε

n

(
t

ε2

))
=O(ε2). (1.7.13)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâàìè ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (ñì.

[85, 67, ãë 8]).

3. Äëÿ âñåõ ε > 0 è t1, t2 ≥ 0

E|rε
(
t1ε
−2
)
− rε

(
t2ε
−2
)
|4 ≤ const(N) · |t1 − t2|2. (1.7.14)

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ôîðìóëà (1.7.11) ïðîâåðÿåòñÿ

ïðÿìîé âûêëàäêîé:

cov

(
Xε
m

(
t

ε2

)
, Xε

n

(
t

ε2

))
= 2ε2

ˆ t/ε2

0

sinωmt sinωntdt =

= ε2

ˆ t/ε2

0

(cos(ωm − ωn)t− cos(ωm + ωn)t) dt =

= tδmn +O(ε2).

Òîæäåñòâà (1.7.12) è (1.7.13) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàêîíåö, íåðàâåí-

ñòâî (1.7.14) ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü 0 ≤ t1 ≤ t2 � ïðîèç-
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âîëüíûå ÷èñëà, òîãäà

E|rε
(
t1ε
−2
)
− rε

(
t2ε
−2
)
|4 ≤ const(N) · E|Xε

m

(
t1ε
−2
)
−Xε

m

(
t2ε
−2
)
|4+

+const(N) · E|Y ε
m

(
t1ε
−2
)
− Y ε

m

(
t2ε
−2
)
|4.

Xε
m

(
t1ε
−2
)
−Xε

m

(
t2ε
−2
)
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé

D
(
Xε
m

(
t1ε
−2
)
−Xε

m

(
t2ε
−2
))

= 2ε2

ˆ t2ε
−2

t1ε−2
sin2 ωmtdt = O(t2 − t1).

Êàê ñëåäñòâèå,

E|Xε
m

(
t1ε
−2
)
−Xε

m

(
t2ε
−2
)
|4 = O(|t2 − t1|2).

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ E|Y ε
m

(
t1ε
−2
)
− Y ε

m

(
t2ε
−2
)
|4, îòêóäà

âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû

1.6.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ïîÿñíèì ñìûñë äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû
(
α0
m, β

0
m

)
(ò.å. ïðè

ε = 0) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðàùåíèå â äâóõìåðíîé ïëîñêîñòè ñ ðàâíîìåðíîé

ñêîðîñòüþ ïî îêðóæíîñòÿì H0
m = (α0

m)2 +(β0
m)2 = const. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

ïåðåéòè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ¾âðàùàþùèìñÿ¿ êîîðäèíàòàì, òî â íèõ òðàåêòî-

ðèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ýòèõ êîîðäèíàòàõ òðàåêòîðèÿ âîçìóùåííîé ñè-

ñòåìû áóäåò çàäàâàòüñÿ íåêîòîðûì äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì. Ïðåäëîæåíèå

1.9 óòâåðæäàåò, ÷òî ýòîò äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äâóõìåð-

íûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü f : U → Rn � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæå-

ñòâå U ∈ R; [a, b] � îòðåçîê, ñîäåðæàùèéñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U.Ìîäóëåì

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ

ωf(θ, [a, b]) = sup
t1,t2: a≤t1,t2≤b
|t1−t2|≤θ

|f (t1)− f (t2)| , θ ≥ 0.
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Ïðåäëîæåíèå 1.10. Äëÿ ëþáîãî T ≥ 0 ωrε(tε−2)(2ε, [0, T ]) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê

íóëþ ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ > 0 � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Èç

îïðåäåëåíèÿ 1.4 è òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ìîæíî

ïîñòðîèòü òàêîé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W 2(N−1), ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíü-

øåé 1− γ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

|rε(tε−2)−W 2(N−1)(t)| ≤ γ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− γ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

ωrε(tε−2)(2ε, [0, T ]) ≤ ωW 2(N−1)(2ε, [0, T ]) + 2γ.

Èç òåîðåìû 1.8 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ε ωW 2(N−1)(2ε, [0, T ]) ≤
γ, à ïîòîìó

ωrε(tε−2)(2ε, [0, T ]) ≤ 3γ.

Êàê ñëåäñòâèå, èç îïðåäåëåíèÿ 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ε,

ρP(ωrε(tε−2)(2ε, [0, T ]), 0) ≤ 3γ.

Â ðåçóëüòàòå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè γ, èç òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 Çàìåòèì, ÷òî

ε2τ εi =ε2 min

{
t ≥ 0 :

2

N

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i · αεm(t)

∣∣∣∣∣ ≥ h

}
=

=ε2 min

{
t ≥ 0 : max

s∈[t−ε−1,t+ε−1]

2

N

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i · αεm(s)

∣∣∣∣∣ ≥ h

}
+ κ(ε)︸︷︷︸
|κ(ε)|≤ε

=

= min
{
t ≥ 0 : vεi,N(t) ≥ h

}
+ κ(ε), (1.7.15)
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ãäå ÷åðåç vεi,N(t) ìû îáîçíà÷èëè ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ïðîöåññ:

vεi,N(t) =
2

N
max

s∈[−ε−1,ε−1]

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i · αεm
(
tε−2 + s

)∣∣∣∣∣ , i = 0, . . . , N − 2.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

αεm
(
tε−2 + s

)
=Aε

m

(
tε−2 + s

)
cos
(
ϕm
(
tε−2 + s

)
− ωm

(
tε−2 + s

))
=

=
1√
2ωm

Xε
m

(
tε−2 + s

)
cosωm

(
tε−2 + s

)
+

+
1√
2ωm

Y ε
m

(
tε−2 + s

)
sinωm

(
tε−2 + s

)
,

èìååì

vεi,N(t) =
2

N
U ε
i,N(t) + κε1(t),

ãäå

U ε
i,N(t) = max

s∈[ t
ε2
− 1
ε ,

t
ε2

+ 1
ε ]

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

γm,i√
2ωm

·
(
Xε
m

(
tε−2

)
cos (ωms) + Y ε

m

(
tε−2

)
sin (ωms)

)∣∣∣∣∣ ,
|κε1(t)| ≤ const(N) · max

s∈[−ε−1,ε−1]

∣∣rε (tε−2 + s
)
− rε

(
tε−2

)∣∣ .
Âî-ïåðâûõ, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0 supt∈[0,T ] |κε1(t)|

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Êðîìå òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.6 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ε′ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ε

(1− ε′)Ji,N
(
rε
(
tε−2

))
≤ 2

N
U ε
i,N(t) ≤ Ji,N

(
rε
(
tε−2

))
.

Êàê ñëåäñòâèå,

vεi,N(t) = (1− κε2(t))Ji,N(rε(tε−2)) + κε1(t), (1.7.16)

ãäå κε2(t) ðàâíîìåðíî ïî t ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ

1.7 è 1.9, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Ji,N(rε(tε−2)) −→
w
Ji,N(W 2(N−1)(t)).
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Ïóñòü γ > 0, T > 0 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èç îïðåäåëå-

íèÿ 1.4 è òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ìîæíî ïîñòðîèòü

òàêîé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W 2(N−1), ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1 − γ

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

|Ji,N(rε(tε−2))− Ji,N(W 2(N−1)(t))| ≤ γ,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (1.7.16), ñëåäóåò, ÷òî (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ ε) ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− 2γ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]

|vεi,N(t)− Ji,N(W 2(N−1)(t))| ≤ 2γ.

Äàëåå, T ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

P
(
τ 2(N−1)(Di,N,h+2γ,W

2(N−1)) ≥ T
)
≤ 1− γ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− 3γ âûïîëíåíî

τ 2(N−1)(Di,n,h−2γ,W
2(N−1)) ≤ min

{
t ≥ 0 : vεi,N(t) ≥ h

}
≤

≤ τ 2(N−1)(Di,n,h+2γ,W
2(N−1)).

Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå Di,N,· íåò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê (ñì. [69, ãë. 13]), äëÿ

ëþáîãî γ′ > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ γ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé

1− γ′ âûïîëíåíî

|τ 2(N−1)(Di,n,h+2γ)− τ 2(N−1)(Di,n,h−2γ)| ≤ γ′.

Êàê ñëåäñòâèå, c âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− 3γ − γ′

|τ 2(N−1)(Di,n,h)−min
{
t ≥ 0 : vεi,N(t) ≥ h

}
| ≤ γ′,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè γ è γ′, ñëåäóåò, ÷òî

min
{
t ≥ 0 : vεi,N(t) ≥ h

}
−→
w
τ 2(N−1)(Di,n,h)

ïðè ε → 0 (çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì 1.4 è òåîðåìîé 1.7). Â

ðåçóëüòàòå èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Çàìåòèì, ÷òî

γm,i
ωm

=
sin πm

N sin πm(i+1)
N

2ω sin πm
2N

=
cos πm

2N sin πm(i+1)
N

ω
= (−1)m+1γm,N−i−2

ωm
.

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (1.2.4), âûòåêàåò, ÷òî ε2τ εi è ε
2τ εN−i−2 ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê îäíîé

è òîé æå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå.

Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì (1.2.4) äî-

âîëüíî ñëîæíî àíàëèçèðîâàòü ïðè áîëüøèõ N, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå íåïîíÿòíî,

êàê èçáàâèòüñÿ îò sup â ôîðìóëå. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.8,

ïðè N = 2, 3, 4 ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü âûðàæåíèå (1.2.4) è â ÿâíîì âèäå

âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîìåðíûå îáëàñòè.

À èìåííî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïðè N = 2 ε2τ ε0 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìîìåíòó âûõîäà

ñòàíäàðòíîãî äâóõìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èç êðóãà ðàäèóñà

R = 2ωh

ñ öåíòðîì â òî÷êå 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.12. Ïðè N = 3, 4 äëÿ âñåõ 0 ≤ i ≤ N − 2

ε2τ εi −→
w
τ 2(N−1)(Di,N,h,W

2(N−1)) ïðè ε→ 0,

ãäå Di,N,h � ìíîæåñòâî âñåõ 2(N − 1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ

r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

Ji,N(r) =

√
2

ωN

N−1∑
m=1

∣∣∣∣cos
πm

2N
sin

πm(i+ 1)

N

∣∣∣∣ ·√x2
m + y2

m ≤ h.
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Ãëàâà 2

Êëàññ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ

ïðîöåññîâ, äîïóñêàþùèõ ÿâíîå

îïèñàíèå: ñóùåñòâîâàíèå ïðîöåññà è

ïðèìåðû

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèñêðåòíîé âåðñèè ìîäåëè óðàâíåíèé Ìàê-

êèíà-Âëàñîâà, ðàññìîòðåííîé â [5, 6, 87, 88]. Ãëàâà ñîñòîèò èç 7 ïàðàãðàôîâ. Â

ïåðâîì èç íèõ äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè, è ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåñ-

ñà. Îñíîâíîé öåëüþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Âî âòîðîì

ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïîëó-

ãðóïï. Ñôîðìóëèðîâàííûå çäåñü óòâåðæäåíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå è â ãëàâå

3. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû íåëè-

íåéíûõ ìàðêîâñêèõ áëóæäàíèé, ïîêàçûâàþùèå, êàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü

óñòðîåíî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Îñíîâíû-

ìè ðåçóëüòàòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 2.2, 2.3 è 2.4. Íàêîíåö â îñòàâøèõñÿ

4 ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé.

2.1 Îïèñàíèå ìîäåëè è òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Ìîòèâàöèÿ è îïèñàíèå ìîäåëè Ïóñòü F : Z → R+ � ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòèöû x1(t), x2(t) íà äèñêðåòíîé ïðÿìîé Z. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x1(0), x2(0) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
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âåëè÷èíû. Çàäàäèì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ëþ-

áîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 êàæäàÿ èç äâóõ ÷àñòèö íåçàâèñèìî îò äðóãîé

ñîâåðøàåò ñêà÷êè:

x1(t)→ x1(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x2(t)− x1(t)),

x1(t)→ x1(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x1(t)− x2(t)),

x2(t)→ x2(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x1(t)− x2(t)),

x2(t)→ x2(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ F (x2(t)− x1(t)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ≥ 0 F (n) âûðàæàåò èíòåíñèâíîñòü ïðèòÿãèâàíèÿ ìåæ-

äó ÷àñòèöàìè, è ïðè n < 0 � èíòåíñèâíîñòü îòòàëêèâàíèÿ.

Îáîáùèì ðàññìîòðåííóþ ìîäåëü íà ñèñòåìó èç áîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòèö,

à èìåííî, ðàññìîòðèì N, N ∈ N, ÷àñòèö x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t) íà äèñ-

êðåòíîé ïðÿìîé Z. Êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xi,N(0) � íåçàâèñèìûå

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ

ïàðà ÷àñòèö (xi,N(t), xj,N(t)), 1 ≤ i < j ≤ N, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïàð

âçàèìîäåéñòâóåò äðóã ñ äðóãîì ïî âûøå îïèñàííîìó ïðàâèëó. Áîëåå êîíêðåò-

íî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 n-àÿ ÷àñòèöà íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ

ñîâåðøàåò ñêà÷êè ñëåäóþùåãî âèäà

xn,N(t)→ xn,N(t) + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn,N(t) =
1

N

∑
k 6=n

F (xk,N(t)− xn,N(t)),

xn,N(t)→ xn,N(t)− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn,N(t) =
1

N

∑
k 6=n

F (xn,N(t)− xk,N(t)).

(Ìíîæèòåëü 1/N ïåðåä ñóììîé â ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóëàõ ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìèðîâî÷íûì). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {en}Nn=1 ñòàíäàðòíûé áàçèñ N -ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìû èìååì ñ÷åòíóþ öåïü Ìàðêîâà íà

ZN

xN(t) = (x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t)) (2.1.1)
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ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

xN(t)→xN(t) + en ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn,N(t), (2.1.2)

xN(t)→xN(t)− en ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn,N(t). (2.1.3)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå îäíîé ÷àñòèöû x1,N(t) ïðè N → ∞. Îáî-
çíà÷èâ ÷åðåç pN(t) =

{
pNn (t)

}
n∈Z

pNn (t) =
1

N

N∑
k=1

I{xk,N (t)=n}

ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü âûðà-

æåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ñêà÷êîâ x1,N(t) â âèäå

n→ n+ 1 : λNn (t) =
∑
k∈Z

pNk (t)F (k − n)− 1

N
F (0), (2.1.4)

n→ n− 1 : µNn (t) =
∑
k∈Z

pNk (t)F (n− k)− 1

N
F (0). (2.1.5)

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì óðàâíåíèé Ìàêêèíà-Âëàñîâà (ñì. ââåäåíèå) åñòå-

ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè N → ∞ pN(t) â íåêîòîðîì ñìûñëå äîëæíî áûòü

áëèçêî ê Law(x1,N(t)), à ïîòîìó â ïðåäåëå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ñëó÷àéíîå

áëóæäàíèå x(t) íà Z ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ λn[p(t)] : n → n + 1 è

µn[p(t)] : n → n − 1, çàâèñÿùèìè îò òåêóùåãî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè

ðàñïðåäåëåíèÿ p(t) = Law(x(t)) ∈ P(Z) ïðîöåññà x(t), ñëåäóþùèì îáðàçîì,

λn[p(t)] :=
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n), (2.1.6)

µn[p(t)] :=
∑
k∈Z

pk(t)F (n− k). (2.1.7)

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîëó÷åííîãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâ-

ñêîãî áëóæäàíèÿ x(t). Â ÷àñòíîñòè ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé çäåñü âîçíèêàåò

� ýòî óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ x(t) êîððåêòíî îïðåäåëåí. Íèæå ìû ïðèâîäèì

ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðå-

ìû, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü ïðèâîäèìûå çäåñü ðàññóæäåíèÿ îá N -÷àñòè÷íîé
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àïïðîêñèìàöèè ïðîöåññà ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèìè.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà Óêàçàííîìó ïðîöåñ-

ñó x(t) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà

dp(t)

dt
= p(t)H[p(t)], (2.1.8)

ãäå

H[p] =


. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . µn−1[p] −λn−1[p]− µn−1[p] λn−1[p] . . .

. . . µn[p] −λn[p]− µn[p] λn[p] . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìû èçó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1.8) îòíîñè-

òåëüíî p(t), è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàåì òåîðåìû ñóùåñòâîâà-

íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íàì ïîòðåáóåòñÿ

ââåñòè íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü B1 è B2 � äâà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1 âêëàäûâàåòñÿ â B2 êàê ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : (a, b)→ B1 èìååòB2-ïðîèçâîäíóþ

f ′(t) ∈ B2 â òî÷êå t ∈ (a, b), åñëè

lim
∆t→0

∥∥∥∥ 1

∆t
(f(t+ ∆t)− f(t))− f ′(t)

∥∥∥∥
2

= 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. (Ñì. [17, ñòð. 81-84]). Ïóñòü x0 ∈ B1 è G : B1 → B2

� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

ẋ(t) = G(x(t)), x(0) = x0,

èìååò (B1, B2)-ðåøåíèå x(t) íà èíòåðâàëå (a, b) 3 {0}, åñëè

1. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a, b) x(t) ∈ B1.

2. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a, b) B2-ïðîèçâîäíàÿ x(t) â òî÷êå t ðàâíà G(x(t)).
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Bβ, β > 0, ñîñòîÿùèõ èç áåñ-

êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} , k ∈ Z, ñ íîðìîé

‖x‖β =
∑
k

β|k||xk|.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ β1 > β2 > 0 Bβ1 ⊂ Bβ2 (êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî).

Â ÷àñòíîñòè ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèò íàì ðàññìàòðèâàòü (Bβ1, Bβ2)-ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (2.1.8) ïðè ïîäõîäÿùèõ β1 è β2.

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. [43, 81]):

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü F (·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

F (n) ≤ const ïðè n < 0;

F (n) ≤ const · αn ïðè n ≥ 0

äëÿ íåêîòîðîãî α > 1, òîãäà äëÿ ëþáûõ p0 ∈ Bβin, βin > α3 è 1 ≤ βout <

βinα
−1 ñèñòåìà (2.1.8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p(0) = p0 èìååò åäèíñòâåííîå

(Bβin, Bβout)-ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà [0,∞). Êðîìå òîãî, åñëè p0 ∈ P(Z), òî

äëÿ âñåõ t ≥ 0 p(t) ∈ P(Z).

Äëÿ âñåõ p0 ∈ Bβin∩P(Z) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

x(t) = x(t, p0) ∈ Z, t ∈ [0,∞), òàêîé, ÷òî p(t) ∈ Bβout, è åãî íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ p0, à èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà â ìîìåíò âðåìåíè

t ≥ 0 λn(t) è µn(t) çàâèñÿò îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà x(t) â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2.1.6) è (2.1.7).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñëîæíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû âûçûâàåò òî, ÷òî èí-

ôèòèçåìàëüíûé îïåðàòîð ïðîöåññàH[·] ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì. Â ÷àñò-

íîñòè, ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ ÎÄÓ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ çäåñü íå óäàåòñÿ. (Íàïðèìåð, ñì. [17,

ñòð. 390-394]).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (2.1.8)

ñïðàâåäëèâî è ïðè βin > α2. Óñëîâèå βin > α3 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà âñåé ïîëóïðÿìîé.
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2.2 Ïðèìåðû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà ôóíê-

öèè F, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî â ÿâíîì âèäå íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ îïèñàíèå ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð (è ñõîäèìîñòü ê íèì) íå ÿâëÿåòñÿ

òðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Â ÷àñòíîñòè ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ìîæíî

ïðîâåðèòü ïðîñòîé âûêëàäêîé, ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

èìååòñÿ èíòåãðàë äâèæåíèÿ, è êàê ñëåäñòâèå, ïðîöåññ íå ìîæåò îáëàäàòü

îáû÷íûìè ýðãîäè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè êëàññè÷åñêèì ìàðêîâñêèì

öåïÿì: ñóùåñòâîâàíèå ðîâíî îäíîé èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ê êî-

òîðîé ïðè t→∞ èìååòñÿ ñõîäèìîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E[p(t)] =
∑
k

kpk(t)

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ p(t) ëåæèò

íà ïîâåðõíîñòè Π(E[p(0)]), ãäå

Π(E) =

{
p = {pk}k∈Z : E[p] =

∑
k∈Z

kpk = E ≡ const

}
.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü

F (k) = ek. (2.2.1)

Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé íåëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðî-

öåññ x(t) ñóùåñòâóåò ïðè p0 ∈ Bβin, βin > e3.

Îïðåäåëåíèå 2.3. (ñì. [32, ñòð. 114]) Ïóñòü p = {pk}k∈Z è q = {qk}k∈Z � äâå

âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà Z. Ðàññòîÿíèåì Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (îòíîñèòåëüíîé

ýíòðîïèåé) ìåæäó p è q íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

D(p||q) =
∑
i∈Z

pi ln
pi
qi
.
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [43, 81])

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü F (·) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.2.1), è p0 = p(0) ∈ Bβin,

βin > e3, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèÿì (2.1.8) ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

x(t) ñóùåñòâóåò, è èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ

ìåð π(s) = {πk(s)}, s ∈ R, ñëåäóþùåãî âèäà:

πk(s) =
1

Ξ(s)
e−(k−s)2, ãäå Ξ(s) =

∑
k

e−(k−s)2 - íîðìèðóþùèé ôàêòîð.

(2.2.2)

s ∈ R � ïàðàìåòð, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûé èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ E = E[p0].

Äëÿ ëþáîãî s ∈ R âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

d

dt
D (p(t)||π(s)) ≤ 0, (2.2.3)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè p(t) ∈ {π(s), s ∈ R} .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (íåîáÿçàòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ) ìåð íà Z p è q îïðåäå-

ëèì îáîáùåííîå ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà D̃(p||q) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D̃(p||q) =
∑
i∈Z

pi ln
pi
qi
−
∑
i∈Z

pi +
∑
i∈Z

qi. (2.2.4)

(ñì. [2, 3]). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî D̃(p||q) ≥ 0, è â ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíûõ

ìåð îáîáùåííîå ðàññòîÿíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì. Èíòåðåñíûì ôàêòîì ñ

òî÷êè çðåíèÿ èíôîðìàöèîííîé ãåîìåòðèè ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäóþùåå ïðåä-

ëîæåíèå (ñì. [2, 3]).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ ñåìåéñòâîì íåíîðìèðîâàííûõ èí-

âàðèàíòíûõ ìåð

π̃(s) = {π̃k(s)} , π̃k(s) = e−k
2+2ks,

ÿâëÿåòñÿ �ôîðìàëüíîé� ψ∗-ãåîäåçè÷åñêîé â ìåòðèêå, ñîîòâåòñòâóþùåé îáîá-

ùåííîìó ðàññòîÿíèþ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà (2.2.4) (ñì. [2, 3]). Îïèñàííàÿ êðè-

âàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòè Π(E), E ∈ R ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Çàìå÷àíèå 2.3. Â ïðåäëîæåíèè 2.2 óïîòðåáëÿþòñÿ òåðìèíû �ôîðìàëüíàÿ�,

ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
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ìåð, îïðåäåëåííûõ íà Z, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì. Êàê ñëåäñòâèå, ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ ìåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðà gij èëè ñèìâîëîâ Êðèñòîôåëÿ Γkij, îïðåäåëåííûõ â [2, 3]. Òåì

íå ìåíåå, ôîðìàëüíàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèâàÿ π̃(r) óäîâëåòâîðÿåò

âñåì òðåáóåìûì óðàâíåíèÿì, è ïîòîìó åå ëîãè÷íî íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêîé.

Ïðèìåð 2. Çàäàäèì F ñëåäóþùèì îáðàçîì

0 < F (n) ≤ const · αn, (α > 1) äëÿ âñåõ n > 0; (2.2.5)

F (n) = 0 ïðè n ≤ 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [81])

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü F (·) çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (2.2.5), è p0 = p(0) ∈
Bβin, βin > α3, òîãäà x(t) ñóùåñòâóåò è èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð π(s) = {πk(s)}, s ∈ R, ñëåäóþùåãî âèäà:

πk(s) =


1− {s} , k = [s],

{s} , k = [s] + 1,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(2.2.6)

(Îòìåòèì, ÷òî
∑

k kπk(s) = s). Âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìåðû p(t)

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

d

dt
D[p(t)] ≤ 0, (2.2.7)

ãäå D[p] =
∑

k k
2pk − (

∑
k kpk)

2 � äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ p. Ïðè÷åì ðàâåí-

ñòâî íóëþ â (2.2.7) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè p(t) ∈ {π(s), s ∈ R} .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð ìîæåò

èìåòü è áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ 1 è 2.

Ïðèìåð 3. Çàäàäèì F ñëåäóþùèì îáðàçîì,

F (k) = ekI {k − íå÷åòíîå} . (2.2.8)

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ó ïðîöåññà

èìååòñÿ åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü F (·) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.2.8), è p0 = p(0) ∈
Bβin, βin > e3, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèÿì (2.1.8) ìàðêîâñêèé ïðî-

öåññ x(t) ñóùåñòâóåò, è ôóíêöèÿ

S[p(t)] =
∑

k−íå÷åò.

pk(t)

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t.

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2.4. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð

ïðîöåññà x(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ ìíîæåñòâ

Π =Π1 ∪ Π2 ∪ Π3,

ãäå

Π1 = {p ∈ P(Z) | S[p] = 0} ,

Π2 = {p ∈ P(Z) | S[p] = 1} ,

à Π3 � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð π(s, u) = {πk(s, u)}k∈Z,
s ∈ R, u ∈ R+, ñëåäóþùåãî âèäà:

πk(s, u) =
1

Ξ(s, u)
e−(k−s)2 ·

1, k − ÷åòíîå;

u, k − íå÷åòíîå,
(2.2.9)

(Ξ(s, u) � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü). Äëÿ ëþáûõ s ∈ R, u ∈ R+ âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

d

dt
D (p(t)||π(s, u)) ≤ 0. (2.2.10)

Ïðè÷åì ðàâåíñòâî â (2.2.10) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè p(t) ∈ Π.

2.3 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-

çà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ââîäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êî-
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òîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, à òàêæå íåêîòîðûõ

óòâåðæäåíèé ãëàâû 3.

Îïðåäåëåíèå 2.4. (ñì. [21, ñòð. 8]) Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A íà ëèíåéíîì

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâåB íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåA : D(A)→
B, ãäå D(A) ⊆ B � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî B, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ A.

Îïðåäåëåíèå 2.5. (ñì. [31, ñòð. 44]) Ïóñòü B1, B2 � ëèíåéíûå íîðìèðîâàí-

íûå ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 ñîîòâåòñòâåííî. Íîðìîé ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ A : B1 → B2 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

‖A‖B1→B2
= sup

x∈B1\{0}

‖Ax‖2

‖x‖1
.

Îïðåäåëåíèå 2.6. L(B1, B2) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç

îäíîãî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà B1 â äðóãîå ëèíåéíîå íîð-

ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî B2 ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ · ‖B1→B2
(L(B1, B2) ñàìî ïî

ñåáå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ‖ · ‖B1→B2
).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : B → B íà ëèíåéíîì

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñ íîðìîé ‖ · ‖ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

‖A‖ = sup
x∈B\{0}

‖Ax‖
‖x‖

.

Îïðåäåëåíèå 2.8. L(B) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ëèíåé-

íîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå B ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ · ‖ (L(B) ñàìî ïî

ñåáå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ‖ · ‖).

Îïðåäåëåíèå 2.9. (ñì. [31, ñòð. 48]) Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

Us,t : B → B, 0 ≤ s ≤ t <∞
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íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ t ≥ 0 Ut,t = Id,

äëÿ ëþáûõ 0 ≤ s ≤ r ≤ t Us,rUr,t = Us,t.

Îïðåäåëåíèå 2.10. (ñì. [31, ñòð. 48]) Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.9 ïîëóãðóï-

ïà Us,t íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ B Us,tx ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò ïàðàìåòðîâ s è t.

Îïðåäåëåíèå 2.11. (ñì. [31, ñòð. 48]) Ïóñòü Us,t � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëó-

ãðóïïà îïåðàòîðîâ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B; D ⊆ B � ïëîòíîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî B. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ At : D → B, t > 0, íàçûâàåòñÿ

ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû Us,t, åñëè äëÿ ëþáûõ 0 < s < t, x ∈ D,

Us,t+∆tx− Us,tx
∆t

→ Us,tAtx, ∆t→ 0

Us+∆s,tx− Us,tx
∆s

→ −AsUs,tx, ∆s→ 0.

Îïðåäåëåíèå 2.12. (ñì. [64, ñòð. 189]) Ïóñòü (S,B,m) � èçìåðèìîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ ìåðîé m; B � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖;
f : S → B � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f(x) =
n∑
i=1

xiI {x ∈ Bi} , xi ∈ B, Bi ∈ B, n ∈ N, (2.3.1)

òîãäà èíòåãðàëîì Áîõíåðà îò ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

ˆ
S

f(x)m(dx) =
n∑
i=1

xim(Bi).

Îïðåäåëåíèå 2.13. (ñì. [64, ñòð. 189]) Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.12 èçìåðè-

ìàÿ ôóíêöèÿ f : S → B ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Áîõíåðó, åñëè äëÿ íåå

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn âèäà (2.3.1), óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ ˆ
S

‖f − fn‖m(dx)→ 0, n→∞.
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Èíòåãðàëîì Áîõíåðà îò ôóíêöèè f â äàííîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
ˆ
S

f(x)m(dx) = lim
n→∞

ˆ
S

fn(x)m(dx). (2.3.2)

Çàìå÷àíèå 2.4. (ñì. [64, ñòð. 189-190]) Îïðåäåëåíèå 2.13 êîððåêòíî â òîì

ñìûñëå, ÷òî ïðåäåë (2.3.2) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. (ñì. [64, ñòð. 191]) Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.13 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥ˆ
S

f(x)m(dx)

∥∥∥∥ ≤ ˆ
S

‖f(x)‖m(dx).

Ïðåäëîæåíèå 2.5. (ñì. [21, ñòð. 9]) Ïóñòü f : [a, b] → B � íåêîòîðàÿ

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b], ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå B. Ïóñòü äëÿ âñåõ t ∈ (a, b) îïðåäåëåíà B-ïðîèçâîäíàÿ f ′(t),

ÿâëÿþùàÿñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò t, òîãäà

ˆ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a).

(Èíòåãðàë â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.13).

Êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 ÿâëÿåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà èç òåîðèè âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 2.5. (ñì. [31, ñòð. 49]) Ïóñòü â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.11 D ÿâëÿ-

åòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ‖·‖D, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ 0 ≤ s ≤ t

Us,t ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç D â D. Ïóñòü

Lt, t ≥ 0, � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïðèíàäëåæà-

ùèõ îäíîâðåìåííî è L(B), è L(D). Ïóñòü òàêæå Lt ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

L(B)-çíà÷íîé ôóíêöèåé. Òîãäà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

Φs,t = Us,t +
∞∑
k=1

ˆ
∆k(s,t)

Γs,tk (s1, . . . , sk)ds1 . . . dsk, 0 ≤ s ≤ t, (2.3.3)
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ãäå

Γs,tk (s1, . . . , sk) := Us,s1Ls1Us1,s2 . . . LskUsk,t,

∆k(s, t) =
{

(s1, . . . , sk) ∈ Rk : s ≤ s1 ≤ . . . ≤ sk ≤ t
}

(èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.13, à ñõîäèìîñòü ðÿäà �

â ñìûñëå îïåðàòîðíîé íîðìû â ïðîñòðàíñòâå B) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðå-

ðûâíîé ïîëóãðóïïîé â B, ïðè÷åì At +Lt ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû

Φs,t ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D.

Â ñëó÷àå ìàðêîâñêèõ ïîëóãðóïï ôîðìóëå (2.3.3) ìîæíî ïðèäàòü îïðåäå-

ëåííûé ñìûñë â òåðìèíàõ ñóììèðîâàíèÿ ïî ïóòÿì. À èìåííî, ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ íåîäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ(t) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

è êîíå÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ht � ìàòðèöó èí-

òåíñèâíîñòåé ñêà÷êîâ, è ÷åðåç Ps,t � ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ξ(t) :

Ps,t(i, j) = P(ξ(t) = j|ξ(s) = i), i, j ∈ S;

Ht(i, j) =

lim∆t→0(∆t)
−1Pt,t+∆t(i, j) , i 6= j,

−
∑

j 6=iHt(i, j), i = j.

Çàìåòèì, ÷òî Ps,t, äåéñòâóÿ íà âåêòîðà ñïðàâà, îáðàçóåò ïîëóãðóïïó íà l1(S)

ñ ãåíåðàòîðîì Ht, ïðè÷åì åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç p(t) ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà

ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t, òî äëÿ ëþáûõ 0 ≤ s ≤ t

p(t) = p(s)Ps,t. (2.3.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gk(i, j), i, j ∈ S, ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

âèäà

(x1, x2, . . . , xk), xl ∈ S, x1 = i, xk = j, xl 6= xl+1.

Ïðåäñòàâèâ îïåðàòîð Ht â âèäå ñóììû äèàãîíàëüíîé è âíåäèàãîíàëüíîé

êîìïîíåíò

Ht = H0
t + Vt,
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à çàòåì ïðèìåíèâ ôîðìóëó (2.3.3) ê óðàâíåíèþ (2.3.4), ïîëó÷èì

P(ξ(t) = j) = P(ξ(s) = i)

e´ ts H0
r (i,i)dr · I {i = j}+

∞∑
k=2

∑
γ∈Gk(i,j)

P(γ, s, t)

 ,

(2.3.5)

ãäå â ïîñëåäíåé ôîðìóëå

P(γ, s, t) =

ˆ
∆k−1(s,t)

e
´ s1
s
H0
r (x1,x1)drVs1(x1, x2)e

´ s2
s1
H0
r (x2,x2)dr × . . .×

× e
´ t
sk−1

H0
r (xk,xk)dr

ds1ds2 . . . dsk−1

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâàëà

âðåìåíè îò s äî t ξ(t) ïîñëåäîâàòåëüíî ñîâåðøàåò ñåðèþ ñêà÷êîâ

x1 → x2, x2 → x3, . . . , xk−1 → xk.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü (M,ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåò-

ðèêîé ρ; F : M → M � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà M â ñåáÿ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ≤ α < 1, ÷òî äëÿ ëþáûõ

x, y ∈M
ρ(F (x), F (y)) ≤ αρ(x, y).

Òîãäà F (·) èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗, ò.å. òàêóþ, ÷òî

F (x∗) = x∗.

Òàêæå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, íàçû-

âàåìîå ëåììîé Ãðîíóîëëà.

Òåîðåìà 2.7. (ñì. [68, ñòð. 68]) Ïóñòü m(t), t ∈ [0, T ], T > 0, � íåîòðè-

öàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

m(t) ≤ C + α

ˆ t

0

m(s)ds, t ∈ [0, T ],
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ãäå C, α > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

m(t) ≤ Ceαt.

Íàêîíåö, ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè (2.4.2) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-

þùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.8. Äëÿ ëþáîãî k ∈ N îáúåì k-ìåðíîãî ñèìïëåêñà

∆k =
{

(s1, . . . , sk) ∈ Rk : 0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sk ≤ 1
}

ðàâåí

volk(∆k) =
1

k!
.

2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïóíê-

òîâ:

1. Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ïî ñåìåéñòâó èíôèòèçåìàëüíûõ îïåðàòîðîâH[p(t)].

Ïîñëåäíåå ïîçâîëèò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ (2.1.8) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,

ïðèãîäíîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè

íóëÿ.

3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû

Âñþäó äàëåå (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîãî) ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå

îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà âåêòîðà ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïîëóãðóïïó Ps,t, äåéñòâóþùóþ íà ïðîñòðàíñòâå Bβ, β >

0, áóäåì íàçûâàòü ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ i, j ∈ Z Ps,t(i, j) ≥ 0;

äëÿ ëþáîãî i ∈ Z
∑
j∈Z

Ps,t(i, j) = 1.
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Öåëü äàííîãî ïîäðàçäåëà äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó

Ëåììà 2.1. Ïóñòü p(t) � íåïðåðûâíàÿ Bα-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà îòðåçêå [0, T ], T ≥ 0, òîãäà äëÿ âñåõ u0 ∈ Bβin, ãäå

βin > α, 1 ≤ βout < βinα
−1,

ñèñòåìà
du(t)

dt
= u(t)H[p(t)], u(0) = u0, (2.4.1)

èìååò åäèíñòâåííîå (Bβin, Bβout)-ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà [0, T ]. Ðåøåíèå

çàäàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé, ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé â Bβ (β ≥ 1 �

ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî) îïåðàòîðîâ Ps,t[p], 0 ≤ s ≤ t ≤ T :

u(t) = u(s)Ps,t[p].

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖Ps,t[p]‖β ≤ exp

{
const · β(t− s) sup

r∈[s,t]

‖p(r)‖α

}
, β ≥ 1, (2.4.2)

è êðîìå òîãî, åñëè ðàññìàòðèâàòü Ps,t[p] êàê ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ äåé-

ñòâóþùèõ èç Bβin â Bβout, òî ðàâíîìåðíî ïî âñåì t ∈ [0, T )∥∥∥∥ 1

∆t
(Pt,t+∆t[p]− Id)−H[p(t)]

∥∥∥∥
βin→βout

→ 0, ∆t→ 0. (2.4.3)

Çàìå÷àíèå 2.5. Â ÷àñòíîñòè èç (2.4.3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü Ps,t êàê

ïîëóãðóïïó íà Bβout, òî Ps,t èìååò ãåíåðàòîð H[p(t)] ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Bβin.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð H[p(t)], t ∈ [0, T ], â âèäå

ñóììû äâóõ H[p(t)] = V [p(t)] +H0[p(t)]:

H0[p(t)] =



. . . . . . . . . . . . . . .

−I−2 I−2

−I−1 I−1

0 0 0

I1 −I1

I2 −I2

. . . . . . . . . . . . . . .



V [p(t)] =



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

µ−2 0 −µ−2

µ−1 0 −µ−1

µ0 −I0 λ0

−λ1 0 λ1

−λ2 0 λ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


ãäå

Ik[p(t)] = λk[p(t)] + µk[p(t)].

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òðåáóåìàÿ ïîëóãðóïïà ìîæåò áûòü ñêîíñòðóèðîâàíà,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.3.3), à èìåííî,

Ps,t[p] = PH0
s,t [p] +

∞∑
k=1

ˆ
∆k(s,t)

Γs,tk (sk, . . . , s1)dsk . . . ds1, ãäå (2.4.4)

Γs,tk (sk, . . . , s1) := PH0
s,sk

[p]V [p(sk)]P
H0
sk,sk−1

[p] . . . V [p(s1)]P
H0
s1,t[p],

è ÷åðåç PH0
s,t [p] îáîçíà÷åíà ïîëóãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðîçíà÷-

íîé ôóíêöèè H0[p(t)]. Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íåîáõîäèìî ïðî-

âåðèòü âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5.

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì íåêî-
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òîðûå òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ âïîñëåäñòâèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü p ∈ Bα, òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà

ïðè n > 0 |λn[p]| ≤ const · ‖p‖α;

|µn[p]| ≤ const · α|n|‖p‖α;

ïðè n ≤ 0 |λn[p]| ≤ const · α|n|‖p‖α;

|µn[p]| ≤ const · ‖p‖α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n > 0 èìååì

|λn[p]| ≤
n−1∑
k=−∞

|pk|F (k − n) +
∞∑
k=n

|pk|F (k − n) ≤ const ·
n∑

k=−∞

|pk|+

+const ·
∞∑
k=n

|pk|αk−n ≤ const · ‖p‖α;

|µn[p]| ≤
n∑

k=−∞

|pk|F (n− k) +
∞∑

k=n+1

|pk|F (n− k) ≤ const · αn
n∑

k=−∞

|pk|α−k+

+const ·
∞∑

k=n+1

|pk| ≤ const · α|n|‖p‖α.

Îöåíêè äëÿ n ≤ 0 äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàêæå.

Ïî àíàëîãèè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïóñòü p1, p2 ∈ Bα, è

∆λn[p
1, p2] := λn[p

1]− λn[p2],

∆µn[p
1, p2] := µn[p

1]− µn[p2],

òîãäà

ïðè n > 0 |∆λn[p1, p2]| ≤ const · ‖p1 − p2‖α;

|∆µn[p1, p2]| ≤ const · α|n|‖p1 − p2‖α;

ïðè n ≤ 0 |∆λn[p1, p2]| ≤ const · α|n|‖p1 − p2‖α;

|∆µn[p1, p2]| ≤ const · ‖p1 − p2‖α.
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Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îöåíîê

ïðåäëîæåíèé 2.6 è 2.7.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü p(t) � íåïðåðûâíàÿ Bα-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-

äåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, T ], T ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî β ≥ 1 V [p(t)] ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé L(Bβ)-çíà÷íîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0, T ]. Ïðè÷åì,

‖V [p(t)]‖β ≤ const · β‖p(t)‖α, t ∈ [0, T ],

‖V [p(t1)]− V [p(t2)]‖β ≤ const · β‖p(t1)− p(t2)‖α, t1, t2 ∈ [0, T ].

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü p1, p2 ∈ Bα, è

βin ≥ α, 1 ≤ βout ≤ βinα
−1,

òîãäà îïåðàòîðû

H0[p
1], H[p1] è ∆H[p1, p2] = H[p1]−H[p2]

ïðèíàäëåæàò L(Bβin, Bβout), ïðè÷åì èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖H[p1]‖βin→βout ≤ const · βout‖p1‖α;

‖H0[p
1]‖βin→βout ≤ const · βout‖p1‖α;

‖∆H[p1, p2]‖βin→βout ≤ const · βout‖p1 − p2‖α;

‖∆H0[p
1, p2]‖βin→βout ≤ const · βout‖p1 − p2‖α.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òîëüêî äëÿ ∆H[p1, p2].

Ïóñòü n > 0. Îáîçíà÷èâ, en = {δnl}l∈Z èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7 ñëåäóåò

‖en∆H[p1, p2]‖βout
‖en‖βin

≤

≤ β−nin · |∆µn[p1, p2]| · β|n−1|
out + β−nin · |∆λn[p1, p2]| · β|n+1|

out +

+β−nin ·
∣∣∆µn[p1, p2] + ∆λn[p

1, p2]
∣∣ · β|n|out ≤

≤ const · α
nβn+1

out

βinn
· ‖p1 − p2‖α ≤ const · βout · ‖p1 − p2‖α.
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Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ n ≤ 0, îòêóäà ñëåäóåò

‖∆H[p1, p2]‖βin→βout ≤ const · βout‖p1 − p2‖α.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè, è ìû ïðîïóñêàåì âû-

êëàäêè.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü p(t) � íåïðåðûâíàÿ Bα-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-

ëåííàÿ íà îòðåçêå [0, T ], è

βin ≥ α, 1 ≤ βout ≤ βinα
−1.

Òîãäà H0[p(t)] è H[p(t)] ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè L(Bβin, Bβout)-çíà÷íûìè

ôóíêöèÿìè íà îòðåçêå [0, T ].

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Ïóñòü p(t) � íåïðåðûâíàÿ Bα-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-

äåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, T ], T ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ,

ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâ

PH0
s,t [p], 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

äåéñòâóþùàÿ îäíîâðåìåííî âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Bβ, β ≥ 1, ïðè÷åì äëÿ

ëþáûõ β ≥ 1, 0 ≤ s ≤ t

‖PH0
s,t [p]‖β ≤ 1. (2.4.5)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ

βin > α, 1 ≤ βout < βinα
−1

ðàâíîìåðíî ïî âñåì t ∈ [0, T ) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü∥∥∥∥ 1

∆t

(
PH0

t,t+∆t[p]− Id

)
−H0[p(t)]

∥∥∥∥
βin→βout

→ 0. (2.4.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü PH0
s,t êàê ïîëóãðóïïó íà Bβout, òî P

H0
s,t

èìååò ãåíåðàòîð H0[p(t)] ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Bβin.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî H0[p(t)] ÿâëÿåòñÿ èíôèòèçåìàëüíûì îïå-
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ðàòîðîì äëÿ íåîäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäà:

n > 0 : n→ n− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ In[p(t)];

n < 0 : n→ n+ 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ In[p(t)],

ïîýòîìó ëîãè÷íî îïðåäåëèòü PH0
s,t [p] ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü n ≥ 0, òîãäà

(äëÿ n ≤ 0 îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî)

(PH0
s,t [p])n,m =

zs,n,m(t), m ∈ [0, n],

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå zs,n,m(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êîíå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé íà îòðåçêå [s, t]
żs,n,0(t) = I1[p(t)]zs,n,1(t),

żs,n,m(t) = −Im[p(t)]zs,n,m(t) + Im+1[p(t)]zs,n,m+1(t), 0 < m < n

żs,n,n(t) = −In[p(t)]zs,n,n(t),

, (2.4.7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè zs,n,m(s) = δm,n (äëÿ n = 0 zs,0,0(t) ≡ 1).

Ïîñêîëüêó p(t) íåïðåðûâíà, èç îöåíîê ïðåäëîæåíèÿ 2.7 ñëåäóåò, ÷òî In[p(t)]

òàêæå íåïðåðûâíû, è óêàçàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîëó-

ãðóïïîâîå ñâîéñòâî è ñòîõàñòè÷íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé âûêëàäêîé, è ìû

ýòî ïðîïóñêàåì. Äàëåå äëÿ ëþáîãî β ≥ 1

‖PH0
s,t [p]‖β ≤ 1,

ò.ê. äëÿ âñåõ n ≥ 0, 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

‖enPH0
s,t [p]‖β
‖en‖β

= β−n
n∑
k=0

βk
(
PH0
s,t [p]

)
n,k
≤

n∑
k=0

(
PH0
s,t [p]

)
n,k

= 1.

(Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ n < 0).

Äëÿ ïðîâåðêè ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè PH0
s,t [p], äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì,
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÷òî äëÿ ëþáîãî π ∈ Bβ ðàâíîìåðíî ïî âñåì t ∈ [0, T ]

‖πPH0

t,t+∆t[p]− π‖β → 0, ∆t→ 0, t ∈ [0, T ).

Ïóñòü N ∈ N, t ∈ [0, T ] è 0 ≤ ∆t ≤ T − t, òîãäà

‖πPH0

t,t+∆t[p]−π‖β ≤
N∑

k=−N

|πk|·‖ek
(
PH0

t,t+∆t[p]− Id
)
‖β+2

∑
k≥N

|πk|·β|k| := I1+I2,

ãäå ek = {δnk} � k-ûé ýëåìåíò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Äëÿ ëþáîãî ε ≥ 0 ïðè

äîñòàòî÷íûõ áîëüøèõ N

I2 ≤ ε/2.

Â òî æå âðåìÿ I1 ðàâíîìåðíî ïî âñåì t ∈ [0, T ] ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆t→ 0

(ò.ê. äåéñòâèå ïîëóãðóïïû íà ek çàäàåòñÿ îáû÷íûìè k×k-ìàòðèöàìè). Òàêèì
îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t ðàâíîìåðíî ïî âñåì t ∈ [0, T ]

‖πPH0

t,t+∆t[p]− π‖β ≤ ε,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.4.6) ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî âñåì

t ∈ [0, T ) è u ∈ Bβin, u 6= 0, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü

1

‖u‖βin

∑
n∈Z

β
|n|
out

∣∣∣∣ 1

∆t

((
uPH0

t,t+∆t[p]
)
n
− un

)
− (uH0[p(t)])n

∣∣∣∣ =

=
∑
n>0

+
∑
n≤0

→ 0.

ïðè ∆t→ 0. Çàìåòèâ, ÷òî ïðè n > 0(
uPH0

s,t [p]
)
n

=
∑
k≥n

ukzs,k,n(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (2.4.8)

69



(ðÿä ñõîäèòñÿ, ò.ê. |zs,k,n| ≤ 1 è u ∈ Bβin) èìååì

∑
n>0

=
1

‖u‖βin

∑
n>0

βnout

∣∣∣∣∣ 1

∆t

∑
k≥n

uk (zt,k,n(t+ ∆t)− zt,k,n(t))−
∑
k≥n

ukżt,k,n(t)

∣∣∣∣∣ =

=
1

‖u‖βin

∑
n>0

βnout

∣∣∣∣∣∑
k≥n

uk (żt,k,n(t+ θt,k,n∆t)− żt,k,n(t))

∣∣∣∣∣ =

≤ 1

‖u‖βin

∑
0<n<N

βnout

∣∣∣∣∣ ∑
n≤k≤M

uk (żt,k,n(t+ θt,k,n∆t)− żt,k,n(t))

∣∣∣∣∣+
+

1

‖u‖βin

∑
0<n<N

βnout

∣∣∣∣∣∑
k>M

uk (żt,k,n(t+ θt,k,n∆t)− żt,k,n(t))

∣∣∣∣∣+
+

1

‖u‖βin

∑
n≥N

βnout

∣∣∣∣∣∑
k≥n

uk (żt,k,n(t+ θt,k,n∆t)− żt,k,n(t))

∣∣∣∣∣ := I1 + I2 + I3,

ãäå 0 ≤ θt,k,n ≤ 1, à N, M � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èç (2.4.7),

îöåíîê ïðåäëîæåíèÿ 2.6, à òàêæå èç òîãî, ÷òî |zs,k,n| ≤ 1, ñëåäóåò, ÷òî

|żs,k,n| ≤ const · sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α · αn+1.

Òàêèì îáðàçîì,

I2 ≤const · ‖u‖−1
βin
· sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α ·
∑

0<n<N

βnoutα
n+1

∑
k>M

|uk| ≤

≤const · sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α ·

( ∑
0<n<N

βnoutα
n+1

)
· β−Min ;

I3 ≤const · ‖u‖−1
βin
· sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α ·
∑
n≥N

βnoutα
n+1
∑
k≥n

|uk| ≤

≤const · ‖u‖−1
βin
· sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α · α ·
∑
n≥N

(
βoutα

βin

)n
·
∑
k≥N

|uk|βkin ≤

≤const · sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖α · α ·
∑
n≥N

(
βoutα

βin

)n
.

Â ðåçóëüòàòå, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N, M (ðàâíîìåðíî ïî t è u) I2 è I3

ìåíüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà. Â òî æå âðåìÿ I1 ðàâíîìåðíî ïî t

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆t → 0. Â ðåçóëüòàòå ðàâíîìåðíî ïî ∆t
∑

n>0 → 0.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ
∑

n≤0, ÷òî âëå÷åò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû Ps,t Òåïåðü, êîãäà âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-

íèÿ äîêàçàíû, ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëóãðóïïû Ps,t. Âî-ïåðâûõ,

â ïðåäëîæåíèè 2.10 áûëà ñêîíñòðóèðîâàíà ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà

PH0
s,t , äåéñòâóþùàÿ íà ïðîñòðàíñòâå Bβout è èìåþùàÿ ãåíåðàòîð H0[p(t)] ñ îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Bβin. Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ 0 ≤ s ≤ t PH0
s,t ÿâëÿåòñÿ îãðà-

íè÷åííûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùåì íà Bβin. Íàêîíåö, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.8

ñëåäóåò, ÷òî V [p(t)] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñåìåéñòâîì îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ è â ïðîñòðàíñòâå Bβin, è â ïðîñòðàíñòâå Bβout. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëî-

âèÿ òåîðåìû 2.5 âûïîëíåíû, è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.4.4) ìû ìîæåì îïðå-

äåëèòü ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó Ps,t, îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå

Bβout, è èìåþùóþ ãåíåðàòîð H[p(t)] ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Bβin.

Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà (2.4.2) Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.4), à òàêæå ôîð-

ìóëó îáúåìà ñèìïëåêñà, ìû ìîæåì îöåíèòü êàæäîå ñëàãàåìîå â ðÿäó (2.4.2)

ñëåäóþùèì îáðàçîì,∥∥∥∥ˆ
∆k(s,t)

Γs,tk (s1, . . . , sk)ds1 . . . dsk

∥∥∥∥
β

≤
ˆ

∆k(s,t)

‖Γs,tk (s1, . . . , sk)‖βds1 . . . dsk ≤

(2.4.9)

≤ volk(∆k(s, t)) ·
(

sup
0≤s≤T

‖V [p(s)]‖β
)k
·
(

sup
0≤s≤t≤T

‖PH0
s,t [p]‖β

)k
≤

≤

(
const · β sup

r∈[s,t]

‖p(r)‖β

)k

· (t− s)
k

k!
.

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâ (2.4.1) è (2.4.3) Çàìåòèì, ÷òî (2.4.1) âûòåêàåò èç

(2.4.3). Äëÿ ïðîâåðêè (2.4.3) çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå π ∈ Bβin, è ðàñïèøåì
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ðÿä (2.4.4) ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ÷ëåíà:

πPt,t+∆t[p] = πPH0

t,t+∆t[p] +

ˆ t+∆t

t

πPH0
t,s [p]V [p(s)]PH0

s,t+∆t[p]ds+R(∆t) =

= π + πH[p(t)]∆t+
(
πPH0

t,t+∆t[p]− π − πH0[p(t)]∆t
)

+

+

ˆ t+∆t

t

(
πPH0

t,s [p]V [p(s)]PH0

s,t+∆t[p]− πV [p(t)]
)

ds+R(∆t) :=

:= π + πH[p(t)]∆t+ I1 + I2 +R(∆t).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.10 ñëåäóåò, ÷òî

‖I1‖βout = ō(∆t)

(ðàâíîìåðíî ïî t), à èç ïðåäëîæåíèé 2.4, 2.8, 2.10 è ôîðìóëû (2.4.3) âûòåêàåò,

÷òî

‖I2‖βout = ō(∆t)

(òàêæå ðàâíîìåðíî ïî t). Íàêîíåö, èç (2.4.4) è (2.4.9) ñëåäóåò, ÷òî

‖R(∆t)‖βout ≤ ‖R(∆t)‖βin = ō(∆t).

Â ðåçóëüòàòå èìååì (ðàâíîìåðíî ïî t)

‖πPH0

t,t+∆t[p]− u(t) + u(t)H[p(t)]∆t‖βout = ō(∆t),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (2.4.1) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè íàì

ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ïóñòü

βin > α, 1 ≤ βout < βinα
−1,

è u(z) � êàêîå-ëèáî (Bβin, Bβout)-ðåøåíèå (2.4.1). Tîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ [0, t)

ôóíêöèÿ

v(z) = u(z)PH0
z,t [p], 0 ≤ t ≤ T, (2.4.10)
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(ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â Bβin) èìååò Bβout-ïðîèçâîäíóþ v̇(z), ðàâíóþ

v̇(z) = u(z)V [p(z)]PH0
z,t [p]. (2.4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðÿìîé âûêëàäêîé íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ∆z > 0

v(z + ∆z)− v(z) = u(z + ∆z)PH0

z+∆z,t[p]− u(z)PH0
z,t [p] =

= u(z)V [p(z)]PH0
z,t [p]∆z+

+ [(u(z + ∆z)− u(z)− u(z)H[p(z)]∆z)]PH0

z+∆z,t[p]+

+
[
u(z)V [p(z)]

(
PH0

z+∆z,t[p]− PH0
z,t [p]

)]
∆z+

+
[
u(z)− u(z)PH0

z,z+∆z[p] + u(z)H0[p(z)]∆z
]
PH0

z+∆z,t[p] :=

:= u(z)V [p(z)]PH0
z,t [p]∆z + I1 + I2 + I3.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.8, 2.10, è (2.4.3), íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

‖I1,2,3‖βout = ō(∆t).

Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ñïðàâåäëèâû è ïðè ∆z < 0, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå.

Ïîñêîëüêó v̇(z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîéBβout-çíà÷íîé ôóíêöèåé, òî èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 2.5 âûòåêàåò, ÷òî

v(t) = v(0) +

ˆ t

0

u(z)V [p(z)]PH0
z,t [p]dz.

Ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (2.4.10), èìååì

u(t) = u(0)PH0
s,t [p] +

ˆ t

0

u(z)V [p(z)]PH0
z,t [p]dz.

Èòåðèðóÿ ýòó ôîðìóëó n, n ∈ N, ðàç, ïîëó÷èì

u(t) = u(0)PH0
0,t [p]+

+
n∑
k=1

ˆ
∆k(0,t)

u(s)PH0
0,sk

[p]V [p(sk)]P
H0
sk,sk−1

[p] . . . V [p(s1)]P
H0
s1,t[p]dsk . . . ds1 +Rn,
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ãäå

Rn =

ˆ
∆n+1(0,t)

u(sn+1)V [p(sn+1)] . . . V [p(s1)]P
H0
s1,t[p]dsn+1 . . . ds1.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2.4.9), ïîëó÷àåì

‖Rn‖βout → 0.

Îòêóäà èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðîâåðêà ñòîõàñòè÷íîñòè Âñþäó â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî âñå îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà âåêòîðà ñëåâà. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

îïðåäåëåííûå âûøå îïåðàòîðû V [p(t)], t ∈ [0, T ], è PH0
s,t [p] ÿâëÿþòñÿ îãðàíè-

÷åííûìè â ïðîñòðàíñòâå Bβ, 0 < β < 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

n > 0 èìååì

‖V [p(t)]en‖β
‖en‖β

= λn−1[p(t)]β−1 + λn+1[p(t)]β ≤

≤ const · β−1‖p(t)‖β ≤ const · β−1 sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖β.

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêàìè ïðåäëîæåíèÿ 2.6). Èç (2.4.5) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ Z
0 ≤ PH0

s,t [p](i, j) ≤ 1,

à ïîòîìó

‖PH0
s,t [p]en‖β
‖en‖β

=

∑
k≥n P

H0
s,t [p](k, n)βk

βn
≤

∞∑
l=0

βl =
1

1− β
.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ n ≤ 0, îòêóäà ïîëó÷àåì

‖V [p(t)]‖β ≤ const · β−1 sup
r∈[0,T ]

‖p(r)‖β;

‖PH0
s,t [p]‖β ≤

1

1− β
, 0 < β < 1.

Êàê ñëåäñòâèå, îïðåäåëåííóþ â ôîðìóëå (2.4.4) ïîëóãðóïïó Ps,t[p] ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà Bβ,

0 < β < 1, ñïðàâà (ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ðÿäà (2.4.4) äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ àíàëîãè÷íà ðàññóæäåíèÿì, ïðîäåëàííûì ðàíåå è ïîòîìó îïóñêàåòñÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~1 ∈ Bβ âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðî-

ãî ðàâíû 1. Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî, óñëîâèå ñòîõàñòè÷íîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

Ps,t[p]~1 = ~1.

Îïðåäåëèì îáðåçàííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êàê îãðàíè÷åíèå ðàññìàòðè-

âàåìîãî ïðîöåññà íà îòðåçîê [−N,N ], N ∈ N. Áîëåå ôîðìàëüíî, ìû ðàññìîò-

ðèì ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà Z ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäà

n→ n+ 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn[p(t)], −N ≤ n ≤ N − 1;

n→ n− 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn[p(t)], −N + 1 ≤ n ≤ N.

Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (2.4.4) äëÿ íåãî îïðåäåëåíû èíôèòèçåìàëüíûé îïå-

ðàòîð HN [p(t)], êîòîðûé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äâóõ:

HN [p(t)] = V N [p(t)] +HN
0 [p(t)],

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóãðóïïû: PN
s,t[p] è PHN

0
s,t [p]. Ïîñêîëüêó ðàññìàò-

ðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé íåîäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷-

íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, PN
s,t[p] � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ

ïîëóãðóïïà. Òàêèì îáðàçîì,

PN
s,t[p]~1 = ~1.

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ðàçëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå ôîðìóëå (2.4.4)

PN
s,t[p] = P

HN
0

s,t [p]+ (2.4.12)

+
∞∑
k=1

ˆ
∆k(s,t)

PHN
0

s,sk
[p]V N [p(sk)]P

HN
0

sk,sk−1
[p] . . . V N [p(s1)]P

HN
0

s1,t [p]dsk . . . ds1.

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî; Ak è AN
k � k-ûå ÷ëåíû

â ðàçëîæåíèÿõ (2.4.4) è (2.4.12) ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó îáúå-

75



ìà ñèìïëåêñà, à òàêæå îãðàíè÷åííîñòü ‖V [p(t)]‖β è ‖V N [p(t)]‖β, íåòðóäíî
ïîëó÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå K ∈ N, ÷òî∥∥∥∥∥∑

k≥K

Ak
~1

∥∥∥∥∥
β

≤ ε/3, è

∥∥∥∥∥∑
k≥K

AN
k
~1

∥∥∥∥∥
β

≤ ε/3.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

‖PH0
s,t [p]~1− PHN

0
s,t [p]~1‖β → 0,

sup
s∈[0,T ]

‖V N [p(s)]~1− V [p(s)]~1‖β → 0

ïðè N → ∞, îòêóäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

N ∈ N ∥∥∥∥∥
K−1∑
k=0

(AN
k − Ak)~1

∥∥∥∥∥
β

≤ ε/3.

Òàêèì îáðàçîì,

‖Ps,t[p]~1−~1‖β ≤

∥∥∥∥∥
K−1∑
k=0

(AN
k − Ak)~1

∥∥∥∥∥
β

+

∥∥∥∥∥∑
k≥K

Ak
~1

∥∥∥∥∥
β

+

∥∥∥∥∥∑
k≥K

AN
k
~1

∥∥∥∥∥
β

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëîêàëüíûå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ïóñòü

βin > α2, 1 ≤ βout < βinα
−1,

p0 ∈ Bβin, p
1(t), p2(t) � äâå íåïðåðûâíûå Bα-çíà÷íûå ôóíêöèè íà îòðåçêå

[0, T ], òîãäà

p0P0,T [p1]− p0P0,T [p2] =

ˆ T

0

p0P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

)
Ps,T [p2]ds.

Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî íåïðåðûâíîé Bβout-çíà÷íîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(s) = p0P0,s[p
1]Ps,T [p2], 0 ≤ s ≤ T.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ [0, T ] v(s) ∈ Bβin. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ âñåõ

s ∈ (0, T ) v(s) èìååò Bβout-ïðîèçâîäíóþ, çàäàâàåìóþ âûðàæåíèåì

v̇(s) = p0P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

)
Ps,t[p

2]. (2.4.13)

Ïðÿìîé âûêëàäêîé íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè 0 ≤ ∆s ≤ T − s

v(s+ ∆s)− v(s) = p0P0,s+∆s[p
1]Ps+∆s,T [p2]− p0P0,s[p

1]Ps,T [p2] =

= p0P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

)
Ps,T [p2]∆s+

+ p0P0,s[p
1]
{(
Ps,s+∆s[p

1]− Id
)
−H[p1(s)]∆s

}
Ps+∆s,T [p2]+

+ p0P0,s[p
1]
{(
Id− Ps,s+∆s[p

2]
)

+H[p2(s)]∆s
}
Ps+∆s,T [p2]+

+ p0P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

) (
Ps+∆s,T [p2]− Ps,T [p2]

)
∆s ≡

≡ p0P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

)
Ps,T [p2]∆s+ I1 + I2 + I3.

Â ñèëó óòâåðæäåíèé ëåììû 2.1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.9 èìååì

‖I1,2,3‖βout = ō(∆s),

îòêóäà âûòåêàåò (2.4.13) (àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è ïðè ∆s < 0).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî v̇(s) íåïðåðûâíà â Bβout. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5.

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ïóñòü

βin > α2, 1 ≤ βout < βinα
−1,

p0 ∈ Bβin, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî óðàâíåíèå (2.1.8) èìååò

åäèíñòâåííîå (Bβin, Bβout)-ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p(0) = p0 íà ïî-

ëóèíòåðâàëå [0, ε), ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R, T > 0 ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

B(T,R) =

{
p ∈ C([0, T ], Bα) | p(0) = p0, sup

r∈[0,T ]

‖p(r)− p(0)‖α ≤ R

}
,
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íàäåëåííîå åñòåñòâåííîé sup-ìåòðèêîé

d(x, y) = sup
t∈[0,T ]

‖y(t)− x(t)‖α.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ T îòîáðàæåíèå

Z : p→ p0P0,t[p]

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â B(T,R)→ B(T,R), ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ≤ γ < 1,

÷òî äëÿ ëþáûõ p1,p2 ∈ B(T,R) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

d
(
Z(p1), Z(p2)

)
≤ γd

(
p1,p2

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû 2.1, à òàêæå ïðåäëîæåíèé 2.9 è 2.12, äëÿ ëþáûõ

p1,p2 ∈ B(T,R) ïîëó÷àåì

‖p0P0,t[p
1]− p0P0,t[p

2]‖α =

∥∥∥∥p0

ˆ t

0

P0,s[p
1]
(
H[p1(s)]−H[p2(s)]

)
Ps,t[p

2]ds

∥∥∥∥
α

≤

≤
ˆ T

0

‖p0P0,s[p
1]‖βin · ‖H[p1(s)]−H[p2(s)]‖βin→α · ‖Ps,t[p2]‖αds ≤

≤ const · T · ‖p0‖βin exp {const · βinT (‖p0‖α +R)} · α sup
0≤s≤T

‖p1(s)− p2(s)‖α =

= const (T,R, βin, α, p0) · T · d
(
p1,p2

)
.

È ïîòîìó,

d
(
Z(p1), Z(p2)

)
≤ sup

t∈[0,T ]

‖p0P0,t[p
1]− p0P0,t[p

2]‖α ≤

≤ const (T,R, βin, α, p0) · T · d
(
p1,p2

)
.

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 2.6 âûòå-

êàåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U = [0, ε) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà

ôóíêöèÿ p ∈ C(U,Bα), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

p(0) = p0; p(t) = p0P0,t[p].

Îäíàêî, ïîñêîëüêó p0 ∈ Bβin, èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
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âñåõ t ∈ U p(t) ÿâëÿåòñÿ (Bβin, Bβout)-ðåøåíèåì (2.1.8).

Çàìå÷àíèå 2.6. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìû òðåáóåì òîëüêî, ÷òîáû βin > α2, â òî âðåìÿ

êàê â óñëîâèè òåîðåìû ôèãóðèðóåò βin > α3. Ïîñëåäíåå òðåáóåòñÿ äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè äîñòàòî÷-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖p(t)‖βin, βin > α3, íå �óáåãàåò íà áåñêîíå÷íîñòü�, îäíàêî

ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå, íàì ïîíàäîáèòñÿ óáå-

äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 ‖p(t)‖α2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-

öèðóåìîé ôóíêöèåé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä

‖p(t)‖α2 =
∑
n∈Z

α2|n|pn(t) (2.4.14)

ñõîäèòñÿ, è åãî ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, b], ïîïàäàþùèé â

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ p(t). Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (2.4.14) ñõîäèòñÿ íà [a, b]. Êðîìå

òîãî, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.1.8), îöåíêè ïðåäëîæåíèÿ 2.6 è òî, ÷òî

pn(t) ≤ ‖p(t)‖βinβ
−|n|
in ,

èìååì äëÿ âñåõ n ∈ Z∣∣∣∣ d

dt
pn(t)

∣∣∣∣ = |λn−1pn−1 − (λn + µn)pn + µn+1pn+1| ≤

≤ const · α|n|+1 · β−|n|+1
in · ‖p(t)‖α · ‖p(t)‖βin ≤

≤ const · αβin

(
sup
s∈[0,t]

‖p(s)‖βin

)2(
α

βin

)|n|
.

79



Îòêóäà, â ñèëó òîãî, ÷òî βin > α3, ðÿä∑
n∈Z

α2|n|ṗn(t)

òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b], îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ òåî-

ðåìó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Ïóñòü p ∈ Bα, òîãäà

ïðè n > 0 : λn[p] ≤ const
(

1 + α−|n|‖p‖α
)

;

ïðè n ≤ 0 : µn[p] ≤ const
(

1 + α−|n|‖p‖α
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n > 0 è p ∈ Bα èìååì

λn[p] ≤ const ·
n∑

k=−∞

|pk|+ const ·
∞∑
k=n

|pk|αk−n ≤

≤ const ·
∞∑

k=−∞

|pk|+ const · α−n
∞∑

k=−∞

|pk|α|k| =

= const
(
1 + α−n‖p‖α

)
.

(Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ µn[p]).

Ïðåäëîæåíèå 2.16. Ïóñòü p ∈ Bα2, òîãäà

‖p‖2
α ≤ ‖p‖α2‖p‖1. (2.4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ

an =
√
|pn|α|n|, bn =

√
|pn|

â ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî(∑
n

anbn

)2

≤
∑
n

a2
n

∑
n

b2
n,

ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 2.17. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖p(t)‖α2 ≤ ‖p0‖α2 · exp
(
const · ‖p0‖1 · α2t

)
. (2.4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì,

d

dt
‖p(t)‖α2 =

∑
n∈Z

α2|n|ṗn(t) =

=
∑
n∈Z

α2|n| [λn−1pn−1(t)− (λn + µn)pn(t) + µn+1pn+1(t)] :=

:=
∑
n>0

+
∑
n≤0

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

∑
n>0

= α2λ0p0(t)− µ1p1(t) + (α2 − 1)
∑
n>0

α2nλnpn(t)+

+ (α−2 − 1)︸ ︷︷ ︸
<0, ò.ê. α>1

∑
n>0

α2nµnpn(t) ≤

≤ const · α2‖p(t)‖α2 + const · (α2 − 1)
∑
n>0

α2n
(
1 + α−n‖p(t)‖α

)
pn(t) ≤

≤ const · α2‖p(t)‖α2 + const · (α2 − 1)‖p(t)‖2
α ≤

≤ const · α2‖p(t)‖α2 · ‖p(t)‖1.

(Ðÿäû â ïåðâîé ñòðî÷êå ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñõîäÿòñÿ, ïîñêîëüêó βin > α3).

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ìîæíî íàïèñàòü è äëÿ
∑

n≤0 . Â ðåçóëüòàòå èìååì

ñëåäóþùóþ îöåíêó

d

dt
‖p(t)‖α2 ≤ const · α2‖p(t)‖α2 · ‖p0‖1.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.7.

Èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ, à òàêæå ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

β ≥ 1 è t ≥ 0

‖p(t)‖β ≤ ‖p0‖β · exp
{

const · βt‖p0‖α2 exp
{

const · α2‖p0‖1t
}}

,
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îòêóäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïîëóïðÿìîé.

Ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t, p0), äîñòàòî÷íî óêàçàòü

åãî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ïî ñóòè ýòî óæå áûëî ñäåëàíî

ïðè ïîñòðîåíèè ïîëóãðóïïû Ps,t[p]. À èìåííî, äëÿ ëþáûõ 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk,

n1, . . . , nk ∈ Z, ïîëîæèì ðàâíûì ïî îïðåäåëåíèþ

P (x(t1) = n1, . . . , x(tk) = nk) = pn1(t1) (Pt1,t2[p])n1,n2 . . .
(
Ptk−1,tk[p]

)
nk−1,nk

,

ãäå p � ñîîòâåòñòâóþùåå (Bβin, Bβout)-ðåøåíèå çàäà÷è (2.1.8) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì p(0) = p0.

2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2

Ñïåðâà ïðîâåðèì, ÷òî π(s), s ∈ R, çàäàâàåìûå âûðàæåíèÿìè (2.2.2), äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî

πnπk+ne
k =

1

Ξ2(s)
e−n

2−(k+n)2+k =
1

Ξ2(s)
e−2n2−k2−2kn+k =

=
1

Ξ2(s)
e−(n+1)2−(k+n−1)2−k+2 = πn+1πk+n−1e

−k+2.

Ïðîñóììèðîâàâ ïî k, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà

πnλn[π] = πn
∑
k

πk+ne
k = πn+1

∑
k

πk+n−1e
−k+2 =

= πn+1

∑
k

πk+n+1e
−k = πn+1µn+1[π],

èç êîòîðûõ ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü π(s). Îòñóòñòâèå äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ

ìåð áóäåò ñëåäîâàòü èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Äëÿ ëþáîãî n ∈ Z èìååì,
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λn[p(t)] = e−nA[p(t)], ãäå A[p] =
∑
k∈Z

pke
k;

µn[p(t)] = enB[p(t)], ãäå B[p] =
∑
k∈Z

pke
−k.

Îòêóäà, ââåäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

π∗[p] = {π∗k[p]}k∈Z , ãäå π
∗
k[p] =

(
A[p]

B[p]

)k
e−k

2

, p ∈ Bβ (β > e3),

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî π∗[p(t)] ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé (õîòÿ è íå âåðîÿò-

íîñòíîé) îáðàòèìîé ìåðîé äëÿ îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ èíòåíñèâíî-

ñòÿìè ïåðåõîäà

λn = λn[p], µn = µn[p].

Ïðåäñòàâèì D(p(t)||π(s)) â âèäå

D(p(t)||π(s)) =
∑
k∈Z

pk(t) ln
pk(t)

πk(s)
=
∑
k∈Z

pk(t) ln
pk(t)

π∗k[p(t)]
+
∑
k∈Z

pk(t) ln
π∗k[p(t)]

πk(s)
:=

:= I1(t) + I2(t).

Ïîëó÷èì

d

dt
I1(t) =

∂I1(t)

∂p(t)
ṗ(t) +

∂I1(t)

∂π
π̇ =

=
∑
k

∂

∂pk

(
pk(t) ln

pk(t)

π∗k[p(t)]

)
ṗk(t) +

∑
k

∂

∂π∗k

(
pk(t) ln

pk(t)

π∗k[p(t)]

)
π̇∗k(t)

(âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ ïðî-

âåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì, ïðîâåäåííûì â ïðåäëîæåíèè 2.14, è ïîòîìó

ìû ýòî îïóñêàåì). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

åò ïðîèçâîäíóþ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ïðè ôèêñèðîâàííîé èíâàðèàíòíîé

ìåðå π∗[p(t)], à ïîòîìó îíî íå áîëüøå 0 (ñì. [32, ñòð. 115] èëè [64, ñòð. 538]).
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Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
I1(t) ≤ −

∑
k

pk(t)
d

dt
(ln π∗k[p(t)]) =

= −
∑
k

kpk(t)
d

dt

(
ln
A[p(t)]

B[p(t)]

)
= −E d

dt

(
ln
A[p(t)]

B[p(t)]

)
.

Äàëåå,

I2(t) =
∑
k∈Z

pk(t) ln

(
Ξ(s)

(
A[p(t)]

B[p(t)]

)k
e−k

2+(k−s)2
)

=

= ln Ξ(s) + E ln
A[p(t)]

B[p(t)]
− 2sE + s2.

Îòêóäà ïîëó÷àåì,

d

dt
I2(t) = E

d

dt

(
ln
A[p(t)]

B[p(t)]

)
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èìååì

d

dt
D(p(t)||π(s)) =

d

dt
I1(t) +

d

dt
I2(t) ≤ 0.

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî, ìû âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî â (2.2.3) âîçìîæíî

òîëüêî òîãäà, êîãäà
∂I1(t)

∂p(t)
ṗ(t) = 0,

ò.å. ïðè p(t) ∈ {π(s)} , s ∈ R. Îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò, ÷òî ïîìèìî

{π(s)} , s ∈ R èíâàðèàíòíûõ ìåð áîëüøå íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2

Ïðÿìàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáîáùåííîå ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà

D(p||q) ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé Áðåãìàíà Dψ(p||q) ïðè ψ(z) =
∑

i zi ln zi. Òàêèì

îáðàçîì, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ([2], 57) , åñòåñòâåííûå è äâîéñòâåííûå

êîîðäèíàòû z è z∗ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

z∗i =
∂ψ(z)

∂zi
= 1 + ln zi. (2.5.1)
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå s ∈ R è ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Π(s). Êàê ñëå-

äóåò èç óðàâíåíèÿ ([2], 69), íîðìàëü ê Π(s), ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå x èìå-

åò z∗-êîîðäèíàòû: z∗k = k, k ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ψ∗-

ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê Π(s) è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x, çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì z∗k(t) = x∗k + kt, èëè, ó÷èòûâàÿ (2.5.1), â z-êîîðäèíàòàõ

zk(t) = xke
kt.

Ïîëîæèâ x = π̃(0), ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

2.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3

Èíâàðèàíòíîñòü ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé {π(s), s ∈ R} , çàäàâàåìûõ (2.2.6),
ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòîé âûêëàäêîé, è ìû åå îïóñêàåì. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíè-

ÿì ïðîâåäåííûì â ïðåäëîæåíèè 2.14, ðÿä çàäàâàåìûé D[p(t)], ìîæíî äèô-

ôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî, è ïîòîìó

d

dt
D[p(t)] =

∑
k

k2 (λk−1pk−1(t)− (λk + µk)pk(t) + µk+1pk+1(t)) =

=
∑
k

k2
∑
i>0

F (i) (pk−1+i(t)pk−1(t)− pk(t)pk+i(t)) +

+
∑
k

k2
∑
i>0

F (i) (−pk(t)pk−i(t) + pk+1(t)pk+1−i(t)) =

=
∑
i>0

F (i)
∑
k

(
(k + 1)2pk(t)pk+i(t)− k2pk(t)pk+i(t)

)
+

+
∑
i>0

F (i)
∑
k

(
−k2pk(t)pk−i(t) + (k − 1)2pk(t)pk−i(t)

)
=

=
∑
i>0

F (i)
∑
k

((2k + 1)pk(t)pk+i(t) + (−2k + 1)pk(t)pk−i(t)) =

=
∑
i>0

F (i)
∑
k

((2k + 1)pk(t)pk+i(t) + (−2k − 2i+ 1)pk(t)pk+i(t)) =

= −2
∑
i>0

(i− 1)F (i)
∑
k

pk(t)pk+i(t) =

= −2
∑

(i,j): i<j

(j − i− 1)F (j − i)pi(t)pj(t) ≤ 0.

Ðàâåíñòâî íóëþ âîçìîæíî òîëüêî ïðè p(t) = π(s), s ∈ R, îòêóäà ñëåäóåò
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åäèíñòâåííîñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð {π(s), s ∈ R} .

2.7 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3 è òåîðåìû 2.4

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3 Èìååì

dS[p(t)]

dt
=

d

dt

∑
k−íå÷åò.

pk(t) =

=
∑

k−íå÷åò.

(λk−1pk−1(t)− λkpk(t)− µkpk(t) + µk+1pk+1(t)) =

=
∑
k−÷åò.

(λk + µk)pk(t)−
∑

k−íå÷åò.

(λk + µk)pk(t) =

=
∑
k−÷åò.
l−íå÷åò.

pk(t)pl(t)ch(l − k)−
∑

k−íå÷åò.
l−÷åò.

pk(t)pl(t)ch(k − l) = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå (âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ çäåñü è äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

âûêëàäêàì, ïðîâåäåííûì â ïðåäëîæåíèè 2.14, è ïîòîìó ìû ýòî îïóñêàåì).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ Z
è p ∈ Bβ, β ≥ 1,

λ2n[p] =
∑

k−íå÷åò.

pke
k−2n = A[p]e−2n, ãäå A[p] =

∑
k−íå÷åò.

pke
k; (2.7.1)

λ2n+1[p] =
∑
k−÷åò.

pke
k−(2n+1) = B[p]e−(2n+1), ãäå B[p] =

∑
k−÷åò.

pke
k; (2.7.2)

µ2n[p] =
∑

k−íå÷åò.

pke
−k+2n = C[p]e2n, ãäå C[p] =

∑
k−íå÷åò.

pke
−k; (2.7.3)

µ2n+1[p] =
∑
k−÷åò.

pke
−k+(2n+1) = D[p]e2n+1, ãäå D[p] =

∑
k−÷åò.

pke
k, (2.7.4)

à ïîòîìó

λn[p] = e−n · (A[p] · I{n− ÷åò.}+B[p] · I{n− íå÷åò.}) ; (2.7.5)

µn[p] = en · (C[p] · I{n− ÷åò.}+D[p] · I{n− íå÷åò.}) . (2.7.6)
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà íà Z ñ èíòåíñèâíî-

ñòÿìè ïåðåõîäà

n→ n+ 1 : λn[p];

n→ n− 1 : µn[p].

Óêàçàííàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, è åå èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ν∗[p] óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèÿì äåòàëüíîãî áàëàíñà

λn[p]ν
∗
n[p] = µn+1[p]ν

∗
n+1[p]. (2.7.7)

Èìååòñÿ òðè âîçìîæíîñòè. Ëèáî p ∈ Π1, è òîãäà ëþáàÿ ν∗[p] ∈ Π1 ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíîé, ëèáî p ∈ Π2, è òîãäà ëþáàÿ ν∗[p] ∈ Π2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé,

ëèáî p /∈ Π1∪Π2. Â òðåòüåì ñëó÷àå èç óðàâíåíèé (2.7.1)− (2.7.4) ñëåäóåò, ÷òî

A[p], B[p], C[p], D[p] 6= 0,

à ïîòîìó

ν∗n+1[p] = ν∗n[p] ·
λn[π]

µn+1[π]
=

= ν∗n[p] · e−2n−1 ·
(
A[p]

D[p]
· I{n− ÷åò.}+

B[p]

C[p]
· I{n− íå÷åò.}

)
.

Îòêóäà ïðÿìîé âûêëàäêîé ïîëó÷àåì, ÷òî

ν∗n[p] = ν∗0 [p] · π∗n[p],

ãäå

π∗n[p] = e−n
2

(
A[p]C[p]

B[p]D[p]

)n/2
·

(
I{n− ÷åò.}+

(
A[p]B[p]

C[p]D[p]

)1/2

· I{n− íå÷åò.}

)

ÿâëÿåòñÿ íåíîðìèðîâàííîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé ðàññìàòðèâàåìîé ìàðêîâ-

ñêîé öåïè.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ π(s, u) ∈ Π3, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî p(t) /∈ Π1 ∪
Π2. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.2 èìååì
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D(p(t)||π(s, u)) =
∑
k∈Z

pk(t) ln
pk(t)

πk(s, u)
=

=
∑
k∈Z

pk(t) ln
pk(t)

π∗k[p(t)]
+
∑
k∈Z

pk(t) ln
π∗k[p(t)]

πk(s, u)
:= I1[p(t)] + I2[p(t)].

Ïðÿìîé âûêëàäêîé íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ln
π∗k[p(t)]

πk(s, u)
=
k

2
ln
A[p(t)]C[p(t)]

B[p(t)]D[p(t)]
+

1

2
I{k − íå÷åò.} ln

A[p(t)]B[p(t)]

C[p(t)]D[p(t)]
−

−2ks+ s2 + ln Ξ(u, s)− lnu · I{k − íå÷åò.},

ïîýòîìó

I2[p(t)] =
E

2
ln
A[p(t)]C[p(t)]

B[p(t)]D[p(t)]
+
S

2
ln
A[p(t)]B[p(t)]

C[p(t)]D[p(t)]
−

−2sE + s2 + ln Ξ(u, s)− lnu · S,

è êàê ñëåäñòâèå,

d

dt
I2[p(t)] =

E

2
· d

dt
ln
A[p(t)]C[p(t)]

B[p(t)]D[p(t)]
+
S

2
· d

dt
ln
A[p(t)]B[p(t)]

C[p(t)]D[p(t)]
.

Äàëåå,

d

dt
I1[p(t)] =

∂I1[p(t)]

∂p(t)
ṗ(t) +

∂I1[p(t)]

∂π
π̇.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå, êàê è â òåîðåìå 2.2, íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ, à äëÿ âòîðîãî

èìååì

∂I1[p(t)]

∂π
π̇ = −

∑
k∈Z

pk(t)
d

dt
ln π∗k[p(t)] =

= −E
2
· d

dt
ln
A[p(t)]C[p(t)]

B[p(t)]D[p(t)]
− S

2
· d

dt
ln
A[p(t)]B[p(t)]

C[p(t)]D[p(t)]
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

d

dt
D(p(t)||π(s, u)) ≤ 0.
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Ðàâåíñòâî íóëþ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âîçìîæíî òîëüêî ïðè p(t) ∈ Π3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Êëàññ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ

ïðîöåññîâ, äîïóñêàþùèõ ÿâíîå

îïèñàíèå: ñõîäèìîñòü ê èíâàðèàíòíîé

ìåðå

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè ê èíâàðèàíòíîìó ðàñïðåäåëå-

íèþ äëÿ ðàíåå îïèñàííîé ìîäåëè íåëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ãëà-

âà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîå

óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ îá

àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèìè N -÷àñòè÷íûìè ìîäåëÿìè íà êîíå÷íîì è

áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ

òåîðåìû 3.1,3.4 è 3.6. Íàêîíåö, âî âòîðîì è òðåòüåì ïàðàãðàôàõ ïðèâåäåíû

äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé.

3.1 N-÷àñòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

Èç ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðèìåðîâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî òèïè÷-

íîé äëÿ x(t) ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

èíâàðèàíòíûõ ìåð (íà êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé èíòåãðàëîì äâè-

æåíèÿ ïî îäíîé), ïðè÷åì ïðè t → ∞ p(t) äîëæíî ñõîäèòüñÿ ê îäíîé èç íèõ

â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàííàÿ ãëàâà ãëàâíûì îáðàçîì

ïîñâÿùåíà ïðîâåðêå ýòîãî íàáëþäåíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (·).
Ïðè ýòîì âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå
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óñëîâèÿ:

1. p0 ∈ Bβ, ãäå β > 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

2. F (·) � âûïóêëàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

F (n) ≤ const · (1 + |n|).

Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâû � äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. [81])

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3, òîãäà p(t), äâèãàÿñü ïî ãèïåð-

ïëîñêîñòè Π(E[p0]), ïðè t → ∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæ-

íîé òî÷êå π(E[p0]) ∈ Π(E[p0]) ∩ P(Z).

Ìåòîä, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1, îñíîâàí íà

ðàáîòå [59]. Â ÷àñòíîñòè èç ïðèâîäèìûõ íèæå âûêëàäîê áóäåò ñëåäîâàòü

ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àïïðîêñèìèðóþùåãî N -÷àñòè÷íîãî ïðîöåññà

xN(t) ê ïðåäåëüíîìó íåëèíåéíîìó ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó x(t) (ñì. ââåäåíèå

ê ïðåäûäóùåé ãëàâå).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ, íàì ïî-

òðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. (ñì. [61]) Ïóñòü (S, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåòðèêîé d; µ, ν � äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà (S,B(S)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

M(µ, ν) � ìíîæåñòâî ìåð m íà S × S, ò.÷.

m(A× S) = µ(A), m(S × A) = ν(A)

äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ∈ B(S). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ≥ 1

dp(µ, ν) =

(
inf

m∈M(µ,ν)

ˆ
(x,y)∈S×S

dp(x, y)m(dx, dy)

)1/p

íàçûâàåòñÿ Lp-ðàññòîÿíèåì Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà.

Òåîðåìà 3.2. (ñì. [74, ñòð. 315]) Ïóñòü (S, d) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d. Òîãäà d1(·, ·) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ïðî-
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ñòðàíñòâå P(S), ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ïî ýòîé ìåòðèêå ðàâíîñèëüíà ñëàáîé

ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

Ïóñòü γ+, γ−(·) : R→ R+ � äâå ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì ZN

xN(t) = (x1,N(t), x2,N(t), . . . , xN,N(t))

ñ ïåðåõîäàìè, çàäàâàåìûìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

xN(t)→xN(t) + en ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ̃n,N(t) = λn,N(t) + γ+(x̄N(t)− E[p0])

xN(t)→xN(t)− en ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ̃n,N(t) = µn,N(t) + γ−(x̄N(t)− E[p0]),

ãäå ÷åðåç x̄N(t) îáîçíà÷åíî ñðåäíåå xN(t)

x̄N(t) =
1

N

N∑
n=1

xn,N(t),

à λn,N(t) è µn,N(t) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.1.4) è (2.1.5). Çàìåòèì, ÷òî

ïðè γ+ = γ− ≡ 0 óêàçàííàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ àï-

ïðîêñèìèðóþùåé N -÷àñòè÷íîé ìàðêîâñêîé öåïüþ, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèÿ-

ìè (2.1.1)-(2.1.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

pN(t) =
{
P
(
x1,N(t) = n1, x

2,N(t) = n2, . . . , x
N,N(t) = nN

)
, nk ∈ Z, k = 1, . . . , N

}
ðàñïðåäåëåíèå xN(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3; x1,N(0), x2,N(0), . . . , xN,N(0) �

íåçàâèñèìûå p0-ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, è

γ+(x) = γ−(x) ≡ 0, (3.1.1)

òîãäà äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå β(t) > 1, ÷òî

pN(t) ∈ Bβ(t) ×Bβ(t) × . . .×Bβ(t). (3.1.2)
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Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü T > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òîãäà â

óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

sup
0≤t≤T

d2(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) ≤ const(p0, T ) ·N−γ/2.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 ìû ñóùåñòâåííî îïèðàåìñÿ íà ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû, èìåþùèå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1-3; x1,N(0), x2,N(0), . . . , xN,N(0) �

íåçàâèñèìûå p0-ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, è

γ+(x) = −xI{x≤0}, γ−(x) = xI{x≥0}, (3.1.3)

òîãäà äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå β(t) > 1, ÷òî

pN(t) ∈ Bβ(t) ×Bβ(t) × . . .×Bβ(t). (3.1.4)

Òåîðåìà 3.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
t≥0

d2(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) ≤ const(p0) ·N−γ/2.

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.3 è 3.5

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ Â äàííîì íåáîëüøîì ðàçäåëå ìû äîêà-

çûâàåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåì 3.3 è 3.5.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ηt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ

ν > 0, òîãäà äëÿ ëþáûõ t ≥ 0 è n ∈ Z+

P (ηt ≥ n) ≤ νntn

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ηt èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-
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ðîì νt, èìååì

P (ηt ≥ n) ≤ e−νt
∑
k≥n

νktk

k!
≤ e−νt

νntn

n!

∑
k≥0

νktkn!

(k + n)!
≤

≤ e−νt
νntn

n!

∑
k≥0

νktk

k!
=
νntn

n!
.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü ξt � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z+ ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

νn : n→ n+ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ Z+

νn ≤ ν, ν > 0,

òîãäà äëÿ ëþáûõ t ≥ 0 è n ∈ Z+

P (ξt − ξ0 ≥ n) ≤ νntn

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåæäó ξt è ηt ìîæíî ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûé êàïëèíã,

à èìåííî, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (ξ̃t, η̃t) íà Z+ × Z+ ñ èíòåíñèâ-

íîñòÿìè ñêà÷êîâ

(x, y)→(x+ 1, y + 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ νn;

(x, y)→(x, y + 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ ν − νn.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ξ̃0 = η̃0 ï.í. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ξ̃t

è ξt, à òàêæå ηt è η̃t ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî, ïðè÷åì η̃t ≥ ξ̃t ï.í. Òàêèì

îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

P (ξt − ξ0 ≥ n) = P
(
ξ̃t − ξ̃0 ≥ n

)
≤

≤ P (η̃t − η̃0 ≥ n) = P (ηt − η0 ≥ n) ≤ νntn

n!
.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü ξt � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z+ ñ íåïðåðûâíûì
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âðåìåíåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

νn : n→ n+ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ Z+

νn ≤ ν(n+ 1), ν > 0,

òîãäà äëÿ ëþáûõ t ≥ 0 è n ∈ Z+ âûïîëíåíî

P (τ2n − τn ≤ t) ≤ const · (6νt)n,

ãäå ÷åðåç τn îáîçíà÷åí ìîìåíò äîñòèæåíèÿ òî÷êè n ∈ Z+

τn = inf {t ≥ 0 : ξt ≥ n} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ {n, n+ 1, . . . , 2n} νk ≤ 2ν(n+

1). Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî

P (τ2n − τn ≤ t) = P (ξt − ξ0 ≥ n|ξ0 = n) ≤ (2νt(n+ 1))n

n!
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, èìååì

P (τ2n − τn ≤ t) ≤ const · (2νent)
n

√
n · nn

≤ const · (6νt)n.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.3 äëÿ ëþáûõ t ≥ 0, M ∈ Z+

è n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

6νt

M
< 1, n > 2M ,

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P
(
ξt ≥ n|ξ0 ≤ [2−Mn]

)
≤ const ·M ·

(
6νt

M

)2−Mn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé âû-
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êëàäêè

P
(
ξt ≥ n|ξ0 ≤ [2−Mn]

)
≤ P

(
τn − τ[2−Mn] ≤ t

)
≤

≤ P

(
M⋃
m=1

{
τ[2−m+1n] − τ[2−mn] ≤

t

M

})
≤

M∑
m=1

P

(
τ[2−m+1n] − τ[2−mn] ≤

t

M

)
≤

≤ const ·
M∑
m=1

(
6νt

M

)2−mn

≤ const ·M ·
(

6νt

M

)2−Mn

.

(Çäåñü â òðåòüåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 3.3).

Äàëåå ÷åðåç

pξt = {P (ξt = n) , n ∈ Z}

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà ξt â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.3, è pξ0 ∈ Bβ

äëÿ íåêîòîðîãî β > 1, òîãäà äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå β1 =

β1(t) > 1, ÷òî pξt ∈ Bβ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì M ∈ N íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

6νt

M
< 1,

è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå n ∈ N, áîëüøåå 2M . Ðàñïèñûâàÿ ôîðìóëó ïîëíîé

âåðîÿòíîñòè, áóäåì èìåòü

P (ξt ≥ n) = P
(
ξt ≥ n|ξ0 ≥ [2−Mn]

)
· P
(
ξ0 ≥ [2−Mn]

)
+

+P
(
ξt ≥ n|ξ0 < [2−Mn]

)
· P
(
ξ0 < [2−Mn]

)
≤

≤ P
(
ξ0 ≥ [2−Mn]

)
+ P

(
ξt ≥ n|ξ0 < [2−Mn]

)
.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî pξ0 ∈ Bβ, ïîëó÷èì

P
(
ξ0 ≥ [2−Mn]

)
≤ ‖pξ0‖β · β

2−Mn.
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Äàëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4 âûòåêàåò

P
(
ξt ≥ n|ξ0 < [2−Mn]

)
≤ const ·M

(
6νt

M

)n
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî

P (ξt ≥ n) ≤ C · β−n1 , ãäå β1 = β2−M ∧ M

6νt
,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(x, y) èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êà xN(t) èç òî÷êè x ∈ Z â

òî÷êó y ∈ Z. Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

λ(x) =
∑
y∈Z

λ(x, y) − èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êà xN(t) â òî÷êå x.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Êàê â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ (3.1.1), òàê è (3.1.3), ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ν = ν(N,E[p0]) > 0, ÷òî

λ(x) ≤ ν · (1 +
N

max
k=1
|xk|), x ∈ ZN . (3.2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî.Îöåíêà íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé λ̃n,N(t) è µ̃n,N(t),

è îãðàíè÷åíèÿ 3 íà ôóíêöèþ F.

Äîêàçàòåëüñòâî (3.1.2) è (3.1.4) Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå xN(t),

è ââåäåì åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ïðîöåññ

mt =
N

max
k=1
|xk,N(t)|.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ î÷åíü ãðóáàÿ îöåíêà

‖pmt
‖β ≤

N∑
k=1

‖p
x
k,N (t)‖β ≤ N‖pmt

‖β.

(íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ òåõ β, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ èç óêàçàííûõ

íîðì ñóùåñòâóåò). Äåéñòâèòåëüíî, ëåâîå íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì
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îáðàçîì,

‖pmt
‖β ≤ Eβmt ≤

N∑
k=1

Eβ|x
k,N (t)| =

N∑
k=1

‖p
x
k,N (t)‖β,

à ïðàâîå âûòåêàåò èç âûêëàäêè

N∑
k=1

‖p
x
k,N (t)‖β =

N∑
k=1

Eβ|x
k,N (t)| ≤ NEβmt = N‖pmt

‖β.

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííûå îöåíêè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî ïåðåôîðìó-

ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü pm0
∈ Bβ0 äëÿ íåêîòîðîãî β0 > 1, òîãäà

äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå βt > 1, ÷òî pmt
∈ Bβt.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ξt íà Z+ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è

èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

νn = ν(1 + n) : n→ n+ 1.

Ïðè÷åì ν âûáåðåì íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà (3.2.1).

Ìåæäó xN(t) è ξt åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü êàïëèíã, à

èìåííî, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (x̃N(t), ξ̃(t)) íà ZN × Z+ ñ èíòåí-

ñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

(xN , ξ)→(xN + en, ξ + 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ̃n,N(t)

(xN , ξ)→(xN − en, ξ + 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ̃n,N(t)

(xN , ξ)→(xN , ξ + 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ νξ − λ(xN).

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ξ̃(0) = maxNk=1 |xk,N(0)|. Çàìåòèì, ÷òî xN(t)

è x̃N(t), à òàêæå ξ(t) è ξ̃(t) ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî, è

ξt ≥
N

max
k=1
|x̃k,N(t)| := m̃(t). (3.2.2)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5 âûòåêàåò, ÷òî ‖pξt‖βt < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî βt > 1.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç (3.2.2) âûòåêàåò, ÷òî

‖pξt‖βt = Eβξtt ≥ Eβm̃t
t = ‖pmt

‖βt.
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3.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.4 è 3.6

Îáùèå çàìå÷àíèÿ Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâàì, óñëîâèìñÿ ñ

îáîçíà÷åíèÿìè. ×åðåç const ìû, êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðîå

íåèçâåñòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ÷åðåç const(. . .) � ïðîèçâîëüíóþ íåîòðè-

öàòåëüíóþ ôóíêöèþ îò êàêèõ-ëèáî àðãóìåíòîâ. Ïðè÷åì â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

(3.1.3) ìû ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî const(t, . . .) (t � âðåìÿ) ÿâëÿåò-

ñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ïî t ôóíêöèåé. Ïîñëåäíåå ñîãëàøåíèå ïîçâîëèò

íàì ïðîâåñòè âûêëàäêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âûïîëíåíèþ (3.1.1) è (3.1.3), íå

ðàññìàòðèâàÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ.

Òàêæå âñþäó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà-

÷àòü E[p0] ÷åðåç E.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî êîððåêòíîñòü ïðèâîäèìûõ íèæå âûêëàäîê (à èìåí-

íî, ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöè-

ðîâàíèå ðÿäîâ è ïðî÷åå) âûòåêàåò èç òåîðåì 3.3 è 3.5 (â ñèëó ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé x(t) è xN(t)), à ïîòîìó äàëåå íå

êîììåíòèðóåòñÿ.

Êàïëèíã è ïëàí äîêàçàòåëüñòâà Ðàññìîòðèì N íåçàâèñèìûõ êîïèé ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ x(t) :

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xN(t)).

×åðåç λn(t) è µn(t) áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ âïðàâî è âëåâî

äëÿ n-îé ÷àñòèöû xn â ìîìåíò âðåìåíè t. Ìåæäó x(t) è xN(t) åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü êàïëèíã, à èìåííî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êîíå÷íóþ íåîäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü

(x(t),xN(t)) = (x1(t), . . . , xN(t), x1,N(t), . . . , xN,N(t))

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Z2N , ò.÷. xn,N(0) ≡ xn(0)

� íåçàâèñèìûå (ïî n) p0-ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à èíòåíñèâ-
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íîñòè ïåðåõîäîâ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x,xN)→(x+ en,x
N + en) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn ∧ λ̃n,N ;

(x,xN)→(x,xN + en) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ̃n,N − λn ∧ λ̃n,N ;

(x,xN)→(x+ en,x
N) ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn − λn ∧ λ̃n,N ; (3.3.1)

(x,xN)→(x− en,xN − en) ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn ∧ µ̃n,N ;

(x,xN)→(x,xN − en) ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ̃n,N − µn ∧ µ̃n,N ;

(x,xN)→(x− en,xN) ñ èíòåíñèâíîñòüþ µn − µn ∧ µ̃n,N .

Ïóñòü

∆n(t) = xn(t)− xn,N(t).

Öåíòðàëüíûì ìåñòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ñëåäó-

þùåãî íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâîãî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ∈ N:

d

dt
E∆2

1 ≤ −const ·min
(
2E∆2

1, (E∆2
1)

2
)

+ const(t, p0) ·N−γ/2 ·
(√

E∆2
1 + 1

)
,

(3.3.2)

ãäå γ < 1 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, èç óêàçàí-

íîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N è δ < γ/4, èìååì

d

dt
E∆2

1|E∆2
1=N−δ = −const ·N−2δ + const(t, p0) ·N−γ/2

(
N−δ/2 + 1

)
≤

≤ −const ·N−2δ + const(t, p0) ·N−γ/2 < 0.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî E∆2
1|t=0 = 0, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ N

E∆2
1 ≤ const(t, p0) ·N−δ,

ãäå 0 < δ < 1/4.Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à-

Ðóáèíøòåéíà

d2
2(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) ≤ E(x1(t)− x1,N(t))2 = E∆2

1.

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.3.2) íàì ïîòðåáó-
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åòñÿ íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Z èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(x− y)(F (y)− F (x)) + |F (y)− F (x)| ≤ 1

2
(x− y)(F (y)− F (x))I{|x−y|6=1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåóáûâàíèÿ F (·)

(x− y)(F (y)− F (x)) = −|x− y| · |F (y)− F (x)|,

è ïîòîìó íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

0 ≤ |F (y)− F (x)| ·
(
|x− y| − 1− 1

2
|x− y| · I{|x−y|6=1}

)
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè |x − y| ∈ {0, 1} ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü, à ïðè |x− y| > 1 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ââåäåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

G(x) =
F (x)− F (−x)

2
.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ Z èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðà-

âåíñòâî

(x− y)(G(y + z)−G(x+ z)) ≤ −const · (x− y)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî íàïðÿìóþ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî F (·) � âû-

ïóêëàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t) : R+ → R � íåêîòîðàÿ ãëàä-

êàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

d

dt
f(t) ≤ −const · f(t) + const ·

√
f(t) + const,

òîãäà f(t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ≥ 0

d

dt
f(t)|f(t)=x < 0.
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Ïðåäëîæåíèå 3.10. Äëÿ ëþáûõ k, n ∈ {1, 2, . . . , N} , k 6= n,

λk(t) =E
(
F (xn(t)− xk(t))|xk(t)

)
;

µk(t) =E
(
F (xk(t)− xn(t))|xk(t)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü xk(t) è xn(t), èìååì

E
(
F (xn(t)− xk(t))|xk(t)

)
=
∑
l∈Z

pl(t)F (l − xk(t)) = λk(t).

Âòîðîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Äëÿ ëþáîãî n ∈ {1, 2, . . . , N} èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà

sup
t≥0

E(λn)2(t) < const(p0);

sup
t≥0

E(µn)2(t) < const(p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå k, n ∈ {1, 2, . . . , N} , k 6= n.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.10 èìååì

E(λn)2(t) = E
[
E(F (xn(t)− xk(t))|xk(t))

]2 ≤ E
[
E(F 2(xn(t)− xk(t))|xk(t))

]
=

(3.3.3)

= EF 2(xn(t)− xk(t)) ≤ const + const · E(xn(t)− xk(t))2.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.12.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Äëÿ ëþáûõ k, n ∈ {1, 2, . . . , N} , k 6= n, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

sup
t≥0

E(xn(t)− xk(t))2 < const(p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1,
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n = 2. Çàìåòèì, ÷òî

x2 − x1 →

x2 − x1 + 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ2 + µ1

x2 − x1 − 1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ1 + µ2

Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
E(x2 − x1)2 = E

(
2x2 − 2x1 + 1

)
·
(
λ2 + µ1

)
+ E

(
−2x2 + 2x1 + 1

)
·
(
λ1 + µ2

)
=

= 2E(x2 − x1)(λ2 + µ1 − λ1 − µ2) + E(λ1 + µ1 + λ2 + µ2).

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

λ1(t) = E
(
F (x3(t)− x1(t))|x1(t)

)
;

λ2(t) = E
(
F (x3(t)− x2(t))|x2(t)

)
;

µ1(t) = E
(
F (x1(t)− x3(t))|x1(t)

)
;

µ2(t) = E
(
F (x2(t)− x3(t))|x2(t)

)
,

èìååì

2E(x2 − x1)(λ2 + µ1 − λ1 − µ2) = 4E(x2 − x1)(G(x3 − x2)−G(x3 − x1)) ≤

≤ −const · E(x2 − x1)2

(çäåñü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 3.8), à èç

ôîðìóëû (3.3.3) è åå àíàëîãà äëÿ µn(t) ïîëó÷àåì,

E(λ1 + µ1 + λ2 + µ2) ≤ const + const ·
√

E(x2 − x1)2.

Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
E(x2 − x1)2 ≤ −const · E(x2 − x1)2 + const ·

√
E(x2 − x1)2 + const,

è òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9.

Ïðåäëîæåíèå 3.13. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

sup
t≥0

E(x̄(t)− E)2 < N−1 · const(p0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî xn(t) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ñî ñðåäíèì E, èìååì

E(x̄(t)− E)2 = N−1Dx1 = N−1(Dx1 + Dx2)/2 = N−1D(x1 − x2)/2 =

= N−1E(x1 − x2)2/2.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.12.

Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ñóùåñòâóåò òàêîå N0 ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ N ≥ N0 è

ëþáûõ n ∈ {1, 2, . . . , N} , t ≥ 0 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

E(λn,N)2(t) < const(t, p0);

E(µn,N)2(t) < const(t, p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E(λn,N)2 ≤ 1

N 2

N∑
k,l=1

EF (xk,N − xn,N)F (xl,N − xn,N) ≤ (3.3.4)

≤ const

N 2

N∑
k,l=1

E(1 + |xk,N − xn,N |) · (1 + |xl,N − xn,N |) ≤

≤ const + const · E(x2,N − x1,N)2.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ E(µn,N)2(t), òàêèì îáðàçîì óòâåðæäå-

íèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.15.

Ïðåäëîæåíèå 3.15. Ñóùåñòâóåò òàêîå N0 ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ N ≥ N0 è

ëþáûõ t ≥ 0, γ ∈ (0, 1) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

E(x2,N(t)− x1,N(t))2 < const(t, p0);

NγE(x̄N(t)− E)2 < const(t, p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè δ = x̄N − E. Ïî àíàëîãèè ñ
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âûêëàäêîé â ïðåäëîæåíèè 3.12 èìååì

d

dt
E(x2,N − x1,N)2 = 2E(x2,N − x1,N)(λ̃2,N + µ̃1,N − λ̃1,N − µ̃2,N)+

+E(λ̃1,N + µ̃1,N + λ̃2,N + µ̃2,N).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà ìîæíî îöåíèòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì,

2E(x2,N − x1,N)(λ̃2,N + µ̃1,N − λ̃1,N − µ̃2,N) =

= 2E(x2,N − x1,N)(λ2,N + µ1,N − λ1,N − µ2,N) =

=
2

N

N∑
k=1

E(x2,N − x1,N)
(
F (xk,N − x2,N)− F (x2,N − xk,N)

)
−

− 2

N

N∑
k=1

E(x2,N − x1,N)
(
F (xk,N − x1,N)− F (x1,N − xk,N)

)
=

=
4

N

N∑
k=1

E(x2,N − x1,N)
(
G(xk,N − x2,N)−G(xk,N − x1,N)

)
≤

≤ −const · E(x2,N − x1,N)2

(çäåñü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé ïðåäëîæåíèÿ

3.8). Êðîìå òîãî,

E(λ̃1,N + µ̃1,N + λ̃2,N + µ̃2,N) ≤ E(λ1,N + µ1,N + λ2,N + µ2,N) + 2E|δ| ≤

≤ const + const ·
√
E(x2,N − x1,N)2 + const ·

√
Eδ2

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì (3.3.4)). Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
E(x2,N − x1,N)2 ≤ −const · E(x2,N − x1,N)2 + const · Eδ2 + const. (3.3.5)
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Âåëè÷èíà δ2 èìååò ñëåäóþùèå ñêà÷êè

δ2 →
(
δ +

1

N

)2

ñ èíòåíñèâíîñòüþ λδ =
1

N

N∑
(k,n): k 6=n

F (xk,N − xn,N) +Nγ+;

δ2 →
(
δ − 1

N

)2

ñ èíòåíñèâíîñòüþ µδ =
1

N

N∑
(k,n): k 6=n

F (xk,N − xn,N) +Nγ−.

Òàêèì îáðàçîì,

d

dt
Eδ2 = Eλδ(2δN−1 +N−2) + Eµδ(−2δN−1 +N−2) =

= 2N−1Eδ(λδ − µδ) +N−2E(λδ + µδ) ≤

≤ 2Eδ(γ+ − γ−) +
1

N
E(γ+ + γ−) +

const

N
· EF (x2,N − x1,N) ≤

≤ 2Eδ(γ+ − γ−) +
1

N
E(γ+ + γ−) +

const

N
+

const

N
·
√

E(x2,N − x1,N)2.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà îòäåëüíûõ ñëó÷àÿ.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ (3.1.1),

d

dt
Eδ2 ≤ const

N
+

const

N
·
√
E(x2,N − x1,N)2. (3.3.6)

Ñêëàäûâàÿ (3.3.5) è (3.3.6), ïîëó÷èì

d

dt

{
E(x2,N − x1,N)2 +NEδ2

}
≤ const + const ·

{
E(x2,N − x1,N)2 +NEδ2

}
.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.7.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ (3.1.3),

d

dt
Eδ2 ≤ −2Eδ2 +

E|δ|
N

+
const

N
·
√
E(x2,N − x1,N)2 +

const

N
≤

≤ −const · Eδ2 +
const

N
· E(x2,N − x1,N)2 +

const

N
. (3.3.7)

Ñêëàäûâàÿ (3.3.5) è (3.3.7), ïîëó÷èì (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ∈ N)

d

dt

{
E(x2,N − x1,N)2 +NγEδ2

}
≤ −const ·

{
E(x2,N − x1,N)2 +NγEδ2

}
+ const.

(3.3.8)
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Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9.

Ïðåäëîæåíèå 3.16. Äëÿ ëþáûõ γ ∈ (0, 1) è t ≥ 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî

NγEγ2
±(x̄N(t)− E) < const(t, p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îöåíîê ïðåäëîæåíèÿ 3.15 è îïðå-

äåëåíèÿ ôóíêöèé γ+ è γ−.

Ïðåäëîæåíèå 3.17. Äëÿ ëþáîãî n ∈ {1, 2, . . . , N} èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

îöåíêè

E

{
λn − 1

N

N∑
k=1

F (xk − xn)

}2

<
const(p0)

N
;

E

{
µn − 1

N

N∑
k=1

F (xk − xn)

}2

<
const(p0)

N
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âûêëàäêè

E

{
λn − 1

N

N∑
k=1

F (xk − xn)

}2

= E

λnN +
1

N

∑
k 6=n

(
λn − F (xk − xn)

)
− 1

N
F (0)


2

≤

≤ const · E(λn)2

N 2
+

const

N 2
E

∑
k 6=n

(
λn − F (xk − xn)

)
2

+ const · F
2(0)

N 2
≤

≤ const

N 2
· E

∑
k 6=n

(
λn − F (xk − xn)

)
2

+
const(p0)

N 2
=

=
const

N
· E
(
λ1 − F (x2 − x1)

)2
+

const(p0)

N 2
≤

≤ const

N
·
[
E(λ1)2 + E(x2 − x1)2

]
+

const(p0)

N 2
≤ const(p0)

N

(çäåñü âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 3.11, â ñëå-

äóþùåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
{
λn − F (xk − xn)

}
k 6=n ÿâëÿ-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïðè óñëîâèè xn, è íàêîíåö, â ïîñëåäíåì
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íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèÿìè 3.11 è 3.12). Âòîðîå íåðà-

âåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 3.18. Ïóñòü mk ∈ [0, 1], k ∈ Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, äàþùèõ â ñóììå 1:∑
k∈Z

mk = 1 ï.í.,

äëÿ êîòîðîé ï.í. îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

d =
∑
k∈Z

mkk
2 −

∑
k∈Z

mkmk+1; h =
∑
k∈Z

mkk
2,

òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

d ≥ 1

4
min(h, h2) ï.í, (3.3.9)

è åñëè îïðåäåëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ed è Eh, òî

Ed ≥ const ·min
(
2Eh, (Eh)2

)
. (3.3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

d =
∑
k≤−2

mk(k
2 −mk+1) + (m−1 +m1)(1−m0) +

∑
k≥2

mk(k
2 −mk−1).

Äàëåå,

h = (m−1 +m1) +

∑
|k|≥2

mkk
2

 ,

ïîýòîìó

ëèáî m−1 +m1 ≥ h/2, ëèáî
∑
|k|≥2

mkk
2 ≥ h/2.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå:

m−1 +m0 +m1 ≤
∑
k∈Z

mk = 1⇒ 1−m0 ≥ m−1 +m1 ≥
h

2
⇒

⇒ d ≥ (m−1 +m1)(1−m0) ≥
h2

4
.

Âî âòîðîì:

d ≥
∑
k≤−2

mk(k
2 −mk+1) +

∑
k≥2

mk(k
2 −mk−1) ≥

≥
∑
|k|≥2

mk(k
2 − 1) ≥ 1

2

∑
|k|≥2

mkk
2 ≥ h

4
.

Â ðåçóëüòàòå èìååì íåðàâåíñòâî (3.3.9). Ïðèìåíèâ (3.3.9), ïîëó÷èì

Ed ≥ const ·
(
EhI{h>1} + Eh2I{h≤1}

)
≥ const ·

(
EhI{h>1} + (EhI{h≤1})

2
)
.

Ïîñêîëüêó Eh = EhI{h>1} + EhI{h≤1}, òî

ëèáî EhI{h>1} ≥ Eh/2, ëèáî EhI{h≤1} ≥ Eh/2,

îòêóäà èìååì (3.3.10).

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (3.3.2) Âñþäó äàëåå γ ∈ (0, 1) � íåêîòî-

ðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç (3.3.1) âûòåêàåò, ÷òî ∆n èìååò èíòåíñèâíîñòè

ïåðåõîäà:

∆n →

∆n + 1, ñ èíòåíñèâíîñòüþ λn + µ̃n,N − λn ∧ λ̃n,N − µn ∧ µ̃n,N ;

∆n − 1, ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ̃n,N + µn − λn ∧ λ̃n,N − µn ∧ µ̃n,N ,
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îòêóäà èìååì

d

dt
E∆2

n = E(2∆n + 1)(λn + µ̃n,N − λn ∧ λ̃n,N − µn ∧ µ̃n,N)+

+E(−2∆n + 1)(λ̃n,N + µn − λn ∧ λ̃n,N − µn ∧ µ̃n,N) =

= 2E∆n(λ
n − µn − λ̃n,N + µ̃n,N)+

+E(λn + λ̃n,N − 2λn ∧ λ̃n,N) + E(µn + µ̃n,N − 2µn ∧ µ̃n,N) =

= 2E∆n(λ
n − µn − λ̃n,N + µ̃n,N) + E|λn − λ̃n,N |+ E|µn − µ̃n,N |.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå E∆2
n íå çàâèñèò îò n, ïîëó÷àåì

d

dt
E∆2

1 =
1

N

N∑
n=1

d

dt
E∆2

n =

=
2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λ̃n,N + µ̃n,N) + E|λ1 − λ̃1,N |+ E|µ1 − µ̃1,N | :=

:= K1 +K2 +K3.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì,

K1 =
2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λn,N + µn,N) + 2E∆n

(
−γ+(x̄N − E) + γ−(x̄N − E)

)
≤

≤ 2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λn,N + µn,N) + 2

√
E∆2

1 ·
√
E(x̄N − E)2 ≤

≤ 2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λn,N + µn,N) + const(t, p0) ·N−γ/2

√
E∆2

1

(çäåñü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè, à âî

âòîðîì � ïðåäëîæåíèåì 3.15). Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ñëàãàåìûõ èìååì

K2 ≤ E|λn − λn,N |+ E|γ+(x̄N − E)| ≤ E|λn − λn,N |+ const(t, p0) ·N−γ/2;

K3 ≤ E|µn − µn,N |+ E|γ−(x̄N − E)| ≤ E|µn − µn,N |+ const(t, p0) ·N−γ/2.

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 3.16). Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå
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íåðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü

d

dt
E∆2

1 ≤
2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λn,N + µn,N) + E|λn − λn,N |+ E|µn − µn,N |+

+const(t, p0) ·N−γ/2 ·
[√

E∆2
1 + 1

]
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

I1 :=
2

N

N∑
n=1

E∆n(λ
n − µn − λn,N + µn,N) =

=
2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E∆n(F (xk − xn)− F (xn − xk)− F (xk,N − xn,N) + F (xn,N − xk,N))+

+
2

N

N∑
n=1

E∆n

λn −N−1
∑
k 6=n

F (xk − xn)

+

+
2

N

N∑
n=1

E∆n

N−1
∑
k 6=n

F (xn − xk)− µn
 :=

:= I11 + I12 + I13.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.17 ñëåäóåò, ÷òî

I12 + I13 ≤ const(p0) ·N−1/2 ·
√

E∆2
n.
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Äàëåå, I11 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

I11 =
2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E(xn − xn,N)
(
F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)

)
−

− 2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E(xn − xn,N)
(
F (xn − xk)− F (xn,N − xk,N)

)
=

=
2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E(xn − xn,N)
(
F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)

)
−

− 2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E(xk − xk,N)
(
F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)

)
=

=
2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E(xn − xn,N − xk + xk,N)
(
F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

I1 ≤
2

N 2

N∑
k=1

N∑
n=1

E(xn − xk − xn,N + xk,N)(F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N))+

+const(p0) ·N−1/2 ·
√
E∆2

n.

Â ñâîþ î÷åðåäü E|λn − λn,N | îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E|λn − λn,N | ≤ 1

N

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

F (xk − xn)−
N∑
k=1

F (xk,N − xn,N)

∣∣∣∣∣+
+E

∣∣∣∣∣λn − 1

N

N∑
k=1

F (xk − xn)

∣∣∣∣∣+
F (0)

N
≤

≤ 2

N 2

N∑
n=1

N∑
k=1

E|F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)|+ const(p0) ·N−1/2

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 3.17). Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðà-

âåäëèâà è äëÿ E|µn − µn,N |. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èìååì

d

dt
E∆2

1 ≤ J1 + const(t, p0) ·N−γ/2 ·
(√

E∆2
1 + 1

)
,
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ãäå

J1 =
2

N 2

N∑
k,n=1

E(xn − xk − xn,N + xk,N)(F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N))+

+
2

N 2

N∑
k,n=1

E|F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N)|.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.3.2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþ-

ùåå íåðàâåíñòâî

J1 ≤ −const ·min
(
2E∆2

1, (E∆2
1)

2
)

+ const(t, p0) ·N−γ/2. (3.3.11)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.7 è 3.8, áóäåì èìåòü

J1 ≤
2

N 2

N∑
k,n=1

E(xn − xk − xn,N + xk,N)(F (xk − xn)− F (xk,N − xn,N))×

×I{|xn−xk−xn,N+xk,N |6=1} =

=
2

N 2

N∑
k,n=1

E(xn − xk − xn,N + xk,N)
(
G(xk − xn)−G(xk,N − xn,N)

)
×

×I{|xn−xk−xn,N+xk,N |6=1} ≤

≤ −const

N 2

N∑
k,n=1

E(xn − xk − xn,N + xk,N)2I{|xn−xk−xn,N+xk,N |6=1}.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç

ni =
N∑
k=1

I{xk−xk,N=i},
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èìååì

J1 ≤−
const

N 2

∑
k,l∈Z

Enknl(k − l)2I{|k−l|6=1} =

=− const

N 2

∑
k,l∈Z

Enknl(k
2 − 2kl + l2)− 2

∑
k∈Z

Enknk+1

 =

=− const ·

 1

N

∑
k∈Z

Enkk
2 − 1

N 2
E

(∑
k∈Z

knk

)2

− 1

N 2

∑
k∈Z

Enknk+1

 =

=const · E

(∑
k∈Z

kmk

)2

− const ·

[∑
k∈Z

Emkk
2 −

∑
k∈Z

Emkmk+1

]
,

ãäå mk = nk/N ∈ [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî

E

(∑
k∈Z

kmk

)2

= E(x̄N − x̄)2 ≤ 2E(x̄N − E)2 + 2E(x̄− E)2 ≤ const(t, p0) ·N−γ

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèÿìè 3.13 è 3.15). Äàëåå, â ñèëó òîãî,

÷òî

∑
k∈Z

Emkk
2 =

1

N

∑
k∈Z

N∑
l=1

Ek2I{xl−xl,N=k} =

=
1

N

N∑
l=1

E

(∑
k∈Z

k2I{xl−xl,N=k}

)
=

1

N

N∑
l=1

E(xl − xl,N)2 = E∆2
1,

èç ïðåäëîæåíèÿ 3.18 ïîëó÷èì∑
k∈Z

Emkk
2 −

∑
k∈Z

Emkmk+1 ≥ const ·
(

2E∆2
1,
(
E∆2

1

)2
)
.

Îáúåäèíÿÿ äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü (3.3.11).

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.1 íàì

ïîòðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ôîñòåðà äëÿ ñ÷åòíûõ öåïåé Ìàðêîâà.
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Îïðåäåëåíèå 3.2. (ñì. [33, ñòð. 29]) Ïóñòü ξt � ïðîèçâîëüíàÿ ìàðêîâñêàÿ

öåïü ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

A. Ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f : A → R+ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ

ξt, åñëè ñóùåñòâóþò ε > 0 è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ A, òàêèå, ÷òî

1. äëÿ ëþáîãî x /∈ A E(f(ξt+1)− f(ξt)|ξt = x) ≤ −ε.

2. äëÿ ëþáîãî x ∈ A E(f(ξt+1)− f(ξt)|ξt = x) <∞.

Òåîðåìà 3.7. (ñì. [33, ñòð. 29]) Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 3.2 ξt ÿâëÿåòñÿ

ýðãîäè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿ-

ïóíîâà.

Ïîñêîëüêó ìû èìååì ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, òî ëîãè÷íî ñôîð-

ìóëèðîâàòü àíàëîã êðèòåðèÿ Ôîñòåðà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.19. Ïóñòü ξt � ïðîèçâîëüíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâ-

íûì âðåìåíåì è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì A. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ε1, ε2 > 0 è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ Z, òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáûõ t1, t2 ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ t2 ≥ t1 + ε1, âûïîëíåíî:

1. ïðè x /∈ A E(f(ξt2)− f(ξt1)|ξt1 = x) ≤ −ε2.

2. ïðè x ∈ A E(f(ξt2)− f(ξt1)|ξt1 = x) <∞.

Òîãäà ξt ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ti} i ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ infi(ti+1− ti) > ε1. Èç òåîðåìû 3.7 ñëåäóåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξti} , i ∈ N îáðàçóåò ýðãîäè÷åñêóþ öåïü Ìàðêîâà, è

ïîòîìó ïî òåîðåìå 1.7 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Law(ξti) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé ïî ìåòðèêå Ïðîõîðîâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξt íå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé. Ïî òîé æå òåîðåìå 1.7 ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} i ∈ N, ò.÷. {Law(ξti)} , i ∈
N íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïî ìåòðèêå Ïðîõîðîâà. Ñîâñåì íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti′} , ò.÷.
{

Law(ξti′)
}

ïî-ïðåæíåìó íå ôóíäàìåíòàëüíà, è infi(t
′
i+1 − t′i) > ε1. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Íàêîíåö, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 ìû áóäåì ñóùåñòâåííî îïèðàòü-

ñÿ íà ñëåäóþøèé ôàêò èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì. [75, ñòð. 374]).

Òåîðåìà 3.8. (î äâîéíîì ïðåäåëå) Ïóñòü (E, ρ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; {fn(t)}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(t) :

R+ → E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. ðàâíîìåðíî ïî t ≥ 0 fn(t) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(t) ïðè n→
∞.

2. äëÿ ëþáîãî n ∈ N fn(t) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó f ∗n ïðè t→∞.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. f(t) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó f ∗ ïðè t→∞.

2. f ∗n → f ∗ ïðè n→∞.

Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû:

fn(t)
ðàâíîìåðíî ïî t−−−−−−−−−→

n→∞
f(t)

↓
f ∗n

=⇒
fn(t)

ðàâíîìåðíî ïî t−−−−−−−−−→
n→∞

f(t)

↓ ↓
f ∗n −−−−−−−−−→ f ∗

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàð-

êîâñêàÿ öåïü

xN(t) = (x1,N(t), . . . , xN,N(t))

òàêàÿ æå êàê â òåîðåìå 3.5.

Ïðåäëîæåíèå 3.20. Ñóùåñòâóåò òàêîå N0 ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ N ≥ N0

ìàðêîâñêàÿ öåïü xN(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(xN) : ZN → R, ôóíêöèþ

L(xN) =
1

N 2

N∑
k,n=1

(xk,N − xn,N)2 +Nγ(x̄N − E[p0])
2, 0 < γ < 1.
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Èç (3.3.8) âûòåêàåò, ÷òî

d

dt
EL(xN(t)) ≤ −const · EL(xN(t)) + const.

Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ ZN âèäà{
xN : L(xN) ≤ const

}
, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.19, îòêóäà

ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè t → ∞ Law(xN(t)) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ïðåäåëüíîé ìåðå µN ∈ P(ZN), è ïîòîìó Law(x1,N(t)) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ1,N ,

ÿâëÿþùåéñÿ îäíîìåðíîé ïðîåêöèåé µN . Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû 1.7,

ρP

(
Law(x1,N(t)), µ1,N

)
→ 0 ïðè t→∞. (3.4.1)

Â òåîðåìå 3.6 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìåæäó x(t) è x1,N(t) ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü

òàêîé êàïëèíã, ÷òî

E(x(t)− x1,N(t))2 ≤ const(p0) ·N−γ/2,

ãäå 0 < γ < 1. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ âñåõ t ≥ 0

P
(
|x(t)− x1,N(t)| ≥ N−γ/6

)
≤ E(x(t)− x1,N(t))2

N−γ/3
≤ const(p0) ·N−γ/6,

è ïîòîìó äëÿ âñåõ t ≥ 0

ρP

(
Law(x(t)),Law(x1,N(t))

)
≤ const(p0) ·N−γ/6. (3.4.2)

Ó÷èòûâàÿ (3.4.1) è (3.4.2), ïî òåîðåìå î äâîéíîì ïðåäåëå ìû ìîæåì ¾çà-

ìêíóòü¿ ñëåäóþùóþ äèàãðàììó,

Law(x1,N(t))
ðàâíîìåðíî ïî t−−−−−−−−−→

n→∞
Law(x(t))

↓

µ1,N

è ïîëó÷èòü, ÷òî Law(x(t)) ñëàáî ñõîäèòñÿ ïðè N →∞ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå

117



µ ∈ P(Z) :

Law(x1,N(t))
ðàâíîìåðíî ïî t−−−−−−−−−→

n→∞
Law(x(t))

↓ ↓

µ1,N −−−−−−−−−→ µ
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