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Ìóçû÷êè �Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìàðêîâñêèå ñèñòåìû

íà ïðÿìîé�, ïðåäñòàâëåííóþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé

ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñêîëüêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé äèíàìèêè áîëü-

øîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà ïðÿìîé. Â ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ ëî-

êàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ öåïî÷êè ìîëåêóë, à

çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, ïðèâîäÿùèå ê íåëèíåéíûì ìàðêîâñêèì ïðî-

öåññàì.

Ïåðâàÿ çàäà÷à âîçíèêëà èç ñëåäóþùåé ïðîáëåìû. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ÷àñòèö íà

ïðÿìîé ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äëÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé,

ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áåñêîíå÷íî ñóùåñòâîâàòü

òîëüêî ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå (â ñîñòîÿíèè ñ ìèíèìóìîì ýíåðãèè), íî åå óñòîé÷è-

âîñòü ïðè âíåøíåì äèíàìè÷åñêîì âîçìóùåíèè (ðàñòÿæåíèè) � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ � íàéòè îêðåñòíîñòü òî÷êè ìèíèìóìà ýíåð-

ãèè, èç êîòîðîé òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (ïðè ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå) íå âûõîäèò íà

ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè (èíà÷å ãîâîðÿ ÷àñòèöû íå ðàçáåãàþòñÿ, òî åñòü öåïî÷êà íå

ðàçðóøàåòñÿ). Ïîëó÷åíû äâóõñòîðîííèå îöåíêè íà ïàðàìåòðû òàêîé îáëàñòè è, áîëåå

òîãî, íàéäåí ôàçîâûé ïåðåõîä ïî âåëè÷èíå âíåøíåé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû F . Ñòîèò
òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ ïðîñòîòó ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, îñ-

íîâíîé ðåçóëüòàò íåòðèâèàëåí è èñïîëüçóåò òåîðåòèêî-÷èñëîâûå îöåíêè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå òàêàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíîé,

òî åñòü ðàâíîâåñíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Ãèááñà íå ñóùåñòâóåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ ñêîëü óãîäíî âåëèêè. Ðàññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè âðåìåíè äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè îñöèëëÿòîðàìè. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,

êîãäà íà ñèñòåìó ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ äåéñòâóåò ìàëûé âîçìóùà-

þùèé ôàêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäå-

ëåííîì ñêåéëèíãå ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ðàçðûâà ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíå, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âðåìåíåì âûõîäà áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ èç îïðåäåëåííîãî ìíîãîìåðíîãî êîìïàêòà.

Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èç N âçàèìîäåéñòâóþùèõ

÷àñòèö òèïà ¾ñðåäíåãî ïîëÿ¿. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ñêåéëèíãå ïà-

ðàìåòðîâ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ñèñòåìû ïðè N → ∞ äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâó-

þùåìó íåëèíåéíîìó ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó, ò.å. òàêîìó ÷üè âåðîÿòíîñòè (èíòåíñèâíî-

ñòè) ïåðåõîäîâ çàâèñÿò íå òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû, íî è îò âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñèñòåìû â öåëîì. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ
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ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà; ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìîãóò èìåòüñÿ ýôôåêòû, îòñóòñòâóþùèå â êëàññè÷åñêîì ìàð-

êîâñêîì ñëó÷àå: à èìåííî, íååäèíñòâåííîñòü èíâàðèàíòíîé ìåðû, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

è ïðî÷åå; äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ïðåäåëüíîãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâ-

ñêîãî ïðîöåññà ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèñòåìàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö êàê íà êî-

íå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, òàê è äëÿ âñåõ t ≥ 0; ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà

ôóíêöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðî-

öåññà ê îäíîé èç èíâàðèàíòíûõ ìåð, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç 4 ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì èç íèõ äàåòñÿ ââåäåíèå è äåòàëüíûå

îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è êîíñòðóêöèé, íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì. Âî âòîðîì

ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (öåïî÷êà ãàðìîíè÷åñêèõ îñ-

öèëëÿòîðîâ) áåç äèññèïàöèè ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ (ðàñ-

ñìîòðåíû ñëó÷àè ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû è áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà). Â òðåòüåì

ðàçäåëå ââîäèòñÿ äèíàìèêà íà ñèñòåìå èç N ÷àñòèö íà äèñêðåòíîé ïðÿìîé, âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà, âîçíèêàþùåãî â ïðåäåëå íåëèíåéíîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Â ïîñëåäíåì, ÷åòâåðòîì, ðàçäåëå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü

êîíå÷íîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ê ïðåäåëüíîìó ïðîöåññó, à òàêæå ñõîäè-

ìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ê îäíîé èç èíâàðèàíòíûõ

ìåð.

Â çàêëþ÷åíèå ñêàæó, ÷òî äèññåðòàöèÿ íàïèñàíà ÷åòêî, íà õîðîøåì ìàòåìàòè÷åñêîì

ÿçûêå. Âåñüìà âàæíî, ÷òî äèññåðòàíò ïðî÷èòàë è îñâîèë ìíîãî ñìåæíûõ ðàáîò, ÷òî

âèäíî ïî îáøèðíîé áèáëèîãðàôèè, è íàïèñàë ðàçâåðíóòîå ââåäåíèå.

Äèññåðòàíò ïîêàçàë, ÷òî ó íåãî åñòü âñå íåîáõîäèìûå êà÷åñòâà òâîð÷åñêîãî íàó÷íî-

ãî ðàáîòíèêà, ñïîñîáíîãî ïðîâîäèòü ãëóáîêèå èññëåäîâàíèÿ è ðàáîòàòü íà ïåðåêðåñò-

êå ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Äèññåðòàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì

òðåáîâàíèÿì äëÿ êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé, à äèññåðòàíò áåçóñëîâíî, çàñëóæèâàåò

ïðèñâîåíèÿ åìó èñêîìîé ñòåïåíè.
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