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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâà-
íèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ýòî â ïîëíîé ìåðå
îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì íàâèãàöèè è óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ èìèòàòîðû (àïïàðàòíûå,
êîìïüþòåðíûå) ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÏÌÎ).

Àïïàðàòíûå èìèòàòîðû âêëþ÷àþò â ñâîé ñîñòàâ äàò÷èêè ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè
êîíêðåòíîãî ïðèáîðíîãî êîìïëåêñà, óïðàâëÿåìûå ñòåíäû äëÿ çàäàíèÿ òðåáóåìîãî
óãëîâîãî äâèæåíèÿ êîðïóñà îáúåêòà è ò.ï. Òàê, íàïðèìåð, ïîëíîðàçìåðíûå äèíàìè-
÷åñêèå ñòåíäû èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðàçðàáîòêå è òåñòèðîâàíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è
íàâèãàöèè êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ Áóðàí. Îäíàêî òàêèå ñòåíäû ìîãóò ïîçâîëèòü ñåáå
äîñòàòî÷íî êðóïíûå êîìïàíèè, êðóã èõ ïîëüçîâàòåëåé âåñüìà îãðàíè÷åí.

Äëÿ çàäà÷ ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàííûõ íàâèãàöè-
îííûõ ñèñòåì âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî îáîéòèñü êîìïüþòåðíûìè èìèòàòîðàìè,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷.

Êîìïüþòåðíûé èìèòàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþùóþ, ñ òîé
èëè èíîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû, êîíêðåòíóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó. Òàêàÿ ïðîãðàììà ìî-
æåò áûòü óñòàíîâëåíà íà îáû÷íûé ïåðñîíàëüíûé êîìïüþòåð èíæåíåðà-ðàçðàáîò÷èêà
ÏÌÎ. Ñîâðåìåííûå âîçìîæíîñòè ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ òàêîâû, ÷òî îíè ïîçâî-
ëÿþò îñóùåñòâëÿòü òðåáóåìûé îáúåì âû÷èñëåíèé çà ðàçóìíîå âðåìÿ, ÷òî âî ìíîãîì
ïðåäîïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ èìèòàòîðîâ â ïðèêëàäíûõ èññëåäî-
âàíèÿõ.

Âûáîð òåìû äèññåðòàöèè áûë îáóñëîâëåí òåîðåòè÷åñêèìè è ïðàêòè÷åñêèìè ðà-
áîòàìè ëàáîðàòîðèè óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ÌÃÓ â îáëàñòè èíåðöèàëüíîé è ñïóò-
íèêîâîé íàâèãàöèè. Â ÷àñòè èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè äàëåå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
òîëüêî êëàññ áåñêàðäàííûõ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì (ÁÈÍÑ).

Ïðè ïðîâåäåíèè ýòèõ ðàáîò çíà÷èìàÿ ðîëü îòâîäèëàñü êîìïüþòåðíûì èìèòàòî-
ðàì ðàçíîïëàíîâûõ çàäà÷ èíåðöèàëüíî-ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè. Ê ÷èñëó óïîìÿíóòûõ
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ:

• çàäà÷è êàëèáðîâêè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ÁÈÍÑ;

• çàäà÷è âûñòàâêè ÁÈÍÑ íà íåïîäâèæíîì è ïîäâèæíîì îñíîâàíèÿõ;
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• çàäà÷è àâòîíîìíîãî èíåðöèàëüíîãî ñ÷èñëåíèÿ ÁÈÍÑ;

• çàäà÷è êîððåêöèè ÁÈÍÑ,

à òàêæå íåêîòîðûå ðîäñòâåííûå çàäà÷è ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè:

• çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíè-
êîâ ñèñòåì ÃËÎÍÀÑÑ è GPS ïðè ïîìîùè äàííûõ ìåæäóíàðîäíîãî öåíòðà IGS
(International Global Navigation Satellite Systems Service);

• çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåðíîé çàäåðæêè ñïóòíèêîâîãî ðàäèîñèãíàëà ïðè
ïîìîùè äàííûõ ìåæäóíàðîäíîãî öåíòðà CODE è äâóõ÷àñòîòíûõ ôàçîâûõ èç-
ìåðåíèé.

Ïîñëåäíèå äâå çàäà÷è îêàçàëèñü âîñòðåáîâàííûìè è äëÿ àïïàðàòíûõ èìèòàòîðîâ
ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì.

Î÷åâèäíû òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáåñïå÷åíèþ êîìïüþ-
òåðíîãî èìèòàòîðà íàâèãàöèîííûõ çàäà÷. Îíè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî àëãîðèòìû äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü óíèâåðñàëüíîñòü è ïîëíîòó èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì,
îñòàâàÿñü äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå è èñïîëüçóþùèìè ìèíè-
ìàëüíûé íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïîÿñíèì ïðèâåäåííûå ïîëîæåíèÿ.
Êàê èçâåñòíî [24], ëþáàÿ èíåðöèàëüíàÿ íàâèãàöèîííàÿ ñèñòåìà ïðåäíàçíà÷åíà

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � ïðèâåäåííîé ÷óâñòâèòåëüíîé ìàñ-
ñû áëîêà íüþòîíîìåòðîâ � è äâèæåíèÿ ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòîæäåñòâ-
ëÿåìîé ñ êîðïóñîì îáúåêòà. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è ïðèáîðíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíûì óðàâíåíèÿì òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðûå
äîëæíû ó÷èòûâàòü ïðèíÿòûå â íàâèãàöèè ìîäåëè ôîðìû Çåìëè, åå ïîëÿ òÿãîòåíèÿ,
âðàùåíèå Çåìëè è ò.ï. Îïîðà íà ýòè èíâàðèàíòíûå ìåõàíè÷åñêèå îáúåêòû è ïîíÿòèÿ,
ñîáñòâåííî, è îïðåäåëÿåò óíèâåðñàëüíîñòü èìèòàòîðà. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìèòàòîð áåç êàêèõ-ëèáî ìîäèôèêàöèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÁÈÍÑ ðàçíîãî êëàññà òî÷íîñòè: îò òî÷íûõ
ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ íà ëàçåðíûõ, âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ãèðîñêîïàõ, äî ãðóáûõ ñè-
ñòåì íà MEMS-äàò÷èêàõ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò èìèòàöèè ïåðâè÷íîé íàâè-
ãàöèîííîé èíôîðìàöèè � èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé èäåàëüíî óñòàíîâëåííûõ èíåðöèàëü-
íûõ äàò÷èêîâ (â îáùåì ñëó÷àå � èíòåãðèðóþùèõ): íüþòîíîìåòðîâ (àêñåëåðîìåòðîâ),
èçìåðÿþùèõ óäåëüíóþ âíåøíþþ ñèëó, è ãèðîñêîïîâ, èçìåðÿþùèõ àáñîëþòíóþ óãëî-
âóþ ñêîðîñòü îáúåêòà.
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Äàëåå, ìîäåëèðóÿ èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè çàäàííîãî êëàññà òî÷íîñòè èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû, ëèáî èñïîëüçóÿ çàïèñè ñòåíäîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ êîíêðåòíûõ èíåðöèàëüíî-
èçìåðèòåëüíûõ áëîêîâ, ìîæíî ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåì ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåð-
öèàëüíûõ äàò÷èêîâ è ðåàëèçàöèé èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé, îïðåäåëèòü "ðå-
àëüíûå" èçìåðåíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âàæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìîãî íóëåâîãî òå-
ñòà, êîãäà ïî ñôîðìèðîâàííûì ïîêàçàíèÿì èäåàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ áîð-
òîâûå àëãîðèòìû ÁÈÍÑ âîñïðîèçâîäÿò èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ (êîîðäèíàòû, ëèíåé-
íûå ñêîðîñòè, óãëû îðèåíòàöèè) ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ, â èäåàëå, àáñîëþòíî
òî÷íî. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íóëåâîãî òåñòà íåîáõîäèìî ðåøåíèå ðÿäà ïðÿìûõ è îáðàòíûõ
çàäà÷ ìåõàíèêè: îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî èçâåñòíûì ñèëàì è ñêîðîñòÿì è îïðåäåëå-
íèÿ ñèë è ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ïî èçâåñòíîé òðàåêòîðèè. Çàäà÷à âûïîëíåíèÿ íóëåâîãî
òåñòà ïðè ñâîåé êàæóùåéñÿ ïðîñòîòå è î÷åâèäíîñòè ñîäåðæèò, îäíàêî, ðÿä òîíêîñòåé,
êîòîðûå íóæäàåòñÿ â àêêóðàòíîì èññëåäîâàíèè. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîñòàíîâ-
êàì è ðåøåíèþ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ
ÁÈÍÑ óäåëåíî çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäóþùèé îãðàíè÷åí-
íûé íàáîð òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ (ñ íåâûñîêîé ÷àñòîòîé ðåãèñòðàöèè, íàïðèìåð,
1 ãö): îòñ÷åòû âðåìåíè, êîîðäèíàòû (øèðîòà, äîëãîòà, âûñîòà) õàðàêòåðíîé òî÷êè
îáúåêòà, óãëû îðèåíòàöèè êîðïóñà, âîçìîæíî, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ñêîðî-
ñòè äâèæåíèÿ.

Òàêèå äàííûå ìîãóò áûòü ïîäãîòîâëåíû, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìî-
ãî àíàëèòè÷åñêîãî èìèòàòîðà, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ÿâíîå ôîðìóëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
óêàçàííûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî èìèòàòîðà ïðèâå-
äåíû â äèññåðòàöèè.

Äðóãîé âàðèàíò � èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, òåëåìåòðè÷åñêèõ äàííûõ.
Êàê ïðàâèëî, ïðè ðàçðàáîòêå è òåñòèðîâàíèè êîíêðåòíîãî íàâèãàöèîííîãî êîìïëåê-
ñà ïðîâîäÿòñÿ åãî âñåñòîðîííèå èñïûòàíèÿ ñ ðåãèñòðàöèåé âûõîäíûõ íàâèãàöèîííûõ
ïàðàìåòðîâ. Ýòè ïàðàìåòðû (êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè, óãëû îðèåíòàöèè) åñòåñòâåííî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ îïîðíîé èäåàëüíîé òðàåêòîðèè, òåì áî-
ëåå, ÷òî òàêàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êëàññó äâèæåíèé îáúåêòà. Îñîáåí-
íîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåëåìåòðè÷åñêèõ äàííûõ òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â äèñ-
ñåðòàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî íåðåäêî èìèòàöèþ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ îñóùåñòâëÿ-
þò, íàïðèìåð, â àâèàöèîííûõ ïðèëîæåíèÿõ, íà îñíîâå òðóäîåìêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, çàêîíîâ òÿãè äâèãàòåëÿ è ò.ä. Ïðåäëîæåííàÿ â
äèññåðòàöèè ìåòîäèêà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, îáîñíîâàííîé, óíèâåðñàëüíîé â ïëàíå âîç-
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ìîæíîñòè åå ïðèìåíåíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êàê ðàçëè÷íîãî òèïà íàâèãàöèîííûõ
ïðèëîæåíèé � ìîðñêèõ, íàçåìíûõ, ïîäçåìíûõ, âîçäóøíûõ, êîñìè÷åñêèõ, � òàê è äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÁÈÍÑ ðàçíîãî êëàññà òî÷íîñòè.

Òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ íà êîí-
êðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ èìååò äâîÿêèé ñìûñë. Ñ îäíîé ñòîðîíû � ýòî ñîáñòâåííî òå-
ñòèðîâàíèå ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû � òåñòèðîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíîãî ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå çàäà÷è èíåðöèàëüíî-ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè, âîïðîñû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîòîðûõ áûëè èññëåäîâàíû â äèññåðòàöèè. Ê çàäà÷àì
èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè îòíîñÿòñÿ:

1. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ (îáðàò-
íàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè) ïðè èñïîëüçîâàíèè â íàâèãàöèîííîì ñ÷èñëåíèè ðàçíûõ
îïîðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò: èíåðöèàëüíîé, ãåîãðàôè÷åñêîé (ñâÿçàííîé ñ ìåñòî-
ïîëîæåíèåì îáúåêòà) è ïðèáîðíîé (ñâÿçàííîé ñ êîðïóñîì îáúåêòà).

2. Çàäà÷à ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äâóõ
ÁÈÍÑ, óñòàíîâëåííûõ íà îäíîì îáúåêòå â ðàçíûõ òî÷êàõ: áàçîâàÿ è ðåçåðâíàÿ
ÁÈÍÑ (íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è íà÷àëüíîé âûñòàâêè íà ïîäâèæíîì îñíîâàíèè
ðåçåðâíîé ÁÈÍÑ ïðè ïîìîùè èíôîðìàöèè, äîñòàâëÿåìîé áàçîâîé ÁÈÍÑ).

3. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ÁÈÍÑ.

4. Çàäà÷à ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êèíå-
ìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè èìèòàöèè âèáðàöèîííûõ âîçäåéñòâèé íà
ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè ÁÈÍÑ.

5. Çàäà÷à èìèòàöèè êàëèáðîâêè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ÁÈÍÑ íà îäíîîñíîì ïî-
âîðîòíîì ñòåíäå ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåãî òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êàëèáðîâêè.

6. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáúåêòà â ïîëÿðíûõ
ðàéîíàõ.

Èç îáëàñòè ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ â ðåæèìå ïîñòîáðàáîòêè òî÷íûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ
(êîîðäèíàò è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè) íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ñèñòåì
ÃËÎÍÀÑÑ è GPS, à òàêæå âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèêè, ñ
ïîìîùüþ äàííûõ ñåðâèñà IGS.
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• Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåðíîé çàäåðæêè ñïóòíèêîâîãî ðàäèîñèãíàëà ïðè
ïîìîùè äàííûõ ìåæäóíàðîäíîãî öåíòðà CODE è äâóõ÷àñòîòíûõ èçìåðåíèé (â
÷àñòíîñòè, äëÿ âîçìîæíîñòè ïîëóíàòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðâè÷íûõ ñïóòíè-
êîâûõ èçìåðåíèé).

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, õîòÿ è îñíîâàííûå íà ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íå áûëè
ñâÿçàíû ñ êàêèìè-ëèáî êîíêðåòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ, ñ
êîíêðåòíûì òèïîì íàâèãàöèîííîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áûëà ðàçðàáîòàíà
ìåòîäèêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ èíåðöèàëüíî-
ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè äëÿ ÁÈÍÑ ðàçíîãî òèïà, ðàçíîãî êëàññà òî÷íîñòè, ðàçíûõ
ñôåð ïðèìåíåíèÿ.

Âñå âûøåèçëîæåííîå îáîñíîâûâàåò àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Òåîðèÿ èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè íà÷àëà àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ ïðèìåðíî â ñåðå-
äèíå 20-ãî âåêà [46] è ñ òåõ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîíîãðàôèé, ñîäåðæàùèõ
ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó
îáçîðà, âûäåëèì ñëåäóþùèå ðàáîòû: Àíäðååâà Â.Ä. [5], Áàáè÷à Î.À. [7], Áàáè÷åíêî
À.Â. [8], Áðàíöà Â.Í. [18], Áðîìáåðãà Ï.Â. [19], Âåðåìååíêî Ê.Ê. [3], Ãîëîâàíà À.À.
[24], Äìèòðèåâà Ñ.Ï. [26], Æáàíîâà Þ.Ê. [30], Èøëèíñêîãî À.Þ. [32], Êàðøàêîâà
Å.Â. [34], Êëèìîâà Ä.Ì. [35], Ìàê-Êëóð Ê.Ë. [40], Ïàðóñíèêîâà Í.À. [45], Ðàñïîïîâà
Â.ß. [41], Ñàëû÷åâà Î.Ñ. [39], Faurre P. [61], Savage P. [70] è äð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû, íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàííûå ñ âîïðîñàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ, íàïðè-
ìåð, Savage P. [70], Òåðåøêîâà Â.Ì. [50], îäíàêî, â óêàçàííûõ ðàáîòàõ îòðàæåíû
÷àñòíûå àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ
ïðèëîæåíèÿõ.

Îïèñàíèå ìåòîäèêè èñïîëüçîâàíèÿ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ êàê èíòåãðèðóþùèõ äàò÷è-
êîâ, ñîäåðæèòñÿ âî ìíîãèõ èçäàíèÿõ, íàïðèìåð, â [25].

Êàëèáðîâêà èíåðöèàëüíîãî áëîêà êàê ïðàâèëî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûñî-
êîòî÷íûõ ïðåöèçèîííûõ ñòåíäîâ [29]. Ïàðóñíèêîâûì Í.À. áûëà ïðåäëîæåíà ìåòîäè-
êà ïðîâåäåíèÿ êàëèáðîâêè ãðóáûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì áåç èñïîëüçîâàíèÿ âûñîêî-
òî÷íîãî ñòåíäà. Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå è èñïîëü-
çóþòñÿ íà ðÿäå ïðîôèëüíûõ ïðåäïðèÿòèé. Ñðåäè õàðàêòåðíûõ ðàáîò, îïèñûâàþùèõ
ìåòîäèêó êàëèáðîâêè íà ãðóáîì ñòåíäå, ìîæíî âûäåëèòü ñòàòüè Âàâèëîâîé Í.Á. [21]
è Êîçëîâà À.Â. [36].
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Äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïå÷àòíûõ èçäàíèé ïîñâÿùåíî âîïðîñàì êîìïëåê-
ñèðîâàíèÿ èíåðöèàëüíûõ è ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì. Ñðåäè îñíîâíûõ ðà-
áîò îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå � Ñòåïàíîâà Î.À. [49], Õàðèíà Å.Ã. [51], Ïàðóñíèêîâà Í.À.
[44], � à òàêæå ðÿä çàðóáåæíûõ ðàáîò: Farrell J. [60], Yang Y. [72], Kim J. [64], Lipman
J. [67], Moya D. [68], Shengu H. [69]. Îòäåëüíî îòìåòèì ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðîâîäè-
ëèñü èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé îøèáîê: Åìåëüÿíöåâà Ã.È. [28], Ãîëîâàíà À.À. [25].

Ñðåäè îñíîâíûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îïèñàíèþ è èçó÷åíèþ ìíîãîøàãîâûõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè, îñîáî îò-
ìåòèì Savage P. [70], Ïàíîâà À.Ï. [43]. Â [43] ïðåäñòàâëåí âûâîä è øèðîêèé îáçîð
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, à â [70] ïðèâåäåíû ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ïðè ïðîèçâîëüíîì êîëè÷åñòâå
òàêòîâ ñúåìà ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â ðàìêàõ îäíîãî øàãà èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé íàâèãàöèè. Â ñòàòüå Àëåõîâîé Å.Þ. [2] îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êâàòåðíèîíîâ îðèåíòàöèè ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè, íàëîæåííîé íà êîíè-
÷åñêîå äâèæåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàòåðíèîíîâ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì
ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà äîñòàòî÷íî õîðîøî è ïîëíîöåííî èçëîæåí â ðàáîòàõ ×åëíî-
êîâà Þ.Í. [53] è Àìåëüêèíà Í.È. [4].

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàáîòû ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì ñîäåðæèòñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü â èíòåðôåéñíûõ êîíòðîëüíûõ äîêóìåíòàõ ñèñòåì GPS è ÃËÎÍÀÑÑ
[22], [62]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåõ àëãîðèòìîâ ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè, âêëþ÷àÿ äå-
òàëüíîå îïèñàíèå õàðàêòåðíûõ ïîãðåøíîñòåé ïåðâè÷íûõ ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé,
ïðèâîäèòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ, íàïðèìåð, ó Leick A. [65], Hofmann-Wellenhof B. [63],
Ãîëîâàíà À.À. [20], Ñîëîâüåâà Þ.À. [48], Êîíèíà Â.Â. [38], Ïåðîâà À.È. [23], Øåáøà-
åâè÷à Â.Ñ. [54].

Îïèñàíèå òåõíè÷åñêîé ñòîðîíû ïîëó÷åíèÿ ýôåìåðèäíûõ äàííûõ âûñîêîãî óðîâíÿ
òî÷íîñòè ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â Âåñòíèêå ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ [47]. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî ñïóòíè-
êà èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ êàëìàíîâñêîé ôèëüòðàöèè, ñ êîòîðîé ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ,
íàïðèìåð, â òðóäàõ Êàëìàíà Ð.Å. [33], Áðàììåðà À.Å. [17], à òàêæå â ìåòîäè÷åñêèõ
ïîñîáèÿõ Ïàðóñíèêîâà Í.À. [1], [25].

Ìîäåëè, ñâÿçûâàþùèå êåïëåðîâû ýëåìåíòû îðáèòû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
ñîäåðæàòñÿ â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå, íàïðèìåð: Áàëê Ì.Á.
[9], Äóáîøèí Ã.Í. [27], Ýëüÿñáåðã Ï.Å. [55], Áåëåöêèé Â.Â. [10].

Îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì èîíîñôåðíûõ ïîãðåøíîñòåé
ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé. Îïèñàíèå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êëîáóõàðà ïðèâåäåíî â êîí-
òðîëüíîì äîêóìåíòå ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû GPS [62]. Ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå äåòàëü-
íóþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè èîíîñôåðû, ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòàõ Àôðàéìîâè÷à Ý.Ë.
[6] è Èâàíîâà Â.Ô. [31]. Ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå ïåðâè÷íûå ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ,
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ñîäåðæàòñÿ â [65], [66].

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ñíà÷àëà îõàðàêòåðèçóåì êðóã çàäà÷ èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè, êîòîðûå ðàññìîò-
ðåíû â äèññåðòàöèè.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Ê èíåðöèàëüíûì äàò-
÷èêàì îòíîñÿòñÿ ãèðîñêîïû (äàò÷èêè óãëîâîé ñêîðîñòè) è íüþòîíîìåòðû (àêñåëåðî-
ìåòðû), êîòîðûå èçìåðÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü îáúåêòà,
è óäåëüíóþ âíåøíþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà îáúåêò. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïî çàäàííûì òðàåêòîðíûì ïàðàìåòðàì ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé
çàäà÷åé ìåõàíèêè è ïîýòîìó ñîäåðæèò ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íóæäàþòñÿ â àê-
êóðàòíîì èññëåäîâàíèè.

Äëÿ îòðàáîòêè àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàííûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â òùàòåëüíîì ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Âïîëíå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòåãðè-
ðóåìîñòè óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè, îñíîâàííûå íà ïðèíèìàåìûõ ãèïîòå-
çàõ î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ îáúåêòà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ èññëåäîâàíèåì ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ âîçíèêàåò òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ íóëåâî-
ãî òåñòà � íàâèãàöèîííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåííûõ ïîêàçàíèé
äàò÷èêîâ äîëæíî ïîâòîðÿòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ (â èäåàëå, àáñîëþòíî òî÷íî) òðà-
åêòîðíûå ïàðàìåòðû � êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè è óãëû îðèåíòàöèè, êîòîðûå ëåãëè â
îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíè-
ìàíèå íà âîçìîæíîå âîçíèêíîâåíèå âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ïðè ñðàâíèòåëüíîì èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ìíîãîøàãîâûõ àëãîðèòìîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ èçìåðåíèé ãèðîñêîïîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü äåòàëüíî ìîäåëèðîâàòü ïî-
êàçàíèÿ èíòåãðèðóþùèõ äàò÷èêîâ. Èíåðöèàëüíûå äàò÷èêè ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî,
èíòåãðèðóþùèìè è èçìåðÿþò íå àáñîëþòíûå óãëîâûå ñêîðîñòè è óäåëüíûå âíåøíèå
ñèëû, à èíòåãðàëû îò ýòèõ âåëè÷èí íà èíòåðâàëå îïðîñà. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàíèé
èíòåãðèðóþùèõ äàò÷èêîâ íà áàçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òðàåêòîðíûõ äàííûõ ïðåäïî-
ëàãàåò èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èíòåãðàëîâ.

Âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíû ïðèëîæåíèÿ, êîãäà íà îáúåêòå ðàñïîëàãàþòñÿ äâå ÁÈÍÑ
� áàçîâàÿ è ðåçåðâíàÿ � è òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü íà÷àëüíóþ âûñòàâêè ðåçåðâíîé
ÁÈÍÑ ïî èíôîðìàöèè îò áàçîâîé ÁÈÍÑ. Äëÿ îòðàáîòêè íàâèãàöèîííûõ àëãîðèòìîâ
ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ (èëè íåñêîëüêèõ) ñèñòåì íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàííî
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ìîäåëèðîâàòü ïîêàçàíèÿ èõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ.
Â çàäà÷å êàëèáðîâêè èíåðöèàëüíî-èçìåðèòåëüíîãî áëîêà îöåíèâàþòñÿ îñíîâíûå

âèäû èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé: ñìåùåíèÿ íóëåé, ïîãðåøíîñòè ìàñøòàáîâ è
âçàèìíûå ïåðåêîñû. Òåñòèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ êàëèáðîâêè òàêæå öåëåñî-
îáðàçíî îñóùåñòâëÿòü íà èìèòàòîðå. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ â çàäà÷å êàëèáðîâêè òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü âíóòðåííåå ðàçíåñåíèå ÷óâñòâè-
òåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ è ñìåùåíèå èíåðöèàëüíî-èçìåðèòåëüíîãî áëîêà îòíî-
ñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà ñ ó÷åòîì âîçìîæíûõ óãëîâûõ îøèáîê óñòàíîâêè.

Òåñòèðîâàíèå óðàâíåíèé îøèáîê. Óðàâíåíèÿ îøèáîê ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ëè-
íåàðèçàöèè óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè â îêðåñòíîñòè íàâèãàöèîííîãî ðåøå-
íèÿ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ öåëåé. Âûäåëèì îñíîâíûå:

• óðàâíåíèÿ îøèáîê óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó èíñòðóìåíòàëüíûìè ïîãðåøíî-
ñòÿìè è êîíå÷íûìè îøèáêàìè íàâèãàöèîííîãî ðåøåíèÿ;

• óðàâíåíèÿ îøèáîê ëåæàò â îñíîâå àëãîðèòìîâ êîððåêöèè;

• óðàâíåíèÿ îøèáîê ïîçâîëÿþò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñóäèòü î íåîáõîäè-
ìîñòè ââåäåíèÿ â àëãîðèòì êîððåêöèè îáðàòíûõ ñâÿçåé.

Òåñòèðîâàíèå óïðîùåííûõ óðàâíåíèé îøèáîê îñíîâûâàåòñÿ íà òîì ñîîáðàæåíèè,
÷òî äëÿ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì âûñîêîãî êëàññà òî÷íîñòè ðåøåíèå
óðàâíåíèé îøèáîê íå äîëæíî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ïðÿìîé ðàçíîñòè ìåæäó èñ-
òèííûìè êîîðäèíàòàìè, êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè è ïàðàìåòðàìè îðèåíòàöèè
äâèæåíèÿ îáúåêòà è ïîëó÷åííûìè â àâòîíîìíîì ðåæèìå èíåðöèàëüíîì íàâèãàöèè.

Âûäåëåíèå â îòäåëüíûé ïóíêò ýòîãî ìàòåðèàëà (ïðè âñåé åãî î÷åâèäíîñòè) ñâÿçà-
íî òîëüêî ñ òåì, ÷òî â ëèòåðàòóðå íåðåäêî èñïîëüçóþòñÿ áåç äîëæíîãî îáîñíîâàíèÿ
óïðîùåííûå ìîäåëè óðàâíåíèé îøèáîê ÁÈÍÑ, ñîäåðæàùèå ìåòîäè÷åñêèå ïîãðåø-
íîñòè. Òåñòèðîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ëåãêî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî
ïîëíîöåííîãî èìèòàòîðà.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìíîãîøàãîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðè íàëè-
÷èè âèáðàöèè. Íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ îáúåêòà, à
ñàì îáúåêò ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Äëÿ íåïîäâèæíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð,
ïðè âêëþ÷åííûì äâèãàòåëå õàðàêòåðíà âèáðàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò âíîñèòü îïðåäåëåí-
íóþ ïîãðåøíîñòü â àëãîðèòì íà÷àëüíîé âûñòàâêè. Óêàçàííàÿ ïîãðåøíîñòü çàâèñèò
îò ÷àñòîòû ðàáîòû èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ è ÷àñòîòû âèáðàöèè. Èìèòàöèÿ âèáðà-
öèè äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ìíîãîøàãîâûõ
ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå
îðèåíòàöèè îáúåêòà, è îòâå÷àòü íà âîïðîñ î âûáîðå îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ
äàííîãî õàðàêòåðíîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò âèáðàöèè.
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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà àíàëèçà ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
äèàïàçîíîâ ðàáî÷èõ ÷àñòîò èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ è ÷àñòîò âèáðàöèè ñ ïîìîùüþ
èìèòàöèè òèïîâîé âèáðàöèè.

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷àõ ñïóòíèêîâîé íàâè-
ãàöèè.

Âûñîêîòî÷íîå îïðåäåëåíèå òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà. Õà-
ðàêòåðíàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ â ðåæèìå ðå-
àëüíîãî âðåìåíè ïî ýôåìåðèäíûì äàííûì ñîñòàâëÿåò 1-3 ìåòðà. Íåïðåðûâíîå íà-
áëþäåíèå çà äâèæåíèåì íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ, îñóùåñòâëÿåìîå íà ñòàíöèÿõ ìî-
íèòîðèíãà, ïîçâîëÿåò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ ñ
òî÷íîñòüþ 2-3ñì. Âûñîêîòî÷íûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíû â ñåòè
Internet ñ äèñêðåòîì 15 ìèíóò.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñïóòíèêà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñ âû-
ñîêîé òî÷íîñòüþ âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ âûñîêîòî÷-
íûì ïîçèöèîíèðîâàíèåì (íàïðèìåð, â çàäà÷å àýðîãðàâèìåòðèè). Òàêæå âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà âîñòðåáîâàíà ïðè
ñîçäàíèè àïïàðàòíîãî èìèòàòîðà ñïóòíèêîâûõ ðàäèîñèãíàëîâ äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ
ïîëüçîâàòåëÿì äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ îòðàáîòêè øèðîêîãî ñïåêòðà íà-
âèãàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü òðàåêòîðèþ íàâè-
ãàöèîííîãî ñïóòíèêà íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé ðàáîòû ñïóòíèêîâîãî
ïðèåìíèêà íà óðîâíå òî÷íîñòè ïðåäîñòàâëÿåìûõ äàííûõ. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à
îöåíèâàíèÿ, â îñíîâå åå ðåøåíèÿ ëåæèò ñãëàæèâàþùèé ôèëüòð Êàëìàíà.

Ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé. Çà-
äà÷à îöåíêè èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñïóòíèêîâûõ ñèãíàëîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîòú-
åìëåìîé çàäà÷åé, âîçíèêàþùåé â âûñîêîòî÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ èîíîñôåðíîé ïîãðåø-
íîñòè. Îäèí ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà âû÷èñëåíèè ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ íà
ïóòè ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêîâîãî ðàäèîñèãíàëà ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ âåëè÷èíû ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì. Óêàçàí-
íûå êîýôôèöèåíòû ïðåäîñòàâëÿþòñÿ â ñåòè Internet íà ïðîôèëüíûõ ñàéòàõ. Äðóãîé
ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êîìáèíàöèé ïåðâè÷íûõ ôàçîâûõ ñïóòíèêîâûõ
èçìåðåíèé.

Â ðàáîòå îáîñíîâàí íîâûé êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé îáà ïå-
ðå÷èñëåííûõ ïîäõîäà. Àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè òàêæå
öåëåñîîáðàçíî âêëþ÷èòü â êîìïëåêñ ïðîãðàììíî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ àï-
ïàðàòíîãî ñïóòíèêîâîãî èìèòàòîðà.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Ðàçðàáîòàíà è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà êîíêðåòíûõ ðàçíîïëàíîâûõ ïðèëîæå-
íèÿõ ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé èäåàëüíî óñòàíîâëåííûõ
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â ðàçëè÷íûõ îïîðíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, âêëþ÷àþ-
ùàÿ ñîãëàñîâàííîå ìîäåëèðîâàíèå îñíîâíûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ ñ öåëüþ
ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ èíåðöèàëüíî-ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè.

2. Ðàçðàáîòàíà è îáîñíîâàíà ìåòîäèêà ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè îáúåêòà íà ýòàïå íà÷àëüíîé
âûñòàâêè ÁÈÍÑ.

3. Ðåøåíà çàäà÷à âûñîêîòî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ðåæèìå ïîñòîáðàáîòêè òðàåê-
òîðèè íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ñèñòåì GPS è ÃËÎÍÀÑÑ (â ïåðñïåêòèâå è
Galileo) íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðè ïîìîùè äàííûõ ìåæäóíàðîä-
íîãî ñåðâèñà IGS.

4. Ïðåäëîæåí âàðèàíò ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåð-
íîé çàäåðæêè ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé íà îñíîâå êîìáèíàöèè äâóõ÷àñòîòíûõ
ôàçîâûõ èçìåðåíèé è äàííûõ öåíòðà CODE.

Ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ øèðîêîãî
êðóãà ïðîèçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòåëåé èíåðöèàëüíûõ è ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ
ñèñòåì: ÇÀÎ "Èíåðöèàëüíûå Òåõíîëîãèè Òåõíîêîìïëåêñà" , ÔÃÓÏ "ÃîñÍÈÈÀÑ" ,
ÎÀÎ "Ïåðìñêàÿ íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííàÿ ïðèáîðîñòðîèòåëüíàÿ êîìïàíèÿ" è äð.).

Â ÷àñòíîñòè, ñîâìåñòíî ñ ÎÀÎ "ÌÈÝÀ" ïðîâîäèëàñü ñëåäóþùàÿ ðàáîòà:

1. Íà áàçå òåëåìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ïîëåòà ñàìîëåòà ìîäåëèðîâàëèñü ïîêàçàíèÿ
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äëÿ îòðàáîòêè àëãîðèòìà êîððåêöèè.

2. Ìîäåëèðîâàëèñü ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíà-
ëèçà ìíîãîøàãîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íà òèïîâûõ âèðàæàõ.

3. Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè
îáúåêòà ìîäåëèðîâàëîñü âèáðàöèîííîå âîçäåéñòâèå íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâ-
êè.
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Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
âíåäðÿåòñÿ â àïïàðàòíûé ñïóòíèêîâûé Èìèòàòîð ÈÌ - 2 ðàçðàáîòêè ÎÀÎ "ÌÊÁ
"Êîìïàñ".

Òàêæå ðàáî÷èå ìàòåðèàëû ïî âîïðîñàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ èñïîëüçóþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ÔÃÓÏ "ÃîñÍÈÈÀÑ" è ÎÀÎ "ÖÍÈÈ-
ÀÃ".

Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ.
Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò ñïðàâî÷íûé õàðàêòåð è ñîäåðæèò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îáîçíà-

÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ, à òàêæå èçâåñòíûå ïîäõîäû ê âçàèìíî ñîãëàñî-
âàííîìó ìîäåëèðîâàíèþ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáúåêòà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïðîãðàììíî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ
èìèòàòîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé â èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè. Èç ðàññìîòðåí-
íûõ ïîäçàäà÷ è àëãîðèòìîâ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

• Àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ:
íüþòîíîìåòðîâ è ãèðîñêîïîâ. Ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî-
êàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è ïðîâåäåí èõ ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç. Ïðèâåäåíû, êàê àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè, òàê è
àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðàññìàòðèâàòü èíåðöèàëüíûå äàò÷èêè êàê èíòåãðè-
ðóþùèå. Îòäåëüíî îïèñàí àëãîðèòì ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ è òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâóõ ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà îäíîì îáúåêòå, è àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òèïîâîé òðàåêòîðèè äâèæå-
íèÿ îáúåêòà â ïðèïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ.

• Çàäà÷à òåñòèðîâàíèÿ óðàâíåíèé îøèáîê èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè.

• Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå.
Àëãîðèòì ó÷èòûâàåò óãëîâûå îøèáêè ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ îòíîñèòåëüíî êà-
ëèáðîâî÷íîãî ñòåíäà è âíóòðåííåå ðàçíåñåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ.

• Ìåòîä ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìíîãîøàãîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ
îðèåíòàöèè ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè îáúåêòà íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì â ñïóò-
íèêîâîé íàâèãàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ñîçäàíèè àïïàðàòíîãî
èìèòàòîðà ñïóòíèêîâûõ ðàäèîñèãíàëîâ. Ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:
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• Àëãîðèòì âûñîêîòî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé íàâèãàöèîííûõ ñïóòíè-
êîâ.

• Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà è äåéñòâóþ-
ùèõ íà ñïóòíèê âíåøíèõ âîçìóùåíèé êàê ôóíêöèé âðåìåíè.

• Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ èîíîñôåðíîé îøèáêè ñïóòíèêîâûõ èçìå-
ðåíèé.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé íàâè-
ãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ñèñòåì GPS è ÃËÎÍÀÑÑ ïî ýôåìåðèäíûì äàííûì ðåàëüíîãî
âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíòðîëüíûìè äîêóìåíòàìè [22], [62].

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû ñëåäóþùèå ðàáîòû:

1. Áîãäàíîâ Î.Í. Óòî÷íåíèå òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ
ñèñòåì GPS è ÃËÎÍÀÑÑ ïðè ïîìîùè äàííûõ ñåðâèñà IGS // Âåñòíèê Ìîñêîâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà. 2009. Âûïóñê 3. Ñ. 53-56.
(Ðåôåðèðóåìûé æóðíàë èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ).

2. Bogdanov O.N. Fomichev A.V. Simulation of angular velocity sensor measurements
using telemetry data on the motion of an object. Moscow University Mechanics
Bulletin. 2014. V. 69. no.3. P. 40-47. (Ðåôåðèðóåìûé æóðíàë èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ).

3. Áîãäàíîâ Î.Í., Âàâèëîâà Í.Á., Ãîëîâàí À.À., Äåìèäîâ Î.Â. Îñîáåííîñòè ñîâ-
ìåñòíîé îáðàáîòêè ïåðâè÷íûõ èçìåðåíèé ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì
ÃËÎÍÀÑÑ è GPS â ãåîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. 2009. Òîì 1. C. 180-199.

4. Áîãäàíîâ Î.Í., Êîðîñòåëåâà Ñ.Ñ., Êóõòåâè÷ Ñ.Å., Ôîìè÷åâ À.Â. Î âûáîðå àëãî-
ðèòìà è òàêòîâîé ÷àñòîòû ðàñ÷åòà ìàòðèöû îðèåíòàöèè äëÿ áåñïëàòôîðìåííîé
èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû // Òðóäû ÌÈÝÀ. 2010. Âûïóñê 2. Ñ.60-
67.

5. Bogdanov O.N., Cepe A. Precise orbit determination for GPS and GLONASS
satellites on the basis of IGS data. In: Proceedings of 5th International Conference
on Recent Advances in Space Technologies. Istanbul, 2011. P. 915-919. (Ñáîðíèê
âõîäèò â áàçó äàííûõ Scopus).
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6. Êîçëîâ À.Â., ÑìîëëåðÞ.Ë., Þðèñò Ñ.Ø., Áîãäàíîâ Î.Í., Ãîëîâàí À.À. Ðåçóëü-
òàòû èñïûòàíèé íà ÿõòå áåñêàðäàííîãî ãðàâèìåòðà GT-X // Òðóäû XIX Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èíòåãðèðîâàííûì íàâèãàöè-
îííûì ñèñòåìàì, ÎÀÎ "Êîíöåðí "ÖÍÈÈ Ýëåêòðîïðèáîð" , Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2012, ñòð. 172-174.

7. Bogdanov O.N., Golovan A.A. Simulation of measurements of strapdown inertial
navigation system sensors. In: Proceedings of XX International Conference on
Integrated Navigation Systems. Saint Petersburg, Concern "CSRI Elektropribor" ,
2013. P. 138-141.

8. Bogdanov O.N., Golovan A.A. Analysis of Kepler's elements of the navigation
satellite's orbits on the base of precise IGS position information. In: Proceedings
of 6th International Conference on Recent Advances in Space Technologies. 2013.
P. 271-275. (Ñáîðíèê âõîäèò â áàçó äàííûõ Scopus).

9. Áîãäàíîâ Î.Í., Ôîìè÷åâ À.Â. Àëãîðèòì èìèòàöèè ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ ïî òðàåêòîðíûì äàííûì // Òðóäû ÌÈÝÀ. 2013. Âûïóñê 6. Ñ.46-59.

10. Áîãäàíîâ Î.Í., Ãîëîâàí À.À. Îá èìèòàöèè èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ
ÁÈÍÑ ïðè ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè îáúåêòà // Òðóäû ÌÈÝÀ. 2013. Âûïóñê
7. Ñ.30-35.

Äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå äîêëàäû íà êîíôåðåíöèÿõ è ñèì-
ïîçèóìàõ:

1. Óòî÷íåíèå òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ïðè ïîìîùè
äàííûõ ñåðâèñà IGS. Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ÖÍÈÈ "Ýëåêòðîïðèáîð" ,
2006.

2. Ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ïîìîùè èçìåðåíèé äâóõ÷àñòîò-
íîãî ïðèåìíèêà è äàííûõ öåíòðà CODE. Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, ÖÍÈÈ
"Ýëåêòðîïðèáîð" , 2007.

3. Î âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè àýðîãðàâèìåòðèè çà ñ÷åò óòî÷íåíèÿ äàí-
íûõ îá ýôåìåðèäàõ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ è ñîñòîÿíèè èîíîñôåðû. Ñèìïî-
çèóì Ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè ïî ãåîäåçèè, ÖÍÈÈ "Ýëåêòðîïðèáîð" , 2007.
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4. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè íàâèãàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ â ðåæè-
ìå ïîñòîáðàáîòêè. Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ñåìèíàð "Ñîâðåìåí-
íûå òåõíîëîãèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèêè è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè".
ÌÀÈ, 2009.

5. Precise orbit determination for GPS and GLONASS satellites on the basis of IGS
data. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïîñëåäíèì äîñòèæåíèÿì êîñìè÷åñêèõ
òåõíîëîãèé, Ñòàìáóë, 2011.

6. Êîìïüþòåðíàÿ èìèòàöèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ áåñêàðäàííûõ
èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èíòå-
ãðèðîâàííûì íàâèãàöèîííûì ñèñòåìàì, ÖÍÈÈ "Ýëåêòðîïðèáîð" , 2013.

7. Analysis of Kepler's elements of the navigation satellite's orbits on the base of
precise IGS position information. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïîñëåäíèì
äîñòèæåíèÿì êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé, Ñòàìáóë, 2013.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ñåðäå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Ãîëîâàíó Àíäðåþ Àíäðååâè÷ó.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò çà ïîìîùü è ïîëåçíûå ñîâåòû ïðîôåññîðà Ïàðóñíèêîâà
Íèêîëàÿ Àëåêñååâè÷à, ïðîôåññîðà Áîëîòèíà Þðèÿ Âëàäèìèðîâè÷à, âåäóùåãî íàó÷-
íîãî ñîòðóäíèêà Âàâèëîâó Íèíó Áîðèñîâíó è ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà Êîçëîâà
Àëåêñàíäðà Âëàäèìèðîâè÷à.
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Ãëàâà I. Ââîäíûå ïîíÿòèÿ è

ñïðàâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ

1.1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîíÿòèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðè-

ñòèêè

Îñíîâíàÿ ÷àñòü îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå, ñîîòâåòñòâóåò îáîçíà÷åíèÿì,
ïðèíÿòûì â [24].

Ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O óñëîâíûé öåíòð Çåìëè è ñâÿæåì ñ íåé äâå ñèñòåìû êîîð-

äèíàò. Èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò îáîçíà÷èì ÷åðåç Oξ. Îñü Oξ3 ñîâïàäàåò ñ
îñüþ âðàùåíèÿ Çåìëè, îñè Oξ1 è Oξ2 âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, íàõîäÿòñÿ â ýêâà-
òîðèàëüíîé ïëîñêîñòè Çåìëè è íàïðàâëåíû íà íåïîäâèæíûå çâåçäû. Çàìåòèì, ÷òî
ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëü-
íîé, ïîñêîëüêó äâèæåíèå òî÷êè O íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì, îäíàêî, â ðàáîòå
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêîé òåðìèí, ïîñêîëüêó îñè äàííîé ñèñòåìû íå âðàùàþòñÿ.
Ââåäåì ãðèíâè÷ñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oη. Îñü Oη3 ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oξ3, Oη1 è
Oη2 íàõîäÿòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè Çåìëè, îñü Oη1 ëåæèò â ïëîñêîñòè íóëå-
âîãî ãðèíâè÷ñêîãî ìåðèäèàíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0
ñèñòåìû Oξ è Oη ñîâïàäàþò.

×åðåçM îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó îáúåêòà (äàëåå, ïîä òî÷êîé
M áóäåì ïîíèìàòü ïðèâåäåííûé öåíòð ÁÈÍÑ � ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî íüþòîíîìåòðà, ýêâèâàëåíòíîãî òðåì îäíîñòåïåííûì íüþòîíîìåòðàì) è
ñâÿæåì ñ íåé ãåîãðàôè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Mx, ïåðâàÿ îñü êîòîðîé ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì íà Âîñòîê â òî÷êå M , âòîðàÿ � ñ íàïðàâëåíèåì íà Ñåâåð, òðåòüÿ îñü
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ãåîãðàôè÷åñêîé âåðòèêàëè â òî÷êå M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ms ñâÿçàííóþ (ñ ðàññìàòðèâàåìûì îáúåêòîì) ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé áóäåì
ñ÷èòàòü íàïðàâëåííûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñüMs1 íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ïðàâîãî
êðûëà îáúåêòà, îñü Ms2 ïàðàëëåëüíà ïðîäîëüíîé îñè îáúåêòà, îñü Ms3 äîïîëíÿåò
ñèñòåìó Ms äî ïðàâîé òðîéêè. Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ è
äðóãèå âàðèàíòû ñâÿçàííûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, íàïðèìåð, ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
àâèàöèîííîìó ÃÎÑÒó, ïåðâàÿ îñü (îñü X) êîòîðîé íàïðàâëåíà ïî ïðîäîëüíîé îñè
îáúåêòà, âòîðàÿ îñü (îñü Y) íàïðàâëåíà âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè, à òðåòüÿ îñü (îñü Z)
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â ñòîðîíó ïðàâîãî êðûëà. Áóäåì òàêæå âìåñòå ñ ñèñòåìàìè Mx è Ms ðàññìàòðèâàòü
ñîîñíûå èì ñèñòåìû Ox è Os ñ íà÷àëîì â óñëîâíîì öåíòðå Çåìëè O.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè òî÷êè.
Ââåäåì äëÿ òî÷êè M ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Äîëãîòó λ ∈ [−π, π] îïðå-

äåëèì êàê óãîë ìåæäó ìåðèäèîíàëüíîé ïîëóïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
M , è ïîëóïëîñêîñòüþ íóëåâîãî ãðèíâè÷ñêîãî ìåðèäèàíà. Ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòîé
φ ∈ [−π/2, π/2] íàçîâåì óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà
Çåìëè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó M , è ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà Oη1η2. Âûñîòó h ââåäåì
êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðî-
õîäèò íîðìàëü, äî òî÷êè M .

Ââåäåì òàêæå ãåîöåíòðè÷åñêóþ øèðîòó φ0 ∈ [−π/2, π/2] êàê óãîë ìåæäó ëó÷îì
OM è ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà Oη1η2.

Ïóñòü Op � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â óñëîâíîì öåíòðå Çåì-
ëè. Òîãäà äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè M â ñèñòåìå Op áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèå p = (p1, p2, p3)

T , äëÿ âåêòîðà àáñîëþòíîé ñêîðîñòè òî÷êè � îáîçíà÷åíèå vp =
(vp1, vp2, vp3)

T . Âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè (îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû
Oη) òî÷êè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû Op áóäåì îáîçíà÷àòü Vp = (Vp1, Vp2, Vp3)

T . Â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü òî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, íèæíèé èíäåêñ x ó êîìïîíåíò áóäåì îïóñêàòü: vx = (v1, v2, v3)

T , Vx = (V1, V2, V3)
T .

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè.
Àáñîëþòíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Op â ïðîåêöè-

ÿõ íà ñîáñòâåííûå îñè îáîçíà÷èì ÷åðåç ωp = (ωp1, ωp2, ωp3)
T , îòíîñèòåëüíóþ óãëî-

âóþ ñêîðîñòü (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Oη) � ÷åðåç Ωp = (Ωp1,Ωp2,Ωp3)
T . Ó êîìïîíåíò

óãëîâûõ ñêîðîñòåé ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ox íèæíèé èíäåêñ x áóäåì îïóñêàòü:
ωx = (ω1, ω2, ω3)

T ,Ωx = (Ω1,Ω2,Ω3)
T .

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö îðèåíòàöèè.
×åðåç Ap âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó îðèåíòàöèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû Op

îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ, ÷åðåç Bp � ìàòðèöó îðèåíòàöèè ñèñòåìû
Op îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû Oη. ×åðåç L îáîçíà÷èì ìàòðèöó îðèåíòàöèè
ñâÿçàííîé ñèñòåìû Os îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé Ox.

Óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà.
Óãëîì êóðñà ψ íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà Ñåâåð (îñüþMx2) è ïðî-

åêöèåé îñè Ms2 íà ïëîñêîñòü Mx1x2. Óñëîâèìñÿ îòñ÷èòûâàòü óãîë êóðñà îò îñè Mx2
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â íàâèãàöèîííûõ àëãîðèòìàõ óãîë
êóðñà òðàäèöèîííî îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Óãëîì òàíãàæà ϑ íàçîâåì
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óãîë ìåæäó îñüþ Ms2 è ïëîñêîñòüþ Mx1x2. Óãëîì êðåíà γ íàçîâåì óãîë ïîâîðîòà
ïëîñêîñòè Ms2s3 âîêðóã îñè Ms2 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Mx3s2.

Îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà Çåìëè.
Ìîäåëüíûé ýëëèïñîèä Çåìëè ñ÷èòàåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç a áîëüøóþ ïîëóîñü ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà Çåìëè, ÷åðåç e � åãî ýêñöåíòðèñèòåò.
Äëÿ äîëãîòíîãî è øèðîòíîãî ðàäèóñîâ êðèâèçíû ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà Çåìëè ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, RE è RN . Äëÿ âåêòîðà óäåëüíîé íîðìàëüíîé ñèëû
òÿãîòåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå g0, äëÿ âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè � g, äëÿ
âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè � u. ×åðåç µ îáîçíà÷èì êîíñòàíòó ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè, ÷åðåç C20 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé íåñôåðè÷íîñòü
ïîëÿ òÿãîòåíèÿ.

Ïðèâåäåì â âèäå òàáëèöû çíà÷åíèÿ ââåäåííûõ íàìè ïàðàìåòðîâ.

a = 6378136 ì Áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñîèäà Çåìëè
e = 0.0818191 Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñîèäà Çåìëè

u = 7.2921151467 · 10−5 ðàä/ñ Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè
µ = 3986005 · 108 ì3/ñ2 Ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Çåìëè
C20 = −1082.6257 · 10−6 Êîýôôèöèåíò íåñôåðè÷íîñòè

Ïðèâåäåííûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåò ýëëèïñîèä, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
â ñèñòåìå ÏÇ-90.02.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû.
Äëÿ óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà îáúåêò, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèå f . Çàáåãàÿ âïåðåä îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ
ñèñòåìàõ âíåøíÿÿ ñèëà èçìåðÿåòñÿ íüþòîíîìåòðàìè, òî èäåàëüíûå ïîêàçàíèÿ íüþ-
òîíîìåòðîâ ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f .

Èñïîëüçîâàíèå íèæíåãî èíäåêñà.
Íèæíèì èíäåêñîì ó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà âñåãäà áóäåì óêàçûâàòü ñèñòåìó êî-

îðäèíàò, â ïðîåêöèÿõ íà îñè êîòîðîé äàííûé âåêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Êàæäîìó âåêòîðó c ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðè-

öó ĉ:

ĉ =

 0 c3 −c2
−c3 0 c1
c2 −c1 0

 è c× b = −ĉb. (1)
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1.2 Âçàèìíàÿ îðèåíòàöèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò Oξ, Oη, Ox è Os

Èíåðöèàëüíàÿ, ãðèíâè÷ñêàÿ è ãåîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçàíû ñëåäóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîâîðîòîâ:

Oξ
ut
−→
3

Oη

π
2
+ λ
−→
3

π
2
− φ
−→
1

Ox. (2)

Çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷íûõ çàïèñÿõ íàä ñòðåëêîé ïîìåùàåòñÿ âåëè÷èíà óãëà
ïîâîðîòà, à ïîä ñòðåëêîé íîìåð êîîðäèíàòíîé îñè, âîêðóã êîòîðîé ñîâåðøàåòñÿ ïî-
âîðîò.

Çàïèøåì ìàòðèöó Aη îðèåíòàöèè ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû Oη îòíîñèòåëüíî èíåð-
öèàëüíîé Oξ è ìàòðèöó Bx îðèåíòàöèè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ox îòíîñèòåëüíî
ãðèíâè÷ñêîé Oη:

Aη =

 cosut sinut 0
− sinut cosut 0

0 0 1

 , Bx =

 − sinλ cosλ 0
− cosλ sinφ − sinλ sinφ cosφ
cosλ cosφ sinλ cosφ sinφ

 . (3)

Òîãäà

Ax = BxAη. (4)

Ãåîãðàôè÷åñêàÿ è ñâÿçàííàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïîâîðîòîâ:

Ox
ψ
−→
3

ϑ
−→
1

γ
−→
2

Os. (5)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû L = {lij} ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû îðè-
åíòàöèè:

L =

 cosψ cos γ − sinψ sinϑ sin γ sinψ cos γ + cosψ sinϑ sin γ − cosϑ sin γ
− sinψ cosϑ cosψ cosϑ sinϑ

cosψ sin γ + sinψ sinϑ cos γ sinψ sin γ − cosψ sinϑ cos γ cosϑ cos γ

 . (6)

Äëÿ ìàòðèöû As îðèåíòàöèè ñâÿçàííîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

As = LBxAη. (7)
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Óãëû îðèåíòàöèè âûðàæàþòñÿ èç (6), íàïðèìåð, ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

ψ = − arctan
l21
l22
, ϑ = − arcsin l23, γ = − arctan

l13
l33
. (8)

Îòìåòèì, ÷òî óãëû îðèåíòàöèè íàõîäÿòñÿ â ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ äèàïàçîíàõ:

ψ ∈ [−π, π], ϑ ∈ [−π/2, π/2], γ ∈ [−π, π]. (9)

1.3 Ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè

Ñâÿçü ãðèíâè÷ñêèõ è ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷êè.
Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äîëãîòíîãî è øèðîòíîãî ðàäèóñîâ êðèâèçíû:

RE =
a√

1− e2 sin2 φ
, RN = RE

1− e2

1− e2 sin2 φ
. (10)

Ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû η1, η2 è η3 òî÷êè M âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãåîãðàôè÷åñêèå
êîîðäèíàòû φ, λ è h òî÷êè M è ðàäèóñ êðèâèçíû RE, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîò-
íîøåíèé:

η1 = (RE + h) cosλ cosφ,

η2 = (RE + h) sinλ cosφ, (11)

η3 = (RE + h) sinφ−REe
2 sinφ,

Äîëãîòà λ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû èç ñîîòíîøåíèÿ:

tanλ =
η2
η1
, (12)

à ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ è âûñîòà h íå èìåþò àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ÷åðåç
ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû è ìîãóò áûòü íàéäåíû èòåðàöèîííî, íàïðèìåð, ìåòîäîì
Íüþòîíà [20].

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷êè M .
Êèíåìàòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òî÷êè M èìåþò âèä:

φ̇ =
V2

RN + h
, λ̇ =

V1
(RE + h) cosφ

, ḣ = V3. (13)
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Ñâÿçü ãåîãðàôè÷åñêîé è ãåîöåíòðè÷åñêîé øèðîò òî÷êè M .
Ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ è ãåîöåíòðè÷åñêàÿ øèðîòà φ0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

tanφ =
1

1− e2
tanφ0, (14)

îòêóäà

φ ≈ φ0 +
1

2
e2 sin 2φ. (15)

1.4 Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ñêîðîñòåé â ãåî-

ãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå Ox

Àáñîëþòíàÿ vx è îòíîñèòåëüíàÿ Vx ëèíåéíûå ñêîðîñòè òî÷êè M ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì:

vx = Vx − ûxx, (16)

îòêóäà

v1 = V1 + uRE cosφ, v2 = V2, v3 = V3. (17)

Àáñîëþòíàÿ ωx è îòíîñèòåëüíàÿ Ωx óãëîâûå ñêîðîñòè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Ox ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

ωx = Ωx + ux. (18)

Âåêòîð ux èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

ux = (0, u cosφ, u sinφ)T . (19)

Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé è óãëîâîé îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
ÿìè:

Ω1 = − V2
RN + h

, Ω2 =
V1

RE + h
, Ω3 = Ω2 tanφ. (20)
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1.5 Ñèëà òÿæåñòè è ñèëà òÿãîòåíèÿ

Â îïèñûâàåìûõ íèæå àëãîðèòìàõ èìèòàöèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ óäåëüíàÿ ñèëà òÿãîòåíèÿ g0. Ïðèâåäåì äâà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà åå âû÷èñëåíèÿ.
Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñïóòíèêîâîé
ñèñòåìå ÃËÎÍÀÑÑ. Ýòà ìîäåëü áóäåò íàìè ïðèìåíÿòüñÿ â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ìî-
äåëèðîâàíèþ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè. Âòîðîé âàðèàíò îñíîâû-
âàåòñÿ íà ôîðìóëå Ãåëüìåðòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óäåëüíîé ñèëû òÿæåñòè. Ôîðìóëîé
Ãåëüìåðòà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ.

Ôîðìóëà äëÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ñïóòíèêîâîé íàâèãàöè-
îííîé ñèñòåìå ÃËÎÍÀÑÑ.

Êîìïîíåíòû ñèëû òÿãîòåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà îñè ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû Oη, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ êîíòðîëüíûì äîêóìåíòîì ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ [22], èìåþò
âèä:

g0η1 = − µ

r3

[
1 +

3

2
C20

a2

r2

(
5
η23
r2

− 1

)]
η1,

g0η2 = − µ

r3

[
1 +

3

2
C20

a2

r2

(
5
η23
r2

− 1

)]
η2, (21)

g0η3 = − µ

r3

[
1 +

3

2
C20

a2

r2

(
5
η23
r2

− 3

)]
η3,

ãäå r =
√
η21 + η22 + η23.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñèëû òÿãîòåíèÿ g0 â ïðîåêöèÿõ íà îñè èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìû Oξ âûðàæàþòñÿ ïî ýòîé æå ôîðìóëå.

Ôîðìóëà Ãåëüìåðòà äëÿ ñèëû òÿæåñòè.
Ôîðìóëà Ãåëüìåðòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû óäåëüíîé ñèëû òÿæåñòè g ñ ïî-

ïðàâêîé íà âûñîòó h èìååò âèä [24]:

g(φ, h) = 9.78030(1 + 0.005302 sin2 φ+ 0.000007 sin2 2φ)− 0.00014− 2
µ

a3
h. (22)

Âåêòîð óäåëüíîé ñèëû òÿæåñòè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåì êîîðäèíàò Ox, Oξ è
Os èìååò âèä:

gx = (0, 0,−g)T , gξ = ATx gx, gs = AsA
T
x gx = Lgx. (23)

Óäåëüíóþ ñèëó òÿãîòåíèÿ g0 ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç óäåëüíóþ ñèëó òÿæåñòè g
ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

g0ξ = gξ + û2ξξ, g0s = gs + û2ss, g0x = gx + û2xx. (24)
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1.6 Êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Or è Op äâå ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×åðåç ωrp îáî-

çíà÷èì óãëîâóþ ñêîðîñòü ñèñòåìû Or îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Op â ïðîåêöèÿõ íà îñè
ñèñòåìû Or, ÷åðåç Crp � ìàòðèöó îðèåíòàöèè ñèñòåìû Or îòíîñèòåëüíî Op. Èìååò
ìåñòî êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

Ċrp = ω̂rpCrp. (25)

Âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ωsx âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óãëû êóðñà, êðåíà, òàíãàæà è èõ

ïðîèçâîäíûå òàê:

ωsx =

ωsx1ωsx2
ωsx3

 =

 ϑ̇ cos γ − ψ̇ sin γ cosϑ
γ̇ + ψ̇ sinϑ

ϑ̇ sin γ + ψ̇ cos γ cosϑ

 . (26)

Êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Êîîðäèíàòû p ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Op è âåêòîð

àáñîëþòíîé ñêîðîñòè äàííîé òî÷êè vp ñâÿçàíû êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèåì:

ṗ = vp + ω̂pp. (27)

Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â àáñîëþòíûõ (vp, ωp) è îòíîñèòåëüíûõ

(Vp,Ωp) ïåðåìåííûõ òàêîâû:

v̇p = ω̂pvp + fp + g0p,

V̇p = (Ω̂p + 2ûp)Vp + fp + gp. (28)

1.7 Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáú-

åêòà

Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå äâóõ ïîäõîäîâ äëÿ çàäàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ îáúåêòà. Ïåðâûé ïîäõîä èñïîëüçóåò ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ
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òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, äëÿ ìîäóëÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè è óãëîâ îðè-
åíòàöèè îáúåêòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòèõ ïàðàìåòðîâ äîñòàòî÷íî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
âñåõ ïàðàìåòðîâ ïîñòóïàòåëüíîãî è óãëîâîãî äâèæåíèÿ îáúåêòà.

Âòîðîé ïîäõîä èñïîëüçóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå � çàïèñàííûå âûõîäíûå
äàííûå íåêîòîðîãî íàâèãàöèîííîãî êîìïëåêñà, óñòàíîâëåííîãî íà áîðòó îáúåêòà. ×à-
ñòî ïîäîáíûå çàïèñè âêëþ÷àþò â ñåáÿ ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáúåêòà (φ, λ, h),
êîìïîíåíòû åãî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè â ïðîåêöèÿõ íà îñè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòå-
ìû (V1, V2, V3) è óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà (ψ, ϑ, γ), ïðè÷åì êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
ìîãóò äîñòàâëÿòüñÿ ÁÈÍÑ/ÑÍÑ ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ è ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ
ÁÈÍÑ. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ åå çàøóìëåííîñòü
è íåñîãëàñîâàííîñòü, à òàêæå íàëè÷èå ðàçëè÷íûõ ñáîåâ. Êðîìå òîãî, ÷àñòî ïîäîá-
íàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èçâåñòíà ñ äîñòàòî÷íî íèçêîé ÷àñòîòîé, íàïðèìåð, 1
Ãö. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà, ïàðàìåòðû êî-
òîðîé áûëè áû âçàèìíî ñîãëàñîâàíû è êîòîðàÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàëà áû
ñ èñõîäíîé òðàåêòîðèåé. Çäåñü ïîä ñîãëàñîâàííîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü çíà÷åíèÿ êîîð-
äèíàò, êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè è óãëîâ îðèåíòàöèè, êîòîðûå îáðàùàþò â âåðíûå
ðàâåíñòâà èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâè-
æåíèå îáúåêòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèñóòñòâóåò àíàëè-
òè÷åñêàÿ èçáûòî÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî ýòè äàííûå óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì è àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Âàæíî òàêæå ó÷åñòü, ÷òî êîð-
ïóñ îáúåêòà ìîæåò ñîâåðøàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ýâîëþöèè çà êîðîòêèé èíòåðâàë
âðåìåíè, ïîýòîìó ìîäåëèðîâàòü ñîãëàñîâàííûå òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû íåîáõîäèìî
ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà ïðè ïîìîùè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ïðåäâàðèòåëüíûõ ýòàïà: ôèëüòðà-
öèÿ èñõîäíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ñáîåâ, èíòåðïîëÿöèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ è ñãëàæèâàíèå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî ôèëü-
òðà.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîé òðàåêòîðèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íàáîð
íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ. Çäåñü ìû îïèøåì ëèøü îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ,
êîãäà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ óãëû îðèåíòàöèè îáúåê-
òà ψ, ϑ, γ è åãî êîîðäèíàòû φ, λ, h.
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1.7.1 Ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî çàäà-
íèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà ψ(t), ϑ(t), γ(t) è åãî ïóòåâàÿ ñêîðîñòü V (t), çàäàíû
êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè íà îòðåçêå [t0, tn], à òàêæå çàäàíû êîîðäèíàòû
îáúåêòà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè φ(t0), λ(t0), h(t0). Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè:

V (t) =

{
V ∗

2
+ V ∗

2
sin

(
−π

2
+ π t−t0

t∗−t0

)
, t < t∗

V ∗, t ≥ t∗,
(29)

ψ(t) = ψ∗ + Aψ sin(ωψ(t− t0) + φψ),

ϑ(t) = ϑ∗ + Aϑ sin(ωϑ(t− t0) + φϑ), (30)

γ(t) = γ∗ + Aγ sin(ωγ(t− t0) + φγ),

ãäå V ∗, ψ∗, ϑ∗, γ∗, Aψ, Aϑ, Aγ, ωψ, ωϑ, ωγ, φψ, φϑ, φγ, t
∗ � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëüíîé îñüþ îáúåêòà Ms2.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû â ìîìåíòû âðåìåíè tj, ãäå j = 0, ..., n.

Âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè îáúåêòà Vs â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Ms èìååò âèä:

Vs(t) = (0, V (t), 0)T . (31)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ

Vx(t) = LT (t)Vs(t) (32)

âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè Vx = (V1, V2, V3)
T â ïðî-

åêöèÿõ íà îñè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

V1(t) = −V (t) sinψ(t) cosϑ(t), V2(t) = V (t) cosψ(t) cosϑ(t),

V3(t) = V (t) sinϑ(t). (33)

Îïðåäåëèì ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáúåêòà ïðè ïîìîùè (13), èñïîëüçóÿ ìå-
òîä Ýéëåðà:

φ(tj+1) = φ(tj) +
V2(tj)

RN(tj) + h(tj)
∆t,

λ(tj+1) = λ(tj) +
V1(tj)

(RE(tj) + h(tj)) cosφ(tj)
∆t, (34)

h(tj+1) = h(tj) + V3(tj)∆t,

ãäå j = 0, ..., n− 1. Çäåñü ∆t = tj+1 − tj.
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1.7.2 Èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñî-
ãëàñîâàííîé òðàåêòîðèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆T = Tj+1 − Tj = K∆t øàã ïî âðåìåíè, ñ êîòîðûì ïðåäîñòàâëåíà
òðàåêòîðíàÿ èíôîðìàöèÿ, ÷åðåç∆t � øàã ïî âðåìåíè, ñ êîòîðûì òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ñîãëàñîâàííóþ òðàåêòîðèþ. Òîãäà Tj = tjK , ãäå j = 0, ..., N . Íàïðèìåð, ∆T = 1ñ., à
∆t = 0.01ñ. Èñõîäíûå äàííûå óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü èíäåêñîì ′.

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îáúåêòà
φ′(Tj), λ

′(Tj), h
′(Tj) è óãëîâ îðèåíòàöèè ψ′(Tj), ϑ

′(Tj), γ
′(Tj), ãäå j = 0, ..., N .

Îïèøåì êðàòêî òðè ïðåäâàðèòåëüíûõ ýòàïà, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ôèëü-
òðàöèþ âîçìîæíûõ ñáîåâ, èíòåðïîëÿöèþ è ïîñëåäóþùåå ñãëàæèâàíèå ñ ïîìîùüþ
öèôðîâîãî ôèëüòðà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåäèàííîãî ôèëüòðà äëÿ óñòðàíåíèÿ ñáîåâ.
Îïèøåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìåäèàííîãî ôèëüòðà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà F = {φ, λ, h, ψ, ϑ, γ} â ìîìåíòû âðåìåíè Tj, ãäå j =
1, ..., N − 1 ðàññìîòðèì òðè çíà÷åíèÿ: F ′(Tj−1), F

′(Tj) è F ′(Tj+1), è ðàñïîëîæèì èõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Â êà÷åñòâå íîâîãî çíà÷åíèÿ F ′(Tj) âûáåðåì òó âåëè÷èíó èç
òðåõ ðàññìîòðåííûõ, êîòîðàÿ çàéìåò öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïîñëå ýòîãî äîîïðåäåëèì êîíöåâûå òî÷êè: F ′(T0) = F ′(T1), F

′(TN) = F ′(TN−1). Òà-
êîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò îòôèëüòðîâàòü îäíîêðàòíûå ñáîè. Åñëè âìåñòî òðåõ çíà÷åíèé
ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïÿòü èëè ñåìü çíà÷åíèé, òî ôèëüòð ïîçâîëèò
óñòðàíèòü, ñîîòâåòñòâåííî, äâóêðàòíûå è òðåõêðàòíûå ñáîè.

Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ.
Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà F = {φ, λ, h, ψ, ϑ, γ} îñóùåñòâèì ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿ-

öèþ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

F ′(tjK+i) =
1

K

[
(K − i)F ′(tjK) + iF ′(t(j+1)K)

]
. (35)

Çäåñü i = 0, ..., K − 1.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû φ′(tj), λ

′(tj), h
′(tj), ψ

′(tj), ϑ
′(tj), γ

′(tj)
(j = 0, ..., NK) ñ íóæíîé ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè.

Ñãëàæèâàíèå äàííûõ ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî ôèëüòðà.
Ñãëàäèì óêàçàííûå ðåàëèçàöèè ñ ïîìîùüþ öèôðîâîãî ôèëüòðà:

F ′(tj) −→ F (tj) =
k∑

i=−k
wiF

′(tj+i), (36)
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ãäå êîýôôèöèåíòû wi � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà. Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, îêíî Õàííà [52], âåñîâûå êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò âèä:

wi =
1

2k

(
1 + cos

(
iπ

k

))
(37)

è 2k � øèðèíà îêíà.
Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿþòñÿ ðåàëèçàöèè φ(tj), λ(tj), h(tj), ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj), ãäå j =

k, ..., NK−k, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâèæåíèå îáúåêòà ñ òðåáóåìûì øàãîì ïî
âðåìåíè ∆t, áëèçêîå ê ðåàëüíîìó äâèæåíèþ îáúåêòà.

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè.
Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷èñëåííûì äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì ñ ïîìîùüþ (13), íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V1(tj) =
λ(tj+1)− λ(tj)

∆t
· RE(tj) + h(tj) +RE(tj+1) + h(tj+1)

2
cos

(
φ(tj) + φ(tj+1)

2

)
,

V2(tj) =
φ(tj+1)− φ(tj)

∆t
· RN(tj) + h(tj) +RN(tj+1) + h(tj+1)

2
, (38)

V3(tj) =
h(tj+1)− h(tj)

∆t
.

Ïðè ýòîì â ïðàâîé òî÷êå ìîæíî ïîëîæèòü:

V1(tNK−k) = V1(tNK−k−1), V2(tNK−k) = V2(tNK−k−1), V3(tNK−k) = V3(tNK−k−1). (39)

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå âõîäíîé èíôîðìàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ óã-
ëîâ îðèåíòàöèè è êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Òîãäà ïî ôîðìóëàì
(34) îïðåäåëÿþòñÿ ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îäíàêî, ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâà-
íèå öèôðîâûì ôèëüòðîì ìåíÿåò çíà÷åíèå âåêòîðà ñêîðîñòè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê
ñóùåñòâåííîìó îòêëîíåíèþ ìîäåëèðóåìûõ êîîðäèíàò òðàåêòîðèè îò èñõîäíûõ.
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Ãëàâà II. Çàäà÷è ñîãëàñîâàííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé

èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ,

òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà è

èõ ïðèëîæåíèÿ â èíåðöèàëüíîé

íàâèãàöèè

Ââåäåíèå

Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàííûõ
ïëàòôîðìåííûõ (ÈÍÑ) èëè áåñêàðäàííûõ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì
(ÁÈÍÑ) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ èìèòàòîðîâ òðàåêòîðíîãî äâèæåíèÿ
îáúåêòà. Äëÿ îêîëîçåìíûõ íàâèãàöèîííûõ ïðèëîæåíèé èìèòàòîð äîëæåí ó÷èòûâàòü
òàêèå ôàêòîðû êàê íåñôåðè÷íîñòü ôîðìû è ïîëÿ òÿãîòåíèÿ Çåìëè, åå âðàùåíèå.
Ðåçóëüòàòîì èìèòàöèè ñëóæàò âçàèìíî ñîãëàñîâàííûå ðåàëèçàöèè òðàåêòîðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáúåêòà: êîîðäèíàòû, ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå îáúåêòà,
óãëîâàÿ ñêîðîñòü òðåõãðàííèêà, æåñòêî ñâÿçàííîãî ñ êîðïóñîì îáúåêòà, óãëû îðèåí-
òàöèè, íàïðèìåð, óãëû èñòèííîãî êóðñà, êðåíà è òàíãàæà.

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì èìèòàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàííûõ èíåð-
öèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì âàæíî ñîãëàñîâàííî ìîäåëèðîâàòü èäåàëüíûå ïîêà-
çàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ � íüþòîíîìåòðîâ è äàò÷èêîâ óãëîâîé ñêîðîñòè (ãèðî-
ñêîïîâ). Ïîä ñîãëàñîâàííîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìîãî íóëåâî-
ãî òåñòà, êîãäà ïî ñôîðìèðîâàííûì èäåàëüíûì ïîêàçàíèÿì èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ
áîðòîâûå àëãîðèòìû ÁÈÍÑ âîñïðîèçâîäÿò èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ ñ ìàêñèìàëüíîé
òî÷íîñòüþ, â èäåàëå, àáñîëþòíî òî÷íî.

Äëÿ òî÷íûõ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûì âðå-
ìåíåì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, äëÿ èìèòàöèè àëãîðèòìîâ êîìïëåêñèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî
ìîäåëèðîâàòü íå àëãîðèòìû íàâèãàöèîííîãî ñ÷èñëåíèÿ ÁÈÍÑ, à ëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ îøèáîê ÁÈÍÑ, ëèíåéíûå ìîäåëè êîððåêòèðóþùèõ èçìåðåíèé, àëãîðèòìû îöå-
íèâàíèÿ êàëìàíîâñêîãî òèïà. Ïðè ýòîì èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè èíåðöèàëü-
íûõ äàò÷èêîâ èìèòèðóþòñÿ íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðèçîâàííîé ìîäåëè
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ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ëèáî äëÿ ýòîé öåëè èñïîëü-
çóþòñÿ äàííûå ñòåíäîâûõ èñïûòàíèé.

Èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ èíåðöèàëüíûå äàò÷èêè
íèçêîé òî÷íîñòè, íàïðèìåð MEMS äàò÷èêè. Çäåñü îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñåãìåíò äàò÷è-
êîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî âíåäðÿåòñÿ â íàâèãàöèîííóþ ïðàêòèêó. Äëÿ ïîëíî-
öåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êîìïëåêñèðîâàíèÿ ÁÈÍÑ ïîñòðîåííûõ íà ãðó-
áûõ äàò÷èêàõ óæå íåîáõîäèìî èìèòèðîâàòü àëãîðèòìû íàâèãàöèîííîãî ñ÷èñëåíèÿ
îäíîâðåìåííî ñ àëãîðèòìàìè êîìïëåêñèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàííûìè â âèäå îáðàòíûõ
ñâÿçåé (óïðàâëåíèÿ). Ïîýòîìó áåç èìèòàöèè èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ ïîëíîöåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòî íåâîçìîæíî.

Äðóãîé ìîìåíò, êîòîðûé äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ìîäåëåé, çàêëþ÷à-
åòñÿ â èìèòàöèè ïîêàçàíèé èíòåãðèðóþùèõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ, êîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óñòðîéñòâî îïðåäåëÿåò íå ìãíîâåííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîãî ïàðàìåòðà, à
åãî èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå íà òàêòå ñúåìà èíôîðìàöèè. Èìåííî òàê "ðàáîòàåò" ñè-
ñòåìà ñúåìà ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ, êîãäà âíóòðåííÿÿ ÷àñòîòà îïðîñà äàò÷èêà áîëüøå
÷àñòîòû ôîðìèðîâàíèÿ âûõîäíîãî èçìåðèòåëüíîãî ñèãíàëà.

Îáÿçàòåëüíûì ñâîéñòâîì àëãîðèòìîâ èìèòàöèè ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óïîìÿíóòîãî âûøå íóëåâîãî òåñòà � ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ÁÈÍÑ ïðè íóëåâûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòÿõ è íóëå-
âûõ îøèáêàõ íà÷àëüíîé âûñòàâêè òðàåêòîðèÿ ïîëó÷åííîãî íàâèãàöèîííîãî ðåøåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òðàåêòîðèåé ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, â èäåàëå � àáñî-
ëþòíî òî÷íî. Ïîñëåäíåå çàâèñèò îò çàäàâàåìûõ àïðèîðíî óñëîâèé ìîäåëèðîâàíèÿ,
íàïðèìåð, òðåáîâàíèÿ ôîðìèðîâàòü èäåàëüíûå ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ â îñÿõ ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ êîðïóñîì îáúåêòà, à íàâèãàöèîííóþ çàäà÷ó
ðåøàòü ïðè ýòîì â îñÿõ èíîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, â îñÿõ ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ ìåñò-
íîé ãåîãðàôè÷åñêîé âåðòèêàëüþ.

Ïîìèìî ñîáñòâåííî çàäà÷ ñîãëàñîâàííîé èìèòàöèè èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé èíåðöè-
àëüíûõ äàò÷èêîâ, äðóãèõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, âîçíèêàþò ñîïóòñòâó-
þùèå çàäà÷è, ñîïðîâîæäàþùèå ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàííûõ èíåð-
öèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì è äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìîäåëè è àëãîðèòìû. Ïåðå÷èñëèì èõ:

• Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé íàâèãàöèîííûõ äàò÷èêîâ äëÿ ñèñòåì, êîòî-
ðûå óñòàíîâëåíû íà îäíîì îáúåêòå, íî ðàñïîëàãàþòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ è ìî-
ãóò èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ îñåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ. Ïðèìåð: íà îáúåêòå â ðàçíûõ ìåñòàõ óñòàíîâëåíà áàçîâàÿ è âûñòàâëÿå-
ìàÿ ÁÈÍÑ. Äðóãîé ïðèìåð � àíòåííà ñèãíàëîâ ñïóòíèêîâûõ íàâèãàöèîííûõ
ñèñòåì (ÑÍÑ) ðàñïîëîæåíà íà èçâåñòíîì ðàññòîÿíèè îò ïðèâåäåííîãî öåíòðà
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ÁÈÍÑ (ïîä ïðèâåäåííûì öåíòðîì ÁÈÍÑ âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü öåíòð áëîêà
íüþòîíîìåòðîâ).

• Çàäà÷à ïðîâåðêè òî÷íîñòè èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé óðàâíåíèé îøèáîê
ÁÈÍÑ. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè ðàçëè÷íûå ôîð-
ìû óðàâíåíèé îøèáîê èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè, ïðåäëàãàåìûå ðàçíûìè àâòî-
ðàìè â ðàçíîå âðåìÿ, íàïðèìåð, Ïàðóñíèêîâûì Í.À. [24], Ñàëû÷åâûì Î.Ñ. [39],
Àíäðååâûì Â.Ä. [5], Âåðåìååíêî Ê.Ê. [3] è äð. Ýòè ìîäåëè äîïóñêàþò ðàçíî-
ãî ðîäà óïðîùåíèÿ, ìîäèôèêàöèè, è çà÷àñòóþ íå âñåãäà ïîíÿòíà èõ òî÷íîñòü.
Ñðàâíèòåëüíûé æå àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèé îøèáîê (ïî
âûáðàííîé ìîäåëè) ñ îøèáêàìè íàâèãàöèîííîãî ñ÷èñëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûìè êàê
ðàçíîñòü âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ÁÈÍÑ è ïàðàìåòðîâ èìèòàòîðà äâèæåíèÿ, ïîç-
âîëÿåò ÷åòêî îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

• Çàäà÷à ó÷åòà îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ
ÁÈÍÑ ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Äàííûé àñïåêò áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ïðè èìèòàöèè
ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â çàäà÷å êàëèáðîâêè äëÿ ïîñëåäóþùåãî òå-
ñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êàëèáðîâêè.

• Çàäà÷à àíàëèçà âèáðàöèîííûõ âîçäåéñòâèé íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè ÁÈÍÑ
ñ öåëüþ âûáîðà îïòèìàëüíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè
îáúåêòà.

• Àíàëèç îñîáåííîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ è òåëå-
ìåòðè÷åñêèõ èìèòàòîðîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû çàäàþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, âî âòîðîì òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû ñîäåðæàòñÿ
â òåëåìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè êîíêðåòíîãî ýêñïåðèìåíòà, íàïðèìåð, ëåòíîãî
èñïûòàíèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ è ðåøåíèþ îïèñàííûõ âûøå
çàäà÷. Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

2 Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåðöèàëü-

íûõ äàò÷èêîâ

2.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

×óâñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè áåñêàðäàííîé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ íüþòîíîìåòðû è ãèðîñêîïû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöå-
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äóðû êàëèáðîâêè îñè ÷óâñòâèòåëüíîñòè íüþòîíîìåòðîâ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è
îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè êàæäîãî íüþòîíîìåòðà ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè îä-
íîãî èç ãèðîñêîïîâ. ×åðåç M îáîçíà÷èì ïðèâåäåííóþ ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó áëîêà
íüþòîíîìåòðîâ. Ââåäåì ïðèáîðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Mz, îñè êîòîðîé íàïðàâèì
ïàðàëëåëüíî îñÿì ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Â äàëüíåéøåì âñåãäà
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÁÈÍÑ ðàñïîëîæåíà íà îáúåêòå (íàïðèìåð, íà ñàìîëåòå) òàê, ÷òî
îñü Mz1 íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ïðàâîãî êðûëà, îñü Mz2 ïàðàëëåëüíà ïðîäîëüíîé îñè
îáúåêòà, îñü Mz3 ïàðàëëåëüíà åãî âåðòèêàëüíîé îñè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå
ñèñòåìó êîîðäèíàò Oz ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì ñèñòåìû Mz è
ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ÁÈÍÑ ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà
Ms (Os) è ïðèáîðíàÿMz (Oz) ñîâïàäàþò è ñïðàâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â
íà÷àëå ãëàâû äëÿ ñèñòåìû Ms (Os), âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz (Oz).

Èäåàëüíûå èçìåðåíèÿ ãèðîñêîïîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àáñîëþòíóþ óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü ωz ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz (Oz). Èäåàëüíûå íüþòîíîìåòðû èçìåðÿþò âåêòîð
óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû fz, äåéñòâóþùåé íà îáúåêò. ×åðåç fξ è fx áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîåêöèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, ñîîòâåòñòâåííî, íà îñè ñèñòåì Oξ è Ox.

Èíåðöèàëüíûå äàò÷èêè â îñíîâíîì ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóþùèìè äàò÷èêàìè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ãèðîñêîïû èçìåðÿþò èíòåãðàë îò àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèáîð-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à íüþòîíîìåòðû èçìåðÿþò èíòåãðàë îò óäåëüíîé âíåøíåé
ñèëû çà îäèí òàêò ñúåìà èíôîðìàöèè [tj, tj+1]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé óã-
ëîâîé ñêîðîñòè è óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû óêàçàííûå èíòåãðàëû äåëÿòñÿ íà äëèíó
èíòåðâàëà âðåìåíè:

tj+1∫
tj

fzdt

tj+1 − tj
,

tj+1∫
tj

ωzdt

tj+1 − tj
. (40)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîêàçàíèÿìè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ íàçûâàòü êàê ñàìó
àáñîëþòíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü è óäåëüíóþ âíåøíþþ ñèëó, òàê è èíòåãðàëû îò ýòèõ
âåëè÷èí.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ èìèòàöèè èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé
ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ. Îïèñûâàþòñÿ ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñîâàííûõ ïî-
êàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äâóõ ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì îáúåêòå.

2.2 Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè êîîðäèíàòû îáú-
åêòà è ïàðàìåòðû åãî îðèåíòàöèè â ìîìåíòû âðåìåíè tj è tj+1. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
âåêòîð èçìåðåíèé ãèðîñêîïîâ íà ýòîì èíòåðâàëå.
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé ãèðî-
ñêîïîâ. Ïåðâûé áàçèðóåòñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
äëÿ ìàòðèöû îðèåíòàöèè Az ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé Oξ.
À èìåííî: åñëè âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωz ïîñòîÿíåí íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè [tj, tj+1], âåêòîð ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ êàê èíòåãðàë îò óãëîâîé ñêîðîñòè ωz
ïðèáîðíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè.

Äðóãîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè êîìïîíåíò âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè ωz êàê ôóíêöèé îò êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòàöèè îáúåêòà è èõ
ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà çàäàíèÿ êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòà-
öèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû è óãëû îðèåíòàöèè çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè êàê
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Âî âòîðîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ
êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòàöèè, à íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè äëÿ ýòèõ âåëè÷èí
ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âåêòîðà ωz
ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñî ñêîëü óãîäíî ìåëêèì øàãîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
äàííûé ìåòîä êàê ìåòîä òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ. Ýòîò
âàðèàíò îðèåíòèðîâàí íà çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ñõåì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ïóàññîíà.

2.2.1 Âû÷èñëåíèå èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ. ×àñòíûé ñëó÷àé èí-
òåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ ìàòðèö Az(tj) è Az(tj+1), ïîñêîëüêó èçâåñòíû çíà-
÷åíèÿ êîîðäèíàò îáúåêòà φ, λ è óãëîâ åãî îðèåíòàöèè ψ, ϑ, γ â ìîìåíòû âðåìåíè tj
è tj+1 (3, 6, 7). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîð ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ êàê èíòåãðàë îò
àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèáîðíîé ñèñòåìû

∫ tj+1

tj ωzdt:
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ìàòðèöû îðèåíòàöèè Az (25):

Ȧz = ω̂zAz. (41)

Åñëè âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ωz ïîñòîÿíåí íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1], òî èíòå-
ãðàë

∫ tj+1

tj ωzdt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð êîíå÷íîãî ïîâîðîòà ïðèáîðíîé ñèñòåìû γz
è òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå [70],
[16]:

Az(tj+1) =

(
E +

sin γ

γ
γ̂z +

1− cos γ

γ2
γ̂2z

)
Az(tj). (42)

Çäåñü γ =

∣∣∣∣∣ tj+1∫
tj

ωzdt

∣∣∣∣∣ = √
γ21 + γ22 + γ23 � ìîäóëü âåêòîðà êîíå÷íîãî ïîâîðîòà ïðèáîðíîé
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ñèñòåìû êîîðäèíàò çà èíòåðâàë âðåìåíè [tj, tj+1] (∆t = tj+1 − tj), γi � êîìïîíåíòû
âåêòîðà êîíå÷íîãî ïîâîðîòà (i = 1, 2, 3).

Ïîêàæåì, êàê, èñïîëüçóÿ (42), â ÿâíîì âèäå îïðåäåëèòü âåêòîð γz. Äîìíîæèì
ñïðàâà îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (42) íà ìàòðèöó ATz (tj) è âû÷òåì çàòåì èç îáåèõ ÷àñòåé
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E. Èìååì:

sin γ

γ
γ̂z +

1− cos γ

γ2
γ̂2z = Az(tj+1)A

T
z (tj)− E. (43)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

ATz (tj+1)Az(tj)− E = B = {bij}. (44)

Ðàñïèøåì ïîýëåìåíòíî ìàòðèöó γ̂2z :

γ̂2z =

−γ23 − γ22 γ1γ2 γ1γ3
γ1γ2 −γ23 − γ21 γ2γ3
γ1γ3 γ2γ3 −γ22 − γ21

 . (45)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìàòðèöà γ̂z ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, à ìàò-
ðèöà γ̂2z � ñèììåòðè÷åñêîé. Ïðèðàâíÿåì ïåðâûå äâà äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòà ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (43):

1− cos γ

γ2
[−γ23 − γ22 ] = b11

1− cos γ

γ2
[−γ23 − γ21 ] = b22. (46)

Ðàçäåëèâ îäíî ñîîòíîøåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷èì:

−γ23 − γ22
−γ23 − γ21

=
b11
b22
. (47)

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â äðóãîé ôîðìå:

γ21b11 − γ22b22 + γ23 [b11 − b22] = 0. (48)

Ïðèðàâíèâàÿ ïåðâûé è òðåòèé äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âûðàæåíèÿ (43), àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì:

γ21b11 − γ23b33 + γ22 [b11 − b33] = 0. (49)
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Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ äðóãîå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå çàâèñè-
ìîñòè γ22 îò γ

2
3 :

γ22 = γ23
b11 − b22 + b33
b11 + b22 − b33

. (50)

Ïðîäåëàåì ðîâíî òî æå ñàìîå, ïðèðàâíèâàÿ ñíà÷àëà ïåðâûå äâà äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòà, çàòåì âòîðîé è òðåòèé, è ïîëó÷èì âûðàæåíèå çàâèñèìîñòè γ21 îò γ

2
3 :

γ21 = γ23
b22 − b11 + b33
b11 + b22 − b33

. (51)

Òåïåðü ïðèðàâíÿåì âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ”12” è ”21” âûðàæåíèÿ (43). Èìå-
åì:

sin γ

γ
γ3 +

1− cos γ

γ2
γ1γ2 = b12

−sin γ

γ
γ3 +

1− cos γ

γ2
γ1γ2 = b21. (52)

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âòîðîå è ïîëó÷èì:

2
sin γ

γ
γ3 = b12 − b21. (53)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ γ ñ ó÷åòîì (50, 51):

γ =

√
γ23
b22 − b11 + b33
b11 + b22 − b33

+ γ23
b11 − b22 + b33
b11 + b22 − b33

+ γ23 = |γ3|
√
b11 + b22 + b33
b11 + b22 − b33

. (54)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (53) è ïîëó÷èì:

2 sin γ = |b12 − b21|
√
b11 + b22 + b33
b11 + b22 − b33

, (55)

îòêóäà

γ = arcsin

 |b12 − b21|
2

√
b11 + b22 + b33
b11 + b22 − b33

 . (56)
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Åñëè âìåñòî âûðàæåíèé γ21 , γ
2
2 ÷åðåç γ

2
3 âûðàæàòü γ

2
1 , γ

2
3 ÷åðåç γ

2
2 èëè γ

2
2 , γ

2
3 âûðàæàòü

÷åðåç γ21 è ïðèðàâíèâàòü çàòåì äðóãèå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B, òî
äëÿ óãëà ïîâîðîòà γ ïîëó÷àòñÿ åùå äâå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû:

γ = arcsin

 |b31 − b13|
2

√
b11 + b22 + b33
b11 − b22 + b33


γ = arcsin

 |b23 − b32|
2

√
b11 + b22 + b33
b22 − b11 + b33

 . (57)

Çàìå÷àíèå. Ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëû êîððåêòíû òîëüêî ïðè γ < π/2, ÷òî, îäíà-
êî, íå ìåøàåò èõ èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ, ïîñêîëüêó
íà êàæäîì èíòåðâàëå ∆t óãîë γ íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ. Îäíàêî, åñëè
ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû Az(tj) è Az(tj+1), òî â ñëó÷àå γ > π/2, ñëåäóåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîé èç ôîðìóë:

γ = π − arcsin

 |bij − bji|
2

√√√√bii + bjj + bkk
bii + bjj − bkk

 ,
i, j, k = 1, 2, 3, i ̸= j, i ̸= k, k ̸= j. (58)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (53) íàõîäèì âåëè÷èíó γ3:

γ3 =
γ(b12 − b21)

2 sin γ
, (59)

à ïðèðàâíèâàÿ äðóãèå, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñî-
îòíîøåíèÿ (43), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ γ1 è γ2:

γ1 =
γ(b23 − b32)

2 sin γ

γ2 =
γ(b31 − b13)

2 sin γ
. (60)

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû γ êàêîé-íèáóäü çíàìåíàòåëü
ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü, ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá: èç âñåõ òðåõ çíàìåíàòå-
ëåé b22 − b11 + b33, b11 − b22 + b33 è b11 + b22 − b33 âûáðàòü íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ è
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû γ.

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì èìååò îñîáåííîñòü ïðè ìàëûõ óãëàõ γ. Èç ñîîòíîøåíèé
(46) âèäíî, ÷òî ïðè ìàëîì âåêòîðå ïîâîðîòà γz äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B
áóäóò îãðàíè÷åíû êâàäðàòîì íîðìû âåêòîðà γz:

|bii| ≤ γ2, i = 1, 2, 3. (61)
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Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì óñòîé÷èâî ðàáîòàåò ïðè óãëàõ γ >
10−7. Òàêèì îáðàçîì, åñëè õîòÿ áû îäèí èç òðåõ çíàìåíàòåëåé îêàæåòñÿ ïî ìîäóëþ
áîëüøå ε, ãäå, íàïðèìåð, ε = 10−14, îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà γz. Åñëè âñå òðè çíàìåíàòåëÿ ïî ìîäóëþ áóäóò ìåíüøå, ÷åì ε,
ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííûì àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ (42):

Az(tj+1) = (E + γ̂z)Az(tj). (62)

Îòñþäà

γ1 = 0.5 · (b23 − b32), γ2 = 0.5 · (b31 − b13), γ3 = 0.5 · (b12 − b21). (63)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé, êîãäà ïðèáîðíàÿ ñèñòåìà Oz íå âðàùà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî Çåìëè. Òîãäà ìîäóëü âåêòîðà êîíå÷íîãî ïîâîðîòà γ ïðèáîðíîé
ñèñòåìû çà îäíó ñåêóíäó ñîñòàâèò: γ = u · 1c.≃ 7.29 · 10−5ðàä. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
èíòåðâàë âðåìåíè ∆t, íàïðèìåð, ñîñòàâëÿåò 0.01c, òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé
ãèðîñêîïîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé àëãîðèòì, åñëè ∆t = 0.001ñ, òî èçìåðå-
íèÿ ãèðîñêîïîâ äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ïî óïðîùåííûì ôîðìóëàì (63).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè íà îòðåçêå [tj, tj+1] îïðå-
äåëÿåòñÿ òàê:

ωz =

ωz1ωz2
ωz3

 =

 γ1/∆tγ2/∆t
γ3/∆t

 . (64)

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, ïðè âû÷èñëåíèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âçàèìîñâÿçè óãëîâîé ñêîðîñòè ãåî-
ãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ox ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ òî÷êè M â ãåîãðàôè÷åñêèõ îñÿõ.

2.2.2 Âû÷èñëåíèå èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîîðäè-
íàòû è óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà çàäàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè, âî
âòîðîì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëåíû â äèñêðåòíûå
ìîìåíòû âðåìåíè.

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà.
Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ψ(t), ϑ(t) è γ(t) íà íåêîòîðîì îò-

ðåçêå âðåìåíè [t0, tn]. Ýòè ôóíêöèè äîëæíû èìåòü íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â êàæ-
äîé òî÷êå óêàçàííîãî îòðåçêà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ôóíêöèè (30). Áóäåì òàêæå
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ñ÷èòàòü çàäàííûìè íåïðåðûâíûå ôóíêöèè φ(t), λ(t) è h(t) íà òîì æå îòðåçêå âðåìå-
íè. Ýòè ôóíêöèè òàêæå äîëæíû èìåòü íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â êàæäîé òî÷êå
îòðåçêà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè
[tj, tj+1], ãäå j = 0, ..., n− 1.

Àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðèáîðíîé ñèñòåìû ñêëàäûâàåòñÿ èç óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè, óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãåîãðàôè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíîãî Çåìëè è óãëîâîé ñêîðîñòè ñîáñòâåííî îáúåêòà
îòíîñèòåëüíî ìåñòíîãî ãîðèçîíòà. Èìååì:

ωz =

 0
γ̇
0

+

 cos γ 0 − sin γ
0 1 0

sin γ 0 cos γ


 ϑ̇0
0

+

+

 cos γ 0 − sin γ
0 1 0

sin γ 0 cos γ


 1 0 0
0 cosϑ sinϑ
0 − sinϑ cosϑ


 0
0
ψ̇

+ LΩx + Lux (65)

Èç êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáúåêòà (13) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè êîìïîíåíòû V1, V2 âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè Vx:

V1 = λ̇(RE + h) cosφ, V2 = φ̇(RN + h). (66)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè Ωx ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (20). Âåêòîð ux âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (19), ýëåìåíòû ìàòðèöû îðèåíòàöèè L âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (6).

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà ωz ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ íåïðå-
ðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò ôóíêöèé ψ(t), ϑ(t), γ(t), φ(t), λ(t), h(t) è èõ ïðîèçâîäíûõ. Âåê-
òîð ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ íà èíòåðâàëå [tj, tj+1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë:

tj+1∫
tj

ωz(τ)dτ. (67)

Ðàçîáüåì èíòåðâàë âðåìåíè [tj, tj+1] íà m ðàâíûõ îòðåçêîâ, ãäå m ≫ 1. Äëèíó
êàæäîãî îòðåçêà îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆τ = ∆t/m, à êàæäóþ óçëîâóþ òî÷êó ÷åðåç τk =
tj + k∆τ . Áóäåì ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü èíòåãðàë

∫ tj+1

tj ωz(t)dt êàê èíòåãðàëüíóþ
ñóììó:

tj+1∫
tj

ωz(t)dt ∼=
m∑
k=1

ω∗
zk ·∆τ. (68)
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Çäåñü ω∗
zk � íåêîòîðîå çíà÷åíèå ωz(t) íà îòðåçêå âðåìåíè [τk−1, τk]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëüíîé ñóììû (68) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ÷èñëåííûé ìåòîä èíòåãðèðî-
âàíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Ñèìïñîíà (ìåòîä ïàðàáîë):

ω∗
zk =

1

6

[
ωz(τk−1) + 4ωz

(
τk−1 + τk

2

)
+ ωz(τk)

]
. (69)

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî âûáîð âåëè÷èíû m îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ
îáúåêòà.

Òðàåêòîðèÿ îáúåêòà çàäàíà äèñêðåòíûì íàáîðîì çíà÷åíèé êîîðäèíàò
è óãëîâ îðèåíòàöèè.

Ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ èíôîðìàöèÿ î êîîðäèíàòàõ îáúåêòà è óãëàõ åãî îðèåí-
òàöèè: ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj), φ(tj), λ(tj) è h(tj). Çäåñü j = 0, ..., n è øàã ïî âðåìåíè èñõîä-
íîé èíôîðìàöèè ∆t = tj+1− tj ñîîòâåòñòâóåò äëèíå èíòåðâàëà, íà êîòîðîì òðåáóåòñÿ
îïðåäåëÿòü ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ. Ïî óêàçàííûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, èìåþùèå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ïîñëå ÷åãî
çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê ïîñòàíîâêå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Íåîáõîäèìîñòü â ïîëó÷åíèè êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòàöèè êàê íåïðåðûâíûõ èç-
âåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè ïîáóæäàåò îñóùåñòâèòü ñãëàæèâàíèå óêàçàííûõ äèñêðåò-
íûõ ðåàëèçàöèé ïðè ïîìîùè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ [25]. Àïïàðàò êóáè÷åñêèõ ñïëàé-
íîâ ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñòíûì è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ. Îäíàêî,
â äàííîé ðàáîòå òðåáóåòñÿ íå òîëüêî îñóùåñòâèòü ñãëàæèâàíèå êîîðäèíàò è óãëîâ
îðèåíòàöèè, íî è òî÷íî âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâîäíûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïî-
ýòîìó îïèøåì ïðîöåäóðó ñãëàæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(t) íà îòðåçêå âðåìå-
íè [t0, tn] ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(tj) ïðè j = 0, ..., n. Ðàçîáüåì îòðåçîê
âðåìåíè [t0, tn] íà l îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû. Òîãäà n/l = p � êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ
âðåìåíè ti â êàæäîì îòðåçêå. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [tip, t(i+1)p] ââåäåì áåçðàçìåðíîå
âðåìÿ τ :

τ =
t− tip

t(i+1)p − tip
, τ ∈ [0, 1]. (70)

Ââåäåì áàçîâûå ôóíêöèè:

φ1(τ) =
1

4
(1− τ)3, φ2(τ) = 1− 3

4
(2− τ)τ 2,

φ3(τ) = 1− 3

4
(1 + τ)(1− τ)2, φ4(τ) =

1

4
τ 3. (71)
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Íà êàæäîì îòðåçêå âðåìåíè [tip, t(i+1)p] (i = 0, ..., l−1) áóäåì ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ
f(t) áàçîâûìè ôóíêöèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ci, ci+1, ci+2 è ci+3:

f(t) = ciφ1(τ) + ci+1φ2(τ) + ci+2φ3(τ) + ci+3φ4(τ). (72)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè tj (j = 0, ..., n) çàïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå. Òàêèì
îáðàçîì èìååòñÿ N ·K+1 óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ l+3 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t) ïðèáëèæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ l+3 êîýôôèöèåíòà. Óêà-
çàííàÿ ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü êàê ñàìîé ïîñòðîåííîé
ôóíêöèè f(t) òàê è åå ïåðâûõ äâóõ ïðîèçâîäíûõ âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [t0, tn].

Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ñãëàæèâàíèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè äëÿ äèñêðåòíûõ ðå-
àëèçàöèé φ(tj), λ(tj), h(tj), ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj). Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êàæäîé ðåà-
ëèçàöèè áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî cφi , c

λ
i , c

h
i , c

ψ
i , c

ϑ
i , c

γ
i , ãäå i = 0, ..., l+2. Ñîîò-

âåòñòâåííî, íà êàæäîì èíòåðâàëå [tip, t(i+1)p] èìååì:

φ(t) = cφi φ1(τ) + cφi+1φ2(τ) + cφi+2φ3(τ) + cφi+3φ4(τ),

λ(t) = cλi φ1(τ) + cλi+1φ2(τ) + cλi+2φ3(τ) + cλi+3φ4(τ),

h(t) = chi φ1(τ) + chi+1φ2(τ) + chi+2φ3(τ) + chi+3φ4(τ),

ψ(t) = cψi φ1(τ) + cψi+1φ2(τ) + cψi+2φ3(τ) + cψi+3φ4(τ), (73)

ϑ(t) = cϑi φ1(τ) + cϑi+1φ2(τ) + cϑi+2φ3(τ) + cϑi+3φ4(τ),

γ(t) = cγi φ1(τ) + cγi+1φ2(τ) + cγi+2φ3(τ) + cγi+3φ4(τ), .

è τ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (70). Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ:

φ̇(t) = cφi φ̇1(τ) + cφi+1φ̇2(τ) + cφi+2φ̇3(τ) + cφi+3φ̇4(τ),

λ̇(t) = cλi φ̇1(τ) + cλi+1φ̇2(τ) + cλi+2φ̇3(τ) + cλi+3φ̇4(τ),

ψ̇(t) = cψi φ̇1(τ) + cψi+1φ̇2(τ) + cψi+2φ̇3(τ) + cψi+3φ̇4(τ), (74)

ϑ̇(t) = cϑi φ̇1(τ) + cϑi+1φ̇2(τ) + cϑi+2φ̇3(τ) + cϑi+3φ̇4(τ),

γ̇(t) = cγi φ̇1(τ) + cγi+1φ̇2(τ) + cγi+2φ̇3(τ) + cγi+3φ̇4(τ).

Ïðîèçâîäíûå áàçîâûõ ôóíêöèé ñ ó÷åòîì (70) òàêîâû:

φ̇1(τ) = − 1

p∆t
· 3
4
(1− τ)2, φ̇2(τ) =

1

p∆t

[
3

4
τ 2 − 3

2
(2− τ)τ

]
,

φ̇3(τ) =
1

p∆t

[
−3

4
(1− τ)2 +

3

2
(1 + τ)(1− τ)

]
, φ̇4(τ) =

1

p∆t
· 3
4
τ 2. (75)
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Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [t0, tn] îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
φ(t), λ(t), h(t), ψ(t), ϑ(t), γ(t), φ̇(t), λ̇(t), ψ̇(t), ϑ̇(t), ˙γ(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó,
êîòîðàÿ îïèñàíà äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêîãî çàäàíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà.

Çàìå÷àíèå. Âûáîð êîëè÷åñòâà îòðåçêîâ l, íà êîòîðûå ñëåäóåò ðàçáèâàòü óêàçàí-
íûé èíòåðâàë [t0, tn], íàïðÿìóþ çàâèñèò îò õàðàêòåðíîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ òðàåê-
òîðíûõ ïàðàìåòðîâ è îò óðîâíÿ òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòü èñõîäíóþ
òðàåêòîðèþ. Ïðè ýòîì, äëÿ ñãëàæèâàíèÿ êàæäîãî èç òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ âåëè-
÷èíà l ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ óãëîâ îðèåíòàöèè ìû ðàññìîòðèì
àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü âèäà (30), òî êàæäûé ïåðèîä ñèíóñà äîñòàòî÷íî ðàçáèòü
íà 8÷10 îòðåçêîâ. Íèæå, â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå äàííûé ïîäõîä áóäåò ïðèìåíåí
ê ìîäåëèðîâàíèþ âèáðàöèè è òàì òàêæå áóäóò ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñãëàæèâàíèÿ.

2.2.3 Êðàòêèå âûâîäû

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà ðàçíûõ ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ.
Ïåðâûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà. Äîñòîèíñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà è óíèâåðñàëüíîñòü, à òàêæå
ñîîòâåòñòâèå ìåòîäó Ýéëåðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ êàê
èíòåãðàëîâ îò êîìïîíåíò âåêòîðà ωz, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû è óã-
ëû îðèåíòàöèè îáúåêòà è èõ ïðîèçâîäíûå. Êîîðäèíàòû è óãëû îðèåíòàöèè ëèáî çà-
äàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ñãëàæèâàíèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè
ñâîèõ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé. Äîñòîèíñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîêàÿ òî÷-
íîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò åãî èñïîëüçîâàòü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìíîãîøàãîâûõ
÷èñëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Îäíàêî, ñãëàæèâàíèå èñõîäíûõ äàí-
íûõ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è íåîáõîäèìîñòü ìîäåëèðîâàòü ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ íà
äëèòåëüíûå èíòåðâàëû âðåìåíè ìîãóò ñèëüíî ïîâûñèòü òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé.

2.3 Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ

Ïóñòü èçâåñòíû êîîðäèíàòû, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è ïàðàìåòðû îðèåíòàöèè
îáúåêòà â ìîìåíòû âðåìåíè tj, j = 0...n. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð èçìåðåíèé

íüþòîíîìåòðîâ fz (èëè
tj+1∫
tj

fz(t)dt) íà èíòåðâàëå [tj, tj+1] äëÿ j = 0, ..., n− 1.

Êàê è â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåðåíèé ãèðîñêîïîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõî-
äà ê îïðåäåëåíèþ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ. Ïåðâûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ÷àñòíûõ
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ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ õà-
ðàêòåðíîé òî÷êè îáúåêòà. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îñÿõ ðàçíûõ ñèñòåì
êîîðäèíàò: â èíåðöèàëüíîé Oξ, ãåîãðàôè÷åñêîé Ox, ïðèáîðíîé Oz (â ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ óêàçàííûå ñèñòåìû, ïîñêîëüêó â èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè èìåííî îíè
îáû÷íî âûñòóïàþò â ðîëè îïîðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò). Â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ
ñëó÷àåâ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ. Äàííûé ïîäõîä ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ êîìïëåêñèðîâàíèÿ. Âñå ïðèâîäèìûå íèæå
àëãîðèòìû ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé íàâè-
ãàöèè âûïîëíÿëñÿ íóëåâîé òåñò: òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòîì
ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé, ñîâïàäàëè ñ òðàåêòîðíûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå
ëåãëè â îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè êîìïîíåíò âåêòîðà
óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû fz êàê èçâåñòíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò è óãëîâ
îðèåíòàöèè îáúåêòà, à òàêæå îò èõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â
ïåðâîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû è óãëû îðèåíòàöèè çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè êàê íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè âðåìåíè. Âî âòîðîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò
è óãëîâ îðèåíòàöèè, à íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ïîëó÷àþò-
ñÿ íà îñíîâå ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âåêòîðà fz ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü ñî ñêîëü óãîäíî ìåëêèì øàãîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äàííûé
ìåòîä êàê ìåòîä òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ. Òàêîé
ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ ïîçâîëÿåò òåñòèðîâàòü ìíîãîøàãî-
âûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ÁÈÍÑ.

2.3.1 Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â îñÿõ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ.
×àñòíûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè

Îáùèé ïîäõîä.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè M â ïðîåêöèÿõ íà îñè èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò Oξ èìåþò âèä (27, 28):

ξ̇ = vξ, v̇ξ = Fξ, (76)

ãäå ÷åðåç F = f + g0 îáîçíà÷åíà ñóììà âñåõ óäåëüíûõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
îáúåêò, êîòîðàÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç óäåëüíîé ñèëû òÿãîòåíèÿ g0 è ðåàêöèè ñî ñòîðîíû
ïîäâåñà íà ïðèâåäåííóþ ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó áëîêà íüþòîíîìåòðîâ f , êîòîðóþ,
ñîáñòâåííî, è èçìåðÿþò íüþòîíîìåòðû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð Fξ ïîñòîÿíåí íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1]. Òîãäà òî÷-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (76) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

vξ(tj+1) = vξ(tj) + ∆Fξ, ξ(tj+1) = ξ(tj) + vξ(tj)∆t+
1

2
∆Fξ∆t, (77)

ãäå

∆Fξ =

tj+1∫
tj

Fξ(t)dt. (78)

Âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ óäåëüíîé ñèëû F .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Fξ ïîëîæèì Fξ =

∆Fξ

∆t
è çàïèøåì ðåøåíèå (77) â âèäå:( vξ(tj+1)−vξ(tj)

∆t
2[ξ(tj+1)−ξ(tj)]

∆t2
− 2vξ(tj)

∆t

)
=
(
1
1

)
Fξ. (79)

Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà âû÷èñëåíèÿ óäåëüíîé ñèëû Fξ:
1. Óäåëüíàÿ ñèëà Fξ îïðåäåëÿåòñÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (79) ïî èçâåñòíûì

êîîðäèíàòàì â ìîìåíòû tj è tj+1 è ñêîðîñòè â ìîìåíò tj:

Fξ =
2

∆t2
[ξ(tj+1)− ξ(tj)− vξ(tj)∆t] . (80)

Çíà÷åíèå ñêîðîñòè â ìîìåíò tj+1 ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ
(77). Èñïîëüçóþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè M â ìîìåíòû tj, j = 0, ..., n è âåêòîð ñêîðî-
ñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè vξ(t0). Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî
÷èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (80) â ïåðâîå ñîîò-
íîøåíèå (77). Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè vξ:

vξ(tj+1) + vξ(tj)

2
=
ξ(tj+1)− ξ(tj)

∆t
. (81)

Äàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèôðîâîé ôèëüòð ñ áåñêîíå÷íîé èìïóëüñíîé
õàðàêòåðèñòèêîé. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äàííîãî ôèëüòðà èìååò âèä:

W (z) =
2

∆t
· z − 1

z + 1
. (82)
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Ïîëþñîì äàííîé ôóíêöèè áóäåò âåëè÷èíà z = −1, ÷òî ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè
ôèëüòðà, ò.ê. äëÿ óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìîäóëè êàæäîãî ïîëþñà áûëè
ìåíüøå åäèíèöû.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà âû÷èñëÿåìûå âåêòîð ñêîðîñòè è âåêòîð ïîêà-
çàíèé íüþòîíîìåòðîâ áóäóò âçàèìíî ñîãëàñîâàííûìè, íî ñî âðåìåíåì ìîãóò ñîâåð-
øàòü êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ áóäåò âîçðàñòàòü. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîò-
ðèì ïðèìåð (ñêàëÿðíûé ñëó÷àé): òî÷êà M ñíà÷àëà íåïîäâèæíà, à ïîòîì íà÷èíàåò
äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ñâåäåì â îäíó òàáëèöó îáîçíà÷åííóþ òðàåêòî-
ðèþ è òå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû, êîòîðûå áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ (80) è ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì (77):

j tj[s] ξ[m] v[m/s] f [m/s2]
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 2 0 0 0
3 3 1 2 2
4 4 2 0 −2
5 5 3 2 2
6 6 4 0 −2
7 7 5 2 2
... ... ... ... ...

0 2 4 6 8 10
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t

v

0 2 4 6 8 10

−2

−1

0

1

2

t

f

2. Óäåëüíàÿ ñèëà Fξ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (79) ïî èçâåñòíûì
çíà÷åíèÿì âåêòîðà ñêîðîñòè â ìîìåíòû tj è tj+1:

Fξ =
vξ(tj+1)− vξ(tj)

∆t
. (83)

Òîãäà èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (79):

ξ(tj+1) = ξ(tj) +
vξ(tj+1) + vξ(tj)

2
∆t. (84)

Èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè M â ìîìåíòû tj, j = 0, ..., n è âåêòîð êîîðäèíàò
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ξ(t0). Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ
âûøå íåóñòîé÷èâîñòü öèôðîâîãî ôèëüòðà (84), ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êîòîðîãî
èìååò âèä:

W (z) =
∆t

2
· z + 1

z − 1
. (85)
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Êðîìå òîãî, ñàìà òðàåêòîðèÿ (êîîðäèíàòû òî÷êè M) íà âñåì îòðåçêå [t0, tn] ñòàíî-
âèòñÿ èçâåñòíîé òîëüêî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èçâåñòíûõ âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå (84).

3. Âåêòîð ñêîðîñòè â ìîìåíò tj+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

vξ(tj+1) =
ξ(tj+1)− ξ(tj)

∆t
. (86)

Ïîñëå ýòîãî, óäåëüíàÿ ñèëà Fξ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (79) ïî ïðèâå-
äåííîé âûøå ôîðìóëå (83), à âòîðîå ñîîòíîøåíèå (79) íå èñïîëüçóåòñÿ. Îòìåòèì,
÷òî òàêîé ïîäõîä íå ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (77), îäíàêî, ïîçâî-
ëÿåò èçáåæàòü ðàñõîäèìîñòè ñî âðåìåíåì âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óäåëüíîé âíåøíåé
ñèëû, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñòîé÷èâûå öèô-
ðîâûå ôèëüòðû. Ïîýòîìó äàííûé ñïîñîá è áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â ïðèáîðíîé ñèñòåìå Oz, âîçíèêíóò òå æå òðè
âîçìîæíîñòè, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâóþùåì ïóíêòå ïîäðîáíî íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ
íå áóäåì.

Âàðèàíòû âû÷èñëåíèÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ g0ξ .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ ñèëû òÿæåñòè g áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ãåëüìåðòà

(22), èòåðàöèîííî âû÷èñëèâ ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êèM . Côîðìèðóåì ìàò-
ðèöó Ax (3, 4), ñïðîåêòèðóåì ñèëó òÿæåñòè íà îñè èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû (gξ = ATx gx),
âû÷èñëèì óäåëüíóþ ñèëó òÿãîòåíèÿ g0ξ ïî (24).

Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:
1. Èñïîëüçîâàòü ïðè âû÷èñëåíèè g çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â ëåâîì óçëå ξ(tj).
2. Èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â ïðàâîì óçëå ξ(tj+1).
3. Èñïîëüçîâàòü ïîëóñóììó ξ(tj)+ξ(tj+1)

2
.

Ïîñêîëüêó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ÁÈÍÑ êîîðäèíàòû òî÷êè
M â ïðàâîì óçëå tj+1 åùå íå èçâåñòíû, óñëîâèìñÿ çäåñü è äàëåå âñåãäà âû÷èñëÿòü
ñèëó òÿãîòåíèÿ ïî çíà÷åíèþ êîîðäèíàò òî÷êè â ëåâîì óçëå ξ(tj). Ýòèì âûáîðîì îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìîãî íóëåâîãî òåñòà èìèòàòîðà ïðè ðåøåíèè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ÁÈÍÑ, êîòîðûé áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ
íèæå.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ, ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ â ïðîåêöèè íà îñè
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

fξ = Fξ − g0ξ . (87)
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Âàðèàíòû ïðîåêòèðîâêè âåêòîðà fξ íà îñè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz.
Ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåïðîåêòèðîâêîé âåêòîðà fξ íà îñè ïðè-

áîðíîé ñèñòåìû:

fz = Azfξ. (88)

Çäåñü âîçìîæíû òðè âàðèàíòà::
1. Èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ìàòðèöû â ëåâîì óçëå Az(tj).
2. Èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ìàòðèöû â ïðàâîì óçëå Az(tj+1).
3. Âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (41) ìàòðèöó Az, cîîòâåòñòâóþùóþ ïîâîðîòó íà ïîëî-

âèííûé óãîë γ
2
:

Az =

(
E +

sin γ
2

γ
γ̂z +

1− cos γ
2

γ2
γ̂2z

)
Az(tj). (89)

Êàê è ïðè âû÷èñëåíèè óäåëüíîé ñèëû òÿãîòåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó
îðèåíòàöèè â ëåâîì óçëå Az(tj) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ íóëåâîãî òåñòà ÁÈÍÑ.

Çàìå÷àíèå. Íèæå âñåãäà ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âíåøíåé óäåëüíîé ñèëû f áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû îðèåíòàöèè â ëåâîì óçëå tj.

2.3.2 Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â îñÿõ ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
Ox. ×àñòíûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox â êà÷åñòâå îïîðíîé â
èíåðöèëüíîé íàâèãàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò φ è λ òðàäèöèîííî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Ax (èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî êâà-
òåðíèîíà), à âûñîòà h îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè v3 ïî
(13).

Çàïèøåì ñèñòåìó ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òî÷êè M â ñëåäóþùåé ôîðìå
(25, 28):

Ȧx = ω̂xAx, v̇x = ω̂xvx + Fx. (90)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ íà èíòåðâàëå âðåìå-
íè [tj, tj+1]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû Fx è ωx ïîñòîÿííû íà èíòåðâàëå âðåìåíè
[tj, tj+1]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: γx = ωx∆t. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (90) çàïèøåòñÿ â âèäå:

Ax(tj+1) =

(
E +

sin γ

γ
γ̂x +

1− cos γ

γ2
γ̂2x

)
Ax(tj),
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vx(tj+1) =

(
E +

sin γ

γ
γ̂x +

1− cos γ

γ2
γ̂2x

)
vx(tj) + (91)

+

(
E +

1− cos γ

γ2
γ̂x +

γ − sin γ

γ3
γ̂2x

)
∆Fx,

ãäå

∆Fx =

tj+1∫
tj

Fx(t)dt. (92)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Fx ïîëîæèì Fx = ∆Fx

∆t
. Âîçìîæíû äâà ïîäõîäà ê

âû÷èñëåíèþ óäåëüíîé ñèëû Fx.
1. Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè êîîðäèíàòû òî÷êèM â ìîìåíòû âðåìåíè tj è tj+1

è âåêòîð ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè tj. Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (91) îïðåäåëÿåì
âåêòîð γx ñïîñîáîì, êîòîðûì ìîäåëèðóþòñÿ ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ ïðè ðàññìîòðåíèè
ðåøåíèÿ (42) àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ìàòðèöû Az.

Çàòåì âû÷èñëÿåì âåêòîð ñêîðîñòè vx(tj+1). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âåêòîð ux(tj+1)
(19) è âåêòîð îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ãåîãðàôè÷åñêîãî òðåõãðàííèêà Ωx (18):

Ωx = ωx − ux. (93)

Çàòåì âû÷èñëèì äîëãîòíûé RE è øèðîòíûé RN ðàäèóñû êðèâèçíû (10). Ïîñëå
ýòîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà Vx = (V1, V2, V3)

T âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (20) ïî
ôîðìóëàì:

V1(tj+1) = Ω2(RE + h), V2(tj+1) = −Ω1(RN + h),

V3(tj+1) = (h(tj+1)− h(tj))/∆t, (94)

ãäå Ωi � êîìïîíåíòû âåêòîðà Ωx. Àáñîëþòíóþ ñêîðîñòü vx(tj+1) òî÷êè M íàõîäèì ïî
(17).

Ââåäåì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

C1 = E +
sin γ

γ
γ̂x +

1− cos γ

γ2
γ̂2x,

C2 = E +
1− cos γ

γ2
γ̂x +

γ − sin γ

γ3
γ̂2x. (95)

Çäåñü îòìåòèì, ÷òî èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (91) ñëåäóåò C1 = Ax(tj+1)A
T
x (tj).
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Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (91) ñëåäóåò:

Fx =
1

∆t
C−1

2 [vx(tj+1)− C1vx(tj)] , (96)

îòêóäà

fx = Fx − g0x, (97)

ãäå ñèëà òÿãîòåíèÿ g0x âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (22 - 24).
Ìàòðèöà C−1

2 ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó äëÿ ìàëîãî óãëà γ åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

C2 = E +
1

2
γ̂x +O(γ2) è |C2| = 1 +O(γ2) > 0. (98)

×òî è ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû C−1
2 .

Ïðåäñòàâëåííûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ è âåêòîðà ñêîðî-
ñòè â ïðàâîì óçëå íå ñîäåðæèò ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ ê
èñïîëüçîâàíèþ.

Çàìå÷àíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì, âû÷èñëÿÿ ïî
ôîðìóëàì (94) îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü Vx òî÷êè M , îòíîñèòü åå íå ê ìîìåíòó âðå-
ìåíè tj+1, à ê ñåðåäèíå îòðåçêà [tj, tj+1]. Íî òîãäà, êàê è â ï. 2.3.1., ñîîòâåòñòâóþùèé
öèôðîâîé ôèëüòð äëÿ îïðåäåëåíèÿ vx(tj+1) îêàæåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

2. Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êèM â ìîìåíòû
âðåìåíè tj è tj+1 è êîîðäèíàòû â ìîìåíò âðåìåíè tj. Òîãäà âåêòîð Fx âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå (96), à âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωx îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷åðåç âåêòîð vx(tj+1) (ïðèâåäåííûå â ï.1 ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå). Äàëåå, âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû Ax(tj+1) èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ
(91), ÷åðåç êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû φ(tj+1) è λ(tj+1)
òî÷êè M , à h(tj+1) = h(tj) + v3(tj+1)∆t.

Íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ÷èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, îòìå÷åí-
íàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, è òîò ôàêò, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êèM íà âñåì îòðåçêå
[t0, tn] ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (90) è, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ïðåäïîëîæèòåëüíî
ëåãëà â îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó äàííûé ïîäõîä ïðåäëàãàåòñÿ íå èñïîëüçî-
âàòü.

Ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ â ïðèáîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oz ïîëó÷àþòñÿ ïåðå-
ïðîåêòèðîâêîé:

fz = AzA
T
x fx = Lfx. (99)
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Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì èìååò îñîáåííîñòü ïðè ìàëûõ óãëàõ γ. Ìîäåëèðîâàíèå
ïîêàçàëî, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì óñòîé÷èâî ðàáîòàåò ïðè íîðìå âåêòîðà ïîâîðîòà
γ > 10−6. Åñëè íîðìà âåêòîðà ïîâîðîòà ìåíüøå, âûðàæåíèÿ sin γ è cos γ ñëåäóåò ðàç-
ëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà è îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ.
Òîãäà èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìàõ âûðàæåíèÿ óïðîñòÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E +
sin γ

γ
γ̂x +

1− cos γ

γ2
γ̂2x −→ E + γ̂x +

1

2
γ̂2x,

E +
1− cos γ

γ2
γ̂x +

γ − sin γ

γ3
γ̂2x −→ E +

1

2
γ̂x +

1

6
γ̂2x. (100)

2.3.3 Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïðèáîðíîé ñèñòåìå Oz. ×àñòíûé
ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òî÷êè M â ïðîåêöèÿõ íà îñè ïðèáîðíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò Oz (27, 28):

ż = vz + ω̂zz, v̇z = ω̂zvz + Fz. (101)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (101) â ìàòðè÷íîé ôîðìå, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïîðÿäîê ïåðå-
ìåííûõ: (

v̇z
ż

)
=
(
ω̂z 0
E ω̂z

)(
vz
z

)
+
(
Fz
0

)
. (102)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû ωz è Fz ïîñòîÿííû íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1]. Òî-
ãäà ñèñòåìó (102) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ÿâíîì âèäå è òî÷íîå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vz(tj+1) =

(
E +

sin γ

γ
γ̂z +

1− cos γ

γ2
γ̂2z

)
vz(tj) +

+

(
E +

1− cos γ

γ2
γ̂z +

γ − sin γ

γ3
γ̂2z

)
∆Fz, (103)

z(tj+1) =

(
E +

sin γ

γ
γ̂z +

1− cos γ

γ2
γ̂2z

)
(z(tj) + vz(tj)∆t) +

+

[
1

2
E +

sin γ − γ cos γ

γ3
γ̂z +

1 + 0.5γ2 − cos γ − γ sin γ

γ4
γ̂2z

]
∆Fz∆t.
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Çäåñü âåêòîð γz = ωz∆t, àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ îáñóæäàëñÿ âûøå. Ââåäåì äëÿ
âåêòîðà γz ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ C1 è C2 àíàëîãè÷íî (95) è äîïîëíèì èõ îáîçíà-
÷åíèåì C3:

C3 =
1

2
E +

sin γ − γ cos γ

γ3
γ̂z +

1 + 0.5γ2 − cos γ − γ sin γ

γ4
γ̂2z . (104)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Fz ïîëîæèì Fz =
∆Fz

∆t
. Êàê è äëÿ óðàâíåíèé â èíåð-

öèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξ, çäåñü ïðåäñòàâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè òðè ïîäõîäà ê
âû÷èñëåíèþ óäåëüíîé ñèëû Fz:

1. Ïóñòü èçâåñòíû z(tj), z(tj+1) è vz(tj). Òîãäà èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ:

Fz =
1

∆t2
C−1

3 [z(tj+1)− C1[z(tj) + vz(tj)∆t]] , (105)

à âåêòîð vz(tj+1) íàõîäèòñÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (103). Êàê ðàíåå áûëî îòìå÷åíî,
äàííûé ïîäõîä âåäåò ê âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè.

2. Ïóñòü èçâåñòíû vz(tj), vz(tj+1) è z(tj). Òîãäà âåêòîð Fz íàõîäèòñÿ èç ïåðâîãî
ñîîòíîøåíèÿ (103) ïî ôîðìóëå:

Fz =
1

∆t
C−1

2 [vz(tj+1)− C1vz(tj)] . (106)

Âåêòîð êîîðäèíàò z(tj+1) ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (103).
Íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííàÿ ðàíåå ÷èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
è òîò ôàêò, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè M íà âñåì îòðåçêå [t0, tn] ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû
òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (101).

3. Ïóñòü èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷êèM â ìîìåíòû âðåìåíè tj è tj+1 è âåêòîð ñêî-
ðîñòè â ìîìåíòû âðåìåíè tj. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì âåêòîð àáñîëþòíîé ñêîðîñòè vx(tj+1)
òî÷êèM òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè ðàáîòå â ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox ÷å-
ðåç ïåðâîå óðàâíåíèå (90). Çàòåì âåêòîðû vx(tj) è vx(tj+1) ñëåäóåò ïåðåïðîåêòèðîâàòü
íà îñè ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oz:

vz(tj) = Az(tj)A
T
x (tj)vx(tj), vz(tj+1) = Az(tj+1)A

T
x (tj+1)vx(tj+1). (107)

Ïîñëå ýòîãî, âåêòîð Fz îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (106). Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì (ñì. ï.2.3.1.), ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü âåêòîð Fz äàííûì ñïîñî-
áîì.

Óäåëüíàÿ ñèëà òÿãîòåíèÿ g0z , êàê è ðàíåå, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (22 - 24). Òîãäà
âûðàæåíèå äëÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ èìååò âèä:

fz = Fz − g0z . (108)
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Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà C−1
3 ñóùåñòâóåò. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì îòðåçêå [tj, tj+1]

óãîë γ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ìàòðèöó C3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

C3 =
1

2
E +

1

3
γ̂z +O(γ2) è |C3| =

1

8
+O(γ2) > 0, (109)

÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû C−1
3 .

Êàê è ðàíåå, óêàçàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ïðè íîðìå âåêòîðà ïîâî-
ðîòà γ > 10−6. Åñëè íîðìà âåêòîðà ïîâîðîòà ìåíüøå, âñå âûðàæåíèÿ sin γ è cos γ
ñëåäóåò ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà è îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè
ðàçëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ìàòðèöà C3 ïðèìåò âèä:

1

2
E +

sin γ − γ cos γ

γ3
γ̂z +

1 + 0.5γ2 − cos γ − γ sin γ

γ4
γ̂2z −→

1

2
E +

1

3
γ̂z +

1

8
γ̂2z .

2.3.4 Âû÷èñëåíèå èäåàëüíûõ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ ïóòåì ïðÿìîãî
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîîð-
äèíàòû è óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà çàäàíû êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè, âî
âòîðîì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è óãëîâ îðèåíòàöèè ïðåäñòàâëåíû â äèñêðåòíûå
ìîìåíòû âðåìåíè.

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà.
Ðàññìîòðèì îòðåçîê [t0, tn] è áóäåì ñ÷èòàòü íà íåì çàäàííûìè íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè ψ(t), ϑ(t) è γ(t). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü çàäàííûìè ôóíêöèè φ(t), λ(t) è h(t), êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è èìåþò íåïðåðûâíûå ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå
â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîð ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ
êàê èíòåãðàë îò âåêòîðà óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû fz íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè
[tj, tj+1], ãäå j = 0, ..., n− 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáûå âàðèàíòû òî÷íûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ â ïðîåêöèÿõ
íà îñè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (28):

V̇x = (Ω̂x + 2ûx)Vx + gx + LTfz. (110)

Îòñþäà:

fz(t) = L(t)[V̇x(t)− (Ω̂x(t) + 2ûx(t))Vx(t)− gx(t)]. (111)
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Âåêòîð gx âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (22, 23), âåêòîð ux îïðåäåëÿåòñÿ
èç (19), à êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè Vx âûðàæàþòñÿ èç (13):

V1 = λ̇(RE + h) cosφ, V2 = φ̇(RN + h), V3 = ḣ. (112)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè Ωx ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè Vx (94). Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè M èìååì:

V̇1 = λ̈(RE + h) cosφ+ λ̇(ṘE + ḣ) cosφ− λ̇φ̇(RE + h) sinφ,

V̇2 = φ̈(RN + h) + φ̇(ṘN + ḣ), (113)

V̇3 = ḧ,

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (10):

ṘE = RE
φ̇e2 cosφ sinφ

1− e2 sin2 φ
, ṘN =

3REṘE(1− e2)

1− e2 sin2 φ
. (114)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà fz(t) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò ôóíêöèé
ψ(t), ϑ(t), γ(t), φ(t), λ(t), h(t), φ̇(t), λ̇(t), ḣ(t), φ̈(t), λ̈(t), ḧ(t).

Âåêòîð ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ êàê èíòåãðàë îò âåêòîðà óäåëüíîé âíåøíåé ñè-
ëû âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíóþ ñóììó

tj+1∫
tj

fz(t)dt ∼=
m∑
k=1

f ∗
zk ·∆τ, (115)

ãäå çíà÷åíèÿ f ∗
zk ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, ìåòî-

äîì Ñèìïñîíà (69) ñ êîíòðîëåì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ.

Òðàåêòîðèÿ îáúåêòà çàäàíà äèñêðåòíûì íàáîðîì çíà÷åíèé êîîðäèíàò
è óãëîâ îðèåíòàöèè.

Ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ èíôîðìàöèÿ î êîîðäèíàòàõ îáúåêòà è óãëàõ åãî îðèåí-
òàöèè: ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj), φ(tj), λ(tj) è h(tj), j = 0, ..., n. Ñâåäåì çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ.

Îñóùåñòâèì ñãëàæèâàíèå óêàçàííûõ äèñêðåòíûõ ðåàëèçàöèé ïðè ïîìî-
ùè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ. Ðàíåå ïðè îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ áûëè ïîëó÷åíû íåïðåðûâíûå ðåàëèçàöèè
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ψ(t), ϑ(t), γ(t), φ(t), λ(t), h(t), φ̇(t), λ̇(t). Àíàëîãè÷íî (74), ðåàëèçàöèÿ ḣ íà êàæäîì îò-
ðåçêå [tip, t(i+1)p] (i = 0, ..., l − 1, lp = n) âû÷èñëÿåòñÿ:

ḣ(t) = chi φ̇1(τ) + chi+1φ̇2(τ) + chi+2φ̇3(τ) + chi+3φ̇4(τ).

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áàçîâûõ ôóíêöèé:

φ̈1(τ) =
3

2
(1− τ) · 1

p2∆t2
, φ̈2(τ) =

3

2
(3τ − 2) · 1

p2∆t2
,

φ̈3(τ) =
3

2
(1− 3τ) · 1

p2∆t2
, φ̈4(τ) =

3

2
τ · 1

p2∆t2
. (116)

Òîãäà âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò òî÷êè M íà êàæäîì
îòðåçêå [tip, t(i+1)p] âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

φ̈(t) = cφi φ̈1(τ) + cφi+1φ̈2(τ) + cφi+2φ̈3(τ) + cφi+3φ̈4(τ),

λ̈(t) = cλi φ̈1(τ) + cλi+1φ̈2(τ) + cλi+2φ̈3(τ) + cλi+3φ̈4(τ),

ḧ(t) = chi φ̈1(τ) + chi+1φ̈2(τ) + chi+2φ̈3(τ) + chi+3φ̈4(τ).

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [t0, tn] îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
ψ(t), ϑ(t), γ(t), φ(t), λ(t), h(t), φ̇(t), λ̇(t), ḣ(t), φ̈(t), λ̈(t), ḧ(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåäó-
ðó, êîòîðàÿ îïèñàíà äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêîãî çàäàíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà.

2.3.5 Êðàòêèå âûâîäû

Áûëè ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà ê âû÷èñëåíèþ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ.
Ïåðâûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè êèíåìàòè÷åñêèõ

è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äîñòîèíñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî
ïðîñòîòà, óíèâåðñàëüíîñòü è ñîîòâåòñòâèå ìåòîäó Ýéëåðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà òî÷íîì âû÷èñëåíèè âåêòîðà ïîêàçàíèé íüþòîíî-
ìåòðîâ êàê èíòåãðàëà îò âåêòîðà fz, êîìïîíåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîð-
äèíàòû, óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà, ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò. Êî-
îðäèíàòû è óãëû îðèåíòàöèè ëèáî çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì
ñãëàæèâàíèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ñâîèõ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ìåòîä äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìíîãîøàãîâûõ ÷èñ-
ëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îäíàêî, ñãëàæèâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ è íåîáõîäèìîñòü ìîäåëèðîâàòü ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ íà
äëèòåëüíûå èíòåðâàëû âðåìåíè ìîãóò ñèëüíî ïîâûñèòü òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé.
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Îáà ïðåäñòàâëåííûõ ïîäõîäà áûëè òùàòåëüíî ïðîâåðåíû êàê ñ ïîìîùüþ áîëü-
øîãî íàáîðà ðàçíîïëàíîâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, òàê è ïóòåì ïðîâåäåíèÿ
íåîáõîäèìîãî öèêëà òåñòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

2.4 Çàäà÷à ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöè-

àëüíûõ äàò÷èêîâ äâóõ ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì

îáúåêòå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ äâóõ áåñêàðäàííûõ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, ðàñïîëîæåííûõ íà îä-
íîì ïîäâèæíîì îáúåêòå. Âõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òðàåê-
òîðíûå ïàðàìåòðû ïåðâîé ñèñòåìû è èçâåñòíàÿ èíôîðìàöèÿ îá èõ âçàèìíîì ðàñ-
ïîëîæåíèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîñòðåáîâàííîé çàäà÷è èç ïðàêòèêè ìîæíî ïðèâå-
ñòè çàäà÷ó íà÷àëüíîé âûñòàâêè ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííîé íà ñàìîëåòå èëè âåðòîëåòå
êîðàáåëüíîãî áàçèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèè îò áàçîâîé ÁÈÍÑ. Âòîðîé, ìå-
òîäè÷åñêè ñõîæåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ó÷åòà ðàçíåñåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ
áëîêà íüþòîíîìåòðîâ ïðè êàëèáðîâêå, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå. Òàêæå ïðè-
âîäèìûå â äàííîì ïàðàãðàôå ñîîòíîøåíèÿ àêòóàëüíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ÁÈÍÑ ïî èíôîðìàöèè î ïîëîæåíèè íàõîäÿùåéñÿ íà òîì æå
îáúåêòå ñïóòíèêîâîé àíòåííû, ðàñïîëîæåííîé íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò ÁÈÍÑ.

Îïèøåì ñîäåðæàíèå çàäà÷è. Íà îáúåêòå íàõîäÿòñÿ äâå áåñêàðäàííûå èíåðöèàëü-
íûå íàâèãàöèîííûå ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 öåíòð áëîêà íüþòîíîìåòðîâ ïåð-
âîé ÁÈÍÑ, ÷åðåç M2 � âòîðîé ÁÈÍÑ. Ñ îñÿìè ÷óâñòâèòåëüíîñòè êàæäîé ÁÈÍÑ
ñâÿæåì ïðèáîðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, M1z1(Oz1) è M2z2(Oz2).

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè tj, j = 0...n èç-
âåñòíû êîîðäèíàòû òî÷êè M1, êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è ïàðàìåòðû îðèåíòà-
öèè ñèñòåìû M1z1. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðâîé ÁÈÍÑ ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ
äàò÷èêîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ. Èçâåñòåí
ïîñòîÿííûé âåêòîð l̄ =M1M2, â îñÿõ ñâÿçàííîé ñ îáúåêòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ ïðèáîðíîé ñèñòå-
ìîé M1z1. Çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà Cz2z1 îðèåíòàöèè ñèñòåìû M2z2 îòíîñèòåëüíî
M1z1. Òðåáóåòñÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1] (j = 0...n − 1) âû÷èñëèòü
ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ âòîðîé ÁÈÍÑ, à òàêæå êîîðäèíàòû è âåêòîð ñêî-
ðîñòè òî÷êè M2 â ìîìåíòû âðåìåíè tj, j = 0...n.

Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ âòîðîé ÁÈÍÑ.
Ïîñêîëüêó îáå ñèñòåìû æåñòêî ñâÿçàíû ñ îäíèì è òåì æå êîðïóñîì, ïîêàçàíèÿ
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ãèðîñêîïîâ âòîðîé ñèñòåìû ωz2 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîêàçàíèÿ ïåðâîé ωz1 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

ωz2 = Cz2z1ωz1. (117)

Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ âòîðîé ÁÈÍÑ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì êîîð-

äèíàòû òî÷êè M2 â ìîìåíòû tj è tj+1, âåêòîð ñêîðîñòè â ìîìåíò tj è ïàðàìåòðû
îðèåíòàöèè ñèñòåìû M2z2 â ìîìåíòû tj è tj+1.

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè M2.
Êîîðäèíàòû òî÷êè M2 âû÷èñëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηM2 = lη + ηM1 , (118)

ãäå ηM1 , ηM2 � ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòû òî÷åê M1 è M2 â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò Oη, lη � ïðîåêöèè âåêòîðà l̄ íà îñè ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïî ãðèíâè÷ñêèì êîîðäèíàòàì ηM2 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ãåîãðàôè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû φ2, λ2 è h2 òî÷êè M2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM1x1 èM2x2 ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàìM1 èM2 ãåîãðàôè÷åñêèå
ñèñòåìû êîîðäèíàò. ×åðåç Ax1 è Ax2 îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû îðèåíòàöèè
ñèñòåì M1x1 è M2x2 îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ. Ìàòðèöà Ax2(t) ìîæåò
áûòü ñôîðìèðîâàíà ÷åðåç ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû φ2, λ2 è âðåìÿ t. Ìàòðèöà
Cx2x1 âçàèìíîé îðèåíòàöèè ñèñòåì M1x1 è M2x2 âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

Cx2x1 = Ax2A
T
x1
. (119)

Â êà÷åñòâå áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Cx2x1 ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ12x âåêòîð ìàëîãî ïîâîðîòà ñèñòåìû
M2x2 îòíîñèòåëüíî M1x1. Òîãäà èìååì:

Cx2x1 = (E + γ̂12x )), γ12x = (−∆φ,∆λ cosφ,∆λ sinφ)T , (120)

ãäå ∆φ = φ2 − φ1 è ∆λ = λ2 − λ1

Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèè âòîðîé ñèñòåìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Az1 è Az2 , ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû îðèåíòàöèè ñèñòåì M1z1 è

M2z2 îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ. Ìàòðèöà Az2 ìîæåò áûòü âûðàæåíà
÷åðåç ìàòðèöó Az1 ïî ôîðìóëå:

Az2 = Cz2z1Az1 . (121)
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Åñëè ÷åðåç L2 îáîçíà÷èòü ìàòðèöó îðèåíòàöèè ñèñòåìûM2z2 îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû M2x2, òî âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

L2 = Az2A
T
x2
. (122)

×åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû L2 ìîãóò áûòü íàéäåíû óãëû îðèåíòàöèè âòîðîé ÁÈÍÑ
ïî ôîðìóëàì (8).

Âû÷èñëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êè M2

Çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå ôîðìóëó Ýéëåðà, ñâÿçûâàþùóþ àáñîëþòíûå ñêîðîñòè
äâóõ òî÷åê M1 è M2 îáúåêòà:

vM2 = vM1 + [ω∗ ×M1M2]. (123)

Çäåñü ω∗ � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îáúåêòà.
Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàòM1x1. Èìååì:

vM2
x1 = vM1

x1 − ω̂∗x1lx1. (124)

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü îáúåêòà ω∗x1 â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò M1x1 ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ω∗x1 = Ax1A
T
z1ωz1 = Ax1A

T
z2ωz2. (125)

Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü vM2
x2 òî÷êè M2 â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò M2x2

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

vM2
x2 = Cx2x1v

M2
x1 (126)

èëè â îñÿõ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû Oξ è ïðèáîðíîé ñèñòåìû M2z2:

vM2
ξ = ATx2v

M2
x2 , vM2

z2 = Az2A
T
x2v

M2
x2 . (127)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè V M2
x2 âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ (17).

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êèM2 ïîêàçàíèÿ
íüþòîíîìåòðîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåííû ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäîâ.

Êðàòêèå âûâîäû.
Çàäà÷à ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äâóõ

ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîäâèæíîì îáúåêòà, ñâåëàñü ê èñïîëüçîâàíèþ îïèñàííûõ
âûøå àëãîðèòìîâ.
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2.5 Îñîáåííîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé

ÁÈÍÑ ñ òî÷êè çðåíèÿ âûïîëíåíèÿ íóëåâîãî òåñòà

Ïîñëå òîãî, êàê áûëè îïèñàíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò-
÷èêîâ, ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ, ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû äëÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè. Èíòåãðèðîâàíèå ìî-
äåëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé àíàëèç âû÷èñëåííûõ ïîêàçà-
íèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ íà ïðåäìåò âûïîëíåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî íóëåâîãî òåñòà,
ò.å. ïðîâåðèòü òî÷íîñòü ñîâïàäåíèÿ òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé, ñ èñõîäíîé òðàåêòîðèåé.

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè tj èçâåñòíû êîîð-
äèíàòû îáúåêòà (òî÷êè M), âåêòîð åãî ñêîðîñòè è ïàðàìåòðû îðèåíòàöèè, à òàêæå
ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1]. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû îáúåêòà, âåêòîð åãî ñêîðîñòè è ïàðàìåòðû îðèåíòàöèè â ìî-
ìåíò âðåìåíè tj+1.

Çäåñü ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèè íóëåâîé
òåñò âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà â ñèëó òîãî, ÷òî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà (41), êîòî-
ðîå ëåãëî â îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ωz ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå (42), ÷òî îáåñ-
ïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íóëåâîãî òåñòà.

Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è âåêòîðà
ñêîðîñòè îáúåêòà.

2.5.1 Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â îñÿõ êîòîðîé
ìîäåëèðîâàëèñü ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ

Îïèøåì àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàáîòû â èíåðöèàëü-
íîé Oξ, ãåîãðàôè÷åñêîé Ox è ïðèáîðíîé Oz ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå Oξ.
Ñèñòåìà ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â îñÿõ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξ èìååò

âèä (76). Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïîòåçàõ î ïîâåäåíèè óäåëü-
íîé âíåøíåé ñèëû fξ è óäåëüíîé ñèëû òÿãîòåíèÿ g0ξ èìååò âèä (77).

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â îáðàòíîì ïîðÿäêå â òî÷íîñòè ïîâòî-
ðÿåò ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, ïîýòîìó íóëåâîé òåñò âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïðèáîðíîé ñèñòåìå Oz.
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Ñèñòåìà ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â îñÿõ ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oz èìååò
âèä (101). Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåêòîðû
fz, ωz è g0z èìååò âèä (103).

Êàê è ïðè ðàáîòå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå Oξ, íóëåâîé òåñò âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå Ox.
Ñèñòåìà ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â îñÿõ ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàòOx èìå-

åò âèä (90). Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ïóíêòå (ï.2.3.2) ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò âèä (91). Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé
íà îòðåçêå âðåìåíè [tj, tj+1] ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò â ìîìåíò âðåìåíè
tj+1. Îäíàêî, àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåò çíà÷åíèå
âåêòîðà ïîâîðîòà γx = ωx∆t, êîòîðûé ñâÿçûâàåò êîîðäèíàòû òî÷êè â ìîìåíòû âðå-
ìåíè tj è tj+1. Ïîýòîìó âåêòîð γx âñåãäà ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òîëüêî ïðèáëèæåííî è
ðåøåíèå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé íå áóäåò â òî÷íîñòè ïîâòîðÿòü èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ,
êîòîðàÿ ëåãëà â îñíîâó ôîðìèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò
â ïîëíîé ìåðå îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå íóëåâîãî òåñòà.

Îïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé.
1. Âû÷èñëåíèå âåêòîðà ïîâîðîòà γx íà èíòåðâàëå íà èíòåðâàëå [tj, tj+1].

Ñíà÷àëà âûðàçèì âåêòîð ïîâîðîòà ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò γx ÷åðåç ãî-
ðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè Vx òî÷êè M â ìîìåíò
âðåìåíè tj. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì, ñâÿçûâàþùèì àáñîëþòíóþ è
îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòè òî÷êè (17):

V1 = v1 − uRE cosφ, V2 = v2. (128)

Çäåñü ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ è äîëãîòíûé ðàäèóñ êðèâèçíû RE áåðóòñÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè tj. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ øèðîòíûé ðàäèóñ
êðèâèçíû RN (10), ñîîòíîøåíèÿìè (20), ñâÿçûâàþùèìè ëèíåéíûå è óãëîâûå îòíîñè-
òåëüíûå ñêîðîñòè.

Èç ôîðìóëû (93) îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωx, êîòîðàÿ ñâÿçàíà
ñ èñêîìûì âåêòîðîì γx ñîîòíîøåíèåì γx = ωx∆t.

2. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè vx(tj+1). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè vx(tj+1) èñïîëü-
çóåòñÿ ðåøåíèå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (91). Äëÿ ýòîãî, ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ
ïåðåïðîåêòèðóþòñÿ íà îñè ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox ÷åðåç ìàòðèöû
Az(tj) è Ax(tj):

fx = AxA
T
z fz. (129)

3. Ïîâòîðíîå âû÷èñëåíèå âåêòîðîâ γx è vx(tj+1). Ïî âû÷èñëåííîìó âåêòîðó
vx(tj+1) ñíîâà ïîâòîðÿåòñÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïîâîðîòà ãåîãðàôè÷åñêîé
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ñèñòåìû êîîðäèíàò γx, íà÷èíàÿ ñ ñîîòíîøåíèé (128). Çàòåì ñíîâà ïî ôîðìóëå (91)
îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü vx(tj+1). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

4. Âû÷èñëåíèå ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ìîìåíò tj+1. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû è äîëãîòû òî÷êèM èñïîëüçóåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(90), ðåøåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû
Az (42). Çíàÿ ìàòðèöó Ax(tj+1), ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöó Bx(tj+1) (4):

Bx = AxA
T
η , (130)

÷åðåç ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ(tj+1) è äîëãîòà
λ(tj+1) îáúåêòà (3):

tanφ =
b33
b23
, tanλ = −b11

b12
. (131)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà λ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíàêè âåëè÷èí b11 è b12.
Âûñîòà h(tj+1), â ñîîòâåòñòâèè ñ (94) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

h(tj+1) = h(tj) + v3(tj+1)∆t. (132)

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ðàññìîòðèì ïðèìåð. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáúåêò
(òî÷êà M) èìååò êîîðäèíàòû: φ = 60◦ñ.ø., λ = 0◦, h = 100ì. Îáúåêò ïëàâíî
ðàçãîíÿåòñÿ äî ïóòåâîé ñêîðîñòè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè 100ì/ñ è äàëåå äâè-
ãàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Óãëû îðèåíòàöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:
ψ = 20◦, ϑ = 1◦, γ = 10◦. Â òå÷åíèå âñåãî äâèæåíèÿ óãëû îðèåíòàöèè ñîâåðøàþò êî-
ëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè Aψ = 10◦, Aϑ = 2◦, Aγ = 4◦ è ïåðèîäàìè Tψ = 3.3c, Tϑ = 4.0c,
Tγ = 4.1c. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà èíòåðâàëå âðåìåíè tn − t0 = 50ìèí. ñ øàãîì
∆t = 0.01c. Íà Ðèñ.1,2 ïîêàçàíû ãðàôèêè âåëè÷èí a · ∆φ è a · ∆λ cosφ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó èñõîäíîé òðàåêòîðèåé è ðåøåíèåì ìîäåëü-
íûõ óðàâíåíèé â ìåòðàõ. Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ∆λ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 3ñì, ÷òî è
äåìîíñòðèðóåò íåïîëíîå âûïîëíåíèå íóëåâîãî òåñòà.

2.5.2 Îñîáåííîñòè èìèòàöèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ è ðåøåíèå ìîäåëüíûõ óðàâíå-
íèé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Åñëè ìîäåëèðîâàòü ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ â èíåðöèàëüíîé èëè ïðèáîðíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò è ðåøàòü ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ â òîé æå ñàìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
òî íóëåâîé òåñò áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê îøèáêè ìåñòîïîëîæåíèÿ
ïî ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòå ∆φ.
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Ðèñ. 2: Ãðàôèê îøèáêè ìåñòîïîëîæåíèÿ
ïî äîëãîòå ∆λ.

Åñëè ìîäåëèðîâàòü ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ðå-
øàòü ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ â äðóãîé, òî íóëåâîé òåñò âûïîëíÿòüñÿ íå áóäåò � ïî-
ëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ, ïî êîòîðûì áûëè
ñôîðìèðîâàíû èäåàëüíûå ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûçâàíî
òåì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèé â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå Oξ, ãåî-
ãðàôè÷åñêîé ñèñòåìå Ox è ïðèáîðíîé ñèñòåìå Oz ïîëó÷åíû ïðè ðàçíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ. Â ñàìîì äåëå, íàïðèìåð, âåêòîð f ñîõðàíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå è â îñÿõ Oξ, è
â îñÿõ Oz òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèáîðíûé òðåõãðàííèê Oz íåïîäâèæåí â èíåð-
öèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî, òàêîé âàðèàíò íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü, ïîñêîëüêó
àëãîðèòìû íàâèãàöèîííîãî ñ÷èñëåíèÿ ÁÈÍÑ ìîãóò ðåøàòüñÿ â îñÿõ ðàçíûõ ñèñòåì
êîîðäèíàò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ðàçëè÷èÿ â ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ â îñíîâå âû-
÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, ñëåäóåò ïðîåêòèðîâàòü óäåëüíóþ ñèëó f è ñèëó
òÿãîòåíèÿ g0 èç îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ ïðè ïîìîùè ìàòðèö îðèåíòà-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîâèíå âåêòîðà ïîâîðîòà çà èíòåðâàë âðåìåíè [tj, tj+1], ÷òî
ÿâëÿåòñÿ, ñâîåãî ðîäà, àíàëîãîì ìåòîäà òðàïåöèé èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ñåðåäèíå îòðåçêà
[tj, tj+1]. Ïóñòü γz � óãîë ïîâîðîòà ïðèáîðíîé ñèñòåìû çà èíòåðâàë [tj, tj+1], êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (41) (ñì.ï.2.2.1.), γx � óãîë ïîâîðîòà ãåîãðàôè-
÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (90). Òîãäà ìàòðèöû
Ax

(
tj +

∆t
2

)
è Az

(
tj +

∆t
2

)
, îòíåñåííûå ê ñåðåäèíå èíòåðâàëà âðåìåíè, âû÷èñëÿþòñÿ
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÷åðåç óãëû γx è γz ïî ôîðìóëàì:

Ax

(
tj +

∆t

2

)
=

(
E +

sin γx
2

γx
γ̂x +

1− cos γx
2

γ2x
γ̂x

2

)
Ax(tj),

Az

(
tj +

∆t

2

)
=

(
E +

sin γz
2

γz
γ̂z +

1− cos γz
2

γ2z
γ̂z

2

)
Az(tj). (133)

Òîãäà

g0z = Az

(
tj +

∆t

2

)
g0ξ , g0z = Az

(
tj +

∆t

2

)
ATx

(
tj +

∆t

2

)
g0x,

fz = Az

(
tj +

∆t

2

)
fξ, fz = Az

(
tj +

∆t

2

)
ATx

(
tj +

∆t

2

)
fx. (134)

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî

ATx

(
tj +

∆t

2

)
= ATx (tj)

(
E −

sin γx
2

γx
γ̂x +

1− cos γx
2

γ2x
γ̂x

2

)
,

ATz

(
tj +

∆t

2

)
= ATz (tj)

(
E −

sin γz
2

γz
γ̂z +

1− cos γz
2

γ2z
γ̂z

2

)
. (135)
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê îøèáêè ìåñòîïîëîæåíèÿ
ïî îñè Oξ1. Ìàòðèöà ïåðåïðîåêòèðîâêè �
Az(tj).
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Ðèñ. 4: Ãðàôèê îøèáêè ìåñòîïîëîæåíèÿ
ïî îñè Oξ1. Ìàòðèöà ïåðåïðîåêòèðîâêè �
Az(tj +
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2
).
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Íà Ðèñ. 3,4 ïðåäñòàâëåíû äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà ãðàôèêè îøèáêè
ìåñòîïîëîæåíèÿ ïî îñè Oξ1 ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ â èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå ïî ôîðìóëå (80) è ðåøåíèè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé â ïðèáîðíîé ñè-
ñòåìå ïî ôîðìóëàì (103) (äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ èñõîäíîé òðàåêòîðèåé ïîëó÷åííîå íàâèãà-
öèîííîå ðåøåíèå ïåðåïðîåêòèðóåòñÿ â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó Oξ). Â ïåðâîì ñëó÷àå,
óäåëüíàÿ ñèëà f è ñèëà òÿãîòåíèÿ g0 ïðîåêòèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèö, îòíåñåí-
íûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè tj, âî âòîðîì � ïðè ïîìîùè ìàòðèö, îòíåñåííûõ ê ìîìåíòó
tj +

∆t
2
. Âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå, ðàçíîñòü ìåæäó èñõîäíîé òðàåêòîðèåé è ðå-

øåíèåì ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé äîñòèãàåò äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ, òîãäà êàê âî âòîðîì
ñëó÷àå íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ. Ïî îñÿì Oξ2 è Oξ3 îøèáêè âåäóò ñåáÿ
àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàáîòå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò íóëåâîé òåñò ïîëíîñòüþ
âûïîëíÿòüñÿ íå áóäåò, îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèö îðèåíòàöèè, îòíåñåííûõ
ê ñåðåäèíå èíòåðâàëà [tj, tj+1], ðàçíèöó ìåæäó èñõîäíîé òðàåêòîðèåé è òðàåêòîðè-
åé, ïîëó÷åííîé ðåøåíèåì ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü. Îòñþäà
ñëåäóåò âûâîä, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé èíåðöèàëüíîé
íàâèãàöèè ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ ñëåäóåò òàêæå ïðîåêòèðîâàòü íà îñè îïîðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè ìàòðèöû îðèåíòàöèè, îòíåñåííîé ê ñåðåäèíå èíòåð-
âàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ ïî ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé
íàâèãàöèè (íàïðèìåð, [70]) ïðè âûâîäå ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé äåòàëüíî ó÷è-
òûâàåòñÿ âðàùåíèå ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ ê ðÿäó äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Îòíåñåíèå ìàòðèö
îðèåíòàöèè ê ñåðåäèíå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ (133) â ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå
àëãîðèòìàõ òàêæå ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åò âðàùåíèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò íà
èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèÿ îá îñîáåííîñòÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ âûñîòû.
Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò îñîáåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íåóñòîé-

÷èâîñòüþ âåðòèêàëüíîãî êàíàëà. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî âûíóæäàåò ïðèâëåêàòü äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î âûñîòå. Èìåííî, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû
Ãåëüìåðòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì, ò.ê. âûñîòà
h â íåå âõîäèò ÿâíî.

Íà ñàìîì äåëå, ðàçíîñòü ìåæäó ñèëîé òÿãîòåíèÿ (ñèëîé òÿæåñòè), âû÷èñëåííîé
ïî ôîðìóëå (21), è ñèëîé òÿãîòåíèÿ, âû÷èñëåííîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãåëüìåðòà,
íå ïðåâûøàåò 3 · 10−4ì/ñ2. Íà Ðèñ.5,6 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè â
ïðîåêöèÿõ íà îñè Ox2 è Ox3. Ñèíèé öâåò ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå h = 0êì, çåëåíûé
� âûñîòå h = 5êì, êðàñíûé � âûñîòå h = 10êì. Òàêèì îáðàçîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè
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ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ íà íåáîëüøèå èíòåðâàëû âðåìåíè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, êàê ôîðìóëàìè, èñïîëüçóåìûìè â ñïóòíèêîâîé ñèñòåìå ÃËÎÍÀÑÑ
(21), òàê è ôîðìóëîé Ãåëüìåðòà (22).
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Ðèñ. 5: Ðàçíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ñèëû òÿæåñòè ïî îñè Ox2.
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Ðèñ. 6: Ðàçíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ñèëû òÿæåñòè ïî îñè Ox3.

2.6 Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ â ïîëÿðíûõ ðàé-

îíàõ

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà è ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â ïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ âîçíèêëà èç ïðàêòèêè àýðîãðàâèìåò-
ðè÷åñêèõ ñúåìîê è ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ãðàâèìåòðè÷åñêèå êîìïëåêñû
ïëàòôîðìåííîãî òèïà, íàïðèìåð, GT2A, ×åêàí-ÀÌ, èìåþò îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ
íàâèãàöèè è ãèðîñòàáèëèçàöèè â âûñîêèõ øèðîòàõ. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â
òî÷êàõ Ñåâåðíîãî è Þæíîãî Ïîëþñîâ íåîïðåäåëåíà äîëãîòà λ è óãîë êóðñà ψ. Êðîìå
òîãî, ïðè äâèæåíèè îáúåêòà ñòðîãî ÷åðåç ïîëþñ äîëãîòà λ è óãîë êóðñà ψ ìåíÿþòñÿ
ñêà÷êîì íà 180 ãðàäóñîâ.

Ïîýòîìó ðàçðàáîò÷èêàìè êîìïëåêñà GT2A áûëî ïðåäëîæåíî äîïîëíèòåëüíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñèñòåìó ðàçíåñåííûõ ñïóòíèêîâûõ àíòåíí, êàê èñòî÷íèê êóðñîâîé èí-
ôîðìàöèè, ÷òî ïðèâåëî ê ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ íàâèãàöèè è ñòàáèëèçàöèè ýòîãî
ïðèáîðà. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ íàâèãàöèè ñîáñòâåííî è ïîíàäîáèëàñü
çàäà÷à èìèòàöèè òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ â âûñîêèõ øèðîòàõ.
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Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñìîäåëèðîâàòü ñîãëàñîâàííûå çíà÷åíèÿ
òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ òèïîâîãî äâèæåíèÿ îáúåêòà. Äëÿ èìèòàöèè ñîãëàñî-
âàííûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èäåÿ: èñïîëüçîâàòü òèïî-
âûå ïðîôèëè àýðîãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê â ðàéîíàõ ñ óìåðåííûì çíà÷åíèåì ãåî-
ãðàôè÷åñêîé øèðîòû. Çàòåì "ïåðåíåñòè" ýòè òðàåêòîðèè â ïîëÿðíûå ðàéîíû. Ïðè
òàêîì "ïåðåíîñå" íóæíî àêêóðàòíî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè òðàåêòîðíûõ è óãëîâûõ
ïàðàìåòðîâ íåïîñðåäñòâåííî â òî÷êå ïîëþñà, ãäå çíà÷åíèÿ äîëãîòû è óãëà êóðñà íå
îïðåäåëåíû.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì çàäà÷ó "ïåðåíîñà" òðàåêòîðèè â ðàéîí Ñåâåðíî-
ãî Ïîëþñà. Çàäàäèì èñõîäíóþ òèïîâóþ òðàåêòîðèþ ãåîãðàôè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
φ(tj), λ(tj), h(tj) è óãëàìè îðèåíòàöèè ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj) (j = 0, ..., n).

Çàäà÷à "ïåðåíîñà" òðàåêòîðèè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è: "ïåðåíîñ" êîîðäè-
íàò îáúåêòà (ñ íåêîòîðîé ðåãóëÿðèçàöèåé, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî íèæå) è "ïåðå-
íîñ" îðèåíòàöèè êîðïóñà îáúåêòà. Çäåñü íå ñòàâèòñÿ öåëü îïèñàòü âñå âîçìîæíûå
ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê "ïåðåíîñó" òèïîâîé òðàåêòîðèè, à ïðèâîäèòñÿ ëèøü îäèí èç
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ "ïåðåíîñà" êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàãëÿäíûì.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó "ïåðåíîñà" êîîðäèíàò îáúåêòà. "Ïåðåíîñ" òðàåêòî-
ðèè îáúåêòà âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêîé ïîëåòíûõ ëèíèé óäîáíåå âñåãî ïðåä-
ñòàâëÿòü êàê ïîâîðîò ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oη è ïåðåõîä ê íîâîé ãðèíâè÷-
ñêîé ñèñòåìå Oη∗. Òàêîé ïåðåõîä äîëæåí, âî-ïåðâûõ, îáåñïå÷èòü ïåðåíîñ òðàåêòîðèè
â ïîëÿðíûé ðàéîí è ïåðåõîä ê ïðîìåæóòî÷íîé ñèñòåìå Oη′, à âî-âòîðûõ (÷òî îï-
öèîííî), ñîäåðæàòü ðàçâîðîò òðàåêòîðèè âîêðóã îñè âðàùåíèÿ Çåìëè íà æåëàåìûé
óãîë.

Ïðè ïîâîðîòå ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oη âñåãäà íàéäåòñÿ òî÷êà K
(íåîáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùàÿ òðàåêòîðèè) ñ ãðèíâè÷ñêèìè êîîðäèíàòàìè ηK , êî-
òîðàÿ ïðè òàêîì ïîâîðîòå ïîïàäàåò â òî÷êó ïîëþñà. Âû÷èñëèì äîëãîòó λK è ãåî-
öåíòðè÷åñêóþ øèðîòó φ0

K òî÷êè K. Òîãäà ïåðåõîä ê íîâîé ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå Oη′

ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ïîâîðîòîâ:

Oη
λK
−→
3

π
2
− φ0

K

−→
2

−λK
−→
3

Oη′ (136)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâîðîòîâ òàêîâ, ÷òî åñëè òà-
êèì îáðàçîì ïîâåðíóòü ãðèíâè÷ñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî òî÷êà Ñåâåðíîãî Ïîëþñà
N áóäåò èìåòü òàêèå æå êîîðäèíàòû â íîâîé ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oη′,
êàêèå èìåëà òî÷êà K â ñèñòåìå Oη:

η′N = ηK . (137)
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Äàëåå, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ìîæíî âûïîëíèòü ðàçâîðîò òðàåêòîðèè âîêðóã
îñè âðàùåíèÿ Çåìëè íà óãîë ε. Óêàçàííûé ðàçâîðîò ñîâåðøàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó:

Oη′
ε

−→
ν̄

Oη∗, (138)

ãäå ν̄ � åäèíè÷íûé âåêòîð îñè âðàùåíèÿ Çåìëè, êîòîðûé â ñèñòåìå Oη∗ èìååò êîîð-
äèíàòû ν̄ = (cosφ0

K cosλK , cosφ
0
K sinλK , sinφ

0
K)

T . Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà

η∗N = η′N = ηK . (139)

Åñëè ðàçâîðîò íå ñîâåðøàåòñÿ (ε = 0), ñèñòåìû Oη′ è Oη∗ ñîâïàäàþò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C = C(λK , φ

0
K , ε) ìàòðèöó îðèåíòàöèè ñèñòåìû Oη∗ îòíîñèòåëü-

íî ñèñòåìû Oη. Âû÷èñëèì ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû îáúåêòà (òî÷êèM) η(tj) ïî ôîð-
ìóëàì (11). Òîãäà ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû ηP (tj) òî÷êè M "íîâîé" òðàåêòîðèè â
ðàéîíå ïîëþñà âû÷èñëÿþòñÿ:

ηP (tj) = CTη(tj). (140)

Îòìåòèì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M â ðàéîíå ïîëþñà ìåíüøå, ÷åì ïðè äâè-
æåíèè â äðóãîì ðàéîíå, ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî âûñîòó òðàåêòîðèè â ðàéîíå
ïîëþñà îñòàâèòü òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òðàåêòîðèè, ò.å. ïîòðåáîâàòü âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ hP (tj) = h(tj). Äëÿ ýòîãî ÷åðåç ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû ηP (tj) ñëåäóåò
èòåðàöèîííî âû÷èñëèòü ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû φP (tj), λ

P (tj), h
P (tj), çàòåì ïî-

ëîæèòü hP (tj) = h(tj) è ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòû ïîñòðîåííîé òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà çàäàííûìè (ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû ηP (tj) îïðåäåëÿþòñÿ
ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ôîðìóë (11)). Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü óñëîâíî
íàçâàíà ðåãóëÿðèçàöèåé èëè ñîãëàñîâàíèåì âûñîò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ ïîäçàäà÷ó - çàäà÷ó "ïåðåíîñà" îðèåíòàöèè êîðïóñà
îáúåêòà. Îðèåíòàöèÿ îáúåêòà îòíîñèòåëüíî ýëëèïñîèäà Çåìëè îïèñûâàåòñÿ ìàòðè-
öåé Bz � ìàòðèöåé îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé
ñèñòåìû Oη:

Bz = LBx. (141)

Ïîâîðîò êîðïóñà îáúåêòà, àíàëîãè÷íûé ïîâîðîòó êîîðäèíàò îáúåêòà, îáåñïå÷èâàåò
ñîõðàííîñòü òèïîâîé òðàåêòîðèè, ÷òî âûíóæäàåò "ïåðåíîñèòü" îðèåíòàöèþ êîðïóñà
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îáúåêòà èìåííî ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Bz. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ñîõðàííîñòè òðàåê-
òîðèè íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Oη∗ ñîâïàäàëà ñ ìàòðèöåé Bz èñõîäíîé òðàåêòîðèè. Òîãäà èñ-
êîìàÿ ìàòðèöà îðèåíòàöèè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç BP

z (tj), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

BP
z (tj) = Bz(tj)C. (142)

Ñôîðìèðóåì ïî ãåîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì φP (tj), λ
P (tj) ìàòðèöó BP

x (tj) (3) è
âû÷èñëèì ìàòðèöó LP îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè-
÷åñêîé Mx:

LP (tj) = BP
z (tj)B

PT
x (tj). (143)

×åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû LP (tj) ìîãóò áûòü íàéäåíû óãëû îðèåíòàöèè
ψP (tj), ϑ

P (tj), γ
P (tj).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â òî÷êå ïîëþñà íåîïðåäåëåíû äîëãîòà λ è óãîë êóðñà ψ,
íóæíî îñóùåñòâèòü ðåãóëÿðèçàöèþ. Íàïðèìåð, åñëè â ìîìåíò tj òî÷êà M íàõîäèòñÿ
íà ïîëþñå, òî ìîæíî ïîëîæèòü:

λP (tj) = λP (tj−1), ψP (tj) = ψP (tj−1). (144)

Ðåøåíèå çàäà÷è "ïåðåíîñà" òèïîâîé òðàåêòîðèè ïîëíîñòüþ îïèñàíî.
Êðàòêî îáñóäèì âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Ïîêàçàíèÿ íüþ-

òîíîìåòðîâ óäîáíåå âñåãî âû÷èñëÿòü â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξ (ñì.
ï.2.3.1.), ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå íå èìåþò îñîáåííîñòåé â
òî÷êå ïîëþñà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû ξP (tj) òî÷êèM â èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ATη (tj) (3) è çàäàòü íà÷àëüíûé âåêòîð ñêîðîñòè
vξ(t0).

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî ïîêàçàíèÿ íüþòîíîìåòðîâ âû÷èñëÿòü è â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè â ðàáîòå íå áûëè îïèñàíû, ïîñêîëüêó îíè íå
ïðåäñòàâëÿþò îòäåëüíîãî èíòåðåñà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ ñëåäóåò âû÷èñëèòü ìàòðèöû APz (tj):

APz (tj) = LP (tj)A
P
x (tj), (145)

ãäå ìàòðèöû APx (tj) îïðåäåëÿþòñÿ ïî (3,4) ÷åðåç ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû
φP (tj), λ

P (tj), à ìàòðèöû LP (tj) � ÷åðåç óãëû îðèåíòàöèè ψP (tj), ϑP (tj), γP (tj).
Ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ âû÷èñëÿþòñÿ àëãîðèòìîì, ðàññìîòðåííûì â ñîîòâåòñòâó-

þùåì ðàçäåëå (ñì. ï.2.2.1.).
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Ïðèìåð. Çàäàäèì äâèæåíèå îáúåêòà âáëèçè ýêâàòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì (Ðèñ.
7). Îáúåêò äâèãàåòñÿ íà ïîñòîÿííîé âûñîòå h = 0 ñíà÷àëà âäîëü ìåðèäèàíà λk (k =
0, ..., 8) îò çíà÷åíèÿ øèðîòû −φ0 äî çíà÷åíèÿ øèðîòû φ0, çàòåì ïëàâíî ïåðåõîäèò
íà äðóãîé ìåðèäèàí. Ïðè äâèæåíèè ïî k-ìó ìåðèäèàíó ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû
ìåíÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

φ(t) = (−1)k[−φ0 + vφ(t− tbk)], λ(t) =
k − 4

4
λ0. (146)

Çäåñü φ0 = λ0 = 16′, vφ = 0.1′/c, t ∈ [tbk, t
e
k]. Âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü ìåðèäèàíà

ñîñòàâëÿåò 320 ñåêóíä, âðåìÿ ïåðåõîäà ñ îäíîãî ìåðèäèàíà íà äðóãîé � 60 ñåêóíä.
Òîãäà

tbk = 380 · k, tek = 380 · k + 320, tn − t0 = 9 · 320 + 8 · 60 = 3200. (147)

Çàêîí ïåðåõîäà ñ k-ãî ìåðèäèàíà íà (k + 1)-é çàïèñûâàåòñÿ òàê:

φ(t) = (−1)k[φ0 + Aφ sin
t− tek

tbk+1 − tek
π],

λ(t) =
k − 4

4
λ0 +

Aλ
2

− Aλ
2

cos
t− tek

tbk+1 − tek
π, (148)

Çäåñü Aφ = Aλ = 2′, t ∈ [tek, t
b
k+1].

Çàäàäèì çàêîíû äëÿ èçìåíåíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè:

ψ(t) = Aψ sin(ωψ(t− t0)), ϑ(t) = Aϑ sin(ωϑ(t− t0)),

γ(t) = Aγ sin(ωγ(t− t0)). (149)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: Aψ = 20◦, Aϑ =
10◦, Aγ = 5◦, ωψ = 0.1πðàä/ñ, ωϑ = 0.3πðàä/ñ, ωγ = 0.5πðàä/ñ.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ òî÷êà çàäàííîé òðàåêòîðèè èìååò êîîðäèíàòû φ = 0, λ = 0.
Îñóùåñòâèì "ïåðåíîñ" òðàåêòîðèè â ðàéîí âûñîêèõ øèðîò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ñðåäíÿÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ïðèõîäèëàñü íà Ñåâåðíûé Ïîëþñ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñî-
âåðøèòü ïîâîðîò âîêðóã îñè Oη2 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë 90◦. Âåêòîð ïîâîðîòà
èìååò êîìïîíåíòû lη = (0, 1, 0)T , à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà ïîâîðîòà C çàïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C =

 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

 . (150)
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Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â äàííîì ïðèìåðå "ïåðåíîñ" òðàåêòîðèè ñîâåðøàåòñÿ ïó-
òåì ïîâîðîòà íà 90◦, ðåãóëÿðèçàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ñîãëàñîâàíèåì âûñîò, çäåñü äîñòèãà-
åò íàèáîëüøåé âåëè÷èíû. Åñëè ó èñõîäíîé òðàåêòîðèè â ðàéîíå ýêâàòîðà ðàññìàòðè-
âàëàñü ïîñòîÿííàÿ âûñîòà h = 0, òî ó òðàåêòîðèè ïîñëå "ïåðåíîñà" áåç ðåãóëÿðèçàöèè
âûñîòà hP áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðàçíèöó ìåæäó ýêâàòîðèàëüíûì è ïîëÿðíûì
ðàäèóñàìè Çåìëè (îêîëî 21êì).
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Ðèñ. 7: Òðàåêòîðèÿ, çàäàííàÿ â ðàéîíå ýê-
âàòîðà.
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Ðèñ. 8: Òðàåêòîðèÿ, "ïåðåíåñåííàÿ" â
ðàéîí Ñåâåðíîãî Ïîëþñà.

Íà Ðèñ. 8 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà. Èç ãðà-
ôèêîâ âèäíî, ÷òî âáëèçè ïîëþñà î÷åíü áûñòðî ìåíÿåòñÿ äîëãîòà λ. Òàêæå áûñòðî
ìåíÿåòñÿ óãîë êóðñà ψ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåêîððåêòíîñòü ïåðåíîñà òðàåêòîðèè â
ïîëÿðíûé ðàéîí ïóòåì ïåðåíîñà óãëîâ îðèåíòàöèè èëè ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

3 Òåñòèðîâàíèå óðàâíåíèé îøèáîê ÁÈÍÑ

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îøèáîê, ïðåäëî-
æåííûå ðàçíûìè àâòîðàìè. Êàæäàÿ ìîäåëü îøèáîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåàðè-
çàöèþ ðåàëüíîé òðàåêòîðèè îáúåêòà â îêðåñòíîñòè ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè. Îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè êàæäîé ìîäåëè óðàâíåíèé îøèáîê ÁÈÍÑ îáóñëîâëåíà, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ îáúåêòà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, øàãîì ∆t è ÷èñëåííûì
ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé.
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Îïèøåì çàäà÷ó òåñòèðîâàíèÿ òî÷íîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîäåëè îøèáîê
ÁÈÍÑ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè [t0, tn]. Óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå êàíàëû ÁÈÍÑ, ñ÷èòàÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ î âûñîòå h(tj) è âåð-
òèêàëüíîé ñêîðîñòè V3(tj), j = 0, ..., n, èçâåñòíà. Ñóòü çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ
ê ñëåäóþùåìó.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà, êîòîðûå óñëîâèìñÿ íàçûâàòü
òî÷íûìè: φ(t0), λ(t0), V1(t0), V2(t0), ψ(t0), ϑ(t0), γ(t0). Çàäàäèì íà êàæäîì èíòåðâàëå
âðåìåíè [tj, tj+1], j = 0, ...n − 1 òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ ωz è íüþ-
òîíîìåòðîâ fz è ñ èõ ïîìîùüþ âû÷èñëèì òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû îáúåêòà íà âñåì
èíòåðâàëå âðåìåíè φ(tj), λ(tj), V1(tj), V2(tj), ψ(tj), ϑ(tj), γ(tj), j = 1, ..., n.

Çàäàäèì äðóãèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè îáúåêòà
φ′(t0), λ

′(t0), V
′
1(t0), V

′
2(t0), ψ

′(t0), ϑ
′(t0), γ

′(t0), êîòîðûå óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü îøè-
áî÷íûìè è áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüíûìè. Ââåäåì òàêæå ìîäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ:

ω′
z = ωz − νz, f ′

z = fz +∆fz, (151)

ãäå νz � âåêòîð äðåéôîâ ãèðîñêîïîâ, ∆fz � âåêòîð ïîãðåøíîñòåé íüþòî-
íîìåòðîâ. Âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ ìîäåëüíûõ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ ìîäåëüíûå òðàåêòîðíûå ïàðàìåòðû îáúåêòà íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè
φ′(tj), λ

′(tj), V
′
1(tj), V

′
2(tj), ψ

′(tj), ϑ
′(tj), γ

′(tj), j = 1, ..., n.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îøèáîê ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-

íè tj:

∆φ = φ′ − φ, ∆λ = λ′ − λ,

∆V1 = V ′
1 − V1, ∆V2 = V ′

2 − V2, (152)

∆ψ = ψ′ − ψ, ∆ϑ = ϑ′ − ϑ, ∆γ = γ′ − γ.

Äàëåå ðåøàåòñÿ èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îøèáîê, âõîäîì äëÿ êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå îøèáêè ∆φ(t0),∆λ(t0),∆V1(t0),∆V2(t0),∆ψ(t0),∆ϑ(t0),∆γ(t0) è
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ νz,∆fz. Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé îøèáîê ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ýòèìè æå âåëè÷èíàìè � ïðÿìûìè ðàçíîñòÿìè
ìåæäó òî÷íûìè è ìîäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ (152) � è ïîç-
âîëÿåò ñóäèòü î ïðèåìëåìîñòè èññëåäóåìîé ìîäåëè óðàâíåíèé îøèáîê.

Ðàññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé îøèáîê. Íàçîâåì ìîäåëüíîé òî÷êó M ′ ñ
êîîðäèíàòàìè (φ′, λ′, h). Ïîñòðîèì äëÿ òî÷êèM ′ ãåîãðàôè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,
è îáîçíà÷èì åå Oyx. Íàçîâåì ìîäåëüíîé ìàòðèöó îðèåíòàöèè L′, êîòîðàÿ âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî (6) ÷åðåç ìîäåëüíûå óãëû ψ′, ϑ′, γ′. Ââåäåì ìîäåëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
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Oy ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 îíà ñâÿçàíà ñ ñèñòåìîé
Oyx ìàòðèöåé L′(t0), à äàëåå âðàùàåòñÿ ñ àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω′

z. Ñèñòå-
ìó Oyx íàçîâåì êâàçèìîäåëüíîé. Íàçîâåì êâàçèïðèáîðíîé ñèñòåìó êîîðäèíàò Ozx,
êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðèáîðíîé ñèñòåìîé Oz ìàòðèöåé L′T , ò.å. äëÿ ëþáîãî âåêòîðà l
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: lzx = L′T lz.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç αx = (α1, α2, α3)
T âåêòîð ìàëîãî ïîâîðîòà êâàçèïðèáîðíîé ñèñòå-

ìû Ozx îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé Ox, ÷åðåç βx = (β1, β2, β3)
T îáîçíà÷èì âåêòîð

ìàëîãî ïîâîðîòà êâàçèïðèáîðíîé ñèñòåìû Ozx îòíîñèòåëüíî êâàçèìîäåëüíîé Oyx.
Òîãäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âåêòîð ìàëîãî ïîâîðîòà êâàçèìîäåëüíîé ñèñòåìû
Oyx îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé Ox áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðàçíîñòü αx − βx.

Ââåäåì ïîëíóþ îøèáêó ìåñòîïîëîæåíèÿ ∆y = (∆y1,∆y2,∆y3)
T ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

∆y = y′x − yx, (153)

ãäå yx � êîîðäèíàòû òî÷êè M â ñèñòåìå Oyx, y′x � êîîðäèíàòû òî÷êè M ′ â ñèñòåìå
Oyx. Ââåäåì äèíàìè÷åñêóþ îøèáêó ñêîðîñòè δVx = (δV1, δV2, δV3)

T :

δVx = V ′
yx − Vzx , (154)

ãäå V ′
yx � âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè M

′ â ñèñòåìå Oyx, Vzx � âåêòîð îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè M â ñèñòåìå Ozx.

Äëÿ ââåäåííûõ íàìè ïîçèöèîííûõ, ñêîðîñòíûõ è óãëîâûõ îøèáîê çàïèøåì çà-
ìêíóòóþ ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [24]:

∆ẏ1 = Ω′
3∆y2 + δV1 + β3V

′
2 ,

∆ẏ2 = −Ω′
3∆y1 + δV2 − β3V

′
1 ,

δV̇1 = −α2g + (Ω′
3 + 2u′3)δV2 +∆fzx1 −

(
−
(
α1 +

∆y2
a

)
u′2 + νzx3

)
V ′
2 ,

δV̇2 = α1g − (Ω′
3 + 2u′3)δV1 +∆fzx2 +

(
−
(
α1 +

∆y2
a

)
u′2 + νzx3

)
V ′
1 , (155)

α̇1 = −δV2
a

+ ω′
3α2 − u′3

∆y1
a

− u′2β3 + νzx1,

α̇2 =
δV1
a

− ω′
3α1 − u′3

∆y2
a

+ u′1β3 + νzx2,

β̇3 = ω′
2α1 − ω′

1α2 + ω′
2

∆y2
a

+ ω′
1

∆y1
a

+ νzx3.

Çäåñü ω′
i, i = 1, 2, 3 è Ω′

3 � êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâåííî, àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé
óãëîâîé ñêîðîñòè êâàçèìîäåëüíîãî òðåõãðàííèêà Oyx, u′2 = u cosφ′, u′3 = u sinφ′. Âû-
÷èñëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíò t0 äëÿ ñèñòåìû (155) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì,
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ñâÿçûâàþùèì ââåäåííûå îøèáêè ñ òî÷íûìè è ìîäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò,
ñêîðîñòåé è óãëîâ îðèåíòàöèè:

∆y1 = a∆λ cosφ,

∆y2 = a∆φ,

α1 = ∆γ cosϑ sinψ −∆ϑ cosψ,

α2 = −∆γ cosϑ cosψ −∆ϑ sinψ, (156)

β3 = −∆ψ −∆γ sinϑ−∆λ sinφ,

δV1 = ∆V1 − (β3 +∆λ sinφ)V2 + α2V3,

δV2 = ∆V2 + (β3 +∆λ sinφ)V1 − α1V3.

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îøèáîê (155) ñ âû÷èñëåííû-
ìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îáîçíà÷èì:
∆y∗1(tj),∆y

∗
2(tj), δV

∗
1 (tj), δV

∗
2 (tj), α

∗
1(tj), α

∗
2(tj), β

∗
3(tj), ãäå j = 0, ..., n.

Âûðàçèì îøèáêè ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè èç (156):

∆φ =
∆y2
a
,

∆λ =
∆y1
a cosφ

,

∆V1 = δV1 + (β3 +∆λ sinφ)V2 − α2V3,

∆V2 = δV2 − (β3 +∆λ sinφ)V1 + α1V3, (157)

∆ϑ = −α1 cosψ − α2 sinψ,

∆γ =
α1 sinψ − α2 cosψ

cosϑ
,

∆ψ = −β3 −∆γ sinϑ−∆λ sinφ.

è âû÷èñëèì îöåíêè îøèáîê ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè
∆φ∗(tj),∆λ

∗(tj),∆V
∗
1 (tj),∆V

∗
2 (tj),∆ψ

∗(tj),∆ϑ
∗(tj),∆γ

∗(tj), ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
øåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé îøèáîê (155).

Ñðàâíåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè îøèáîê ìîäåëüíîé òðàåêòî-
ðèè∆φ(tj),∆λ(tj),∆V1(tj),∆V2(tj),∆ψ(tj),∆ϑ(tj),∆γ(tj) ïîçâîëÿåò ñóäèòü î òîì, íà-
ñêîëüêî äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îøèáîê ïðèãîäíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ äàííîãî
êëàññà äâèæåíèé ïðè âûáðàííîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t è ìåòîäå ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Óêàçàííûé àíàëèç ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ïðè-
ãîäíîñòè è èíûõ ìîäåëåé óðàâíåíèé îøèáîê è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå, îïèñàííîå â ï.2.5.1. Çàäàäèì ñëåäóþ-
ùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îøèáîê ìîäåëüíîé òðàåêòîðèè: ∆φ(t0) = 0.0001◦, ∆λ(t0) =
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Ðèñ. 9: Ðåàëèçàöèè ∆φ(t) è ∆φ∗(t).
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Ðèñ. 10: Ðàçíîñòü ðåàëèçàöèé ∆φ(t) −
∆φ∗(t).

0.00005◦, ∆V1(t0) = 0.08m/sec, ∆V2(t0) = 0.01m/sec, ∆ψ(t0) = 0.5◦, ∆ϑ(t0) = 0.15◦,
∆γ(t0) = 0.1◦.

Íà Ðèñ.9 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ∆φ(t) è ∆φ∗(t), íà Ðèñ.10 � èõ ðàç-
íîñòü. Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî îøèáêà â îïðåäåëåíèè óãëà êóðñà îáîèìè ñïîñîáàìè
äîñòèãàëà 10 óãëîâûõ ñåêóíä, â òî âðåìÿ êàê ðàçíîñòü îøèáîê íå ïðåâûøàëà 1%
îò èõ âåëè÷èí. Íà Ðèñ.11 ïðèâåäåí ãðàôèê ðåàëèçàöèè ∆ψ(t), íà Ðèñ.12 � ðàçíîñòü
∆ψ(t)−∆ψ∗(t). Îøèáêà â îïðåäåëåíèè óãëà êóðñà îáîèìè ñïîñîáàìè ñîñòàâëÿëà 30
óãëîâûõ ìèíóò, òîãäà êàê ðàçíîñòü îøèáîê íå ïðåâûøàëà 0.5% îò èõ âåëè÷èí.

4 Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé èäåàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ

äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå

Êàëèáðîâêà áëîêà èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ÁÈÍÑ ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì òåõíî-
ëîãè÷åñêèì ýòàïîì, ïðåäâàðÿþùèì ðàáîòó íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû. Öåëüþ çàäà÷è
êàëèáðîâêè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé
ÁÈÍÑ, ê êîòîðûì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ: ñìåùåíèå íóëåé íüþòîíîìåòðîâ, ïî-
ñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äðåéôîâ ãèðîñêîïîâ, ïîãðåøíîñòè ìàñøòàáîâ è âçàèìíûõ
ïåðåêîñîâ ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäèêè êàëèá-
ðîâêè è ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îöåíêè èíñòðóìåíòàëüíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êàëèáðîâêè íåîáõîäèìî óìåòü ïðàâèëüíî
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Ðèñ. 11: Ðåàëèçàöèÿ ∆ψ(t).
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Ðèñ. 12: Ðàçíîñòü ðåàëèçàöèé ∆ψ(t) −
∆ψ∗(t).

èìèòèðîâàòü ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Çàäà÷à èìèòàöèè ïîêàçàíèé èíåð-
öèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå ÁÈÍÑ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è åå ðåøåíèþ ïî-
ñâÿùåí äàííûé ðàçäåë. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå äëÿ îïðåäåëåííîñòè çà îñíîâó áåðåòñÿ
ìåòîäèêà êàëèáðîâêè, èçëîæåííàÿ â [21], [36].

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êàëèáðîâêè, íåîáõîäèìî èìèòèðîâàòü ïîêàçàíèÿ
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ, ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùèå ôàêòîðû, êîòîðûå ìîæíî óñëîâíî
ïîäðàçäåëèòü íà ãðóïïû:

• Ñîáñòâåííî, èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ, ïåðå÷èñ-
ëåííûå âûøå. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è ÿâëÿåòñÿ
öåëüþ êàëèáðîâêè.

• Ðàçíåñåíèå ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà.

• Îøèáêè ïðîöåäóðû êàëèáðîâêè, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, óãëî-
âûå îøèáêè ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ íà êàëèáðîâî÷íîì ñòåíäå.

Ïðè îïèñàíèè ìîäåëåé êàëèáðîâêè áóäåò èñïîëüçîâàíî íåñêîëüêî ñèñòåì êîîðäè-
íàò, ïîýòîìó ñðàçó óñëîâèìñÿ âñå ìàòðèöû âçàèìíîé îðèåíòàöèè îáîçíà÷àòü ÷åðåç
C ñ äâóìÿ íèæíèìè èíäåêñàìè. Îáîçíà÷åíèå Csp âñåãäà áóäåò îïðåäåëÿòü ìàòðèöó
îðèåíòàöèè ñèñòåìû Os (Ms) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Op (Mp).
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4.1 Îïèñàíèå ïðîöåäóðû êàëèáðîâêè

Â ñîîòâåòñòèè ñ [21], [36] ïðîöåññ êàëèáðîâêè âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
öèêëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ÁÈÍÑ òåì èëè èíûì îáðàçîì ïîìåùàåòñÿ íà îäíîñòå-
ïåííîì ñòåíäå. Â [36] ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà êàëèáðîâêà ñîñòîèò èç
òðåõ öèêëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ÁÈÍÑ ïîìåùàåòñÿ òàê, ÷òîáû îäíà èç åå îñåé
ñîâïàäàëà î îñüþ âðàùåíèÿ ñòåíäà. Òàêèì îáðàçîì, âîêðóã êàæäîé èç îñåé ÁÈÍÑ
áóäåò ñîâåðøåíî âðàùåíèå â îäíîì èç òðåõ öèêëîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ïåðâîé öèêëå âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã îñè Mz1, âî âòîðîì âîêðóã
îñè Mz2, â òðåòüåì âîêðóã îñè Mz3.

Äàëåå áóäóò îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà â ðàìêàõ îäíîãî öèê-
ëà, ÁÈÍÑ ïîìåùàåòñÿ íà ñòåíäå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à çàòåì èõ êîíêðåòèçàöèÿ
äëÿ âûøåóêàçàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Ñâÿæåì ñî ñòåíäîì ñèñòåìó êîîðäèíàò Mt, òàê ÷òî îñü Mt2 ñîâïàäàåò ñ îñüþ
âðàùåíèÿ ñòåíäà. Ñèñòåìà êîîðäèíàò Mt ïîëó÷àåòñÿ èç ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû
Mx äâóìÿ ïîâîðîòàìè:

Mx
Az
−→
3

El
−→
1

Mt. (158)

Çäåñü Az � óãîë àçèìóòà, à El � óãîë âîçâûøåíèÿ. Êàëèáðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì
âðàùåíèÿ ñòåíäà âîêðóã îñè Mt2 ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωt(t). Îáû÷íî îñü
âðàùåíèÿ ñòàðàþòñÿ ñäåëàòü ãîðèçîíòàëüíîé, ò.å. ñòàðàþòñÿ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
óãîë âîçâûøåíèÿ El áûë ìàëûì, îäíàêî, ýòî íåîáÿçàòåëüíîå òðåáîâàíèå, ïîýòîìó
îáà óãëà Az è El áóäåì ñ÷èòàòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó
îðèåíòàöèè ñèñòåìûMt îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìûMx áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Ctx è:

Ctx =

 cosAz sinAz 0
− cosEl sinAz cosEl cosAz sinEl
sinEl sinAz − sinEl cosAz cosEl

 . (159)

4.1.1 Îáùèé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ íà ñòåíäå

Â îáùåì ñëó÷àå, îðèåíòàöèþ ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz îòíîñèòåëüíî ñòåíäà â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 çàäàäèì òðåìÿ óãëàìè îðèåíòàöèè ψt, ϑt è γt:

Mt
ψt
−→
3

ϑt
−→
1

γt
−→
2

Mz. (160)
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×åðåç ψt îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó îñüþ Mt2 è ïðîåêöèåé îñè Mz2 íà ïëîñêîñòü
Mt1t2. ×åðåç ϑt îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó îñüþ Mz2 è ïëîñêîñòüþ Mt1t2. ×åðåç γt
îáîçíà÷èì óãîë ïîâîðîòà ïëîñêîñòè Mz2z3 âîêðóã îñè Mz2 îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè Mt3z2. Ýòè óãëû àíàëîãè÷íû óãëàì îðèåíòàöèè îáúåêòà: óãëàì êóðñà, òàíãàæà
è êðåíà. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ (6) èìååì:

Czt(t0) =

 cosψt cos γt − sinψt sinϑt sin γt sinψt cos γt + cosψt sinϑt sin γt − cosϑt sin γt
− sinψt cosϑt cosψt cosϑt sinϑt

cosψt sin γt + sinψt sinϑt cos γt sinψt sin γt − cosψt sinϑt cos γt cosϑt cos γt

 .(161)
Çàìå÷àíèå. Çäåñü è äàëåå ïîä ìîìåíòîì âðåìåíè t0 ïîíèìàåòñÿ íà÷àëüíûé ìîìåíò

êîíêðåòíîãî öèêëà êàëèáðîâêè.
Ââåäåì óãîë ïîâîðîòà ñòåíäà χ(t):

χ(t) =

t∫
t0

ωt(τ)dτ. (162)

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ïîâîðîòó ìàòðèöó Iχ:

Iχ =

 cosχ 0 − sinχ
0 1 0

sinχ 0 cosχ

 . (163)

Òîãäà ìàòðèöà îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû, ñâÿçàííîé
ñî ñòåíäîì, â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t ïðèìåò âèä:

Czt(t) = Czt(t0)Iχ(t) (164)

Ìàòðèöà îðèåíòàöèè L ïðèáîðíîé ñèñòåìûMz îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîéMx
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

L = CztCtx. (165)

4.1.2 ×àñòíûé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ íà ñòåíäå. Òðè öèêëà êàëèá-
ðîâêè. Ìàòðèöà îðèåíòàöèè

Êîãäà ñîâåðøàåòñÿ âðàùåíèå âîêðóã âòîðîé ïðèáîðíîé îñè Mz2 ïðèáîðíàÿ ñèñòåìà
Mz â èäåàëüíîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ñ ñèñòåìîé Mt.
Â äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà Mz ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû Mt ïàðîé
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ïîâîðîòîâ. Êîãäà ñèñòåìà âðàùàåòñÿ âîêðóã ïåðâîé îñè, ò.å. ñîâïàäàþò îñè Mt2 è
Mz1, öåïî÷êà ïîâîðîòîâ âûãëÿäèò òàê:

Mt

π
2

−→
3

π
2

−→
1

Mz, (166)

êîãäà âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã òðåòüåé ïðèáîðíîé îñè, ò.å. ñîâïàäàþò îñè Mt2 è
Mz3, öåïî÷êà ïîâîðîòîâ èìååò âèä:

Mt
−π

2

−→
1

−π
2

−→
3

Mz. (167)

Ìàòðèöû ýòèõ ïîâîðîòîâ îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç I(1) è I(3) è çàïèøåì
èõ âûðàæåíèÿ:

I(1) =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , I(3) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 . (168)

Ìàòðèöó îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Mz îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò
Mt, ñâÿçàííîé ñî ñòåíäîì, â êàæäîì êîíêðåòíîì öèêëå áóäåì îáîçíà÷àòü C(i)

zt , ãäå
i � íîìåð öèêëà âðàùåíèÿ. Òîãäà ìàòðèöû îðèåíòàöèè C(1)

zt , C
(2)
zt è C(3)

zt â èäåàëüíîì
ñëó÷àå â ìîìåíò t0 ïðèìóò âèä:

C
(1)
zt (t0) = I(1), C

(2)
zt (t0) = E, C

(3)
zt (t0) = I(3), (169)

à â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t:

C
(1)
zt (t) = I(1)Iχ(t), C

(2)
zt (t) = Iχ(t), C

(3)
zt (t) = I(3)Iχ(t). (170)

Ââåäåì îøèáêè íåñîîñíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò Mz è ñèñòåìû Mt. Ýòè îøèáêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
α(i) = (α

(i)
1 , α

(i)
2 , α

(i)
3 )T âåêòîð ìàëîãî ïîâîðîòà ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òîãî

ïîëîæåíèÿ, êîòîðàÿ îíà äîëæíà çàíèìàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëàíîì êàëèáðîâêè â
i-îì öèêëå êàëèáðîâêè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ïîâîðîòà îáîçíà÷èì ÷åðåç I(i)α :

I(1)α =

 1 α
(1)
3 −α(1)

2

−α(1)
3 1 α

(1)
1

α
(1)
2 −α(1)

1 1

 , I(2)α =

 1 α
(2)
3 −α(2)

2

−α(2)
3 1 α

(2)
1

α
(2)
2 −α(2)

1 1

 ,

I(3)α =

 1 α
(3)
3 −α(3)

2

−α(3)
3 1 α

(3)
1

α
(3)
2 −α(3)

1 1

 . (171)
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Äëÿ êàæäîãî öèêëà âñå óãëû α
(i)
j , ïðè i ̸= j ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óãëîâûå îøèáêè

íå ñîâïàäåíèÿ îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà Mt2 è îñè Mzi. Óãëû α
(i)
i � óãëû ïîâîðîòà ïðè-

áîðíîé ñèñòåìû Mz âîêðóã îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà Mt2, êîòîðûå äëÿ óäîáñòâà òàêæå
ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè.

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Mz
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Mt â ìîìåíò âðåìåíè t0:

C
(1)
zt (t0) = I(1)α I(1), C

(2)
zt (t0) = I(2)α , C

(3)
zt (t0) = I(3)α I(3). (172)

Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t ìàòðèöû C
(i)
zt (t) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C
(1)
zt (t) = I(1)α I(1)Iχ, C

(2)
zt (t) = I(2)α Iχ, C

(3)
zt (t) = I(3)α I(3)Iχ. (173)

Ìàòðèöà îðèåíòàöèè L(i) ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé â i-ì
öèêëå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L(i) = C
(i)
zt Ctx, (174)

ãäå i � íîìåð öèêëà.

4.2 Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ

Îïèøåì ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ íà ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå
âðåìåíè [tj, tj+1], ãäå j = 0, 1, ..n− 1 è tn � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ òåêóùåãî öèêëà êàëèá-
ðîâêè.

Àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñêëàäûâàåòñÿ èç óã-
ëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè è ñîáñòâåííî âðàùåíèÿ ñòåíäà:

ωz = ωt,z + uz. (175)

Çäåñü ωt,z � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñòåíäà â ïðîåêöèÿõ íà îñè ïðèáîðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò Mz. Âåêòîð ωt,z ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Czt:

ωt,z = Cztωt. (176)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âåêòîð ωt,z ñîõðàíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðèáîðíîé ñèñòåìå
Mz. Äëÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè uz âåðíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

uz = CztCtxux, (177)
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ãäå âåêòîð ux îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíóþ ãåîãðàôè÷åñêóþ øèðîòó φ ïî (19). Çäåñü
ìàòðèöà Czt îïðåäåëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿìè (161), (163) è (164), à â
÷àñòíîì ñëó÷àå � ñîîòíîøåíèÿìè (168) è (163). Ìàòðèöà Ctx îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì (159).

Åñëè ïîä ïîêàçàíèÿìè ãèðîñêîïîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1] ïîíèìàåòñÿ àá-
ñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòMz, òî â êà÷åñòâå ïîêàçà-
íèé ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó (ωz(tj)+ωz(tj+1))/2. Åñëè ïîä ïîêàçàíèÿìè ïîíèìàåòñÿ
èíòåãðàë îò àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, òî âû÷èñëåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ωz(t)
ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü, íàïðèìåð, òåì ñïîñîáîì, êîòîðûé áûë îïèñàí â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ðàçäåëå (68, 69). Ïðè ýòîì, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ
ïîñòîÿííà, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòåíäà ωt(t) çàäàíà êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòî-
ìó êîìïîíåíòû âåêòîðà ωz àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè
âðåìåíè è íå íóæäàþòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíîì ñãëàæèâàíèè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

4.3 Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ

Â äàííîì ðàçäåëå îïèøåì ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ íà ïðî-
èçâîëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1], ãäå j = 0, 1, ..n − 1 è tn � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
òåêóùåãî öèêëà êàëèáðîâêè. Åñëè ÷óâñòâèòåëüíàÿ ìàññà íüþòîíîìåòðà íàõîäèòñÿ íà
îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà, òî ïîêàçàíèåì íüþòîíîìåòðà ñëóæèò ïðîåêöèÿ óäåëüíîé ñèëû
òÿæåñòè g íà åãî îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Êîãäà ÷óâñòâèòåëüíàÿ ìàññà íàõîäèòñÿ íå íà
îñè âðàùåíèÿ, ê ïîêàçàíèþ äîáàâëÿþòñÿ âîçíèêàþùèå ñèëû èíåðöèè. Ñíà÷àëà îõà-
ðàêòåðèçóåì îøèáêè ðàçíåñåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ êàæäîãî íüþòîíîìåòðà äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà è îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà. Çàòåì ïðèâåäåì ñîîòíîøå-
íèÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ.

4.3.1 Õàðàêòåðèñòèêà ðàçíåñåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ

Ðàíåå, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âñå
òðè ÷óâñòâèòåëüíûå ìàññû íüþòîíîìåòðîâ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà îáúåêò, íàõîäÿòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íà ñàìîì äåëå, èíåðöèàëüíàÿ íàâèãàöèîí-
íàÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè íüþòîíîìåòðà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.

Óòî÷íèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä òî÷êîéM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M1,M2 è M3 ÷óâñòâèòåëüíûå ìàññû íüþòîíîìåòðîâ. Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî îñè ÷óâñòâèòåëüíîñòè íüþòîíîìåòðîâ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Ïðîâåäåì ÷å-
ðåç êàæäóþ ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè ÷óâñòâèòåëüíîñòè
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äàííîãî íüþòîíîìåòðà. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ òðåõ ïëîñêîñòåé è áóäåì íàçûâàòü
ïðèâåäåííîé ÷óâñòâèòåëüíîé ìàññîé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρi = (ρi1, ρi2, ρi3)
T (i = 1, 2, 3) âåêòîð êîîðäèíàò òî÷êè Mi â

ñèñòåìå Mz. Îòìåòèì, ÷òî èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òî÷êè M äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, 3
ñëåäóåò ðàâåíñòâî ρii = 0. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà Mt2. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ îñüþ Ot2 îáîçíà÷èì ÷åðåç
S è ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Sz ñ íà÷àëîì â òî÷êå S, îñè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû
îñÿì ïðèáîðíîé ñèñòåìûMz. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sM = (sM1 , s

M
2 , s

M
3 )T âåêòîð êîîðäèíàò

òî÷êè M â ñèñòåìå Sz.
Îáîçíà÷èì âåêòîð êîîðäèíàò êàæäîé ÷óâñòâèòåëüíîé ìàññû Mi â ñèñòåìå Sz ÷å-

ðåç ri = (ri1, ri2, ri3)
T . Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, 3 ìîæíî íàïèñàòü:

ri = sM + ρi. (178)

Âåêòîðà ρi, õàðàêòåðèçóþùèå âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ áëîêà íüþòîíîìåòðîâ èíåð-
öèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû, ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Sz.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç St ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå S è ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíû-
ìè îñÿì ñèñòåìû Mt, ñâÿçàííîé ñî ñòåíäîì. Îáîçíà÷èì âåêòîð êîîðäèíàò òî÷êè M
â ñèñòåìå St ÷åðåç SMt . Ïî ïîñòðîåíèþ âòîðàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà sMt ðàâíà íóëþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 çàäàí âåêòîð sMt = (sMt1 , 0, s

M
t3 )

T . Ïîñêîëüêó
áëîê íüþòîíîìåòðîâ âðàùàåòñÿ â ïðîöåññå êàëèáðîâêè âìåñòå ñ ñèñòåìîé Sz, âåêòîð
sM êîîðäèíàò òî÷êè M â ñèñòåìå Sz áóäåò ïîñòîÿííûì è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

sM = Czt(t0)s
M
t . (179)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî è âåêòîðû ri (i = 1, 2, 3) òàêæå áóäóò ïîñòîÿííûìè â ñèñòåìå
Sz.

4.3.2 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ

Êîãäà íüþòîíîìåòð íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî Çåìëè, åãî èçìåðåíèåì ñëóæèò ðåàê-
öèÿ îïîðû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ óäåëüíîé ñèëû òÿæåñòè, âçÿòîé ñ
îáðàòíûì çíàêîì, íà îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè íüþòîíîìåòðà. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð
èçìåðåíèé íüþòîíîìåòðîâ fz çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

fz = L

 0
0
g

 . (180)
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Åñëè íüþòîíîìåòð äâèãàåòñÿ îòíîñèòåëüíî Çåìëè, íà åãî ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó äåé-
ñòâóþò, êðîìå ðåàêöèè îïîðû, ñèëû èíåðöèè, ñóììó êîòîðûõ â ïðîåêöèÿõ íà îñè
ñèñòåìû Mz îáîçíà÷èì ÷åðåç f extz . Òîãäà:

fz = L

 0
0
g

+ f extz . (181)

Åñëè â öèêëå êàëèáðîâêè ÷óâñòâèòåëüíàÿ ìàññà íüþòîíîìåòðà îêàçàëàñü íà îñè
Mt2, äàííûé íüþòîíîìåòð èçìåðÿåò óäåëüíóþ ñèëó òÿæåñòè, âçÿòóþ ñ îáðàòíûì
çíàêîì, â ïðîåêöèè íà ñâîþ îñü ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Åñëè ÷óâñòâèòåëüíàÿ ìàññà íüþ-
òîíîìåòðà íå ëåæèò íà îñè Mt2, íà íåå äåéñòâóþò äâå âíåøíèå ñèëû: öåíòðîñòðåìè-
òåëüíàÿ ñèëà è ñèëà, âûçâàííàÿ óãëîâûì óñêîðåíèåì ω̇t. Öåíòðîñòðåìèòåëüíóþ ñèëó,
êîòîðàÿ âñåãäà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà Mt2, áóäåì îáî-
çíà÷àòü f c. Ñèëà, âûçâàííàÿ óãëîâûì óñêîðåíèåì, âñåãäà íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé
ê îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé äâèãàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíàÿ ìàññà, îáîçíà÷àòü ýòó ñèëó áó-
äåì ÷åðåç f t.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû f czi, äåéñòâóþùåé íà òî÷êó Mi, â ïðîåêöèÿõ íà îñè
ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Mz:

f czi = ω̂2
t,zri. (182)

Âåêòîð ωt,z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ωt,z = Cztωt = Czt(t0)Iχωt = Czt(t0)ωt = czt,2ωt(t), (183)

ãäå czt,2 � âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû Czt, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà âåêòîð
ñèëû f czi, äåéñòâóþùåé íà òî÷êó Mi, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f czi(t) = ωt(t)ĉ
2
zt,2ri (184)

è âåëè÷èíà ĉ2zt,2ri � åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ â ðàìêàõ îäíîãî öèêëà êàëèáðîâêè. Â
ïîêàçàíèÿõ i-ãî íüþòîíîìåòðà áóäåò ñîäåðæàòüñÿ i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà f czi, êîòî-
ðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f czii.

Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû f tzi, äåéñòâóþùåé íà òî÷êó Mi, â ïðîåêöèÿõ íà îñè ïðèáîð-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Mz çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f tzi = − ˆ̇ωt,zri. (185)

Ñ ó÷åòîì (183) ìîæíî çàïèñàòü:

f tzi = −ω̇t(t)ĉzt,2ri. (186)
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Â ïîêàçàíèÿõ i-ãî íüþòîíîìåòðà áóäåò ñîäåðæàòüñÿ i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà f tzi, êî-
òîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f tzii.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð èçìåðåíèé íüþòîíîìåòðîâ ïðèìåò âèä:

fz = L

 0
0
−g

+

 f
c
z11

f cz22
f cz33

+

 f
t
z11

f tz22
f tz33

 . (187)

Åñëè ïîä ïîêàçàíèÿìè íüþòîíîìåòðîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1] ïîíèìàåò-
ñÿ óäåëüíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó, òî â êà÷åñòâå
ïîêàçàíèé ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó (fz(tj) + fz(tj+1))/2. Åñëè ïîä ïîêàçàíèÿìè ïî-
íèìàåòñÿ èíòåãðàë îò óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû, òî âû÷èñëåííóþ óäåëüíóþ âíåøíþþ
ñèëó fz(t) ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûé ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèáîðíîé ñèñòåìû ωz ñ öåëüþ ïîëó-
÷åíèÿ ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ (68, 69).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäåëüíóþ âíåøíþþ ñèëó ìîæíî áûëî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ωt(t) èìåëà íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

4.4 Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçà-
íèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå. Áûë
ðàññìîòðåí îïèñàííûé âûøå ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà êàëèáðîâêà ñîñòîèò èç òðåõ öèê-
ëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ îäíà èç îñåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÁÈÍÑ ñîâìåùàåòñÿ ñ îñüþ
âðàùåíèÿ ñòåíäà Mt2.

Êàæäûé öèêë ñîñòîÿë èç íà÷àëüíîé âûñòàâêè äëèòåëüíîñòüþ 4 ìèíóòû è ñîá-
ñòâåííî âðàùåíèÿ ñòåíäà â òå÷åíèå 20 ìèíóò. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòåíäà
ñîñòàâëÿëà 10◦/ñ. Áûëè çàäàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íåñîîñíîñòè îñåé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè ÁÈÍÑ îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà: α(1)

2 = 0.01, α(1)
3 = 0.012, α(2)

1 = 0.008, α(2)
3 = −0.01,

α
(3)
1 = 0.01, α(3)

2 = −0.009. Çíà÷åíèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ÁÈÍÑ, êîòî-
ðûå ïîäëåæàëè îöåíèâàíèþ, áûëè çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññó òî÷íûõ ñèñòåì,
ïîñòðîåííûõ íà áàçå êîëüöåâûõ ëàçåðíûõ ãèðîñêîïîâ. Ñëó÷àéíûå ñîñòàâëÿþùèå ïî-
ãðåøíîñòåé ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ íå çàäàâàëèñü.

Äàëåå, ê âû÷èñëåííûì ïîêàçàíèÿì èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ áûë ïðèìåíåí àëãî-
ðèòì êàëèáðîâêè, îïèñàííûé â [36], ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ôèëüòðà Êàëìàíà [25],
[33]. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ñòàëè íå òîëüêî äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè çà-
äàííûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ÁÈÍÑ, íî è óãëîâûå îøèáêè íåñîîñíîñòè
α
(i)
j . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîäòâåðæäàåò êàê ðàáîòîñïîñîáíîñòü îïèñàííûõ â ðàáîòå
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àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è ñîñòîÿòåëüíîñòü èñïîëüçîâàííîãî àëãîðèòìà êà-
ëèáðîâêè.

5 Ìîäåëèðîâàíèå âèáðàöèè îáúåêòà íà ýòàïå íà-

÷àëüíîé âûñòàâêè ÁÈÍÑ íà íåïîäâèæíîì îñíî-

âàíèè

Ðàáî÷åìó ðåæèìó èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû ïðåäøåñòâóåò ýòàï íà÷àëü-
íîé âûñòàâêè. Íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè íà íåïîäâèæíîì îñíîâàíèè îáúåêò îñòà-
åòñÿ ïî âîçìîæíîñòè íåïîäâèæíûì íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ìèíóò è ïî èçìåðè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè íüþòîíîìåòðîâ è ãèðîñêîïîâ, íàêîïëåííîé çà âðåìÿ âûñòàâêè,
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû îðèåíòàöèè îáúåêòà.

Èçâåñòíî, ÷òî íà êà÷åñòâî íà÷àëüíîé âûñòàâêè âëèÿþò â ïåðâóþ î÷åðåäü èíñòðó-
ìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè ÁÈÍÑ. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò è âíåøíèå ôàêòîðû, êîòî-
ðûå ìîãóò âíåñòè äîïîëíèòåëüíûå îøèáêè â îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèè. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ê òàêèì ôàêòîðàì îòíîñèòñÿ âèáðàöèÿ, êîòîðàÿ ïðèñóùà îáúåêòàì
â îòñóòñòâèè äâèæåíèÿ è ïðè âêëþ÷åííîì äâèãàòåëå. Âèáðàöèÿ õàðàêòåðíà òåì, ÷òî
îøèáêè óãëîâ îðèåíòàöèè ëèíåéíî íàêàïëèâàþòñÿ è ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ îøèáîê
çàâèñèò îò ÷èñëåííîãî ìåòîäà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (41).

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷è-
êîâ íà ýòàïå âûñòàâêè. Çàòåì îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü âèáðàöèè è äàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà îøèáîê, âîçíèêàþùèõ â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèè â çàâèñèìîñòè
îò õàðàêòåðèñòèê âèáðàöèè. Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (41), êîãäà óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ñ áîëüøèì øàãîì ïî
âðåìåíè, íåæåëè ôîðìèðóþòñÿ ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ. Öåëüþ ðàçäåëà
ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ìîæíî ïðîñòî è íàãëÿäíî ïðîâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ïðè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ âèáðàöèè äëÿ âûðàáîòêè ðåêîìåíäàöèé ïî
âûáîðó îïòèìàëüíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðàáîòû ïðè äàííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
âèáðàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîé èíòåðåñ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷å-
íèè ñòåïåíè âëèÿíèÿ âèáðàöèè íà àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ïîýòîìó
íåïîñðåäñòâåííî àëãîðèòìû íà÷àëüíîé âûñòàâêè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.
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5.1 Âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ íà íåïî-

äâèæíîì îñíîâàíèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ óãëîâ îðèåíòàöèè îáú-
åêòà: êóðñà ψ, êðåíà γ è òàíãàæà ϑ. Òàêæå çàäàíû ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà φ îáúåêòà
è åãî âûñîòà h. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïîêàçàíèÿ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ: ãèðîñêîïîâ
è íüþòîíîìåòðîâ.

Ïîñêîëüêó îáúåêò íåïîäâèæåí è íå âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî Çåìëè, àáñîëþòíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz ñîâïàäàåò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ
Çåìëè:

ωz = Lux, (188)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû L îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷å-
ñêîé Ox ôîðìèðóþòñÿ ïî (6), à âåêòîð ux âû÷èñëÿåòñÿ ïî (19) ÷åðåç ãåîãðàôè÷åñêóþ
øèðîòó φ.

Ïîñêîëüêó îáúåêò íåïîäâèæåí, óäåëüíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷êó
M , ðàâíÿåòñÿ ñèëå òÿæåñòè, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì:

fz = L

 0
0
g

 , (189)

ãäå ñèëà òÿæåñòè g âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ãåëüìåðòà (22) ÷åðåç èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ
ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû è âûñîòû îáúåêòà.

Åñëè ïîä ïîêàçàíèÿìè ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1]
ïîíèìàþòñÿ èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâåííî, îò àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωz ïðèáîð-
íîé ñèñòåìû è óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû fz, äåéñòâóþùåé íà ÷óâñòâèòåëüíóþ ìàññó,
òî â êà÷åñòâå ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ ìîæíî ïðèíÿòü, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíû ωz∆t è
fz∆t.

5.2 Ìîäåëü âèáðàöèè è àíàëèç âëèÿíèÿ âèáðàöèè íà òî÷íîñòü

îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè

Â äàííîì ïóíêòå îïèøåì ìîäåëü âèáðàöèè, ïðèâåäåííóþ â [2], è àíàëèç åå âëèÿíèÿ
íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèè.

5.2.1 Ìîäåëü âèáðàöèè ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âèáðàöèÿ ïðèñóòñòâóåò òîëüêî â îäíîì íà-
ïðàâëåíèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãëû îðèåíòàöèè îáúåêòà ðàâíû íóëþ, ò.å. ïðèáîðíàÿ
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ñèñòåìà Oz è ãåîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ox ñîâïàäàþò. Ïóñòü îáúåêòó ñîîáùåíà âèáðà-
öèÿ, äåéñòâóþùàÿ âäîëü îñè Ox3 è ïðèâîäÿùàÿ ïðèáîðíóþ ñèñòåìó Oz â äâèæåíèå,
êîòîðîå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîâîðîòîâ:

Ox
ωv(t− t0)

−→
3

β
−→
1

−ωv(t− t0)
−→
3

Oz. (190)

Çäåñü β � àìïëèòóëà âèáðàöèè, à âåëè÷èíà ωv óñëîâíî ìîæåò áûòü íàçâàíà óãëîâîé
ñêîðîñòüþ âèáðàöèè. Âåëè÷èíû β è ωv áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Ââåäåííàÿ òàêèì
îáðàçîì âèáðàöèÿ îïèñûâàåò ñëåäóþùåå äâèæåíèå: îñü Oz3 ñîâåðøàåò êîíè÷åñêîå
äâèæåíèå âîêðóã îñè Ox3 ñ óãëîì ðàñòâîðà êîíóñà β è ïåðèîäîì 2π/ωv. Îñè Oz1 è
Oz2 ñîâåðøàþò ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé àìïëèòóäîé β è ïåðèîäîì 2π/ωv.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû L îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz îòíî-
ñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ox (çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ïåðåîáîçíà÷èì
âûðàæåíèå ωv(t− t0) = αv):

L =

 cosαv − sinαv 0
sinαv cosαv 0
0 0 1


 1 0 0
0 cos β sin β
0 − sin β cos β


 cosαv sinαv 0
− sinαv cosαv 0

0 0 1

 = (191)

=

 cos2 αv + sin2 αv cos β cosαv sinαv − cosαv sinαv cos β − sinαv sin β
cosαv sinαv − cosαv sinαv cos β sin2 αv + cos2 αv cos β cosαv sin β

sinαv sin β − cosαv sin β cos β

 .
Âû÷èñëèì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ωvz âðàùåíèÿ ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz, âûçâàí-

íîãî âèáðàöèåé, êàê ñóììó óãëîâûõ ñêîðîñòåé êàæäîãî èç òðåõ ïîâîðîòîâ:

ωvz =

 0
0

−ωv

+

 cosωv(t− t0) − sinωv(t− t0) 0
sinωv(t− t0) cosωv(t− t0) 0

0 0 1


 β̇0
0

+

+

 cosωv(t− t0) − sinωv(t− t0) 0
sinωv(t− t0) cosωv(t− t0) 0

0 0 1


 1 0 0
0 cos β sin β
0 − sin β cos β


 0

0
ωv

 =

=

−ωv sin β sinωv(t− t0)
ωv sin β cosωv(t− t0)

ωv cos β − ωv

 . (192)

Âåêòîð ωvz ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèáîðíîé ñèñòåìû Oz
îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû Ox, çàïèñàííûé â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñèñòåìû
Oz.
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5.2.2 Îøèáêà â îïðåäåëåíèè îðèåíòàöèè, âûçâàííàÿ âèáðàöèåé

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü íåïîñðåäñòâåííî âëèÿíèå âèáðàöèè íà êà÷åñòâî ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îðèåíòàöèè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ
ìàòðèöû îðèåíòàöèè L:

L̇ = ω̂vzL. (193)

Îòìåòèì, ÷òî çà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó 2π/ωv, ïðèáîðíàÿ ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â
èñõîäíîå ïîëîæåíèå: L(t0+2π/ωv) = L(t0). Òðåòüÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ωvz íå çàâèñèò
îò âðåìåíè, ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû � çàâèñÿò. Òàêèì îáðàçîì, òðåòüÿ êîìïîíåíòà íå
âíîñèò àëãîðèòìè÷åñêóþ îøèáêó â ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (41) ÷èñëåííûì èí-
òåãðèðîâàíèåì ñ øàãîì ïî âðåìåíè ∆t. Åñëè òàêò ñ÷åòà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà ∆t ≪ 2π/ωv, òî ïîãðåøíîñòü òîãî èëè èíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ðåøàþ-
ùåãî óðàâíåíèå Ïóàññîíà, áóäåò íåñóùåñòâåííîé. Åñëè îòíîøåíèå ∆t

2π/ωv ïî ïîðÿäêó
ïðèáëèæàåòñÿ ê 1 èëè äàæå ïðåâîñõîäèò åå, òî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íå áóäåò
ïðàâèëüíî ó÷èòûâàòü ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò âåêòîðà ωvz .

Ãðóáî îöåíèì âåëè÷èíó è õàðàêòåð îøèáêè, êîòîðóþ äàñò ÷èñëåííûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïðè øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t > 2π/ωv. Ïîñêîëüêó òðå-
òüÿ êîìïîíåíòà ïîñòîÿííà è ïîýòîìó åå çíà÷åíèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà ó÷èòûâàåòñÿ ïðàâèëüíî, à èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò
íà îäíîì ïåðèîäå âèáðàöèè 2π/ωv ðàâåí 0, ò.å. îíè êàê áû îñðåäíÿþòñÿ, òî îðèåí-
òàöèÿ ïðèáîðíîé ñèñòåìû áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òàê, êàê áóäòî âèáðàöèÿ ïîðîæäàåò åå
âðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ:

ωvz =

 0
0

ωv cos β − ωv

 . (194)

Òàêàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ãåîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè Ox3 ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ωv cos β − ωv. Ïîäîáíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü çà îäèí ïåðèîä âèáðàöèè 2π/ωv ïîðîæäàåò
ïîâîðîò íà óãîë êóðñà ∆ψT :

∆ψT = 2π(cos β − 1). (195)

Ïîñêîëüêó óãëîâàÿ àìïëèòóäà âèáðàöèè β ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, ìîæíî ïðè-
áëèæåííî ïðèíÿòü

∆ψT ≈ −πβ2. (196)
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Ââåäåì ÷àñòîòó âèáðàöèè f v = ωv/2π. Òîãäà çà 1 ñåêóíäó íàêîïèòñÿ óãîë ïîâîðîòà
∆ψT :

∆ψT = −πf vβ2. (197)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû äâå êðàéíèå ñèòóàöèè. Îäíà ñèòóàöèÿ � êîãäà øàã
ïî âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ìíîãî ìåíüøå ïåðèîäà âèáðàöèè.
Òîãäà îøèáêà, îáóñëîâëåííàÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, íåñóùåñòâåííà. Ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ � êîãäà øàã ïî âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
áîëüøå ïåðèîäà âèáðàöèè. Òîãäà ëèíåéíî íàêàïëèâàåòñÿ îøèáêà ïî êóðñó ñî ñêîðî-
ñòüþ ∆ψT = −πf vβ2 çà 1 ñåêóíäó.

Àíàëîãè÷íûå îøèáêè áóäóò âîçíèêàòü è ïðè îïðåäåëåíèè îñòàëüíûõ óãëîâ îðè-
åíòàöèè ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ∆t ≃ 2πn/ωv, ãäå n � öåëîå ÷èñëî, òîãäà ïåðâûå
äâå êîìïîíåíòû âåêòîðà ωvz îñðåäíÿòüñÿ íå áóäóò è óãëîâàÿ îøèáêà áóäåò îòëè÷àòüñÿ
îò âåëè÷èíû ∆ψT , ÷òî áóäåò õîðîøî âèäíî íà ïðèâåäåííûõ íèæå ãðàôèêàõ.

5.3 Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Â äàííîì ðàçäåëå îïèøåì ðàçëè÷íûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû [43] , êîòîðûå ïðèìåíÿ-
þòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (41). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü
íåïîñðåäñòâåííî âëèÿíèå âèáðàöèè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ
ìàòðèöû îðèåíòàöèè L (193), è ïðè îáñóæäåíèè ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ ïðåíåáðåãàòü
óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ Çåìëè.

Óäîáíåå âñåãî âåñòè îïèñàíèå ìåòîäîâ íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ.

5.3.1 Óðàâíåíèå Ïóàññîíà â êâàòåðíèîíàõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãåî-
ãðàôè÷åñêîé â ìîìåíò âðåìåíè tj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωv êâàòåðíèîí óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðèáîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

Ωv =


0
ωvz1
ωvz2
ωvz3

 , (198)

ãäå ωvzi, äëÿ i = 1, 2, 3 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ωvz . Òîãäà óðàâíåíèå Ïóàññîíà (193) â
êâàòåðíèîííîé ôîðìå ïðèìåò âèä:

Ȧ =
1

2
A ◦ Ωv. (199)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè ïðèáîðíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî
ãåîãðàôè÷åñêîé â ìîìåíò âðåìåíè tj, ÷åðåç Λj � êâàòåðíèîí ïîâîðîòà ïðèáîðíîé
ñèñòåìû íà èíòåðâàëå âðåìåíè [tj, tj+1]. Òîãäà äèñêðåòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ (199)
çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aj+1 = Aj ◦ Λj. (200)

Êàæäûé êâàòåðíèîí ïîâîðîòà Λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç âåêòîð ïîâîðîòà φ =
(φ1, φ2, φ3)

T :

Λ =


cos φ

2
φ1

φ
sin φ

2
φ2

φ
sin φ

2
φ3

φ
sin φ

2

 . (201)

5.3.2 Ñâÿçü êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè ñ ìàòðèöåé îðèåíòàöèè è óãëàìè
îðèåíòàöèè

Ïåðåõîä îò ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox ê ñèñòåìå Oz îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîòàìè íà óãëû
êóðñà, òàíãàæà è êðåíà (5). Äëÿ êàæäîãî ïîâîðîòà ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé êâàòåð-
íèîí:

Ψ =


cos ψ

2

0
0

sin ψ
2

 , Θ =


cos ϑ

2

sin ϑ
2

0
0

 , Γ =


cos γ

2

0
sin γ

2

0

 . (202)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êâàòåðíèîíà A:

A = Ψ ◦Θ ◦ Γ =


cos ψ

2
cos ϑ

2
cos γ

2
− sin ψ

2
sin ϑ

2
sin γ

2

cos ψ
2
sin ϑ

2
cos γ

2
− sin ψ

2
cos ϑ

2
sin γ

2

cos ψ
2
cos ϑ

2
sin γ

2
+ sin ψ

2
sin ϑ

2
cos γ

2

sin ψ
2
cos ϑ

2
cos γ

2
+ cos ψ

2
sin ϑ

2
sin γ

2

 . (203)

Ìàòðèöà îðèåíòàöèè L âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ai (i = 0, 1, 2, 3) êâàòåðíèîíà
A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =

 2(a20 + a21)− 1 2(a1a2 + a0a3) 2(a1a3 − a0a2)
2(a1a2 − a0a3) 2(a20 + a22)− 1 2(a2a3 + a0a1)
2(a1a3 + a0a2) 2(a2a3 − a0a1) 2(a20 + a23)− 1

 . (204)
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5.3.3 Îïèñàíèå è ïðèìåðû ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû îðèåíòàöèè îáúåêòà òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ñ øàãîì ïî
âðåìåíè ∆t, à èçìåðåíèÿ ãèðîñêîïîâ ïîñòóïàþò ñ øàãîì ïî âðåìåíè ∆τ , ïðè÷åì,
∆t/∆τ = k � åñòü öåëîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì, ÷åðåç qi i-é âåêòîð (i = 1, ..., k) èçìåðå-
íèé ãèðîñêîïîâ âíóòðè èíòåðâàëà äëèíû ∆t. Çäåñü èçìåðåíèÿìè ãèðîñêîïîâ áóäåì
ñ÷èòàòü èíòåãðàëû îò óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèáîðíîé ñèñòåìû.

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ k ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû [70], [43] äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ âåêòîðà ïîâîðîòà φ ïðèáîðíîé ñèñòåìû çà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t ïî k èçìåðåíèÿì
ãèðîñêîïîâ. Ðàññìîòðèì çäåñü òðè èçâåñòíûõ àëãîðèòìà, íà ïðèìåðå êîòîðûõ ïðîèë-
ëþñòðèðóåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, êîòîðûé ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü äëÿ îöåíêè
âëèÿíèÿ âèáðàöèè.

Îäíîøàãîâûé àëãîðèòì (k = 1). Âåêòîð ïîâîðîòà φ ïðîñòî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âåêòîð èçìåðåíèé ãèðîñêîïîâ:

φ = q1. (205)

Äâóõøàãîâûé àëãîðèòì (k = 2). Âåêòîð ïîâîðîòà φ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì ÷åðåç èçìåðåíèÿ ãèðîñêîïîâ q1 è q2:

φ = q1 + q2 −
2

3
q̂1q2. (206)

×åòûðåõøàãîâûé àëãîðèòì (k = 4). Âåêòîð ïîâîðîòà φ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç
èçìåðåíèÿ ãèðîñêîïîâ q1, q2, q3 è q4:

φ = q1 + q2 + q3 + q4 −
22

45
(q̂1q3 + q̂1q4 + q̂2q3 + q̂2q4)−

32

45
(q̂1q2 + q̂3q4). (207)

5.4 Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ íà âèáðà-

öèîííûõ âîçäåéñòâèÿõ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè äëèíû T , òàê ÷òîáû âåëè÷èíà T/∆t = n
áûëà öåëûì ÷èñëîì. Òàêæå âàæíî, ÷òîáû äëèíà èíòåðâàëà íàìíîãî ïðåâîñõîäèëà
ïåðèîä âèáðàöèè: T ≫ 2π/ωv. Çàôèêñèðóåì âåëè÷èíó f vβ2 = Const. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå fm = 1/∆τ äëÿ ÷àñòîòû èçìåðåíèé ãèðîñêîïîâ. Äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû âèáðàöèè
f v ñôîðìèðóåì ïîêàçàíèÿ ãèðîñêîïîâ êàê èíòåãðàëû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò
âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ωvz (192). Íàïðèìåð, íà îòðåçêå [tj, tj+1] (j = 0, ..., n − 1)
âåêòîð qi (i = 1, ..., k) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

qi =

t0+j∆t+i∆τ∫
t0+j∆t+(i−1)∆τ

ωvz =
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=

 sin β[cosωvz (t0 + j∆t+ i∆τ)− cosωvz (t0 + j∆t+ (i− 1)∆τ)]
− sin β[sinωvz (t0 + j∆t+ i∆τ)− sinωvz (t0 + j∆t+ (i− 1)∆τ)]

(ωv cos β − ωv)∆τ

 . (208)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (203) êâàòåðíèîí A0 â ìîìåíò âðåìåíè t0 áóäåò åäèíè÷íûì:

A0 =


1
0
0
0

 . (209)

Íà êàæäîì îòðåçêå [tj, tj+1] ïî âû÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ qi
ñôîðìèðóåì âåêòîð ïîâîðîòà φ. Ïî âåêòîðó ïîâîðîòà φ âû÷èñëèì êâàòåðíèîí ïî-
âîðîòà Λj. Ðåøèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà (200) íà âûáðàííîì íàìè îòðåçêå âðåìåíè.
Ïî êâàòåðíèîíó An â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëèì îöåíêó ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû îðèåíòàöèè L̃n (204), à çàòåì ïî (8) âû÷èñëèì îöåíêó óãëà êóðñà ψ̃.

Èç òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû L (191) ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ óãëîâ
îðèåíòàöèè. Â ÷àñòíîñòè äëÿ óãëà ϑ âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

| sinϑ| = |l23| = | cosωv(tn − t0) sin β| ≤ sin β. (210)

Îòñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî: |ϑ| ≤ β. Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ óãëà
êóðñà ψ. Èìååì:

sinψ = − l21
cosϑ

=

=
sinωv(tn − t0) cosω

v(tn − t0) cos β − sinωv(tn − t0) cosω
v(tn − t0)

cosϑ
≃

≃ −sin 2ωv(tn − t0)β
2

4 cosϑ
. (211)

Òîãäà

|ψ| ≃ | sinψ| ≤ β2

cosϑ
≃ β2

(
1 +

ϑ2

2

)
≤ β2 +

β4

2
. (212)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãîë êóðñà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,
ïîýòîìó îöåíêà óãëà êóðñà ψ̃, âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîøà-
ãîâîãî ìåòîäà, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îøèáêà ìåòîäà.

Áóäåì ìåíÿòü ÷àñòîòó âèáðàöèè f v â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, ìåíÿÿ îäíîâðåìåííî
óãëîâóþ àìïëèòóäó âèáðàöèè β òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà f vβ2 îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé.
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Ðèñ. 13: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà âèáðà-
öèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé f vβ2 = 10−5.
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Ðèñ. 14: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà âèáðà-
öèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé f vβ2 = 10−5.
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Ðèñ. 15: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà âèáðàöèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé f vβ2 = 10−5.
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Äëÿ èññëåäóåìîãî àëãîðèòìà ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè îøèáêè îïðåäåëåíèÿ óã-
ëà êóðñà îò ÷àñòîòû âèáðàöèè f v. Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ñòðîèòü ãðàôèê â íîðìàëè-
çîâàííûõ ïåðåìåííûõ: â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàòü îòíîøåíèå
f v/fm, à ïî îñè îðäèíàò ψ̃/∆ψT .

Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãðàôèêè äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå îäíîøàãîâî-
ãî, äâóõøàãîâîãî è ÷åòûðåõøàãîâîãî àëãîðèòìîâ. Çäåñü äëÿ êîíñòàíòû f vβ2 ïðèíè-
ìàëîñü çíà÷åíèå 10−5ðàä/ñ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíû òðè ãðàôèêà
(Ðèñ.13-15) äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ èçìåíåíèé âåëè÷èíû f v/fm. Íà êàæäîì ãðà-
ôèêå êðàñíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîøàãîâîìó ìåòîäó, çåëåíàÿ � äâóõøàãîâîìó,
ñèíÿÿ � ÷åòûðåõøàãîâîìó. Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî êîãäà ÷àñòîòà èçìåðåíèé ãèðî-
ñêîïîâ ãîðàçäî âûøå ÷àñòîòû âèáðàöèè, îøèáêè â îïðåäåëåíèè óãëà êóðñà ó âñåõ
ìåòîäîâ íåçíà÷èòåëüíû. Êîãäà, íàîáîðîò, ÷àñòîòà âèáðàöèè âûøå ÷àñòîòû ñúåìà ïî-
êàçàíèé ãèðîñêîïîâ, âñå àëãîðèòìû îöåíèâàþò óãîë êóðñà, òàê, êàê áóäòî ïðèáîðíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííî óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωv cos β−ωv âîêðóã îñè
Ox3. Äëÿ ÷àñòîò âèáðàöèè èç ïðîìåæóòî÷íîãî äèàïàçîíà ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äà-
þò ðàçëè÷íûå êóðñîâûå îøèáêè. Íà îòäåëüíîì ãðàôèêå ïðèâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé
äèàïàçîí ÷àñòîò âèáðàöèé. Âèäíî, ÷òî ÷åòûðåõøàãîâûé ìåòîä èìååò ñàìóþ âûñî-
êóþ òî÷íîñòü, òîãäà êàê óðîâåíü òî÷íîñòè îäíîøàãîâîãî ìåòîäà çàìåòíî íèæå, ÷åì
ó äâóõøàãîâîãî è ÷åòûðåõøàãîâîãî.
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Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå II

Ãëàâà II ñîäåðæèò îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè.

Ðàçäåë 2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷è ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ: ãèðîñêîïîâ è íüþòîíîìåòðîâ. Ðàññìîòðåíû
äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè êèíå-
ìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì, äëÿ èìèòàöèè ïîêàçàíèé íüþòîíî-
ìåòðîâ ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàïèñè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé.
Âòîðîé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïîêàçàíèé ãèðîñêîïîâ è íüþòî-
íîìåòðîâ êàê èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî, îò âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðèáîðíîé ñèñòåìû è âåêòîðà óäåëüíîé âíåøíåé ñèëû. Ïðè ýòîì, åñëè òðàåêòîðèÿ çà-
äàíà äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ñãëàæè-
âàíèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé êîîðäèíàò
è óãëîâ îðèåíòàöèè.

Ðåøåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñîâàííûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ è ñîãëà-
ñîâàííûõ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äâóõ ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì
ïîäâèæíîì îáúåêòå.

Îòäåëüíî ðåøåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ è ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ äëÿ òðàåêòîðèé â âûñîêèõ øèðîòàõ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí
àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñîâàííûõ òðàåêòîðèé äëÿ òèïîâûõ òðàåêòîðèé äâè-
æåíèÿ â ðàéîíå íèçêèõ èëè ñðåäíèõ øèðîò ñ ïîñëåäóþùèì êîððåêòíûì ïåðåíîñîì
òðàåêòîðèè â ðàéîí âûñîêèõ øèðîò.

Ðàçäåë 3 ñëóæèò ïðèëîæåíèåì ê ðàçäåëó 2 è ñîäåðæèò îïèñàíèå çàäà÷è òåñòèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé îøèáîê ÁÈÍÑ. Òåñòèðîâàíèå ñîñòîèò â ñðàâíåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
îøèáîê èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè ñ ïðÿìîé ðàçíîñòüþ ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèé
íàâèãàöèè è èñõîäíîé òðàåêòîðèåé.

Â ðàçäåëå 4 èññëåäîâàíà çàäà÷à è ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíèé
èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå ÁÈÍÑ íà îäíîîñíîì ãðóáîì ñòåíäå. Ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ, ó÷èòûâàëàñü îðèåíòàöèÿ ÁÈÍÑ îòíîñèòåëüíî
ñòåíäà, à òàêæå ðàçíåñåíèå ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòîíîìåòðîâ äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà è îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ñòåíäà. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ ïîêàçàíèé èíåð-
öèàëüíûõ äàò÷èêîâ êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ íà ñòåíäå ïðè ïðî-
èçâîëüíîì êîëè÷åñòâå öèêëîâ, òàê è äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êàëèáðîâêà ñîñòîèò
èç òðåõ öèêëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ îäíà èç îñåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÁÈÍÑ ñîâìå-
ùàåòñÿ ñ îñüþ ñòåíäà.

Â ðàçäåëå 5 èññëåäîâàíà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
êèíåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ýòàïå íà÷àëüíîé âûñòàâêè ÁÈÍÑ â óñëîâè-
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ÿõ âèáðàöèè îñíîâàíèÿ. Áûëà îïèñàíà ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìîäåëü âèáðàöèè è ïðåä-
ëîæåí ìåòîä ïðîñòîãî è ýôôåêòèâíîãî ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà àëãîðèòìîâ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ âèáðàöèé.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû II ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìû
èññëåäîâàííûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ:
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Ìîäåëèðîâàíèå ÁÈÍÑ

?

Íàâèãàöèÿ
?

Êàëèáðîâêà
?

Íà÷àëüíàÿ âûñòàâêà

?
Îáùèé è ÷àñòíûé

ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ
ÁÈÍÑ íà ñòåíäå

?
Ïîêàçàíèÿ
ãèðîñêîïîâ

?
Ïîêàçàíèÿ

íüþòîíîìåòðîâ

?
Ïîêàçàíèÿ
ãèðîñêîïîâ
ïðè âèáðàöèè

?
×èñëåííûå
ìåòîäû

? ?
Àíàëèç ìíîãîøàãîâûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

?

Ìîäåëèðîâàíèå
äàò÷èêîâ

HHHHHHHHHHj
Ñîãëàñîâàííîå
ìîäåëèðîâàíèå
äâóõ ÁÈÍÑ

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXz
Ìîäåëèðîâàíèå
íàâèãàöèè â
ðàéîíå Ïîëþñà

XXXXXXXX

?
Òåñòèðîâàíèå
óðàâíåíèé
îøèáîê

?
Òðàåêòîðíûå
ïàðàìåòðû

?
Ïîêàçàíèÿ
äàò÷èêîâ

?
Ïåðåíîñ

òðàåêòîðèè

XXXXXXXXz
Ïîêàçàíèÿ
äàò÷èêîâ

?

Ìîäåëèðîâàíèå ãèðîñêîïîâ
?

Ìîäåëèðîâàíèå íüþòîíîìåòðîâ

?
×àñòíûé ñëó÷àé
èíòåãðèðóåìîñòè

? ?
Òî÷íîå

Âû÷èñëåíèå

?
×àñòíûå ñëó÷àè
èíòåãðèðóåìîñòè

������)
Àíàëèòè÷åñêîå

çàäàíèå
òðàåêòîðèè

?
Ñãëàæèâàíèå
êóáè÷åñêèìè
ñïëàéíàìè

������

Â îñÿõ Oξ

�
��	

Â îñÿõ Ox

?

Â îñÿõ Oz

? ? ? ?

Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íóëåâîãî òåñòà.

Áëîê-ñõåìà èññëåäóåìûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â ãëàâå II.
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Ãëàâà III. Íåêîòîðûå çàäà÷è

ìîäåëèðîâàíèÿ ñïóòíèêîâûõ

íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì

Ââåäåíèå

Ïðè ðàçðàáîòêå íàâèãàöèîííûõ ïðèëîæåíèé äëÿ ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì, òàê æå êàê
è äëÿ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
èìèòàòîðû. Èìèòàòîð ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè äîëæåí âêëþ÷àòü êàê ìîäåëèðîâàíèå
ñàìîé òðàåêòîðèè êàæäîãî íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà, òàê è ìîäåëèðîâàíèå ïåðâè÷-
íûõ ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé, ñîäåðæàùèõ òå èëè èíûå âèäû ïîãðåøíîñòåé.

Ñëåäóåò îòëè÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèå èìèòàòîðû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïåðâè÷-
íûå ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ è äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ ïîãðåøíîñòåé, îò àïïàðàòíûõ èìèòàòîðîâ, âîñïðîèçâîäÿùèõ ñïóòíèêîâûå
ñèãíàëû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ.

Â ãëàâå èññëåäóþòñÿ äâå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, àêòóàëüíûå äëÿ óêàçàííûõ èìèòà-
òîðîâ:

1. Âûñîêîòî÷íîå îïðåäåëåíèå òðàåêòîðèé íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ GPS è ÃËÎ-
ÍÀÑÑ (â áóäóùåì, âîçìîæíî, Galileo è Beidou) ïðè ïîìîùè äàííûõ ñåðâèñà
IGS (International Global Navigation Satellite Systems Service). Íà äàííûé ìî-
ìåíò òî÷íîñòü ýôåìåðèäíûõ äàííûõ ðåàëüíîãî âðåìåíè äëÿ ñïóòíèêîâ ñèñòå-
ìû GPS ñîñòàâëÿåò 1-2ì, äëÿ ñïóòíèêîâ ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ îêîëî 3 ìåòðîâ.
Òî÷íîñòü ïîçèöèîííûõ äàííûõ IGS ñîñòàâëÿåò 2-3ñì.

2. Ìîäåëèðîâàíèå ðåàëèçàöèé èîíîñôåðíûõ çàäåðæåê ñïóòíèêîâûõ ðàäèîñèãíà-
ëîâ ïðè ïîìîùè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ âîñòðåáîâàíî, íàïðèìåð, â ñëåäóþùèõ ïðèëîæåíèÿõ:

1. Äëÿ ñîçäàíèÿ àïïàðàòóðû èìèòàòîðà è åãî âíóòðåííåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå-
÷åíèÿ.

2. Â çàäà÷å àýðîãðàâèìåòðèè.

3. Â çàäà÷àõ èçó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äðåéôà ìàòåðèêîâ.
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Àïïàðàòíûé èìèòàòîð ñïóòíèêîâûõ ðàäèîñèãíàëîâ ìîæåò áûòü òàêæå òåñíî ñâÿ-
çàí ñ êîìïüþòåðíûì èìèòàòîðîì äëÿ èíåðöèàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, ÷òî
óäîáíî äëÿ èçó÷åíèÿ è îòðàáîòêè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ êîìïëåêñèðîâàíèÿ.

Â ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷. Ñíà÷àëà ïðèâî-
äèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè êàæäîãî íàâèãàöèîí-
íîãî ñïóòíèêà íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîé ïîçèöèîííîé èíôîðìàöèè, äîñòàâëÿåìîé
ìåæäóíàðîäíûì öåíòðîì IGS. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèáëèæåííàÿ (àïðèîðíàÿ)
òðàåêòîðèÿ ñïóòíèêà óæå ïîëó÷åíà. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ çàäà÷ó, îñíî-
âàííóþ íà ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ ïîãðåøíîñòåé àïðèîðíîé òðàåêòîðèè.
Ïðåäñòàâëåíû äâå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà:

1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïðèîðíîé òðàåêòîðèè èñïîëüçóþòñÿ ýôåìåðèäíûå äàííûå ðå-
àëüíîãî âðåìåíè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû âåêòîðà
ñêîðîñòè ñïóòíèêà.

2. Àïðèîðíàÿ òðàåêòîðèÿ ìîäåëèðóåòñÿ òîëüêî ïðè ïîìîùè ðåäêîé âûñîêîòî÷íîé
ïîçèöèîííîé èíôîðìàöèè.

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îòêëîíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îò ýëëèï-
òè÷åñêîé òðàåêòîðèè íà áàçå âû÷èñëåííîé âûñîêîòî÷íîé åãî òðàåêòîðèè. Äëÿ ýòîãî
ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçàöèé âî âðåìåíè êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îð-
áèòû íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îöåíêè âíåøíèõ âîçìóùåíèé,
äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé îòäåëüíî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ðåàëèçàöèé èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè, äëÿ ÷åãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå
ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû:

1. Èñïîëüçîâàíèå êîìáèíàöèé ïåðâè÷íûõ ñïóòíèêîâûõ ñèãíàëîâ.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå èîíîñôåðû, êîòîðûå
ïðåäîñòàâëÿþòñÿ öåíòðîì CODE (Center for Orbit Determination in Europe).

6 Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî ñïóò-

íèêà

Ðàññìîòðèì òðè âçàèìîñâÿçàííûå çàäà÷è: âû÷èñëåíèå âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè íà-
âèãàöèîííîãî ñïóòíèêà, âû÷èñëåíèå îöåíîê êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû, âû÷èñëå-
íèå îöåíîê âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê. Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåì
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ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû [22], [62], ðåêîìåíäîâàííûå ê âû÷èñëåíèþ êîîðäèíàò íà-
âèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ïî ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèè ðåàëüíîãî âðåìåíè, êîòîðûå
íóæíû äëÿ öåëîñòíîñòè èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà.

6.1 Âû÷èñëåíèå âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè ñïóòíèêà

Âîññòàíîâëåíèå âûñîêîòî÷íîé òðàåêòîðèè â ïîñòîáðàáîòêå ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâ-
ëÿòü íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ïîçèöèîííûõ äàííûõ ìåæäóíàðîäíîãî ñåðâèñà IGS. Òî÷-
íîñòü ýòèõ ïîçèöèîííûõ äàííûõ äîñòèãàåò 2-3ñì, âðåìÿ îáíîâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò 15 ìè-
íóò. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èñïîëüçóÿ äèñêðåòíóþ èíôîðìàöèþ IGS
òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû êàæäîãî íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà â ïðîèçâîëü-
íîé ìîìåíò âðåìåíè (íàïðèìåð, ñ ÷àñòîòîé ðàáîòû ïðèåìíèêà) íà óðîâíå òî÷íîñòè
IGS-äàííûõ.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âûñîêîòî÷íûõ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íàâèãàöè-
îííîãî ñïóòíèêà ðàçîáüåì íà äâà ýòàïà:

1. Îïðåäåëåíèå ïðèáëèæåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ �
àïðèîðíîé òðàåêòîðèè (äâå ïîäçàäà÷è: ñ èñïîëüçîâàíèåì èëè áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ýôåìåðèäíûõ äàííûõ ðåàëüíîãî âðåìåíè).

2. Îöåíèâàíèå è êîìïåíñàöèÿ îøèáîê ìåñòîïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè àïðèîðíîé òðà-
åêòîðèè íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà ïðè ïîìîùè äàííûõ IGS.

Ïåðâûé âàðèàíò ìîäåëèðîâàíèÿ àïðèîðíîé òðàåêòîðèè � èñïîëüçîâàíèå ýôåìå-
ðèäíûõ äàííûõ ðåàëüíîãî âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû âû-
÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ñïóòíèêîâ äëÿ ñèñòåì GPS è
ÃËÎÍÀÑÑ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè. Ïîýòîìó çäåñü îïèøåì ëèøü âòîðîé âàðèàíò
� àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àïðèîðíîé òðàåêòîðèè, èñïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå èñõîäíîé
èíôîðìàöèè òîëüêî ïîçèöèîííûå äàííûå IGS.

Íà âòîðîì ýòàïå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îøèáîê àïðèîðíîé òðàåêòîðèè (îøè-
áîê êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé). Çàïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ è äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ñãëàæèâàþùèé ôèëüòð
Êàëìàíà. Ïðè ýòîì äàííûå IGS ñëóæàò êîððåêòèðóþùåé èíôîðìàöèåé.

6.1.1 Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà äàííûõ IGS

Ôàéëû IGS ñ ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèåé ðàçíîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ îáùå-
äîñòóïíûìè è õðàíÿòñÿ â ñåòè Internet íà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñàéòàõ, íàïðèìåð:

• ftp://igscb.jpl.nasa.gov;
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• ftp://cddis.gsfc.nasa.gov;

• ftp://www.ngs.noaa.gov.

Äàííûå, ïðåäîñòàâëÿåìûå IGS, ñîäåðæàòñÿ â òåêñòîâûõ ôàéëàõ ôîðìàòà sp3 èëè sp3c
è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû êàæäîãî ñïóòíèêà (GPS, ÃËÎÍÀÑÑ)
è ïîãðåøíîñòü åãî ÷àñîâ. Äåêëàðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëåíèÿ â ýòèõ ôàéëàõ
ñêîðîñòíîé èíôîðìàöèè, õîòÿ â îòêðûòîì äîñòóïå òàêèõ äàííûõ íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü íåò.

Ýôåìåðèäíàÿ èíôîðìàöèÿ áûâàåò òðåõ óðîâíåé òî÷íîñòè: ñ çàäåðæêîé â íåñêîëü-
êî ÷àñîâ, ñ ñóòî÷íîé çàäåðæêîé è ñ äâóõíåäåëüíîé çàäåðæêîé. Â íà÷àëå ôàéëà äëÿ
êàæäîãî ñïóòíèêà óêàçàíà òî÷íîñòü äàííûõ î åãî ãðèíâè÷ñêèõ êîîðäèíàòàõ è ïî-
ãðåøíîñòè åãî ÷àñîâ. Â áëîêå îñíîâíîé èíôîðìàöèè óêàçûâàåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè,
à çàòåì äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà â îòäåëüíîé ñòðîêå ýôåìåðèäíûå äàííûå. Â ñòðîêå
ñíà÷àëà óêàçûâàåòñÿ ñïóòíèêîâàÿ ñèñòåìà, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äàííûé ñïóòíèê,
è åãî íîìåð, çàòåì çàïèñûâàþòñÿ òðè ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà è ïîãðåø-
íîñòü åãî ÷àñîâ.

Îáû÷íî òî÷íîñòü ïîçèöèîííûõ äàííûõ ñîñòàâëÿåò 2-3 ñàíòèìåòðà. Ôîðìàò sp3c
äîïîëíèòåëüíî ñîäåðæèò ïàðàìåòðû, ïîçâîëÿþùèå áîëåå òî÷íî îïðåäåëèòü óðîâåíü
òî÷íîñòè êîîðäèíàò ñïóòíèêà è ïîãðåøíîñòè åãî ÷àñîâ. Ýòè ïàðàìåòðû çàïèñûâàþò-
ñÿ â êàæäîé ñòðîêå ñ ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèåé ïîñëå ïîãðåøíîñòè ÷àñîâ ñïóòíèêà.

Äàííûå â sp3 è sp3c ôàéëàõ çàïèñûâàþòñÿ ñ äèñêðåòîì 15 ìèíóò.
Ïðèìåð ñòðîêè ôàéëà ôîðìàòà sp3c:

PG11︸ ︷︷ ︸
íîìåð

−12021.820378 18920.369577 13724.103078︸ ︷︷ ︸
ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà

−37.976955︸ ︷︷ ︸
ïîãð. ÷àñîâ

9 8 9 134︸ ︷︷ ︸
òî÷íîñòü äàííûõ

Äëÿ ñïóòíèêîâ ñèñòåìû GPS ïåðåä íîìåðîì ñïóòíèêà ñòàâèòñÿ èíäåêñ "G" äëÿ
ñïóòíèêîâ ÃËÎÍÀÑÑ - èíäåêñ "R". Ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû çàïèñûâàþòñÿ â êè-
ëîìåòðàõ, ïîãðåøíîñòü ÷àñîâ â ìèêðîñåêóíäàõ. Ïàðàìåòðû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü
òî÷íîñòü äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé, îñíîâàíèå äëÿ êîòîðûõ
ñîäåðæèòñÿ â ñëóæåáíîé èíôîðìàöèè êàæäîãî ôàéëà.

6.1.2 Ïîñòðîåíèå àïðèîðíîé òðàåêòîðèè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýôåìåðèä-
íûõ äàííûõ ðåàëüíîãî âðåìåíè

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà èíòåðâàëå âðåìåíè [T ∗
0 , T

∗
1 ] òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü àïðèîðíûå êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ñïóòíèêà â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè. Îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î ñêî-
ðîñòè ñïóòíèêà.
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×åðåç T0 è T1 îáîçíà÷èì òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ ïðåäîñòàâëåíà
ïîçèöèîííàÿ èíôîðìàöèÿ IGS è ïðè ýòîì èíòåðâàë [T0, T1] ñîäåðæèò ðàññìàòðèâàå-
ìûé èíòåðâàë âðåìåíè ([T ∗

0 , T
∗
1 ] ⊂ [T0, T1]). Ìîìåíòû âðåìåíè T0 è T1 óñëîâíî ìîæíî

íàçâàòü "íà÷àëüíûì" è "êîíå÷íûì". Çàäàíû η(T0) = ηIGS(T0) è η(T1) = ηIGS(T1).
Áóäåì îïðåäåëÿòü âåêòîð ñêîðîñòè ñïóòíèêà â "íà÷àëüíûé" ìîìåíò âðåìåíè V ′

η(T0)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ηIGS(T0), V

′
η(T0)) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T1

äàåò òî÷êó ηIGS(T1). Òîãäà ÷èñëåííî èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (η(T0), V

′
η(T0)), ìîæíî áóäåò â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âû÷èñëèòü

àïðèîðíûå êîîðäèíàòû è âåêòîð ñêîðîñòè.
Çàïèøåì â âåêòîðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà â

ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèàíò Oη:(
V̇η
η̇

)
=
(
2û 0
E 0

)(
Vη
η

)
+
(
f + g
0

)
, g = g0 − û2η. (213)

Çäåñü âåêòîð fη = (fη1, fη2, fη3)
T � âåêòîð âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà

ñïóòíèê, à ìàòðèöà û îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

û =

 0 u 0
−u 0 0
0 0 0

 , (214)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñèëû òÿãîòåíèÿ g0η = (g0η1, g
0
η2, g

0
η3)

T ñëåäóåò
ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (21) èç êîíòðîëüíîãî äîêóìåíòà ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû
ÃËÎÍÀÑÑ [22], ò.ê. ôîðìóëà Ãåëüìåðòà (22) ïðèãîäíà òîëüêî äëÿ îêîëîçåìíûõ äâè-
æåíèé îáúåêòà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà (213) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü â
ÿâíîì âèäå (àíàëîãè÷íî ïï. 2.2.1., 2.3.2., 2.3.3.). Ðàññìîòðèì âíóòðåííèé èíòåðâàë
âðåìåíè [tj, tj+1] ⊂ [T ∗

0 , T
∗
1 ]. Ðåøåíèå ñ ó÷åòîì ìàëîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ

Çåìëè (cosu∆t = 1, sinu∆t = u∆t) çàïèøåòñÿ â âèäå:

Vη(tj+1) = (E + 2û∆t+ 2û2∆t2)Vη(tj) +
(
E + û∆t+

2

3
û2∆t2

)
(f + g)∆t,

η(tj+1) = η(tj) +
(
E + û∆t+

2

3
û2∆t2

)
Vη(tj)∆t+

+
(
1

2
E +

1

3
û∆t+

1

6
û2∆t2

)
(f + g)∆t2, (215)

ãäå tj, tj+1 � ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè, ∆t = tj − tj+1.
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Îïèøåì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì îöåíêè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè V ′
η(T0), ïðåäñòàâ-

ëÿþùèé ñîáîé ìåòîä ñòðåëüáû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η∗ ïðåäïîëàãàåìûå êîîðäèíàòû
êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè. Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé ïîëîæèì η∗ = ηIGS(T1). Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè òàêîâà:

1. Ïîëîæèì tj = T0, tj+1 = T1 è âîçüìåì íà èíòåðâàëå [T0, T1] ñðåäíåå çíà÷åíèå
ñèëû òÿæåñòè

g = 0.5 · (g(ηIGS(T0)) + g(η∗)) (216)

2. Âûðàçèì âåëè÷èíó Vη(tj) = V ′
η(T0) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (215), ïî-

ëîæèâ η(tj) = ηIGS(T0) è η(tj+1) = η∗. Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà
ñïóòíèê íå äåéñòâóþò íåèçâåñòíûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ f :

V ′
η(T0) =

(
E − û∆t+

2

3
û2∆t2

)
·

·
[
η∗ − ηIGS(T0)

T1 − T0
−
(
1

2
E +

1

3
û∆t+

1

6
û2∆t2

)
g(T1 − T0)

]
. (217)

3. Ïðîèíòåãðèðóåì íà îòðåçêå [T0, T1] óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (213) ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ηIGS(T0), V

′
η(T0)) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà, êî-

òîðûé ðåêîìåíäîâàí â êîíòðîëüíîì äîêóìåíòå ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÃËÎ-
ÍÀÑÑ [22].

4. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∆η = ηIGS(T1)− η′(T1), ãäå η′(T1) � ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Åñëè |∆η| < δR, ãäå δR � íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, òî èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ îöåíêè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îêîí÷åí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, çàíîâî îïðå-
äåëÿåòñÿ âåëè÷èíà η∗ → η∗ +∆η è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì èòåðàöèîííîì àëãîðèòìå âàðüèðóþòñÿ íà êàæäîé èòåðà-
öèè íå òîëüêî îæèäàåìûå êîîðäèíàòû êîíå÷íîé òî÷êè η∗, íî è çíà÷åíèå ñèëû òÿæå-
ñòè g, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷åê.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó íà ñïóòíèê äåéñòâóþò íåèçâåñòíûå âîçìóùåíèÿ f , óêà-
çàííûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âñþ òðàåêòîðèþ íàâèãà-
öèîííîãî ñïóòíèêà, íàïðèìåð, íà óðîâíå òî÷íîñòè ýôåìåðèäíûõ äàííûõ ðåàëüíîãî
âðåìåíè. Âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ δR ìîæíî äîáèòüñÿ òî-
ãî, ÷òîáû ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà η′(T1)
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ñîâïàäàë ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò ñïóòíèêà ηIGS(T1). Îäíàêî, â ïðîìåæó-
òî÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè äîñòèãàåò
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ìåòðîâ.

Çàìå÷àíèå. Îïûòû îáðàáîòêè ïîêàçûâàþò, ÷òî îïèñàííûé èòåðàöèîííûé àëãî-
ðèòì áóäåò óñòîé÷èâî ðàáîòàòü, åñëè äëèíà èíòåðâàëà [T0, T1] íå ïðåâûøàåò 2 ÷àñà.
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå äëèòåëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè, åãî ðåêîìåíäóåòñÿ ðàç-
áèòü íà äâóõ÷àñîâûå îòðåçêè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðèìåíèòü îïèñàííûé àëãîðèòì.

6.1.3 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â îòêëîíåíèÿõ îò àïðèîðíîé òðà-
åêòîðèè

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îöåíèâàíèÿ çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â âàðè-
àöèÿõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η = (η1, η2, η3)

T âåêòîð êîîðäèíàò ñïóòíèêà â ãðèíâè÷ñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oη, ÷åðåç Vη = (Vη1, Vη2, Vη3)

T � âåêòîð åãî îòíîñèòåëüíîé ñêî-
ðîñòè (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Oη). Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (213) â
ñêàëÿðíîé ôîðìå:

η̇1 = Vη1, η̇2 = Vη2, η̇3 = Vη3,

V̇η1 = 2uVη2 + fη1 + g0η1 + u2η1,

V̇η2 = −2uVη1 + fη2 + g0η2 + u2η2, (218)

V̇η3 = fη3 + g0η3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η′ = (η′1, η
′
2, η

′
3)
T è V ′

η = (V ′
η1, V

′
η2, V

′
η3)

T , ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð
êîîðäèíàò ñïóòíèêà è âåêòîð åãî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äëÿ àïðèîðíîé òðàåêòîðèè.
Òîãäà äëÿ âåêòîðîâ η′ è V ′

η ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íóþ (218) ñèñòåìó óðàâíåíèé:

η̇′1 = V ′
η1, η̇′2 = V ′

η2, η̇′3 = V ′
η3,

V̇ ′
η1 = 2uV ′

η2 + f ′
η1 + g0

′

η1 + u2η′1,

V̇ ′
η2 = −2uV ′

η1 + f ′
η2 + g0

′

η2 + u2η′2, (219)

V̇ ′
η3 = f ′

η3 + g0
′

η3.

Çàìå÷àíèå. Âåêòîð âíåøíèõ âîçìóùåíèé f ′
η ìîæíî ïîëîæèòü íóëåâûì, ëèáî äëÿ

ñïóòíèêîâ ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ âçÿòü çíà÷åíèÿ åãî êîìïîíåíò èç ôàéëà ñ ýôåìåðèä-
íîé èíôîðìàöèåé ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ââåäåì îøèáêè òðàåêòîðèè:

∆η = η′ − η ∆Vη = V ′
η − Vη (220)
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Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå ∆fη = f ′
η − fη. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåèçâåñòíûé âåêòîð

∆fη ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ïîñòîÿííîãî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ∆f 0
η è ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà ∆f sη :

∆fη = ∆f 0
η +∆f sη . (221)

Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (218) â îêðåñòíîñòè àïðèîð-
íîé òðàåêòîðèè:

∆̇η1 = ∆Vη1, ∆̇η2 = ∆Vη2, ∆̇η3 = ∆Vη3,

∆̇V η1 = 2u∆Vη2 +∆f 0
η1 +∆f sη1 + (g0η1)

′
η1
∆η1 + (g0η1)

′
η2
∆η2 + (g0η1)

′
η3
∆η3 + u2∆η1,

∆̇V η2 = −2u∆Vη1 +∆f 0
η2 +∆f sη2 + (g0η2)

′
η1
∆η1 + (g0η2)

′
η2
∆η2 + (g0η2)

′
η3
∆η3 + u2∆η2,

∆̇V η3 = ∆f 0
η3 +∆f sη3 + (g0η3)

′
η1
∆η1 + (g0η3)

′
η2
∆η2 + (g0η3)

′
η3
∆η3, (222)

∆̇f
0

η1
= 0, ∆̇f

0

η2
= 0, ∆̇f

0

η3
= 0.

Çäåñü ÷åðåç (g0ηi)
′
ηk
îáîçíà÷åíû âàðèàöèè óñêîðåíèÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ âïîëíå îïðàâäàííîé ñôåðè÷åñêîé ìîäåëè ïîëÿ òÿãîòåíèÿ (g0ηi = − µ
r3
ηi, i = 1, 2, 3)

îíè èìåþò âèä:

(g0ηi)
′
ηk

= 3
µ

r5
ηiηk −

µ

r3
δik, i = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3. (223)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ∆f sη = (∆f sη1,∆f
s
η2,∆f

s
η3)

T ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè öåíòðèðîâàííûìè áåëûìè øóìàìè ñ çàäàííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè σq. Òàêæå
ïðåäïîëîæèì, ÷òî îøèáêè ∆η, ∆Vη, ∆f 0

η â íà÷àëüíûé ìîìåíò íåêîððåëèðîâàíû.
Ââåäåì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x è âåêòîð øóìîâ q äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (222):

x = (∆η1,∆η2,∆η3,∆Vη1,∆Vη2,∆Vη3,∆f
0
η1,∆f

0
η2,∆f

0
η3)

T , (224)

q = (∆f sη1,∆f
s
η2,∆f

s
η3)

T . (225)

Òîãäà ñèñòåìó (222) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ẋ = Ax+Bq, (226)

ãäå âèä ìàòðèö A è B ìîæåò áûòü ëåãêî îïðåäåëåí.

6.1.4 Äèñêðåòèçàöèÿ ìîäåëè çàäà÷è

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (222) ìîæíî çàïèñàòü â äèñêðåòíîì âèäå:

xj+1 = Φj+1,jxj +Bqj, (227)
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ãäå xj, xj+1 � çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x, ñîîòâåòñòâåííî, â ìîìåíòû âðåìåíè tj,
tj+1. qj � ýêâèâàëåíòíûé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå âåêòîð äèñêðåòíîãî øóìà
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Φj+1,j � ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé - ìåòîä Ýéëåðà):

Φj+1,j = E +∆t · A(tj), ∆t = tj+1 − tj, (228)

6.1.5 Óðàâíåíèÿ êîððåêòèðóþùèõ èçìåðåíèé

Äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ ïîçèöèîííûõ èçìåðåíèé èìåþò âèä:

z1 = η′1 − ηIGS1 = ∆η1 + r1,

z2 = η′2 − ηIGS2 = ∆η2 + r2,

z3 = η′3 − ηIGS3 = ∆η3 + r3, (229)

ãäå ηIGSi � ïîçèöèîííûå äàííûå IGS, à r1, r2, r3 � ïîãðåøíîñòè ýòèõ äàííûõ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè öåí-

òðèðîâàííûìè áåëûìè øóìàìè ñ çàäàííûìè äèñïåðñèÿìè σ2
r1
, σ2

r2
, σ2

r3
. Çíà÷åíèÿ σri

õàðàêòåðèçóþò òî÷íîñòü èçìåðåíèé è, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðåäîñòàâëåíû â ôàé-
ëàõ IGS. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, äåêëàðèðóåìàÿ òî÷íîñòü äàííûõ IGS ñîñòàâëÿåò 2-
3ñì.

Óðàâíåíèÿ èçìåðåíèé ëåãêî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

z(tj) = Hx(tj) + r(tj), (230)

ãäå j - íîìåð èçìåðåíèÿ, à ìàòðèöà H çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =

 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

 . (231)

Çàìå÷àíèå. Åñëè â sp3, sp3c ôàéëàõ ïðèñóòñòâóåò ñêîðîñòíàÿ èíôîðìàöèÿ, òî
ìîæíî îáðàçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñêîðîñòíûå èçìåðåíèÿ:

z4 = V ′
η1 − V IGS

η1 = ∆Vη1 + r4

z5 = V ′
η2 − V IGS

η2 = ∆Vη2 + r5 (232)

z6 = V ′
η3 − V IGS

η3 = ∆Vη3 + r6,
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ãäå V IGS
ηi � ñêîðîñòíûå äàííûå IGS, à r4, r5, r6 - ïîãðåøíîñòè ñêîðîñòíûõ äàííûõ

ñåðâèñà IGS. Îòìåòèì, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñêîðîñòíàÿ èíôîðìàöèÿ íå ïðåäî-
ñòàâëÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îöåíêè îøèáêè òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî
ñïóòíèêà ïðèíèìàåò âèä:

xj+1 = Φj+1,jxj +Bqj,

zj = Hxj + rj. (233)

Çàìå÷àíèå. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî øàã ïî âðåìåíè ∆t ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü íå
áîëåå 1ñ.

Ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñãëàæèâàþùåãî ôèëüòðà
Êàëìàíà [25], [33].

6.1.6 Ôîðìèðîâàíèå ñêîððåêòèðîâàííîé òðàåêòîðèè íàâèãàöèîííîãî
ñïóòíèêà

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ôèëüòðà Êàëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ îöåíêà
x̃ = (∆η̃,∆Ṽη,∆f̃

0
η )
T (224). Çàïèøåì ñêîððåêòèðîâàííóþ îöåíêó ãðèíâè÷ñêèõ êîîð-

äèíàò è ñêîðîñòåé íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà â ñëåäóþùåì âèäå:

η̃ = η′ −∆η̃, Ṽη = V ′
η −∆Ṽη. (234)

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ïðèìåíÿåìîãî àëãîðèòìà èñêóññòâåííî ìîäåëèðîâàëñÿ
ïðîïóñê îäíîãî èç êîððåêòèðóþùèõ èçìåðåíèé è ïðîâåðÿëîñü, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ
ôèëüòð îïðåäåëèò êîîðäèíàòû ïðîïóùåííîé òî÷êè. Îøèáêà îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðîì
Êàëìàíà ïðîïóùåííîãî êîððåêòèðóþùåãî èçìåðåíèÿ ñîñòàâëÿëà íåñêîëüêî ìèëëè-
ìåòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûñîêîòî÷íàÿ ïîçèöèîííàÿ ýôåìåðèäíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî, óäàåòñÿ âîññòàíîâèòü âñþ òðàåêòîðèþ
íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà áåç ïîòåðè òî÷íîñòè. Îñòàòî÷íàÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿ êî-
îðäèíàò íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tj ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ñãëàæèâàþùåãî ôèëüòðà Êàëìàíà îñòàåòñÿ íà óðîâíå òî÷íîñòè äàííûõ IGS è, ñîîò-
âåòñòâåííî, íå ïðåâûøàåò 2-3ñì. Îòìåòèì, ÷òî êîâàðèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îöåíîê òàêæå îñòàþòñÿ ïðèìåðíî íà óðîâíå 2-3ñì íà âñåì ðàññìàòðè-
âàåìîì îòðåçêå âðåìåíè, ÷òî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêà ìîäóëÿ îøèáêè ñêîðîñòè ∆̃V =

√
∆̃V

2

η1 + ∆̃V
2

η2 + ∆̃V
2

η3 äëÿ

ñïóòíèêîâ îáåèõ ñèñòåì íå ïðåâîñõîäèò 3 ìì/ñ.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè øàã ïî âðåìåíè ∆t âçÿòü íå áîëåå 0.1 ñåêóíäû, òî äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ êîîðäèíàò ñïóòíèêà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t, t ∈ [tj, tj+1] ñ òåì æå
óðîâíåì òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè êîîðäèíàò.

6.2 Âûñîêîòî÷íîå îïðåäåëåíèå êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îðáè-

òû ñïóòíèêà

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì çàäà÷è âûñîêîòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè íàâèãàöè-
îííîãî ñïóòíèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ âîç-
ìóùåííîé îðáèòû ñïóòíèêà êàê ôóíêöèé âðåìåíè.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò íåêîòîðûõ òî÷åê îðáèòû ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé íåáåñíîé ìåõà-
íèêè è ïîäðîáíî îïèñàíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ èçäàíèÿõ, íàïðèìåð, â êíèãàõ Áàëêà
Ì.Á. [9], Äóáîøèíà Ã.Í. [27]. Òðàäèöèîííî äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðè÷åì îðáèòà ñïóòíèêà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêîé.
Îäíàêî, â ñïóòíèêîâîé íàâèãàöèè îïîðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ãðèíâè÷-
ñêàÿ ñèñòåìà, à èç-çà âíåøíèõ âîçìóùåíèé, ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê, åãî
îðáèòà íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé è äàæå ïëîñêîé. Ïîýòîìó ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñóùåñòâóþùèìè àëãîðèòìàìè, íåîáõîäèìî èõ ìîäèôèöèðîâàòü.

Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèé êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû ìîæåò áûòü ïîëåçíî äëÿ
çàäà÷ ïðîãíîçà äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ìîäåëèðîâàíèå êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ íà äëè-
òåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå âëèÿ-
íèþ îñíîâíûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ: âîçäåéñòâèþ Ëóíû, Ñîëíöà è ò.ä.

6.2.1 Êåïëåðîâû ýëåìåíòû îðáèòû

Êåïëåðîâû ýëåìåíòû îðáèòû ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïîíÿòèåì, îäíàêî, äëÿ ñàìî-
äîñòàòî÷íîñòè èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà ïðèâåäåì çäåñü èõ ïîäðîáíîå îïèñàíèå. Ââå-
äåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oζ, îñü Oζ1 êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü ëèíèè
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Oη1η2 è ïëîñêîñòè îðáèòû ñïóòíèêà, ïðè÷åì â òó
èç äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñïóòíèêîì ïëîñêîñòè ýêâàòîðà, ÷åðåç êîòîðóþ ñïóòíèê
ïðîõîäèò ïðè äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè Þã-Ñåâåð. Îñü Oζ3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñ-
êîñòè îðáèòû è âñåãäà ñîñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíèåì Oη3 îñòðûé óãîë, à îñü Oζ2 ëåæèò
â ïëîñêîñòè îðáèòû è äîïîëíÿåò îñè Oζ1 è Oζ3 äî ïðàâîé òðîéêè. Íàçîâåì äîëãîòîé
âîñõîäÿùåãî óçëà óãîë ìåæäó îñüþ Oη1 è îñüþ Oζ1. Îñü Oζ1 íàçîâåì ëèíèåé óçëîâ,
à äîëãîòó âîñõîäÿùåãî óçëà îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω.

Óãëîì íàêëîíåíèÿ îðáèòû íàçîâåì óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà Oη1η2 è
ïëîñêîñòüþ îðáèòû Oζ1ζ2 è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç i. ×åðåç a è e îáîçíà÷èì, ñîîòâåò-
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ñòâåííî, áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû è åå ïåðâûé ýêñöåíòðèñèòåò. Àðãóìåíòîì ïåðèãåÿ
íàçîâåì óãîë ìåæäó ëèíèåé óçëîâ è íàïðàâëåíèåì èç òî÷êè O â òî÷êó ïåðèãåÿ îð-
áèòû è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ω.

Óêàçàííûìè ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ îðáèòà, øåñòûì ïàðàìåò-
ðîì çàäàåòñÿ ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà îðáèòå.

Çàäàäèì îðèåíòàöèþ îðáèòàëüíîé ñèñòåìû Oζ îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé Oη äâó-
ìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè:

Oη
Ω
−→
3

i
−→
1

Oζ. (235)

Ìàòðèöó îðèåíòàöèè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé îáîçíà÷èì
÷åðåç Bζ :

Bζ =

 cosΩ sinΩ 0
− sinΩ cos i cosΩ cos i sin i
sinΩ sin i − cosΩ sin i cos i

 . (236)

6.2.2 Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ ïî òðåì ïîëîæåíèÿì
ñïóòíèêà íà îðáèòå

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ [9]
ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé, î êîòîðûõ áûëî ñêàçàíî âûøå. Ïî èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì
ñïóòíèêà â òðè èçâåñòíûå ìîìåíòà âðåìåíè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âñå ïÿòü êåïëåðî-
âûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêà ÷åðåç ïåðèãåé.

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî äâóõ
ïîëîæåíèé ñïóòíèêà, íî àëãîðèòì äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé [9], ïîýòîìó ïðèâîäèì
çäåñü è ðåêîìåíäóåì ê èñïîëüçîâàíèþ àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé êåïëåðîâû ýëåìåíòû
ïî òðåì ïîëîæåíèÿì ñïóòíèêà.

Ââåäåì åùå îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ îðáèòîé ñïóòíèêà, è îáîçíà÷èì
åå îðòû ÷åðåç ψ̄1, ψ̄2, ψ̄3. Îðò ψ̄1 íàïðàâèì â òî÷êó ïåðèãåÿ, îðò ψ̄2 òàêæå ëåæèò â
ïëîñêîñòè îðáèòû, à îðò ψ̄3 ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oζ3.

Îáîçíà÷èì ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû âûáðàííûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç
η(1), η(2) è η(3), à ðàññòîÿíèÿ îò ýòèõ òî÷åê äî òî÷êè O, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç
r(1), r(2), r(3). ×åðåç t1, t2, t3 îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðîõîæ-
äåíèÿ ñïóòíèêîì âûáðàííûõ òî÷åê (t1 < t2 < t3).

Çàìå÷àíèå. Â âûáðàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3 ãðèíâè÷ñêàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò çàíèìàåò ðàçëè÷íîå ïîëîæåíèå. Ïîýòîìó óñëîâèìñÿ âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòü
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â òîé ñèñòåìå, ñ êîòîðîé ñîâïàäàåò ãðèíâè÷ñêàÿ ñèñòåìà â ñðåäíèé ìîìåíò t2. Òîãäà
íåîáõîäèìî ãðèíâè÷ñêèå êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåñòè â ýòó æå ñèñòåìó,
ò.å. âûïîëíèòü çàìåíû:

η(1) −→

 cosu(t2 − t1) sinu(t2 − t1) 0
− sinu(t2 − t1) cos u(t2 − t1) 0

0 0 1

 η(1),
η(3) −→

 cosu(t3 − t2) − sinu(t3 − t2) 0
sinu(t3 − t2) cos u(t3 − t2) 0

0 0 1

 η(3). (237)

Âåêòîð ψ̄3 â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ψ̄3 =
η(1) × η(3)

|η(1) × η(3)|
. (238)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îðò ψ̄3 â ñèñòåìå Oζ èìååò êîîðäèíàòû (0, 0, 1)T . Îòñþäà:

ψ̄3 = BT
ζ

 0
0
1

 . (239)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè äîëãîòó âîñõîäÿùåãî óçëà è óãîë íàêëîíå-
íèÿ îðáèòû:

Ω = − arctan
ψ31

ψ32

(Ω ∈ [0, 2π]), i = arccosψ33 (240)

ñ ó÷åòîì çíàêîâ ψ31, ψ32 ãäå ψ31, ψ32, ψ33 � êîìïîíåíòû âåêòîðà ψ̄3.
Ïîñêîëüêó âñå òðè âûáðàííûå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, âåêòîð η(2) ìîæíî

ëèíåéíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðà η(1) è η(3):

η(2) = c1η
(1) + c3η

(3). (241)

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñêîëüêó ðåàëüíàÿ îðáèòà ñïóòíèêà íå ÿâëÿåòñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîé, òðè âûáðàííûå òî÷êè âìåñòå ñ óñëîâíûì öåíòðîì Çåìëè O íå áóäóò
ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Èíûìè ñëîâàìè ìû îïðåäåëèëè óãëû Ω è i ÷åðåç âåêòîðû
η(1) è η(3). Åñëè ìû ñôîðìèðóåì ïî ýòèì óãëàì ìàòðèöó Bζ è âû÷èñëèì êîîðäèíàòû
âòîðîé òî÷êè ζ(2) â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå Oζ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà ζ(2) = Bζη

(2), òî
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òðåòüÿ êîîðäèíàòà ζ(2)3 áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ è ìîæåò äîñòèãàòü, íàïðèìåð, íåñêîëü-
êèõ äåñÿòêîâ ìåòðîâ (ïðè t3 − t2 = t2 − t1 = 10ìèí.). Íî ýòèì îòëè÷èåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, ïðèíóäèòåëüíî ïîëîæèâ åå ðàâíîé íóëþ: ζ(2)3 = 0. À ïîñëå ýòîãî ñíî-
âà âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû η(2) = BT

ζ ζ
(2) è ýòè êîîðäèíàòû â äàëüíåéøåì è ñ÷èòàòü

ãðèíâè÷ñêèìè êîîðäèíàòàìè âòîðîé òî÷êè. Íà ýòîì ìîäèôèêàöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ è
äàëüøå ïðåäëàãàåòñÿ èçëîæåíèå ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â [9].

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû c1 è c3, ïîî÷åðåäíî äîìíîæèâ, ñîîòíîøåíèå (241) ñïðàâà
íà η(3) è η(1):

c1 =
|η(2) × η(3)|
|η(1) × η(3)|

, c3 =
|η(2) × η(1)|
|η(3) × η(1)|

. (242)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè íà ýëëèïñå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

r =
p

1 + e cos f
, (243)

ãäå r � ðàññòîÿíèå äî òî÷êè îò ôîêóñà (â íàøåì ñëó÷àå, îò öåíòðà Çåìëè O), p
� ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, f � óãîë èñòèííîé àíîìàëèè, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà ïåðèãåé (îðòîì ψ̄1) è íàïðàâëåíèåì íà äàííóþ òî÷êó
èç ôîêóñà O. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

p− r = eξ, (244)

ãäå ξ � ïðîåêöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè íà íàïðàâëåíèå áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà.
Ñïðîåêòèðóåì íà áîëüøóþ ïîëóîñü ñîîòíîøåíèå (241):

ξ(2) = c1ξ
(1) + c3ξ

(3), (245)

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

p− r(2) = c1(p− r(1)) + c3(p− r(3)). (246)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p:

p =
r(2) − c1r

(1) − c3r
(3)

1− c1 − c3
. (247)

Çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

ψ̄2 = ψ̄3 × ψ̄1 =
(η(1) × η(3))× ψ̄1

|η(1) × η(3)|
=

1

|η(1) × η(3)|
(
η(3)(ψ̄1 · η(1))− η(1)(ψ̄1 · η(3))

)
=

=
1

|η(1) × η(3)|
(
ξ(1)η(3) − ξ(3)η(1)

)
. (248)
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Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ýêñöåíòðèñèòåò e è âçÿâ ïî íîðìå, ïîëó÷èì ñ
ó÷åòîì (244) âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà:

e =
|(p− r(1))η(3) − (p− r(3))η(1)|

|η(1) × η(3)|
. (249)

Äàëåå ìîæåò áûòü íàéäåí ñàì âåêòîð ψ̄2:

ψ̄2 =
1

e|η(1) × η(3)|
(
(p− r(1))η(3) − (p− r(3))η(1)

)
. (250)

Îñòàâøèéñÿ íåèçâåñòíûì îðò ψ̄1 íàõîäèòñÿ ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

ψ̄1 = ψ̄2 × ψ̄3. (251)

Áîëüøàÿ ïîëóîñü a è ìàëàÿ ïîëóîñü b âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ýêñöåíòðèñèòåò e è
ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p:

a =
p

1− e2
, b = a

√
1− e2. (252)

Ëèíèÿ óçëîâ Oζ1 êàê âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:
(cosΩ, sinΩ, 0)T . Òîãäà àðãóìåíò ïåðèãåÿ ω ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå:

ω = −sign(Oζ1 · ψ̄2) arccos(Oζ1 · ψ̄1). (253)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âñå ïÿòü êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ, çàäàþùèõ îðáèòó ñïóò-
íèêà, îñòàëîñü íàéòè âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêîì òî÷êè ïåðèãåÿ. Íà áîëüøîé
ïîëóîñè ýëëèïñà êàê íà ðàäèóñå ïîñòðîèì îêðóæíîñòü. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó ýëëèï-
ñà ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ áîëüøîé ïîëóîñè. Óãîë ìåæäó áîëüøîé ïîëóîñüþ è
íàïðàâëåíèåì èç öåíòðà ýëëèïñà íà òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííîé ïðÿìîé ñ îêðóæ-
íîñòüþ íàçûâàåòñÿ óãëîì ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y äåêàð-
òîâû êîîðäèíàòû âòîðîé òî÷êè (èç èñõîäíûõ òðåõ òî÷åê), îòñ÷èòûâàåìûå îò òî÷êè
O. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

cosE =
x+ c

a
, (254)

ãäå c � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ýëëèïñà:

(x+ c)2

a2
+
y2

b2
= 1. (255)
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Îòñþäà y = b sinE. Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

x = (η(2) · ψ̄1), y = (η(2) · ψ̄2). (256)

Òîãäà ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ýêñöåíòðè÷åñêîé
àíîìàëèè E:

cosE = e+
(η(2) · ψ̄1)

a
, sinE =

(η(2) · ψ̄2)

b
. (257)

Çàïèøåì óðàâíåíèå Êåïëåðà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç t0 âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêà ÷åðåç
ïåðèãåé:

E − e sinE =

√
µ

a3/2
(t2 − t0) . (258)

Îòñþäà ëåãêî ìîæåò áûòü íàéäåíî èñêîìîå âðåìÿ t0:

t0 = t2 −
a3/2
√
µ
(E − e sinE) . (259)

Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ è âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïå-
ðèãåé ñëåäóåò îòíåñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè t2.
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Ðèñ. 16: Ãðàôèê óãëà íàêëîíåíèÿ i íà èí-
òåðâàëå 1 ãîä.
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Ðèñ. 17: Ãðàôèê óãëà íàêëîíåíèÿ i íà èí-
òåðâàëå 1 ìåñÿö.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3 âçÿòü äàëåêî îòñòîÿùèìè äðóã îò äðó-
ãà, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ êàê ôóíêöèé âðåìåíè òåðÿåò ñìûñë.
Åñëè âçÿòü ñëèøêîì áëèçêèìè äðóã äðóãó, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåí-
íîé: íåòî÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò e è àðãóìåíò ïåðèãåÿ ω. Ðàñ÷åòû ïîêàçà-
ëè, ÷òî îïòèìàëüíîé ðàçíèöåé ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ t2−t1 ∼ t3−t2 ∼ 5−15ìèí.

6.2.3 Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýâîëþöèè êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ íà äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûõ èí-
òåðâàëàõ âðåìåíè.

Íà Ðèñ.16, 18 ïðèâåäåíû äëÿ ïðèìåðà ãðàôèêè ýâîëþöèé âî âðåìåíè óãëà íà-
êëîíåíèÿ îðáèòû i (êàê ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îðèåíòàöèþ îðáèòû) è ýêñ-
öåíòðèñèòåòà e (êàê ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ôîðìó îðáèòû) ñïóòíèêà íîìåð
6 ñèñòåìû GPS çà 2010 ãîä. Õîðîøî âèäíû ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðèîäó âðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåìëè è âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà.
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Ðèñ. 18: Ãðàôèê ýêñöåíòðèñèòåòà e íà èí-
òåðâàëå 1 ãîä.
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Ðèñ. 19: Ãðàôèê ýêñöåíòðèñèòåòà e íà èí-
òåðâàëå 1 ìåñÿö.

Íà Ðèñ.17,19 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ýâîëþöèé ýòèõ æå âåëè÷èí çà ÿíâàðü 2010 ãîäà.
×åòêî ïðîñëåæèâàþòñÿ âàðèàöèè ñ ÷àñòîòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäó âðàùåíèÿ
ñïóòíèêà âîêðóã Çåìëè.

Îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû Ëóíû è Ñîëíöà ÿâ-
ëÿþòñÿ äàëåêî íå åäèíñòâåííûìè ôàêòîðàìè, âîçìóùàþùèìè òðàåêòîðèþ ñïóòíèêà.
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Â ðàáîòå Ìèêðèíà Å.À. è äð. [42] ïðèâåäåí ïåðå÷åíü âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ ñ óêà-
çàíèåì äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ îò íåâîçìóùåííîé òðàåêòîðèè.

6.3 Îïðåäåëåíèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà

ñïóòíèê

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì èñïîëüçîâàíèÿ ïîçèöèîííûõ äàííûõ IGS ïîçâîëÿåò ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû ñïóòíèêà è êîìïîíåíòû âåêòîðà åãî îò-
íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Òîãäà èç (218) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíò âåêòîðà âíåøíèõ âîçìóùåíèé fη, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê:

fη1 = V̇η1 − 2uVη2 − g0η1 − u2η1,

fη2 = V̇η2 + 2uVη1 − g0η2 − u2η2, (260)

fη3 = V̇η3 − g0η3.
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Ðèñ. 20: Ãðàôèê âåëè÷èíû âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ fη1.
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Åñëè øàã ïî âðåìåíè∆t îïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íåáîëüøîé, íàïðèìåð,
∆t = 0.1c., òî ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ìîãóò
áûòü íàéäåíû ïðîñòûì ÷èñëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (íàïðèìåð, öåíòðàëüíîé
ðàçíîñòüþ):

V̇ηi(tj) =
Vηi(tj+1)− Vηi(tj−1)

2∆t
, i = 1, 2, 3. (261)

Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåàëèçàöèé âîçìóùåíèé âî âðåìåíè êà÷åñòâåííî ïîõîæ íà õà-
ðàêòåð ðåàëèçàöèé êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà ðåàëèçàöèþ îöåí-
êè fη1 (Ðèñ. 20) ñïóòíèêà íîìåð 1 ñèñòåìû GLONASS íà èíòåðâàëå ñ 25 ïî 31 àâãóñòà
2013 ãîäà:
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Ðèñ. 21: Âíåøíåå âîçìóùåíèå fη1 è åãî
àïðèîðíàÿ îöåíêà èç ýôåìåðèäíîé èí-
ôîðìàöèè ðåàëüíîãî âðåìåíè. Ñ 25 ïî 31
àâãóñòà 2013ã.
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Ðèñ. 22: Âíåøíåå âîçìóùåíèå fη1 è åãî
àïðèîðíàÿ îöåíêà èç ýôåìåðèäíîé èí-
ôîðìàöèè ðåàëüíîãî âðåìåíè. Ñ 25 ïî 26
àâãóñòà 2013ã.

Çàìå÷àíèå. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íå
âñåãäà õîðîøî ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè âíåøíèõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ â
êà÷åñòâå ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèè ðåàëüíîãî âðåìåíè ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ÃËÎ-
ÍÀÑÑ. Íà Ðèñ.21 è 22 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè, ãäå ñèíèì öâåòîì îáî-
çíà÷åíà âû÷èñëåííàÿ ïî (260) ýâîëþöèÿ âåëè÷èíû fη1, à çåëåíûì öâåòîì ïðèâåäåíà
îöåíêà ýòîé âåëè÷èíû, ñîîáùàåìàÿ ñèñòåìîé ÃËÎÍÀÑÑ â ÷èñëå ýôåìåðèäíîé èí-
ôîðìàöèè ðåàëüíîãî âðåìåíè. Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî îøèáêà âåëè÷èíû âíåøíèõ
âîçìóùåíèé ìîæåò äîñòèãàòü 10−6ì/ñ2. Îäíàêî, ýôåìåðèäíûå äàííûå îáíîâëÿþòñÿ
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êàæäûå 30 ìèíóò è çà ýòîò îòðåçîê âðåìåíè óêàçàííûå îøèáêè â îïðåäåëåíèè âíåø-
íèõ âîçìóùåíèé íå ïðèâåäóò ê ñóùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì â îïðåäåëåíèè òðàåêòî-
ðèè ñïóòíèêà ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

7 Ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñïóò-

íèêîâûõ èçìåðåíèé

Êàê áûëî ñêàçàíî â íà÷àëå ãëàâû, îäíèì èç ýëåìåíòîâ êîìïüþòåðíîãî è àïïàðàò-
íîãî èìèòàòîðà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñïóòíèêîâûõ èç-
ìåðåíèé. Îñòàíîâèìñÿ íà îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê âû÷èñëåíèþ èîíîñôåðíîé
ïîãðåøíîñòè:

• ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðû ìåòîäîì ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, êîýôôèöèåíòû
äëÿ êîòîðîãî îòêðûòî ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñëóæáîé CODE (Center for Orbit
Determination in Europe);

• îïðåäåëåíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèé äâóõ÷àñòîòíîãî
ïðèåìíèêà.

Îòìåòèì, ÷òî íèæå ñíà÷àëà ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ èîíî-
ñôåðíîé ïîãðåøíîñòè, ïîñêîëüêó ýòè ìîäåëè è ñîîòíîøåíèÿ íóæíû äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé.

7.1 Îáùàÿ èíôîðìàöèÿ î èîíîñôåðå è èîíîñôåðíîé ïîãðåø-

íîñòè ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé

Ñëîåì èîíîñôåðû íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ÷àñòü àòìîñôåðû, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ çà-
ðÿæåííûå èîíû (ýëåêòðîíû). Èîíîñôåðà ðàñïîëàãàåòñÿ îðèåíòèðîâî÷íî â ïðåäåëàõ
50-1000êì íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, íàèáîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ íàáëþäàåòñÿ
íà âûñîòå 300-400êì. Ïîñêîëüêó âîçíèêíîâåíèå èîíîâ âûçâàíî äåéñòâèåì ñîëíå÷íûõ
ëó÷åé, â äíåâíîå âðåìÿ ñóòîê ñîäåðæàíèå èîíîâ â èîíîñôåðå âûøå, ÷åì â íî÷íîå.
Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå â ýêâàòîðèàëüíîé ÷àñòè èîíîñôåðû êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ âñåãäà
áîëüøå, ÷åì â ïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ.

Îøèáêà, âûçâàííàÿ ïðîõîæäåíèåì ðàäèîñèãíàëà ÷åðåç ñëîé èîíîñôåðû, çàâèñèò
îò ÷àñòîòû ðàäèîñèãíàëà è êîíöåíòðàöèè èîíîâ íà ïóòè ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà. Íà
âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè âëèÿåò òîëüêî êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ íà ïóòè ïðîõîæäåíèÿ
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ñèãíàëà, â íåçàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îíè ðàñïîëîæåíû. Ïîýòîìó â íàó÷íîé ëèòå-
ðàòóðå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí "ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå" (ÏÝÑ), êîòî-
ðûé õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ â íåêîòîðîé âåðòèêàëüíîé îáëàñòè èîíî-
ñôåðû (âåðòèêàëüíîé "òðóáêå") ñ îïðåäåëåííîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â
êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ âûáðàíà âåëè÷èíà
TECU = 1012 ýëåêòðîíîâ â âåðòèêàëüíîé "òðóáêå" ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
1 êâ.ñì. Îáîáùåííóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå [65]:

|∆| = 40.3 · 1016

f 2
E, (262)

ãäå f - ÷àñòîòà ðàäèîñèãíàëà, E - âåëè÷èíà ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ.
Èîíîñôåðíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîãðåøíîñòè êîäîâûõ è ôàçîâûõ èçìåðåíèé ðàâíû

äðóã äðóãó ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Ó êîäîâûõ èçìåðåíèé èîíîñôåð-
íàÿ ïîãðåøíîñòü ∆ èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê, ó ôàçîâûõ îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ êîìïåíñàöèè èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ.
Òðàäèöèîííî äëÿ îöåíêè è êîìïåíñàöèè èîíîñôåðíîé îøèáêè â àëãîðèòìàõ ðåàëü-
íîãî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Êëîáóõàðà [62], êîýôôèöèåíòû äëÿ êîòîðîé ïå-
ðåäàþòñÿ íà ðàáî÷èé ïðèåìîèíäèêàòîð îäíîâðåìåííî ñ ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèåé
â íàâèãàöèîííîì ñîîáùåíèè ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû GPS. Ýòè æå êîýôôèöèåíòû ïðè
íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è äëÿ ñïóòíèêîâ ñèñòåìû GLONASS ïðè
ñîâìåñòíîé îáðàáîòêå èçìåðåíèé ñ èçìåðåíèÿìè ñèñòåìû GPS. Îäíàêî, ìîäåëü Êëî-
áóõàðà äîñòàòî÷íî îáùàÿ è îïèñûâàåò ñèñòåìíûå èíòåãðàëüíûå ýôôåêòû â èîíî-
ñôåðå, íå ó÷èòûâàÿ áîëåå äåòàëüíî ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå ýëåêòðîíîâ â êàæäîé
íåáîëüøîé îáëàñòè, ïîýòîìó êîìïåíñèðóåò ëèøü ÷àñòü èîíîñôåðíîé ñîñòàâëÿþùåé
ïîãðåøíîñòè ñèãíàëà [65], [20]. Ïîäðîáíî ìû íå áóäåì íà íåé îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Åñëè ðàáî÷èé ïðèåìíèê ÿâëÿåòñÿ äâóõ÷àñòîòíûì, òî èñïîëüçóþò èîíîñôåðî-
ñâîáîäíóþ êîìáèíàöèþ. Âìåñòî ïåðâè÷íûõ ôàçîâûõ èçìåðåíèé íà íåñóùèõ îïîðíûõ
÷àñòîòàõ f1 è f2 èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ ôàçîâûõ èçìåðåíèé, íå ñîäåðæàùàÿ èîíî-
ñôåðíóþ îøèáêó. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó èîíîñôåðíàÿ çàäåðæêà, ñîãëàñíî (262),
çàâèñèò îò ÷àñòîòû ðàäèîñèãíàëà. Òàêîé ïîäõîä øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí äëÿ äâóõ÷à-
ñòîòíûõ ïðèåìíèêîâ, õîòÿ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå èîíîñôåðíîé îøèáêè â ýòîì ñëó÷àå
íå îöåíèâàåòñÿ.
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7.2 Ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñ ïîìîùüþ èí-

ôîðìàöèè ñëóæáû CODE

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êàðò ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ èîíîñôå-
ðû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, êîýôôèöèåíòû äëÿ êî-
òîðîãî â îòêðûòîì äîñòóïå ïðåäîñòàâëÿåò îðãàíèçàöèÿ CODE - Center for Orbit
Determination in Europe, - êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì åâðîïåéñêèì öåíòðîì
ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû IGS. Âðåìÿ îáíîâëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ñîñòàâëÿåò
äâà ÷àñà, à ñîîòâåòñòâóþùèå ôàéëû äîñòóïíû â ñåòè Internet, íàïðèìåð, íà ñàéòå:
http://www.aiub.unibe.ch.

Îòìåòèì, ÷òî öåíòð CODE òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò åæåäíåâíóþ èíôîðìàöèþ î ïîë-
íîì ýëåêòðîííîì ñîäåðæàíèè äëÿ äèñêðåòíûõ òî÷åê çåìíîé ïîâåðõíîñòè ñ øàãîì
ïÿòü ãðàäóñîâ ïî äîëãîòå è äâà ñ ïîëîâèíîé ãðàäóñà ïî øèðîòå, êîòîðàÿ ðàññ÷è-
òûâàåòñÿ ïî ýòèì æå êîýôôèöèåíòàì. Îäíàêî, ýòèõ äàííûõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ èí-
òåðïîëÿöèè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ â ëþáîé òî÷êå
ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà Çåìëè, ÷òî ïîáóæäàåò ïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñàìèìè
êîýôôèöèåíòàìè.

7.2.1 Êðàòêîå îïèñàíèå ìîäåëè íà îñíîâå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èîíîñôåðíîé îøèáêè ïî ôîðìóëå (262)
íåîáõîäèìî çíàòü ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå íà ïóòè ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà, âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ýëåêòðîíû ðàñïîëàãàþòñÿ. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ìî-
äåëèðîâàòü èîíîñôåðó òðåõìåðíîé, è â äàëüíåéøåì ðå÷ü áóäåò èäòè î äâóìåðíûõ
ìîäåëÿõ èîíîñôåðû. Èîíîñôåðà ìîäåëèðóåòñÿ ñôåðè÷åñêèì ñëîåì áåñêîíå÷íî ìàëîé
òîëùèíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ýëåêòðîíû ñîäåðæàòñÿ â ýòîì ñëîå. Äëÿ áîëü-
øåé òî÷íîñòè èîíîñôåðà ìîäåëèðóåòñÿ ñôåðè÷åñêèì ñëîåì, ðàñïîëàãàþùèìñÿ íàä
çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ íà òîé âûñîòå, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
ýëåêòðîíîâ (ïðèìåðíî 300-400êì).

Ìîäåëü íà îñíîâå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê äëÿ ðàñ÷åòà ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñî-
äåðæàíèÿ â äèñêðåòíîé òî÷êå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(β, s) =
nmax∑
n=0

n∑
m=0

P̃nm(sin β)(anm cos(ms) + bnm sin(ms)). (263)

Çäåñü E � âåðòèêàëüíîå ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå (êîëè÷åñòâî ýëåêòðî-
íîâ â "òðóáêå" ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîâåðõíîñòè ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà Çåìëè), β
� ãåîöåíòðè÷åñêàÿ øèðîòà äàííîé òî÷êè, s = λ − λ0 � ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì
äîëãîòû äàííîé òî÷êè è çíà÷åíèåì äîëãîòû ñîëíöà, nmax � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
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ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì, anm è bnm � êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ, P̃nm = ΛnmPnm � íîðìàëèçîâàííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ñòåïåíè n ïîðÿäêà
m. Ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pn ñòåïåíè n îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Pn(x) =
1

2n

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k, (264)

à ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pnm ñòåïåíè n ïîðÿäêà m ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëèíîìà Pn ïî ôîð-
ìóëå:

Pnm = (1− x2)m/2
dm

dxm
Pn(x). (265)

Êîýôôèöèåíò íîðìàëèçàöèè Λnm îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Λnm =

√√√√(n−m)!(2n+ 1)(2− δ0m)

(n+m)!
, (266)

ãäå δ ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà.

7.2.2 Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà äàííûõ, ïðåäîñòàâëÿåìûõ öåíòðîì CODE

CODE åæåäíåâíî ïðåäîñòàâëÿåò â îòêðûòîì äîñòóïå (â ñåòè Internet) äâà âèäà ôàé-
ëîâ, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå èîíîñôåðû. Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ôàéëàõ, êîòîðûå
ñîäåðæàò êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ anm è bnm ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ
â ðÿä Ôóðüå. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ñ âðåìåííûì èíòåðâàëîì
äâà ÷àñà è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èíû ÏÝÑ â ðÿä Ôóðüå ñòåïåíè 15.
Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíî 256 êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ íà ìî-
äåëèðóåìîì ñëîå èîíîñôåðû â ëþáîé òî÷êå ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåä êîýôôèöèåíòàìè ïîìåùåíî íåêîòîðîå ââåäå-
íèå, êîòîðîå ñîäåðæèò äàííûå, íåîáõîäèìûå èëè ïðîñòî ïîëåçíûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ. Ê íàèáîëåå âàæíûì äàííûì îòíîñèòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ î òîì, â êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî êîýôôèöèåíòàì âû÷èñëÿåòñÿ ÏÝÑ (íà
äàííûé ìîìåíò âñå ïðåäîñòàâëÿåìûå ôàéëû ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðåäïîëàãàþò âû-
÷èñëåíèå ÏÝÑ â ãåîìàãíèòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), çàòåì è êîîðäèíàòû ìàãíèòíîãî
ïîëþñà, åñëè ÏÝÑ âû÷èñëÿåòñÿ â ãåîìàãíèòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàêæå ñîäåð-
æèòñÿ èíôîðìàöèÿ î âûñîòå íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ìîäå-
ëèðóåìûé êîýôôèöèåíòàìè ñëîé èîíîñôåðû. Êðîìå òîãî, óêàçàí ìîìåíò âðåìåíè, â
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êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ÏÝÑ, è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ øèðîòû, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî
îïðåäåëåíèå ÏÝÑ ïî êîýôôèöèåíòàì.

Ñàìè êîýôôèöèåíòû çàïèñûâàþòñÿ â ôàéëå òàê, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò ïî-
ìåùåí â îòäåëüíóþ ñòðîêó. Â êàæäîé ñòðîêå óêàçàíà ñíà÷àëà ñòåïåíü n ñëàãàåìîãî
(263), â êîòîðîå äîëæåí ïîäñòàâëÿòüñÿ êîýôôèöèåíò, çàòåì åãî ïîðÿäîêm, ïîòîì ñàì
êîýôôèöèåíò è îöåíêà åãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ. Äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïåðåä êîñèíóñîì amn ïîðÿäîê îáîçíà÷àåòñÿ m, à äëÿ êîýôôèöèåíòà ïåðåä ñèíóñîì
bmn � (−m). Îáû÷íî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå íå ïðåâûøàåò 0.5 TECU.

Òåïåðü êðàòêî îõàðàêòåðèçóåì ôàéëû ñ óæå ïîñ÷èòàííûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíî-
ãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ. Íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä çíà÷åíèÿìè
ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ êàæäûé ôàéë èìååò äîâîëüíî áîëüøóþ ââîäíóþ
÷àñòü. Íàèáîëåå âàæíîé ââîäíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè ïåðâîé è
ïîñëåäíåé êàðò èîíîñôåðû, à òàêæå âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè. Íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü êàðòû ñîñòîÿíèÿ èîíîñôåðû ïóáëèêóþòñÿ ñ äâóõ÷àñîâûì èíòåðâàëîì.
Â êàæäîì ôàéëå çàïèñàíû øàã ïî äîëãîòå è øàã ïî øèðîòå, ñ êîòîðûìè ïóáëèêó-
þòñÿ äàííûå äëÿ äèñêðåòíûõ òî÷åê ñëîÿ èîíîñôåðû. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïóáëèêóþòñÿ êàðòû ñ øàãîì ïÿòü ãðàäóñîâ ïî äîëãîòå è äâà ñ ïî-
ëîâèíîé ãðàäóñà ïî øèðîòå. Åùå îäíèì âàæíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè. Çíà÷åíèÿ ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ ïðèâåäåíû â ôàéëàõ â áîëåå óäîáíîì
äëÿ ÷òåíèÿ âèäå, ïîýòîìó èõ ñëåäóåò óìíîæèòü íà 10 â óêàçàííîé ñòåïåíè äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ÏÝÑ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïóáëèêàåìûå çíà÷åíèÿ ÏÝÑ çàâûøåíû â 10 ðàç,
ïîýòîìó óìíîæàòü èõ ñëåäóåò íà 10−1. Äàëåå ñëåäóþò ñàìè êàðòû ñî çíà÷åíèÿìè
ÏÝÑ, ïîñëå ÷åãî ñëåäóþò êàðòû ñî çíà÷åíèÿìè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ÏÝÑ.

Çàìå÷àíèå.Ôîðìóëà (263) ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåð-
æàíèÿ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ â òå ìîìåíòû âðåìåíè, íà êîòîðûå ïðåäîñòàâ-
ëåíû êîýôôèöèåíòû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ â ïðîèç-
âîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t (Ti < t < Ti+1, ãäå Ti è Ti+1 - ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè,
äëÿ êîòîðûõ ïðåäîñòàâëåíû êîýôôèöèåíòû ñôåðè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ) íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ÏÝÑ ïî êîýôôèöèåíòàì â ìîìåíòû âðåìåíè Ti è Ti+1 è ïðîèíòåðïîëèðî-
âàòü:

E(t, β, s) = E(Ti, β, s)
Ti+1 − t

Ti+1 − Ti
+ E(Ti+1, β, s)

t− Ti
Ti+1 − Ti

. (267)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èíòåðâàë Ti+1 − Ti, ñ êîòîðûì ïðåäî-
ñòàâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ñîñòàâëÿåò äâà ÷àñà.
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7.2.3 Âû÷èñëåíèå ÏÝÑ â äèñêðåòíîé òî÷êå

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå â äèñêðåòíîé òî÷êå ñ
êîîðäèíàòàìè (φ, λ) ìîäåëüíîãî ñëîÿ èîíîñôåðû, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòîé òî÷êå β è s èç (263). Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ äîëãîòà ïîëîæåíèÿ Ñîëíöà ïî
ôîðìóëå:

λ0 = π − UT · π/12, (268)

ãäå UT - Âñåìèðíîå Âðåìÿ, âû÷èñëåííîå â ÷àñàõ. Òîãäà âåëè÷èíû β è s âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

β = arcsin
η3
R
, (269)

s = λ+ UT · π/12− π,

ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è óñëîâíûì öåíòðîì Çåìëè.
Åñëè â ôàéëå ñ êîýôôèöèåíòàìè óêàçàíî, ÷òî ÏÝÑ âû÷èñëÿåòñÿ â ãåîìàãíèòíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò (öåíòð ãåîìàãíèòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ óñëîâíûì
öåíòðîì çåìëè O, òðåòüÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü ïðîõîäèò ÷åðåç ãåîìàãíèòíûå ïîëþñû,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ôàéëå), òî ñëåäóåò ïåðåéòè â ãåîìàãíèòíóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò ïî ôîðìóëàì:

z1 = R cosλ cosφ cosψ′ cos θ′ +R sinλ cosφ sinψ′ cos θ′ −R sinφ sin θ′,

z2 = −R cosλ cosφ sinψ′ +R sinλ cosφ cosψ′, (270)

z3 = R cosλ cosφ cosψ′ sin θ′ +R sinλ cosφ sinψ′ sin θ′ +R sinφ cos θ′,

ãäå z1, z2, z3 � êîîðäèíàòû òî÷êè â ãåîìàãíèòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óãëû ïåðåõîäà
ψ′ è θ′ îò ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ãåîìàãíèòíîé âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ψ′ = π + ψ + UT · π/12,
θ′ = π/2− θ, (271)

ãäå ψ è θ � ñîîòâåòñòâåííî, äîëãîòà è øèðîòà ãåîìàãíèòíîãî ïîëþñà, êîòîðûå ïåðåäà-
þòñÿ â ôàéëàõ ñ êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ ãåîìàãíèòíûå øèðîòà
β è äîëãîòà λgeom:

β = sign(z3) arccos


√
z21 + z22

R

 ,
λgeom = arctan

z2
z1

+
π

2
− sign(z1)

π

2
. (272)
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Çàòåì ïî ýòèì æå ôîðìóëàì âû÷èñëÿåòñÿ ãåîìàãíèòíàÿ äîëãîòà λgeom0 òî÷êè ñ
ãåîöåíòðè÷åñêîé øèðîòîé φ0 = 0 è äîëãîòîé ñîëíöà λ0. Òîãäà:

s = λgeom − λgeom0 . (273)

Çàòåì ïî ôîðìóëàì (263 - 266) âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå äëÿ
òî÷êè ìîäåëüíîãî ñëîÿ èîíîñôåðû ñ êîîðäèíàòàìè (β, s). Ïîñêîëüêó ñàì CODE âû-
÷èñëÿåò ÏÝÑ, èñïîëüçóÿ ýòó æå ìåòîäèêó, ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ýëåêòðîííîãî ñîäåð-
æàíèÿ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ÏÝÑ, ïîñ÷èòàííûìè CODE è ïðåäñòàâëåííûìè â
ôàéëàõ ôîðìàòà IONEX.

7.2.4 Âû÷èñëåíèå íàêëîííîãî ÏÝÑ

Ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå, âû÷èñëåííîå îïèñàííûì ñïîñîáîì, õàðàêòåðèçóåò
êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â âåðòèêàëüíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè
Çåìëè "òðóáêå". Îäíàêî, êîãäà ñïóòíèê íàõîäèòñÿ íå â çåíèòå, ñèãíàë, ðåãèñòðèðó-
åìûé ïðèåìîèíäèêàòîðîì, ïðîõîäèò ÷åðåç ìîäåëüíûé ñëîé èîíîñôåðû íå ïîä ïðÿ-
ìûì óãëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èîíîñôåðíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíî-
ñòè ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì âåðòèêàëüíîãî
ÏÝÑ âû÷èñëèòü íàêëîííîå çíà÷åíèå ÏÝÑ äëÿ ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà.

Ïåðåõîä îò âåðòèêàëüíîãî ÏÝÑ ê íàêëîííîìó â îáùåì âèäå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

E = F (z)EV , (274)

ãäå F (z) � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óãîë z, ìåæäó âåðòè-
êàëüþ è ëèíèåé ñïóòíèê-ïðèåìíèê. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ èñïîëüçóåìûõ
âèäîâ ôóíêöèè F (z). ×àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ:

F (z) =
1

cos z′
, (275)

ãäå

sin z′ =
R

R0 +H
sin z. (276)

Çäåñü R � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Çåìëè äî ïðèåìîèíäèêàòîðà, R0 = 6371êì � ñðåäíèé
ðàäèóñ Çåìëè, H � âûñîòà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, íàä êîòîðîé íàõîäèòñÿ ìîäåëè-
ðóåìûé ñëîé èîíîñôåðû. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çíà÷åíèå âûñîòû ñîäåðæèòñÿ â
ôàéëàõ â ââîäíîé ÷àñòè ïåðåä êàæäûì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ.
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Ïóñòü (φ, λ) � êîîðäèíàòû ïðèåìîèíäèêàòîðà, ÷åðåç (φ′, λ′) îáîçíà÷èì êîîðäèíà-
òû òî÷êè I ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè ïðèåìíèê-ñïóòíèê ñ ìîäåëüíûì ñëîåì èîíîñôåðû.
Òîãäà z′ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó I,
è ëèíèåé ïðèåìíèê-ñïóòíèê.

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü íàêëîííîå ÏÝÑ íà ïóòè ïðî-
õîæäåíèÿ ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà ïî ôîðìóëå (274), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âåðòè-
êàëüíîå ÏÝÑ EV , âû÷èñëåííîå â òî÷êå I.

Ïîñëå òîãî, êàê âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ íà ïóòè
ñëåäîâàíèÿ ðàäèîñèãíàëà, ïî ôîðìóëå (262) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó èîíîñôåðíîé ïî-
ãðåøíîñòè. Ëåãêî ïîñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ ñèãíàëà ÷àñòîòû f1 ïðè ýëåêòðîííîì
ñîäåðæàíèè â 1 TECU ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 16ñì, äëÿ ñèãíàëà ÷àñòîòû
f2 - îêîëî 23ñì.

7.3 Ìîäåëèðîâàíèå èîíîñôåðû ïðè ïîìîùè èçìåðåíèé äâóõ-

÷àñòîòíîãî ïðèåìíèêà

Âîçìîæíîñòü îöåíèòü èîíîñôåðíóþ ïîãðåøíîñòü è ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæàíèå
íà ïóòè ñëåäîâàíèÿ ðàäèîñèãíàëà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü çàâèñèò îò íåñó-
ùåé ÷àñòîòû ñèãíàëà è ðàçëè÷íà äëÿ èçìåðåíèé íà ÷àñòîòàõ f1 è f2. Òåîðåòè÷åñêè
èç ôîðìóëû (262) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü êàê ïî ôàçîâûì, òàê è ïî êîäîâûì
èçìåðåíèÿì.

Îïèøåì êðàòêî, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò êîäîâûå è ôàçîâûå èçìåðåíèÿ. Ñðà-
çó îòìåòèì, ÷òî îöåíêà èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè, âû÷èñëåííàÿ ïî ñôåðè÷åñêèì
êîýôôèöèåíòàì, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìàòèêè, ïîðîæäåííîé
èçâåñòíîé öåëî÷èñëåííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ôàçîâûõ èçìåðåíèé.

7.3.1 Ìîäåëü êîäîâûõ èçìåðåíèé

Êîäîâûì èçìåðåíèåì íàçûâàåòñÿ èçìåðåííîå âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêîâîãî ñèã-
íàëà. Ó÷èòûâàÿ â îáùåì âèäå âñå âîçìîæíûå ïîãðåøíîñòè è äîìíîæàÿ ñèãíàë íà
ñêîðîñòü ñâåòà c, âûðàçèì êîäîâûå èçìåðåíèÿ â ìåòðàõ è çàïèøåì â ñëåäóþùåì âè-
äå [20]:

Zρ = c · ttr = ρ+ c(∆τ −∆T ) + ∆ρion +∆ρtrop +∆ρsat +∆ρrcv +∆ρmp +∆ρs. (277)

Çäåñü ttr � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà, ρ � èñòèííîå çíà÷åíèå ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ïðèåìíèêîì è ñïóòíèêîì, êîòîðîå èíîãäà íàçûâàþò ïîëåçíûì ñèãíàëîì
èçìåðåíèÿ, ∆τ � ïîãðåøíîñòü ÷àñîâ ïðèåìíèêà, ∆T � ïîãðåøíîñòü ÷àñîâ ñïóòíèêà,
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∆ρion è ∆ρtrop � ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ, âûçâàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîõîæäåíèåì
ñèãíàëà ÷åðåç èîíîñôåðó è òðîïîñôåðó, ∆ρsat è ∆ρrcv � èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåø-
íîñòè àïïàðàòóðû, ñîîòâåòñòâåííî, ñïóòíèêà è ïðèåìíèêà, ∆ρmp � îøèáêà ìíîãîëó-
÷åâîñòè, ∆ρs � îñòàòî÷íàÿ øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîãðåøíîñòè.

Êîãäà ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì äâóõ÷àñòîòíîãî ïðèåìíè-
êà, îøèáêà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ñëîé òðîïîñôåðû äëÿ ñèãíàëîâ îáåèõ ÷àñòîò áóäåò
îäèíàêîâîé, ïîñêîëüêó òðîïîñôåðíàÿ îøèáêà çàâèñèò òîëüêî îò óãëà âîçâûøåíèÿ
ñïóòíèêà è àòìîñôåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó, âû÷èòàÿ èçìåðåíèå îäíîé ÷àñòîòû
èç èçìåðåíèÿ äðóãîé, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Z1
ρ − Z2

ρ = ∆ρ1ion −∆ρ2ion +∆ρ, (278)

ãäå ÷åðåç ∆ρ îáîçíà÷åíà îñòàòî÷íàÿ ïîãðåøíîñòü, âêëþ÷àþùàÿ ïîãðåøíîñòü ìíîãî-
ëó÷åâîñòè, èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè àïïàðàòóðû è øóìîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ.
Ïîäñòàâèì ôîðìóëó (262) â (278):

Z1
ρ − Z2

ρ =
40.3 · 1016

f 2
1

E − 40.3 · 1016

f 2
2

E +∆ρ. (279)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîííîå ÏÝÑ íà ïóòè ïðîõîæäåíèÿ ðà-
äèîñèãíàëà:

E =
f 2
1 f

2
2

40.3 · 1016(f 2
2 − f 2

1 )
(Z1

ρ − Z2
ρ) + ∆ρ′, (280)

ãäå ÷åðåç ∆ρ′ îáîçíà÷åíà ïðåîáðàçîâàííàÿ îñòàòî÷íàÿ îøèáêà. Îòñþäà ïî ïðèâåäåí-
íûì âûøå ôîðìóëàì ìîæíî îïðåäåëèòü âåðòèêàëüíîå ïîëíîå ýëåêòðîííîå ñîäåðæà-
íèå â òî÷êå I. Íåäîñòàòîêîì òàêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ ∆ρs êîäîâûõ èçìåðåíèé, èç-çà ÷åãî âû÷èñëåííîå íàêëîííîå ïîëíîå ýëåêòðîííîå
ñîäåðæàíèå îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî çàøóìëåííûì. Êðîìå òîãî, êîäîâûì èçìåðåíèÿì
ïðèñóùè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèå ïîãðåøíîñòè àïïàðàòóðû ∆ρsat è ∆ρrcv, ââèäó ÷åãî
âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ÏÝÑ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ñìåùåíî îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî.
Ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôàçîâûå èçìåðåíèÿ.

7.3.2 Ìîäåëü ôàçîâûõ èçìåðåíèé

Ôàçîâûì èçìåðåíèåì íàçûâàåòñÿ èçìåðåííîå ñìåùåíèå ôàçû ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà.
Çàïèøåì óðàâíåíèå ôàçîâûõ èçìåðåíèé â ñëåäóþùåì âèäå [20]:

Zφ =
ρ

λ
+ f

(
1− ρ̇

c

)
∆τ − f∆T +N +

asat

c
ρ+∆φion +

+ ∆φtrop +∆φsat +∆φrcv +∆φmp +∆φs. (281)
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Çäåñü λ � äëèíà âîëíû ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà, N � öåëî÷èñëåííàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
ôàçîâûõ èçìåðåíèé, asat � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âëèÿíèå ñäâèãà îïîðíîé ÷à-
ñòîòû f íà îøèáêè ôàçîâûõ èçìåðåíèé, ∆φion è ∆φtrop � ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ,
âûçâàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîõîæäåíèåì ñèãíàëà ÷åðåç èîíîñôåðó è òðîïîñôåðó,
∆φsat è ∆φrcv � èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè àïïàðàòóðû, ñîîòâåòñòâåííî, ñïóò-
íèêà è ïðèåìíèêà,∆φs � îñòàòî÷íàÿ øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîãðåøíîñòè. Âåëè÷èíó
ρ/λ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëåçíûì ñèãíàëîì.

Êàê è ïðè îáðàáîòêå êîäîâûõ èçìåðåíèé âû÷òåì ôàçîâîå èçìåðåíèå îäíîé ÷àñòî-
òû èç ôàçîâîãî èçìåðåíèÿ äðóãîé, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ êàæäîå óðàâíåíèå íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ äëèíó âîëíû λ:

λ1Z
1
φ − λ2Z

2
φ = ∆φ1

ion −∆φ2
ion + λ1N1 − λ2N2 +∆φ, (282)

ãäå ÷åðåç ∆φ îáîçíà÷åíà îáùàÿ îñòàòî÷íàÿ ïîãðåøíîñòü. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ
(262) â (282), èìååì:

λ1Z
1
φ − λ2Z

2
φ = −40.3 · 1016

f 2
1

E +
40.3 · 1016

f 2
2

E + λ1N1 − λ2N2 +∆φ, (283)

îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íàêëîííîãî ÏÝÑ:

E =
f 2
1 f

2
2

40.3 · 1016(f 2
1 − f 2

2 )
(λ1Z

1
φ − λ2Z

2
φ)−B +∆φ′, (284)

ãäå

B =
f 2
1 f

2
2

40.3 · 1016(f 2
1 − f 2

2 )
(λ1N1 − λ2N2), (285)

à ÷åðåç ∆φ′ îáîçíà÷åíà ïðåîáðàçîâàííàÿ îñòàòî÷íàÿ îøèáêà. Âåëè÷èíà B ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñòîÿííîé íåèçâåñòíîé è âûçâàíà öåëî÷èñëåííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ôàçîâûõ
èçìåðåíèé, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì îöåíèòü àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó èîíîñôåðíîé
ïîãðåøíîñòè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ôàçîâûå èçìåðåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, íà ïðàêòèêå äëÿ óñòðàíåíèÿ èîíîñôåð-
íîé ïîãðåøíîñòè áåç åå îöåíêè îáû÷íî èñïîëüçóþò âìåñòî ôàçîâûõ èçìåðåíèé Z1

φ è
Z2
φ èõ êîìáèíàöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èîíîñôåðî-ñâîáîäíûìè. Íàïðèìåð, ôàçîâî-

ìó èçìåðåíèþ Z1
φ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ:

f 2
1

f 2
1 − f 2

2

Z1
φ −

f1f2
f 2
1 − f 2

2

Z2
φ. (286)

Äàííàÿ êîìáèíàöèÿ èìååò òîò æå ïîëåçíûé ñèãíàë, ÷òî è ôàçîâîå èçìåðåíèå Z1
φ, íî

íå ñîäåðæèò èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè âìåñòî ôàçîâîãî èçìåðå-
íèÿ Z2

φ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íóþ èîíîñôåðî-ñâîáîäíóþ êîìáèíàöèþ.
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7.3.3 Êîððåêöèÿ ñáîåâ ôàçû

Äëÿ ôàçîâûõ èçìåðåíèé îò êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ B
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ñåàíñà èçìåðåíèé òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè íå áûëî ñêà÷êîâ ôàçû è ïîòåðè çàõâàòà íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà. Â ñëó÷àå
ïîòåðè çàõâàòà ñïóòíèêà, äî è ïîñëå ïîòåðè çàõâàòà âåëè÷èíà B áóäåò ðàçíîé, ïîýòî-
ìó îöåíèâàòü åå íóæíî îòäåëüíî íà êàæäîì èíòåðâàëå íåïðåðûâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ
ñèãíàëà.

Ïðè íàëè÷èè ñêà÷êîâ ôàçû ñèãíàëà, âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ B áóäåò êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé (ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé äî ñáîÿ ôàçû è ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé ïîñëå
ñáîÿ), ÷òî ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè îòñëåæèâàíèÿ âñåõ ñëó÷àåâ ñáîÿ ôàçû, êîòîðîå
ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåëè÷èíà λjZj

φ(ti+1) − λjZ
j
φ(ti),

ãäå ti è ti+1 � ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè ñïóòíèêîâûõ èçìåðåíèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðèðàùåíèå ðàññòîÿíèÿ îáúåêò-ñïóòíèê. Òîãäà â îòñóòñòâèè ñáîÿ ôàçû äîñòàòî÷íî
ìàëîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà:

δj = |λjZj
φ(ti+1)− λjZ

j
φ(ti)− ρ̇(ti+1 − ti)|, j = 1, 2,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ îò èñòèííîãî ðàññòîÿíèÿ îáúåêò-ñïóòíèê ρ̇ íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíîé
ñêîðîñòüþ. Åå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî àïðèîðíî èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì íàâèãàöè-
îííîãî ñïóòíèêà è ïðèåìíèêà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, íå
ó÷èòûâàþùèìè âëèÿíèå èîíîñôåðû. Óðîâåíü âåëè÷èíû δj îïðåäåëÿåòñÿ øóìîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ôàçîâûõ èçìåðåíèé è îáû÷íî íå ïðåâûøàåò 1ñì.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî íå ðàññ÷èòûâàòü âåëè÷èíó ρ̇ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, à èñ-
ïîëüçîâàòü äîïëåðîâñêèå èçìåðåíèÿ ñìåùåíèÿ îïîðíîé ÷àñòîòû, äëÿ êîòîðûõ ðàäè-
àëüíàÿ ñêîðîñòü ρ̇ ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ñèãíàëîì. Îäíàêî, îïûò ïîêàçàë, ÷òî ââèäó
âûñîêîãî óðîâíÿ øóìà äîïëåðîâñêèõ èçìåðåíèé íå âñåãäà óäàåòñÿ ïðàâèëüíî óñòàíî-
âèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ñáîÿ ôàçû. Ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå
ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè ïî àïðèîðíûì êîîðäèíàòàì ïðèåìíèêà è ñïóòíèêà.

Â ñëó÷àå, åñëè íà îäíîé èç îïîðíûõ ÷àñòîò ïðîèçîøåë ñêà÷îê ôàçû, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ âåëè÷èíà |δj| ñòàíåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì òîãî, ÷òî
ïðîèçîøåë ñêà÷îê ôàçû ñëóæèò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà:

|δj| > δ0, (287)

ãäå δ0 < λ1
2
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîðîãîâîé âåëè÷èíîé. Â ýòîì ñëó÷àå, âåëè÷èíà ñìå-

ùåíèÿ B èçìåíÿåòñÿ, è åå ñëåäóåò ïîäêîððåêòèðîâàòü ïî ôîðìóëå:

B −→ B ± δj
f 2
1 f

2
2

40.3 · 1016(f 2
1 − f 2

2 )
. (288)
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7.4 Ñîäåðæàíèå êîìáèíèðîâàííîãî ïîäõîäà

7.4.1 Îöåíêà âåëè÷èíû B

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû B ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îöåíêè ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî
ñîäåðæàíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò
åâðîïåéñêèé öåíòð CODE. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, CODE îäíîâðåìåííî ñ ôàé-
ëàìè, ñîäåðæàùèìè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ïóáëèêóåò â ñåòè Internet ôàéëû
ñ óæå âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè ÏÝÑ è èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿ-
ìè. Âåëè÷èíû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé íå ïðåâîñõîäÿò 0.4-0.5 TECU. Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò 7-10 ñì èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïåðåäà-
âàåìîãî ñèãíàëà, ÷òî ãîâîðèò î äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå òî÷íîñòè, íà êîòîðîì
êîýôôèöèåíòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ÏÝÑ â ëþáîé òî÷êå ìîäåëüíîãî ñëîÿ
èîíîñôåðû.

Ïóñòü èíòåðâàë âèäèìîñòè íåêîòîðîãî ñïóòíèêà âêëþ÷àåò n ìîìåíòîâ âðåìåíè,
íà êîòîðûå èìåþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ CODE (ïîñêîëüêó èíòåðâàë âèäè-
ìîñòè ñïóòíèêà îáû÷íî íå ïðåâûøàåò 4-5 ÷àñîâ, âåëè÷èíà n ≤ 3). Ïóñòü íà ýòîì èí-
òåðâàëå íå áûëî ïîòåðè çàõâàòà ñïóòíèêà è ôàçîâûå èçìåðåíèÿ íå ñîäåðæàò ñêà÷êîâ
ôàçû. Òîãäà ðàçíîñòü Bi ìåæäó âåëè÷èíîé ÏÝÑ, âû÷èñëåííîé ïî êîýôôèöèåíòàì
ðàçëîæåíèÿ è âåëè÷èíîé ÏÝÑ, âû÷èñëåííîé ïî ôàçîâûì èçìåðåíèÿì äâóõ÷àñòîòíî-
ãî ïðèåìíèêà áåç ó÷åòà âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ (B = 0), è áóäåò îöåíêîé âåëè÷èíû B.
Îêîí÷àòåëüíî â êà÷åñòâå îöåíêè B ñëåäóåò áðàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïî âñåì
âåëè÷èíàì Bi:

B̃ =
1

n

n∑
i=1

Bi (289)

Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçîøåë ñáîé ôàçû, òî âñå âåëè÷èíû Bi ïîñëå
ýòîãî ìîìåíòà ñëåäóåò êîððåêòèðîâàòü ïî ôîðìóëå (288).

Îáû÷íî ðàçíîñòü ìåæäó ïîëó÷èâøèìèñÿ ðåàëèçàöèÿìè ïîãðåøíîñòåé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñïóòíèêîâ íå ïðåâûøàåò 15 ñì. Ïîñêîëüêó èîíîñôåðíàÿ ïîãðåøíîñòü, âû-
÷èñëåííàÿ òîëüêî ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåð-
ïîëÿöèè, îíà ÿâëÿåò ñîáîé ëèøü îñðåäíåííóþ ðåàëèçàöèþ ïîãðåøíîñòè, íî íå ñîäåð-
æèò âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé. Òàêèì îáðàçîì, äàííûå öåíòðà CODE óäîáíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ êîððåêöèè ïîãðåøíîñòè, âû÷èñëåííîé ïî ôàçîâûì èçìåðåíèÿì, à
ôàçîâûå èçìåðåíèÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîé èíôîðìàöèè.
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7.4.2 Ñðàâíåíèå èîíîñôåðíûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé äâóõ áëèçêî ðàñ-
ïîëîæåííûõ ïðèåìíèêîâ

Ôàçîâûå èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëüíî îáëàäàþò ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ,
÷åì êîäîâûå. Ó ôàçîâûõ èçìåðåíèé çíà÷èòåëüíî íèæå óðîâåíü øóìà è çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè àïïàðàòóðû, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îíè
ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ îöåíêè èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäîâû-
ìè èçìåðåíèÿìè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, áûë ïðîâåäåí ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò.
Â òå÷åíèå ÷àñà ïðîâîäèëèñü ñòàòè÷åñêèå ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ äâóìÿ ïðèåìíèêà-
ìè, àíòåííû êîòîðûõ íàõîäèëèñü äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ìåòðîâ. Ó
ïðèåìíèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òàêîé íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè, èîíîñôåðíûå ïî-
ãðåøíîñòè òåîðåòè÷åñêè äîëæíû ñîâïàäàòü. Ñúåìî÷íûå ðàáîòû ïðîâîäèëèñü â Ïîä-
ñìîñêîâüå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçìåðåíèé áîëüøåé òî÷íîñòè áûëî âûáðàíî ìåñòî íà âîç-
âûøåííîñòè, âäàëè îò æèëûõ è ëåñíûõ ìàññèâîâ, âäàëè îò ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷.
Ñúåìêè ïðîâîäèëèñü â çèìíåå âðåìÿ ãîäà, â ñâåòëîå âðåìÿ ñóòîê.
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Ðèñ. 23: Èîíîñôåðíûå ïîãðåøíîñòè íåïîäâèæíûõ ïðèåìíèêîâ.

Äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ïî ôàçîâûì èçìåðåíèÿì áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë (284) è (262) îöåíêè èîíîñôåðíûõ ïîãðåøíîñòåé áåç ó÷åòà èõ ñìåùåíèÿ B. Äëÿ
êàæäîãî ñïóòíèêà âû÷èñëåííûå èîíîñôåðíûå ïîãðåøíîñòè áûëè ñìåùåíû íà íåèç-
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âåñòíûå ïîñòîÿííûå (Ðèñ.23), íî èçìåíåíèå èõ ðàçíîñòè íå ïðåâîñõîäèëî 3ñì, ÷òî è
ïîäòâåðäèëî òîò ôàêò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôàçîâûõ èçìåðåíèé âåñüìà ýôôåêòèâíî
äëÿ îöåíêè èîíîñôåðíîé îøèáêè.

8 Ïðèëîæåíèå

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåì ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò íàâèãàöè-
îííûõ ñïóòíèêîâ, êîòîðûå ðåêîìåíäîâàíû êîíòðîëüíûìè äîêóìåíòàìè ñïóòíèêîâûõ
íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì.

8.1 Âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà ñèñòåìû GPS

Ýôåìåðèäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû GPS ïðåäñòàâëÿåò íàáîð îñêóëè-
ðóþùèõ ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëîæåíèå îðáèòû ñïóòíèêà è åå âàðèàöèè.
Ïî ýòèì ïàðàìåòðàì ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ñïóòíèêà â îðáèòàëüíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, à çàòåì â ãðèíâè÷ñêîé. Ýôåìåðèäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñ
äèñêðåòîì 2 ÷àñà.

Ñîãëàñíî êîíòðîëüíîìó äîêóìåíòó ñèñòåìû GPS, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è
ñêîðîñòåé ñïóòíèêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ýôåìåðèäíûå äàííûå: âðå-
ìÿ ýôåìåðèäíûõ äàííûõ toe, ïîïðàâêà ê ñðåäíåìó äâèæåíèþ ∆n, ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ
M0, ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû e, êâàäðàòíûé êîðåíü

√
a èç áîëüøîé ïîëóîñè a îðáèòû,

ïîïðàâêè Crc, Crs ðàäèóñà r îðáèòû, ïîïðàâêè Cic, Cis óãëà íàêëîíåíèÿ i îðáèòû,
ïîïðàâêè Cuc, Cus óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû
Ω0, àðãóìåíò ïåðèãåÿ ω, íàêëîíåíèå îðáèòû i0, ïðîèçâîäíàÿ îò äîëãîòû âîñõîäÿùåãî
óçëà Ω̇0, ïðîèçâîäíàÿ îò óãëà íàêëîíåíèÿ îðáèòû i̇0.

Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà áåç êàêèõ-ëèáî êîììåíòàðèåâ. Ïðî-
öåññ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t íà÷èíàåòñÿ
c âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè:

M =M0 +

(√
µ

a3/2
+∆n

)
· t∗,

ãäå t∗ = t − toe. Çàòåì èòåðàöèîííî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Êåïëåðà è îïðåäåëÿåòñÿ
ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ E:

E =M + e sinE.
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×åðåç çíà÷åíèå ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå èñòèííîé àíîìà-
ëèè:

f = arctan


√
(1− e2) sinE

cosE − e

 .
Òîãäà àðãóìåíò øèðîòû çàïèøåòñÿ:

φ = f + ω.

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ïîïðàâêè δu, δr, δi äëÿ êîððåêöèè àðãóìåíòîâ øèðîòû φ, ðàäè-
óñà r è óãëà íàêëîíà îðáèòû i0:

δu = Cus sin 2φ+ Cuc cos 2φ,

δr = Crs sin 2φ+ Crc cos 2φ, (290)

δi = Cis sin 2φ+ Cic cos 2φ,

ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ ñêîððåêòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ:

u = φ+ δu,

r = a(1− e cosE) + δr, (291)

i = i0 + δi+ i̇0t
∗.

Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ζ01 è ζ
0
2 ñïóòíèêà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò Oζ:

ζ01 = r cosu, ζ02 = r sinu (292)

è ñêîððåêòèðîâàííîå çíà÷åíèå äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû Ω:

Ω = Ω0 + (Ω̇0 − u)t∗ − utoe.

Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿòñÿ èñêîìûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ãðèíâè÷ñêîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò Oη:

η1 = ζ01 cosΩ− ζ02 cos i sinΩ,

η2 = ζ01 sinΩ + ζ02 cos i cosΩ, (293)

η3 = ζ02 sin i.

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ òðè îòíîñèòåëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íàâèãàöèîííîãî
ñïóòíèêà â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äàííàÿ ïðîöåäóðà íå áûëà ïðåäóñìîò-
ðåíà â êîíòðîëüíîì äîêóìåíòå ñèñòåìû GPS, ïîýòîìó íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì,
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ïðåäëîæåííûé ëàáîðàòîðèåé óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ÌÃÓ. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëÿ-
þòñÿ ìîäóëè ðàäèàëüíîé vr è òðàíñâåðñàëüíîé vu ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè ñïóòíèêà:

vr = a

(√
µ

a3/2
+∆n

)
e sinE

1− e cosE
+ δ̇r, vu = r(ḟ + ˙δu). (294)

×åðåç íèõ âû÷èñëÿþòñÿ ñíà÷àëà êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé ñêîðîñòè â îðáèòàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò:

v01 = vr cosu− vu sinu,

v02 = vr sinu+ vu cosu, (295)

v03 = r sin f(i̇0 + δ̇i),

çàòåì â ãðèíâè÷ñêîé:

vη1 = v01 cosΩ− v02 cos i sinΩ + v03 sin i sinΩ,

vη2 = v01 sinΩ + v02 cos i cosΩ− v03 sin i cosΩ, (296)

vη3 = v02 sin i+ v03 cos i.

Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿòñÿ èñêîìûå êîìïîíåíòû îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà â
ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

Vη1 = vη1 + (u− Ω̇0)η2,

Vη2 = vη2 − (u− Ω̇0)η1, (297)

Vη3 = vη3.

8.2 Âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ

Â ñèñòåìå ÃËÎÍÀÑÑ â êà÷åñòâå ýôåìåðèäíîé èíôîðìàöèè ïåðåäàþòñÿ äëÿ êàæäî-
ãî âèäèìîãî íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà åãî êîîðäèíàòû, êîìïîíåíòû âåêòîðà îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè è îöåíêè âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê. Óêà-
çàííûå äàííûå ôîðìèðóþòñÿ ñ ÷àñòîòîé 30 ìèíóò. Êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ñïóò-
íèêà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (218), êîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áåðóòñÿ ïðåäîñòàâ-
ëåííûå ýôåìåðèäû. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåêîìåíäóåòñÿ êëàññè÷åñêèé
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
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8.3 Âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà â ïîñòîáðàáîòêå

Åñëè ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ ïîäâåðãàþòñÿ ïîñòîáðàáîòêå, îáû÷íî äëÿ ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñïóòíèêà èñïîëüçóþò äâà íàáîðà ýôåìåðèäíûõ äàí-
íûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ìîìåíòàì âðåìåíè t0 è t1. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, äëÿ ñè-
ñòåìû GPS t1 − t0 = 2÷., äëÿ ñèñòåìû ÃËÎÍÀÑÑ t1 − t0 = 30ìèí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t èç èíòåðâàëà [t0, t1] êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè íàâèãàöèîííîãî ñïóò-
íèêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

η(t) = η0(t) · t1 − t

t1 − t0
+ η1(t) · t− t0

t1 − t0

Vη(t) = V 0
η (t) ·

t1 − t

t1 − t0
+ V 1

η (t) ·
t− t0
t1 − t0

, (298)

ãäå (η0, V 0
η ) è (η1, V 1

η ), êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè íàâèãàöèîííîãî ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûå
ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäíûõ äàííûõ, ïðåäîñòàâëåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, íà ìîìåíòû âðå-
ìåíè t0 è t1.

Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå III

Ãëàâà III ñîäåðæèò îïèñàíèå ìåòîäèêè ìîäåëèðîâàíèÿ ÷àñòíûõ çàäà÷ â ñïóòíèêîâîé
íàâèãàöèè.

Â Ðàçäåëå 6 ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è óòî÷íåíèÿ òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íàâè-
ãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ñèñòåì GPS è ÃËÎÍÀÑÑ ïðè ïîìîùè âûñîêîòî÷íîé ïîçèöè-
îííîé èíôîðìàöèè, ïðåäîñòàâëÿåìîé ìåæäóíàðîäíûì öåíòðîì IGS. Çàäà÷à ïîñòàâ-
ëåíà êàê çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ íà óðîâíå òî÷íîñòè äàííûõ IGS (2-3ñì).

Ïîñòðîåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà êàê
ôóíêöèé âðåìåíè íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííûõ ñîîòíîøåíèé íåáåñíîé ìåõàíèêè.
Ïîñòðîåíû îöåíêè âíåøíèõ âîçìóùåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê, âêëþ÷àþùèå â
ñåáÿ ãðàâèòàöèîííîå âëèÿíèå Ëóíû è Ñîëíöà, àíîìàëüíóþ ÷àñòü ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ Çåìëè, ñîëíå÷íîå äàâëåíèå è äð.

Â ðàçäåëå 7 ðàññìîòðåíà è ðåøåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåðíîé ïîãðåø-
íîñòè. Ïðåäëîæåí íîâûé êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì, ñî÷åòàþùèé â ñåáå èñïîëü-
çîâàíèå äàííûõ öåíòðà CODE è ïåðâè÷íûõ äâóõ÷àñòîòíûõ ôàçîâûõ ñïóòíèêîâûõ
èçìåðåíèé. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâåäåíî íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðàçðàáîòàííîå ïðîãðàììíî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âíåä-
ðÿåòñÿ â àïïàðàòíûå èìèòàòîðû ñïóòíèêîâûõ ðàäèîñèãíàëîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Çàäà÷à ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ íà
ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ðåøåíèå ðÿäà
ïîäçàäà÷, îáóñëîâëåííûõ êîíêðåòíûìè íàâèãàöèîííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Ê èõ
÷èñëó îòíîñÿòñÿ:

• çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ â ðàçëè÷íûõ
îïîðíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò (èíåðöèàëüíîé, ãåîãðàôè÷åñêîé, ïðèáîðíîé),
òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ â èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè;

• çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíòåãðèðóþùèõ èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ
ñ öåëüþ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìíîãîøàãîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ;

• çàäà÷à ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ
è òðàåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ äâóõ ÁÈÍÑ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì îáúåêòå-
íîñèòåëå;

• çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ è òðàåêòîðíûõ
ïàðàìåòðîâ îáúåêòà â îáëàñòÿõ âûñîêèõ øèðîò.

2. Çàäà÷à òåñòèðîâàíèÿ ìîäåëåé óðàâíåíèé îøèáîê èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèè äëÿ
àíàëèçà âîçìîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

3. Çàäà÷à èìèòàöèè ïîêàçàíèé èíåðöèàëüíûõ äàò÷èêîâ ïðè êàëèáðîâêå. Ðàçðàáî-
òàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ôàêòîðû:
óãëîâûå îøèáêè ðàñïîëîæåíèÿ ÁÈÍÑ îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ñòåíäà è
âíóòðåííåå ðàçíåñåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ÷óâñòâèòåëüíûõ ìàññ íüþòî-
íîìåòðîâ. Óêàçàííàÿ çàäà÷à âîñòðåáîâàíà êàê äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ
êàëèáðîâêè, òàê è äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïëàíà êàëèáðîâî÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4. Çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ
îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè îáúåêòà ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè íà ýòàïå íà÷àëüíîé
âûñòàâêè ÁÈÍÑ.

5. Çàäà÷è ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé àïïàðàòíûõ ñïóòíèêîâûõ
èìèòàòîðîâ:
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• çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ ñ âû-
ñîêîé òî÷íîñòüþ íà áàçå ïîçèöèîííîé èíôîðìàöèè öåíòðà IGS;

• çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ èîíîñôåðíîé ïîãðåøíîñòè ñïóòíèêîâûõ ñèãíàëîâ
íà îñíîâå äàííûõ åâðîïåéñêîãî öåíòðà CODE è äâóõ÷àñòîòíûõ ôàçîâûõ
èçìåðåíèé.

Áûëî îñóùåñòâëåíî òùàòåëüíîå òåñòèðîâàíèå âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷, â
òîì ÷èñëå ñ ïðèâëå÷åíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû äîâåäåíû äî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.
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