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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая диссертация относится к аналитической теории чисел. Одним

из объектов её исследования является распределение значений сумм ариф-

метических функций. Значения некоторых из них будут распределены по

различным вероятностным законам (нормальному, показательному и др.).

Данные исследования были начаты в 1952 году Г. Давенпортом и П. Эрде-

шем [84], которые доказали, что значения «коротких» сумм символов Лежан-

дра распределены по нормальному закону. Ю. В. Линник и И́. П. Кубилюс

[54]-[56] продолжили исследования в этом направлении.

В. Н. Чубариковым [28],[38],[40] в конце 90-х годов были поставлены зада-

чи о распределении значений классических тригонометрических сумм, таких

как коротких сумм Гаусса, аналогов сумм Клостермана, сумм характеров

Дирихле по простым числам, сумм коротких рациональных тригонометри-

ческих сумм с показательной функцией в экспоненте по «сдвигам» интер-

валов суммирования. В решении этих задач приняли участие Э. К. Жимбо,

Р. Н. Бояринов, И. С. Нгонго и др. К этому же направлению исследований

относится настоящая диссертация.

Глава 1 настоящей диссертации посвящена асимптотическим формулам

четных и дробных моментов арифметических сумм.

В §1 рассматриваются аналоги сумм Клостермана. Пусть p — простое чис-

ло, x — натуральное число. Рассмотрим сумму

Sp(x) =
∑
q6h

e2πixq
∗/p,

где h = ln p, а суммирование ведется по простым числам q, и q∗ определяется
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из сравнения

qq∗ ≡ 1(mod p).

Для того, чтобы в дальнейшем провести теоретико-вероятностную аналогию,

положим z = π(h) и

ξp(x) =

∣∣∣∣Sp(x)√
z

∣∣∣∣ .
Э. К. Жимбо и В. Н. Чубариков [38],[40] получили асимптотическую фор-

мулу четных моментов с остатком вида O
(
1
z

)
. В настоящей работе остаточ-

ный член получен с явно выписанными постоянными.

Теорема 1. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
z имеет место асимптотическая формула

Mξ2rp = r!

(
1 + θ

r2

z

)
,

где |θ| 6 1.

На основании теоремы 1 и метода, предложенного Р. Н. Бояриновым [19],

[23], получена формула дробных моментов.

Теорема 2. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
27 ln ln p справедливо равенство

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln ln p;

R3,
1
223

√
ln ln p < a 6 1

27 ln ln p,
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где R1 =
210

a

(
228 ln ln ln p

ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln (
√
ln ln p
2a )

ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln p
227

)
.

Параграф 2 посвящен суммам характеров абелевых групп. Рассмотрим

бесконечную последовательность конечных абелевых групп Gn, таких что

lim
n→∞

sn = ∞, где sn — количество примарных циклических подгрупп в раз-

ложении группы Gn, и величину вида ξn(χ) =

∣∣∣∣∣ 1√
sn

∑ ′

a∈Gn

χ(a)

∣∣∣∣∣ , где штрих у

суммы означает, что суммирование ведется по образующим примарных цик-

лических подгрупп в разложении группыGn, а χ— характер абелевой группы

Gn. Обозначим через Dn порядок группы Gn.

И. С. Нгонго [65] показал, что Mξ2rn = r! + O
(

r2

sn

)
. Автором вычислены

постоянные в данной формуле.

Теорема 4. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6

r 6 √
sn имеет место асимптотическая формула

Mξ2rn = r!

(
1 + θ

r2

sn

)
,

где |θ| 6 1.

На основании теоремы 4 и метода, предложенного Р. Н. Бояриновым [19],

[23], получена формула дробных моментов.

Теорема 5. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое n0, что для любого n > n0 и 0 < a 6 1
26 ln sn справедливо равенство:

ma(n) = Γ(0.5a+ 1) + θRn,
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где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rn =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
222

√
ln sn
2 ;

R3,
1
222

√
ln sn
2 < a 6 1

26 ln sn;

R1 =
210

a

(
227 ln ln sn

ln sn

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(219a2 ln (
√
ln sn
a
√
2 )

ln sn

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln sn
227

)
.

В §3 рассматриваются неполные суммы Гаусса. Пусть p — простое, c —

целое, (c; p) = 1, числа h и x целые в пределах 0 < h < p и 0 6 x < p, а

χ(n) — комплексный характер по модулю p. Пусть

Sh(x) =
x+h∑

n=x+1

χ(n) · e2πicn/p.

Рассмотрим нормированную неотрицательную величину

ξ = ξp(x) =

∣∣∣∣Sh(x)√
h

∣∣∣∣ .
Э. К. Жимбо [39] показал, что Mξ2rp = r! + O

(
1
p

)
+ O

(
hr
√
p

)
+ O

(
1

hm−2

)
,

где m — минимальное натуральное число, такое, что χm = χ0. Автором вы-

числены постоянные в данной формуле.

Теорема 6. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6

r 6
√
h имеет место асимптотическая формула

Mξ2rp = r! + θ

(
r!
r2

h
+
r!2

h
+

2rhr
√
p

)
,

где |θ| 6 1.
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Для h = [ln p] на основании теоремы 6 и метода, предложенного Р. Н. Бо-

яриновым [19], [23], получена формула дробных моментов.

Теорема 7. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
25 ln ln ln p справедливо равенство:

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
222

√
ln ln ln p;

R3,
1
222

√
ln ln ln p < a 6 1

25 ln ln ln p;

R1 =
210

a

(
226 ln ln ln ln p

ln ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(218a2 ln (
√
ln ln ln p

a )
ln ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln ln p
226

)
.

В параграфе 4 изучается аналог дзетовой суммы Sh(x;T ) =
∑
p6h

e2πixT ln p.

Рассмотрим нормированную случайную величину ξ(x) =
∣∣∣Sh(x;T )√

z

∣∣∣ , где p —

простое, z = π(h) — число простых чисел, не превосходящих h = h(T ),

lim
T→+∞

h = +∞ и lim
T→+∞

lnh
lnT = 0.

Р. Н. Бояринов [13] показал, что Mξ2r = r! + 7θ r!r
2

z + θh
3r

T . В настоящей

работе получены несколько улучшенные остатки.

Теорема 8. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
z имеет место асимптотическая формула

Mξ2r = r! + θ ·
(
r!r2

z
+

hr

Tzr

)
,
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где |θ| 6 1.

Для h = lnT на основании теоремы 8 и метода, предложенного Р. Н. Бо-

яриновым [19], [23], получена формула дробных моментов.

Теорема 9. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое T0, что для любого T > T0 и 0 < a 6 1
27 ln lnT справедливо равенство:

ma(n) = Γ(0.5a+ 1) + θRm,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

RT =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln lnT ;

R3,
1
223

√
ln lnT < a 6 1

27 ln lnT ;

R1 =
210

a

(
228 ln ln lnT

ln lnT

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln
(√

ln lnT
2a

)
ln lnT

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln lnT
227

)
.

В §5 рассматривается короткая показательная рациональная тригономет-

рическая сумма по «сдвигам» интервалов суммирования.

Рассмотрим сумму вида Sp(x;h) =
∑

x6n6x+h

e2πi
agn

p и нормированную слу-

чайную величину ξx =
∣∣∣Sp(x;h)√

h

∣∣∣, где p — простое, (a, p) = 1, g — первообразный

корень по модулю p, а числа x, n, a, h — натуральные, x < p. Также hgh < p

и lim
p→+∞

h(p) = +∞.

И. С. Нгонго [65] показал, что Mξ2rx = r! + O
(
1
h

)
+ O

(
hr

p

)
. В настоящей

работе остатки получены в явном виде.

Теорема 10. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда сущест-
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вует такое p1, что для всех p > p1 и для 1 6 r 6
√
2h
4 имеет место асимп-

тотическая формула

Mξ2rx = r!

(
1 + θ

9 · 4r

h

)
,

где |θ| 6 1.

Для h =
[√

ln p
]
+ 1 на основании теоремы 10 и метода, предложенного

Р. Н. Бояриновым [19], [23], получена формула дробных моментов.

Теорема 12. Пусть ξx — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
27 ln ln p справедливо равенство:

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln ln p;

R3,
1
223

√
ln ln p < a 6 1

27 ln ln p;

R1 =
210

a

(
228 ln ln ln p

ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln (
√
ln ln p
2a )

ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln p
227

)
.

Важной задачей при исследовании арифметических функций является

проблема оценки скорости сходимости к предельному распределению. В [23]

Р. Н. Бояриновым был предложен метод решения этой проблемы с использо-

ванием только асимптотических выражений для четных моментов. В главе

2 настоящей диссертации с помощью метода Р.Н.Бояринова и результатов
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главы 1 получены такие оценки. Кроме того, получены оценки мер больших

значений.

В §1 рассматриваются аналоги сумм Клостермана. Пусть p — простое чис-

ло, x — натуральное число. Рассмотрим сумму

Sp(x) =
∑
q6h

e2πixq
∗/p,

где h = ln p, а суммирование ведется по простым числам q, и q∗ определяется

из сравнения qq∗ ≡ 1(mod p).

Обозначим через µ меру больших значений суммы Sp(x), где µ = ν
p и ν =

#{x : |Sp(x)| > λ
√
z} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках. Доказана следующая теорема.

Теорема 13. Для меры µ больших значений суммы Sp(x) выполняется

неравенство

µ < 6 · e−
λ2

e .

Положим z = π(h) и ξp(x) =
∣∣∣Sp(x)√

z

∣∣∣ . Доказана следующая теорема о ско-

рости сходимости к предельному распределению.

Теорема 14. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξp(x) и |Rp| 6 4600 ln ln ln p√
ln ln p

.

В §2 рассматривается бесконечная последовательность конечных абелевых

групп Gn, таких что lim
n→∞

sn = ∞, где sn — количество примарных цикличе-

ских подгрупп в разложении группы Gn, и величина вида Sn(χ) =
∑ ′

a∈Gn

χ(a),

где штрих у суммы означает, что суммирование ведется по образующим при-

11



марных циклических подгрупп в разложении группы Gn, а χ — характер

абелевой группы Gn. Обозначим через Dn порядок группы Gn.

Пусть µ — мера больших значений суммы Sn(χ). Здесь µ = ν
Dn
, где ν =

#{χ : |Sn(χ)| > λ
√
sn} — количество χ, для которых выполняется неравен-

ство в скобках. Доказаны следующие теоремы.

Теорема 16. Для меры µ больших значений суммы Sn(χ) выполняется не-

равенство

µ < 3 · e−
λ2

e .

Пусть ξn(χ) =

∣∣∣∣∣ 1√
sn

∑ ′

a∈Gn

χ(a)

∣∣∣∣∣ . Доказана следующая теорема о скорости

сходимости к предельному распределению.

Теорема 17. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое n0, что для любого n > n0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rn,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξn(χ) и |Rn| 6 3240 ln ln sm√
ln sm

.

В §3 рассматриваются неполные суммы Гаусса. Пусть p — простое, c —

целое, (c; p) = 1, числа h и x целые в пределах 0 < h < p и 0 6 x < p, а

χ(n) — комплексный характер по модулю p. Пусть

Sh(x) =
x+h∑

n=x+1

χ(n) · e2πicn/p.

Обозначим как µ меру больших значений суммы Sh(x). Здесь µ = ν
p , где ν =

#{x : |Sh(x)| > λ
√
h} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках. Доказана следующая теорема о мере больших значений суммы

Sh(x).
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Теорема 18. При λ > 0 для меры µ больших значений суммы Sh(x) верно

неравенство

µ < 15 · e−
2λ
e .

Рассмотрим нормированную неотрицательную величину ξp(x) =
∣∣∣Sh(x)√

h

∣∣∣ .
Для h = [ln p] доказана теорема о скорости сходимости к предельному рас-

пределению.

Теорема 19. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξp(x) и |Rp| 6 810(ln ln ln p)2√
ln ln p

.

Параграф 4 посвящен аналогу дзетовой суммы Sh(x;T ) =
∑
p6h

e2πixT ln p

и нормированной случайной величине ξ(x) =
∣∣∣Sh(x;T )√

z

∣∣∣, где p — простое,

lim
T→+∞

h = +∞ и lim
T→+∞

lnh
lnT = 0. Оценим меру µ больших значений суммы

Sh(x). Здесь µ = meas{x ∈ (0; 1) : |Sh(x)| > λ
√
z} — мера x, для которых

выполняется неравенство в скобках, где z = π(h) — число простых чисел, не

превосходящих h = h(T ). Доказана следующая теорема.

Теорема 20. Для меры µ больших значений суммы Sh(x) выполняется не-

равенство

µ < 9 · e−
λ2

e .

Для h = [lnT ] доказана теорема о скорости сходимости распределения

значений.

Теорема 21. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется
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такое T0, что для любого T > T0 справедливо равенство:

F (λ) = 1− e−λ2

+RT ,

где F (λ) — функция распределения величины ξ(x) и |RT | 6 4600 ln ln lnT√
ln lnT

.

В §5 изучается короткая показательная рациональная тригонометричес-

кая сумма по «сдвигам» интервалов суммирования Sp(x;h) =
∑

x6n6x+h

e2πi
agn

p и

нормированная случайная величина ξx =
∣∣∣Sp(x;h)√

h

∣∣∣, где p — простое, (a, p) = 1,

g — первообразный корень по модулю p, а числа x, n, a, h — натуральные,

x < p. Также lim
p→+∞

h(p) = +∞ и hgh < p.

Мера µ больших значений суммы Sp(x) определяется как µ = ν
p−1 , где ν =

#{x : |Sp(x)| > λ
√
h} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках. Доказана следующая теорема.

Теорема 22. Для меры µ больших значений суммы Sh(x) выполняется

неравенство

µ < 3 · e−
λ2

2e .

Для h =
[√

ln p
]
+ 1 доказана теорема о скорости сходимости распределе-

ния значений.

Теорема 23. Пусть ξx — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξx и |Rp| 6 6480 ln ln ln p√
ln ln p

.

В 1960 году А. Г. Постников [69] вывел закон распределения значений

очень коротких рациональных тригонометрических сумм с показательной

функцией в экспоненте. М. П. Минеев [59]-[61] и др. доказали новые метричес-
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кие теоремы о тригонометрических суммах с быстрорастущими функциями.

Аналогичные исследования, связанные с поведением частичных сумм лаку-

нарных тригонометрических рядов были проведены Р. Форте [85], М. Кацем

[88] – [89], А. Зигмундом [41], И. А. Ибрагимовым [42], В. Ф. Гапошкиным

[35] -[36], В. Н. Чубариковым [26],[28], Р. Н. Бояриновым [8],[11],[24] и др. В

главе 3 изучается поведение такой суммы на коротких интервалах.

Рассмотрим
1∫

0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e−2πimαdα,

где Fx — лакунарная последовательность, то есть Fx+1

Fx
> β > 1; Fx,m ∈ Z и

существует такое A > 0, что Fx 6 Aβx. Доказаны следующие утверждения.

Теорема 24. Пусть Fx — лакунарная последовательность натуральных

чисел, такая что Fx+1

Fx
> β > 1, Fx 6 Aβx, k — фиксированное натуральное

число, m ∈ Z и m ̸= 0, P — растущее натуральное число, Tm — количество

решений диофантова уравнения

Fx1
+ . . .+ Fxk

= Fy1 + . . .+ Fyk +m

в целых числах 1 6 xi, yj 6 P. Тогда верно неравенство

Tm 6 (γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2
kTP

k−1,

где γ =

[
ln
(

c2
c1

)
lnβ

]
+ 1, c = β

β−1, c1 = 1
2A , c2 = β

κF1
, κ = 1

2

(
1− 1

β

)
и

T =

[
ln( 4β

β−1)
lnβ

]
+ 1.

Далее рассмотрим следующий интеграл

Ja,b =

b∫
a

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα.
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Теорема 25. Пусть Fx — последовательность натуральных чисел, такая

что Fx+1

Fx
> β > 1, k — фиксированное натуральное число, P — растущее

натуральное число. Положим T = max

([
ln( 4β

β−1)
lnβ

]
+ 1, T0

)
, где T0 ∈ N и

1
βT0

< (1− 1/β)2. Тогда при 2k2T 6 P и b− a > lnP
P имеет место равенство

Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP
k−1+

+4θ2
(
(γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2

kTP
k−1
)
lnP + 4θ1c

kk!P k−1 lnP,

где |θ|, |θ1|, |θ2| 6 1, c0 =
2β
β−1, c =

β
β−1 .

Следствие 1. Если b − a > lnP
P 1−ε , где 0 < ε < 1 и 2k2T 6 P, то имеет

место равенство

Ja,b = (b− a)k!P k

(
1 + θ

14ck(γ + 1)kT

P ε

)
,

где |θ| 6 1.

Следствие 2. При b− a > lnP
P имеет место следующее неравенство

Ja,b 6 (b− a)ck0k!P
k (2γ + 4T + 5) .

Положим SP (α) =
∑
x6P

e2πiαFx. Оценим меру µ больших значений суммы

SP (α). Здесь µ = ν
b−a , где ν = meas{α ∈ (a; b) : |SP (α)| > λ

√
P} — мера α,

для которых выполняется неравенство в скобках.

Теорема 26. Для меры µ больших значений суммы SP (α) при b− a > lnP
P

верно неравенство

µ < 3(2γ + 4T + 5) · e−
λ2

c0e ,

где c0 = 2β
β−1 , γ — из теоремы 24 и T — из теоремы 25.

Рассмотрим случайную величину ξ =
∣∣∣SP (α)√

P

∣∣∣.
Теорема 27. Если длина отрезка b− a > lnP

P 1−ε , где 0 < ε < 1, то найдется
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такое P0, что для любого P > P0 справедливо равенство

FP (λ) = 1− e−λ2

+Rp, |RP | 6
1620

√
2η ln lnP√
ε lnP

,

где FP (λ) — функция распределения величины ξ, c— константа из теоремы

25 и η = 3 ln (c(γ + 1)).

В заключение автор выражает глубокую благодарность научному руково-

дителю д.ф.м.н Р. Н. Бояринову за постановку задач и внимание к работе.
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Глава 1

Моменты арифметических сумм

§ 1. О моментах аналогов сумм Клостермана

Пусть p — простое число, x — натуральное число. Рассмотрим сумму

Sp(x;h) =
∑
q6h

e2πixq
∗/p,

где h = ln p, а суммирование ведется по простым числам q, и q∗ определяется

из сравнения

qq∗ ≡ 1(mod p).

Для того чтобы в дальнейшем провести теоретико-вероятностную аналогию,

положим z = π(h) и

ξ = ξp(x) =

∣∣∣∣Sp(x)√
z

∣∣∣∣ .
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть q1, . . . , qr, qr+1, . . . , q2r — простые числа, не превосходящие

h, и h2r−1 < (2r)−1p. Тогда для числа T (h) = Tp(h) решений сравнения

q∗1 + . . .+ q∗r − q∗r+1 − . . .− q∗2r ≡ 0 (mod p) (1.1)
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при h→ ∞ и r 6 √
z имеет место асимптотическая формула

T (h) = r!zr + θr!r2zr−1,

где |θ| 6 1, а при r 6 z верно неравенство

T (h) 6 2rrzr.

Доказательство. При рассуждениях будем следовать доказательству из [38].

Домножив сравнение (1.1) на

Q = q1 . . . qrqr+1 . . . q2r ̸≡ 0(mod p),

получим сравнение

q2 . . . qrqr+1 . . . q2r + . . .+ q1 . . . qr−1qr+1 . . . q2r−

−q1 . . . qrqr+2 . . . q2r . . .− q1 . . . qrqr+1 . . . q2r−1 ≡ 0(mod p).

Поскольку каждое слагаемое в этом сравнении меньше, чем p/(2r), оно будет

уравнением
Q

q1
+ . . .+

Q

qr
− Q

qr+1
− . . .− Q

q2r
= 0. (1.2)

Наборы (qr+1, . . . , q2r), являющиеся перестановкой набора (q1, . . . , qr), бу-

дут решениями последнего уравнения. Обозначим их количество через T1.

Очевидно, что

r!z(z − 1)(z − 2) . . . (z − r + 1) 6 T1(h) 6 r!zr.

Оценим сверху число решений q1, . . . , qr, qr+1, . . . , q2r, для которых набор

(qr+1, . . . , q2r) не является перестановкой набора (q1, . . . , qr). Без ограничения
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общности можно считать, что q1 6 . . . 6 qr и qr+1 6 . . . 6 q2r.

Пусть q — максимальное из чисел qs и qr+s, такое что

q2r = qr, . . . qr+s+1 = qs+1, qr+s ̸= qs.

Тогда уравнение (1.2) можно переписать в виде

Q

q1
+ . . .+

Q

qs
=

Q

qr+1
+ . . .+

Q

qr+s
. (1.3)

Рассмотрим случай q > r.

Без ограничения общности положим q = qs. Пусть также t таково, что

qt+1 = . . . = qs = q и qt ̸= qt+1. Очевидно, что t 6 s− 1, q1 6 q2 6 . . . 6 qt < q

и qr+1 6 qr+2 6 . . . 6 qr+s < q.

Обозначим Q1 =
Q

qs+1...qr·qr+s+1...q2r
. Тогда Q1 = qs−tA, где (A, q) = 1. Равен-

ство (1.3) равносильно следующему уравнению:

Q1

q1
+ . . .+

Q1

qs
=

Q1

qr+1
+ . . .+

Q1

qr+s
,

из которого, если собрать все слагаемые, равные Q1

q , в левой части, а осталь-

ные в правой, следует равенство

(s− t)
Q1

q
= qs−tB, (1.4)

где (B, q) = 1. Из равенства (1.4) получаем следующую цепочку:

(s− t)qs−t−1A = qs−tB ⇒ (s− t) · A = q ·B ⇒ q | (s− t) ⇒ s− t > q.

При этом очевидно, что s − t < r, то есть получили противоречие первона-

чальному предположению.

Рассмотрим теперь случай q 6 r. Очевидно, что уравнение (1.3) имеет не
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более r2s решений, и соответственно уравнение (1.2) имеет не более r2szr−s

решений. Отсюда следуют неравенства

r!z(z − 1)(z − 2) . . . (z − r + 1) 6 T (h) 6 r!zr + r2szr−s.

Для r 6 z можно записать следующее неравенство:

T (h) 6 rrzr + rrzr
(r
z

)s
6 2rrzr.

Пусть теперь r 6 √
z. Тогда верно неравенство r2szr−s = zr−1r2

(
r2

z

)s−1

6

zr−1r2. Обозначим

∏
= z(z − 1)(z − 2) . . . (z − r + 1) = zr

(
1− 1

z

)
. . .

(
1− r − 1

z

)
.

Поделив это равенство на zr и прологарифмировав его, получаем

ln

∏
zr

=
r−1∑
k=1

ln

(
1− k

z

)
.

Так как верно неравенство k 6 r − 1 <
√
z, то 1 − k

z > 1 − 1√
z
, и, считая,

что z > 4, заключаем

k/z

1− k
z

6 k

z −
√
z
6 2k

z
.

Поскольку ln
(
1− k

z

)
> − k/z

1−k
z

, то с учетом полученного выше неравенства

имеем

ln

∏
zr
>

r−1∑
k=1

−2k

z
= −r(r − 1)

z
.

Из последнего неравенства следует

zre−
r(r−1)

z <
∏

.
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А с учетом того, что e−
r(r−1)

z > 1 − r(r−1)
z > 1 − r2

z , получаем следующие

неравенства:

r!zr − r!r2zr−1 6 T (h) 6 r!zr + zr−1r2.

Таким образом, можно записать T (h) = r!zr + θr!r2zr−1, где |θ| 6 1.

Далее предположим, что x принимает значения из интервала 1 6 x 6 p

с одинаковой вероятностью 1/p. Существует такое p1, что при p > p1 верно

неравенство (2r)−1p > (ln p)2r−1 = h2r−1, а значит для такого h выполняются

условия леммы 1.

Докажем теорему о моментах порядка 2r рассматриваемой случайной ве-

личины ξp(x).

Теорема 1. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
z имеет место асимптотическая формула

Mξ2rp = r!

(
1 + θ

r2

z

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство.

Mξ2rp =
1

p

p∑
x=1

ξ2rp (x) =
1

pzr

p∑
x=1

∣∣∣∣∣∣
∑
q6h

e2πixq
∗/p

∣∣∣∣∣∣
2r

.

Обозначим через T (h) = Tp(h) число решений сравнения

q∗1 + . . .+ q∗r − q∗r+1 − . . .− q∗2r ≡ 0(mod p).
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Ясно, что

Mξ2rp =
1

pzr

∑
16q1,...,q2r6h

p∑
x=1

e2πix(q
∗
1+...+q∗r−q∗r+1−...−q∗2r)/p = z−rT (h),

поскольку верно следующее равенство:

1

p

p∑
x=1

e2πixm/p =


1, если m ≡ 0 (mod p);

0, если m ̸≡ 0 (mod p).

Воспользовавшись леммой 1, получим утверждение теоремы.

Пусть ma(p) = 1
p

p∑
x=1

ξap(x) — моменты рассматриваемой случайной вели-

чины. Докажем справедливость следующей теоремы о дробных моментах.

Теорема 2. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
27 ln ln p справедливо равенство

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln ln p;

R3,
1
223

√
ln ln p < a 6 1

27 ln ln p,

где R1 =
210

a

(
228 ln ln ln p

ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln (
√
ln ln p
2a )

ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln p
227

)
.

Доказательство. Согласно теореме 1 для r 6 √
z будем иметь m2r(p) =
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r!+ θ r!r
2

z = r!
(
1 + θ r

2

z

)
, где |θ| 6 1. Тогда при r 6 4

√
z справедливо равенство

m2r(p) = r!
(
1 + θ 1√

z

)
.

Неравенства z = π(h) > h
2 lnh = ln p

2 ln ln p >
√
ln p верны для всех p, начиная

с некоторого p2.

Положим p0 =max(p1, p2). Тогда при p > p0 и при r 6 4
√
z верно следующее

равенство:

m2r(p) = r!

(
1 + θ1

1

(ln p)1/4

)
,

где |θ1| 6 1.

Положим ρ = 1
24 . Поскольку[

1

24
ln (ln p)1/4

]
+ 1 < ln (ln p)1/8 + 1 6 4

√
(ln p)1/2,

то можно применить следующую теорему.

Теорема 3. Пусть существует абсолютная постоянная n0 > 1, такая

что для любого n > n0 и любых целых чисел 1 6 ν 6 [ϱ ln f(n)] + 1, где

0 < ϱ 6 0.1 — некоторая постоянная, справедливо следующее равенство:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f(n)

)
, |θ| 6 1,

где f(·) — вещественнозначная функция и lim
x→+∞

f(x) = +∞, а σ2ν — некото-

рая последовательность положительных чисел, определяемая ниже. Тогда

найдется вещественное число n1 > n0, такое что для любого n > n1 и

любого 0 < a 6 0.5ϱ ln f(n) справедливо равенство

ma(n) = µ(a) + θRn,
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где µ(a) — некоторая функция параметра a, определяемая ниже, |θ| 6 1 и

Rn =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 ϱ
216+2δ

√
ln f(n);

R3,
ϱ

216+2δ

√
ln f(n) < a 6 0.5ϱ ln f(n);

R1 =
211−δ

a

(
222 ln ln f(n)
ϱ ln f(n)

)a+1+δ
2

,

R2 = 27µ(a)

212+2δa2 ln

(√
ln f(n)

a

)
ϱ ln f(n)

a+1+δ
2

,

R3 = 22+δµ(a) exp

(
−ϱ

√
ln f(n)

220+2δ

)
.

µ(a) ≡


20.5aΓ(0.5a+ 0.5)π−0.5, если σ2ν ≡ (2ν)!

2νν! и δ = 0;

Γ(0.5a+ 1), если σ2ν ≡ ν! и δ = 1,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера.

Доказательство см. в [19]

Применив теорему 3 для рассматриваемой величины и для σ2ν ≡ ν!, δ = 1,

f(p) = (ln p)1/4, получаем требуемое утверждение.

§ 2. О моментах сумм характеров абелевых групп

Рассмотрим бесконечную последовательность конечных абелевых групп Gn,

таких что lim
n→∞

sn = ∞, где sn — количество примарных циклических под-

групп в разложении группы Gn, и величину вида ξn(χ) =

∣∣∣∣∣ 1√
sn

∑ ′

a∈Gn

χ(a)

∣∣∣∣∣ ,
где штрих у суммы означает, что суммирование ведется по образующим при-

марных циклических подгрупп в разложении группы Gn, а χ — характер

абелевой группы Gn. Обозначим через Dn порядок группы Gn.
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Теорема 4. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
sn имеет место асимптотическая формула

Mξ2rn = r!

(
1 + θ

r2

sn

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство. Вычислим момент порядка 2r случайной величины ξn(χ)

для каждого r > 1:

Mξ2rn =
1

Dn

∑
χ

ξ2rn (χ) =
1

Dn
· 1

srn

∑
χ

∣∣∣∣∣∑ ′

a∈Gn

χ(a)

∣∣∣∣∣
2r

=

=
1

srn

∑
′

a1,...,ar,b1,...,br∈Gn

1

Dn

∑
χ

χ(a1)χ(b1) . . . χ(ar)χ(br) =

=
1

srn

∑
′

a1,...,ar,b1,...,br∈Gn

1

Dn

∑
χ

χ(a1 . . . ar)χ(b1 . . . br).

Имеет место следующее равенство

1

Dn

∑
χ

χ(t)χ(a) =


1, если t = a;

0, в противном случае.

Тогда

Mξ2rn (χ) =
1

srn

∑
′

a1,...,ar,b1,...,br∈Gn
a1...ar=b1...br

1.

Найдем количество решений уравнения a1 . . . ar = b1 . . . br. В силу одно-

значности разложения на примарные сомножители набор чисел b1, . . . , br яв-

ляется перестановкой a1, . . . , ar. Если a1, . . . , ar — различные числа, то таких

наборов будет ровно sn(sn − 1) . . . (sn − r + 1), а число решений уравнения

будет r!sn(sn − 1) . . . (sn − r + 1).

Если среди чисел a1, . . . , ar есть хотя бы два одинаковых, то число таких
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наборов не превосходит r(r−1)sr−1
n 6 r2sr−1

n . Соответственно, число решений

уравнения a1 . . . ar = b1 . . . br среди таких наборов не превосходит r!r2sr−1
n .

При доказательстве леммы 1 было показано, что при r 6 √
sn

srn

(
1− r2

sn

)
< sn(sn − 1) . . . (sn − r + 1).

Таким образом, при r 6 √
sn верна следующая формула

Mξ2rn (χ) =
1

srn
(r!srn + θr!r2sr−1

n ) = r! + θ
r2r!

sn
,

где |θ| 6 1.

Докажем теорему о дробных моментах рассматриваемой случайной вели-

чины.

Теорема 5. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое n0, что для любого n > n0 и 0 < a 6 1
26 ln sn справедливо равенство:

ma(n) = Γ(0.5a+ 1) + θRn,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rn =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
222

√
ln sn
2 ;

R3,
1
222

√
ln sn
2 < a 6 1

26 ln sn;

R1 =
210

a

(
227 ln ln sn

ln sn

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(219a2 ln (
√
ln sn
a
√
2 )

ln sn

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln sn
227

)
.
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Доказательство. Из теоремы 4 следует, что при r 6 4
√
sn верно равенство

m2r(n) = r!

(
1 + θ

1
√
sn

)
,

где |θ| 6 1.

Положим ρ = 1
24 . Поскольку

[
1
24 ln

√
sn
]
+ 1 < 4

√
sn, то можно воспользо-

ваться теоремой 3 для σ2ν ≡ ν!, δ = 1 и f(n) =
√
sn. Теорема доказана.

§ 3. О моментах неполных сумм Гаусса

Пусть p — простое, c — целое, (c; p) = 1, числа h и x целые в пределах

0 < h < p и 0 6 x < p, а χ(n) — комплексный характер по модулю p. Пусть

Sh(x) =
x+h∑

n=x+1

χ(n) · e2πicn/p.

Рассмотрим нормированную неотрицательную величину

ξp(x) =

∣∣∣∣Sh(x)√
h

∣∣∣∣ .
Теорема 6. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
h имеет место асимптотическая формула

Mξ2rp = r! + θ

(
r!
r2

h
+
r!2

h
+

2rhr
√
p

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство. При рассуждениях будем следовать работе [39].

Предположим, что x принимает значения из интервала 0 6 x < p с одина-

ковой вероятностью 1/p. Тогда момент порядка 2r случайной величины ξp(x)
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будет равен

Mξ2rp =
1

p

p−1∑
x=0

ξ2rp (x) =
1

phr

p−1∑
x=0

|Sh(x)|2r =

=
1

phr

p−1∑
x=0

h∑
n1,...,n2r=1

χ

(
(x+ n1) · . . . · (x+ nr)

(x+ nr+1) · . . . · (x+ n2r)

)
·e2πic(n1+...+nr−nr+1−...−n2r)/p =

=
1

phr

h∑
n1,...,n2r=1

e2πic(n1+...−n2r)/p ·
p−1∑
x=0

χ

(
(x+ n1) · . . . · (x+ nr)

(x+ nr+1) · . . . · (x+ n2r)

)
=

=
1

phr
(J1 + J2 + J3) ,

где в сумму Js, s = 1, 2, 3 входят наборы (n1, . . . , n2r) из класса Ks. Класс

K1 состоит только из тех наборов, для которых (nr+1, . . . , n2r) есть переста-

новка набора (n1, . . . , nr). В класс K2 входят только те наборы, для которых

рациональная функция, стоящая под знаком характера, является m-ой сте-

пенью, где m — минимальное натуральное число, такое что χm = χ0 (так как

χ — комплексный характер, то m > 3). Кроме того, набор из K2 не входит в

K1, то есть (nr+1, . . . , n2r) не является перестановкой набора (n1, . . . , nr). Все

оставшиеся наборы отнесем к классу K3.

Рассмотрим каждое слагаемое отдельно.

1

phr
J1 =

1

phr

∑
(n1,...,n2r)∈K1

p =
1

hr

∑
(n1,...,n2r)∈K1

1 =
1

hr
T1,

где T1 — количество наборов в классе K1. Очевидно, что

r!h(h− 1)(h− 2) . . . (h− r + 1) 6 T1 6 r!hr.

При доказательстве леммы 1 было показано, что при r 6
√
h

hr
(
1− r2

h

)
< h(h− 1)(h− 2) . . . (h− r + 1).
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Таким образом, верны следующие неравенства:

r!

(
1− r2

h

)
6 1

phr
J1 6 r! < r!

(
1 +

r2

h

)
,

или 1
phrJ1 = r! + θ · r!r2h , где |θ| 6 1.

Оценим J2. Пусть f(x) = (x+ n1) · . . . (x+ nr) и g(x) = (x+ nr+1) · . . . (x+

n2r). В силу того, что (n1, . . . , n2r) ∈ K2, получаем что f(x) = d(x)fm0 (x),

g(x) = d(x)gm0 (x), где d(x) — многочлен, делители которого являются много-

членами степени меньшей, чем m. Степени многочленов f и g можно пред-

ставить в виде r = d + mt0, где d — степень многочлена d(x), t0 — степень

многочленов f0 и g0. Тогда количество наборов в классе K2 не превосходит

r!2hdh2t0 = r!2hr−(m−2)t0.

Следовательно,

1

phr
J2 =

1

hr

∑
(n1,...,n2r)∈K2

e2πia(n1+...−n2r)/p 6 1

hr
r!2hr−(m−2)t0 6 r!2

h
.

Пусть теперь (n1, . . . , n2r) ∈ K3. В силу оценки А.Вейля∣∣∣∣∣
p−1∑
x=0

χ

(
(x+ n1) · . . . · (x+ nr)

(x+ nr+1) · . . . · (x+ n2r)

)∣∣∣∣∣ 6 2r
√
p.

Отсюда имеем
1

phr
J3 6

1

phr
2h2rr

√
p = 2rhr · p−

1
2 .

Таким образом, при r 6
√
h верно, что

Mξ2rp = r! + θ

(
r!
r2

h
+
r!2

h
+

2rhr
√
p

)
.
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Далее будем считать h = [ln p]. Докажем справедливость следующей тео-

ремы о дробных моментах.

Теорема 7. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
25 ln ln ln p справедливо равенство:

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
222

√
ln ln ln p;

R3,
1
222

√
ln ln ln p < a 6 1

25 ln ln ln p;

R1 =
210

a

(
226 ln ln ln ln p

ln ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(218a2 ln (
√
ln ln ln p

a )
ln ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln ln p
226

)
.

Доказательство. Неравенство r2

h 6 2r!
h верно для всех r. Также существует

такое p1, что для любого p > p1 при r 6
√
ln p выполняется 2rhr

√
p 6 r!2

h .

Таким образом, с учетом теоремы 6 можно записать, что m2r(p) =

r!
(
1 + θ 4r!h

)
для всех p > p1.

Пусть r 6 ln ln ln p. Тогда ln r 6 ln ln ln ln p. Следовательно, r ln r 6

ln ln ln ln p · ln ln ln p. То есть

r! < rr < eln ln ln p·ln ln ln ln p = (ln ln p)ln ln ln ln p.

Существует такое p2, что неравенство (ln ln p)ln ln ln ln p 6 ln p−1
4 ln ln p выполняется

для всех p > p2.

31



Таким образом, для p > p0 = max(p1; p2) и при r 6 ln ln ln p верно равен-

ство:

m2r(p) = r!

(
1 + θ

1

ln ln p

)
,

где |θ| 6 1.

Положим ρ = 1
24 . Поскольку[

1

24
ln ln ln p

]
+ 1 < ln ln ln p,

то можно применить теорему 3. В данном случае σ2ν ≡ ν!, δ = 1 и f(p) =

ln ln p, откуда получаем требуемое утверждение.

§ 4. О моментах аналога дзетовой суммы

Рассмотрим аналог дзетовой функции Sh(x;T ) =
∑
p6h

e2πixT ln p и нормирован-

ную случайную величину ξ(x) =
∣∣∣Sh(x;T )√

z

∣∣∣, где p — простое, z = π(h) — число

простых чисел, не превосходящих h = h(T ), lim
T→+∞

h = +∞ и lim
T→+∞

lnh
lnT = 0.

Теорема 8. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда для 1 6 r 6
√
z имеет место асимптотическая формула

Mξ2r = r! + θ ·
(
r!r2

z
+

hr

Tzr

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство. Вычислим моменты порядка 2r случайной величины ξ(x)

для каждого r > 1. При этом будем следовать доказательству [13].

Mξ2r(x) =

1∫
0

ξ2r(x)dx =
1

zr

∑
p1,...,pr,q1,...,qr6h

1∫
0

e
2πixT ln

(
p1·...pr
q1·...qr

)
dx =
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=
1

zr
A(r, h) +

1

zr
B(r, h),

где A(r, h) =
∑

p1·...·pr=q1·...·qr
p1,...,pr,q1,...,qr6h

1 и B(r, h) =
∑

p1·...·pr ̸=q1·...·qr
p1,...,pr,q1,...,qr6h

1∫
0

e
2πixT ln

(
p1·...·pr
q1·...·qr

)
dx.

Оценим B(r, h). Очевидно, что∣∣∣∣∣∣
1∫

0

e
2πixT ln

(
p1·...·pr
q1·...·qr

)
dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣e

2πiT ln
(

p1·...·pr
q1·...·qr

)
− 1

2πiT ln
(
p1·...·pr
q1·...·qr

)
∣∣∣∣∣∣ 6 2

2πT
∣∣∣ln(p1·...·pr

q1·...·qr

)∣∣∣ .
Используя неравенство

∣∣ln a
b

∣∣ > min
(
1
a ,

1
b

)
при a ̸= b, получим

∣∣∣ln(p1·...·pr
q1·...·qr

)∣∣∣ >
1
hr при p1 · . . . · pr ̸= q1 · . . . · qr. Отсюда |B(r, h)| 6 hr

T .

При доказательстве теоремы 4 было показано, что у уравнения p1 ·. . .·pr =

q1 · . . . · qr при p1, . . . , pr, q1, . . . , qr 6 h и r 6 √
z есть r!zr + θr!r2zr−1 решений.

Таким образом, A(r, h) = r!zr + θr!r2zr−1 при r 6 √
z и

Mξ2r(x) = r! + θ ·
(
r!r2

z
+

hr

Tzr

)
,

где |θ| 6 1.

Положим h = lnT и докажем теорему о дробных моментах рассматрива-

емой случайной величины.

Теорема 9. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое T0, что для любого T > T0 и 0 < a 6 1
27 ln lnT справедливо равенство:

ma(n) = Γ(0.5a+ 1) + θRm,
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где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

RT =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln lnT ;

R3,
1
223

√
ln lnT < a 6 1

27 ln lnT ;

R1 =
210

a

(
228 ln ln lnT

ln lnT

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln
(√

ln lnT
2a

)
ln lnT

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln lnT
227

)
.

Доказательство. Существует такое T1, что для всех T > T1, с учетом теоре-

мы 8 можно записать Mξ2r(x) = r! + θ · 2r!r2

z .

Неравенства z = π(h) > h
2 lnh > 2

√
h верны для всех T , начиная с некото-

рого T2.

Положим T0 =max(T1, T2). Тогда при T > T0 и при r 6 8
√
h = 8

√
lnT верно

следующее равенство:

Mξ2r(x) = r!

(
1 + θ

1

(lnT )1/4

)
,

где |θ| 6 1.

Положим ρ = 1
24 . Поскольку[

1

24
ln (

4
√
lnT )

]
+ 1 <

8
√
lnT ,

то можно применить теорему 3. В нашем случае σ2ν ≡ ν!, δ = 1 и

f(T ) = 4
√
lnT , откуда получаем требуемое утверждение.
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§ 5. О моментах короткой показательной рациональной

тригонометрической суммы по «сдвигам» интервалов

суммирования

Рассмотрим сумму вида Sp(x;h) =
∑

x6n6x+h

e2πi
agn

p и нормированную случай-

ную величину ξx =
∣∣∣Sp(x;h)√

h

∣∣∣, где p — простое, (a, p) = 1, g — первообраз-

ный корень по модулю p, а числа x, n, a, h — натуральные, x < p. Также

lim
p→+∞

h(p) = +∞ и hgh < p.

Теорема 10. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда существу-

ет такое p1, что для всех p > p1 и для 1 6 r 6
√
2h
4 имеет место асимпто-

тическая формула

Mξ2rx = r!

(
1 + θ

9 · 4r

h

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство. Вычислим моменты порядка 2r случайной величины ξx

для каждого r > 1. При этом будем следовать доказательству из [65].

Mξ2rx =
1

p− 1

∑
16x6p−1

ξ2rx =
1

p− 1

∑
16x6p−1

∣∣∣∣∣ 1√
h

∑
16m6h

e2πi
agx+m

p

∣∣∣∣∣
2r

=

=
1

hr
· 1

p− 1

h∑
m1,...,m2r=1

p−1∑
x=1

e2πi
agx

p (gm1+...+gmr−gmr+1−...−gm2r ).

Поскольку x пробегает приведенную систему вычетов по модулю p, а g —

первообразный корень, то agx тоже пробегает приведенную систему вычетов

по модулю p.
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Имеет место следующее равенство:

p−1∑
b=1

e2πi
bσ
p =


p− 1, если σ ≡ 0 (mod p);

−1 в противном случае.

Поэтому

Mξ2rx =
1

hr
A1 −

1

hr
1

p− 1
A2,

где A1 — количество решений сравнения

gm1 + . . .+ gmr ≡ gmr+1 + . . .+ gm2r (mod p),

а A2 = h2r − A1.

Поскольку hgh < p, вместо сравнения

gm1 + . . .+ gmr ≡ gmr+1 + . . .+ gm2r (mod p)

при r 6 h можно рассмотреть равенство

gm1 + . . .+ gmr = gmr+1 + . . .+ gm2r .

Воспользуемся следующей теоремой.

Теорема 11. Пусть Fx — последовательность натуральных чисел, такая

что Fx+1

Fx
> β > 1, k — фиксированное натуральное число, P — растущее на-

туральное число, T — натуральное число, для которого верно неравенство
1
βT < (1− 1/β)2 , Ak(P ) — количество решений диофантова уравнения

Fx1
+ . . .+ Fxk

= Fy1 + . . .+ Fyk
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в целых числах 1 6 xi, yj 6 P. Тогда при 2k2T 6 P

Ak(P ) = k!P k + θ2ck0k!TP
k−1,

где |θ| 6 1, c0 =
2β
β−1.

Доказательство теоремы см. в [10] (стр. 19).

В нашем случае Fx = gx, соответственно, β = g > 2, P = h, k = r. Все

условия теоремы 11 выполняются, а значит при 2r2T 6 h и 1
gT < (1− 1/g)2

имеем

A1 = r!hr + θ2cr0Tr!h
r−1,

где |θ| 6 1, c0 =
2g
g−1 .

Тогда A2 = h2r − r!hr − θ2cr0Tr!h
r−1 и

Mξ2rx = r! + θ2cr0Tr!
1

h
− 1

hr
1

p− 1
·
(
h2r − r!hr − θ2cr0Tr!h

r−1
)
=

= r! + θ2cr0Tr!
1

h
− hr

p− 1
+

r!

p− 1
+ θ2cr0Tr!

1

(p− 1)h
.

Положим T = 4. Поскольку g > 2, то c0 6 4 и, таким образом, для r 6
√
2h
4

Mξ2rx = r! + 8θ4rr!
1

h
− hr

p− 1
+

r!

p− 1
+ 8θ4rr!

1

(p− 1)h
.

Тогда существует такое p1, что для всех p > p1 и r 6
√
2h
4 можно записать

Mξ2rx = r!

(
1 + θ

9 · 4r

h

)
.

Для дальнейших рассуждений положим h =
[√

ln p
]
+ 1.

Верна следующая теорема о дробных моментах рассматриваемой случай-

ной величины.
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Теорема 12. Пусть ξx — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 и 0 < a 6 1
27 ln ln p справедливо равенство:

ma(p) = Γ(0.5a+ 1) + θRp,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера, |θ| 6 1 и

Rp =


R1, 0 < a < 30;

R2, 30 6 a 6 1
223

√
ln ln p;

R3,
1
223

√
ln ln p < a 6 1

27 ln ln p;

R1 =
210

a

(
228 ln ln ln p

ln ln p

)a+2
2

,

R2 = 27 · Γ
(
a
2 + 1

)(220a2 ln (
√
ln ln p
2a )

ln ln p

)a+2
2

,

R3 = 23 · Γ
(
a
2 + 1

)
exp

(
−

√
ln ln p
227

)
.

Доказательство. Для r 6 lnh
4 верны неравенства

4r 6 e
lnh
4 ln 4 = e

lnh
2

ln 4
2 = (

√
h)

ln 4
2 6

√
h

9
.

Существует такое p2, что для всех p > p2 верно неравенство lnh
4 <

√
2h
4 . Таким

образом, с учетом теоремы 10 при p > p0, где p0 = max(p1, p2), и при r 6
ln ln p

8 6 lnh
4 имеет место выражение

m2r(p) = r!

(
1 + θ

1
4
√
ln p

)
,

где |θ| 6 1.

Положим ρ = 1
24 . Поскольку[

1

24
ln ( 4
√

ln p)

]
+ 1 <

ln ln p

8
,
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то можно применить теорему 3.

В нашем случае σ2ν ≡ ν!, δ = 1 и f(p) = 4
√
ln p, откуда получаем требуемое

утверждение.
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Глава 2

О распределении значений

арифметических сумм

§ 1. О распределении значений аналогов сумм

Клостермана

Пусть p — простое число, x — натуральное число. Рассмотрим сумму

Sp(x;h) =
∑
q6h

e2πixq
∗/p,

где h = ln p, а суммирование ведется по простым числам q, и q∗ определяется

из сравнения

qq∗ ≡ 1(mod p).

Оценим меру µ больших значений суммы Sp(x). Здесь µ = ν
p , где ν =

#{x : |Sp(x)| > λ
√
z} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках.

Теорема 13. Для меры µ больших значений суммы Sp(x) выполняется

неравенство

µ < 6 · e−
λ2

e .
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Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
z имеем ν = 0. Поэтому можно

считать, что λ 6 √
z. Рассмотрим λ > √

e. Тогда

ν

p
λ2rzr =

ν

p
(λ
√
z)2r 6 1

p

p∑
x=1

|Sp(x)|2r = T (h).

В лемме 1 было показано, что T (h) 6 2rrzr при r 6 z, откуда следует, что

µ 6 2
(

r
λ2

)r
.

Для r =
[
λ2

e

]
верны неравенства λ2

e − 1 < r 6 λ2

e 6 z
e . С учетом данных

неравенств получаем:

µ 6 2 · e−r < 2 · e · e−
λ2

e < 6 · e−
λ2

e .

Если λ <
√
e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. Так как при

таких λ оценка 1 6 e−
λ2

e верна, то теорема доказана.

Положим z = π(h) и

ξ = ξp(x) =

∣∣∣∣Sp(x)√
z

∣∣∣∣ .
Справедлива следующая теорема о скорости сходимости распределения

значений рассматриваемой случайной величины.

Теорема 14. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξp(x) и |Rp| 6 4600 ln ln ln p√
ln ln p

.

Доказательство. Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве

теоремы 2, получим, что существует такое p0, что при p > p0 и при r 6
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4
√
(ln p)1/2 верно равенство

m2r(p) = r!

(
1 + θ

1

(ln p)1/4

)
,

где |θ| 6 1.

Верны следующие утверждения.

Теорема 15. Пусть существует абсолютная постоянная n0 > 1, такая

что для любого n > n0 существует натуральное число N = N(n) > 3,

такое что для любых целых чисел 1 6 ν 6 N справедливо равенство

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f(n)

)
, |θ| 6 1,

где f(·)— вещественнозначная функция и lim
x→+∞

f(x) = +∞, а σ2ν— некото-

рая последовательность положительных чисел. Тогда найдется веществен-

ное число n1 > n0, такое что для любого n > n1 и любого a > 0 справедливо

равенство

Fn(a) = F (a) +Rn,

где

|Rn| 6 6

(
134(lnN + 1)√

N
+

1

2N
+

3N

f(n)

)
,

F (a) ≡


1− e−a2, если σ2ν ≡ ν!;

2√
2π

a∫
0

e−t2/2dt, если σ2ν ≡ (2ν)!
2νν! .

Следствие 1. Если N = [κ ln f(n)] + 1, где 0 < κ 6 1
ln 6 — некоторая

постоянная, то

|Rn| 6
1620 ln ln f(n)√

κ ln f(n)
.

Доказательства см. в [18].

Положим κ = 1
2 и N =

[
1
8 ln ln p

]
+ 1. Тогда N 6 ln (ln p)1/8 + 1 6
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4
√
(ln p)1/2 6 4

√
z, а значит, при p > p0 для 1 6 r 6 N верно, что

m2r(p) = r!

(
1 + θ1

1

(ln p)1/4

)
.

Следовательно можно применить следствие 1 из теоремы 15, то есть

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где |Rp| 6 1620 ln ln ((ln p)1/4)√
1/2 ln ((ln p)1/4)

=
3240

√
2 ln( 1

4 ln ln p)√
ln ln p

6 4600 ln ln ln p√
ln ln p

.

§ 2. О распределении значений сумм характеров абеле-

вых групп

Рассмотрим бесконечную последовательность конечных абелевых групп Gn,

таких что lim
n→∞

sn = ∞, где sn — количество примарных циклических под-

групп в разложении группы Gn, и величину вида ξn(χ) =

∣∣∣∣∣ 1√
sn

∑ ′

a∈Gn

χ(a)

∣∣∣∣∣ ,
где штрих у суммы означает, что суммирование ведется по образующим при-

марных циклических подгрупп в разложении группы Gn, а χ — характер

абелевой группы Gn. Обозначим через Dn порядок группы Gn.

Оценим меру µ больших значений суммы Sn(χ) =
∑ ′

a∈Gn

χ(a). Здесь µ = ν
Dn
,

где ν = #{χ : |Sn(χ)| > λ
√
sn} — количество χ, для которых выполняется

неравенство в скобках.

Теорема 16. Для меры µ больших значений суммы Sn(χ) выполняется не-

равенство

µ < 3 · e−
λ2

e .

Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
sn будет верно, что ν = 0. Поэто-

43



му можно считать, что λ 6 √
sn. Рассмотрим λ > √

e. Тогда

ν

Dn
λ2rsrn =

ν

Dn
(λ
√
sn)

2r 6 1

Dn

∑
χ

|Sn(χ)|2r.

Пусть r 6 sn. Верна тривиальная оценка Mξ2rn (χ) 6 r!. Воспользовавшись

ею, получим
ν

Dn
λ2rsrn 6 r!srn 6 rrsrn,

откуда следует, что µ 6
(

r
λ2

)r
.

Для r =
[
λ2

e

]
верны неравенства λ2

e − 1 < r 6 λ2

e 6 sn
e .

С учетом данных неравенств получаем

µ 6 e−r < e · e−
λ2

e < 3 · e−
λ2

e .

Если λ <
√
e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. Так как при

таких λ оценка 1 6 3e−
λ2

e верна, то теорема доказана.

Докажем теорему о скорости сходимости распределения значений рассмат-

риваемой случайной величины.

Теорема 17. Пусть ξn(χ) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое n0, что для любого n > n0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rn,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξn(χ) и |Rn| 6 3240 ln ln sn√
ln sn

.

Доказательство. В теореме 4 было доказано, что для 1 6 r 6 √
sn имеет

место формула

Mξ2rn (χ) = r!

(
1 + θ

r2

sn

)
,
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где |θ| 6 1. Таким образом, при r 6 4
√
sn верно, что

Mξ2rn (χ) = r!

(
1 + θ

1
√
sn

)
,

где |θ| 6 1.

ПоложимN =
[
1
2 ln

√
sn
]
+1. Очевидно, чтоN 6 4

√
sn. Применив следствие

1 теоремы 15, получим утверждение теоремы.

§ 3. О распределении значений неполных сумм Гаусса

Пусть p — простое, c — целое, (c; p) = 1, числа h и x целые в пределах

0 < h < p и 0 6 x < p, а χ(n) — комплексный характер по модулю p. Пусть

Sh(x) =
x+h∑

n=x+1

χ(n) · e2πicn/p.

Оценим меру µ больших значений суммы Sh(x). Здесь µ = ν
p , где ν =

#{x : |Sh(x)| > λ
√
h} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках.

Теорема 18. При λ > 0 для меры µ больших значений суммы Sh(x) верно

неравенство

µ < 15 · e−
2λ
e .

Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
h верно, что ν = 0. Поэтому

можно считать, что λ 6
√
h. Рассмотрим λ > e. Тогда

ν

p
λ2rhr =

ν

p
(λ
√
h)2r 6 1

p

p−1∑
x=0

|Sh(x)|2r = hrMξ2rp .
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С учетом оценок, полученных в теореме 6,

Mξ2rp 6 r! +
r!2

h
+

2rhr
√
p

6 2r!2 < 2r2r

для всех p начиная с некоторого p0.

Получаем, что µ 6 2
(
r
λ

)2r
.

Для r =
[
λ
e

]
верны неравенства λ

e − 1 < r 6 λ
e <

√
h. С учетом данных

неравенств получаем:

µ 6 2e−2r < 2e2 · e−
2λ
e < 15 · e−

2λ
e .

Если 0 < λ < e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. При таких

λ верно, что 1 6 15
e2 6 15e−

2λ
e .

Рассмотрим нормированную неотрицательную величину

ξ = ξp(x) =

∣∣∣∣Sh(x)√
h

∣∣∣∣ .
Положим h = [ln p]. Справедлива следующая теорема о скорости сходи-

мости распределения значений рассматриваемой случайной величины.

Теорема 19. Пусть ξp(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξp(x) и |Rp| 6 810(ln ln ln p)2√
ln ln p

.

Доказательство. В ходе доказательства теоремы 7 было показано, что при

r 6
√
ln p для всех p, начиная с некоторого p1, имеет место равенство Mξ2rp =

r!
(
1 + θ 4r!h

)
.

46



Пусть r 6 2 ln ln p
(ln ln ln p)2 . Тогда ln r 6 ln ln ln p. Следовательно, r ln r 6 2 ln ln p

ln ln ln p .

Существует такое p2, что для любого p > p2 верно

r! < rr < e
2 ln ln p
ln ln ln p < (ln p)

1
3

Таким образом, для p > max(p1, p2) и при r 6 2 ln ln p
(ln ln ln p)2 верно равенство:

m2r(p) = r!

(
1 + θ

1√
ln p

)
,

где |θ| 6 1.

Положим N =
[

ln ln p
(ln ln ln p)2

]
+ 1. Так как ln ln p

(ln ln ln p)2 < N < 2 ln ln p
(ln ln ln p)2 и для

данного N выполнены условия теоремы 15, то

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где |Rp| 6 6

(
134
(
ln
(

2 ln ln p

(ln ln ln p)2

)
+1
)

√
ln ln p

(ln ln ln p)2

+ 1

2
ln ln p

(ln ln ln p)2

+ 3
2 ln ln p

(ln ln ln p)2√
ln p

)
.

Существует p3, такое что для всех p > p3 верна цепочка

3
2 ln ln p

(ln ln ln p)2

√
ln p

=
ln p

2 ln 3
(ln ln ln p)2

√
ln p

6 (ln p)
1
4

√
ln p

=
1

(ln p)
1
4

.

Также существует p4, такое что для всех p > p4 верна цепочка

2
ln ln p

(ln ln ln p)2 = (ln p)
ln 2

(ln ln ln p)2 > ln ln p.

С учетом того, что

134
(
ln
(

2 ln ln p
(ln ln ln p)2

)
+ 1
)

√
ln ln p

(ln ln ln p)2

6 135(ln ln ln p)2√
ln ln p

,
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для всех p > p0 = max(p1, p2, p3, p4) получаем

|Rp| 6 810
(ln ln ln p)2√

ln ln p
.

§ 4. О распределении значений аналога дзетовой суммы

Рассмотрим аналог дзетовой функции Sh(x;T ) =
∑
p6h

e2πixT ln p и нормирован-

ную случайную величину ξ(x) =
∣∣∣Sh(x;T )√

z

∣∣∣ , где p — простое, z = π(h) — число

простых чисел, не превосходящих h = h(T ), lim
T→+∞

h = +∞ и lim
T→+∞

lnh
lnT = 0.

Оценим меру µ больших значений суммы Sh(x). В данному случае µ =

meas{x ∈ (0; 1) : |Sh(x)| > λ
√
z} — мера x, для которых выполняется нера-

венство в скобках.

Теорема 20. Для меры µ больших значений суммы Sh(x) выполняется не-

равенство

µ < 9 · e−
λ2

e .

Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
z будет верно, что µ = 0. Поэтому

можно считать, что λ 6 √
z. Рассмотрим λ > √

e. Тогда

µ(λ
√
z)2r 6

1∫
0

|Sh(x)|2r = zrMξ(x)2r = A(r, h) +B(r, h),

где A(r, h) и B(r, h) были определены в теореме 8. Там же было показано,

что |B(r, h)| 6 hr

T .

Далее, при доказательстве теоремы 4 было показано, что у уравнения

p1 · . . . · pr = q1 · . . . · qr при p1, . . . , pr, q1, . . . , qr 6 h и при r 6 z не более

чем r!zr + r!r2zr−1 решений. То есть A(r, h) 6 r!zr + r!r2zr−1 и, соответствен-

48



но,

µλ2rzr 6 r!zr + r!r2zr−1 +
hr

T
6 3rrzr,

начиная с некоторого T0. Откуда следует, что µ 6 3
(

r
λ2

)r
.

Для r =
[
λ2

e

]
верны неравенства λ2

e − 1 < r 6 λ2

e 6 h
e .

С учетом данных неравенств получаем:

µ 6 3 · e−r < 3 · e · e−
λ2

e < 9 · e−
λ2

e .

Если λ <
√
e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. Так как при

таких λ оценка 1 6 9 · e−λ2

e верна, то теорема доказана.

Пусть h = lnT . Докажем теорему о скорости сходимости распределения

значений случайной величины ξ(x).

Теорема 21. Пусть ξ(x) — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое T0, что для любого T > T0 справедливо равенство:

F (λ) = 1− e−λ2

+RT ,

где F (λ) — функция распределения величины ξ(x) и |RT | 6 4600 ln ln lnT√
ln lnT

.

Доказательство. При доказательстве теоремы 9 было показано, что сущест-

вует такое T0, что при T > T0 и r 6 8
√
lnT верно, что

Mξ2r = r!

(
1 + θ

1
4
√
lnT

)
.

Пусть N =
[
1
2 ln(

4
√
lnT )

]
+ 1. Поскольку

[
ln( 8

√
lnT )

]
+ 1 < 8

√
lnT , то мож-

но воспользоваться следствием 1 теоремы 15, из которого следует требуемое

утверждение.
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§ 5. О распределении значений короткой показательной

рациональной тригонометрической суммы по «сдвигам»

интервалов суммирования

Рассмотрим сумму вида Sp(x;h) =
∑

x6n6x+h

e2πi
agn

p и нормированную случай-

ную величину ξx =
∣∣∣Sp(x;h)√

h

∣∣∣, где p — простое, (a, p) = 1, g — первообраз-

ный корень по модулю p, а числа x, n, a, h — натуральные, x < p. Также

lim
p→+∞

h(p) = +∞ и hgh < p.

Оценим меру µ больших значений суммы Sp(x). Здесь µ = ν
p−1 , где ν =

#{x : |Sp(x)| > λ
√
h} — количество x, для которых выполняется неравенство

в скобках.

Теорема 22. Для меры µ больших значений суммы Sh(x) выполняется не-

равенство

µ < 3 · e−
λ2

2e .

Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
h будет верно, что ν = 0. Поэтому

можно считать, что λ 6
√
h. Рассмотрим λ >

√
2e. Тогда

ν

p− 1
λ2rhr =

ν

p− 1
(λ
√
h)2r 6 1

p− 1

p−1∑
x=1

|Sh(x)|2r = hrMξ2rp .

В ходе доказательства теоремы 10 было получено, что

Mξ2rp =
1

hr
A1 −

1

hr
1

p− 1
A2,

то есть Mξ2rp 6 1
hrA1, где A1 — количество решений уравнения

gm1 + . . .+ gmr = gmr+1 + . . .+ gm2r .

Из следствия 1 леммы 1 ([10], стр. 17) получаем, что A1 не превосходит crr!hr,
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где c = g
g−1 . Так как g > 2, то c 6 2 и верна оценка

Mξ2rp 6 1

hr
A1 6 2rr! 6 (2r)r,

откуда получаем, что µ 6
(
2r
λ2

)r
.

Для r =
[
λ2

2e

]
верны неравенства λ2

2e − 1 < r 6 λ2

2e 6
h
e .

С учетом данных неравенств получаем:

µ 6 e−r < e · e−
λ2

2e < 3 · e−
λ2

2e .

Если λ <
√
2e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. Так как при

таких λ оценка 1 6 3e−
λ2

2e верна, то теорема доказана.

Пусть h =
[√

ln p
]
+1. Докажем теорему о скорости сходимости распреде-

ления значений случайной величины ξ(x).

Теорема 23. Пусть ξx — величина, определенная выше. Тогда найдется

такое p0, что для любого p > p0 справедливо равенство:

Fp(λ) = 1− e−λ2

+Rp,

где Fp(λ) — функция распределения величины ξx и |Rp| 6 6480 ln ln ln p√
ln ln p

.

Доказательство. При доказательстве теоремы 12 было показано, что су-

ществует такое p0, что при p > p0 и r 6 ln ln p
8 верно, что

Mξ2rx = r!

(
1 + θ

1
4
√
ln p

)
.

Пусть N =
[
1
4 ln(

4
√
ln p)

]
+ 1. Поскольку

[
1
16 ln ln p

]
+ 1 < ln ln p

8 , то можно вос-

пользоваться следствием 1 теоремы 15, из которого следует требуемое утвер-

ждение.
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Глава 3

О распределении абсолютных значений

специальной арифметической суммы

§ 1. О распределении абсолютных значений тригономет-

рической суммы на коротких интервалах

Рассмотрим
1∫

0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e−2πimαdα,

где Fx — лакунарная последовательность, то есть Fx+1

Fx
> β > 1; Fx,m ∈ Z и

существует такое A > 0, что Fx 6 Aβx.

Из соотношения

1∫
0

e2πiαn dα =


1, если n = 0;

0, если n — целое, n ̸= 0

следует, что
1∫

0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e−2πimαdα =
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=

1∫
0

∑
x1,...,xk,y1,...,yk6P

e2πiα(Fx1
+...+Fxk

−Fy1
−...−Fyk

−m)dα = Tm,

где Tm — количество решений уравнения

Fx1
+ . . .+ Fxk

= Fy1 + . . .+ Fyk +m.

Следуя М. П. Минееву, назовем систему чисел x1, . . . , xk основной, если

при i ̸= j |xi − xj| > T, где T — некоторое натуральное число. В противном

случае система x1, . . . , xk называется вспомогательной.

В дальнейших рассуждениях нам понадобится следующая лемма

Лемма 2. Пусть N, k,m1, . . . ,mk — натуральные числа, а Fx — последова-

тельность натуральных чисел, такая что Fx+1

Fx
> β > 1. Тогда для коли-

чества решений rk(N) уравнения N = m1Fx1
+ . . . +mkFxk

в целых числах

x1, . . . , xk > 1 справедлива следующая оценка: rk(N) 6 ckk!, где c = β
β−1 .

Доказательство см. в ([10] стр. 16, [28]).

Верна следующая теорема

Теорема 24. Пусть Fx — лакунарная последовательность натуральных

чисел, такая что Fx+1

Fx
> β > 1, Fx 6 Aβx, k — фиксированное натуральное

число, m ∈ Z и m ̸= 0, P — растущее натуральное число, Tm — количество

решений диофантова уравнения

Fx1
+ . . .+ Fxk

= Fy1 + . . .+ Fyk +m (3.1)

в целых числах 1 6 xi, yj 6 P. Тогда верно неравенство

Tm 6 (γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2
kTP

k−1,

где γ =

[
ln
(

c2
c1

)
lnβ

]
+ 1, c = β

β−1, c1 = 1
2A , c2 = β

κF1
, κ = 1

2

(
1− 1

β

)
и
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T =

[
ln( 4β

β−1)
lnβ

]
+ 1.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что m > 0.

Сначала рассмотрим вспомогательные системы чисел y1, ..., yk. Ясно, что

таких систем будет не более C2
kP

k−1T . Из леммы 2 следует, что количество

решений уравнения (3.1), в которых либо система y1, . . . , yk, либо система

x1, . . . , xk является вспомогательной, либо вспомогательными являются обе

системы, не превзойдет 2ckk!C2
kTP

k−1.

Рассмотрим основные системы y1, . . . , yk и x1, . . . , xk. Будем считать, что

они упорядочены по убыванию: x1 > x2 > . . . > xk и y1 > y2 > . . . > yk.

Следовательно верны неравенства

xs 6 x1 − (s− 1)T, ys 6 y1 − (s− 1)T, 1 6 s 6 k.

В силу неравенства Fx+1

Fx
> β > 1 получаем, что

Fxs

Fx1

6 1

β(s−1)T
,

Fys

Fy1

6 1

β(s−1)T
(3.2)

при 1 6 s 6 k.

Запишем уравнение (3.1) в следующем виде

Fx1

(
1 +

Fx2

Fx1

+ . . .+
Fxk

Fx1

)
= Fy1

(
1 +

Fy2

Fy1

+ . . .+
Fyk

Fy1

)
+m.

Пусть x1 > y1, то есть x1 > y1 + 1. Перепишем уравнение в следующем

виде

Fx1

(
1 +

Fx2

Fx1

+ . . .+
Fxk

Fx1

− Fy1

Fx1

− Fy1

Fx1

(
Fy2

Fy1

+ . . .+
Fyk

Fy1

))
= m.

Обозначим H = 1+
Fx2

Fx1
+ . . .+

Fxk

Fx1
− Fy1

Fx1
− Fy1

Fx1

(
Fy2

Fy1
+ . . .+

Fyk

Fy1

)
. Оценим H.
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С учетом неравенств (3.2) можно записать:

H 6 1 +
1

βT
+ . . .+

1

βkT
6 1 +

1

βT
· 1

1− 1
βT

= 1 +
1

βT − 1
.

То есть H 6 2, если βT > 2.

Оценим H снизу.

H > 1− 1

β
− 1

β

(
1

βT
+ . . .+

1

βkT

)
> 1− 1

β
− 1

βT − 1
.

При βT > 4β
β−1 > 2 имеем 1

βT−1 =
1
βT

1
1− 1

βT
6 β−1

4β 2 = β−1
2β . То есть

H > 1− 1

β
− β − 1

2β
=

1

2

(
1− 1

β

)
= κ.

Таким образом, при T >
ln( 4β

β−1)
lnβ получаем 0 < κ 6 H 6 2.

Поскольку Fx1
= m

H , то m
2 6 Fx1

6 m
κ . Так как Fx1

6 Aβx1, то m
2A 6 βx1. С

другой стороны F1

β β
x1 6 Fx1

. Отсюда имеем βx1 6 mβ
κF1

. Обозначим c1 =
1
2A и

c2 =
β

κF1
. Таким образом, mc1 6 βx1 6 mc2. Прологарифмировав и разделив

на ln β, получим
ln(mc1)

ln β
6 x1 6

ln(mc2)

ln β
.

Получаем, что количество возможных значений x1 можно оценить следую-

щим образом:

#{x1} 6

 ln
(
c2
c1

)
ln β

+ 1 = γ.

Из леммы 2 следует, что количество решений уравнения (3.1), в которых

системы y1, . . . , yk и x1, . . . , xk является основными и x1 > y1, не превзойдет

ckk!γP k−1.
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Рассмотрим случай x1 < y1. Запишем уравнение в виде

Fy1

(
1 +

Fy2

Fy1

+ . . .+
Fyk

Fy1

− Fx1

Fy1

− Fx1

Fy1

(
Fx2

Fx1

+ . . .+
Fxk

Fx1

))
= −m

и обозначим H ′ = 1 +
Fy2

Fy1
+ . . .+

Fyk

Fy1
− Fx1

Fy1
− Fx1

Fy1

(
Fx2

Fx1
+ . . .+

Fxk

Fx1

)
.

Заметим, что при T >
ln( 4β

β−1)
lnβ аналогично случаю x1 > y1 получаем, что

0 < κ 6 H ′ 6 2. При этом из условия Fx+1

Fx
> β > 1 следует, что Fy1 > 0.

Таким образом, в левой части уравнения находится положительная величина,

а в правой отрицательная, то есть при x1 < y1 уравнение решений не имеет.

Рассмотрим случай x1 = y1. Тогда уравнение (3.1) принимает вид

Fx2
+ . . .+ Fxk

= Fy2 + . . .+ Fyk +m.

Наборов y2, . . . , yk не более чем P k−1, следовательно, из леммы 2 получаем,

что количество решений такого уравнения не превосходит ck−1(k − 1)!P k−1.

Таким образом, для количества решений Tm уравнения (3.1) получаем

Tm 6 (γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2
kTP

k−1.

Теорема доказана.

Далее рассмотрим следующий интеграл

Ja,b =

b∫
a

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα.

Напомним, что характеристической функцией χ интервала (a, b) называ-
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ется следующая функция:

χ(α) = χa,b(α) =


1, если α ∈ [a, b];

0, иначе.

В [1] было показано, что

χa,b(α) = b− a+
∑

0<|m|6N

ame
2πimα +RN ,

причем для остатка RN верно неравенство

|RN | 6 ψN(b− α) + ψN(a− α),

где ψN(x) = 4/
√

1 +N 2 sin2 πx и коэффициенты Фурье функции ψN(x) оце-

ниваются следующим образом:

|cm| 6 (πN)−1 (4 + lnN) e−|m|/N .

Лемма 3. Пусть M = [N lnN ]. Существует N0 такое, что для всех N >

N0 можно записать, что

ψN(α) =
∑

0<|m|6M

cme
2πimα + 2θ1

lnN

N
,

где |θ1| 6 1.

Доказательство. Функцию ψN можно представить в виде

ψN(α) =
∑

0<|m|6M

cme
2πimα + c0 +

∑
M<|m|

cme
2πimα.
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Оценим

(
c0 +

∑
M<|m|

cme
2πimα

)
:

∣∣∣∣∣∣c0 +
∑

M<|m|

cme
2πimα

∣∣∣∣∣∣ 6 4 + lnN

πN
+

4 + lnN

πN

∣∣∣∣∣∣
∑

M<|m|

e−
|m|
N

∣∣∣∣∣∣ =
=

4 + lnN

πN
+ 2

4 + lnN

πN

∑
M<m

e−
m
N =

4 + lnN

πN
+ 2

4 + lnN

πN
e−

M+1
N

1

1− e−
1
N

6

6 4 + lnN

πN
+ 2

4 + lnN

πN
e−

N lnN
N 2N 6 4 + lnN

πN
+ 4

4 + lnN

πN
=

20 + 5 lnN

πN
.

Существует N0 такое, что для всех N > N0 верно 20+5 lnN
πN 6 2 lnN

N . То есть

для всех N > N0 функцию ψN(x) можно представить в виде

ψN(α) =
∑

0<|m|6M

cme
2πimα + 2θ1

lnN

N
,

где |θ1| 6 1.

Верна следующая теорема.

Теорема 25. Пусть Fx — последовательность натуральных чисел, такая

что Fx+1

Fx
> β > 1, k — фиксированное натуральное число, P — растущее

натуральное число. Положим T = max

([
ln( 4β

β−1)
lnβ

]
+ 1, T0

)
, где T0 ∈ N и

1
βT0

< (1− 1/β)2. Тогда при 2k2T 6 P и b− a > lnP
P имеет место равенство

Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP
k−1+

+4θ2
(
(γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2

kTP
k−1
)
lnP + 4θ1c

kk!P k−1 lnP,

где |θ|, |θ1|, |θ2| 6 1, c0 =
2β
β−1, c =

β
β−1 , γ — константа из теоремы 24.

Доказательство. Можно записать, что
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Ja,b =

b∫
a

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα =

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

χ(α) dα =

= (b− a)

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα +
∑

0<|m|6N

am

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e2πimα dα+

+

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

RN dα.

Из теоремы 11 следует, что

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα = k!P k + θ2ck0k!TP
k−1.

Таким образом,

Ja,b = (b− a)(k!P k + θ2ck0k!TP
k−1) +

∑
0<|m|6N

amTm +

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

RN dα.

Оценим

∣∣∣∣∣ ∑
0<|m|6N

amTm

∣∣∣∣∣ . Пусть D = (γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2
kTP

k−1. Так

как согласно теореме 24 Tm 6 D, то∣∣∣∣∣∣
∑

0<|m|6N

amTm

∣∣∣∣∣∣ 6 2D
N∑

m=1

|am|.

Так как |am| 6 min
(
b− a, 1

π|m|

)
, то

N∑
m=1

|am| 6 min
(
(b− a)N, lnNπ

)
.

При b − a > lnN
N имеем min

(
(b− a)N, lnNπ

)
= lnN

π и, соответственно,∣∣∣∣∣ ∑
0<|m|6N

amTm

∣∣∣∣∣ 6 2D lnN .
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Оценим последнее слагаемое:∣∣∣∣∣∣
1∫

0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

RN dα

∣∣∣∣∣∣ 6
1∫

0

(ψN(b− α) + ψN(a− α))

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα =

=

1∫
0

 ∑
0<|m|6M

cme
2πim(b−α) +

∑
0<|m|6M

cme
2πim(a−α) + 4θ1

lnN

N

 ·

·

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα =
∑

0<|m|6M

cme
2πimb

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e−2πimα dα+

+
∑

0<|m|6M

cme
2πima

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

e−2πimα dα+

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

4θ1
lnN

N
dα =

=
∑

0<|m|6M

Tmcme
2πimb +

∑
0<|m|6M

Tmcme
2πima + 4θ1

lnN

N
ckk!P k.

Оценим
∑

0<|m|6M

Tmcme
2πimb.

∣∣∣∣∣∣
∑

0<|m|6M

Tmcme
2πimb

∣∣∣∣∣∣ 6
∑

0<|m|6M

D
∣∣cme2πimb

∣∣ = D
∑

0<|m|6M

|cm| 6

6 D
∑

0<|m|6M

(πN)−1 (4 + lnN) e−|m|/N =

= 2D
4 + lnN

πN

∑
0<m6[N lnN ]

e−m/N 6 2D
4 + lnN

πN
N 6 D lnN.

Аналогично можно оценить сумму
∑

0<|m|6M

Tmcme
2πima.

Получаем, что когда длина отрезка b− a > lnN
N , можно записать, что

Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP
k−1 + 4θ2D lnN + 4θ1

lnN

N
ckk!P k.

60



Положим N = P :

Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP
k−1+

+4θ2
(
(γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2

kTP
k−1
)
lnP + 4θ1c

kk!P k−1 lnP.

Теорема доказана.

Следствие 1. Если b − a > lnP
P 1−ε , где 0 < ε < 1 и 2k2T 6 P, то имеет

место равенство

Ja,b = (b− a)k!P k

(
1 + θ

14ck(γ + 1)kT

P ε

)
,

где |θ| 6 1.

Доказательство. Заметим, что c0 = 2β
β−1 = 2c. А так как 2C2

k < 2k < (γ+1)k,

то

(γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2
kTP

k−1 6

6 (γ + 1)kckk!P k−1 + (γ + 1)kckk!TP k−1 6 2(γ + 1)kckk!TP k−1.

При этом очевидно, что ckk!P k−1 6 (γ + 1)kckk!TP k−1 и

(b− a)2ck0k!TP
k−1 6 2(γ + 1)kckk!TP k−1 lnP.

Таким образом, имеет место равенство

Ja,b = (b− a)k!P k + θ2(γ + 1)kckk!TP k−1 lnP+

+θ28(γ + 1)kckk!TP k−1 lnP + θ14(γ + 1)kckk!TP k−1 lnP =

= (b− a)k!P k

(
1 + θ

14ck(γ + 1)kT lnP

(b− a)P

)
.

С учетом того, что b− a > lnP
P 1−ε , получаем требуемое утверждение.
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Следствие 2. При b− a > lnP
P имеет место следующее неравенство:

Ja,b 6 (b− a)ck0k!P
k (2γ + 4T + 5) .

Доказательство. Из леммы 2 следует, что

1∫
0

∣∣∣∣∣∑
x6P

e2πiαFx

∣∣∣∣∣
2k

dα 6 ckk!P k.

Далее, так как lnP 6 (b− a)P и 2C2
k < 2k, то

(
(γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2

kTP
k−1
)
lnP 6

6 (b− a)ckk!P k
(
(γ + 1) + 2kT

)
6 (b− a)(2c)kk!P k

(
γ

2
+

1

2
+ T

)
и lnPckk!P k−1 6 (b− a) c

k
0

2k
k!P k. Итого

Ja,b 6 (b− a)ck0k!P
k

(
1

2
+ 2γ + 2 + 4T + 2

)
.

Положим SP (α) =
∑
x6P

e2πiαFx и b−a > lnP
P . Оценим меру µ больших значе-

ний суммы SP (α). Здесь µ = ν
b−a , где ν = meas{α ∈ (a; b) : |SP (α)| > λ

√
P} —

мера α, для которых выполняется неравенство в скобках.

Теорема 26. Для меры µ больших значений суммы SP (α) при b − a > lnP
P

верно неравенство

µ < 3(2γ + 4T + 5) · e−
λ2

c0e ,

где c0 = 2β
β−1 , γ — из теоремы 24 и T — из теоремы 25

Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
P будет верно, что ν = 0. Поэто-
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му можно считать, что λ 6
√
P . Рассмотрим λ > √

c0e. Тогда

ν

b− a
λ2kP k =

ν

b− a
(λ
√
P )2k 6 1

b− a

b∫
a

|SP (α)|2k 6
1

b− a
Ja,b.

Воспользовавшись следствием 2 теоремы 25 получим, что

ν

b− a
λ2kP k 6 ck0k!P

k (2γ + 4T + 5) ,

откуда следует, что µ 6 (2γ + 4T + 5)
(
c0k
λ2

)k
Для k =

[
λ2

c0e

]
верны неравенства λ2

c0e
− 1 < k 6 λ2

c0e
. С учетом данных

неравенств получаем

µ 6 (2γ + 4T + 5) · e−k < (2γ + 4T + 5) · e · e−
λ2

c0e < 3(2γ + 4T + 5) · e−
λ2

c0e .

Если λ <
√
c0e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ 6 1. При таких

λ верно, что 1 6 3(2γ+4T+5)
e 6 3(2γ + 4T + 5)e−

λ2

c0e . Теорема доказана.

Рассмотрим случайную величину ξ =
∣∣∣SP (α)√

P

∣∣∣.
Теорема 27. Если длина отрезка b− a > lnP

P 1−ε , где 0 < ε < 1, то найдется

такое P0, что для любого P > P0 справедливо равенство

FP (λ) = 1− e−λ2

+Rp, |RP | 6
1620

√
2η ln lnP√
ε lnP

,

где FP (λ) — функция распределения величины ξ, c— константа из теоремы

25 и η = 3 ln (c(γ + 1)).

Доказательство. Рассмотрим момент порядка 2k рассматриваемой случай-

ной величины.

Mξ2k =
1

P k
· 1

b− a

1∫
0

|SP (α)|2k dα =
1

P k
· 1

b− a
Ja,b.
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Воспользуемся следствием 1 теоремы 25, получаем:

Mξ2k = k!

(
1 + θ

14ck(γ + 1)kT

P ε

)
= k!

(
1 +

θ

f(P )

)
,

где f(P ) = P ε

14ck(γ+1)kT
и равенство верно для всех k из промежутка 1 6 k 6√

P
2T .

При 1 6 k 6 ε
3 ln (c(γ+1)) lnP верно, что ck(γ + 1)k 6 P ε/3, а значит

начиная с некоторого P1 верно, что f(P ) > P ε/2. Таким образом, при

1 6 k 6 ε
3 ln (c(γ+1)) lnP имеем, что

Mξ2k = k!

(
1 +

θ

P ε/2

)
,

где |θ| 6 1.

Заметим, что, начиная с некоторого P2, верны неравенства[
1

η
lnP ε/2

]
+ 1 =

[
ε

2η
lnP

]
+ 1 6 ε

η
lnP.

Таким образом, для всех P > P0 = max(P1, P2) выполняются условия след-

ствия 1 теоремы 15, откуда и следует утверждение теоремы.
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