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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î íåðàâåíñòâàõ òèïà Ñèäîíà,
óëó÷øàþùèå èçâåñòíûå. Èññëåäîâàí âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ íåðà-
âåíñòâ òèïà Ñèäîíà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîìèìî èõ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà
ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë êëàññîâ ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí èçó÷å-
íèþ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, êîòî-
ðîå ïðèîáðåòàåò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ôóíêöèé â ñâÿçè, â ÷àñòíîñòè,
ñ âîçìîæíûì ïðèëîæåíèåì ê âû÷èñëåíèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñìåøàííóþ
ïðîèçâîäíóþ èëè ñ óñëîâèåì ëèïøèöåâà òèïà íà ñìåøàííóþ ðàçíîñòü.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Âåçäå â äèññåðòàöèè ïîä ‖f‖p ìû áóäåì ïîíèìàòü íîðìó â ïðîñòðàíñòâå

Lp(a, b) :

‖f‖∞ ≡ ess sup
[a, b]

|f(x)|, ‖f‖p ≡
(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

, 1 6 p <∞,

ãäå îòðåçîê [a, b] áóäåò, êàê ïðàâèëî, [0, 2π] èëè [0, 1], ÷òî âñåãäà áóäåò ÿñíî
èç êîíòåêñòà.

×åðåç cn(f) áóäåì îáîçíà÷àòü n-é êîýôôèöèåíò Ôóðüå ôóíêöèè f :

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx.

Ìû èñïîëüçóåì òàêæå ñîêðàùåíèå Î.Í.Ñ. � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.
Ïàðàãðàô 1 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí íåðàâåíñòâàì òèïà Ñèäîíà. Íàïîì-

íèì íåñêîëüêî îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1 < n2 <
. . . < nk < . . . íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíîé, åñëè

nk+1

nk
> λ > 1, k = 1, 2, . . . .

Îïðåäåëåíèå 2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíûì, åñ-
ëè îí èìååò âèä

∞∑
k=1

ak cosnkx+ bk sinnkx,
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ãäå íàòóðàëüíûå ÷èñëà nk óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
nk+1

nk
> λ > 1, k = 1, 2, . . . .

Ëàêóíàðíûå ðÿäû çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â êëàññå îáùèõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ðÿäîâ. Â 20 â. îíè ïîäâåðãëèñü ñåðüåçíîìó èññëåäîâàíèþ è áûëî
ïîëó÷åíî ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè. Êàê âûÿñíè-
ëîñü, ëàêóíàðíûå ðÿäû îáëàäàþò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ. Íàñ ïðåæäå
âñåãî áóäóò èíòåðåñîâàòü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ
äàííûõ ðÿäîâ. Â 1927 ã. Ñèäîí äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (Ñèäîí 1). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

{nk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

nk+1

nk
> λ > 1, k = 1, 2, . . . . (1)

Òîãäà, åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∞∑
k=1

ak cosnkx+ bk sinnkx

åñòü ðÿä Ôóðüå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f(x), òî

∞∑
k=1

|ak|+ |bk| <∞.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Ñèäîíà îñíîâàí íà ïðîèçâåäåíèÿõ Ðèññà, êîòî-
ðûå ñòàëè âàæíûì àïïàðàòîì äëÿ òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îáùèõ
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ âïåðâûå ïîÿâèëèñü â 1918 ã. â ðà-
áîòå Ô. Ðèññà 2, è íàçâàíû â åãî ÷åñòü. Òàêæå â ðàáîòå 1 Ñèäîí îòìå÷àåò,
÷òî òåîðåìà ñîõðàíÿåò ñèëó è òîãäà, êîãäà f(x) îãðàíè÷åíà òîëüêî ñ îäíîé
ñòîðîíû, ò. å. f(x) 6 M èëè f(x) > −M.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Ñèäîíà 1 âûòåêàëî ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî:

∞∑
k=1

|ak|+ |bk| 6 C(λ)‖f‖∞, (2)

1Sidon S. Verallgemeinerung eines Satzes �uber die absolute Konvergenz von Fourierreihen mit L�ucken //
Mathematische Annalen, 97 (1927), p. 675�676.

2Riesz F. �Uber die Fourierkoe�zienten einer stetigen Funktion von beschr�ankter Schwankung //
Mathematische Zeitschrift, 2 (1918), p. 312�315.
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ãäå C(λ) > 0 � âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò λ. Íåðàâåíñòâî (2) ìû áóäåì
íàçûâàòü íåðàâåíñòâîì Ñèäîíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ nk+1/nk > λ > 1, k =
1, 2, . . . , òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c(λ) > 0, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò λ, òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà âèäà

f(x) =
N∑
k=1

ak cosnkx

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖∞ > c(λ)
N∑
k=1

|ak|. (3)

Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ïî óñèëåíèþ òåîðåìû Ñèäîíà ïðîõîäèëî ïî
íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì. Êàê áûëî ïîêàçàíî â 1931 ã. Çèãìóíäîì 3, âìå-
ñòî îòðåçêà [−π, π] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûé èíòåðâàë I. Äðóãîå
íàïðàâëåíèå â óñèëåíèè òåîðåìû Ñèäîíà áûëî ïî ïóòè åå äîêàçàòåëüñòâà
â ïðåäïîëîæåíèÿõ áîëåå øèðîêèõ, ÷åì òðåáîâàíèå ëàêóíàðíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {nk}. Ñàì Ñèäîí 4 ïåðåíåñ åå íà ñëó÷àé, êîãäà {nk} ìîæíî
ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàëüíåéøåå
ïðîäâèæåíèå â ýòîì âîïðîñå ïðèíàäëåæàëî Ñ. Á. Ñòå÷êèíó 5. Â ñâÿçè ñ
òåîðåìîé Ñèäîíà â òåîðèè àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ Ôóðüå âîçíèêëî
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Λ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì

Ñèäîíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà

p(x) =
∑
n∈Λ

ane
inx

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖p‖∞ > c
∑
n∈Λ

|an|.

Åñëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ñèäîíà â íîâûõ òåðìèíàõ, òî îíà
óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå (ñì. (3)): ìíîæåñòâî Λ = {±nk}, k = 1, 2, . . . ,

3Zygmund A. Quelques th�eor�emes sur les s�eries trigonom�etriques et celles de puissances // Studia
Mathematica, 3 (1931), p. 77�91.

4Sidon S. Ueber orthogonale Entwicklungen // Acta Litterarum ac Scientiarum Regiae Universitatis
Hungaricae, 10 (1943), p. 206�253.

5Ñòå÷êèí Ñ. Á. Îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ, 1953, Ò. 17, ñ. 87�98; 1955, Ò. 19, ñ. 221�246; 1956, Ò. 20, ñ. 385�412.
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ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (1), ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ñèäîíà. Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâ Ñèäîíà
áûëà ïîëó÷åíà Æ. Ïèçüå 6,7,8.

Òåîðåìà Ñèäîíà ïîðîäèëà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå â òåîðèè îðòîãîíàëü-
íûõ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Î.Í.Ñ. {ϕn(x)}∞n=1, x ∈ (0, 1), íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

Ñèäîíà, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

anϕn(x)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íà ñóì-
ìà ∞∑

n=1

|an| <∞.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà Φ = {ϕn} áûëà ñèñòåìîé
Ñèäîíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà

P (x) =
N∑
n=1

anϕn(x)

âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

c

N∑
n=1

|an| 6 ‖P‖∞ 6 C

N∑
n=1

|an|, (4)

ãäå ïîñòîÿííûå c > 0 è C > 0 íå çàâèñÿò îò ïîëèíîìà P (x). Èç íåðàâåí-
ñòâà (4), â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìàìè Ñèäîíà ìîãóò áûòü òîëüêî
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ñèñòåìû, ò. å. ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ

‖ϕn‖∞ 6 M, n = 1, 2, . . . .

Ñèñòåìàìè Ñèäîíà ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, (ñì. (3)) ñèñòåìû âèäà
{
√

2 cos 2πnkx}∞k=1, x ∈ (0, 1), ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë nk, k = 1, 2, . . . , ëàêóíàðíà, à òàêæå ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà. Êàê ïî-
êàçàë â 1966 ã. Â. Ô. Ãàïîøêèí, èç ëþáîé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé Î.Í.Ñ.

6Pisier G. De nouvelles caract�erisations des ensembles de Sidon // Mathematical Analysis and its
Applications, Part B, Advances in Mathematics Supplementary Studies, 1981, Vol. 7, p. 685�726.

7Pisier G. Conditions d'entropie et caract�erisations arithm�etiques des ensembles de Sidon // in: Topics
in Modern Harmonic Analysis, Vol. II, Ist. Naz. Alta Mat. F. Severi, Roma, 1983, p. 911�944.

8Pisier G. Arithmetic characterizations of Sidon sets // Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 1983, Vol. 8,
�1, p. 87�89.
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{ϕn(x)}∞n=1, n = 1, 2, . . . , ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó Ñèäîíà
{ϕnk(x)}∞k=1.

Òåîðåìà (Â. Ô. Ãàïîøêèí 9). Èç ëþáîé Î.Í.Ñ. {ϕn(x)}∞n=1, ‖ϕn‖∞ 6

M, n = 1, 2, . . . , ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó {ϕnk(x)}∞k=1,
äëÿ êîòîðîé ñîîòíîøåíèå

1

M

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

akϕnk

∥∥∥∥∥
∞

6

s∑
k=1

|ak| 6 C(M)

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

akϕnk

∥∥∥∥∥
∞

∀ {ak}sk=1

âåðíî ïðè âñåõ s = 1, 2, . . . (çäåñü C(M) > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ

ëèøü îò M).

Êîëè÷åñòâåííûé àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèíàäëåæèò Á. Ñ. Êàøèíó.

Òåîðåìà (Á. Ñ. Êàøèí 10 (ñì. òàêæå 11, c. 367)). Èç âñÿêîãî îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî íàáîðà ôóíêöèé {ϕn(x)}Nn=1 ñ ‖ϕn‖∞ 6 M ïðè n = 1, 2, . . . , N
ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèè {ϕnk(x)}sk=1, 1 6 n1 < . . . < ns 6 N, ñ
s > max

{[
1
6 log2N

]
, 1
}
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ak, k = 1, 2, . . . , s,

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

M

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

akϕnk

∥∥∥∥∥
∞

6

s∑
k=1

|ak| 6 4M

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

akϕnk

∥∥∥∥∥
∞

.

Ïðèìåð òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà s >[
1
6 log2N

]
ïî ïîðÿäêó íåóëó÷øàåìà (ñì. 11, ñ. 368). Î ïðèëîæåíèÿõ óòâåð-

æäåíèé òèïà ïðåäûäóùåé òåîðåìû ê âîïðîñàì ãåîìåòðèè íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ ñì. ðàáîòó Ìèëüìàíà, Âîëüôñîíà 12. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì èñïîëüçîâàëèñü ïðîèçâåäåíèÿ Ðèññà.

Â 1998 ã. Á. Ñ. Êàøèí è Â. Í. Òåìëÿêîâ 13, 14 íà÷àëè èññëåäîâàíèå íîâî-
ãî íàïðàâëåíèÿ â óñèëåíèè òåîðåìû Ñèäîíà. Â ñâÿçè ñ îöåíêîé ýíòðîïèé-

9Ãàïîøêèí Â. Ô. Ëàêóíàðíûå ðÿäû è íåçàâèñèìûå ôóíêöèè // Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1966, Ò. 21,
�6, ñ. 3�82.

10Êàøèí Á. Ñ. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñ ðàâíîìåð-
íîé íîðìîé // Òðóäû ÌÈÀÍ, 1980, Ò. 145, ñ. 111�116.

11Êàøèí Á. Ñ., Ñààêÿí À. À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû. Èçä. 2-å, äîï. Ì.: Èçä-âî ÀÔÖ, 1999.
12Milman V. D., Wolfson H. Minkowski spaces with extremal distance from the Euclidean space // Israel

J. Math., 1978, Vol. 29, �2-3, p. 113�131.
13Êàøèí Á. Ñ., Òåìëÿêîâ Â. Í. Îá îäíîé íîðìå è ñâÿçàííûõ ñ íåé ïðèëîæåíèÿõ // Ìàòåì. çàìåò-

êè, 1998, Ò. 64, �4, ñ. 637�640.
14Êàøèí Á. Ñ., Òåìëÿêîâ Â. Í. Îá îäíîé íîðìå è àïïðîêñèìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ êëàññîâ

ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ // Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé è ñìåæíûå âîïðîñû àíàëèçà. Ñáîðíèê
ñòàòåé. Ïîñâÿùàåòñÿ Ïåòðó Ëàâðåíòüåâè÷ó Óëüÿíîâó ê åãî ñåìèäåñÿòèëåòèþ, Ì.: ÀÔÖ, 1999, ñ.
69�99.
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íûõ ÷èñåë íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé îíè èññëåäîâàëè âîïðîñ î âîçìîæ-
íîì îáîáùåíèè íåðàâåíñòâà Ñèäîíà (3) çàìåíîé ak cosnkx íà pk(x) cosnkx,
ãäå pk(x) ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Èìè áûëà äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà A (Á. Ñ. Êàøèí, Â. Í. Òåìëÿêîâ 13, 14). Äëÿ ëþáîãî òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà âèäà

f(x) =
2l∑

k=l+1

pk(x) cos 4kx,

ãäå pk(x) � âåùåñòâåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñ deg pk 6

2l, k = l + 1, . . . , 2l, l = 1, 2, . . . , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖∞ > c

2l∑
k=l+1

‖pk‖1, (5)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íåðàâåíñòâà òèïà (5) ìû áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâàìè òèïà Ñèäîíà.
Ýòî îáîñíîâàíî òåì, ÷òî åñëè pk(x) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, ò. å. òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè íóëåâîé ñòåïåíè, òî íåðàâåíñòâî (5) ïðåâðàùàåòñÿ
â íåðàâåíñòâî Ñèäîíà (3).

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå áûëî ïðîäîëæåíî àâòîðîì. Â ïàðàãðàôå 1
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà (òåîðåìà 1.1), èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
â òåîðåìå A óñëîâèå deg pk 6 2l ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì deg pk 6

1
64l.

Òàêæå â ïàðàãðàôå 1 äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íîãî õàðàêòåðà
äëÿ ñèñòåìû Óîëøà (òåîðåìà 1.2).

Ïàðàãðàô 2 ïîñâÿùåí âîïðîñó î âîçìîæíîñòè óñèëåíèÿ íåðàâåíñòâ òèïà
Ñèäîíà, ò. å., äðóãèìè ñëîâàìè, âîïðîñó î òî÷íîñòè òåîðåìû 1.1. Â íåì
äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò (òåîðåìà 2.1), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå
1.1 ïðè nk = 2k óñëîâèå deg pk 6

1
62l íåëüçÿ çàìåíèòü íà deg pk 6

[
2k−k

ε]
íè

ïðè êàêîì ε ∈ (0, 1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 îïèðàëîñü íà èäåè èç ðàáîòû Ï. Ã. Ãðèãî-

ðüåâà 15, ãäå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà B (Ï. Ã. Ãðèãîðüåâ 15). Ñóùåñòâóþò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ A > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

σk(x) =
∑

2k6|j|<2k+1

cje
ijx, k = 1, 2, . . . ,

15Ãðèãîðüåâ Ï. Ã. Îá îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ // Ìàòåì. çà-
ìåòêè, 1997, Ò. 61, �6, ñ. 935�938.
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òàêèå, ÷òî ‖σk‖1 >
π
4 , ‖σk‖∞ 6 6, k = 1, 2, . . . , è

∥∥∥ n∑
k=1

σk

∥∥∥
∞

6 A
√
n, n = 1, 2, . . . .

Ïîçäíåå ñîâìåñòíî Ï. Ã. Ãðèãîðüåâûì è àâòîðîì 16 áûë äîêàçàí ðåçóëü-
òàò, óñèëèâàþùèé òåîðåìó 2.1.

Ïàðàãðàô 3 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâà êâàçèíåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé � ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé QC íîðìîé. Ýòà íîðìà áûëà ââå-
äåíà â ðàáîòàõ 13, 14 Á. Ñ. Êàøèíûì è Â. Í. Òåìëÿêîâûì. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(0, 2π) ñ ðÿäîì Ôóðüå

f ∼
∞∑
s=0

δs(f, x),

δ0 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) dx, δs(f, x) =
∑

2s−16|k|<2s

ck(f)eikx, s = 1, 2, . . . ,

ïîëîæèì

‖f‖QC ≡
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
∞∑
s=0

rs(t)δs(f, x)

∥∥∥∥∥
∞

dt, (6)

ãäå {rs(t)}∞s=0 � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà. Ïðîñòðàíñòâîì êâàçèíåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ ïî íîðìå (6).

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå QC íîðìà ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
ôóíêöèè f íà [0, 2π]d (d > 2) ïîëîæèì

‖f‖QC ≡
∥∥‖f(·, x1)‖QC

∥∥
∞, (7)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ x = (x1, . . . , xd) ∈ Td ïîëàãàåì x1 = (x2, . . . , xd) ∈
Td−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â (7) áåðåòñÿ QC íîðìà ïî ïåðåìåííîé x1 è sup-
íîðìà ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì.

Äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé Á. Ñ. Êàøèíûì è Â. Í. Òåìëÿêîâûì
áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

16Ãðèãîðüåâ Ï. Ã., Ðàäîìñêèé À. Î. Íåêîòîðûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñ ýêñòðåìàëüíî
ìàëîé ðàâíîìåðíîé íîðìîé // Ìàòåì. çàìåòêè (ïðèíÿòî ê ïå÷àòè). Ïðåäâàðèòåëüíûé âàðèàíò íà
àíãëèéñêîì ÿçûêå äîñòóïåí ïî ññûëêå: http://arxiv.org/pdf/1406.3042v1.pdf
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Òåîðåìà C (Á. Ñ. Êàøèí, Â. Í. Òåìëÿêîâ 13, 14). Äëÿ ëþáîé äåéñòâè-

òåëüíîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 2π) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖QC >
1

32π

∞∑
s=0

‖δs(f, ·)‖1. (8)

Â ïàðàãðàôå 3 ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûé ëàêóíàðíûé
ñëó÷àé (òåîðåìà 3.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(n) ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè 6 n. Èç òåîðåìû C è òåîðåìû B âûòåêàåò, ÷òî

sup
t∈T(2k)

‖t‖QC
‖t‖∞

> c
√
k, c > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàë Ê. È. Îñêîëêîâ (ñì. 14, ñ. 96),

sup
t∈T(2k)

‖t‖∞
‖t‖QC

> c
√
k, c > 0. (9)

À èìåííî, îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

tk(x) =
k−1∑
s=0

2−s
2s+1−1∑
j=2s

cos jx

ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖tk‖QC 6 γ
√
k, ãäå γ > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïîñêîëüêó ‖tk‖∞ = tk(0) = k, òî îòñþäà ñëåäóåò (9). Â òåîðåìå 3.2 ïðèìåð
Ê. È. Îñêîëêîâà îáîáùàåòñÿ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû íàõîäèì òî÷íûé
ïîðÿäîê ðîñòà âåëè÷èí ‖

∑N
n=1

cosnx
n ‖QC .

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ QC íîðìû ñâÿçàí ïðåæäå âñåãî ñ âîçìîæíûì åå
ïðèëîæåíèåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñìåøàííóþ ïðîèçâîä-
íóþ èëè ñ óñëîâèåì ëèïøèöåâà òèïà íà ñìåøàííóþ ðàçíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî
ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ äàííûõ êëàññîâ ïî íîðìå L∞ îñòàþòñÿ
íåðåøåííûìè äî ñèõ ïîð. Â òî æå âðåìÿ â ðåøåíèè ýòèõ âîïðîñîâ óäàëîñü
ïðîäâèíóòüñÿ, åñëè çàìåíèòü íîðìó L∞ íà áëèçêóþ íîðìó � QC íîðìó.
Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à î âûÿâëåíèè ñâÿçè ìåæäó QC è ðàâíîìåð-
íîé íîðìàìè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ r > 0 è α ∈ R îïðåäåëèì îäíîìåðíîå ÿäðî Áåðíóëëè

Fr(x, α) = 1 + 2
∞∑
k=1

k−r cos
(
kx− απ

2

)
, x ∈ [0, 2π],
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è ìíîãîìåðíîå äëÿ x = (x1, . . . , xd) è α = (α1, . . . , αd)

Fr(x, α) =
d∏
j=1

Fr(xj, αj).

Îïðåäåëèì êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñìåøàííîé ïðî-
èçâîäíîé:

W r
q,α ≡ {f : f = Fr(·, α) ∗ ϕ(·), ‖ϕ‖q 6 1} ,

ãäå ∗ � îïåðàöèÿ ñâåðòêè.
Äëÿ r > 0 ïîëîæèì l = [r] + 1 è ðàññìîòðèì îïåðàòîðû ∆l,j

h âçÿòèÿ
l-é ðàçíîñòè ñ øàãîì h ïî ïåðåìåííîé xj. Äëÿ íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
e ⊂ {1, . . . , d} îïðåäåëèì îïåðàòîð ñìåøàííîé ðàçíîñòè

∆l
t(e) =

∏
j∈e

∆l,j
tj , t = (t1, . . . , td), ∆l

t(∅) = Id.

Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñìåøàííîé ðàçíîñòüþ:

Hr
q ≡

{
f ∈ Lq

(
[0, 2π]d

)
: ∀e ⊂ {1, . . . , d} ‖∆l

t(e)f‖q 6
∏
j∈e
|tj|r

}
.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ε-ýíòðîïèè è ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó. Äëÿ
êîìïàêòàK â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâåX ñ åäèíè÷íûì øàðîìBX âåëè÷èíû

dn(K,X) = inf
{ui}ni=1⊂X

sup
f∈K

inf
ci

∥∥∥∥∥f −
n∑
i=1

ciui

∥∥∥∥∥
X

,

εn(K,X) = inf

{
ε : ∃{fi}qi=1 ∈ X, q 6 2n−1, K ⊂

q⋃
i=1

{fi + εBX}

}

(n = 1, 2, . . .) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî n-ì ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãî-

ðîâó è n-ì ýíòðîïèéíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâà K â ïðîñòðàíñòâå X.
Àïïðîêñèìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè (ε-ýíòðîïèÿ è ïîïåðå÷íèêè ïî

Êîëìîãîðîâó) êëàññîâ W r
q è Hr

q â Lp ïðè 1 6 p < ∞ èçâåñòíû (ñì., íà-
ïðèìåð, 17, 18). Íàèáîëåå òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà X = L∞. Çäåñü
òî÷íûå ïîðÿäêè ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ

17Òåìëÿêîâ Â. Í. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé // Òðóäû ÌÈÀÍ,
1986, Ò. 178.

18Òåìëÿêîâ Â. Í. Îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êëàññîâ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñìå-
øàííîé ïðîèçâîäíîé èëè ðàçíîñòüþ // Òðóäû ÌÈÀÍ, 1989, Ò. 189, ñ. 138�168.
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d = 1 Á. Ñ. Êàøèíûì 19 è d = 2 Â. Í. Òåìëÿêîâûì 20, 21. Â ñëó÷àå d > 2
íàèëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë è êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷-
íèêîâ êëàññîâ Hr

q è W r
q áûëè ïîëó÷åíû Ý. Ñ. Áåëèíñêèì 22, 23 (îòìåòèì,

÷òî ïðè d = 2 ýòè îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå Â. Í. Òåìëÿêîâûì (ñì. 17

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ãë. 3)). Ïðèâåäåì ýòè îöåíêè:

Òåîðåìà (Ý. Ñ. Áåëèíñêèé 22). 1) Äëÿ r > max(1
q ,

1
2), d > 2 è 1 < q 6

∞ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = C(r, d, q) > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

εn(H
r
q , L

∞) 6 Cn−r(log n)r(d−1)+d
2 ; (10)

εn(W
r
q , L

∞) 6 Cn−r(log n)r(d−1)+ 1
2 . (11)

2) Äëÿ r > 1/2, d > 2 è 2 6 q 6∞ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ′ = C ′(r, d) >
0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

dn(H
r
q , L

∞) 6 C ′n−r(log n)r(d−1)+d
2 ; (12)

dn(W
r
q , L

∞) 6 C ′n−r(log n)r(d−1)+ 1
2 . (13)

Â. Í. Òåìëÿêîâ â 20, 21 ïîêàçàë, ÷òî ýòè îöåíêè òî÷íû ïî ïîðÿäêó ïðè
d = 2 . Ñëó÷àé d > 2 äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè
d = 2 ñîîòâåòñòâóþùèõ íèæíèõ îöåíîê â 20, 21 áûëî îñíîâàíî íà îäíîì
íåðàâåíñòâå. ×òîáû åãî ñôîðìóëèðîâàòü ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Äëÿ s ∈ Zd+ ïîëîæèì

ρ(s) ≡ {n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd : [2sj−1] 6 |nj| < 2sj , j = 1, . . . , d}.

Äëÿ ÷åòíûõ k è d > 2 îáîçíà÷èì

Y d
k =

{
s = (2l1, . . . , 2ld), l1 + . . .+ ld = k/2, l ∈ Zd+

}
.

19Êàøèí Á. Ñ. Ïîïåðå÷íèêè íåêîòîðûõ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ è êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé //
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1977, Ò. 41, �2, ñ. 334�351.

20Temlyakov V. N. An inequality for trigonometric polynomials and its application for estimating the
entropy numbers // J. Complexity, 1995, Vol. 11, p. 293�307.

21Temlyakov V. N. An inequality for trigonometric polynomials and its application for estimating the
Kolmogorov widths // East J. Approx., 1996, Vol. 2, �2, p. 253�262.

22Áåëèíñêèé Ý. Ñ. Àñèìïòîòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êëàññîâ ôóíêöèé ñ óñëîâèåì íà ñìåøàííóþ
ïðîèçâîäíóþ (ñìåøàííóþ ðàçíîñòü) // Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ âåùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ, Ñá. ñòàòåé. ßðîñëàâëü. ßÃÓ, 1990, ñ. 22�37.

23Belinskiy E. S. Estimates of entropy numbers and Gaussian measures for classes of functions with
bounded mixed derivative // J. Approx. Theory, 1998, Vol. 93, �1, p. 114�127.
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Â äâóìåðíîì ñëó÷àå Â. Í. Òåìëÿêîâûì áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî (ñì. 20): ∥∥∥∑

s∈Y 2
k

δs

∥∥∥
∞

> c
∑
s∈Y 2

k

‖δs‖1, c > 0, (14)

ãäå δs(x) =
∑
n∈ρ(s)

ane
i(n,x), x ∈ [0, 2π]2.

Â ðàáîòå 21 Â. Í. Òåìëÿêîâ âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ d > 3
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:∥∥∥∑

s∈Y d
k

δs

∥∥∥
∞

> c(d)k−(d−2)/2
∑
s∈Y d

k

‖δs‖1, c(d) > 0, (15)

ãäå δs(x) =
∑
n∈ρ(s)

ane
i(n,x), x ∈ [0, 2π]d.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (14), Â. Í. Òåìëÿêîâ â 20, 21 äîêàçàë òî÷íîñòü

îöåíîê (10)�(13) ïðè d = 2, ò. å. ïîëó÷èë òàêèå æå ïî ïîðÿäêó íèæíèå
îöåíêè àïïðîêñèìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êëàññîâ W r

q è Hr
q . Îòìåòèì,

÷òî åñëè áû ïðè êàêîì-òî d > 3 óäàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (15), òî,
ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç 20, 21, äëÿ ýòîãî d áûëà áû óñòàíîâëåíà òî÷íîñòü
îöåíîê (10)�(13).

Â ðàáîòàõ 13, 14 Á. Ñ. Êàøèí è Â. Í. Òåìëÿêîâ äîêàçàëè íåðàâåíñòâî,
àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (15), ãäå íîðìà L∞ áûëà çàìåíåíà íà QC íîðìó.

Òåîðåìà D (Á. Ñ. Êàøèí, Â. Í. Òåìëÿêîâ 13, 14). Äëÿ ëþáîãî âåùå-

ñòâåííîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà d ïåðåìåííûõ (d = 2, 3, . . .)
âèäà

f(x) =
∑

s: ‖s‖1=n

δs(x), ãäå δs(x) =
∑
k∈ρ(s)

ake
i(k,x),

îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè

1) ‖δs‖4 6 1 ∀s : ‖s‖1 = n;

2) ‖f‖2 > bn(d−1)/2, ãäå b > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ;

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖QC > cnd/2, c = c(d, b) > 0.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó D, Á. Ñ. Êàøèíûì è Â. Í. Òåìëÿêîâûì 13, 14 áûëè
ïîëó÷åíû òî÷íûå ïîðÿäêè ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë è ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìî-
ãîðîâó êëàññîâ W r

q è Hr
q ïî QC íîðìå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû D áûëî

îñíîâàíî íà îäíîìåðíîì íåðàâåíñòâå äëÿ QC íîðìû (8). Èç ðåçóëüòàòà Ï.
Ã. Ãðèãîðüåâà (òåîðåìà B) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (8) ïåðåñòàåò áûòü
âåðíûì, åñëè â íåì QC íîðìó çàìåíèòü íà íîðìó L∞, ïîýòîìó äîêàçàòåëü-
ñòâî íåðàâåíñòâ (15) ïðè d > 3 äîëæíî èäòè äðóãèì ïóòåì. Â ïàðàãðàôå 3
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû D ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè áîëåå ñëà-
áûõ óñëîâèÿõ: ‖δs‖p 6 1, p > 2 (òåîðåìà 3.3 è ñëåäñòâèå 3.1).

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü óñèëåíèÿ íåðàâåíñòâ òèïà Ñè-
äîíà è ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î íåðàâåíñòâàõ òèïà Ñèäîíà äëÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ñèñòåìû (òåîðåìà 1.1), óëó÷øàþùèé èçâåñòíûå.

2. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá îêîí÷àòåëüíîñòè óñòàíîâëåííûõ â �1 ðåçóëüòà-
òîâ: ïîñòðîåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, îáëàäàþùèå ñïåöèàëüíû-
ìè ñâîéñòâàìè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 1.1 ïðè nk = 2k óñëîâèå
deg pk 6

1
62l íåëüçÿ çàìåíèòü íà deg pk 6 [2k−k

ε

] íè ïðè êàêîì ε ∈ (0, 1).
3. Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé ïðèìåð Ê.È.Îñêîëêîâà: äîêàçà-

íî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {an}∞n=1 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

∑2j−2
n=2j−1 |an − an+1| + |a2j−1| 6 2−j, j = 1, 2, . . . , òî∥∥∥∑2k−1

n=1 an cosnx
∥∥∥
QC

6 C
√
k, k = 1, 2, . . . , ãäå C > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ. Ïîëó÷åí òî÷íûé ïîðÿäîê ðîñòà âåëè÷èí ‖
∑N

n=1
cosnx
n ‖QC .

4. Äîêàçàí àíàëîã íåðàâåíñòâà òèïà Ñèäîíà äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ, òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòà-
öèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

� ñåìèíàð ïî îðòîãîíàëüíûì ðÿäàì â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
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ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ.Êàøèíà è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ
Ñ.Â.Êîíÿãèíà (2010, 2011, 2012);

� ñåìèíàð ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì â ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ê.Ïîòàïîâà
è ïðîôåññîðà Ì.È.Äüÿ÷åíêî (2012, 2013);

� íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-
òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà) ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ñ.Ïîëîâèíêèíà (2014);

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëå-
äóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Probability, Analysis and Geometry¿ â
Óëüìå (Ãåðìàíèÿ, 1 � 7 ñåíòÿáðÿ 2013).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ (äâå
èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ è îäíà äåïîíèðîâàíà â ÂÈÍÈÒÈ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-
âåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ
ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 39 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè � 79 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè äàí èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû, îáîñíîâàíà
àêòóàëüíîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû öåëè èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå èçëîæåíû
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïàðàãðàôå 1 äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î íåðàâåíñòâàõ òèïà
Ñèäîíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, óëó÷øàþùèé èçâåñòíûå, à òàê-
æå äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íîãî õàðàêòåðà äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ nk+1/nk > λ > 1, k = 1, 2, . . . . Ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà c(λ) > 0, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò λ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà âèäà

f(x) =
N∑
k=l

pk(x) cosnkx,
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ãäå pk � âåùåñòâåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñ deg(pk) 6 γnl,
γ = min(1

6 ,
λ−1

3 ), k = l, . . . , N , N > l, l = 1, 2, . . ., ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖∞ > c(λ)
N∑
k=l

‖pk‖1.

Äëÿ m ∈ Z+ ÷åðåç W(m) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ p(x)
ïî ñèñòåìå Óîëøà âèäà

p(x) =
m∑
n=0

anwn(x), an ∈ R.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2k−1 6 nk < 2k, k = 1, 2, . . . . Òîãäà äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f(x) âèäà

f(x) =
m∑

k=l+1

pk(x)wnk(x),

ãäå pk ∈ W(2l − 1), k = l + 1, . . . ,m, m > l + 1, l = 0, 1, 2, . . ., ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖f‖∞ >

m∑
k=l+1

‖pk‖1.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [1], [2].
Â ïàðàãðàôå 2 äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá îêîí÷àòåëüíîñòè

óñòàíîâëåííûõ â §1 ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî â òåîðåìå
1.1 ïðè nk = 2k óñëîâèå deg pk 6

1
62l íåëüçÿ çàìåíèòü íà deg pk 6 [2k−k

ε

] íè
ïðè êàêîì ε ∈ (0, 1).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ε, ε̃ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì 1
2 6 ε <

ε̃ < 1. Äëÿ ëþáîãî W ∈ N ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ïîëèíîìû pk(x), k = 1, . . . ,W, òàêèå, ÷òî deg pk 6
[
2k−k

ε]
, ‖pk‖1 >

2π
3 ,

‖pk‖∞ 6 70, k = 1, . . . ,W, è

max
16n6W

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

pk(x) cos 2kx

∥∥∥∥∥
∞

6 CW ε̃,

ãäå C = C(ε, ε̃) > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ε è ε̃.
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Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [2].
Â ïàðàãðàôå 3 äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàí-

ñòâà êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûé ëàêóíàð-
íûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâî äëÿ QC íîðìû, ïîëó÷åííîå Á. Ñ. Êàøèíûì è
Â. Í. Òåìëÿêîâûì, îáîùàåòñÿ ïðèìåð Ê. È. Îñêîëêîâà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó C
è QC íîðìàìè, ïîëó÷åí òî÷íûé ïîðÿäîê ðîñòà âåëè÷èí ‖

∑N
n=1

cosnx
n ‖QC ,

÷àñòè÷íî èçó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êâàçèíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ nk+1/nk > λ > 1, k = 1, 2, . . . . Ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà c(λ) > 0, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò λ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà âèäà

f(x) =
N∑
k=1

pk(x) cosnkx,

ãäå pk � âåùåñòâåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû c deg(pk) 6 nk/3,
k = 1, . . . , N, N = 1, 2, . . . , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ 1

0

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

rk(t)pk(x) cosnkx

∥∥∥∥∥
∞

dt > c(λ)
N∑
k=1

‖pk‖1.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

{an}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

2j−2∑
n=2j−1

|an − an+1|+ |a2j−1| 6
1

2j
, j = 1, 2, . . .

(ìû ïîëàãàåì
∑0

1 := 0). Òîãäà∥∥∥2k−1∑
n=1

an cosnx
∥∥∥
QC

6 C
√
k, k = 1, 2, . . . ,

ãäå C > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû âûâîäèì, ÷òî∥∥∥ N∑
n=1

cosnx

n

∥∥∥
QC
�
√

lnN,
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â òî âðåìÿ êàê ∥∥∥ N∑
n=1

cosnx

n

∥∥∥
∞
� lnN.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëè-
íîìà d ïåðåìåííûõ (d = 2, 3, . . .) âèäà

f(x) =
∑

s: ‖s‖1=n

δs(x), ãäå δs(x) =
∑
k∈ρ(s)

ake
i(k,x),

îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì

‖δs‖p 6 1 ∀s : ‖s‖1 = n, ãäå p > 2,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖QC > C(d, p)n(1− p
2(p−1)d)

p−1
p−2‖f‖

2(p−1)
p−2

2 , C(d, p) > 0.

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà d ïåðåìåííûõ (d = 2, 3, . . .) âèäà

f(x) =
∑

s: ‖s‖1=n

δs(x), ãäå δs(x) =
∑
k∈ρ(s)

ake
i(k,x),

îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè

1) ‖δs‖p 6 1 ∀s : ‖s‖1 = n, ãäå p > 2,

2) ‖f‖2 > bn(d−1)/2, ãäå b > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖QC > cnd/2, c = c(d, b, p) > 0.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóáëèêîâàíû â [3].

ß õî÷ó âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ àêàäåìèêó ÐÀÍ Áîðèñó Ñåðãååâè÷ó Êàøèíó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå.
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