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Введение

Эволюционной задачей мы будем называть дифференциальное уравнение, в
левой части которого стоит производная по времени от элемента некоторого
локально выпуклого пространства, а в правой части – отображение этого топо-
логического пространства в себя. Эта задача дополняется начальными услови-
ями в нулевой момент времени. Разумеется, на таком уровне общности ничего
содержательного доказать нельзя, но он позволяет взглянуть с единой точки
зрения на очень разные дифференциальные уравнения.

Необходимость такого взгляда вызвана несколькими причинами. Одна из
них состоит в том, что в последние годы в инженерных приложениях, в экономи-
ке и в ряде других областей (см., например, [50], [70], [40]) возникает большое ко-
личество моделей, которые описываются функционально-дифференциальными
уравнениями и системами бесконечного числа уравнений. Такие задачи невоз-
можно отнести к какому-либо типу, известному из классической теории диффе-
ренциальных уравнений. Вместе с тем, эти задачи не носят "фундаментально-
го"характера в том смысле, что они быстро теряют актуальность и заменяются
новыми задачами, которые соответствуют вновь построенным моделям.

Таким образом, возникает необходимость в общих теоремах, позволяющих
сразу сделать вывод о корректности построенной модели, т.е. имеет ли соответ-
ствующая задача решение, единственно ли оно и как оно зависит от начальных
данных.

Далеко не все такие модели приводят к уравнениям с липшицевыми пра-
выми частями, но даже когда липшицевость есть, она оказывается полезной,
вобще говоря, при доказательстве единственности решения. При доказатель-
стве существовнания липшицевость удается использовать не всегда, грубо го-
воря, потому, что в полуметрических пространствах нет принципа сжимающих
отображений.

Другая причина состоит в том, что этот общий подход позволяет взглянуть
по новому на такие классические понятия дифференциальных уравнений как,
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например, параболичность. Ниже, в частности, мы даем абстрактное определе-
ние параболического уравнения и рассматриваем с этой точки зрения уравнение
Навье-Стокса и некоторые виды нелокальных уравнений, которые тоже есте-
ственно назвать параболическими, но в новом, обобщенном, смысле.

Актуальность результатов главы I

Результаты этой главы носят технический и методический характер и в основ-
ном известны. Они используются в последующих главах диссертации.

В частности, поскольку в работе активно используется теорема Шаудера —
Тихонова о неподвижной точке, мы сочли целесообразным привести элементар-
ное доказательство этой теоремы для случая метризуемых локально выпуклых
пространств. В этом случае теорема Шаудерера — Тихонова сводится к теореме
Шаудера для нормированных пространств и не использует аксиому выбора.

Хорошо известно, что стандартное доказательство теоремы Шаудера — Ти-
хонова о неподвижной точке основано на аксиоме выбора. В этом доказатель-
стве аксиома выбора играет принципиальную роль и не может быть заменена
более элементарными соображениями, даже если пространство конечномерно.

Поскольку среди локально выпуклых пространств в приложениях наиболее
часто встречаются именно метризуемые пространства, кажется целесообраз-
ным иметь простое доказательство теоремы Шаудера — Тихонова, которое, в
частности, не опирается на аксиому выбора.

Кроме того, отметим, что имеются работы, в которых строятся теории ли-
нейных топологических пространств, основанные на разных аксиоматиках тео-
рии множеств без аксиомы выбора [81], [66], [42].

Актуальность результатов главы II

В главе II получена теорема, обобщающая теорему существования Пеано на
случай дифференциальных уравнений в специальном классе линейных тополо-
гических пространств. Этот результат также обобщает классическую теорему
Коши — Ковалевской.

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений центральное место
занимают две теоремы существования, касающиеся задачи

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

Первая теорема называется теоремой Коши — Пикара, она гарантирует суще-
ствование и единственность решения данной задачи при условии, что функция
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f непрерывна по t и липшицева по x. Вторая теорема называется теоремой Пе-
ано, она устанавливает существование решения в предположении, что функция
f непрерывна.

Основная трудность при обобщении теоремы Пеано для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений на бесконечномерный случай состоит в том, что шар
в бесконечномерном банаховом пространстве некомпактен. Поэтому вместо ба-
нахова пространства приходится использовать специальное локально выпуклое
линейное топологическое пространство.

Для того, чтобы гарантировать единственность, одной лишь непрерывности
правой части недостаточно. Например, скалярная задача

ẋ =
√
|x|, x(0) = 0,

имеет два решения: x(t) = 0, x(t) = t2/4.

Теорема Коши-Пикара доказывается с помощью принципа сжатых отобра-
жений. Доказательство теоремы Пеано несколько сложнее, оно основано на том,
что всякое замкнутое ограниченное множество конечномерного пространства
компактно.

Поскольку принцип сжатых отображений нечувствителен к размерности
пространства, теорема Коши — Пикара легко обобщается на случай, когда пе-
ременная x лежит в произвольном банаховом пространстве.

Не так обстоит дело с теоремой Пеано. Первый пример того, что в беско-
нечномерном банаховом пространстве данная задача может не иметь решения,
построил Дедонне [47].

В работе [93] имеется пример аналогичного эффекта в гильбертовом про-
странстве. Более того, как показал Годунов [56], в любом бесконечномерном ба-
наховом пространстве имеется система указанного вида с непрерывной правой
частью, не имеющая решений. Последнее означает, что справедливость теоремы
существования Пеано эквивалентна конечномерности пространства.

Рассмотрим задачу Коши для функции u(t, z):

∂mt u = f(t, x, u, ∂αx∂
j
tu), ∂kt u |t=0= φk(x); k = 0, . . . ,m− 1.

Здесь x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ R1, каждая из компонент вектора α = (α1, . . . , αn)

принадлежит множеству Z+. Функция u может быть векторнозначной: u =

(u1, . . . , uN); f – некоторая нелинейная функция (N−вектор), зависящая от
t, x, u и всех производных от u порядка 6 m вида

∂αx∂
j
tu, |α|+ j 6 m, j < m,
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где |α| = α1 + . . .+ αn.
Если функция f аналитична по всем своим аргументам, и функции φk то-

же аналитичны, то теорема Коши — Ковалевской гарантирует существование
единственного аналитического решения в окрестности любой начальной точки
(x0, 0).

Несколько человек независимо друг от друга заметили, что в случае линей-
ной системы уравнений не обязательно требовать аналитичность по t. Именно,
если f – всего лишь непрерывная функция от t (значениями которой являются
функции, аналитические по остальным переменным), то в окрестности точки
(x0, 0) существует единственное решение u(t, x), представляющее собой непре-
рывно дифференцируемую функцию от t, значения которой являются анали-
тическими функциями от x. В общей абстрактной формулировке (абстрактная
формулировка теоремы Коши — Ковалевской обсуждается ниже) этот резуль-
тат был получен в работе Т. Яманаки [92], а затем заново Л. В. Овсяннико-
вым [26] (изложение вопроса и различные приложения можно найти в работе
Ж. Ф. Трева [88]). Этот результат и его доказательство являются прямыми
обобщениями соответствующих результата и доказательства Гельфанда и Ши-
лова [3] для случая уравнений, коэффициенты которых не зависят от t.

Развернутое исследование корректности различных линейных дифференци-
альных и псевдодифференциальных уравнений в различных шкалах банаховых
пространств содержится в [5].

С тех пор, как в работах Яманаки и Овсянникова задача Коши — Ковалев-
ской стала изучаться в абстрактной постановке в шкале банаховых пространств,
в этой теории наметились параллели с теорией задачи Коши для обыкновенных
дифференциальных уравнений.

С точки зрения функционального анализа, рассматриваемая задача опре-
делена на шкале банаховых пространств Es, каждое из которых состоит из
вектор-функций u(z), голоморфных в поликруге BRs, 0 < s < 1 и непре-
рывных в замыкании этого поликруга. Пространства Es снабжены нормами
равномерной сходимости, которые мы обозначаем через ∥ · ∥s.

Отметим, что в силу оценок Коши∥∥∥ ∂u
∂zj

∥∥∥
s
6 c

δ
∥u∥s+δ, δ > 0

(здесь и далее несущественные положительные постоянные мы будем обозна-
чать одной и той же буквой c) операция дифференцирования оказывается огра-
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ниченным оператором
∂

∂zj
: Es+δ → Es, δ > 0.

После определенных преобразований это обстоятельство позволяет перейти к
абстрактной формулировке задачи Коши — Ковалевской.

В шкале банаховых пространств {(Es, ∥ · ∥s)}0<s<1,

Es+δ ⊆ Es, ∥ · ∥s 6 ∥ · ∥s+δ

рассмотрим следующую задачу

ut = f(t, u), u |t=0= 0.

Здесь отображение f(t, ·) : Es+δ → Es липшицево:

∥f(t, u)− f(t, v)∥s 6
c

δ
∥u− v∥s+δ

и непрерывно по t ∈ [0, 1].
В такой постановке задача была исследована Ниренбергом [72]. В предполо-

жении сильной дифференцируемости отображения f по второй переменной он
доказал существование и единственность решения данной задачи. В своем до-
казательстве Ниренберг использовал итерационную процедуру Ньютоновского
типа, следуя при этом идеям А. Н. Колмогорова [15] и Ю. Мозера [68].

Нишида [71] модифицировал технику Ниренберга, что позволило ему отка-
заться от сильной дифференцируемости и оставить лишь липшицевость отоб-
ражения f.

М. В. Сафонов [77] на основе указанной шкалы построил банахово простран-
ство, в котором абстрактная теорема существования и единственности в фор-
мулировке Нишиды доказывается с помощью принципа сжатых отображений.
Методологически этот результат Сафонова очень важен, ибо он устанавливает
связь между теоремой Коши — Ковалевской и теоремой Коши — Пикара для
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Актуальность получения аналога теоремы Пеано для задачи Коши - Кова-
левской в нелипшицевой постановке обусловлена, в частности, этой связью.

В работе [7] задача Коши — Ковалевыской рассматривается для системы из
бесконечного числа дифференциальных уравнений, правые части которых ана-
литичны по всем переменным, кроме времени. Однако в целом эта система не
является, вообще говоря, липшицевой как задача в функциональном простран-
стве. Кроме теорем существования, в данной работе предлагаются эффектив-
ные методы оценки времени существования решения.
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Актуальность результатов главы III

В этой главе дано определение абстрактного параболического уравнения в шка-
ле банаховых пространств и доказана теорема существования решения для со-
ответствующей начальной задачи.

Эта теорема позволяет, в частности, рассматривать уравнение Навьe — Сток-
са как параболическую задачу.

Исследование параболических задач в шкалах банаховых пространств нача-
лось с работ [37,45]. В работе [37] рассматривается квазилинейное параболиче-
ское уравнение в шкале банаховых пространств и доказывается теорема суще-
ствования и единственности для случая нелинейности с критическим ростом.
Нелинейность является липшицевой. Отметим, что построение шкалы банахо-
вых пространств в данной работе существенно отличается от нашего.

В работе [45] рассматриваются квазилинейные параболические уравнения
с нелипшицевой нелинейностью в частично упорядоченных пространствах. Ре-
зультаты этой работы вытекают из теорем главы III. Также из результатов
этой главы вытекают теоремы работы [48], в которой полулинейное парабо-
лическое уравнение с нелипшицевой нелинейностью рассматривается с точки
зрения принципа сравнения.

Глава III посвящена квазилинейным параболическим уравнениям с нелип-
шицевыми нелинейностями. В классической постановке квазилинейная началь-
ная параболическая задача ставится следующим образом:

ut = f(t, u,∇ku) + Au, u|t=0 = û. (1)

Здесь A – линейный эллиптический оператор порядка n, а член ∇ku обозначает
производные функции u до порядка k включительно. Кроме того, к уравнению
(1) нужно добавить граничные условия.

Если функция û принадлежит подходящему пространству, отображение f
является липшицевым (в некотором смысле) и k < n, то задача (1) имеет
единственное локальное по времени решение. Это легко выводится при помощи
принципа сжимающих отображений.

Мы рассматриваем случай, когда функция f не является липшицевой и, в
отличие от работы [45], действует из одной шкалы банаховых пространств в дру-
гую. Хорошо известно (см. [4, 47,93]), что в общем случае бесконечномерного
банахового пространства начальная задача для дифференциального уравнения
с нелипшицевой правой частью не имеет решений. Тем не менее, начальная
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задача, как правило, ставится не в одном банаховом пространстве, а в шкале
таких пространств. Более того, пространства в шкале вполне непрерывно вло-
жены. Таковы, например, шкала соболевских пространств, шкала пространств
аналитических функций. Это подсказывает нам, что искать решение надо, изу-
чая задачу во всей шкале.

Отметим еще одно свойство уравнений вида (1). Если мы опустим предпо-
ложение о липшицевости f , то получим класс систем, для которых теорема
существования справедлива даже в случае k > n. Системы такого типа остают-
ся параболическими (в некотором обобщенном смысле).

Этот эффект имеет место не только для параболических уравнений. Если
рассмотреть задачу Коши — Ковалевской в нелипшицевой постановке (см. [94]),
то найдутся такие уравнения, что порядок производных в их правой части вы-
ше, чем в левой, а решение тем не менее существует.

Такие задачи относятся не к теории классических уравнений в частных про-
изводных, а к теории функционально-дифференциальных уравнений и диффе-
ренциальных уравнений с нелокальными членами.

Актуальность результатов главы IV

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ = v(t, x), x ∈ Rm.

Вектор-функция v определена в прямом произведении отрезка [−T, T ] и области
Q ⊆ Rm.

Векторное поле v обычно считается непрерывным и липшицевым по второму
аргументу:

∥v(t, x′)− v(t, x′′)∥ 6 c∥x′ − x′′∥.

В этом случае задача имеет единственное решение x(t), удовлетворяющее на-
чальному условию x(0) = x0 ∈ Q. Этот факт известен как теорема Коши —
Пикара.

В общем случае решение x(t) определено не на всем отрезке [−T, T ],а только
на его подотрезке достаточно малой длины. Отметим, что в условиях теоремы
Коши — Пикара решение x(t) непрерывно зависит от начальных данных x0.

Как сама теорема Коши — Пикара, так и ее доказательство дословно пере-
носятся со случая x ∈ Rm на случай, когда x принадлежит бесконечномерному
банаховому пространству.
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При отказе от предположения липшицевости задача чрезвычайно усложня-
ется. Так, например, известно, что в бесконечномерном банаховом пространстве
задача может не иметь решений при заданном начальном условии [93], [56]. В
конечномерном случае существование решения гарантируется теоремой Пеано.
При этом, если векторное поле v только непрерывно в [−T, T ]×Q, то одним и
тем же начальным данным x0 может соответствовать несколько решений.

Однако, если по каким-то причинам при каждом начальном условии x0 ре-
шение единственно, то оно непрерывно зависит от x0.

Вопросы единственности решений рассматривались во многих работах. На-
сколько известно автору, эти исследования начались с работ Камке [59] и Ле-
ви [62]. Их результаты в дальнейшем обобщались в различных направлениях
(см., например, работы [75], [43] и ссылки, которые они содержат).

Случай, когда векторное поле v принадлежит пространствам Соболева (по
крайней мере H1,1), рассмотрен в работе [49] в связи с уравнением Навье —
Стокса. В этой работе получен ряд теорем о существовании и единственности
решений и характере их зависимости от начальных данных.

Предположим, что решение нашей задачи не единственно при некотором
x0, тогда существует много способов выбрать решение x(t) такое, что x(0) = x0.
Можно показать, что в конечномерном случае одним начальным данным может
соответствовать не более континуума решений. Это следует из того, что множе-
ство решений, определенных на интервале [−τ, τ ] ⊆ [−T, T ] и удовлетворяющих
условию x(0) = x0, является компактным метрическим пространством относи-
тельно нормы C[−τ, τ ], а метрический компакт не может иметь мощность, боль-
шую континуума [51]. При этом известны примеры, когда через одну точку x0
проходит континуум решений.

Множество начальных данных, при которых решение не единственно, ис-
следовалось в работе [80]. Основной результат этой работы состоит в том, что
это борелевское множество класса Fσδ.

Так или иначе, для каждого начального условия x0 мы можем выбрать ре-
шение x(t), x(0) = x0 и записать

x(t) = x(t, x0), x(0, x0) = x0.

Это тривиальное, на первый взгляд, соображение основано на аксиоме выбора.
Из анализа мы знаем, что с помощью аксиомы выбора можно получить

очень нерегулярные функции. Достаточно вспомнить, что неизмеримые функ-
ции на R существуют именно благодаря аксиоме выбора.
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Таким образом, ожидать a priori от функции x0 7→ x(t, x0) каких-либо "хо-
роших"свойств не стоит. Это приводит к вопросу о том, можно ли для каждого
начального условия так выбрать решение, чтобы зависимость x(t, x0) была все-
таки регулярной в каком-либо смысле.

Оказывается, что "общее"решение x(t, x0) можно выбрать так, что оно ока-
жется измеримой по Борелю функцией начальных данных. Одним из следствий
этого наблюдения является теорема существования обобщенного решения для
уравнения переноса. Обсуждению этих вопросов посвященая настоящая глава.

Актуальность результатов главы V

В этой главе мы доказываем несколько теорем, касающихся базиса Шаудера в
пространствах Фреше. С помощью этих теорем мы получаем теоремы о ком-
пактности, которые позволяют решать в пространствах Фреше определенный
класс эволюционных задач и получать эффективные оценки времени существо-
вания решения. Соответствующая техника называется мажорантным методом,
она подробно рассмотрена в главе VI на содержательном примере. Отметим
только, что данная техника обобщает мажорантный метод, созданный Вейер-
штрассом и использованный Ковалевской при доказательстве ее знаменитой
теоремы.

Вообще говоря, базис Шаудера существует даже не во всех сепарабельных
банаховых пространствах [52]. А в тех, в которых он существует, он мало приго-
ден для доказательства теорем существования дифференциальных уравнений.
Исключение составляют лишь гильбертовы пространства.

Однако, если не ограничиваться изучением эволюционных задач в банахо-
вых пространствах, а перейти к локально выпуклым пространствам, то ситуа-
ция сильно меняется.

Важным примером пространства Фреше с безусловным базисом Шаудера
является пространство функций, голоморфных в открытом поликруге с цен-
тром в нуле, снабженное топологией компактной сходимости. Безусловный ба-
зис Шаудера в этом пространстве состоит из функций

{zk11 , . . . , zkmm }, (k1, . . . , km) ∈ Zm+ .

Многомерные ряды Лорана [29] тоже доставляют пример разложения элемента
пространства Фреше по безусловному базису Шаудера.

Система {ei(k,x)}, k ∈ Zm образует безусловный базис Шаудера в простран-
стве D(Tm).
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Приложения методов этой главы к дифференциальным уравнениям на идей-
ном уровне тесно примыкают к методам, рассмотренным в главе II. В связи с
этим отметим, что в работе [65] имеется ряд примеров и общих теорем о несуще-
ствовании решений нелипшицивых уравнений в локально выпуклых простран-
ствах. В частности, там рассматриваются пространства последовательностей
c различными системами полунорм. В этих пространствах строятся примеры
несуществования, обобщающие задачу (II.2).

Однако, с помощью мажорантного метода в пространствах Фреше с бази-
сом Шаудера можно получать конструктивные оценки времени существования
решений и строить классы систем, для которых решения существуют. Соответ-
ствующие примеры рассмотрены в этой главе.

Актуальность результатов главы VI

Метод непрерывного усреднения создан Д. В. Трещевым. Он также построил и
решил мажорантную задачу для уравнений метода непрерывного усреднения.
Теоретико-функциональный анализ уравнений метода непрерывного усредне-
ния и мажорантной задачи выполнен автором этой диссертации.

В главе VI на основе развитой выше техники доказывается теорема суще-
ствования решения для системы уравнений метода непрерывного усреднения.

Система уравнений, которую мы будем исследовать в этой главе, является
липшицевой. Однако ее анализ вполне вписывается в построенную выше схему
рассуждений. Эти рассуждения не используют липшицевость. Она отвечает
только за единственность решения.

Мажорантный метод доказательства существования и единственности ана-
литических решений начальной задачи для линейных уравнений в частных про-
изводных впервые был применен О. Коши в 1842 году. В 1874 году с помощью
усовершенствованной версии этого метода С. В. Ковалевская решила задачу
Коши в нелинейной постановке1.

Поясним суть мажорантного метода на примере скалярной задачи:{
ut = f(u, uz, z, t),
u |t=0 = u0(z),

(2)

где функция u0 аналитична по z в нуле:

u0(z) =
∑
k

u0kz
k,

1С разными версиями истории теоремы Коши — Ковалевской можно познакомиться по
книгам [14,18].
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функция f(u, v, z, t) аналитична в точке (u0, v0, 0, 0):

f(u, v, z, t) =
∑
i,j,m,n

fi,j,m,n(u− u0)
i(v − v0)

jzmtn,

где u0 = u0(0) и v0 = (u0)z(0). Будем искать решение задачи (2) в виде ряда по
степеням z и t:

u(t, z) =
∑
i,j

ui,jz
itj. (3)

Подставляя этот ряд в (2), мы получим рекуррентную систему алгебраических
уравнений, из которой последовательно и однозначно находятся коэффициен-
ты ui,j. Для доказательства сходимости ряда (3) Ковалевская, пользуясь мажо-
рантными функциями, предложенными Вейерштрассом, построила мажорант-
ную задачу {

Ut = F (U,Uz, z, t),
U |t=0 = U0(z),

(4)

решение которой U(t, z) находится в явном виде. Здесь U0(z) =
∑

k U0kz
k,

F (U, V, z, t) =
∑
i,j,m,n

Fi,j,m,n(U − U0)
i(V − V0)

jzmtn,

и U0 = U0(0), V0 = (U0)z(0). Функции F и U0 таковы, что |u0k| 6 U0k и
|fi,j,m,n| 6 Fi,j,m,n. Соответствующий ряд

U(t, z) =
∑
i,j

Ui,jt
izj (5)

сходится в некотором бикруге. Сравнивая рекуррентные формулы для коэф-
фициентов ui,j и Ui,j, убеждаемся, что |ui,j| 6 Ui,j, поэтому ряд (3) сходится в
том же бикруге.

В силу своей универсальности мажорантная система (4) дает лишь очень
грубые оценки области сходимости ряда (3). Для улучшения этих оценок мож-
но, следуя Пуанкаре, строить каждый раз свою систему (4), учитывая специфи-
ку задачи (2). Если же нужно получить точные оценки действительного проме-
жутка времени существования решения, этот способ не подходит, так как круг в
плоскости комплексного времени, в котором сходится решение, может оказаться
ограниченным из-за комплексных особенностей, в то время как в действитель-
ном направлении решение можно продолжать и дальше. Для этого естественно
раскладывать решение задачи (2) в ряд лишь по пространственной перемен-
ной z с коэффициентами, зависящими от t, и строить мажоранты для такого
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ряда (мажоранты по пространственной переменной z). Однако это приводит к
системе из бесконечного числа обыкновенных дифференциальных уравнений
на эти коэффициенты, которая не является рекуррентной, и поэтому техника
доказательства соответствующих утверждений совершенно иная.

Теоремы существования и единственности, освобожденные от требования
аналитичности правых частей задачи (2) по времени, при различных предполо-
жениях получены в работах [25,77]. Однако указанные результаты по-прежнему
локальны по t.

В ряде задач динамики [28, 74] возникает необходимость в доказательствах
теорем существования решений для систем из бесконечного числа уравнений в
частных производных, а также в получении довольно точных оценок (не вы-
текающих, в частности, из общих результатов вида [25, 77]) действительных
промежутков времени существования решений в конкретных системах. Кроме
того, необходимыми оказываются мажорантные оценки этих решений.

В этой главе на примере дифференциальных уравнений непрерывного усред-
нения обосновывается метод мажорант по пространственным переменным в
приложении к системам из счетного числа уравнений в частных производ-
ных, правые части которых представляют собой непрерывные отображения
пространства аналитических функций в себя.

В более классической постановке (уравнений – конечное число, правые ча-
сти – аналитические функции по всем своим аргументам, кроме времени) ма-
жорантный метод рассматривался в работе [20].

Отметим, что ниже получена теорема существования, единственность же
решения в конкретных задачах может быть доказана, например, с помощью
результатов работы [77].

Новизна результатов

Результаты глав II,III, IV,V,VI являются новыми.
Глава I в основном содержит стандартный аппарат теории локально выпук-

лых пространств, который используется в дальнейшем.

Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, шести глав и списка литературы.
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а также в монографии [11] и книге [85] (совместно с Д.В. Трещевым).
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Глава I

Предварительные сведения из
теории локально выпуклых

пространств

Результаты этой главы носят технический и методический характер и в основ-
ном известны. Они используются в последующих главах диссертации.

Подробности можно найти в прекрасных текстах Эдвардса [31] и Робертсо-
нов [27].

1. Определения и примеры

Мы будем рассматривать ленейные пространства над полями действительных
и комплексных чисел. Если не оговорено отдельно, то считается, что полем
скаляров является C.

Определение 1.1. Функция ∥ · ∥ : E → R называется полунормой, если для
всех x, y ∈ E и любого λ ∈ C выполнены следующие условия:

1) ∥x∥ > 0,
2) ∥λx∥ = |λ|∥x∥,
3) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

Очевидно, что ∥0∥ = 0.
Если полунорма единственна, то изучать пространство E не очень интерес-

но: этот случай легко сводится к случаю нормированного пространства. Дей-
ствительно, рассмотрим линейное пространство M = {x ∈ E | ∥x∥ = 0} ⊆ E, и
определим на E/M норму формулой ∥ξ∥M = inf{∥x∥ | x ∈ ξ}.
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Предположим, что для некоторого множества индексов Ψ в пространстве E
определена система полунорм {∥ · ∥ψ}, ψ ∈ Ψ. Эта система позволяет превра-
тить E в топологическое пространство.

Можно проверить, что множества вида

U(F, ε) = {x ∈ E | ∥x∥f 6 ε, f ∈ F},

где F произвольное конечное подмножество Ψ, задают базу окрестностей нуля
в E.

Принципиальным в этой конструкции является то, что множества U(F, ε)

выпуклы.

Определение 1.2. Хаусдорфово линейное топологическое пространство назы-
вается локально выпуклым, если в нем существует база окрестностей нуля,
состоящая из выпуклых множеств.

Можно показать, что во всяком локально выпуклом пространстве топология
может быть определена с помощью некоторого семейства полунорм.

Топологические понятия удобно рассматривать в терминах полунорм. Так,
хаусдорфовость означает, что для любой точки x ∈ E найдется индекс ψ′ такой,
что ∥x∥ψ′ > 0.

Определение 1.3. Множество M ⊂ E называется ограниченным, если

sup{∥x∥ψ | x ∈M} <∞

для любого ψ ∈ Ψ.

Свойство множества быть ограниченным не зависит от того, какая имен-
но система полунорм задает локально выпуклую топологию. Это следует из
предложения 1.1 (см. ниже).

Определение 1.4. Говорят, что локально выпуклое пространство обладает
свойством Монтеля, если всякое ограниченное подмножество в нем относи-
тельно компактно.

Отметим, что это определение несколько отличается от стандартного опре-
деления монтелевского пространства.
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Пример 1.1. Через BR обозначим открытый поликруг в Cm с центром в нуле
и радиусом R

BR = {z = (z1, . . . , zm) | max
k

|zk| < R}.

Пусть O(BR) – пространство голоморфных функций u : BR → C. Введем в
этом пространстве локально выпуклую топологию с помощью полунорм ∥u∥K =

maxz∈K |u(z)|, где K ⊂ BR произвольный компакт. Такая топология называется
топологией компактной сходимости.

Пример 1.2. Рассмотрим семейство нормированных пространств {Eψ, ∥·∥ψ},
занумерованных индексом ψ из некоторого множества Ψ. Напомним, что пря-
мым произведением

∏
ψ∈ΨEψ называется пространство отображений u : Ψ →∪

ψ∈ΨEψ таких, что u(ψ) ∈ Eψ.
Введем в

∏
ψ∈ΨEψ топологию с помощью системы полунорм

∥u∥F = max{∥u(ψ)∥ψ | ψ ∈ F},

где F ⊆ Ψ – произвольное конечное подмножество.
Такая топология называется топологией поточечной сходимости, или тихо-

новской топологией.
Предположим, что в каждом из пространств Eψ задан компакт Kψ. Тогда

по теореме Тихонова [51] множество
∏

ψ∈ΨKψ компактно в
∏

ψ∈ΨEψ.
Рассмотрим два локально выпуклых пространства

(X, {∥ · ∥ψ}ψ∈Ψ), (Y, {| · |γ}γ∈Γ)

и линейный оператор A : X → Y .

Определение 1.5. Линейный оператор A называется ограниченным, если он
переводит ограниченные множества в ограниченные.

Линейный оератор A называется компактным, если он переводит ограни-
ченные множества в относительно компактные.

Предложение 1.1. Линейный оператор A : X → Y непрерывен тогда и толь-
ко тогда, когда для любого γ ∈ Γ найдутся ψ ∈ Ψ и константа c такие, что
для любого x ∈ X имеет место следующая оценка

|Ax|γ 6 c∥x∥ψ.
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Из этого утверждения следует, в частности, что всякий непрерывный опе-
ратор ограничен. Oбратное, вообще говоря, неверно. Локально выпуклое про-
странство, каждое ограниченное линейное отображение которого непрерывно,
называется борнологическим.

Предложение 1.2 ( [27]). Пусть E – векторное пространство, и vγ для каж-
дого индекса γ ∈ Γ есть его линейное отображение в локально выпуклое про-
странство Eγ, причем ∩

γ∈Γ

ker vγ = {0}.

Тогда в E существует слабейшая топология, в которой все vγ непрерывны;
пространство E, наделенное этой топологией, локально выпукло.

Если Vγ – базис абсолютно выпуклых окрестностей1 в Eγ, то всевозмож-
ные конечные пересечения множеств v−1

γ (Vγ), Vγ ∈ Vγ образуют базис абсо-
лютно выпуклых окрестностей этой топологии в E. В этом случае говорят,
что E является проективным пределом пространств Eγ относительно отоб-
ражений vγ.

2. Метризуемые пространства

Важным подклассом локально выпуклых пространств являются метризуемые
локально выпуклые пространства. Это пространства, в которых топология мо-
жет быть эквивалентным образом задана с помощью метрики. Этим свойством
обладают те и только те локально выпуклые пространства, которые имеют счет-
ный базис выпуклых окрестностей нуля, или эквивалентно, топология в кото-
рых может быть задана с счетным набором полунорм.

Если у нас имеется локально выпуклое пространство E со счетным набором
полунорм {∥·∥k, k ∈ N}, то одна из возможных метрик, задающих топологию,
вычисляется по формуле:

d(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
min{1, ∥x− y∥k}.

Важно отметить, что не всякое локально выпуклое пространство метризуе-
мо. Проверим, что пространство примера 1.2, вообще говоря, не является мет-
ризуемым.

1Множество V называется абсолютно выпуклым, если оно выпукло и и из того, что x ∈ V,
следует, что λx ∈ V при всех λ, |λ| 6 1 .
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Действительно, пусть, например, Eψ = R при всех ψ ∈ Ψ = [0, 2π]. Последо-
вательность функций

{sinnψ}n∈N (I.1)

содержится во множестве K = [−1, 1][0,2π] ⊂ R[0,2π].

По теореме Тихонова множество K компактно в топологии поточечной схо-
димости. Если бы пространство R[0,2π] было метризуемо, то последовательность
(I.1) содержала бы сходящуюся подпоследовательность. Покажем, что это не
так. От противного, пусть найдется подпоследовательность ui(ψ) = sinniψ, ко-
торая поточечно сходится к функции f(ψ). Но тогда, по теореме Лебега [16]
ui → f в L2[0, 2π].

Рассмотрим тождество

∥ui − f∥2L2[0,2π] = ∥ui∥2L2[0,2π] − 2(ui, f)L2[0,2π] + ∥f∥2L2[0,2π].

Поскольку ∥ui∥2L2[0,2π] = π, и по свойствам коэффициентов Фурье

(ui, f)L2[0,2π] → 0,

получаем противоречие.
Этот пример показывает, в частности, что в случае неметризуемых про-

странств "языка последовательностей"недостаточно для описания топологиче-
ских объектов.

Однако, если предположить, что количество сомножителей в прямом про-
изведении счетно, т.е. Ψ = N, то пространство

∏
k∈NEk метризуемо. Метрика

задается формулой

d(f, g) =
∑
k∈N

1

2k
min{1, ∥f(k)− g(k)∥k}.

Определение 2.1. Локально выпуклое пространство E называется простран-
ством Фреше, если оно метризуемо и каждая последовательность Коши в
нем имеет предел.

В метризуемом пространстве топологические понятия можно формулиро-
вать в терминах сходящихся последовательностей.

Определение 2.2. Говорят, что последовательность xn сходится к x, если
∥xn − x∥k → 0 при любом k ∈ N.

Последовательность {xn} называется последовательностью Коши, если
для любого k ∈ N выполнено ∥xm − xj∥k → 0, m, j → ∞.
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Легко видеть, что последовательность xn сходится к x тогда и только тогда,
когда d(xn, x) → 0.

Свойство последовательности сходиться или быть последовательностью Ко-
ши не зависит от выбора системы полунорм в метризуемом пространстве. Дей-
ствительно, пусть кроме системы полунорм {∥ · ∥k} в E имеется еще система
полунорм {| · |n}, и эти полунормы задают в E одну и ту же топологию. То-
гда тождественный оператор id : (E, {∥ · ∥k}) → (E, {| · |n}) является линейным
гомеоморфизмом, и независимость уакзанных свойств последовательности вы-
текает из предложения 1.1.

Предложение 2.1. В метризуемом пространстве E множество K ⊂ E ком-
пактно тогда и только тогда, когда всякая последовательность из K содер-
жит подпоследовательность, которая сходится к элементу K.

Пространство O(BR) из примера 1.1 метризуемо. Эквивалентная топология
в нем задается счетным семейством полунорм

|u|s = max
z∈Bs

|u(z)|, s ∈ {R(1− 1/n) | n = 2, 3, . . .}.

Пространство O(BR) обладает свойством Монтеля. Это непосредственно сле-
дует из теоремы Монтеля [30].

3. Теорема Шаудера — Тихонова в метризуемом
пространстве

В этом и следующем разделе мы приведем элементарное доказательство теоре-
мы Шаудера-Тихонова для случая метризуемых пространств [9].

Поскольку среди локально выпуклых пространств в приложениях наиболее
часто встречаются именно метризуемые пространства, кажется целесообраз-
ным иметь простое доказательство теоремы Шаудера — Тихонова, которое, в
частности, не опирается на лемму Цорна.

В общем случае стандартное доказательство теоремы Шаудера — Тихонова
основано на лемме Цорна. В этом доказательстве лемма Цорна играет принци-
пиальную роль и не может быть заменена более элементарными соображения-
ми, даже если пространство конечномерно.

Однако, если заметить, что компакт в метризуемом пространстве гомеомор-
фен компакту некоторого нормированного пространства, то теорема Шаудера-
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Тихонова для метризуемого пространства оказывается следствием теоремы Ша-
удера о неподвижной точке и, в частности, не использует лемму Цорна [9].

Пусть E – локально выпуклое пространство и C – его замкнутое выпуклое
подмножество. Будем считать отображение f : C → C непрерывным и ком-
пактным. Последнее означает, что существует компакт K ⊆ C, для которого
f(C) ⊆ K.

Теорема Шаудера — Тихонова формулируется следующим образом.

Теорема 3.1 ( [33], [83]). При сделанных предположениях, отображение f име-
ет неподвижную точку: существует элемент x̂ ∈ K такой, что f(x̂) = x̂.

В частном случае, когда пространство E нормировано, эта теорема была
ранее получена Шаудером. Доказательство теоремы Шаудера можно найти в
монографии Л. Ниренберга [25]. В этой книге доказательство проведено в пред-
положении банаховости E, однако оно дословно переносится на случай норми-
рованного E.

Имеются многочисленные версии теоремы Шаудера — Тихонова, см. напри-
мер [44]. Свою наиболее законченную форму эта теорема приобрела в рабо-
те [46]. В этой работе теорема 3.1 доказана без предположения локальной вы-
пуклости E.

Отличительная черта локально выпуклого пространства E состоит в том,
что его геометрия хорошо описывается в терминах топологически сопряженно-
го пространства E ′. Это связано с тем, что топологически сопряженные про-
странства к локально выпуклым оказываются достаточно большими.

Так, например, если A,B ⊂ E – непересекающиеся выпуклые множества и
A открыто, то найдется функционал f ∈ E ′, который разделяет эти множества,
т. е. f(A)

∩
f(B) = ∅ [27].

Если топологическое векторное пространство не является локально выпук-
лым, то сопряженное к нему пространство может состоять только из нулевого
элемента. Стандартным примером этого рода является пространство

Lp(0, 1), 0 < p < 1

см. [31]. Топология в этом пространстве (после соответствующей факторизации)
задается метрикой

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|p dx.
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4. Компакты в метризуемых пространствах

Пусть (E, {∥ · ∥k}k∈N) – отделимое метризуемое пространство.

Теорема 4.1. Пусть K ⊂ E – компактное множество. Существует линей-
ное пространство F ⊆ E, K ⊂ F, на котором определена норма ∥ · ∥ такая,
что вложение

φ : (F, ∥ · ∥) → (E, {∥ · ∥k}k∈N)

непрерывно и является гомеоморфизмом между K c топологией, индуцирован-
ной нормой ∥ · ∥, и K с топологией, индуцированной полунормами {∥ · ∥k}k∈N.

Доказательство. Всякая полунорма ∥ · ∥k является непрерывной функцией
и потому достигает своего максимума на K:

mk = max{1,max
x∈K

∥x∥k}.

Рассмотрим систему полунорм ∥ ·∥′k = m−1
k ∥ ·∥k, k ∈ N. Эта система полунорм

задает в E топологию, эквивалентную исходной. Действительно, последователь-
ность сходится по полунормам {∥ · ∥′k} тогда и только тогда, когда она сходится
по полунормам {∥ · ∥k}.

Определим пространство F как линейную оболочку множества K. Зададим
в F норму формулой

∥x∥ =
∞∑
k=1

∥x∥′k
2k

.

Поскольку полунормы {∥ · ∥′k} не превосходят на K единицы, введенная функ-
ция определена для всех элементов из F . И так как пространство E отделимо,
функция ∥ · ∥ невырождена: если ∥x∥ = 0, то x = 0.

Теперь доказательство теоремы следует из следующей леммы.

Лемма 4.1. Для любого сколь угодно малого ε > 0 и любого N ∈ N найдется
δ > 0 такое, что если ∥z∥ < δ, z ∈ F , то ∥z∥′k < ε, k = 1, . . . , N .

Для любого сколь угодно малого ε > 0 найдутся числа δ > 0 и N ∈ N такие,
что если

∥x− y∥′k < δ, k = 1, . . . , N, x, y ∈ K,

то ∥x− y∥ < ε.
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Докажем от противного первую часть леммы. Предположим, что существу-
ют числа ε ∈ (0, 1) и n ∈ N такие, что для любого δ > 0 найдется z ∈ F, для
которого верны неравенства: ∥z∥ < δ и ∥z∥′n > ε. Тогда

δ > ∥z∥ > ε

2n
.

Это неравенство противоречиво, если только δ достаточно мало.
Для доказательства второй части леммы зададимся малым ε > 0 и выберем

N так, что 2
∑∞

i=N+1 2
−i < ε/2, а затем найдем δ > 0 из условия δ < ε/2. Здесь

мы используем то, что для всякого w ∈ K справедливо неравенство

∥w∥′k 6 1, k ∈ N.

Теорема 4.1 доказана.
Если E счетно нормировано, то, ввиду теоремы 4.1, для доказательства тео-

ремы 3.1 достаточно применить теорему Шаудера о неподвижной точке к отоб-
ражению φ−1fφ : C ′ → C ′, C ′ = C

∩
F в нормированном пространстве F .

5. Теорема Шаудера — Тихонова в задачах с
параметрами

В приложениях важно не только уметь решать нелинейные уравнения, но и
устанавливать характер зависимости их решений от параметров задачи, напри-
мер, от начальных данных в эволюционных дифференциальных уравнениях.

Если нелинейные уравнения решаются итерационными методами, например,
с помощью принципа сжатых отображений, метода Ньютона — Канторовича и
т. п., то проблем с характером зависимости решения от параметров, как пра-
вило, не возникает: при естественных предположениях указанные методы схо-
дятся равномерно по параметрам задачи, а решение зависит от параметров
непрерывно.

Совершенно иная ситуация возникает, если мы решаем уравнение методами
компактности. Тогда единственности решения нет, и говорить о зависимости
решения от параметров, на первый взгляд бессмысленно. Тем не менее, можно
попытаться выделить из этой неединственности функциональную зависимость,
которая описывалась бы средствами анализа.

В этом разделе мы рассмотрим задачу о неподвижной точке в следующей
постановке.
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Пусть E – пространство Фреше и C – его замкнутое выпуклое подмножество.
Через (M,d) обозначим полное сепарабельное метрическое пространство2. Бу-
дем считать отображение f :M×C → C непрерывным и предположим, что при
любом λ ∈ M отображение f(λ, ·) компактно, т .е. найдется компакт Kλ ⊆ C,
зависящий, вообще говоря, от λ такой, что f(λ,C) ⊆ Kλ.

Как мы знаем из теоремы 3.1, при каждом λ ∈M отображение f имеет непо-
движную точку f(λ, x̂) = x̂ ∈ Kλ. При этом одному λ может соответствовать
бесконечное множество неподвижных точек.

Теорема 5.1. При сделанных предположениях, существует измеримая по Бо-
релю функция x :M → C такая, что f(λ, x(λ)) = x(λ).

Из общих теорем о борелевских отображениях [19] мы получаем следующее
предложение.

Предложение 5.1. Найдется такое множество первой категории A ⊂ M ,
что функция x :M\A→ C непрерывна.

Доказательство теоремы 5.1. Эта теорема является следствием следующе-
го топологического результата.

Теорема 5.2. [1] Пусть X и Y польские пространства, Γ ∈ X ×Y – борелев-
ское множество, Γx = {y ∈ Y | (x, y) ∈ Γ} непусто и σ−компактно при всех
x ∈ X. Тогда Γ содержит график некоторого борелевского отображения из X
в Y .

Действительно, пусть X =M, Y = C, Γ = {(λ, x) | f(λ, x) = x}.
В силу непрерывности f множество Γ замкнуто, и потому измеримо по Бо-

релю.
По той же причине замкнуто множество Γλ = {x ∈ C | f(λ, x) = x}. Множе-

ство Γλ компактно, т.к. содержится в компактном множестве Kλ.
Теорема 5.1 доказана.
Применение рассуждений, применение рассуждений осснованных на теоре-

ме об изменримом выборе позволяет получать дополнительную информацию о
зависимости решения от параметра в том случае, когда задача решается мето-
дами компактности, см. например, [99], [98].

2Такие пространства называются польскими.
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6. Шкалы банаховых пространств

Введем следующее определение.

Определение 6.1. Набор банаховых пространств {(Es, ∥ · ∥s)}s∈(0,1) мы будем
называть шкалой, если выполнены следующие условия

Es ⊆ Es′ , ∥ · ∥s > ∥ · ∥s′ , 0 < s′ < s < 1.

Определение шкалы банаховых пространств не является стандартизованым.
Оно вводится в различных статьях по-разному, в зависимости от удобства и
рассматриваемых объектов. Например, возможны такие варианты:

s ∈ [0, 1), [0, 1], (0, 1].

Неравенство иногда выглядит так: ∥ · ∥s > cs,s′∥ · ∥s′ .
Шкале банаховых пространств сопоставлено пространство Фреше

E =
∩

s∈(0,1)

Es,

снабжeнное нормами {∥ · ∥s}, s ∈ (0, 1)

Пространство E действительно является пространством Фреше, ибо систему
{∥ · ∥s} можно заменить на эквивалентную систему из счетного набора норм,
достаточно просто считать, что s ∈ (0, 1) ∩Q.

Очевидно, пространство E является проективным пределом пространств Es
относительно вложений id : E → Es .

Пример 6.1. В Cm введем норму формулой

∥w∥ = max
j

|wj|, w = (w1, . . . , wm) ∈ Cm.

Через D ⊂ Rm обозначим замкнутую область, и пусть

Ds = {z = x+ w | x ∈ D, w ∈ Cm, ∥w∥ < sR}, 0 < s < 1 (I.2)

– комплексная окрестность этой области.
Пусть Hs– пространство функций f : Ds → C, аналитических в Ds и непре-

рывных в замыкании Ds. Будучи снабжено нормой

∥f∥Hs = sup
z∈Ds

|f(z)|
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пространство Hs становится банаховым пространством. Пространства

Hs, 0 < s < 1

oбразуют шкалу банаховых пространств.
Рассмотрим дифференциальный оператор

∂

∂xk
: Hs′ → Hs, 0 < s < s′ < 1, k = 1, . . . ,m.

В силу оценки Коши ( [30]) имеем∥∥∥ ∂

∂xk

∥∥∥
Hs′→Hs

6 C

s′ − s
. (I.3)

Константа Cв этой формуле не зависит от s и s′.
Свойство пространства Фреше быть полученным из шкалы банаховых про-

странств является наследственным в следующем смысле.

Предложение 6.1 ( [85]). Пусть L ⊆ E – замкнутое подпространство. Тогда

L =
∩

s∈(0,1)

Ls,

где Ls – замыкание пространства L в Es и Ls′ ⊆ Ls при s′ > s.

Доказательство. Вложения L ⊆
∩
s∈(0,1) Ls, Ls′ ⊆ Ls очевидны.

Покажем, что
∩
s∈(0,1) Ls ⊆ L. Будем рассуждать от противного: предполо-

жим найдется точка x ∈
∩
s∈(0,1) Ls и x /∈ L.

Это означает, что существуют последовательности {xsk}k∈N ⊂ L такие, что
∥xsk − x∥s → 0 при k → ∞.

Рассмотрим возрастающую последовательность sj → 1, j → ∞. Для каж-
дого j выберем номер kj так, что

kj+1 > kj, ∥xsjkj − x∥sj < 1/j.

Таким образом, последовательность yj = x
sj
kj

сходится к элементу x по всем
нормам {∥ · ∥}s. В силу замкнутости пространства L получаем x ∈ L. Противо-
речие.

Предложение доказано.

Предложение 6.2 ( [85]). Рассмотрим две шкалы банаховых пространств
{(Es, ∥ · ∥Es )} и {(Vs, ∥ · ∥Vs )}.
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Предположим, что для любого s ∈ (0, 1) найдется число s′ ∈ (0, 1) такое,
что вложение Es′ ⊆ Vs компактно. Тогда вложение

E =
∩

s∈(0,1)

Es ⊆ V =
∩

s∈(0,1)

Vs

тоже компактно.

Доказательство.Перенумеруем множество Q = (0, 1) ∩Q следующим обра-
зом

Q = {sj}j∈N.

Рассмотрим ограниченную последовательность {xk} ⊂ E. Пусть s таково,
что вложение Es ⊂ Vs1 компактно. Поскольку {xk} ограничена в Es при любом
s, найдется подпоследовательность {x1k} ⊆ {xk}, которая сходится по норме
∥ · ∥Vs1 . По тем же причинам существует подпоследовательность {x2k} ⊆ {x1k},
которая сходится по норме ∥ · ∥Vs2 и так далее.

Таким образом, диагональная последовательность yj = xjsj сходится по всем
нормам ∥ · ∥Vs , а значит сходится в топологии V .

Предложение доказано.

Следствие 6.1. Если все вложения Es ⊆ Es′ , 0 < s′ < s < 1 компактны, то
пространство E обладает свойством Монтеля.

Действительно, в силу предложения 6.2 вложение E ⊆ E компактно.
В заключение сформулируем полезную для дальнейшего теорему Асколи.

Рассмотрим пространство C([a, b], E) непрерывных функций, отображающих
отрезок [a, b] в E. Это пространство локально выпукло и топология в нем вво-
дится полунормами

∥u(·)∥cs = max
t∈[a,b]

∥u(t)∥s, s ∈ (0, 1).

Определение 6.1. Множество G ⊆ C([a, b], E) назовем равностепенно непре-
рывным, если для любого s ∈ (0, 1) и для любого ε > 0 найдется постоянная
δ > 0 такая, что supu∈G ∥u(t1)− u(t2)∥s < ε для всех t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| < δ.

Теорема 6.1 (Асколи, [30]). Предположим, что множество W ⊂ C([a, b], E)

равностепенно непрерывно и таково, что множество

Wt = {u(t) | u(t) ∈ W} ⊂ E

компактно при каждом t ∈ [a, b]. Тогда W компактно C([a, b], E).
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7. Приложения к некоторым шкалам аналитических
функций

Введем локально выпуклое пространствоH =
∩

0<s<1Hs с семейством полунорм
{∥ · ∥Hs } (см. пример 6.1).

Дадим другое описание пространства H.Рассмотрим открытую окрестность

D1 = D(R) = {z = x+ w | x ∈ D, w ∈ Cm, ∥w∥ < R}

области D. Тогда H – это пространство голоморфных функций f : D(R) → C.
Напомним некоторые обозначения. Если z = (z1, . . . , zm) ∈ D(R) и j =

(j1, . . . , jm) ∈ Zm+ , то мы будем писать

zj = zj11 . . . zjmm , |j| = j1 + . . .+ jm, ∂zj = ∂zj11 . . . ∂zjmm .

В силу (I.3) дифференциальный оператор n-го порядка:

Dn =
∑
|j|6n

aj(z)
∂|j|

∂zj
: H → H, aj ∈ H

непрерывен. Одно из следствий этого факта состоит в следующем. Множество
kerDn является замкнутым подпространством H, и таким образом, в силу пред-
ложения 6.1, пространство kerDn тоже можно рассматривать как проективный
предел некоторой шкалы банаховых пространств.

Теорема 7.1 (Монтель). 3 Вложения Hs′ ⊂ Hs, s < s′ вполне непрерывны.

Следствие 7.1. Всякое ограниченное подмножество H относительно ком-
пактно.

Действительно, по теореме Монтеля вложения Hs′ ⊂ Hs, s < s′ вполне
непрерывны. Следовательно, в силу предложения 6.2 вложение H ⊆ H тоже
вполне непрерывно.

Другие шкалы функциональных пространств

В этом разделе мы введем две специальные шкалы аналитических функций,
которые понадобятся в дальнейшем.

3Общая формулировка теоремы Монтеля содержится в [30].
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Первая шкала состоит из банаховых пространств (Gs, ∥ · ∥Gs ). Пространство
Gs – это пространство последовательностей функций u = {uk(x)}k∈Z, uk ∈ Hs,

снабженное нормой
∥u∥Gs = sup

k∈Z

{
(1 + |k|2)∥uk∥Hs

}
. (I.4)

Для любого s < s′ и j = 1, . . . ,m введем оператор дифференцирования по
правилу

∂

∂xj
: Gs′ → Gs,

∂

∂xj
u =

{ ∂

∂xj
uk(x)

}
k∈Z

.

Рассмотрим шкалу (Fs, ∥ · ∥Fs ).Здесь банахово пространство Fs состоит из
последовательностей u = {uk(x)}k∈Z, uk ∈ Hs со следующей нормой

∥u∥Fs =

√∑
k∈Z

(1 + |k|2)(∥uk∥Hs )2. (I.5)

Непосредственно из формулы (I.3) следует, что∥∥∥ ∂

∂xj
u
∥∥∥F
s
6 C

s′ − s
∥u∥Fs′ , 0 < s < s′ < 1. (I.6)

Константа C > 0 не зависит от u, s, s′.

Предложение 7.1. Вложения Gs′ ⊂ Fs, 0 < s < s′ < 1 вполне непрерывны.

Доказательство. Рассмотрим оператор проектирования Pnu = {uk}|k|6n,
u ∈ Fs.

Пусть множество W ⊂ Gs′ ограничено. Следовательно, найдется константа
M > 0 такая, что

∥w∥Gs′ 6M для всех w = {wk}k∈Z ∈ W.

Таким образом,

∥wk∥Hs′ 6
M

1 + |k|2
, (I.7)

и множество Pn(W ) является ε-сетью для W в Fs. Действительно, рассмотрим
элемент w ∈ W , в силу (I.7) получаем

(∥w − Pnw∥Fs )2 =
∑
|k|>n

(∥wk∥Hs )2(1 + |k|2) 6M2
∑
|k|>n

1

1 + |k|2
.

Последнее выражение в этой формуле произвольно мало, если n достаточно
велико.

По теореме Монтеля Pn(W ) относительно компактно в Fs. Таким образом,
W относительно компактно в Fs.

Из теоремы 6.2 вытекает следующее следствие.
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Следствие 7.2. Вложение

G ⊂ F, G =
∩

0<s<1

Gs, F =
∩

0<s<1

Fs

вполне непрерывно.

Введем в пространстве Fs структуру алгебры. Пусть u = {uk(x)}k∈Z ∈ Fs и
v = {vk(x)}k∈Z ∈ Fs.

Предложение 7.2. Если набор констант {bm,n}m,n∈Z ⊂ C ограничен:

sup
m,n∈Z

|bm,n| 6 c1 <∞,

то Fs является банаховой алгеброй относительно умножения, заданного фор-
мулой:

uv =
{ ∑
m+n=k

bm,nunvm

}
k∈Z

.

Это означает, что
∥uv∥Fs 6 c ∥u∥Fs ∥v∥Fs ,

постоянная c > 0 зависит только от c1.

Замечание 7.1. Отметим, что это умножение конечно дистрибутивно, но,
вообще говоря, не коммутативно и не ассоциативно. Алгебраические свойства
введенного умножения зависят от констант bm,n. В дальнейшем мы будем
использовать это предложение в приложении только к случаю, когда кон-
станты bm,n таковы, что умножение коммутативно и ассоциативно.

Proof. Введем две 2π-периодических функции

U(t) =
∑
k∈Z

∥uk∥Hs eikt, V (t) =
∑
k∈Z

∥vk∥Hs eikt.

Эти функции принадлежат пространству Соболева4 H1(T) и

∥u∥Fs = ∥U∥H1(T), ∥v∥Fs = ∥V ∥H1(T).

4Пространство Соболева H1(T) – это банахово пространство, состоящее из рядов Фурье
u(x) =

∑
k∈Z uke

ikx с конечной нормой ∥u∥2H1(T) =
∑

k∈Z(1 + |k|2)|uk|2 [82].
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Так как пространствоH1(T) является банаховой алгеброй относительно обыч-
ного умножения функций [32] ,получаем:

(∥uv∥Fs )2 =
∑
k∈Z

(1 + |k|2)
(∥∥∥ ∑

m+n=k

bm,nunvm

∥∥∥H
s

)2

6
∑
k∈Z

(1 + |k|2)
( ∑
m+n=k

|bm,n|∥un∥Hs ∥vm∥Hs
)2

6 c21 ∥UV ∥2H1(T) 6 c2 ∥U∥2H1(T)∥V ∥2H1(T) = c2 (∥u∥Fs )2(∥v∥Fs )2. (I.8)

Следствие 7.3. Для любых 0 < s < s′ < 1 и u, v, u′, v′ ∈ Fs имеем∥∥∥u ∂v
∂xj

− u′
∂v′

∂xj

∥∥∥F
s
6 cmax{∥v∥Fs′ , ∥u′∥Fs′}

s′ − s

(
∥u− u′∥Fs′ + ∥v − v′∥Fs′

)
.

Положительная постоянная c зависит только от c1.

Действительно, эта оценка легко следует из тождества

u
∂v

∂xj
− u′

∂v′

∂xj
= (u− u′)

∂v

∂xj
+ u′

( ∂v
∂xj

− ∂v′

∂xj

)
и формулы (I.6).

Замечание 7.2. В дальнейшем мы используем последовательности w(z) =

{wj(z)}j∈Z, которые состоят не из скалярных функций wj(z), а из вектор-
функций wj(z) = (wj,1, . . . , wj,q)(z).

Пространства таких функций будут также обозначаться через Gs и Fs.
Мы используем формулы (I.4) и (I.5), где ∥wj∥Hs = supz∈Ds

∥wj(z)∥, а ∥ ·∥ любая
норма в Cq.

Другой способ рассматривать векторно-значную последовательность функ-
ций w = {wj}j∈Z как элемент Gs или Fs – это просто растянуть ее в скалярно-
значную последовательность:

(. . . , w−1,1, . . . , w−1,q, w0,1, . . . , w0,q, w1,1, . . . , w1,q, . . .).

Все теоремы про пространства Gs и Fs остаются верными и в этом случае.
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Глава II

Абстрактная задача Коши —
Ковалевской

В этой главе мы излагаем в основном резульататы работ [94], [10].

8. Введение

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений центральное место за-
нимают две теоремы существования, касающихся задачи

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. (II.1)

Первая теорема называется теоремой Коши-Пикара, она гарантирует существо-
вание и единственность решения данной задачи при условии, что функция f

непрерывна по t и липшицева по x. Вторая теорема называется теоремой Пеа-
но, она устанавливает существование решения в предположении, что функция
f непрерывна.

Для того, чтобы гарантировать единственность, одной лишь непрерывности
правой части недостаточно. Например, скалярная задача

ẋ =
√
|x|, x(0) = 0,

имеет два решения: x(t) = 0, x(t) = t2/4.

Теорема Коши — Пикара доказывается с помощью принципа сжатых отоб-
ражений. Доказательство теоремы Пеано несколько сложнее, оно основано на
том, что всякое замкнутое ограниченное множество конечномерного простран-
ства компактно.
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Поскольку принцип сжатых отображений нечувствителен к размерности
пространства, теорема Коши — Пикара легко обобщается на случай, когда пе-
ременная x лежит в произвольном банаховом пространстве.

Не так обстоит дело с теоремой Пеано. Первый пример того, что в беско-
нечномерном банаховом пространстве задача (II.1) может не иметь решения,
построил Дедонне [47]. В его примере в пространстве c0 (через c0 мы обозна-
чаем пространство сходящихся к нулю последовательностей x = (x1, x2, ...) с
нормой ∥x∥ = supk |xk|) рассматривается следующая задача

ẋk =
√
|xk|+

1

k
, xk(0) = 0, k ∈ N. (II.2)

Непосредственным интегрированием этих уравнений легко убедиться, что эта
задача не имеет решений в c0.

В работе [93] имеется пример аналогичного эффекта в гильбертовом про-
странстве. Более того, как показал Годунов [56], в любом бесконечномерном
банаховом пространстве имеется система вида (II.1) с непрерывной правой ча-
стью, не имеющая решений. Последнее означает, что справедливость теоремы
существования Пеано эквивалентна конечномерности пространства.

Рассмотрим задачу Коши для функции u(t, z):

∂mt u = f(t, x, u, ∂αx∂
j
tu), ∂kt u |t=0= φk(x); k = 0, . . . ,m− 1. (II.3)

Здесь x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ R1, каждая из компонент вектора α = (α1, . . . , αn)

принадлежит множеству Z+. Функция u может быть векторнозначной: u =

(u1, . . . , uN); f – некоторая нелинейная функция (N−вектор), зависящая от
t, x, u и всех производных от u порядка 6 m вида

∂αx∂
j
tu, |α|+ j 6 m, j < m,

где |α| = α1 + . . .+ αn.
Если функция f аналитична по всем своим аргументам, и функции φk тоже

аналитичны, то теорема Коши-Ковалевской гарантирует существование един-
ственного аналитического решения в окрестности любой начальной точки (x0, 0).

Несколько человек независимо друг от друга заметили, что в случае линей-
ной системы уравнений не обязательно требовать аналитичность по t. Именно,
если f – всего лишь непрерывная функция от t (значениями которой являются
функции, аналитические по остальным переменным), то в окрестности точки
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(x0, 0) существует единственное решение u(t, x), представляющее собой непре-
рывно дифференцируемую функцию от t, значения которой являются анали-
тическими функциями от x. В общей абстрактной формулировке (абстрактная
формулировка теоремы Коши — Ковалевской обсуждается ниже) этот резуль-
тат был получен в работе Т. Яманаки [92], а затем заново Л. В. Овсяннико-
вым [26] (изложение вопроса и различные приложения можно найти в работе
Ж. Ф. Трева [88]). Этот результат и его доказательство являются прямыми
обобщениями соответствующих результата и доказательства Гельфанда и Ши-
лова [3] для случая уравнений, коэффициенты которых не зависят от t.

В работе [87] (см. также [88]) Трев привел один нелинейный вариант аб-
страктной теоремы Коши — Ковалевской; этот вариант, однако, недостаточно
силен, чтобы с его помощью можно было доказать существование (и единствен-
ность) решения (II.3) в случае, когда f является лишь непрерывно зависящей
от t аналитической функцией остальных аргументов.

Развернутое исследование корректности различных линейных дифференци-
альных и псевдодифференциальных уравнений в различных шкалах банаховых
пространств содержится в [5].

С тех пор, как в работах Яманаки и Овсянникова задача Коши — Ковалев-
ской стала изучаться в абстрактной постановке в шкале банаховых пространств,
в этой теории наметились параллели с теорией задачи Коши для обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Введем в пространстве Cp = {z = (z1, . . . , zp)} норму формулой ∥z∥ =

maxk |zk|. Через BR обозначим поликруг BR = {z ∈ Cp | ∥z∥ < R}.
Как известно, в аналитической (и даже гладкой) постановке задача (II.3) за-

меной переменных может быть приведена к следующей квазилинейной системе

∂ul
∂t

=
∑
k,j

alkj(t, z, u)
∂uk
∂zj

+ hl(t, z), u |t=0= 0. (II.4)

Здесь z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm, u = (u1, . . . , un) – вектор-функция. Числа n,m,
конечно, не совпадают уже с числами n,m из задачи (II.3).

Например, уравнение ut = u2x заменой v = ux приводится к системе

ut = v2, vt = 2vvx.

Функции alkj и hl голоморфны в поликругах радиуса R > 0 пространств
C1+m+n и C1+m соответственно. По теореме Коши — Ковалевской, данная задача
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имеет решение u(t, z), голоморфное в поликруге радиуса r > 0 пространства
C1+m, и это решение единственно в классе аналитических функций.

С точки зрения функционального анализа, рассматриваемая задача опре-
делена на множестве банаховых пространств Es, каждое из которых состоит
из вектор-функций u(z), голоморфных в поликруге BRs, 0 < s < 1 и непре-
рывных в замыкании этого поликруга. Пространства Es снабжены нормами
равномерной сходимости, которые мы обозначаем через ∥ · ∥s.

Отметим, что в силу оценок Коши∥∥∥ ∂u
∂zj

∥∥∥
s
6 c

δ
∥u∥s+δ, δ > 0

(здесь и далее несущественные положительные постоянные мы будем обозна-
чать одной и той же буквой c) операция дифференцирования оказывается огра-
ниченным оператором

∂

∂zj
: Es+δ → Es, δ > 0. (II.5)

Это обстоятельство позволяет перейти к абстрактной формулировке задачи Ко-
ши — Ковалевской.

В шкале банаховых пространств {(Es, ∥ · ∥s)}0<s<1,

Es+δ ⊆ Es, ∥ · ∥s 6 ∥ · ∥s+δ (II.6)

рассмотрим следующую задачу

ut = f(t, u), u |t=0= 0. (II.7)

Здесь отображение f(t, ·) : Es+δ → Es липшицево

∥f(t, u)− f(t, v)∥s 6
c

δ
∥u− v∥s+δ

и непрерывно по t ∈ [0, 1].
В такой постановке задача (II.7) была исследована Ниренбергом [72]. В пред-

положении сильной дифференцируемости отображения f по второй переменной
он доказал существование и единственность решения данной задачи. В своем
доказательстве Ниренберг использовал итерационную процедуру Ньютоновско-
го типа, следуя при этом идеям А. Н. Колмогорова [15] и Ю. Мозера [68].

Нишида [71] модифицировал технику Ниренберга, что позволило ему отка-
заться от сильной дифференцируемости и оставить лишь липшицевость отоб-
ражения f.
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М. В. Сафонов [77] на основе шкалы (II.6) построил банахово простран-
ство, в котором абстрактная теорема существования и единственности в фор-
мулировке Нишиды доказывается с помощью принципа сжатых отображений.
Методологически этот результат Сафонова очень важен, ибо он устанавливает
связь между теоремой Коши — Ковалевской и теоремой Коши — Пикара для
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Эта связь подсказывает идею исследовать задачу Коши — Ковалевской в
нелипшицевой постановке с целью получить результаты типа теоремы Пеано
для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Первые результаты в этом направлении содержатся в [41]. В этой работе
предполагается, что отображение f правой части уравнения (II.7) сохраняет
порядок сингулярности, т. е. неравенство

∥u∥s 6
R

(1− s)k

влечет
∥f(t, u)∥s′ 6

C

(s− s′)k

при всех t ∈ (−T, T ).
В работе [23] теорема типа Пеано для задачи (II.7) получена в существенном

предположении того, что функция f определена для всех u ∈ Es.
Ниже мы доказываем теорему типа теоремы Пеано для абстрактной зада-

чи Коши-Ковалевской. При этом мы обобщаем на случай шкалы банаховых
пространств не систему (II.3) с нелинейной правой частью, а квазилинейную
систему (II.4).

Как уже отмечалось выше, основная трудность при обобщении теоремы Пе-
ано для обыкновенных дифференциальных уравнений на бесконечномерный
случай состоит в том, что шар в бесконечномерном банаховом пространстве
некомпактен. Поэтому вместо банахова пространства приходится использовать
специальное локально выпуклое пространство.

Основное наблюдение состоит в следующем. Рассмотрим шкалу банаховых
пространств (II.6). Если, как и выше, пространства Es состоят из аналитиче-
ских функций, то, в силу теоремы Монтеля, вложения (II.6) компактны. Для
абстрактной шкалы мы примем этот факт как аксиому.

Рассмотрим линейное пространство E =
∩

0<s<1Es. Это пространство явля-
ется пространством Фреше [27] относительно топологии определенной нормами
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{∥ · ∥s}0<s<1. Эквивалентным образом пространство E может быть определено
как проективный предел пространств {Es}.

Оказывается, пространство E обладает свойством Монтеля, это следует из
следствия 6.1. Этот факт показывает, что в смысле свойств компактности, про-
странство E ближе к конечномерным пространствам, чем бесконечномерное
банахово пространство. Это и делает возможным обобщение теоремы Пеано на
случай уравнений в шкале банаховых пространств.

9. Основная теорема

Пусть {(Es, ∥ · ∥s)}0<s<1 – шкала банаховых пространств:

Es+δ ⊆ Es, ∥ · ∥s 6 ∥ · ∥s+δ, s+ δ < 1, δ > 0. (II.8)

Мы предполагаем, что все вложения (II.8) компактны. Такое предположение
справедливо для пространств аналитических функций, пространств Соболева
и многих других.

Пусть Bs(r) = {u ∈ Es | ∥u∥s < r} – открытый шар в Es и Bs(r) – его
замыкание.

Будем считать, что для некоторых положительных констант T,R,M,K отоб-
ражения

A : [0, T ]×Bs+δ(R)×Bs+δ(R) → Es, (II.9)

h : [0, T ]×Bs+δ(R) → Es, δ > 0, s+ δ < 1 (II.10)

непрерывны, и для любых u, v ∈ Bs+δ(R) выполнены следующие неравенства:

∥A(t, u, v)∥s 6
M∥v∥s+δ

δ
, ∥h(t, u)∥s 6 K, δ > 0, s+ δ < 1. (II.11)

Замечание 9.1. Отображения вида (II.9), (II.10) являются стандартными
для анализа в шкалах банаховых пространств, тем не менее, приведем их
формальное определение.

Формула (II.9) означает, что отображение A действует следующим обра-
зом

A : [0, T ]×
( ∪

0<s<1

(
Bs(R)×Bs(R)

))
→

∪
0<s<1

Es

и
A
∣∣
[0,T ]×Bs+δ(R)×Bs+δ(R)

⊆ Es.

Аналогично определяется отображение (II.10).
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Предположим, что A выпукло по третьему аргументу в следующем смысле.
Для всех u, v, w ∈ Bs+δ(R) и 0 6 λ 6 1 справедливо неравенство

∥A(t, u, λv + (1− λ)w)∥s 6 λ∥A(t, u, v)∥s + (1− λ)∥A(t, u, w)∥s. (II.12)

Основным объектом нашего изучения будет следующая задача Коши:

ut = A(t, u, u) + h(t, u), u |t=0= 0. (II.13)

В такой постановке задача (II.13) является прямым обобщением задачи (II.4).
Действительно, для того чтобы получить задачу (II.4), надо взять

A(t, u, v) =
∑
k,j

alkj(t, z, u)
∂vk
∂zj

.

Через Ẽ обозначим множество функций f : [0, 1/a) →
∪

0<s<1Es. Простран-
ство E1 =

∩
1−s−τa>0C

1([0, τ ], Es) состоит по определению из тех элементов
f ∈ Ẽ, которые обладают следующим свойством:

f |[0,τ ]∈ C1([0, τ ], Es)

для всех 1−s− τa > 0. В дальнейшем мы снабдим пространство E1 топологией
проективного предела пространств C1([0, τ ], Es) относительно отображений

E1 ∋ f 7→ f |[0,τ ] .

Теорема 9.1. Предположим, что выполнены неравенства (II.11),(II.12). Тогда
существует такая константа a > 0, что задача (II.13) имеет решение

u(t) ∈
∩

1−s−τa>0

C1([0, τ ], Es). (II.14)

Замечание 9.2. Опишем неформально роль теоремы 5.1 в данной теории.
Предположим, что правая часть уравнения (II.13) непрерывно зависит от

параметра p, принадлежащего некоторому польскому пространству.
Поскольку в конечном счете доказательство теоремы 9.1 основано на тео-

реме Шаудера — Тихонова, то в силу теоремы 5.1 мы можем утверждать,
что существует решение u = u(t, p), являющееся измеримым по Борелю от-
носительно второго аргуметна.
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Отображение A зависит от трех аргументов. Первый аргумент – время, вме-
сто второго и третьего аргумента подставляется искомая функция. По второму
и третьему аргументу оператор A может быть нелипшицевым. На третий аргу-
мент оператор A действует как дифференциальный оператор первого порядка.
Это выражается неравенством (II.11).

Если отображение A тождественно равно нулю, то теорема 9.1 является
прямым обобщением стандартной теоремы Пеано для шкал банаховых про-
странств.

В качестве примера рассмотрим шкалу аналитических функций в окрестно-
сти действительного m-мерного тора

Tms = {z = x+ iy ∈ Cm | x ∈ Tm = Rm/(2πZm), |y| < Rs}, R > 0.

Через Es обозначим пространство функций, аналитических в Tms и непрерыв-
ных в замыкании Tms . Пространства Es являются банаховыми пространствами
относительно норм равномерной сходимости:

∥u∥s = max
z∈Tm

s

|u(z)|, u ∈ Es.

Пусть функция Φ(z, ξ) при почти всех ξ ∈ Tm принадлежит пространству E1 и
∥Φ(·, ξ)∥1 ∈ L1(Tm).

Если, например, взять

A(t, u, v) =
(∫

Tm

Φ(z, ξ)

1− |u(ξ)|q
dξ
)p m∑

j=1

aj(t, z)
∂v

∂zj
, p ∈ N, q > 0,

где aj ∈ C([0, T ], E1) и h(t, u) = u2 + z1, то соответствующая задача имеет
решение по теореме 9.1, но результат Ниренберга — Нишиды неприменим. Более
того, неприменимыми оказываются результаты работ [41], [23].

10. Доказательство основной теоремы

10.1. Предварительные замечания

Введем треугольник:

∆ = {(τ, s) ∈ R2 | τ > 0, 0 < s < 1, 1− s− τa > 0}.

Рассмотрим локально выпуклое линейное топологическое пространство

E =
∩

(τ,s)∈∆

C([0, τ ], Es)
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с семейством норм:
∥u∥τ,s = max

06t6τ
∥u(t)∥s.

Очевидно,эти нормы удовлетворяют следующим неравенствам:

∥ · ∥τ,s 6 ∥ · ∥τ+δ,s, ∥ · ∥τ,s 6 ∥ · ∥τ,s+δ, δ > 0. (II.15)

Пространство E состоит из тех элементов f множества Ẽ, для которых верно
следующее:

f |[0,τ ]∈ C([0, τ ], Es)

для всех (τ, s) ∈ ∆. Пространство E с введенными нормами является проектив-
ным пределом пространств C([0, τ ], Es), (τ, s) ∈ ∆ относительно отображений
E ∋ f 7→ f |[0,τ ].

Определение 10.1. Будем говорить, что множество G ⊆ E равностепенно
непрерывно, если для всех ε > 0 и для всех (τ, s) ∈ ∆ существует

δ = δ(ε, τ, s) > 0

такое, что если t1, t2 ∈ [0, τ ] и |t1 − t2| < δ, тогда

sup
u∈G

∥u(t1)− u(t2)∥s < ε.

Назовем множество G ⊆ E ограниченным, если существуют такие кон-
станты Mτ,s, что для всех u ∈ G мы имеем ∥u∥τ,s 6Mτ,s.

Напомним лемму Арцела — Асколи [30]:

Лемма 10.1. Пусть H ⊂ C([0, T ], X) – множество в пространстве непрерыв-
ных функций со значениями в банаховом пространстве X. Предположим, что
множество H замкнуто, ограничено, равностепенно непрерывно и для каж-
дого t ∈ [0, T ] множество {u(t) ∈ X} является компактом в пространстве X.
Тогда множество H компактно в пространстве C([0, T ], X).

Очевидно, подобный критерий компактности имеется и в пространстве E.

Лемма 10.2. Если замкнутое множество G ⊆ E равностепенно непрерывно
и ограничено,то оно является компактом.
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Доказательство. Пусть (τ, s) – произвольная точка в ∆.
Так как множество G ограничено и равностепенно непрерывно в простран-

стве C([0, τ ], Es+δ), то по лемме 10.1 оно компактно в пространстве C([0, τ ], Es).
Следовательно, каждая последовательность {uk}k∈N ⊂ G содержит подпосле-
довательность, которая сходится по норме ∥ · ∥τ,s. Итак, остается доказать, что
найдется подпоследовательность последовательности {uk}, которая сходится по
всем нормам ∥ · ∥τ,s сразу.

Рассмотрим множество ∆Q = ∆
∩

Q2. Это множество счетно, и пусть

γ : N → ∆Q

– соответствующая биекция.
Пусть {u1k} ⊆ {uk} – подпоследовательность, сходящаяся по норме ∥ · ∥γ(1).

В силу приведенных выше рассуждений, существует подпоследовательность
{u2k} ⊆ {u1k}, сходящаяся по норме ∥ · ∥γ(2) и т.д. Диагональная последователь-
ность {ukk} сходится по норме {∥ · ∥γ(k)}k∈N. Следовательно, благодаря неравен-
ствам (II.15) она сходится по всем нормам.

10.2. Доказательство теоремы 9.1

Задача (II.13), очевидно, эквивалентна следующей задаче о неподвижной точке:

u(t) = F (u) =

∫ t

0

A(ξ, u(ξ), u(ξ)) + h(ξ, u(ξ)) dξ. (II.16)

Если решение уравнения (II.16) непрерывно по переменной t, то оно и диффе-
ренцируемо по t.

Пусть множество S ⊂ E состоит из элементов v, удовлетворяющих следую-
щим условиям:

1)
∥v(t)∥s 6 R, (II.17)

2) неравенство

∥A(t, u(t), v(t))∥s 6
1√

1− at− s
(II.18)

справедливо для всех u ∈ E таких, что ∥u(t)∥s 6 R,
3) для t1, t2 ∈ [0, τ ], (τ, s) ∈ ∆ верна оценка

∥v(t1)− v(t2)∥s 6
(
K +

1√
1− s− aτ

)
|t1 − t2|. (II.19)

43



Множество S не пусто: 0 ∈ S.
Множество S выпукло в силу условия (II.12) и компактно по лемме 10.2.
Если мы покажем, что

F (S) ⊆ S (II.20)

то доказательство теоремы 9.1 будет завершено применением теоремы Шаудера
— Тихонова о неподвижной точке к отображению F и множеству S.

Итак, пусть v ∈ S. Проверим включение (II.20). Заметив, что

t <
1

a
,

покажем, что отображение F сохраняет неравенство (II.17):

∥F (v)∥s 6
∫ t

0

∥A(ξ, u, v(ξ)∥s + ∥h(ξ, v(ξ))∥s dξ

6
∫ t

0

1√
1− aξ − s

+K dξ =
2

a

(√
1− s−

√
1− at− s

)
+Kt

6 2 +K

a
. (II.21)

Таким образом, в (II.21) нам достаточно взять a > (2 +K)/R.

Для проверки неравенства (II.18) введем обозначение:

w(t) = A(t, v(t), v(t)) + h(t, v(t)).

С помощью неравенств (II.12), (II.11) и неравенства Йенсена [30] получим∥∥∥A(t, u, ∫ t

0

w(ξ) dξ
)∥∥∥

s
6 1

t

∫ t

0

∥A(t, u, tw(ξ))∥s dξ

6 M

t

∫ t

0

∥tw(ξ)∥s+δ
δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ 6M

∫ t

0

∥w(ξ)∥s+δ
δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ. (II.22)

Последний член в (II.22) не больше, чем

M

∫ t

0

∥A(ξ, v(ξ), v(ξ))∥s+δ + ∥h(ξ, v(ξ))∥s+δ
δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ

6M

∫ t

0

( 1

δ
√
1− aξ − s− δ

+
K

δ

)∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ 6 C

a
√
1− at− s

, (II.23)

где положительная константа C не зависит от s, t, a. Взяв в (II.23) a > C, мы
видим, что отображение F сохраняет неравенство (II.18).
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Проверим теперь условие (II.19). Предположим для определенности, что
t2 > t1. Тогда неравенство (II.18) дает

∥F (v)(t2)− F (v)(t1)∥s 6
∫ t2

t1

∥A(ξ, v(ξ), v(ξ))∥s + ∥h(ξ, v(ξ))∥s dξ

6
∫ t2

t1

1√
1− aξ − s

+K dξ

6
(
K +

1√
1− s− aτ

)
(t2 − t1).

Теорема 9.1 доказана.
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Глава III

Абстрактные параболические
уравнения

В этой главе мы излагаем результаты работ [96], [8].

11. Введение

Этот раздел посвящен квазилинейным параболическим уравнениям с нелипши-
цевыми нелинейностями. В классической постановке квазилинейная начальная
параболическая задача ставится следующим образом:

ut = f(t, u,∇ku) + Au, u|t=0 = û. (III.1)

Здесь A – линейный эллиптический оператор порядка n, а член ∇ku обозначает
производные функции u до порядка k включительно. Кроме того, к уравнению
(III.1) нужно добавить граничные условия.

Если функция û принадлежит подходящему пространству, отображение f
является липшицевым (в некотором смысле) и k < n, то задача (III.1) имеет
единственное локальное по времени решение. Это легко выводится при помощи
принципа сжимающих отображений.

Мы рассматриваем случай, когда функция f не является липшицевой. Хоро-
шо известно (см. [4, 47, 93]), что в общем случае бесконечномерного банахового
пространства начальная задача для дифференциального уравнения с нелип-
шицевой правой частью не имеет решений. Тем не менее, начальная задача,
как правило, ставится не в одном банаховом пространстве, а в шкале таких
пространств. Более того, пространства в шкале вполне непрерывно вложены.
Таковы, например, шкала соболевских пространств, шкала пространств анали-
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тических функций. Это подсказывает нам, что искать решение надо, изучая
задачу во всей шкале.

Отметим еще одно свойство уравнений вида (III.1). Если мы опустим пред-
положение о липшицевости f , то получим класс систем, для которых теорема
существования справедлива даже в случае k > n. Системы такого типа остают-
ся параболическими (в некотором обобщенном смысле).

Этот эффект имеет место не только для параболических уравнений. Если
рассмотреть задачу Коши — Ковалевской в нелипшицевой постановке (см. [94]),
то найдутся такие уравнения, что порядок производных в их правой части вы-
ше, чем в левой, а решение тем не менее существует.

Такие задачи относятся не к теории классических уравнений в частных про-
изводных, а к теории функционально-дифференциальных уравнений и диффе-
ренциальных уравнений с нелокальными членами.

Основные методы исследования, применяемые в данной работе, – это тео-
рема Шаудера о неподвижной точке для локально выпуклых пространств и
теория шкал банаховых пространств. Другие подходы к абстрактным парабо-
лическим задачам в липшицевой постановке можно найти в [37,45].

12. Основная теорема

Рассмотрим две шкалы банаховых пространств{
Es, ∥ · ∥Es

}
s>0

и
{
Gs, ∥ · ∥Gs

}
s>0

такие, что Es ⊆ Gs для всех s > 0. Все вложения Es+δ ⊆ Es, δ > 0, вполне
непрерывны и

∥ · ∥Es 6 ∥ · ∥Es+δ. (III.2)

Параметр s не обязательно пробегает всю положительную вещественную полу-
ось. Мы не используем пространства Es, Gs с большими значениями s, поэтому
можно, например, считать, что s ∈ (0, 1).

Введем константы C, T,R > 0 и φ, α > 0.

Определение 12.1. Полугруппа линейных отображений

St :
∪
s

Gs →
∪
s

Es, St(Gs) ⊂ Es, t > 0
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называется сильно непрерывной если для любого элемента u ∈ Es выполнены
следующие соотношения:

∥Stu− u∥Es → 0 при t↘ 0,

∥Stu∥Es 6 C∥u∥Es .

Определение 12.2. Полугруппа St называется параболической, если суще-
ствует такая постоянная γ > 1, что неравенство

∥Stu∥Es+δ 6
C

tφ
∥u∥Gs (III.3)

выполняется при любых δ, t > 0, δγ < t < T .

Пусть Bs(r) – открытый шар радиуса r с центром в начале координат в
пространстве Es.

Введем функцию

f : (0, T ]×
(∪

s

Bs(R)
)
→

∪
s

Gs, f
(
(0, T ]×Bs+δ(R)

)
⊂ Gs

такую, что сужение f : (0, T ]×Bs+δ(R) → Gs непрерывно и неравенство

∥f(t, u)∥Gs 6 C

δα
(III.4)

выполняется при (s+ δ)γ < t 6 T и u ∈ Bs+δ(R).

Замечание 12.1. Случай

∥f(t, u)∥Gs 6 C

tβδα
, β > 0,

довольно распространен, однако, поскольку δγ < t, он сводится к (III.4):

C/(tβδα) 6 C/δβγ+α.

Мы рассмотрим задачу о существовании решений квазилинейного парабо-
лического уравнения в классической и обобщенной постановке.

Обобщенная постановка. При сделанных предположениях, рассматрива-
ется следующее интегральное уравнение:

u(t) =

t∫
0

S(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ. (III.5)
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Классическая постановка. В дополнение к сделанным предположениям,
будем считать, что Gs = Es, и существует ограниченный линейный оператор

A : Es+δ → Es, s, δ > 0

такой, что

lim
h→0+

∥∥∥1
h

(
Sh − idEs+δ

)
u− Au

∥∥∥E
s
= 0 (III.6)

для любого u ∈ Es+δ.
При выполнении условия (III.6) мы будем говорить, что оператор A является

генератором полугруппы St и писать St = eAt.
В классической постановке рассматриваемая задача имеет вид

ut = f(t, u) + Au, (III.7)

u |t=0 = 0. (III.8)

Смысл начального условия (III.8) будет прояснен ниже.
Теперь дадим определение.

Определение 12.3. Будем называть задачу (III.7) или (III.5) параболической,
если полугруппа St — параболическая и

χ = φ+
α

γ
< 1.

В случае, указанном в замечании 12.1, имеем χ = φ+ β + α/γ.

Обозначим Ẽ =
∪
s>0Es. Зададим пространство E1(T ), T > 0 формулой

E1(T ) =
∩

0<sγ<τ<T

C1((τ, T ), Es). (III.9)

Пространство E1(T ) состоит из отображений w : (0, T ) → Ẽ таких, что

w |(τ,T )∈ C1((τ, T ), Es)

при всех s, τ , удовлетворяющих неравенству 0 < sγ < τ < T .
В дальнейшем пространство E1(T ) наделяется топологией проективного пре-

дела пространств
C1((τ, T ), Es), 0 < sγ < τ < T

относительно отображений

E1(T ) ∋ w 7→ w |(τ,T ) .
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Аналогично вводится пространство

E(T ) =
∩

0<sγ<τ<T

C((τ, T ), Es).

Теорема 12.1.

Пусть задача (III.7) -(III.8) – параболическая. Тогда существует такая по-
стоянная T∗ > 0, что эта задача имеет решение u(t) ∈ E1(T∗), и для любой
постоянной c ∈ (0, 1) справедливо соотношение

∥u(t)∥Ect1/γ → 0 при t↘ 0. (III.10)

Функция u(t) удовлетворяет также и уравнению (III.5).
Пусть задача (III.5) – параболическая. Тогда существует такая постоян-

ная T∗ > 0, что эта задача имеет решение u(t) ∈ E(T∗).

Замечание 12.2. Опишем неформально роль теоремы 5.1 в данной теории.
Предположим, что правые части уравнений (III.5,III.7) непрерывно зави-

сит от параметра p, принадлежащего некоторому польскому пространству.
Поскольку в конечном счете доказательство теоремы 12.1 основано на

теореме Шаудера - Тихонова, то в силу теоремы 5.1 мы можем утверждать,
что существует решение u = u(t, p), являющееся измеримым по Борелю от-
носительно второго аргуметна.

Теорема 12.1 доказывается в разделах 13 и 14.
Затем, чтобы продемонстрировать эффект, о котором говорилось во введе-

нии, теорема 12.1 применяется к нелокальным параболическим задачам. Чтобы
сравнить наш результат с результатами, полученными ранее, мы также рассмат-
риваем уравнение Навье – Стокса.

Если A – это классический оператор Лапласа, а параболическое уравнение
рассматривается в подходящей области, то γ = 2, а неравенство из формулы
(III.9) принимает вид 0 < s2 < τ .

Отметим, что, если Gs = Es = Rm, ∥ · ∥Es = | · |, s > 0, A = 0, то теоре-
ма 12.1 обобщает классическую теорему Пеано на случай, когда правая часть
уравнения удовлетворяет (III.4) с s = δ = (t/3)1/γ.
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13. Предварительные сведения из функционального
анализа

В этом разделе приведены некоторые факты из функционального анализа.
Они будут использованы в разделе 14 при доказательстве теоремы 12.1.

Рассмотрим пространства

C([τ, T ], Eµτ1/γ ), 0 < µ < 1, 0 < τ < T

со стандартными нормами и построим проективный предел этих пространств.
Определим пространство E(T ) следующим образом:

E(T ) =
∩

0<µ<1

∩
0<τ<T

C([τ, T ], Eµτ1/γ ).

Есть и другое, эквивалентное, определение пространства E(T ):

E(T ) =
∩

0<sγ<τ<T

C([τ, T ], Es).

Пространство E(T ), снабженное набором полунорм

∥u∥τ,µ = max
τ6ξ6T

∥u(ξ)∥Eµτ1/γ , u ∈ E(T ), (III.11)

становится локально выпуклым пространством.
Очевидно, эти полунормы удовлетворяют следующим неравенствам:

∥u∥τ,µ 6 ∥u∥τ,µ+δ, δ > 0, (III.12)

∥u∥τ,rµ 6 ∥u∥rγτ,µ, 0 < r 6 1. (III.13)

Действительно, формула (III.12) непосредственно следует из (III.2). Формула
(III.13) вытекает из оценки

∥u∥τ,rµ = max
τ6ξ6T

∥u(ξ)∥Eµ(rγτ)1/γ 6 max
rγτ6ξ6T

∥u(ξ)∥Eµ(rγτ)1/γ = ∥u∥rγτ,µ.

Из формул (III.12), (III.13) следует, что E(T )— это топологическое про-
странство, удовлетворяющее первой аксиоме счетности: топология этого про-
странства может быть задана полунормами (III.11) только при µ, τ ∈ Q.

Напомним теорему Арцела — Асколи (см. [30]).

Теорема 13.1. Пусть H ⊂ C([0, T ], X) есть множество в пространстве
непрерывных функций со значениями в банаховом пространстве X. Пусть
множество H замкнуто, ограничено и равномерно непрерывно, а множество
{u(t) ∈ X : u ∈ H} компактно в пространстве X для любого t ∈ [0, T ]. Тогда
множество H компактно в пространстве C([0, T ], X).
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Теперь установим один из аналогов этого результата.

Предложение 13.1. Пусть множество K ⊂ E(T ) замкнуто. Тогда K ком-
пактно, если выполнены два следующих условия:

1. Множество K ограничено.

2. Для любых ε > 0, τ ∈ (0, T ), µ ∈ (0, 1) существует такая константа
δ > 0, что если t′, t′′ ∈ [τ, T ] и |t′ − t′′| < δ, то

sup
u∈K

∥u(t′)− u(t′′)∥Eµτ1/γ < ε

(это означает, что K – равномерно непрерывное множество).

Прежде всего докажем следующую лемму.

Лемма 13.1. Пусть {vj} ⊆ K – последовательность. Тогда для любого τ ∈
(0, T ) эта последовательность содержит подпоследовательность, сходящую-
ся во всех нормах

∥ · ∥τ,µ, µ ∈ (0, 1).

Доказательство. Действительно, возьмем возрастающую последовательность
µk → 1, µ1 > 0, и зафиксируем любое значение τ ∈ (0, T ). Поскольку после-
довательность {vj} ограничена и равномерно непрерывна в C([τ, T ], Eµ2τ1/γ ), то
в силу теоремы 13.1 она содержит подпоследовательность {v1j}, сходящуюся в
C([τ, T ], Eµ1τ1/γ ).

Последовательность {v1j} ограничена и равномерно непрерывна в

C([τ, T ], Eµ3τ1/γ )

. Значит, можно выбрать такую подпоследовательность {v2j} ⊆ {v1j}, что после-
довательность {v2j} сходится в C([τ, T ], Eµ2τ1/γ ) и т. д.

В силу неравенства (III.12) диагональная последовательность {vjj} сходится
во всех нормах ∥ · ∥τ,µ, µ ∈ (0, 1) при выбранном фиксированном τ .

Доказательство предложения 13.1. Множество P = Q∩ (0, T ) счетно. Сле-
довательно, его элементы можно занумеровать следующим образом: P = {τi}i∈N.

Мы должны показать, что любая последовательность {uj} ⊆ K содержит
сходящуюся подпоследовательность {ujk}.

По лемме 13.1 существует подпоследовательность {u1j} ⊆ {uj}, сходящаяся
во всех нормах ∥ · ∥τ1,µ, µ ∈ (0, 1). Точно так же доказывается, что существует
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последовательность {u2j} ⊆ {u1j}, сходящаяся во всех нормах ∥ · ∥τ2,µ, µ ∈ (0, 1),
и т. д.

Диагональная последовательность {ujj} сходится во всех нормах

∥ · ∥τk,µ, k ∈ N, µ ∈ (0, 1).

В силу неравенства (III.13) последовательность {ujj} сходится во всех нормах
∥ · ∥τ,µ, τ ∈ (0, T ), µ ∈ (0, 1).

Предложение 13.1 доказано.

Лемма 13.2. Пусть X и Y – банаховы пространства. Предположим, что
Aa : X → Y , a′ > a > 0, – такой набор ограниченных линейных операторов,
что для любого x ∈ X справедливы соотношения

sup
a′>a>0

∥Aax∥Y <∞,

∥Aax∥Y → 0 при a→ 0.

Тогда
sup
x∈B

∥Aax∥Y → 0 при a→ 0

для любого компактного множества B ⊂ X.

Этот результат непосредственно следует из теоремы Банаха — Штейнгауза
(см. [30]).

14. Доказательство теоремы 12.1

Положим

W (T∗) = {u ∈ E(T∗) | ∥u∥τ,ν 6 R, 0 < τ < T∗, 0 < ν < 1}.

Постоянная T∗ > 0 будет определена ниже.
Прежде всего, найдем неподвижную точку отображения

F (u) =

t∫
0

St−ξf(ξ, u(ξ)) dξ.

Эта неподвижная точка и будет обобщенным решением, о существовании кото-
рого говорится во второй части утверждения теоремы. Затем, используя фор-
мулу (III.6), мы покажем, что эта неподвижная точка есть искомое решение
задачи (III.7).
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Лемма 14.1. Если постоянная T∗ достаточно мала, то отображение F пе-
реводит W (T∗) в себя.

Доказательство. Пусть постоянные t и s таковы, что 0 < s < t1/γ и t 6 T∗.

Пусть u ∈ W (T∗). Оценим функцию v(t) = F (u):

∥v(t)∥Es 6
t∫

0

∥St−ξf(ξ, u(ξ))∥Es dξ = X + Y, (III.14)

где

X =

t−sγ∫
0

∥St−ξf(ξ, u(ξ))∥Es dξ, Y =

t∫
t−sγ

∥St−ξf(ξ, u(ξ))∥Es dξ.

Чтобы оценить слагаемое X, выберем постоянные ε и µ так, чтобы

0 < ε <
s

t1/γ
< µ < 1 (III.15)

(ε выбирается достаточно малым, а µ— достаточно близким к единице).
Введем переменные δ и δ′:

δ = s− εξ1/γ, δ′ = ξ1/γ(µ− ε).

Учитывая, что ξ ∈ (0, t− sγ], получаем, что δ, δ′ положительны и

s− δ > 0, s− δ + δ′ < ξ1/γ, δ < (t− ξ)1/γ. (III.16)

Из среднего неравенства следует, что

u(ξ) ∈ Bs−δ+δ′(R), (III.17)

а значит, слагаемое X оценивается следующим образом:

X 6 C

t−sγ∫
0

(t− ξ)−φ∥f(ξ, u(ξ))∥Gs−δ dξ 6 C2

t−sγ∫
0

1

δ′α(t− ξ)φ
dξ 6

6 C2

(µ− ε)α

t−sγ∫
0

dξ

(t− ξ)φξα/γ

∣∣∣
ξ=yt

=

=
C2t1−χ

(µ− ε)α

1−sγ/t∫
0

dy

(1− y)φyα/γ
6 C2Jt1−χ

(µ− ε)α
,

(III.18)
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где

J =

1∫
0

dy

(1− y)φyα/γ
.

Оценим теперь слагаемое Y . Введем функцию ψ:

ψ(y) = y1/γ + (1− y)1/γ − 1.

В интервале (0, 1) эта функция положительна. Определим константу I следу-
ющим образом:

I =

1∫
0

dy

(1− y)φ(ψ(y))α
.

Константа µ определена выше. Переопределим переменные δ, δ′ следующим
образом:

δ = µ(t− ξ)1/γ, δ′ = µξ1/γ + δ − s.

Теперь переменная ξ принадлежит [t− sγ, t], а значит, переменные δ и δ′ поло-
жительны и удовлетворяют неравенствам (III.16).

Единственным нетривиальным моментом является доказательство положи-
тельности переменной δ′. Вначале заметим, что

δ′ = µξ1/γ + µ(t− ξ)1/γ − s = t1/γ
(
µy1/γ + µ(1− y)1/γ − s

t1/γ

)
(III.19)

(напомним, что y = ξ/t). Из (III.19) следует, что

δ′ > t1/γµψ(y). (III.20)

Как и раньше, включение (III.17) выполнено для новых δ, δ′.
Теперь можно оценить слагаемое Y . Из (III.20) следует, что

Y 6 C

t∫
t−sγ

(t− ξ)−φ∥f(ξ, u(ξ))∥Gs−δ dξ 6 C2

t∫
t−sγ

dξ

(t− ξ)φδ′α
6

6 C2t1−χ

µα

1∫
1−sγ/t

dy

(1− y)φ(ψ(y))α
6 C2I

µα
t1−χ.

(III.21)

Теперь утверждение леммы следует из формул (III.14), (III.18), (III.21).

Следствие 14.1. Из формул (III.18), (III.21) следует, что если 0 < sγ < t 6 T∗

и v(t) = F (u), u ∈ W (T∗), то найдется такая положительная постоянная c2,
не зависящая от u, t, s, что

∥v(t)∥Es 6 c2t
1−χ.
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Лемма 14.2. Множество F (W (T∗)) предкомпактно в E(T∗).

Доказательство. В силу предложения 13.1 достаточно доказать, что мно-
жество F (W (T∗)) равномерно непрерывно.

Пусть u ∈ W (T∗), v(t) = F (u). Мы должны показать, что если t′, t′′ > τ,

τ ∈ (0, T∗), то

sup
u∈W (T∗)

∥v(t′)− v(t′′)∥Eµτ1/γ → 0 при |t′ − t′′| → 0

для любого µ ∈ (0, 1).
Действительно, предположим для определенности, что t′′ > t′. Тогда

v(t′′)− v(t′) =

t′′∫
t′

St
′′−ξf(ξ, u) dξ+ (III.22)

+
(
St

′′−t′ − idEs

) t′∫
0

St
′−ξf(ξ, u) dξ, sγ < τ.

Выбирая положительную постоянную δ так, что (s+ δ)γ < τ , и используя пара-
боличность полугруппы St, оценим первое слагаемое правой части последнего
равенства: ∥∥∥∥∥∥

t′′∫
t′

St
′′−ξf(ξ, u) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

6 C

t′′∫
t′

(t′′ − ξ)−φ∥f(ξ, u)∥Gs dξ 6

6 C2

t′′∫
t′

dξ

δα(t′′ − ξ)φ
=

C2

δα(1− φ)
(t′′ − t′)1−φ.

Таким образом, первое слагаемое правой части (III.22) равномерно стремится
к нулю.

Рассмотрим множество

U =
∪

τ6t′6T∗


t′∫

0

St
′−ξf(ξ, u) dξ

∣∣∣ u ∈ W (T∗)

 .

По лемме 14.1 множество U ограничено в любом пространстве Eµ′τ1/γ с 1 > µ′ >

µ. Значит, оно компактно в Eµτ1/γ . По лемме 13.2 имеем

sup
w∈U

∥St′′−t′w − w∥Eµτ1/γ → 0 при t′′ − t′ → 0.

Отсюда следует, что и второе слагаемое правой части (III.22) равномерно стре-
мится к нулю.
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Следствие 14.2. Множество F (W (T∗)) равномерно непрерывно относитель-
но переменной t.

Лемма 14.3. Отображение F : W (T∗) → W (T∗) непрерывно в топологии про-
странства E(T∗).

Доказательство. Пусть последовательность {vl} ⊂ W (T∗) сходится к v ∈
W (T∗) при l → ∞. Нам нужно показать, что для любого sγ < τ < T∗ последо-
вательность

sup
τ6t6T∗

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

St−ξf(ξ, vl(ξ)) dξ −
t∫

0

St−ξf(ξ, v(ξ)) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

стремится к нулю при l → ∞.

В силу следствия 14.2 последовательность
t∫

0

St−ξf(ξ, vl(ξ)) dξ

 (III.23)

равномерно непрерывна в интервале [τ, T∗]. Равномерная сходимость такой по-
следовательности эквивалентна ее поточечной сходимости (см. [30]). Таким об-
разом, достаточно доказать, что последовательность (III.23) сходится в Es для
любого t ∈ [τ, T∗].

Зафиксируем t ∈ [τ, T∗]. Пусть константы ε, µ удовлетворяют неравенству
(III.15). Повторяя рассуждения леммы 14.1, будем иметь∥∥∥∥∥∥

t∫
0

St−ξ(f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

6

6
t−sγ∫
0

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gεξ1/γ dξ +

+

t∫
t−sγ

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gs−µ(t−ξ)1/γ dξ.

(III.24)

Поскольку функция f непрерывна, для фиксированного ξ получаем следующие
соотношения:

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gεξ1/γ → 0, ξ ∈ [0, t− sγ],

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gs−µ(t−ξ)1/γ → 0, ξ ∈ [t− sγ, t),
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при l → ∞.

Более того, в силу (III.18) и (III.21) оба эти выражения мажорируются L1-
интегрируемой функцией:

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gεξ1/γ 6
6 (t− ξ)−φ(∥f(ξ, vl(ξ))∥Gεξ1/γ + ∥f(ξ, v(ξ))∥Gεξ1/γ ) 6

6 2C2

(µ− ε)αξα/γ(t− ξ)φ
,

(t− ξ)−φ∥f(ξ, vl(ξ))− f(ξ, v(ξ))∥Gs−µ(t−ξ)1/γ 6

6 2C2

tα/γµα(ψ(ξ/t))α(t− ξ)φ
.

Следовательно, в силу теоремы о мажорированной сходимости, интегралы в
правой части (III.24) стремятся к нулю при l → ∞.

Итак, по теореме Шаудера — Тихонова и леммам 14.1–14.3 мы получаем
неподвижную точку отображения F ; обозначим ее через u:

F (u) = u ∈ W (T∗).

Это доказывает вторую часть теоремы 12.1.
Чтобы доказать первую часть, покажем, что эта неподвижная точка есть

решение задачи (III.7). Пусть t, t + h > sγ. Сначала рассмотрим случай поло-
жительного h. Продифференцируем функцию u(t) явно:

ut(t) =

= lim
h→0

h−1

 t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ −
t∫

0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ

 =

= lim
h→0

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ+

+ lim
h→0

h−1(eAh − idEs)

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ.

(III.25)

Из леммы 14.1 следует, что
t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ ∈ Es′ с sγ < s′γ < t, t + h.

Следовательно, формула (III.6) дает следующее соотношение:

h−1(eAh − idEs)

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ → A

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ (III.26)
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в Es при h→ 0.

Докажем, что

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ → f(t, u(t)) (III.27)

в Es при h→ 0.
Для этого заметим, что

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ − f(t, u(t)) =

= h−1

 t+h∫
t

eA(t+h−ξ)(f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))) dξ +

+

t+h∫
t

(eA(t+h−ξ) − idEs)f(t, u(t)) dξ

 .

Первый интеграл в правой части этой формулы оценивается следующим обра-
зом: ∥∥∥∥∥∥

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)(f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

6

6 Ch max
t6ξ6t+h

∥f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))∥Es = o(h).

Поскольку полугруппа eAt сильно непрерывна, для второго интеграла получа-
ем, что ∥∥∥∥∥∥

t+h∫
t

(eA(t+h−ξ) − idEs)f(t, u(t)) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

6

6 h max
t6ξ6t+h

∥∥(eA(t+h−ξ) − idEs

)
f(t, u(t))

∥∥E
s
= o(h).

Если h < 0, то вместо (III.25) нужно использовать соотношение

ut(t) = lim
h→0

h−1
((

idEs − e−Ah
) t+h∫

0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ−

−
t∫

t+h

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ
)
.
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В этом случае новым является лишь доказательство равенства

lim
h→0

h−1
(
idEs − e−Ah

) t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ =

= A

t∫
0

e(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ.

Докажем его. Очевидно,

(
idEs − e−Ah

) t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ =

= (idEs − e−Ah)u(t) + (idEs − e−Ah)(u(t+ h)− u(t)).

(III.28)

Множество

V =

{
u(t+ h)− u(t)

∥u(t+ h)− u(t)∥Es′

∣∣∣∣∣ h ∈ (h′, 0)

}
,

где h′ отрицательно и близко к нулю, ограничено в Es′ , s
γ < s′γ < t + h′.

Следовательно, V – компактное множество в Es. По лемме 13.2 множество

(A−h − A)V, A−h =
1

h

(
idEs − e−Ah

)
,

ограничено в Es. Значит, множество A−hV тоже ограничено.
Таким образом, учитывая непрерывность функции u(t), получаем∥∥∥∥1h(idEs − e−Ah

)
(u(t+ h)− u(t))

∥∥∥∥E
s

=

= ∥u(t+ h)− u(t)∥Es′ ·
∥∥∥∥A−h

u(t+ h)− u(t)

∥u(t+ h)− u(t)∥Es′

∥∥∥∥E
s

= o(1).

Отсюда вытекает следующая оценка для второго слагаемого правой части (III.28):∥∥(idEs − e−Ah
)
(u(t+ h)− u(t))

∥∥E
s
= o(h).

Первое слагаемое правой части (III.28) оценивается следующим образом:∥∥(idEs − e−Ah)u(t)− hAu(t)
∥∥E
s
= o(h).

Подставляя (III.26) и (III.27) в (III.25), мы видим, что функция u есть ре-
шение уравнения (III.7).

Формула (III.10) вытекает из следствия 14.1.
Теорема 12.1 доказана.
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15. Приложения

В дальнейшем мы будем обозначать все несущественные положительные кон-
станты одной и той же буквой c.

15.1. Уравнение Блэка — Шолза (The Black-Scholes equatation)

В этом разделе мы рассмотрим уравнение типа Блэка — Шолза. Это уравнение
возникает в экономике, в [40], [54].

Через Es обозначим банахово пространство функций u(z) =
∑∞

k=0 ukz
k, z ∈

C, cнабженное нормой

∥u∥s =
∞∑
k=0

|uk|(s0 + s)k, s0, s > 0.

Очевидно, каждая функция из этого пространства голоморфна в круге {|z| <
s0 + s} и непрерывна на его границе. Кроме того, ∥uv∥s 6 ∥u∥s · ∥v∥s.

Вложения Es+δ ⊂ Es, δ > 0 вполне непрерывны. Через Bs(R) обозначим
открытый шар пространства Es радиуса R с центром в нуле.

Отметим, что сходимость последовательности элементов u(n) =
∑∞

k=0 u
(n)
k zk

при n → ∞ влечет сходимость числовых последовательностей {u(n)k }, хотя эти
последовательности не обязаны сходиться равномерно по k.

Рассмотрим следующую задачу Коши

ut(t, z) = f(t, u)− ∂2

∂z2

(
z2u(t, z)

)
, u(0, z) = 0. (III.29)

Здесь f : (0, T ]×Bs+δ(R) → Es – непрерывное отображение. Причем при

(s+ δ)2 < t 6 T, u ∈ Bs+δ(R)

верно неравенство

∥f(t, u)∥s 6
C

δα
, 0 6 α < 2.

Например, если s0 > 1, то указанным условиям удовлетворяет отображение

f(u) =
∞∑
k=0

(k + λ(k))αuk+λ(k)z
k, u =

∞∑
k=0

ukz
k

с любой функцией λ : N → N.
Действительно,

∥f(u)∥s 6
∞∑
k=0

(k + λ(k))α|uk+λ(k)|(s0 + s)k+λ(k).
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В качестве другого примера можно взять

f(u) =
∞∑
k=0

1

(s0 + 1)k
|uk|νkzk, 0 6 νk 6 1.

Кроме того, легко показать, что

∥e−t
∂2

∂z2
z2u∥s+δ 6 c∥u∥s

при δ2 < t.
Таким образом, при сделанных предположениях выполнены условия теоре-

мы 12.1 для классической постановки. Следовательно, при достаточно малых
T∗ > 0 задача (III.29) имеет решение u(t, z) ∈ E1(T∗).

15.2. Параболические уравнения с градиентными нелинейностями

В этом разделе мы рассмотрим модельный пример.
Пусть M ⊂ Rm – ограниченная область с гладкой границей ∂M .
Рассмотрим следующую задачу:

ut = f(∇u) + ∆u, u|t=0 = û ∈ H1,q
0 (M), u(t, ∂M) = 0, t > 0. (III.30)

Здесь q > 1.
Функция f непрерывна в Rm и |f(z)| 6 c(|z|p + 1), q > p > 1, для всех

z ∈ Rm. Отметим, что функция f необязательно липшицева.
Покажем, что если

m(p− 1) < q, (III.31)

то задача (III.30) имеет обобщенное решение из C([0, T ], H1,q
0 (M)), где положи-

тельная константа T зависит от û.
Если функция f липшицева, то неравенство (III.31) хорошо известно: оно

соответствует докритическому случаю в смысле Фуджиты.
После замены неизвестной функции u = e∆tû + v рассматриваемая задача

принимает вид

vt = g(t, x,∇v) + ∆v, v |t=0= 0, g(t, x,∇v) = f(∇(e∆tû+ v)). (III.32)

Введем пространства дробных степеней оператора Лапласа с нулевыми гра-
ничными условиями Xs,p = (−∆)−s/2(Lp(M)). Эти пространства удовлетворяют
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почти всем теоремам вложения, что и пространства Соболева Hs,p(M). Тео-
рия этих пространств содержится в [34], [35], [36], [58]. Отметим, что Xk,p =

Hk,p(M) ∩H1,p
0 (M), k ∈ N.

Рассмотрим задачу (III.32) в шкалах

Es = X1+s0+s,q(M), ∥ · ∥s = ∥ · ∥X1+s0+s,q(M), s ∈ (0, S),

и
Gs = X−λ,q(M), ∥ · ∥G = ∥ · ∥X−λ,q(M).

Здесь все пространства Gs совпадают друг с другом, а константы S > 0, s0 > 0,
0 6 λ < m(1− 1/q) подлежат определению.

Введем константу
r =

qm

m+ λq
∈ (1, q].

Затем, используя факты из теории пространств дробных степеней, оценим функ-
цию g:

∥g(t, x,∇v)∥G 6 c∥g(t, x,∇v)∥Lr(M) 6

6 c
(
∥∇(e∆tû+ v)∥pLpr(M) + 1

)
6

6 c
(
∥e∆tû∥pX1,pr(M) + ∥v∥pX1,pr(M) + 1

)
.

(III.33)

Выберем константу s0 следующим образом:

s0 = m

(
1

q
− 1

rp

)
.

Тогда выполнено условие X1+s0,q(M) ⊆ X1,pr(M).

Здесь мы выбираем λ так, чтобы выполнялось неравенство q < rp. Отметим,
что

∥e∆tû∥pX1,pr(M) 6 ct−β∥û∥pX1,q(M), β =
m

2

(
p

q
− 1

r

)
.

Если v ∈ Bs =
{
h ∈ Es | ∥h∥Es 6 1

}
, то в силу вышеизложенного из формулы

(III.33) следует неравенство

∥g(t, x,∇v)∥G 6 c

tβ
.

Кроме этого, нам потребуется неравенство

∥e∆tw∥s 6 ct−φ∥w∥G, φ =
1 + s0 + s+ λ

2
,

которое которое также следует из теории пространств дробных степеней.
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Предложение 15.1. Отображение (t, v) 7→ g(t, x,∇v) непрерывно переводит
(0, T )×Bs в Gs.

Доказательство. Предположим противное: существует такая последователь-
ность (tk, vk), что tk → t ∈ (0, T ), vk → v в Es при k → ∞, v, vk ∈ Bs и

∥gk(x)− g(x)∥G > c > 0, (III.34)

где gk(x) = g(tk, x,∇vk), g(x) = g(t, x,∇v).
Как и выше, из (III.34) следует, что

∥gk(x)− g(x)∥Lr(M) > c > 0.

Поскольку ∇vk → ∇v в Lpr(M), существует такая подпоследовательность {vk′} ⊆
{vk}, что ∇vk′ → ∇v почти всюду в M . Значит, |gk′(x)− g(x)|r → 0 почти всюду
в M . Следовательно, |gk′(x)− g(x)|r → 0 по мере.

Остается показать, что последовательность |gk′(x) − g(x)|r равномерно ин-
тегрируема. В этом случае в силу теоремы сходимости Витали (см. [53]), будем
иметь ∥gk′(x) − g(x)∥Lr(M) → 0, и полученное противоречие завершит доказа-
тельство.

Отметим, что поскольку vk, v ∈ Es, s > 0, для малых σ > 0 справедливо
соотношение ∇vk → ∇v в Lpr+σ(M). Таким образом, функции gk′(x)− g(x) при-
надлежат не только Lr(M), но и Lr+ε(M) с малыми ε > 0, а последовательность
∥gk′(x)− g(x)∥Lr+ε(M) ограничена (что доказывается точно так же, как и выше).
Это можно записать в следующем виде:

sup
k′

∫
M

|gk′(x)− g(x)|rω(|gk′(x)− g(x)|) dx =

= sup
k′

∥gk′(x)− g(x)∥r+εLr+ε(M) <∞,

где ω(y) = yε. Поскольку функция ω монотонна и неограничена в R+, это дока-
зывает равномерную интегрируемость последовательности |gk′(x)−g(x)|r. Пред-
ложение доказано.

Таким образом, α = 0. Значит, чтобы применить теорему 12.1, нам потребу-
ется неравенство χ = φ+ β < 1. Его легко вывести из (III.31), если постоянная
S достаточно мала, а постоянная λ выбрана так, чтобы pr было достаточно
близко к q.
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15.3. Шкала аналитических функций

Через Tm обозначим m-мерный тор Rm/(2πZ)m. Вся развиваемая ниже тех-
ника может быть перенесена (почти без изменений) на задачу в m-мерном кубе
с нулевыми краевыми условиями.

Обозначим элемент пространства Rm через x = (x1, . . . , xm).
Пусть

Tms = {z = x+ iy ∈ Cm | x ∈ Tm, |y| =
√
y21 + . . .+ y2m < s}

– комплексная окрестность тора Tm.
Определим множество Es, s > 0, следующим образом: Es = C(Tms )∩O(Tms ).

Здесь O(Tms ) обозначает множество функций, аналитических в Tms .
Множество Es является банаховым пространством с нормой

∥u∥s = max
z∈Tm

s

|u(z)|

. По теореме Монтеля вложения Es+δ ⊂ Es, δ > 0 вполне непрерывны. Положим
E0 = C(Tm), ∥ · ∥0 = ∥ · ∥C(Tm).

Пусть ∆ обозначает оператор Лапласа,

∆ =
m∑
j=1

∂2j , ∂j =
∂

∂xj
.

Лемма 15.1 ( [96] ). Существует такая положительная постоянная c, что
следующее неравенство справедливо для любых u ∈ Es, s > 0 :

∥et∆u∥s+δ 6 c exp

(
δ2

4t

)
∥u∥s, t, δ > 0.

Постоянная c зависит только от m.

По лемме 15.1 полугруппа et∆ параболична с γ = 2.

Лемма 15.2. Возьмем константу ρ ∈ (0, 1/2]. Для любого ε ∈ (0, 2ρ) суще-
ствует такая положительная постоянная c = c(ε), что выполнены неравен-
ства (при u ∈ Es+δ)

∥(−∆)−ρ∂ju∥s 6
c

δ1−2ρ+ε
∥u∥s+δ, s > 0, δ > 0, (III.35)

∥(−∆)ρu∥s 6
c

δ2ρ+ε
∥u∥s+δ. (III.36)
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Доказательство. Докажем формулу (III.35). Используя известные факты
из теории соболевских пространств, получаем

∥(−∆)−ρ∂ju∥s 6 c∥(−∆)−ρ∂ju∥Hε,p(Tm
s ) 6

6 c∥u∥Hε+1−2ρ,p(Tm
s ), εp > 2m.

Тогда (III.35) следует из интерполяционной формулы и неравенства Коши:

∥u∥Hε+1−2ρ,p(Tm
s ) 6 c∥u∥ε+1−2ρ

H1,p(Tm
s )∥u∥

2ρ−ε
Lp(Tm

s ),

∥u∥H1,p(Tm
s ) 6

c

δ
∥u∥s+δ.

Формула (III.36) выводится таким же образом. Лемма доказана.

Предложение 15.2 (см. [82]). Для любых a > r > 0 справедлива оценка

∥et∆u∥Ha(Tm) 6
c

t(a−r)/2
∥u∥Hr(Tm).

Если a > m/2, то ∥u∥0 6 c∥u∥Ha(Tm).

Первый из следующих двух примеров иллюстрирует эффект, описанный во
введении, второй приводится для сравнения нашего результата с результатами,
полученными ранее.

15.4. Интегродифференциальные параболические уравнения

В этом разделе используются шкалы

Gs = Es = C(Tms ) ∩ O(Tms ).

Основное внимание будет уделено одномерным системам (m = 1).
Рассмотрим задачу

ut = ∥(−∆)nu |Tm ∥λL2(T) +∆u, (III.37)

u|t=0 = û(x) =
∑
|k|>2

eikx

|k|1/2 log |k|
∈ L2(T).

Здесь λ – положительный параметр, n ∈ N.
Параболические уравнения с правыми частями, зависящими от Lp-норм неиз-

вестной функции, возникают в теории несжимаемой вязкой жидкости (см. [73]).
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После замены переменных u = et∆û+ v рассматриваемая задача принимает
вид

vt = f(t, v) + ∆v, v |t=0= 0, (III.38)

f(t, v) = ∥(−∆)net∆û+ (−∆)nv∥λL2(T).

Покажем, что при nλ < 1 задача (III.37) имеет решение в смысле теоремы
12.1.

Тогда получим оценку

|f(t, v)| 6 c(∥et∆û∥λH2n(T) + ∥(−∆)nv∥λL2(T)).

Предложение 15.2 приводит к оценке

∥et∆û∥H2n(T) 6 ct−n∥û∥L2(T),

а неравенство Коши – к оценке

∥(−∆)nv∥L2(T) 6 c∥(−∆)nv∥s 6 cδ−2n∥v∥s+δ, δ > 0.

Объединяя эти неравенства и учитывая, что (s+ δ)2 < t, имеем

|f(t, v)| 6 cδ−2nλ(∥û∥λL2(T) + ∥v∥λs+δ).

Таким образом, χ = nλ, и по теореме 12.1 при nλ < 1 задача имеет хотя бы
одно аналитическое решение.

Рассмотрим случай λ = 1, и пусть (для простоты) n = 1.
Обозначим коэффициенты Фурье функции u через uk:

u(x) =
∑
k∈Z

uke
ikx.

Отметим, что норму в L2(T) можно представить следующим образом:

∥u∥2L2(T) = c
∑
k∈Z

|uk|2.

Тогда, разделяя переменные в задаче (III.37), получаем, что

u0 = c

t∫
0

∑
|k|>2

|k|3e−2ξ|k|2

(log |k|)2

 1
2

dξ, uk =


0 при |k| = 1,

e−t|k|
2

|k|1/2 log |k|
при |k| > 2.

(III.39)
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Нетрудно показать, что∑
|k|>2

|k|3e−2ξ|k|2

(log |k|)2

 1
2

> − c

ξ log ξ
, ξ ∈ (0, 1).

Значит, интеграл в формуле (III.39) не существует. Поэтому в рассматриваемом
случае решений не существует.

15.5. Трехмерное уравнение Навье — Стокса

В этом разделе используется шкала Gs = Es = C(Tms ) ∩ O(Tms ).
Рассмотрим уравнение Навье — Стокса в бездивергентной постановке. Про-

екция Лере приведет это уравнение к известной форме

(uk)t = Akl ∂j(u
jul) + ∆uk, Akl = (∆−1∂k∂l − δkl),

uk|t=0 = ûk ∈ Hr(T3),
(III.40)

где δkl равно единице при k = l и нулю в противном случае, k, l, j = 1, 2, 3 и
используется эйнштейновское обозначение суммирования.

Из [55, 60] следует, что при r = 1/2 задача (III.40) имеет решение ui(t, x),
которое регулярно по пространственным переменным для всех t ∈ (0, T∗). Здесь
T∗ – малая положительная постоянная.

Покажем, что из теоремы 12.1 следует существование аналитического реше-
ния при любом r > 1/2, т. е., используя терминологию [37], теорема 12.1 при-
годна лишь для докритического случая. Отметим, что это вполне естественно,
поскольку теорема 12.1 очень общая.

Предположим, что параметр ρ ∈ (0, 1/2) близок к 1/2 и заменим переменные
в (III.40):

uk = et∆ûk + (−∆)ρvk.

Задача примет форму

vkt = fk(t, v) + ∆vk, vk |t=0= 0,

где

fk(t, v) = Akl ∂j(−∆)−ρ(et∆ûjet∆ûl + et∆ûj(−∆)ρvl+

+ (−∆)ρvjet∆ûl + (−∆)ρvj(−∆)ρvl).
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Оценим каждое слагаемое. Используя лемму 15.2, получим

∥Akl ∂j(−∆)−ρ((−∆)ρvj(−∆)ρvl)∥s 6

6 c

δε+1−2ρ

3∑
j,l=1

∥(−∆)ρvj(−∆)ρvl∥s+δ/2 6

6 c

δε+1−2ρ

3∑
j,l=1

∥(−∆)ρvj∥s+δ/2∥(−∆)ρvl∥s+δ/2 6

6 c

δε+1+2ρ

3∑
j,l=1

∥vj∥s+δ∥vl∥s+δ.

Теперь нужно выбрать параметры ε > 0 и ρ ∈ (0, 1/2) так, чтобы

ε+ 1 + 2ρ

2
< 1. (III.41)

Применяя леммы 15.1, 15.2 и предложение 15.2 ((s+ δ)2 < t), оценим другое
слагаемое функции f :

∥Akl ∂j(−∆)−ρ(et∆ûjet∆ûl)∥s 6

6 c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

∥et∆ûj∥s+δ∥et∆ûl∥s+δ 6

6 c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

∥et∆/2ûj∥0∥et∆/2ûl∥0 6

6 c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

∥et∆/2ûj∥Ha(T3)∥et∆/2ûl∥Ha(T3) 6

6 c

δ1+ε−2ρta−r

3∑
j,l=1

∥ûj∥Hr(T3)∥ûl∥Hr(T3),

где a > 3/2. Значит, нам нужно, чтобы выполнялось неравенство

1 + ε− 2ρ

2
+ a− r < 1. (III.42)

Точно так же получаем оценку

∥Akl ∂j(−∆)−ρ(et∆ûj(−∆)ρvl)∥s 6

6 c

δε+1t(a−r)/2

3∑
j,l=1

∥ûj∥Hr(T3)∥vl∥s+δ.
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Значит, нам нужно, чтобы выполнялось еще и неравенство

ε+ 1 + a− r < 2. (III.43)

Нетрудно показать, что для любого r > 1/2 существуют такое положительное
значение малого параметра ε > 0, такое близкое к 3/2 (и большее, чем 3/2)
значение параметра a и такое близкое к 1/2 (и меньшее, чем 1/2) значение
параметра ρ, что неравенства (III.41)–(III.43) выполнены.
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Глава IV

Обыкновенные дифференциальные
уравнения с нелипшицевой правой

частью

Результаты этой главы изложены в [100], [6], [97].

16. Введение

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ = v(t, x), x ∈ Rm. (IV.1)

Вектор-функция v определена в прямом произведении отрезка [−T, T ] и области
Q ⊆ Rm.

Векторное поле v обычно считается непрерывным и липшицевым по второму
аргументу:

∥v(t, x′)− v(t, x′′)∥ 6 c∥x′ − x′′∥. (IV.2)

В этом случае задача (IV.1) имеет единственное решение x(t), удовлетворяющее
начальному условию x(0) = x0 ∈ Q. Этот факт известен как теорема Коши —
Пикара. Все стандартные теоремы об обыкновенных дифференциальных урав-
нениях, упоминаемые в этом разделе, содержатся в [57].

В общем случае решение x(t) определено не на всем отрезке [−T, T ],а только
на его подотрезке достаточно малой длины. Отметим, что в условиях теоремы
Коши-Пикара решение x(t) непрерывно зависит от начальных данных x0.

Как сама теорема Коши — Пикара, так и ее доказательство, дословно пере-
носятся со случая x ∈ Rm на случай, когда x принадлежит бесконечномерному
банаховому пространству.
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При отказе от предположения липшицевости (IV.2) задача чрезвычайно услож-
няется. Так, например, известно, что в бесконечномерном банаховом простран-
стве задача (IV.1) может не иметь решений при заданном начальном усло-
вии [93], [56]. В конечномерном случае существование решения гарантирует-
ся теоремой Пеано. При этом, если векторное поле v только непрерывно в
[−T, T ] × Q, то одним и тем же начальным данным x0 может соответствовать
несколько решений.

Однако, если по каким-то причинам при каждом начальном условии x0 ре-
шение единственно, то оно непрерывно зависит от x0.

Вопросы единственности решений рассматривались во многих работах. На-
сколько известно автору, эти исследования начались с работ Камке [59] и Ле-
ви [62]. Их результаты в дальнейшем обобщались в различных направлениях
(см., например, работы [75], [43] и ссылки, которые они содержат).

Случай, когда векторное поле v принадлежит пространствам Соболева (по
крайней мере H1,1), рассмотрен в работе [49] в связи с уравнением Навье —
Стокса. В этой работе получен ряд теорем о существовании и единственности
решений и характере их зависимости от начальных данных.

Предположим, что решение задачи (IV.1) не единственно при некотором x0,
тогда существует много способов выбрать решение x(t) такое, что x(0) = x0.
Можно показать, что в конечномерном случае одним начальным данным мо-
жет соответствовать не более континуума решений. Это следует из того, что
множество решений, определенных на интервале [−τ, τ ] ⊆ [−T, T ] и удовлетво-
ряющих условию x(0) = x0, является компактным метрическим пространством
относительно нормы C[−τ, τ ], а метрический компакт не может иметь мощность
большую континуума [51]. При этом известны примеры, когда через одну точку
x0 проходит континуум решений.

Множество начальных данных, при которых решение не единственно, ис-
следовалось в работе [80]. Основной результат этой работы состоит в том, что
это борелевское множество класса Fσδ.

Так или иначе, для каждого начального условия x0 мы можем выбрать ре-
шение x(t), x(0) = x0 и записать

x(t) = x(t, x0), x(0, x0) = x0.

Это тривиальное, на первый взгляд, соображение основано на аксиоме выбора.
Из анализа мы знаем, что с помощью аксиомы выбора можно получить
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очень нерегулярные функции. Достаточно вспомнить, что неизмеримые функ-
ции на R существуют именно благодаря аксиоме выбора.

Таким образом, ожидать a priori от функции x0 7→ x(t, x0) каких-либо "хо-
роших"свойств не стоит. Это приводит к вопросу о том, можно ли для каждого
начального условия так выбрать решение, чтобы зависимость x(t, x0) была все-
таки регулярной в каком-либо смысле.

Уравнения Лагранжа с неголономными связями и силами, которые явля-
ются обобщенными функциями рассмотрены в работе [86]. В этой работе дано
определение обобщенного решения и доказана корректность соответствующей
задачи Коши.

17. Основная теорема

Снабдим пространство Rm = {x = (x1, . . . , xm)} нормой

∥x∥ = max
k=1,...,m

|xk|.

Через Q ⊂ Rm обозначим открытую область. Введем следующее обозначение

Iτ = [0, τ).

Пусть вектор-функция f(t, x) = (f 1, . . . , fm)(t, x) принадлежит простран-
ству C(Iτ ×Q,Rm), и

∥f(t, x)∥ 6 ψ(t) ∈ L1(Iτ ), M = ∥ψ∥L1(Iτ ).

Зафиксируем компактное множество F ⊂ Q и положим

d = inf{∥x− y∥ | x ∈ F, y ∈ ∂Q}.

Очевидно, d > 0. Если Q = Rm и, соответственно, ∂Q = ∅, то будем считать,
что по определению d = ∞.

Мы исследуем множество решений следующей начальной задачи.

ut(t, x) = f(t, u(t, x)), u(0, x) = x ∈ F. (IV.3)

Предположим, что все решения этой задачи определены на IT , где T ∈ (0, τ ]

– некоторая константа. Из стандартного курса обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений известно, что

T > sup
{
t ∈ Iτ

∣∣∣ ∫ t

0

ψ(s)ds 6 d
}
.

73



Отметим, что постоянные T, τ могут принимать значение ∞.
Введем в пространстве C(IT ,Rm) топологию компактной сходимости. Эта

топология задается полунормами

pa(v(·)) = max
t∈[0,a]

∥v(t)∥, v ∈ C(IT ,Rm), a ∈ IT .

Пространство C(IT ,Rm) с топологией компактной сходимости является про-
странством Фреше [13].

Через B(V,W ) обозначим множество измеримых по Борелю отображений
топологического пространства V в топологическое пространство W .

Введем также следующее обозначение. Пусть B(F ) – пространство огра-
ниченных на F и измеримых по Борелю отображений v : F → Rm, т . е.
∥v∥B(F ) = supx∈F ∥v(x)∥ <∞.

Теорема 17.1. При седеланных предположениях, верны следующие утвержде-
ния.

1) Задача (IV.3) имеет решение w(t, x) такое, что функции

x 7→ w(t, x), x 7→ wt(t, x)

принадлежат B(F,C(IT ,Rm)).
2)Пусть h(t, x) ∈ B(F,C(IT ,Rm)) – какое-нибудь решение задачи (IV.3).

Тогда отображение t 7→ h(t, x) принадлежит пространству C1(IT , B(F )).

Мы докажем теорему 17.1 в разделе 20.

Замечание 17.1. При анализе этой теоремы удобно иметь в виду, что если
u(t, x) ∈ B(F,C(IT ,Rm)), то для любой фиксированной точки t отображение
x 7→ u(t, x) принадлежит множеству B(F,Rm).

Действительно, через δt : C(IT ,Rm) → Rm обозначим стандартную δ-
функцию: δt(v(·)) = v(t). Это непрерывная функция, следовательно, компози-
ция δt ◦ u измерима.

Следствие 17.1. Найдется такое множество U ⊆ F первой категории в F ,
что отображение x 7→ w(t, x) непрерывно в F\U .

Этот факт является прямым следствием соответствующей теоремы из тео-
рии борелевских функций [19].

Через ν обозначим стандартную лебеговскую меру на Rm.
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Следствие 17.2. Для любого ε > 0 существует измеримое по Лебегу множе-
ство

V ⊆ F, ν(F\V ) < ε

такое, что отображение x 7→ w(t, x)непрерывно на V . При этом множество
V замкнуто в F .

Этот факт тоже является следствием стандартного результата из теории
функций действительного переменного [30].

18. Уравнение переноса

В этом разделе положим Q = Rm.
Теорема 17.1позволяет переносить меры с помощью решения w(t, x). Пусть µ̂

– борелевская мера на Rm. Обозначим через D ⊆ Rm произвольное борелевское
множество. Зададим меру µ(t) формулой

µ(t,D) = µ̂(w−1(t,D)), w−1(t,D) = {x ∈ F | w(t, x) ∈ D}.

Рассмотрим соответствующую конструкцию в терминах мер Радона. Через
K(Rm) ⊂ C(Rm) обозначим пространство функций с компактным носителем.
Напомним, что последовательность φn сходится к φ в K(Rm), если 1) найдется
компактное множество P такое, что suppφk ⊆ P и 2) supx∈P |φn(x)− φ(x)| → 0

при n→ ∞.

Непрерывные линейные функционалы на K(Rm) называются мерами Радо-
на. Обозначим пространство таких функционалов через K′(Rm).

Определим семейство мер Радона µ(t) следующим образом:

(µ(t), φ(·)) = (µ̂, φ(w(t, ·))) =
∫
Rm

φ(w(t, x)) dµ̂x, φ ∈ K(Rm). (IV.4)

Поскольку функция x 7→ w(t, x) определена только для x, принадлежащих
компактному множеству, формула (IV.4) имеет смысл только при условии, что
supp µ̂ содержится в компактном множестве F ⊂ Rm. Т.е. µ̂(D) = 0 если только
D ∩ F = ∅. Кроме того, мы предположим еще, что µ̂(Rm) <∞.

С учётом этих предположений из формулы (IV.4) вытекает следующая оцен-
ка:

|(µ(t), φ(·))| 6 ∥φ∥C(Rm)µ̂(Rm). (IV.5)

Таким образом, µ(t) действительно является мерой Радона.
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Предположим, что
sup
x∈Rm

∥f(t, x)∥ <∞ (IV.6)

для каждого t ∈ IT . Возьмем пробную функцию φ из D(Rm) и продифферен-
цируем по t левую и правую части равенства (IV.4):

(µt(t), φ(·)) = (µ̂, φx(w(t, ·))f(t, w(t, ·))). (IV.7)

Левая часть этой формулы является определением µt, а правая – это результат
дифференцирования интеграла Лебега по параметру с учетом уравнения (IV.3).

Из формул (IV.7) и (IV.4) мы находим

(µt(t), φ(·)) = (µ(t), φx(·)f(t, ·)), φ ∈ D(Rm). (IV.8)

Заметим, что формула (IV.4) позволяет умножать меру µ(t) на функцию

α(x) ∈ C(Rm), sup
x∈Rm

|α(x)| <∞

следующим образом

(α(·)µ(t), φ(·)) = (µ(t), α(·)φ(·)) =
∫
Rm

α(w(t, x))φ(w(t, x)) dµ̂x.

Следовательно, мы можем переписать (IV.8)в виде

(µt(t), φ(·)) = (µ(t), φx(·)f(t, ·)) = (f(t, ·)µ(t), φx(·)).

В терминах производных обобщенных функций последнее равенство запи-
сывается так:

µt + divx (µf) = 0, µ |t=0= µ̂. (IV.9)

Снабдим пространства D′(Rm) и K′(Rm) топологиями σ(D′(Rm),D(Rm)) и
σ(K′(Rm),K(Rm)) соответственно.

Теперь мы готовы сформулировать следующую теорему.

Теорема 18.1. Пусть µ̂ есть борелевская мера на Rm с ограниченным но-
сителем и µ̂(Rm) < ∞. В дополнение к условиям, перечисленным в разделе
17, предположим, что f удовлетворяет (IV.6). Тогда начальная задача (IV.9)
имеет решение

µ(t) ∈ C(IT ,K′(Rm)) ∩ C1(IT ,D′(Rm)).
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Доказательство теоремы 18.1.
Фактически, нам осталось проверить, что µ(t) ∈ C(IT ,K′(Rm)), тогда вклю-

чение µt(t) ∈ C(IT ,D′(Rm)) следует из (IV.8).
Покажем, что (µ(t+h)−µ(t), φ) → 0, φ ∈ K(Rm) при h→ 0. Действительно,

(µ(t+ h)− µ(t), φ) =

∫
Rm

φ(w(t+ h, x))− φ(w(t, x)) dµ̂x.

Но из теоремы 17.1 мы знаем, что ∥w(t+ h, ·)− w(t, ·)∥B(F ) → 0.
Теорема доказана.
Важно отметить, что из неравенства (IV.5) не вытекает единственность в

теореме 18.1. Так происходит потому, что неравенство (IV.5) не следует из зада-
чи (IV.9), оно было получено лишь для специального класса решений (IV.9). На-
пример, если задача (IV.3) допускает два различных решения w1(t, x) и w2(t, x),
то мера

µ(t) = µ1(t)− µ2(t), (µi(t), φ(·)) = (µ̃, φ(wi(t, ·)))

удовлетворяет задаче (IV.9) с начальным условием µ̂ = 0, но не удовлетворя-
ет неравенству (IV.5), и получается, что задача (IV.9) имеет еще и решение,
тождественно равное нулю.

В разделе 19 мы рассмотрим соответствующий пример.

19. Пример

Рассмотрим самый стандартный пример уравнения с неединственностью реше-
ний:

ut(t) =
√

|u(t)|. (IV.10)

Это уравнение имеет набор решений {uc(t)}, c ∈ R, который описывается
следующим образом: uc(t) = (t − c)2/4, если t > c и uc(t) = −(t − c)2/4 для
остальных t. Кроме этого, имеется решение, тождественно равное нулю: u(t) =
0.

Можно определить по крайней мере два решения

w1(t, x), w2(t, x), wi(0, x) = x ∈ F = [−2,−1], i = 1, 2

в смысле теоремы 17.1.
Положим c = 2

√
−x. Зададим решение w1(t, x) формулой w1(t, x) = uc(t). И

пусть w2(t, x) = uc(t) при t 6 c и w2(t, x) = 0 при t > c.
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Отображения x 7→ w1(t, x) образуют множество гомеоморфизмов между F

и w1(t, F ). Это напоминает поведение обычных систем с условием Липшица.
Теперь рассмотрим меру

(µ̂, φ) =

∫
R
φ(x)χF (x)dx, φ ∈ K(R)

и проследим за ее эволюцией на решениях w1 и w2:

(µi(t), φ) =

∫
R
φ(wi(t, x))χF (x)dx.

Для каждого t мера µ1 абсолютно непрерывна относительно меры dx. Но по-
скольку w2(t, x) = 0, t > 2

√
2, получим

µ2(t) = δ0, t > 2
√
2.

20. Доказательство теоремы 17.1

Сперва докажем первую часть.
Рассмотрим множество

K = {u(·) ∈ C1(IT ,Rm) | ut(t) = f(t, u(t)), u(0) ∈ F}.

Мы считаем K топологическим пространством с топологией, индуцированной
из C(IT ,Rm).

Сначала проверим, что K компактно.
Функции из K удовлетворяют интегральному уравнению

u(t) = u(0) +

∫ t

0

f(s, u(s)) ds. (IV.11)

Таким образом множество K равностепенно непрерывно: для любых t′, t′′ ∈ IT

справедливо неравенство

∥u(t′)− u(t′′)∥ 6
∣∣∣ ∫ t′′

t′
ψ(s)ds

∣∣∣.
Напомним стандартный факт из анализа [53]: для любого ε > 0 существует
δ > 0 такое, что

∣∣∣ ∫ t′′t′ ψ(s)ds∣∣∣ < ε лишь только |t′ − t′′| < δ.
Для каждого t множество K(t) = {u(t) | u(·) ∈ K} ограничено. Действи-

тельно, по формуле (IV.11) находим

∥u(t)∥ 6 max
x∈F

∥x∥+M. (IV.12)
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Следовательно, по теореме Асколи [30] множество K относительно компакт-
но в C(IT ,Rm).

Остается заметить, что K замкнуто в C(IT ,Rm). Действительно, пусть по-
следовательность {un(t)} ⊆ K сходится к функции u(t), тогда из стандартных
теорем анализа вытекает, что u ∈ C(IT ,Rm) и u удовлетворяет (IV.11). Следо-
вательно, u ∈ K.

Следующее предложение является одной из версий теоремы об измеримом
выборе.

Предложение 20.1 ( [1]). Пусть K – компактное метрическое простран-
ство, и пусть Y – хаусдорфово топологическое пространство. Тогда для лю-
бого непрерывного отображения g : K → Y найдется борелевское множество
B ⊆ K такое, что g(B) = g(K) и отображение g |B инъективно, причем
отображение g−1 : g(K) → B измеримо по Борелю.

В качестве Y мы возьмем множество F и положим g(u(·)) = δ0(u(·)) = u(0).

В силу предложения 20.1 определена борелевская функция x 7→ w(t, x), которая
является решением задачи (IV.3).

Обозначим отображение x 7→ w(t, x) через q : F → C(IT ,Rm). Для того , что-
бы показать, что x 7→ wt(t, x) = f(t, w(t, x)) измеримо по Борелю, введем непре-
рывную функцию φ : C(IT , Q) → C(IT ,Rm) по формуле φ(y(·)) = f(t, y(t)).
Отображение f(t, w(t, x)) = φ ◦ q измеримо по Борелю как композиция измери-
мых по Борелю отображений.

Докажем вторую часть теоремы.
В силу замечания 17.1 для любого фиксированного значения t функция

h(t, x) является измеримой функцией на F со значениями в Rm. Поскольку
h(t, x) ограничена (по тем же причинам, что выражены формулой (IV.12)), по-
лучаем h(t, x) ∈ B(F ) при любом t ∈ IT .

Чтобы убедиться, что отображение t 7→ h(t, x) принадлежит пространству
C(IT , B(F )), достаточно заметить, что

∥h(t′, x)− h(t′′, x)∥ 6
∣∣∣ ∫ t′′

t′
ψ(s)ds

∣∣∣, t′, t′′ ∈ IT .

Более того, отображение t 7→ h(t, x) принадлежит пространству C1(IT , B(F )).
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Действительно, пусть для определенности ξ > 0, тогда∥∥∥h(t+ ξ, ·)− h(t, ·)
ξ

− f(t, h(t, ·))
∥∥∥
B(F )

=
∥∥∥1
ξ

∫ t+ξ

t

f(s, h(s, ·))− f(t, h(t, ·)) ds
∥∥∥
B(F )

6 sup
t6s6t+ξ

∥f(s, h(s, ·))− f(t, h(t, ·))∥B(F ). (IV.13)

Мы уже показали, что ∥h(t, ·) − h(s, ·)∥B(F ) → 0 при s → t. Функция f(t, y)

равномерно непрерывна на компактном множестве

[t− ε, t+ ε]× {y ∈ Rm | ∥y∥ 6 max
x∈F

∥x∥+M} ∩Q.

Здесь ε > 0 считается достаточно малым. Следовательно, последний член в
формуле (IV.13) стремится к нулю при ξ → 0.

Теорема 17.1 доказана.
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Глава V

Мажорантный метод

Мажорантный метод был развит автором в [7], [101].
В разделе 21 докажем несколько теорем о базисе Шаудера в пространствах

Фреше. Эти теоремы обобщают соответствующие результаты о пространствах
Банаха из [63]. Введение в теорию базиса Шаудера в пространствах Фреше см.
также в [31].

21. Пространства Фреше с базисом Шаудера

Пусть X – пространство Фреше над полем комплексных чисел с семейством
полунорм {∥ · ∥i}i∈N.

Определение 21.1. Последовательность элементов {ej}j∈Z+ ⊂ X называет-
ся базисом Шаудера в X, если любой элемент x ∈ X единственным образом
представим в виде

x =
∞∑
k=0

xkek. (V.1)

Базис Шаудера в X называется безусловным, если при любой перестановке
членов ряда (V.1) его сходимость не нарушается при любом x ∈ X.

В дальнейшем мы будем считать, что пространство X обладает безусловным
базисом Шаудера.

Вообще говоря, базис Шаудера существует даже не во всех сепарабельных
банаховых пространствах [52]. Важный пример пространств, в которых имеется
безусловный базис Шаудера, доставляют сепарабельные гильбертовы простран-
ства. Ортонормированный базис сепарабельного гильбертова пространства яв-
ляется, как нетрудно проверить, безусловным базисом Шаудера.
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Важным примером пространства Фреше с безусловным базисом Шаудера
является пространство O(BR). (Напомним, что через O(BR) мы обозначаем про-
странство функций, голоморфных в поликруге BR.) Безусловный базис Шауде-
ра в этом пространстве состоит из функций {zk11 , . . . , zkmm }, (k1, . . . , km) ∈ Zm+ .

Система {ei(k,x)}, k ∈ Zm образует безусловный базис Шаудера в простран-
стве D(Tm).

Другим примером пространства с безусловным базисом Шаудера служит
банахово пространство Lp(0, 1), 1 < p <∞. Безусловным базисом в этом про-
странстве является система Хаара [64].

Сформулируем некоторые утверждения.

Предложение 21.1. Операторы проектирования

Pnx =
n∑
k=0

xkek : X → X

непрерывны при любом n ∈ Z+.

Доказательство. Рассмотрим полунормы

|x|i = sup
n∈Z+

∥∥∥ n∑
k=0

xkek

∥∥∥
i
.

Все эти полунормы конечны по самому определению сходимости ряда, и

∥ · ∥i 6 | · |i.

Таким образом, тождественное отображение

idX : (X, {| · |i}) → (X, {∥ · ∥i})

непрерывно.
Полнота пространства (X, {| · |i}) доказывается совершенно аналогично [21].
В силу теоремы об открытом отображении, отображение id−1

X непрерывно,и
потому наборы полунорм {∥ · ∥i} и {| · |i} задают в X одну и ту же топологию.
Теперь остается заметить , что |Pnx|i 6 |x|i при всех i.

Предложение доказано.

Замечание 21.1. Поскольку xiei = Pix− Pi−1x, из утверждения 21.1 в част-
ности, вытекает, что все линейные функционалы e∗i (x) = xi непрерывны.
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Действительно, топология, индуцированная из X в одномерное комплекс-
ное пространство, натянутое на вектор ei, эквивалентна стандартной то-
пологии C.

Последнее следует из того, что любая локально выпуклая хаусдорфова то-
пология в конечномерном пространстве нормируема [27].

Мы не приводим доказательства следующего утверждения, т .к. оно дослов-
но повторяет соответствующие рассуждения из [63].

Предложение 21.2. Ряд (V.1) сходится безусловно тогда и только тогда,
когда выполнено хотя бы одно из следующих условий.

1) Ряд
∞∑
k=0

θkxkek,

где числа θk ∈ {±1} выбраны произвольно, сходится.
2) Для любого номера i и любого ε > 0 существует число n такое, что∥∥∥∑

k∈σ

xkek

∥∥∥
i
< ε

для любого конечного множества σ ⊂ Z+, minσ > n.
3) Ряд

∞∑
i=1

xkieki

сходится для любой последовательности k1 < k2 < . . . .

Если ряд (V.1) сходится безусловно, то его сумма остается прежней при
любой перестановке слагаемых.

Следствие 21.1. Если ряд (V.1) сходится то для любого номера i и любого
ε > 0 существует число n такое, что∥∥∥∑

k∈σ

xkek

∥∥∥
i
< ε

для любого, не обязательно конечного, множества σ ⊆ Z+, min σ > n.

Действительно, выберем n1 так, что для любого конечного σ1, minσ1 > n1

будет ∥∥∥∑
k∈σ1

xkek

∥∥∥
i
<
ε

2
.
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Выберем n2 > n1 так, что для любого конечного σ2, minσ2 > n2 будет∥∥∥∑
k∈σ2

xkek

∥∥∥
i
<
ε

4
.

И так далее. Возьмем теперь любое множество σ, minσ > n1. И положим σj =

(nj, nj+1]∩σ, j = 1, 2, . . .. Ясно, что σ = ∪∞
j=1σj. Это и доказывает утверждение.

Пусть θ = {θi}i∈Z+ – произвольная последовательность плюс/минус единиц
θi ∈ {±1}. Снабдим множество S = {±1}Z+ топологией прямого произведения;
можно записать θ ∈ S. Введем оператор Mθx =

∑∞
k=0 θkxkek : X → X.

Предложение 21.3. Оператор Mθ непрерывен.

Доказательство. Покажем, что оператор Mθ замкнут. Действительно, пусть
xj =

∑∞
k=0 xjkek → x =

∑∞
k=0 xkek при j → ∞. В силу замечания 21.1 из этого

следует, что xjk → xk при всех k. Предположим, что

Mθx
j → z =

∞∑
k=0

zkek.

Но тогда, опять в силу замечания 21.1, θkxjk → zk, и значит zk = θkxk, т. е.
Mθx

j →Mθx. По теореме о замкнутом графике оператор Mθ непрерывен.
Предложение доказано.

Предложение 21.4. Множество операторов {Mθ}θ∈S равностепенно непре-
рывно: для любого i ∈ N найдется константа c и номер i′ ∈ N такие, что при
всех x будет

sup
θ∈S

∥Mθx∥i 6 c∥x∥i′ .

Доказательство. В силу следствия 21.1, отображение θ 7→Mθx непрерывно,
и, в частности, непрерывно отображение θ 7→ ∥Mθx∥i при любом i ∈ N.

Действительно, пусть θk = {θkj }j∈Z+ → θ = {θj}j∈Z+ при k → ∞ в S. Это
означает, что для любого n ∈ N найдется номер K, начиная с которого (k > K)
выполнены равенства θkj = θj, j = 0, 1, . . . , n. Тогда

Mθkx−Mθx = −2
∑
k∈σ1

xkek + 2
∑
k∈σ2

xkek, min σ1, minσ2 > n.

В силу Следствия 21.1 для любого i ∈ N при n→ ∞ получим∥∥∥∑
k∈σ1

xkek

∥∥∥
i
,

∥∥∥∑
k∈σ2

xkek

∥∥∥
i
→ 0.
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По теореме Тихонова прямое произведение S компактно, поэтому для лю-
бого номера i и любого элемента x ∈ X справедливо следующее неравенство:

sup
θ∈S

∥Mθx∥i <∞.

Таким образом, операторы Mθ поточечно ограничены. Следовательно, они
равностепенно непрерывны [27].

Предложение доказано.
Зафиксируем набор чисел {λk}k∈Z+ ⊂ C, supk |λk| < ∞ и введем оператор

Mλx =
∑

k∈Z+
λkxkek.

Теорема 21.1. Оператор Mλ определен на всем X. Для любого номера i′ ∈
N найдутся независящие от λ номер i ∈ N и положительная константа c

такие, что при всех x ∈ X справедливо неравенство

∥Mλx∥i′ 6 c sup
k

|λk|∥x∥i. (V.2)

Доказательство. Мы проведем доказательство для пространства X над по-
лем действительных чисел. Комплексная версия теоремы получается примене-
нием действительной версии к каждому из слагаемых в правой части следую-
щей формулы:∑

k∈Z+

λkxkek =
∑
k∈Z+

αkpkek −
∑
k∈Z+

γkqkek + i
∑
k∈Z+

γkpkek + i
∑
k∈Z+

αkqkek,

где λk = αk + iγk, xk = pk + iqk.

Обозначим
bnm =

∑
n6k6m

λkxkek, anm =
∑

n6k6m
xkek.

Покажем, что для любого j ∈ N выполнено отношение ∥bnm∥j → 0, n,m→ ∞.

Действительно, существует линейная функция f : X → C такая, что f(bnm) =
∥bnm∥j и |f(x)| 6 ∥x∥j при всех x [27]. Тогда f(bnm) =

∑
n6k6m λkxkf(ek). И

пусть теперь θk = 1, если xkf(ek) > 0 и θk = −1, если xkf(ek) < 0. Получим

∥bnm∥j =
∥∥∥ ∑
n6k6m

λkxkf(ek)
∥∥∥
j
6 sup

k
|λk|

∑
n6k6m

θkxkf(ek).

Откуда
∥bnm∥j 6 sup

k
|λk|f(Mθanm) 6 sup

k
|λk|∥Mθanm∥j.
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В силу предложения 21.4 найдется номер l и независящая от θ константа c > 0

такие, что ∥Mθanm∥j 6 c∥anm∥l. Правая часть в последней формуле стремит-
ся с ростом n и m к нулю в силу сходимости ряда (V.1). Следовательно, ряд∑

k∈Z+
λkxkek сходится, и оператор Mλ определен на всем X.

Если теперь вместо bnm взять частичные суммы ряда
∑

k∈Z+
λkxkek и повто-

рить приведенные рассуждения, то мы получим оценку (V.2).
Теорема доказана.

Замечание 21.2. Если U =
∑

k∈Z+
Ukek ∈ X и имеется набор чисел {uk}k∈Z+ ⊂

C такой, что |uk| 6 |Uk|, то ряд
∑

k∈Z+
ukek сходится в X. При этом для

любого i′ найдется константа c и номер i такие, что ∥u∥i′ 6 c∥U∥i. При
этом, если U фиксировано, то c и i не зависят от {uk}.

Действительно, элемент u =
∑

k∈Z+
ukek получается следующим образом:

u =MλU , где λj = uj/Uj, если Uj ̸= 0, и λj = 0 в остальных случаях.

22. Компактные множества в пространствах Фреше с
базисом Шаудера

Определение 22.1. Будем говорить, что элемент

U =
∑
k∈Z+

Ukek (V.3)

мажорирует элемент u =
∑

k∈Z+
ukek, и писать u≪ U, если

|uk| 6 Uk, k ∈ Z+.

Очевидно, отношение ≪ обладает следующими свойствами. Если u ≪ U и
v ≪ V, то u+ v ≪ U + V и λu≪ |λ|U , λ ∈ C.

Теорема 22.1. Множество KU = {u ∈ X | u≪ U} компактно в X.

Доказательство. В силу замечания 21.1 множество KU замкнуто. Поэтому
для доказательства теоремы нам достаточно проверить его предкомпактность
[27]. В терминах полунорм предкомпактность означает, что для любого ε > 0 и
любого индекса i ∈ N найдутся m шаров (m = m(ε, i))

Bi(yj, ε) = {v ∈ X | ∥v − yj∥i < ε}, j = 1, . . . ,m

таких, что KU ⊆ ∪mj=1Bi(yj, ε).
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Покажем, что множество KU ограничено. Действительно, пусть u ∈ KU .
Положим

λk =
uk
Uk
,

если Uk ̸= 0, и λk = 0, если Uk = 0. Заметим, что по условию |λk| 6 1.
Тогда

u =
∑
k∈Z+

λkUkek.

По теореме 21.1 для любого номера i найдутся независящие от u номер i′ и
число c такие, что

∥u∥i 6 c∥U∥i′ .

Это доказывает ограниченность множества KU .
Рассмотрим множества Kn = Pn(KU). Образ Pn(X) является конечномер-

ным пространством Cn+1. Множества Kn ⊂ Pn(X) замкнуты в силу замечания
21.1, и в силу непрерывности проекторов – ограничены. Следовательно, множе-
ства Kn компактны.

Зафиксируем ε > 0 и номер i. И пусть u – любой элемент из KU . Введем
обозначения Qn = idX−Pn. Представим Qnu в виде Qnu =MλQnU . Так же, как
и выше, в силу теоремы 21.1 найдется константа c > 0 и номер i′ (обе величины
не зависят от n и U) такие, что

∥Qnu∥i = ∥MλQnU∥i 6 c∥QnU∥i′ . (V.4)

В силу сходимости ряда (V.3) номер n выберем таким, что c∥QnU∥i′ < ε/2.
Значит, по формуле (V.4) имеем

∥Qnu∥i < ε/2. (V.5)

Компактность множества Kn позволяет выбрать m шаров

{Bi(yj, ε/2)}, yj ∈ Kn, j = 1, . . .m

так, что Kn ⊆ ∪mj=1Bi(yj, ε/2).

Проверим, что KU ⊆ ∪mj=1Bi(yj, ε). Действительно, представим u ∈ KU в
виде u = Pnu+Qnu. Тогда найдется номер j такой, что

Pnu ∈ Bi(yj, ε/2). (V.6)

Теперь остается применить формулы (V.6) и (V.5) к оценке

∥u− yj∥i 6 ∥Pnu− yj∥i + ∥Qnu∥i.
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Теорема доказана.
Сформулируем условия, при которых компактное множество обладает ма-

жорантной функцией. Эти условия в некотором смысле обращают теорему 22.1.
Мы будем рассматривать пространство X над полем действительных чисел, на
комплексный случай наши рассуждения обобщаются с помощью операции ове-
ществления [17].

Пусть
u =

∑
k∈Z+

ukek, v =
∑
k∈Z+

vkek ∈ X.

Тогда по определению положим

u ∨ v =
∑
k∈Z+

max{uk, vk}ek.

Этот ряд, вообще говоря, может оказаться и расходящимся.

Теорема 22.2. Пусть множество K ⊂ X компактно, уравновешено 1 и вме-
сте с любыми своими элементами u, v оно содержит и элемент u ∨ v.

Тогда найдется такой элемент U ∈ K, что K ⊆ KU .

Пусть, например, X – гильбертово пространство с ортонормированным ба-
зисом {ek}. Легко видеть, что компакт {ek/

√
k} не содержится ни в каком KU .

Доказательство теоремы 22.2.
Введем в K отношение частичного порядка:

∞∑
k=0

ukek ≺
∞∑
k=0

vkek,

если uk 6 vk.
Пусть

ub =
∞∑
k=0

ubkek, b ∈ B

какая-нибудь цепь в K. Из непрерывности функционалов e∗j вытекает, что для
каждого k выполнено supb{ubk} <∞, поэтому каждая цепь {ubk}, будучи одно-
временно и направленностью, имеет предел ubk → ûk.

1Множество A называется уравновешеным, если вместе с любым элементом a оно содержит
и λa, |λ| 6 1.

Множество называется абсолютно выпуклым, если оно выпукло и уравновешено.
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В силу теоремы Банаха — Штейнгауза [30] линейные операторы idX − Pn

равномерно сходятся к нулю на компакте K. Т.е. для любого i имеем

lim
n→∞

sup
b

∥∥∥ ∞∑
j=n+1

ubkek

∥∥∥
i
→ 0.

Следовательно, направленность {ub} сходится в топологии X, и ее предел
лежит в K. Очевидно, этот предел является верхней гранью для {ub}.

Таким образом, по лемме Цорна множество K содержит максимальный эле-
мент. Обозначим его U . В силу равенства U ∨ u = U этот элемент сравним с
любым u ∈ K.

Для завершения доказательство остается заметить, что т. к. u,−u ≺ U, то
u≪ U .

Теорема доказана.

23. Неподвижные точки отображений: мажорантный
метод

В этом разделе мы сформулируем и докажем одну модельную теорему. Эта тео-
рема иллюстрирует один из возможных путей обобщения метода мажорантных
оценок, использованного С.В. Ковалевской при доказательстве ее знаменитой
теоремы существования аналитических решений уравнений в частных произ-
водных.

Отметим, что классическая теорема Коши — Ковалевской в части суще-
ствования следует из теоремы 23.1 как частный случай. Мы не будем на этом
останавливаться, поскольку в главе VI мажорантный метод будет рассмотрен
в более сложной ситуации.

На замкнутом выпуклом множестве D ⊆ X рассмотрим непрерывное отоб-
ражение f : D → X.

Определение 23.1. Будем говорить, что отображение F : D → X мажори-
рует f, и писать f ≪ F, если из того, что u≪ v, следует, что f(u) ≪ F (v).

Теорема 23.1. Пусть f ≪ F . Предположим, что существует элемент U

такой, что
F (U) ≪ U, KU ⊆ D. (V.7)

Тогда отображение f имеет неподвижную точку w ∈ KU : f(w) = w.
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В ряде случаев мажорантное отображение F удается подобрать таким об-
разом, что неравенство (V.7) легко решается, и мы находим элемент U . Тогда
по теореме 23.1 неподвижная точка w отображения f существует, и мы даже
получаем оценку для элемента w.

Доказательство теоремы 23.1 Легко видеть, что множество KU выпукло и,
по теореме 22.1, компактно.

Пусть u ∈ KU тогда f(u) ≪ F (U) ≪ U, т. е. f(KU) ⊆ KU . По теореме
Шаудера — Тихонова отображение f имеет неподвижную точку.

Теорема 23.1 доказана.

24. Дифференциальные уравнения в пространствах
Фреше

Как уже отмечалось в главе II, дифференциальные уравнения с нелипшицевой
правой частью, вообще говоря, не имеют решений в бесконечномерном банахо-
вом пространстве.

В работе [65] имеется ряд примеров и общих теорем о несуществовании ре-
шений нелипшицивых уравнений в локально выпуклых пространствах. В част-
ности, там рассматриваются пространства последовательностей c различными
системами полунорм. В этих пространствах строятся примеры несуществова-
ния, обобщающие задачу (II.2).

Однако, в пространствах с базисом Шаудера можно не только получать кон-
структивные результаты о существовании решений, но и эффективно оценивать
промежуток времени, на котором решение определено.

Мы приведем несколько примеров такого сорта, используя нелинейность ти-
па задачи (II.2).

Обозначим через (X, {∥·∥j}), j ∈ N пространство Фреше с безусловным ба-
зисом Шаудера {en}n∈N. Это пространство состоит из элементов x =

∑
k∈N xkek.

В частности, в качестве X можно брать c0, lp, 1 6 p <∞ или пространства,
перечисленные в начале этой главы.

Пример 24.1. Рассмотрим следующую задачу

ẋk = fk(t, x) = ak(t, x)
√

|xk|+
1

1 + t
xk + bk(t, x), x(0) = 0, k ∈ N. (V.8)

Предположим, что

ak(t, x), bk(t, x) ∈ C([0, T ]×X).
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И пусть найдется последовательность {Ak}k∈N такая, что элемент∑
k∈N

A2
kek ∈ X, (V.9)

и при всех (t, x) ∈ [0, T ]×X справедливы неравенства

Ak > |ak(t, x)|, A2
k > |bk(t, x)|, k ∈ N.

Область определения правой части (V.8) неочевидна и не обязана совпадать,
вообще говоря, со всем пространством X.

Теорема 24.1. Задача (V.8) имеет решение x(t) ∈ C1([0, T ], X) при любом
T > 0.

Отметим, что эта теорема глобальна по времени.
Доказательство теоремы 24.1 Рассмотрим мажорантную задачу

ẏk = Fk(t, y) = Ak
√
yk +

1

1 + t
yk + A2

k(t+ 1), yk(0) = (φAk)
2, (V.10)

где φ = (1 +
√
5)/2. В каком смысле эта задача мажорирует задачу (V.8), вы-

яснится позже, а сейчас отметим, что задача (V.10) имеет решение

{yk(t)} = {φ2A2
k(t+ 1)2} ∈ C1([0, T ], X).

Мы будем искать неподвижную точку следующего непрерывного отображе-
ния.

Лемма 24.1. Отображение

g = {gk}, gk(x(·)) =
∫ t

0

fk(s, x(s)) ds. (V.11)

переводит множество

W = {{uk(t)} ∈ C([0, T ], X) | |uk(t)| 6 yk(t), t ∈ [0, T ], k ∈ N}

в себя и непрерывно на этом множестве. Множество g(W ) относительно
компактно в C([0, T ], X).

Из этой леммы мгновенно следует теорема 24.1. Действительно, отображе-
ние g по теореме Шаудера — Тихонова имеет неподвижную точку в W .
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Докажем лемму. Проверим, что g(W ) ⊆ W . Пусть u(t) ∈ W . Из того, что
|uk(t)| 6 yk(t) следует неравенство |fk(t, u(t))| 6 Fk(t, y(t)). Поэтому

|gk(u(·))(t)| 6
∫ t

0

Fk(s, y(s)) ds 6 yk(t).

Используя замечание 21.2, для любых t′, t′′ ∈ [0, T ], t′ < t′′ находим

∥g(u(·))(t′)− g(u(·))(t′′)∥i′ 6 c

∫ t′′

t′
∥F (s, y(s))∥i ds.

Следовательно, множество g(W ) равностепенно непрерывно. По теореме 22.1
множества W (t) = {u(t) | u(t) ∈ W} ⊂ X относительно компактны при каждом
t ∈ [0, T ]. По теореме Арцела — Асколи [30] множество g(W ) относительно
компактно.

Теорема доказана.
Отметим, что отображение x 7→ {ak(t, x)

√
|xk|} не является, вообще говоря,

ни липшицевым ни компактным в пространстве

l̃1 =
{
x = {xk} | ∥x∥ =

∞∑
k=1

1

k2
|xk| <∞

}
.

Поэтому теорема 24.1 не вытекает из результатов работ [39], [65], [22].

Этот эффект мы поясним подробнее на следующем простом примере.

Пример 24.2. В качестве X возьмем пространство l̃1.
Рассмотрим в этом пространстве задачу

ẋk = ak(t, x)xk + 1, xk(0) = 0. (V.12)

Предположим, что функции ak ∈ C([0, T ]× l̃1) и

1 6 ak(t, x) 6 2

при всех t, x, k.

Теорема 24.2. Задача V.12 имеет решение x(t) ∈ C1([0, T ), l̃1).

Эта теорема доказывается по изложенной выше схеме. В качестве W надо
взять множество

{x(t) ∈ C([0, T ), l̃1) | |xk(t)| 6M(t)},
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где M(t) является решением мажорантной задачи

Ṁ = 2M + 1, M(0) = 0.

Отображение x 7→ {ak(t, x)xk}, вообще говоря, некомпактно и нелипшицево.
Нелипшицевость получается если функции ak брать нелипшицевыми.

Некомпактность тоже очевидна. Действительно, возьмем последовательность
элементов, лежащих на единичной сфере x(i) = i2ei. Имеем

y(i) = ai(t, x
(i))i2ei, ∥y(i) − y(j)∥ > 2, i ̸= j.

Пример 24.3. Путь теперь X = RN. Это пространство Фреше относительно
тихоновской топологии, которая, очевидно, порождается полунормами

∥x∥n = max
k6n

|xk|, x = {xk}k∈N.

Рассмотрим следующую задачу.

ẋk = ak(t, x)
(
xk+nk

) k+1
k+nk + bk(t, x), xk(0) = 0, nk ∈ N. (V.13)

Здесь bk(t, x), ak(t, x) ∈ C(R+ ×X) и при всех t, x, k верны неравенства

|ak(t, x)| 6 k, |bk(t, x)| 6 1.

Теорема 24.3. При любом положительном T < 1 задача (V.13) имеет реше-
ние x(t) ∈ C1([0, T ], X), и верна следующая оценка

0 6 xk(t) 6
1

(1− t)k
.

Теорема 24.3 доказывается аналогично предыдущим, в качестве W следует
взять множество: {

x(t) ∈ C([0, T ), X) | 0 6 xk(t) 6
1

(1− t)k

}
.

Действительно,

gk(x(·)) =
∫ t

0

ak(s, x(s))
(
xk+nk

(s)
) k+1

k+nk ds+ t, |gk(x(·))| 6
∫ t

0

k

(1− s)k+1
ds+ t

=
1

(1− t)k
− (1− t) 6 1

(1− t)k
.

Т.е. g(W ) ⊆ W .
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Оценка времени существования решения в теореме 24.3 неулучшаема. Дей-
ствительно, положим

nk = 1, bk = 1, ak = k.

Введем функцию u(t, z) =
∑∞

k=1 xk(t)z
k, z ∈ R. Коэффициенты Тейлора этого

разложения являются решением задачи (V.13) тогда и только тогда когда

ut = z
(u
z

)
z
+

z

1− z
, u(0, z) = 0.

Откуда находим

u(t, z) = z
(
− ln(1− t)− ln

(
1− z

1− t

)
+ ln(1− z)

)
.

25. Другая версия мажорантного метода

Результаты этого раздела докладывались на конференции "Научное наследие
Владимира Михайловича Миллионщикова"в 2014 году.

В этой части мы рассмотрим более тонкую версию мажорантного метода,
которая приспособлена к пространствам Фреше над полем действительных чи-
сел и существенно использует непрерывность правой части дифференциального
уравнения.

Примеры счетных систем дифференциальных уравнений в шкалах банахо-
вых пространств можно найти в [78], [61].

Результаты этого раздела обобщают результаты работ [69], [90], [89].

26. Основные теоремы

Через E мы обозначим пространство Фреше, топология в котором задается
полунормами {∥ · ∥n}n∈N.

Как и выше, {ek}k∈N ⊂ E – безусловный базис Шаудера и

x =
∞∑
k=1

xkek.

Введем обозначения IT = [0, T ], T > 0. По определению положим I∞ =

[0,∞).

Определение 26.1. Элемент x(t) ∈ C1(IT , E) по определению тогда и только
тогда, когда для каждого t ∈ IT существует элемент ẋ(t) такой, что для каждого
i имеем

lim
h→0

∥∥∥x(t+ h)− x(t)

h
− ẋ(t)

∥∥∥
i
= 0. (V.14)
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При этом, элемент ẋ принадлежит C(IT , E).
В формуле (V.14) предполагается, что если t = 0, то h > 0, а если t = T, то

h < 0.

Зафиксируем элемент y ∈ E и определим аффинный оператор

Xj[y] : E → E

формулой X1[y]x = y1e1 +
∑∞

k=2 xkek,

Xj[y]x =

j−1∑
k=1

xkek + yjej +
∞∑

k=j+1

xkek, j > 1.

Пусть функция X(t) =
∑∞

k=1Xk(t)ek ∈ C(IT , E) такова, что

Xk(t) > 0, k ∈ N, t ∈ IT ,

и Xk(t) ∈ C1(IT ).
Напомним обозначение

WX = {(t, x) ∈ IT × E | x≪ X(t)}.

Рассмотрим следующую начальную задачу

ẋ = f(t, x), x(0) = x̂, (V.15)

f(t, x) =
∞∑
k=1

fk(t, x)ek, f ∈ C(WX , E).

Теорема 26.1. Предположим, что Xk(t) > 0, k ∈ N, t ∈ IT и для каждой
пары (t, x) ∈ WX выполнено неравенство

±fk(t,Xk[±X(t)]x) 6 Ẋk(t), x̂≪ X(0).

(Здесь и в дальнейшем это означает, что для каждого k справедливы два
неравенства: в одном вместо ± стоит +, а в другом −.)

Тогда задача (V.15) имеет решение x(t) ∈ C1(IT , E) такое, что

x(t) ≪ X(t), t ∈ IT .

Теорема 26.2. Пусть T = ∞, а функция f ω−периодична (ω > 0) по t.
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Предположим также, что Xk(t) > 0, k ∈ N, t ∈ IT и для каждой пары
(t, x) ∈ WX выполнено неравенство

±fk(t,Xk[±X(t)]x) 6 Ẋk(t),

и X(ω) ≪ X(0).

Тогда задача (V.15) имеет решение x̃(t) ∈ C1(I∞, E) такое, что

x̃(t) ≪ X(t), x̃(t+ ω) = x̃(t) t ∈ I∞.

Теоремы 26.1, 26.2 доказаны в разделе 28.
Следующее техническое предложение полезно при проверке условий этих

теорем.

Предложение 26.1. Зафиксируем элемент A =
∑∞

k=1Akek ∈ E, Ak > 0.
Предположим, что последовательность xn =

∑∞
k=1 xknek содержится в

KA =
{
y =

∞∑
k=1

ykek ∈ E | |yk| 6 Ak

}
и является слабо сходящейся в следующем смысле: для каждого k выполнено
xkn → xk при n→ ∞. Тогда x =

∑∞
k=1 xkek ∈ KA и данная последовательность

сходится в in E.

Это предложение доказывается методами раздела 28.

26.1. Неотрицательные решения

В физических приложениях (см. уравнение Смолуховского ниже) возникают
системы счетного числа уравнений, в которых требуется найти решение, все
компоненты которого неотрицательны.

В этом разделе мы формулируем соответствующие теоремы существования.
Доказательство этих теорем, с точностью до очевидных модификаций повторя-
ет рассуждения раздела 28.

Снабдим пространство E частичным порядком ≺ по следующему правилу.

Определение 26.2. Скажем, что x =
∑∞

k=1 xkek ≺ y =
∑∞

k=1 ykek если

xk 6 yk, k ∈ N.
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Введем так же множество

W+
X = {(t, x) ∈ IT × E | 0 ≺ x ≺ X(t)}.

Предположим, что f ∈ C(W+
X , E).

Теорема 26.3. Пусть Xk(t) > 0, k ∈ N, t ∈ IT и для каждой пары (t, x) ∈
W+
X верна оценка

fk(t,Xk[X(t)]x) 6 Ẋk(t), 0 ≺ x̂ ≺ X(0)

и fk(t,Xk[0]x) > 0.

Тогда задача (V.15) имеет решение x(t) ∈ C1(IT , E) такое, что

0 ≺ x(t) ≺ X(t), t ∈ IT .

Теорема 26.4. Пусть T = ∞ и функция f ω−периодична (ω > 0) по t.
Предположим еще, что Xk(t) > 0, k ∈ N, t ∈ IT и для каждой пары

(t, x) ∈ W+
X верна оценка

fk(t,Xk[X(t)]x) 6 Ẋk(t),

и fk(t,Xk[0]x) > 0. Более того, предположим, что X(ω) ≪ X(0).

Тогда задача (V.15) имеет решение x̃(t) ∈ C1(I∞, E) такое, что

0 ≺ x̃(t) ≺ X(t), x̃(t+ ω) = x̃(t) t ∈ I∞.

27. Приложения

27.1. Линейное уравнение в частных производных

Чтобы освободить наше изложение от технических деталей, мы рассмотрим
уравнение в частных производных с одной пространственной переменной z, од-
нако легко сформулировать подобную теорему и для случая УРЧП со многими
пространственными переменными.

Теорема существования

Через O(C) обозначим подпространство в пространстве целых функций u : C →
C. Это пространство Фреше относительно полунорм

∥v∥n = max
|z|6n

|v(z)|, n ∈ N.
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Безусловный базис Шаудера образуют векторы ej = zj, j ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}.
Подпространство E ⊂ O(C) состоит из таких целых функций

v : C → C,

что v(z) = v(z).

Зафиксируем произвольное положительное число T и пусть a(t), b(t) ∈ C(IT ,R).
Рассмотрим следующую начальную задачу

vt(t, z) = b(t)v(t, z) + a(t)zm
∂Nv(t, z)

∂zN
, v(0, z) = v̂(z). (V.16)

Здесь N > m > 0 некоторые целые числа.
Введем обозначения

qjmN =
(j −m+N)!

(j −m)!
, j > m, a∗ = ∥a∥C(IT ).

Предположим, что a∗ ̸= 0. Выберем произвольные положительные константы
U0, . . . UN−1 и определим последующие постоянные рекуррентно

Uj−m+N =
Uj

a∗qjmN
, j > m.

Легко показать, что U(z) =
∑∞

j=0 Ujz
j ∈ E.

Предложение 27.1. Предположим, что v̂ ≪ U . Тогда задача (V.16) имеет
решение v(t, z) ∈ C1(IT , E) и v(t, z) ≪ e

∫ t
0 b(s)ds+tU(z) для всех t ∈ IT .

Заметим, что это утверждение не следует из общей теории линейных диф-
ференциальных уравнений в пространствах целых функций, развитой в [5].

После замены неизвестной функции v = e
∫ t
0 b(s)ds+tu задача (V.16) приобре-

тает вид

ut(t, z) = −u(t, z) + a(t)zm
∂Nu(t, z)

∂zN
, u(0, z) = v̂(z). (V.17)

В координатной записи уравнение (V.17) выглядит следующим образом: u(t, z) =∑∞
j=0 uj(t)z

j,
u̇j = −uj, uj(0) = v̂j, j < m,

и
u̇j = −uj + qjmNa(t)uj−m+N , uj(0) = v̂j, j > m. (V.18)

Чтобы применить теорему 26.1 к задаче (V.18) заметим, что для любого

|ul| 6 Ul, l > m
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верна оценка

±
(
− (±Uj) + a(t)qjmNuj−m+N

)
6 −Uj + a∗qjmNUj−m+N = 0 = U̇j, j > m.

Предложение доказано.

Периодические решения

Переопределим последовательность {Uk}. А именно, возьмем последователь-
ность Fk > 0, k ∈ N и произвольные положительные константы U0, . . . UN−1.
Положим

Uj−m+N =
Uj

a∗qjmN + Fj
, j > m.

Легко показать, что U(z) =
∑∞

j=0 Ujz
j ∈ E.

Рассмотрим следующую систему

ut(t, z) = −u(t, z) + a(t)zm
∂Nu(t, z)

∂zN
+ f(t, z). (V.19)

Коэффициенты разложения

f(t, z) =
∞∑
k=0

fk(t)z
k ∈ C(I∞, E)

функции fk являются ω−периодическими. Функция a(t) тоже ω−периодична и
непрерывна на I∞.

Предложение 27.2. Предположим, что для j > m выполнены следующие
неравенства

max
t∈Iω

|fj(t)| 6 FjUj−m+N .

Тогда система (V.19) имеет ω−периодическое решение u(t, z) ∈ C1(I∞, E).

В координатной записи задача (V.19) выглядит следующим образом

u̇j = −uj + fj, j < m,

и
u̇j = −uj + qjmNa(t)uj−m+N + fj, j > m. (V.20)

Чтобы применить теорему 26.2 к задаче (V.20) заметим, что для любого

|ul| 6 Ul, l > m
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выполнено

±
(
− (±Uj) + a(t)qjmNuj−m+N + fj(t)

)
6 −Uj + a∗qjmNUj−m+N + FjUj−m+N = 0 = U̇j, j > m.

Предложение доказано.

27.2. Периодические решения уравнения Смолуховского

В этом разделе мы рассмотрим следующую задачу Коши

ẋk = ck +
1

2

∑
i+j=k

bijxixj − xk
∑
j

bkjxj, xk(0) = x̂k, i, j, k ∈ N. (V.21)

Функции ci(t), bij(t) ∈ C(IT ) принимают неотрицательные значения,

bij = bji, x̂k > 0.

Физический интерес для этой задачи представляют неотрицательные решения:
xk(t) > 0.

В работах [67], [91] были доказаны локальные теоремы существования в сле-
дующих предположениях bij(t) 6 (i + j)α, α ∈ [0, 1] и x̂k, ck – убывающие
порядка c/kp коэффициенты, p > α.

Мы не предполагаем каких-либо ограничений на рост коэффициентов bij

при i ̸= j, но зато наложим весьма сильные условия на рост коэффициентов bkk.
В таких предположениях мы докажем теорему существования периодического
решения, когда bij, ck периодичны.

Положим
ck(t) 6 Ck, bkk(t) > βk, bij(t) 6 Bij.

В этих формулах i, j, k ∈ N и неравенства верны для всех t ∈ IT ; Ck, Bij, βk –
некоторые неотрицательные константы, β1 > 0.

Введем последовательность

X1 =
√
C1/β1, Xk =

√
Ck +

1
2

∑
i+j=k BijXiXj

βk
, k = 2, 3, . . . .

Предположим, что числа βk таковы, что

bk =
∞∑
j=1

BkjXj <∞.
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Пусть

Ak = Ck +
1

2

∑
i+j=k

BijXiXj +Xkbk, Fk = max{1, Ak, Xk}.

Введем банахово пространство E, состоящее из последовательностей x =

{xk}, для которых конечна норма

∥x∥ =
∞∑
k=1

1

k2Fk
|xk| <∞.

Это пространство обладает следующим безусловным базисом Шаудера: ej =

{δij}i∈N. Заметим, что

A =
∑
k∈N

Akek, X =
∑
k∈N

Xkek ∈ E.

Предложение 27.3. Предположим, что x̂ ≺ X.
Тогда задача (V.21) имеет решение x(t) ∈ C1(IT , E) такое, что

0 6 xk(t) 6 Xk, t ∈ IT .

Более того, если функции bij, cj являются ω−периодичными, то решение
x̃(t) ∈ C1(I∞, E), x̃k(t) > 0 тоже ω−периодично и 0 6 x̃k(t) 6 Xk.

Доказательство. Итак, мы хотим применить теоремы 26.3, 26.4.
Для 0 6 xs 6 Xs, s ∈ N и xk = 0 условия этих теорем выполнены:

ck +
1

2

∑
i+j=k

bijxixj > 0.

Теперь мы должны проверить выполнение условий теорем для 0 6 xs 6
Xs, s ∈ N и xk = Xk :

ck +
1

2

∑
i+j=k

bijxixj − xk
∑
j

bkjxj

6 Ck +
1

2

∑
i+j=k

BijXiXj −X2
kβk 6 Ẋk = 0

Остается показать, что отображение

f(t, x) =
∞∑
k=1

fk(t, x)ek, fk = ck +
1

2

∑
i+j=k

bijxixj − xk
∑
j

bkjxj

является непрерывным как отображение из W+
X в E. Заметим, что для каждой

пары (t, x) ∈ W+
X верна оценка f(t, x) ≪ A. Теперь непрерывность следует из

предложения 26.1.
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28. Доказательство основных теорем
Функционально-аналитический аспект задачи

Через Pn : E → E обозначим оператор проектирования

Pn
( ∞∑
k=1

xkek

)
=

n∑
k=1

xkek.

Положим так же Qn = id− Pn.

Лемма 28.1. Множество WX компактно в IT × E.

Доказательство.
Рассмотрим непрерывные отображения

vn : IT → E, vn(t) = QnX(t).

Данная последовательность сходится к нулю поточечно: vn(t) → 0, n → ∞
для любого t ∈ IT . С другой стороны, эта последовательность равностепенно
непрерывна на IT .

Действительно, в силу теоремы 21.1 отображения Qn равностепенно непре-
рывны, следовательно, для любого i′ найдется постоянная c > 0 и номер i такие,
что

∥vn(t′)− vn(t
′′)∥i′ 6 c∥X(t′)−X(t′′)∥i.

При этом отображение X равномерно непрерывно на компакте IT .
Следовательно, vn(t) → 0 равномерно на IT [30].
Множество WX замкнуто. Лемма будет доказана, если мы покажем, что

множества
An = {(t,Pnx) ∈ IT × E | x≪ X(t)}

образуют компактные ϵ−сети в WX .
Действительно, каждое множество An содержится в Rn+1, является замкну-

тым и ограниченным.
Возьмем произвольный элемент (t, x) ∈ WX ; и применим теорему 21.1 с

λk(t) = xk/Xk(t), |λk(t)| 6 1

тогда для любого числа i′ найдется номер i и константа c такие, что

∥x− Pnx∥i′ = ∥Mλ(t)QnX(t)∥i′ 6 c∥vn(t)∥i.

Следовательно, sup(t,x)∈WX
∥x− Pnx∥i′ → 0 при n→ ∞.

Лемма доказана.
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Теорема 28.1 ( [30]). Рассмотрим множество K ⊂ C(IT , E). Предположим,
что

1) для любого t ∈ IT множество Kt = {x(t) | x(·) ∈ K} ⊂ E компактно.
2) для любого ϵ > 0 и любого n ∈ N существует постоянная δ > 0 такая,

что если t′, t′′ ∈ IT , |t′ − t′′| < δ то

∥x(t′)− x(t′′)∥n 6 ϵ.

Множество K компактно.

Доказательство теоремы 26.1

Приблизим задачу (V.15) конечномерными задачами

ẏn = Pnf(t, yn), yn(0) = ŷn = Pnx̂, yn =
n∑
j=1

yjej. (V.22)

По теореме 29.1 все задачи (V.22) имеют решения yn(t) ∈ C1(IT ,Rn) и

(t, yn(t)) ∈ WX , t ∈ IT . (V.23)

По теореме 21.1 и лемме 28.1 для любого i′ существует номер i и постоянная
c такие, что

sup{∥ẏn(t)∥i′ | n ∈ N, t ∈ IT}

6 sup{∥Pnf(t, x)∥i′ | (t, x) ∈ WX , n ∈ N}

6 c sup
(t,x)∈WX

∥f(t, x)∥i 6 Ci′ <∞.

Для любых t′, t′′ ∈ IT это дает

∥yn(t′)− yn(t′′)∥i′ =
∥∥∥∫ t′′

t′
ẏn(s)ds

∥∥∥
i′
6 Ci′|t′ − t′′|.

По теореме 28.1 и лемме 22.1 последовательность {yn} содержит сходящуюся
подпоследовательность в C(IT , E). Обозначим эту подпоследовательность так
же:

yn(·) → x(·) in C(IT , E).

Поскольку операторы Pn непрерывны, формула (V.23) влечет x(t) ≪ X(t), t ∈
IT .
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Покажем, что x(t) является решением задачи (V.15). Перепишем задачу
(V.22) следующим образом

yn(t)− ŷn =

∫ t

0

Pnf(s, yn(s))ds. (V.24)

Переходя к пределу n→ ∞ в левой части этой формулы, получаем x(t)− x̂.
Рассмотрим правую часть формулы (V.24).

Лемма 28.2. Для всех i ∈ N, t ∈ IT имеет место предельный переход∥∥∥∫ t

0

Pnf(s, yn(s))ds−
∫ t

0

f(s, x(s))ds
∥∥∥
i
→ 0

as n→ ∞.

Интегралы понимаются в смысле Миллионщикова [22].

Доказательство. Оценим следующее выражение по частям∥∥∥∫ t

0

Pnf(s, yn(s))ds−
∫ t

0

f(s, x(s))ds
∥∥∥
i

6
∫ t

0

∥Pn(f(s, yn(s))− f(s, x(s)))∥ids

+

∫ t

0

∥Qnf(s, x(s))∥ids.

В силу теоремы 21.1 имеем

∥Pn(f(s, yn(s))− f(s, x(s)))∥i 6 ci∥f(s, yn(s))− f(s, x(s))∥i′ → 0.

Поскольку функция f равномерно непрерывна на компакте WX , этот предел
равномерен по s ∈ IT .

Множество f(WX) компактно как образ компактного множества при непре-
рывном отображении. Операторы Qn равномерно непрерывны (теорема 21.1).
Следовательно, сходимость ∥Qnf(s, x(s))∥i → 0 равномерна по s ∈ IT [30].

Лемма доказана. Из леммы 28.2 и формулы (V.24) следует, что

x(t)− x̂ =

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Таким образом, x(t) ∈ C1(IT , E) and ẋ(t) = f(t, x(t)). [22].
Теорема 26.1 доказана.
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Доказательство теоремы 26.2

По теореме 29.2 все задачи (V.22) имеют ω−периодические решения ỹn(t) такие,
что

ỹn(t) ≪ X(t).

Множество {ỹn(·)} относительно компактно C(Iω, E). Это следует из рассужде-
ний, аналогичных приведенным выше.

Пусть y∗(t) – предельная точка данного множества. Тогда функция

x̃(t) = y∗(τ), τ ∈ Iω, t = τ (mod ω)

является искомым периодическим решением.
Теорема доказана.

29. Конечномерный случай

В этом разделе мы рассмотрим обыкновенные дифференциальные уравнения
в Rm и сформулируем несколько известных результатов, которые необходимы
для наших бесконечномерных задач.

Пусть функция X(t) ∈ C1(IT ,Rm) такова, что

X(t) ∈ Rm
+ = {x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm | xk > 0, k = 1, . . . ,m},

для всех t ∈ IT с некоторым фиксированным T > 0.
Введем функцию f ∈ C(WX ,Rm) и рассмотрим следующую задачу

ẋ = f(t, x), x(0) = x̂, x = (x1, . . . , xm). (V.25)

Теорема 29.1 ( [69]). Пусть Xk(t) > 0, k = 1, . . . ,m, t ∈ IT и для каждого
(t, x) ∈ WX верна оценка

±fk(t, x1, . . . , xk−1,±Xk(t), xk+1, . . . , xm) 6 Ẋk(t), x̂≪ X(0).

Тогда задача (V.25) имеет решение x(t) ∈ C1(IT ,Rm) такое, что x(t) ≪
X(t).

Следующая теорема является следствием теоремы [69], теоремы о неподвиж-
ной точке Брауэра и того факта, что задача (V.25) равномерно аппроксимиру-
ется задачами с локально липшицевыми правыми частями, и решение задачи
(V.25) равномерно аппроксимируется соответствующими решениями этих за-
дач.
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Теорема 29.2. Пусть T = ∞ и в добавок к условиям теоремы 29.1 предпо-
ложим дополнительно, что функция f является ω−периодичной (ω > 0) по
t:

f(t+ ω, x) = f(t, x)

и X(ω) ≪ X(0).

Тогда задача (V.25) имеет решение x̃(t) ∈ C1(IT ,Rm) такое, что x̃(t) ≪
X(t), t ∈ IT и x̃(t+ ω) = x̃(t).
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Глава VI

Об одном приложении
мажорантного метода

В этом разделе мы изложим некоторые результаты книги [85] (совместно с Д.В.
Трещевым)

Метод непрерывного усреднения создан Д.В. Трещевым. Он также построил
и решил мажорантную задачу для уравнений метода непрерывного усреднения.
Теоретико-функциональный анализ уравнений метода непрерывного усредне-
ния и мажорантной задачи выполнен автором.

30. Описание метода непрерывного усреднения

В теории возмущений имеются несколько задач, в которых стандартные методы
не дают удовлетворительных результатов. Это, например, проблема вложения
диффеоморфизма в поток в аналитической постановке и проблема количествен-
ного описания экспоненциально малых эффектов в динамических системах.

Один из возможных путей исследования этих задач основан на методе непре-
рывного усреднения. Этот метод возникает как обобщение усредняющей про-
цедуры, предложенной Нейштадтом [24] и хорошо работающей при описании
экспоненциально малых эффектов.

Идея метода состоит в следующем. Преобразуем систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

ż = û(z), (VI.1)

с помощью замены переменных

z 7→ Z(z,∆). (VI.2)
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Здесь z – точка многообразия M , û – гладкое векторное поле на M , ∆ – неот-
рицательный параметр.Сама замена (VI.2) – сдвиг вдоль решений уравнения1

Z ′ = f(Z, δ), Z(z, 0) = z, 0 6 δ 6 ∆, (VI.3)

где штрих обозначает дифференцирование по переменной δ.
Пусть замена z 7→ Z преобразует уравнение (VI.1)к виду:

Ż = u(Z, δ). (VI.4)

Дифференцируя уравнение (VI.4) по переменной δ, мы получаем:

ḟ(Z, δ) = uδ(Z, δ) + ∂fu(Z, δ) or uδ = [u, f ].

Здесь ∂f – это оператор дифференцирования вдоль векторного поля f на M ,
нижний индекс δ обозначает частную производную, и [·, ·] обозначает коммута-
тор векторных полей: [u1, u2] = ∂u1u2−∂u2u1. Полагая f = ξu, где ξ – некоторый
линейный оператор, мы получаем следующую задачу Коши

uδ = −[ξu, u], u|δ=0 = û. (VI.5)

Уравнение f = ξu является ключевым для нашего метода. Традиционно век-
торное поле f в методе Ли строится в виде ряда по малому параметру. Выбор
оператора ξ зависит от того, к какому виду мы хотим привести исходные урав-
нения. Систему (VI.5) мы назовем усредняющей системой.

Если система (VI.1) является гамильтоновой с гамильтонианом Ĥ = Ĥ(z)

и симплектической структурой ω, то естественно искать замену (VI.2) среди
симплектических преобразований и считать уравнение (VI.3) гамильтоновым с
некоторой функцией Гамильтона F (z, δ). В силу этих предположений системы
(VI.4) тоже гамильтоновы. Их гамильтонианы H удовлетворяют уравнениям
H(Z, δ) = Ĥ(z). Дифференцируя это равенство по δ, мы получаем:

Hδ(Z, δ) + ∂f(Z,δ)H(Z, δ) = 0 or Hδ = −{F,H},

здесь использовано равенство ∂fH = {F,H}. Полагая F = ξH для некоторого
линейного оператора ξ, получим:

Hδ = −{ξH,H}, H|δ=0 = Ĥ. (VI.6)
1Такой способ построения замены переменных называется методом Ли. Соответствующая

гамильтонова версия называется методом Депри-Хори.
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Теперь построим неавтономный аналог (VI.6). Для этого предположим, что
функции Ĥ и F явно зависят от времени. Тогда и гамильтониан H тоже явно
зависит от t. Мы выведем уравнение для H с помощью редукции к автономному
случаю. Пусть переменная E канонически сопряжена t.Рассмотрим автономную
систему с гамильтонианом H + E и симплектической структурой ω + dE ∧ dt.
Пусть { , }∗ – новые скобки Пуассона и F = ξH. Тогда (VI.6) приобретает вид:

(H + E)δ = −{ξH,H + E}∗ , H|δ=0 = Ĥ.

Это эквивалентно следующей задаче:

Hδ = (ξH)t − {ξH,H}, H|δ=0 = Ĥ(z, t). (VI.7)

Это и есть неавтономный аналог системы (VI.6).
Аналогично строится неавтономная версия системы (VI.5):

uδ = (ξu)t − [ξu, u], u|δ=0 = û(z, t). (VI.8)

Проиллюстрируем свойства усредняющей системы на следующем примере.
Рассмотрим гамильтонову систему с полутора степенями свободы:

ẏ = −ε∂Ĥ/∂x, ẋ = ε∂Ĥ/∂y, Ĥ = Ĥ(x, y, t). (VI.9)

Здесь y ∈ R, x ∈ T; функция Ĥ вещественно-аналитична по x, y, и 2π-периодична
по t. Эта система имеет две медленные переменные x и y (ẋ = O(ε), ẏ = O(ε))
и одну быструю t ∈ T.

Попробуем ослабить зависимость гамильтониана Ĥ от времени с помощью
канонической замены

(x, y) 7→
(
X(x, y, t,∆), Y (x, y, t,∆)

)
, ∆ > 0,

где
X ′ = ∂F/∂Y, Y ′ = −∂F/∂X, F = F (X,Y, t, δ) = ξH. (VI.10)

Положим2

ξH(x, y, t, δ) =
∑
k∈Z

iσkH
k(x, y, δ)eikt, σk = sign k, (VI.11)

где Hk – коэффициенты Фурье

H(x, y, t, δ) =
∑
k∈Z

Hk(x, y, δ)eikt.

2Такой оператор ξ называется преобразованием Гильберта.
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Уравнение (VI.7) приобретает вид

Hk
δ = −|k|Hk − ε{ξH,H}k, k ∈ Z. (VI.12)

Здесь { , }k обозначает коэффициент Фурье с номером k. В более подробной
записи система (VI.12) выглядит следующим образом:

Hk
δ = −|k|Hk + iεσk{H0, Hk} − 2iε

∑
l+m=k,m<0<l

{H l, Hm},

Hk|δ=0 = Ĥk, k ∈ Z.

Члены ε{ξH,H}k в системе (VI.12) пропорциональны малому параметру.
Следовательно, в нулевом приближении ими можно пренебречь. Полагая ε = 0,
мы получаем:

Hk
δ = −|k|Hk.

При k ̸= 0 решения этих уравнений быстро стемятся к нулю при δ → ∞.
Более точно приближение для системы (VI.12) получится, если принять во

внимание члены iεσk{H0, Hk}. Мы получаем следующую систему:

Hk
δ = −|k|Hk + iε σk{H0, Hk}.

Ее решение имеет следующий вид

Hk = e−|k|δĤk ◦ giεσkδ, (VI.13)

где gs сдвиг на время s вдоль решений системы

ẋ = ∂H0/∂y, ẏ = −∂H0/∂x,

т. е. (x, y)|t=0 7→ (x, y)|t=s.
Особенности функции Ĥk ◦ gs в комплексной плоскости переменной s не

позволяют продолжить решения (VI.13) на все множество положительных зна-
чений δ. Однако, поскольку δ может быть выбрано порядка ∼ 1/ε, функции
(VI.13) могут быть сделаны экспоненциально малыми по ε .

Разумеется, эти рассуждения не могут являться доказательством того, что
системы типа (VI.12) могут быть использованы для усреднения. Точные оценки
и формулировки приведены ниже.
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31. Мажоранты

Для анализа уравнений (VI.5)–(VI.8) мы будем использовать мажорантный ме-
тод. В этом разделе мы обсудим некоторые простые свойства мажорант.

Пусть f(z), g(z) – функции, аналитические в точке z = 0, z = (z1, . . . , zm) ∈
Cm:

f(z) =
∑

β fβz
β, g(z) =

∑
β gβz

β,

β = (β1, . . . , βm), βj > 0, zβ = zβ11 · · · zβmm .

Функция g называется мажорантной для f (f ≪ g), если для любого мультиин-
декса β выполнены следующие неравенства: gβ > |fβ|. В том случае, когда f и g
– векторнозначные функции, отношение f ≪ g означает, что каждая компонен-
та вектора g является мажорантой для соответствующей компоненты вектора
f .

Лемма 31.1. Отношение ≪ обладает следующими свойствами:
(1) Если f1 ≪ g1 и f2 ≪ g2, то f1 + f2 ≪ g1 + g2 и f1f2 ≪ g1g2.
(2) Если f ≪ g, то ∂f/∂zj ≪ ∂g/∂zj для любого j = 1, . . . ,m.
(3) Если f(z, λ) ≪ g(z, λ) для любого значения параметра λ ∈ [a, b], то∫ b

a

f(z, λ) dλ≪
∫ b

a

g(z, λ) dλ.

(4) Пусть |f(z)| 6 c в области

{z = (z1, . . . , zm) : |zj| 6 b, j = 1, . . . ,m}.

Тогда f(z) ≪ c/w, где w = b−m(b− z1) · · · (b− zm).

Утверждения (1)–(3) леммы 31.1 очевидны. Утверждение (4) следует из фор-
мулы Коши

f(z) =
1

(2πi)m

∮
dζ1 . . .

∮
dζm−1

∮
f(ζ)dζm

(ζ1 − z1) . . . (ζm − zm)
,

где интегрирование ведется по окружностям {|zj| = b}. Действительно,∣∣∣∣ ∂β1+...+βmf∂zβ11 . . . ∂zβmm
(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

(2πi)m

∮
dζ1 . . .

∮
dζm−1

∮
β1! . . . βm!f(ζ)dζm

ζβ1+1
1 . . . ζβm+1

m

∣∣∣∣
6 β1! . . . βm! c

bβ1+...+βm
=

∂β1+...+βm

∂zβ11 . . . ∂zβmm

∣∣∣∣
z=0

c

w
.
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В дальнешем мы будем использовать мажоранты для оценки решений на-
чальных задач для уравнений в частных производных. Основная идея состоит
в следующем. Пусть

f = f(z, δ) = (. . . , f−1(z, δ), f 0(z, δ), f 1(z, δ), . . .), z ∈ Cn, δ ∈ R

– бесконечномерная вектор-функция, и все компоненты fk, k ∈ Z аналитичны
в точке z и принимают значения в Cm. Рассмотрим задачу Коши для системы
обыкновенных дифференциальных уравнений

fkδ (z, δ) = F k(f(z, δ), z, δ), fk(z, 0) = f̂k(z) (VI.14)

с некоторыми известными функциями F k и начальными данными f̂k.
Назовем систему

fkδ (z, δ) = Fk(f(z, δ), z, δ), fk(z, 0) = f̂k(z) (VI.15)

мажорантной системой для (VI.14), если
(a) f̂(z) ≪ f̂(z) для любого k ∈ Z и
(b) F k(g(z), z, δ) ≪ Fk(g(z), z, δ) для любого k ∈ Z, δ > 0, и g ≪ g.
Далее мы используем следующую версию мажорантного метода.
Мажорантный метод. Предположим , что f(z, δ), 0 6 δ 6 δ0 – решение

системы, мажорантной для (VI.14). Тогда система (VI.14) имеет решение и

fk(z, δ) ≪ fk(z, δ) для любого δ ∈ [0, δ0], k ∈ Z.

Более того, в формуле (VI.15) можно заменить “=” на “≫”.

Те же соображения действуют, если мы перепишем системы (VI.14)–(VI.15)
в следующей форме:

fk(z, δ) = f̂k(z) +

∫ δ

0

F k(f(z, s), z, s) ds,

fk(z, δ) = f̂k(z) +

∫ δ

0

Fk(f(z, s), z, s) ds,

где опять равенства “=” в мажорантных уравнениях могут быть заменены на
“≫”.

Некоторые функциональные свойства операции "≪".
Предположим формально, что область D (см. раздел 7) состоит из един-

ственной точки 0 ∈ Rm, и пусть

Ds = {z ∈ Cm : ∥z∥ < sR}.

Таким образом, Ds теперь у нас полидиск радиуса sR.
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Предложение 31.1. Предположим, что u, U ∈ Hs, u ≪ U . Тогда ∥u∥Hs 6
∥U∥Hs .

Доказательство. Пусть u(z) =
∑

j∈Zm
+
ujz

j, U(z) =
∑

j∈Zm
+
Ujz

j. Тогда |uj| 6
Uj. Найдется точка ẑ ∈ Ds такая, что

∥u∥Hs = |u(ẑ)| 6
∑
j∈Zm

+

|uj| |ẑj| 6
∑
j∈Zm

+

Uj(sR)
|j| = U(z̃), z̃ = sR · 1.

Предложение 31.2. Множество V = {u | u≪ U ∈ Hs} замкнуто в Hs.

Доказательство. Пусть {uk} ⊂ V и uk =
∑

j∈Zm
+
uk,jz

j → u =
∑

j∈Zm
+
ujz

j в
Hs при k → ∞. Очевидно, достаточно проверить, что uk,j → uj. Но этот факт
вытекает из оценки Коши:∣∣∣ ∂|j|(uk − u)

∂zj11 . . . ∂zjmm
(0)

∣∣∣ 6 c|j|,s∥uk − u∥Hs .

Постоянная c|j|,s > 0 не зависит от u, uk.

32. Усреднение быстрой фазы

Многие физические модели представляются системами обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, которые содержат угловые переменные, меняющиеся
значительно быстрее, чем остальные переменные, входящие в задачу. Принимая
быструю фазу за новое время, мы можем переписать уравнения в следующем
виде:

ż = εv̂(z, t, ε), z ∈M, (VI.16)

здесьM –m-мерное фазовое пространство системы, а ε – малый параметр. Этот
параметр соответствует отношению типичного изменения медленной перемен-
ной к типичному изменению быстрой переменной. Векторное поле v̂ считается
гладким и зависит от времени 2π-периодически.

Хорошо известно, что заменой переменных можно ослабить зависимость в
(VI.16) от времени.В частности, используя стандартный метод усреднения (см.
например, [2]), легко построить 2π-периодическую по t замену переменных z 7→
z∗ такую, что уравнения (VI.16) примут форму

ż∗ = εv̄0(z∗) + ε2v̂∗(z∗, ε) + εṽ(z∗, t, ε). (VI.17)
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Здесь от t в правой части зависит только член порядка εṽ = O(εK). Натуральное
число K произвольно, и

v̄0(z) =
1

2π

∫ 2π

0

v̂(z, t, 0) dt

– среднее по времени от функции v̂(z, t, 0).
Теперь предположим, что функции v̂ зависят аналитически от фазовых пе-

ременных. Пуанкаре заметил, что в этом случае степенные ряды по малому
параметру, представляющие замену переменных, которая убирает t из урав-
нений, формально существуют , но расходятся: коэффициенты при εk в этих
рядах имеют порядок k!. В общем случае этот факт был доказан в работе [79].

Нейштадт [24, 38] заметил, что в случае аналитической зависимости от фа-
зовых переменных функции v̂ в (VI.17) можно получить

ṽ = O(e−α/ε), (VI.18)

где α > 0 – некоторая константа (параметр ε считается неотрицательным). Та-
ким образом, явная зависимость уравнений от времени может быть сделана
экспоненциально малой. Метод, который использовал Нейштадт для доказа-
тельства этого утверждения, основан на большом (порядка 1/ε) числе последо-
вательных замен переменных. Эти замены постепенно ослабляют зависимость
уравнений от времени. Рамис и Шeфке [76] получили аналогичные результаты,
анализируя расходящиеся ряды обычной теории возмущений.

Известно, что, вообще говоря, существует константа A > α такая, что невоз-
можно построить 2π-периодическую по t замену переменных

z 7→ z∗, ṽ = O(e−A/ε).

Это утверждение следует, например, из оценки величины расщепления сепа-
ратрис в гамильтоновых системах типа (VI.16) с полутора степенями свободы.
В этом разделе, следуя работе [84], мы получим реалистичные оценки “макси-
мального” α, для которого оценка (VI.18) возможна.

Пусть gt – фазовый поток усредненной системы

ż = v̄0(z). (VI.19)

Предположим, что многообразие M вещественно-аналитично. Зафиксируем
его комплексную окрестность MC. Пусть Q – компакт в M, и VQ ⊂ MC – его
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комплексная окрестность. Например, можно положить, что M = Rm и Q –
замыкание некоторой ограниченной области в Rm . Тогда естественно взять

MC =
{
z ∈ Cm : z = x+ ia, x ∈ Rm, a ∈ Rm, |a| < c

}
,

VQ =
{
z ∈ Cm : z = x+ b, x ∈ Q, b ∈ Cm, |b| < c̃

}
.

Разумно предположить, что c̃ мало.
Предположим, что для любого действительного s ∈ (−α, α) и любой точки

z ∈ VQ отображение gis аналитично в точке z, и более того, gis(z) ∈MC. Зададим
множество

UQ,α =
∪

−α<s<α

gis(VQ).

Теорема 32.1. Пусть положительные постоянные α, ρ, ε0 таковы, что
(1) UQ,α ⊂MC.
(2) Векторное поле v̂ вещественно-аналитично по z и C2-гладкое по t, ε в

UQ,α × T× [0, ε0].
Тогда для достаточно малого ε0 существует открытое множество V ′

Q ⊂
VQ и 2π-периодическая по t, вещественно- аналитическая по z замена

F : V ′
Q × T× (0, ε0) →MC, Q ⊂ V ′

Q,

такая, что
(a) F (z, t, ε) = z∗ = z +O(ε),

(b) Отображение F × idt преобразует векторное поле
( εv̂

1

)
на расширен-

ном фазовом пространстве M × Tt в векторное поле
( εv∗

1

)
, где

v∗(z, t, ε) = v̄0(z) + εv̂∗(z, ε) + ṽ(z, t, ε). (VI.20)

(c) Зависящий от времени член ṽ оценивается следующим образом:

|ṽ(z, t, ε)| 6 Ce−α/ε, z ∈ V ′
Q, t ∈ Σρ, ε ∈ [0, ε0). (VI.21)

Теорема 32.1 означает, в частности, что в случае, когда компоненты v̂ яв-
ляются целыми функциями переменной z, величина α в (VI.21) может быть
любым положительным числом, так что для всех s ∈ [−α, α] отображения
z 7→ gis(z) голоморфны в любой точке z ∈ Q.

Теорема 32.1 является следствием своей локальной версии (теоремы 32.2).
Чтобы сформулировать эту локальную версию, мы вместо компакта Q рассмот-
рим точку z0 ∈M . Пусть V ⊂MC будет ее окрестностью.
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Предположим, что для всех действительных s таких, что s ∈ (−α, α), и
для любой точки z ∈ V отображение gis аналитично в точке z и, более того,
gis(z) ∈MC. Определим множество

Uα =
∪

−α<s<α

gis(V ).

Теорема 32.2. Пусть положительные постоянные α, ρ, ε0 таковы, что
(1) Uα ⊂MC.
(2) функция v̂ аналитична z и C2-гладкая по t, ε на множестве Uα × T ×

[0, ε0].
Тогда для достаточно малых ε0 существует 2π-периодическая по t веще-

ственно - аналитическая по z замена f : V ′ × T × (0, ε0) → V , где V ′ ⊂ V –
это окрестность точки z0, и справедливы следующие утверждения:

(a) f(t, z, ε) = z∗ = z +O(ε).
(b) В координатах z∗, t векторное поле εv̂ имеет вид εv∗ (см. (VI.20)), где

для некоторой постоянной C0

|ṽ(z, t, ε)| 6 C0e
−α/ε, z ∈ V ′, t ∈ T, ε ∈ [0, ε0). (VI.22)

Теорема 32.1 выводится из теоремы 32.2. Это следует из следующего наблю-
дения. Усредняющая система, которую мы используем в доказательстве теоре-
мы 32.2, определена независимо от окрестности V и точки z0. Следовательно,
отображения f , которые мы строим в теореме 32.2, склеиваются друг с другом
и дают отображение F . Мы можем положить V ′

Q = ∪zV ′(z), где z ∈ Q, и окрест-
ности V ′(z) определены в теореме 32.2. Благодаря компактности Q, мы можем
считать, что объединение берется по конечной системе окрестностей. Константа
C в (VI.21) может быть взята максимальной среди констант C0, соответствую-
щим множествам V ′(z) из этой системы.

Доказательство теоремы 32.2 основано на методе непрерывного усреднения.
А именно, мы решаем задачу Коши (VI.8), где вместо u и û пишем εv и εv̂:

vδ = (ξv)t − ε[ξv, v], v|δ=0 = v̂(z, t, ε). (VI.23)

Оператор ξ определяется так же, как и раньше. Пусть

v(z, t, ε, δ) =
∑
k∈Z

vk(z, ε, δ)eikt.

Тогда положим
ξv(z, t, ε, δ) =

∑
k∈Z

i sign k vk(z, ε, δ)eikt (VI.24)
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(ср. с (VI.11)). В соответствие с эвристическими рассуждениями, аналогичными
тем, что приведены в разделе 30, можно надеяться, что система (VI.23)–(VI.24)
действительно усредняет по t. Требуемая замена переменных соответствует зна-
чению δ = α/ε. Анализ решения системы (VI.23) на интервале δ ∈ [0, α/ε] со-
держится в следующем разделе.

Замечание 32.1. В соответствие с определением, усредняющая процедура
обладает следующим важным свойством. Предположим, что векторное по-
ле v̂ для каждых фиксированных t и ε принадлежит некоторой подалгебре χ
в алгебре Ли всех векторных полей на M . Тогда для фиксированных t, ε и δ

векторное поле v(z, t, ε, δ) тоже лежит в χ. Таким образом, диффеоморфизм
f принадлежит соответствующей группе Ли. Более того, если v̂ обратимо
относительно некоторой инволюции I :M →M , то векторное поле v(z, t, ε, δ)
тоже I-обратимо. В частности, если начальное векторное поле v̂ – гамиль-
тоново, то v∗ = v(z, t, ε, α/ε) тоже гамильтоново, и соответствующая за-
мена переменных F – симплектическая.

33. Аналитические свойства усредняющей процедуры

Мы разделим анализ системы (VI.23)–(VI.24) на две части. Сначала мы по-
строим мажорантные оценки для решения нашей задачи так, как будто уже
доказано, что оно существует – так называемые априорные оценки. Это эври-
стическая часть доказательства.

Во второй части мы дадим формальное доказательство теоремы 32.2.
Мы используем пространства функций, аналитических в поликругах. Это

локальное рассотрение оправдывается тем, что система (VI.23)–(VI.24) опре-
делена инвариантым, независимым от локальных систем координат образом.
Поэтому решения этой системы, полученные в отдельных картах многообразия
M, склеиваются в глобальное решение.

Ниже, для краткости, мы не пишем ε среди аргументов рассматриваемых
функций.

Априорные оценки.
Положив v̄ = v̂0|ε=0,

v0(z, δ) = w0(z, δ) + v(z), vk(z, δ) = wk(z, δ)e−|k|δ, k ̸= 0,
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представим систему (VI.23)–(VI.24) в виде

w0
δ = −2iε

∑
l>0[w

l, w−l]e−2lδ,

wkδ = iσkε[v + w0, wk]− 2iε
∑

l,n[w
l, wn]e(|k|−|l|−|n|)δ,

(VI.25)

w0(z, 0) = v̂0(z)− v(z), wk(z, 0) = v̂k(z), k ̸= 0, (VI.26)

где l, n в сумме
∑

l,n удовлетворяют следующим условиям:

l + k = n, n < 0 < l. (VI.27)

Для любого векторного поля u(z) на M положим

gsu(z) = Dgsu ◦ g−s(z), s ∈ C, (VI.28)

где Dgs – дифференциал фазового потока gs по переменной z.
Для любых z ∈ M gs : TzM → TzM – линейный оператор. Следовательно,

u 7→ gsu – линейный оператор на пространстве гладких (или аналитических )
векторных полей на M .

Операторы gs образуют однопараметрическую группу: gs1gs2 = gs1+s2 . Более
того,

gs[u1, u2] =
[
gsu1,g

su2
]
.

Предложение 33.1. Пусть векторное поле w(z, δ) на M является решением
начальной задачи

wδ = iσε[v, w] + η(z, δ), w(z, 0) = ŵ(z)

с некоторыми известными η и ŵ. Тогда

w(z, δ) = giσεδŵ(z) +

∫ δ

0

giσε(δ−s)η(z, s) ds.

Доказательство следует из тождества
d

ds
gsu = [v̄,gsu]. (VI.29)

В соответствие с предложением 33.1, система (VI.25) эквивалентна системе

w0(z, δ) = v̂0(z)− v(z) + iε

∫ δ

0

η0(z, s) ds,

wk(z, δ) = giσkεδv̂k(z) + iε

∫ δ

0

giσkε(δ−s)ηk(z, s) ds,

(VI.30)

η0(z, s) = −2
∑
l>0

[wl, w−l](z, s)e−2ls,

ηk(z, s) = σk[w
0, wk]− 2

∑
l,n

[wl, wn](z, s)e(|k|−|l|−|n|)s.
(VI.31)
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Лемма 33.1. Для любого действительного s ∈ [−α, α] коэффициенты Фурье
v̂k удовлетворяют следующей мажорантной оценке:

gis(v̂0(z)− v(z)) ≪ εβκ

(κ− ζ)
1, gisv̂k(z) ≪ βκ

k2(κ− ζ)
1, k ̸= 0,

где ζ = z1+· · ·+zm, 1 = (1, . . . , 1)T ∈ Rm, и β, κ – положительные постоянные.

Доказательство. В соответствие с предположением (2) теоремы 32.2, для
любого малого ε и s ∈ [−α, α] векторное поле gisv̂(z, t) является аналитическим
в z ∈ V и C2-гладким по t ∈ T. Положим V ′ = {z ∈ C : |z| 6 κ} ⊂ V для
некоторой положительной κ. Пусть

β′ = max
s∈[−α,α],(z,t)∈V ′×T

∣∣∣∣ d2dt2gisv̂(z, t)
∣∣∣∣.

Тогда, очевидно,

max
s∈[−α,α],z∈V ′

∣∣k2gisv̂k(z)∣∣ 6 β′, k ̸= 0.

Используя утверждение (4) леммы 31.1, для любого s ∈ [−α, α] и k ̸= 0 мы
получаем оценку

gisv̂k(z) ≪ β′κm

k2(κ− z1) . . . (κ− zm)
1 ≪ β′κ

k2(κ− ζ)
1. (VI.32)

Последнее неравенство следует из оценки

κm

(κ− z1) . . . (κ− zm)
≪ κ

κ− z1 − . . .− zm
.

Отметим, что v̂0− v(z) = O(ε). Таким образом, для некоторого положитель-
ного β′′ имеем

max
s∈[−α,α],z∈V0

∣∣gis(v̂0(z)− v(z))
∣∣ 6 εβ′′.

Отсюда следует, что

gis(v̂k(z)− v(z)) ≪ εβ′′κ

κ− ζ
1. (VI.33)

Лемма 33.1 вытекает из оценок (VI.32)–(VI.33).
Зададим функцию

φ(δ) = 32mβκ

∫ δ

0

(
ε2K +K−1e−2s

)
ds.

Эта функция зависит от параметров β, κ,K.
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Лемма 33.2. Пусть положительная постоянная K такова, что

φ(δ) < κ2 for any δ ∈ [0, α/ε]. (VI.34)

Тогда для любого δ ∈ [0, α/ε] и τ ∈ [−α + εδ, α− εδ]

giτw0(z, δ) ≪ εKw(ζ, δ)1, giτwk(z, δ) ≪ k−2w(ζ, δ)1, k ̸= 0, (VI.35)

где скалярная функция w удовлетворяет задаче Коши

wδ = 8m
(
ε2K +K−1e−2δ

)
wwζ , w(ζ, 0) =

βκ

κ− ζ
. (VI.36)

Из леммы 33.2 следует теорема 32.2. Действительно, функция wможет быть
найдена явно:

w(ζ, δ) =
2βκ

κ− ζ +
√
(κ− ζ)2 − φ(δ)

.

В силу (VI.34) функция w является аналитической в точке z = 0 при δ ∈ [0, α/ε].
Следовательно,

v0(z, α/ε)− v(z) ≪ εKw(ζ, α/ε)1, vk(z, α/ε) ≪ e−|k|α/εw(ζ, α/ε)1.

Из этих оценок следует теорема 32.2.

Докажем лемму 33.2. Сперва заметим, что в соответствии с (VI.30), функции

giτwn(z, δ), 0 6 δ 6 α/ε, −α + εδ 6 τ 6 α− εδ, n ∈ Z

удовлетворяют уравнениям

giτw0(z, δ) = giτw0(z, 0) + iε

∫ δ

0

giτη0(z, s) ds,

giτwk(z, δ) = gi(τ+σkεδ)v̂k(z) + iε

∫ δ

0

gi(τ+σkε(δ−s))ηk(z, s) ds,

(VI.37)

где ηn определены из (VI.31) и σk = sign k. Таким образом, векторные поля в
правых частях являются комбинациями векторных полей

giτ
′
wn

′
(z, δ′), 0 6 δ′ 6 α/ε, −α + εδ′ 6 τ ′ 6 α− εδ′, n′ ∈ Z.

Рассмотрим систему

w0(ζ, δ) = w0(ζ, 0) + ε
∫ δ
0
ρ0(ζ, s) ds,

wk(ζ, δ) = wk(ζ, 0) + ε
∫ δ
0
ρk(ζ, s) ds, k ̸= 0,

(VI.38)

ρk(ζ, s) = 2m
∑

n<0<l, l+n=k(w
l
ζw

n +wlwn
ζ )(ζ, s) ds,

w0(ζ, 0) = εK βκ
κ−ζ , wk(ζ, 0) = 1

k2
βκ
κ−ζ , k ̸= 0. (VI.39)
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Теперь, считая, что решения обеих систем существуют, мы дадим нефор-
мальное объяснение того, почему решения системы (VI.38), (VI.39) мажориру-
ют решение системы (VI.30), (VI.26). В этом смысле мы говорим, что (VI.38),
(VI.39) является мажорантной системой для системы (VI.30), (VI.26). Все рас-
суждения этого раздела следует рассматривать как эвристический метод для
того, чтобы получить систему (VI.38), (VI.39) из системы (VI.30), (VI.26). Пока
мы суммируем все рассуждения, проведенные выше, в виде следующего утвер-
ждения.

Предложение 33.2. Система (VI.38), (VI.39) является мажорантной си-
стемой для (VI.30), (VI.26).

Проверим мажорантные оценки (VI.35). Сперва заметим, что в силу леммы
33.1 эти оценки выполнены при δ = 0. Мы заменим левые и правые части (VI.37)
соответствующими мажорантами, основываясь на лемме 33.2 и покажем, что
после этого формула (VI.37) остается верной , если заменить “=” на “≫”.

Мы используем следующее простое наблюдение: для любых двух векторных
полей u′, u′′ таких, что u′(z) ≪ w′(ζ)1 и u′′(z) ≪ w′′(ζ)1

[u′, u′′](z) ≪ m
(
w′
ζ(ζ)w

′′(ζ) +w′(ζ)w′′
ζ (ζ)

)
1.

Мы начнем с мажорант для

Q0 = giτη0(z, s) and Qk = gi(τ+σkε(δ−s))ηk(z, s).

Лемма 33.2 дает оценку

Q0 ≪
∑
l>0

4me−2ls

l4
w(ζ, s)wζ(ζ, s)1 ≪ 4me−2sw(ζ, s)wζ(ζ, s)

∑
l>0

1

l4
1

≪ 8me−2sw(ζ, s)wζ(ζ, s)1 =
e−2sws(ζ, s)

ε2K +K−1e−2s
1 ≪ Kws(ζ, s)1.

Аналогично

Qk ≪ 2mεK

k2
w(ζ, 0)wζ(ζ, 0)1+

∑
l,n

4me(|k|−|l|−|n|)s

l2n2
w(ζ, s)wζ(ζ, s)1

≪ 2m

k2
w(ζ, s)wζ(ζ, s)

(
εK + 2e−2s

∑
l,n

k2

l2n2

)
1.

Здесь мы использовали, что w(z, 0) ≪ w(z, s) для любого s ∈ [0, α/ε]. Напом-
ним, что l, n удовлетворяют неравенствам (VI.27). Следовательно,∑

l,n

k2l−2n−2 <

∞∑
j=1

j−2 = π2/6
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и

Qk ≪ 2m

k2
w(ζ, s)wζ(ζ, s)

(
εK + π2e−2s/3

)
1

=
εK + π2e−2s/3

4(ε2K +K−1e−2s)

ws(ζ, s)

k2
1 ≪ ws(ζ, s)

εk2
1.

Теперь мы рассмотрим мажорантные неравенства для (VI.37):

εKw(ζ, δ) ≫ εKw(ζ, 0) + ε

∫ δ

0

Kws(ζ, s) ds,

k−2w(ζ, δ) ≫ k−2w(ζ, 0) + ε

∫ δ

0

ws(ζ, s)

εk2
ds.

Оба этих отношения следуют из (VI.36).

Теорема существования. Пусть R > 0 таково, что w(ζ, α/ε) является
аналитической функцией в поликруге {∥ζ∥ < R}.

Чтобы построить пространства Hs, Gs, Fs (см. раздел 7), в формуле (I.2) в
качествеD мы возьмем формально точку z = 0 так, чтобы областиDs оказались
полидисками ∥z∥ < sR, где 0 < s < 1.

Таким образом, мы получаем следующие определения.
Банахово пространство Hs представляет собой множество функций f : Ds →

C, которые аналитичны в Ds и непрерывны в замыкании Ds. В этом простран-
стве введена норма

∥f∥Hs = sup
z∈Ds

|f(z)|.

Банахово пространство Gs состоит из последовательностей

u = {uk(x)}k∈Z, uk ∈ Hs,

в Gs введена норма
∥u∥Gs = sup

k∈Z

{
(1 + |k|2)∥uk∥Hs

}
.

Банаховы пространства Fs состоят из последовательностей

u = {uk(x)}k∈Z, uk ∈ Hs

и наделены следующими нормами:

∥u∥Fs =

√∑
k∈Z

(1 + |k|2)(∥uk∥Hs )2.
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Напомним, что
F =

∩
0<s<1

Fs, G =
∩

0<s<1

Gs.

Через V обозначим множество функций

w(z, δ) = {wk(z, δ)}k∈Z ∈ C([0, α/ε], F ),

которые удовлетворяют следующим условиям.
Для любых δ ∈ [0, α/ε] и τ ∈ [−α + εδ, α− εδ] выполнены оценки (VI.35).
Для любых δ′, δ′′ ∈ [0, α/ε] и 0 < s < 1

∥w(·, δ′)− w(·, δ′′)∥Fs 6 Ks|δ′ − δ′′|. (VI.40)

Положительные константы {Ks} одинаковы для всех w(z, δ) ∈ V , эти константы
будут определены в дальнейшем. Заметим, что множество V выпукло.

Через C([0, α/ε], F ) обозначим пространство непрерывных отображений от-
резка [0, α/ε] в пространство F с топологией, определенной в разделе 7.

Теорема 33.1. При надлежащем выборе постоянных

{Ks}s∈(0,1)

система (VI.30)-(VI.31) имеет решение, принадлежащее множеству V .

Замечание 33.1. Если решение интегральных уравнений (VI.30)–(VI.31) при-
надлежит пространству C([0, α/ε], F ), то оно является дифференцируемой
функцией по переменной δ, и оно также решает систему (VI.25)-(VI.26). Это
наблюдение следует из предложения 33.1 и стандартных соображений, каса-
ющихся связи дифференциального и соответствующего интегрального урав-
нений.

Определим множество W . Это множество состоит из функций

w(z, δ) = {wk(z, δ)}k∈Z ∈ C([0, α/ε], F )

таких, что выполнена оценка (VI.40) и

w0(z, δ) ≪ εKw(ζ, δ)1, wk(z, δ) ≪ k−2w(ζ, δ)1, k ̸= 0. (VI.41)

Поскольку отношения (VI.41) являются частным случаем отношений (VI.35),
когда τ = 0, получаем, что

V ⊆ W. (VI.42)
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Определим отображение P [w] формулой

P 0[w](z, δ) = v̂0(z)− v(z) + iε

∫ δ

0

η0(z, s) ds,

P k[w](z, δ) = giσkεδv̂k(z) + iε

∫ δ

0

giσkε(δ−s)ηk(z, s) ds, k ̸= 0.

Область определения отображения P [w] мы опишем ниже.
Теперь мы докажем теорему 33.1. План доказательства следующий. Сперва

мы покажем, что множество W компактно C([0, α/ε], F ). Мы покажем, что мно-
жество V замкнуто, тогда V окажется компактом как замкнутое подмножество
компакта W . И, наконец, мы проверим, что P [V ] ⊆ V и P ∈ C(V, V ). В силу
этих наблюдений и по теореме Шаудера -Тихонова мы найдем неподвижную
точку w̃ ∈ V отображения P : P [w̃] = w̃. Это и завершит доказательство.

Лемма 33.3. Множество W компактно в C([0, α/ε], F ).

Доказательство. Рассмотрим множество Wu ⊂ F, которое состоит из функ-
ций w(z, δ) ∈ W с δ = u. Ввиду предложений 31.1, 31.2 и по формуле (VI.41)
множества Wu, u ∈ [0, α/ε] ограничены в G и замкнуты в F .

По следствию 7.2 множества Wu, u ∈ [0, α/ε] компактны F .
Теперь в силу (VI.40) доказательство леммы следует из 6.1.
Оператор giτ , заданный формулой (VI.28)

giτw(z, δ) = {giτwk(z, δ)}k∈Z,

является непрерывным оператором из V в W .

Лемма 33.4. Множество V компактно в C([0, α/ε], F ).

Доказательство. По лемме 33.3 и в силу вложения (VI.42) достаточно про-
верить, что множество V замкнуто в C([0, α/ε], F ).

Рассмотрим последовательность {wj} ∈ V такую, что wj → w в C([0, α/ε], F )
при j → ∞ и w ∈ C([0, α/ε], F ). Тогда

giτw0
j (z, δ) ≪ εKw(ζ, δ)1, giτwkj (z, δ) ≪ k−2w(ζ, δ)1, k ̸= 0. (VI.43)

Сходимость в C([0, α/ε], F ) подразумевает, в частности, и поточечную сходи-
мость по переменной δ. Таким образом, мы переходим к пределу в формулах
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(VI.43) при j → ∞ в каждой точке δ ∈ [0, α/ε] при каждом τ ∈ [−α+ εδ, α− εδ].
Используя непрерывность оператора giτ и предложение 31.2, получим

giτw0(z, δ) ≪ εKw(ζ, δ)1, giτwk(z, δ) ≪ k−2w(ζ, δ)1, k ̸= 0.

Следовательно, w ∈ V .

Лемма 33.5. Зададим набор констант {Ks}s∈(0,1) так, что

Ks =
c5

(s′ − s)

(
1 + sup

ξ∈[0,α/ε]
(∥w(·, ξ)∥Hs′ )2

)
, s′ =

1 + s

2
.

Тогда отображение P переводит множество V (см. (VI.40)) в себя.

Доказательство. Из мажорантных соображений, приведенных выше, сле-
дует, что если функция w(z, δ) ∈ F удовлетворяет отношениям (VI.35), то
P [w](z, δ) тоже удовлетворяет этим отношениям. Это суть формулировки и до-
казательства леммы 33.2 и предложения 33.2.

Итак, осталось подобрать постоянные {Ks}s∈(0,1) так , что для любых w ∈ V

функция P [w] удовлетворяет формуле (VI.40).
Оценим члены P k, где k ̸= 0. Положим для определенности δ′′ > δ′. По

теореме о среднем получим

∥P k[w](·, δ′)− P k[w](·, δ′′)∥Hs
6 sup

ξ∈[δ′,δ′′]
∥P k

δ [w](·, ξ)∥Hs · |δ′ − δ′′|, k ̸= 0. (VI.44)

Формула (VI.29) дает

P k
δ [w](z, ξ) = iε

(
σk[v̄(z), P

k[w](z, ξ)] + ηk(z, ξ)
)
, k ̸= 0. (VI.45)

Мы знаем, что P [w] ∈ W . Таким образом, благодаря свойствам отношения
"≪"(см. предложение 31.1) и в силу оценки Коши (I.3) получается, что

∥[v̄, P k[w]](·, ξ)∥Hs 6 c

k2(s′ − s)
∥v̄∥Hs′ ∥w(·, ξ)∥Hs′ , 0 < s < s′ < 1. (VI.46)

Положительная постоянная c не зависит от s, s′, k и w.
Рассмотрим член ηk. Рассуждая так же, как и выше, мы получаем

∥ηk(·, ξ)∥Hs 6 ∥[w0, wk](·, ξ)∥Hs + 2
∑
l,n

∥[wl, wn](·, ξ)∥Hs

6 c1(∥w(·, ξ)∥Hs′ )2

s′ − s

( 1

k2
+
∑
l,n

1

n2l2

)
, 0 < s < s′ < 1. (VI.47)
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Положительная постоянная c1 зависит только от m. Напомним, что суммирова-
ние в этой формуле идет по всем целым n, l таким , что n < 0 < l, l+n = k ̸= 0.
Отсюда мы получаем оценку∑

l,n

1

n2l2
6 1

k2

∑
l>0, l ̸=k

1

l2(1− l/k)2
6 c2
k2

с некоторой положительно постоянной c2 > 0. Комбинируя формулы (VI.45),
(VI.46), (VI.47), и подставляя их в (VI.44), находим

∥P k[w](·, δ′)− P k[w](·, δ′′)∥Hs
6 c3
k2(s′ − s)

(
1 + sup

ξ∈[δ′,δ′′]
(∥w(·, ξ)∥Hs′ )2

)
· |δ′ − δ′′|, k ̸= 0. (VI.48)

Аналогично

∥P 0[w](·, δ′)− P 0[w](·, δ′′)∥Hs
6 c4

(s′ − s)
sup

ξ∈[δ′,δ′′]
(∥w(·, ξ)∥Hs′ )2 · |δ′ − δ′′|. (VI.49)

По формулам (VI.48) и (VI.49) мы получаем

∥P [w](·, δ′)− P [w](·, δ′′)∥Fs 6 Ks · |δ′ − δ′′|, (VI.50)

где константы Ks определены выше.
Отображение P : V → V является липшицевым в следующем смысле:

sup
ξ∈[0,α/ε]

∥P [w′](·, ξ)− P [w′′](·, ξ)∥Fs 6 c6
s′ − s

sup
ξ∈[0,α/ε]

∥w′(·, ξ)− w′′(·, ξ)∥Fs′ ,

w′, w′′ ∈ V, 0 < s < s′ < 1.

Эта формула получена на основе следствия 7.3. Таким образом, отображение P :

V → V непрерывно, и по теореме Шаудера — Тихонова оно имеет неподвижную
точку w̃:

P (w̃) = w̃, w̃ ∈ V.

Эта неподвижная точка является искомым решением (VI.30)-(VI.31).
Теорема 33.1 доказана.
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Заключение

Итоги диссертации соcтоят в следующем:

• доказан аналог теоремы Пеано для абстрактной задачи Коши–Ковалевской
в нелипшицевой постановке;

• доказана теорема существования для абстрактного квазилинейного пара-
болического уравнения с нелипшицевой нелинейностью в шкале банахо-
вых пространств; обобщены результаты А.Н. Карвальо;

• мажорантный метод Вейерштрасса–Ковалевской обобщён на системы счёт-
ного числа дифференциальных уравнений в локально выпуклых простран-
ствах; в частности, получено обобщение результатов Волкмана, Уля, Мюл-
лера, а также также обобщение результата Линденштраусса и Цафрири о
равномерной непрерывности одного диагонального оператора в простран-
стве Фреше с базисом Шаудера;

• с помощью мажорантного метода получены неулучшаемые оценки време-
ни существования решения в пространствах Фреше с базисом Шаудера и
построены классы систем, для которых решение существует;

• доказана теорема существования решений для системы уравнений метода
непрерывного усреднения;

• получена теорема существования и эффективные оценки времени суще-
ствования решения в уравнении Смолуховского.

Методы и результаты диссертации могут быть использованы в теории диф-
ференциальных уравнений с частными производными, в теории функционально-
дифференциальных уравнений и дифференциальных уравнений в локально вы-
пуклых пространствах.

Результаты диссертации могут найти применение в научных исследовани-
ях, проводимых в МГУ имени М.В. Ломоносова, Математическом институте
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им. Стеклова, Московском энергетическом институте, Воронежском Государ-
ственном Университете.

Разделы диссертации могут составить содержание специальных курсов для
студентов высших учебных заведений и аспирантов, обучающихся по специаль-
ности математика.

Перспективы данного исследования состоят в получении аналогичных ре-
зультатов для эволюционных уравнений, правая часть которых удовлетворяет
условиям Каратеодори, a также в доказательстве теоремы типа Пеано для аб-
страктного параболического уравнения в критическом случае.
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