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Ââåäåíèå

Ìåõàíèêà êàê íàóêà íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ åùå â äðåâíèå âðåìåíà [109]. Îñíîâíû-

ìè âîïðîñàìè, êîòîðûìè îíà çàíèìàåòñÿ, � ýòî çàêîíû äâèæåíèÿ è ðàâíîâåñèÿ

ìàòåðèàëüíûõ òåë. Ñîîòâåòñòâóÿ ñâîåìó âðåìåíè, çàäà÷è óñëîæíÿëèñü è ìåíÿ-

ëèñü. Òàê îò çàäà÷, ïðîñòî ñâÿçàííûõ ñ òâåðäûìè òåëàìè, ïåðåøëè ê çàäà÷àì

î äâèæåíèè òâåðäûõ òåë â æèäêîé ñðåäå. Ðÿäîì ñ ýòèìè çàäà÷àìè ïîÿâèëèñü

âîïðîñû î òâåðäûõ òåëàõ, ñîäåðæàùèõ ïîëîñòè ñ æèäêîñòüþ âíóòðè.

Ïåðâûì îáðàòèë âíèìàíèå íà çàäà÷è î òâåðäûõ òåëàõ ñ ïîëîñòüþ, ïîëíîñòüþ

çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, Äæîðäæ Ãàáðèåëü Ñòîêñ [135],[136] åùå â ñåðåäèíå

XIX âåêà, ðàññìîòðåâ äâà ñëó÷àÿ ïîëîñòåé: ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëèïèïåä

è öèëèíäð ñ êðóãîâûì ñåêòîðîì â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ. Äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé

÷àñòèö æèäêîñòè îí äîêàçàë, ÷òî äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà íå èçìåíèòñÿ, åñëè

æèäêîñòü çàìåíèòü ýêâèâàëåòíûì òâåðäûì òåëîì.

Áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîÿâèëàñü ó Êàðëà Ãîòôðèäà Íåéìàíà. Îí

ðàññìàòðèâàë îäíîñâÿçíûå è ìíîãîñâÿçíûå ïîëîñòè âíóòðè òåëà. Ê.Ã. Íåéìàí

ïîêàçàë, ÷òî ïðè íåñêîëüêèõ ïîëîñòÿõ â ïîêîþùåìñÿ òâåðäîì òåëå, íà÷àëüíîå

äâèæåíèå, ñîîáùåííîå æèäêîñòè, îêàçûâàåò íà äâèæåíèå òåëà ãèðîñêîïè÷åñêèé

ýôôåêò.

Íî ïåðâûì, êòî äåòàëüíî èññëåäîâàë äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòÿìè,

ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûìè îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, áûë Íèêîëàé

Åãîðîâè÷ Æóêîâñêèé. Â ñâîåé ðàáîòå [39] îí èçó÷èë âëèÿíèå æèäêîñòè íà äâè-

æåíèå òâåðäîãî òåëà. Î÷åíü ìíîãî âíèìàíèÿ îí óäåëèë çàäà÷àì ñ èäåàëüíîé

æèäêîñòüþ. Îí ïîêàçàë, ÷òî åñëè ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè âûðàæàþòñÿ â

âèäå ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé, òî âíóòðåíåå äâèæåíèå æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

âðàùåíèåì òåëà è íå çàâèñèò îò ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Äâèæåíèå ñàìî-

ãî òåëà ïðîèñõîäèò, êàê åñëè áû âìåñòî æèäêîñòè áûëî ýêâèâàëåíòíîå òâåðäîå

òåëî, ìàññà è öåíòð òÿæåñòè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ìàññîé è öåíòðîì òÿæåñòè

æèäêîñòè. Í.Å. Æóêîâñêèé äîêàçàë, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè ýêâèâàëåíòíîãî òåëà

îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð òÿæåñòè ìåíüøå ìîìåí-
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òà èíåðöèè ñîîòâåòñòâóþùåé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî òîé æå îñè. Îäíàêî, åñëè

òåëî èìååò ìíîãîñâÿçíûå ïîëîñòè, ïðè çàìåíå æèäêîñòè íà ýêâèâàëåíòíîå òåëî

íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê òåëó íåêîòîðûé ãèðîñêîï, åãî îñü è ìîìåíò íà÷àëüíî-

ãî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ãëàâíîìó ìîìåíòó êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîêîþùåìñÿ òåëå. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è äèíà-

ìèêè òåëà ñ æèäêîñòüþ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè: ïåðâàÿ � ýòî ðåøåíèå òðåõ

êðàåâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ôîðìîé ïîëîñòè, è ðàñ÷åò ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ;

âòîðàÿ � çàäà÷à äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, ñâîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åãî ðàáîòà ñîäåðæèò îïðåäåëåíèå ýëëèïñîèäîâ

èíåðöèè ýêâèâàëåíòíûõ òåë äëÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì ïîëîñòåé: ýëëèïòè÷åñêèõ, öè-

ëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòåé è òåë âðàùåíèÿ. Äëÿ æèäêîñòè ñ òðåíèåì îïèñàí îáùèé

ñïîñîá íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà ñ æèäêîñòüþ, à òàêæå ðåøåíà çàäà÷à î äâè-

æåíèè çàìêíóòîé òðóáêè, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ.

Ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ óñòîé÷èâîñòüþ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òå-

ëà ñ ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Ó.Ò. Êåëüâèí ïðîâîäèë îïûòû, êîòîðûå

ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ïîëîñòü ñ æèäêîñòüþ ñæàòà â íàïðàâëåíèè îñè âðàùåíèÿ, òî

âðàùåíèå âîë÷êà áóäåò óñòîé÷èâûì, à åñëè ñæàòà âäîëü ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè,

òî íåóñòîé÷èâûì. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ Ãðèí-

õèëëà, Õàôà [129], Ïóàíêàðå [132] è äðóãèõ. Ýòè ó÷åíûå ðàññìàòðèâàëè ïîëîñòü

ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû, çàïîëíåííóþ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Ïðåäïîëàãàëîñü,

÷òî æèäêîñòü ñîâåðøàåò îäíîðîäíûå âèõðåâûå äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå Õàôà [129]

ïðåäñòàâëåíî è ðåøåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé

òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòüþ, ñîäåðæàùåé æèäêîñòü, âáëèçè ðàâíîìåðíîãî âðàùå-

íèÿ. Â ðàáîòå Ïóàíêàðå [132] áûëà ó÷òåíà íåîäíîðîäíîñòü æèäêîñòè.

Îñîáåííî áîëüøîé èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷ ïîÿâèëñÿ â ñåðåäèíå XX âåêà. Ýòî

ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì àâèàöèîííîé è ðàêåòíîé òåõíèêè. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ñâÿ-

çàííûå ñ ãîðþ÷èì âíóòðè ðàêåòû, êîñìè÷åñêèìè àïïàðàòàìè, ñòàðòóþùèìè ñ

èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ, à òàêæå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ñåéñìîñòîéêîñòüþ ðå-

çåðâóàðîâ äëÿ õðàíåíèÿ æèäêîñòè, ïîñëóæèëè òîë÷êîì ê èññëåäîâàíèÿì â ýòîé

îáëàñòè. Òàêæå àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ïîÿâëÿþòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîðàá-

ëåé, ïîäâîäíûõ ëîäîê, â òåîðèè ôëàòòåðà êðûëà ñàìîëåòà è ò.ä.

Ñ.Ë. Ñîáîëåâ ðàññìîòðåë äâèæåíèå òÿæåëîãî ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñ ïîëî-

ñòüþ, íàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ [106]. Ïîëîñòü ïðåäïîëàãàëàñü ñèì-

ìåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî òâåðäîãî òåëà, ðåøàëèñü ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ

îêîëî ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ. Àâòîð ðàññìîòðåë è ñðàâíèë äâà ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿ: ýëëèïñîèäàëüíóþ è öèëèíäðè÷åñêóþ ïîëîñòü, èçó÷èâ êîëåáíèÿ æèäêîñòè
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â íèõ. Ýòîé æå òåìîé çàíèìàëèñü À.Þ. Èøëèíñêèé è Ì.Å. Òåì÷åíêî [43]. Îíè

ðàññìàòðèâàëè òó æå çàäà÷ó, íî èñïîëüçîâàëè äðóãîé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèë

ëåãêî îáúÿñíèòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà óñòî÷èâîñòè òåëà ñ æèäêîñòüþ. Îíè æå

ðàññìîòðåëè çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè âîë÷êà ñ æèäêîñòüþ, âðàùàþùåãîñÿ íà

ñòðóíå [44]. Ïî òåìå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ âîë÷êà ñ ïîëîñòüþ, íàïîëíåííîé

æèäêîñòüþ, ïðîâîäèëèñü è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ Ñ.Â. Ìàëàøåíêî

è Ì.Å. Òåì÷åíêî [63].

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ æèäêèì íàïîëíåíè-

åì îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá � ýòî ëèíåàðèçàöèÿ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è èõ èññëåäîâàíèå. Äðóãîé � îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ïðÿ-

ìîãî (âòîðîãî) ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Êî âòîðîìó ñïîñîáó îòíîñÿòñÿ ðàáîòû Í.Ã.

×åòàåâà [123], Â.Â. Ðóìÿíöåâà [85],[92]-[98] Ã.Ê. Ïîæàðèöêîãî [86], Ñ.Â. Æàêà

[37], Í.Í. Êîëåñíèêîâà [49] è äðóãèõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå À.Â. Êàðàïåòÿíà

[45] ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè â çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã

íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ.

Äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ñïåêòðà, ðàçðåøèìîñòü çà-

äà÷è Êîøè, âûÿñíåí ðÿä ìåõàíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé êîëåáàíèé òåëà ñ ïîëî-

ñòüþ, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ ñâåäåíî ê âû÷èñëèòåëü-

íûì ïðîãðàììàì.

Îòäåëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå ñèë ïîâåðõ-

íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â ðàáîòå [93] Â.Â. Ðóìÿíöåâ ïîëó÷èë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ ñâîáîäíîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñîâïà-

äåíèå îñè âðàùåíèÿ è îñè íàèáîëüøåãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè ñèñòåìû

[74]. Äàííûé ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå Í.Å. Æóêîâñêîãî [39].

Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ

ïîëîñòüþ, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò èçó÷åíèå ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé æèäêîñòè è òåëà ñ æèäêîñòüþ. Ýòè

çàäà÷è â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Îáùàÿ çàäà÷à î

êîëåáàíèÿõ òåëà ñ ïîëîñòüþ, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, èñ-

ñëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [56],[68]-[71],[77]-[79],[82],[107]. Ä.Å. Îõîöèìñêèé èññëåäî-

âàë áåçâèõðåâîå äâèæåíèå æèäêîñòè, êîãäà äàâëåíèå ïîñòîÿííî íà ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè, è òâåðäîìó òåëó ñîîáùàþò íåêîòîðîå äâèæåíèÿ âáëèçè èñõîäíî-

ãî ïîëîæåíèÿ [82]. Ã.Ñ. Íàðèìàíîâ ïîëó÷èë îáùèå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî

äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòüþ, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, ïðè
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çàäàííîé ñèñòåìå âíåøíèõ ñèë äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé æèäêîñòè, à ïîòîì - è

ïðè ó÷åòå íåìàëîñòè êîëåáàíèé ([77]-[80]). Ã.Ñ. Íàðèìàíîâ äîêàçàë òåîðåìó ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé è îáîñíîâàë âîçìîæ-

íîñòü èõ ðåäóêöèè. Á.È. Ðàáèíîâè÷ ([87]-[89]) ïîëó÷èë îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è

Ä.Å.Îõîöèìñêîãî [82] è îáîáùèë íà ïðÿìóþ çàäà÷ó äèíàìèêè ñèñòåìû òåëî-

æèäêîñòü. Ë.Í.Ñðåòåíñêèì áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà ñ æèä-

êèì íàïîëíåíèåì ïîä äåéñòâèåì óïðóãèõ ñèë [107]. Îïèñàíèå ìàëûõ êîëåáàíèé

òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòüþ, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé òÿæåëîé èäåàëüíîé æèäêî-

ñòüþ, ñâîäèòñÿ ê äâóì çàäà÷àì. Ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó î ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèÿõ æèäêîñòè â íåïîäâèæíîé ñîñóäå, à èìåííî: ðåøèòü íåêîòîðûå

êðàåâûå çàäà÷è, à òàêæå èññëåäîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé - ýòî çàäà÷à çàâèñèò òîëüêî îò ôîðìû ïîëîñòè. Çàòåì ìîæíî íàéòè êîýô-

ôèöèåíòû, îòâå÷àþùèå çà âçàèìíîå âëèÿíèå òåëà è æèäêîñòè äðóã íà äðóãà.

Äâèæåíèå âñåé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîñòåé çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêè, à äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ôîðì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû

[1],[73],[90].

Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ âîë÷êà ñ ïîëîñòüþ, íåïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé æèä-

êîñòüþ, è åãî óñòîé÷èâîñòü áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [51] äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé

ïîëîñòè.

Çàäà÷è ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ çíà÷èòåëüíî áîëåå òðóäíûå, ÷åì â ÷ñëó÷àå èäå-

àëüíîé æèäêîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû è èõ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

ïðåäñòàâëåíû â [66],[67],[125]. Íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâè-

æåíèè âÿçêîé æèäêîñòè äàíî â ðàáîòå [39] è êíèãå Í.À. Ñëåçêèíà [105]. Á.Í.

Ðóìÿíöåâ â ñâîåé ðàáîòå [91] ðàññìîòðåë íåêîòîðûå çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà ñ

ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ïî-

ëîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ôîðìå áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà è ñôåðû.

Äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ ([34],[52],[59]). Í.Í. Ìîèñååâ â ñâîåé ðàáîòå [72] ïðåäëîæèë âàðèàíò ìå-

òîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé âÿçêîé æèäêîñòè.

Ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå Ï.Ñ. Êðàñíîùåêîâà [54]. Îí ðàññìîòðåë

çàäà÷ó î ìàëûõ ïëîñêèõ êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà ñ îñåñèììåòðè÷íîé ïîëîñòüþ,

çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Áîëåå îáùàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [53], ãäå

ïðèâîäèòñÿ òàêæå îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷

î êîëåáàíèÿõ òåëà ñ æèäêîñòüþ. Òàêæå íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ðåøàëàñü çàäà÷à

î êîëåáàíèÿõ âÿçêîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â [57]. Òà æå çàäà÷à
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ðàññìàòðèâàëàñü Â.Â. Áîëîòèíûì [13] ïðè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì ó÷åòå âÿçêîñòè

æèäêîñòè.

Ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Ñ.Ã.Êðåéí [55] óñòàíîâèë íåêîòîðûå

îáùèå òåîðåìû î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ òÿæåëîé âÿçêîé æèäêîñòè â ñîñóäàõ.

Â ðàáîòàõ Î.Á. Èåâëåâîé [41],[42] ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå çàäà÷è ñî ñôåðè-

÷åñêîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Ðåøåíèå óäàëîñü âûðàçèòü

÷åðåç îáîáùåííûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êà÷åñòâåííîãî äâèæåíèÿ òÿæåëî-

ãî òåëà ñ âÿçêèì íàïîëíåíèåì áûëà ïîñòðîåíà è ðàçâèòà â ðàáîòàõ Â.À. Ñàì-

ñîíîâà [101],[102]. Âçàèìîäåéñòâèå æèäêîñòè â ïîëîñòè è òåëà â ýòîé ìîäåëè

áûëî ðàçäåëåíî íà íîðìàëüíîå äàâëåíèå è ëèíåéíîå âíóòðåííåå òðåíèå. Ïîêà-

çàíî, ÷òî ýòà ìîäåëü äàåò ðåçóëüòàòû, ïîõîæèå íà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷àå-

ìûå ðåøåíèÿ, îïèñàííûå â [100]. Íà îñíîâå ýòèõ ðàáîò áûëè ïîëó÷åíû è äðóãèå

ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ èñëëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

òâåðäîãî òåëà ñ æèäêèì íàïîëíåíèåì [46].

Ðÿä ðàáîò áûë ïîñâÿùåí äèíàìèêå âÿçêîé æèäêîñòè â ïîëîñòè âðàùàþùèõ-

ñÿ òâåðäûõ òåë [126]-[128],[133],[134]. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ

çàäàííûì: ëèáî ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå, ëèáî ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ.

Áûëè íàïèñàíû ðàáîòû [12],[50],[75],[83],[110],[115],[118],[131] ïî äèíàìèêå òå-

ëà ñ æèäêîñòüþ, ó÷èòûâàþùèå ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ýòè ñèëû

î÷åíü ñèëüíî âëèÿþò íà ðàâíîâåñèå è äâèæåíèå æèäêîñòè â óñëîâèÿõ, áëèç-

êèì ê óñëîâèÿì íåâåñîìîñòè, ïîýòîìó òàêèå çàäà÷è èìåþò ïðèêëàäíîé èíòåðåñ

â âîïðîñàõ êîñìè÷åñêîé òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [75] ðàññìàòðèâàëèñü êî-

ëåáàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïîäâåðæåííîé ñèëàì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,

à êîëåáàíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè - â ðàáîòå [50]. Ðàáîòà [118] ñâÿçàíà ñ äèíàìèêîé

òâåðäîãî òåëà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ñîäåðæàùåé íåáîëüøîé ïóçûðü âîçäóõà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äâèæåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæåò

áûòü îïèñàíî îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Â ñòàòüÿõ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî [111],[112],[114],[116], [117],[119]-[122] è â ìîíîãðà-

ôèè [113] ðàññìîòðåíà îáùàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

â ïîëîñòè òâåðäîãî òåëà è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî ýòó ïîëîñòü.

Ôîðìà ïîëîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, è åäèíñòâåííûì äîïóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òðåõ ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, êî-

òîðûå òðåáóåòñÿ ðåøèòü îäèí ðàç äëÿ êàæäîé ôîðìû ïîëîñòè. Çàòåì íóæíî

âû÷èñëèòü íåêîòîðûå èíòåãðàëû îò íàéäåííûõ ðåøåíèé, ïîñëå ÷åãî ìîæíî ñî-
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ñòàâèòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

äâèæåíèå òåëà ñ ïîëîñòüþ. Ýòà ñèñòåìà âûïèñàíà â îáùåì ñëó÷àå. Òàêèì îáðà-

çîì, õîä ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà

ñ ïîëîñòüþ, ñîäåðæàùåé èäåàëüíóþ æèäêîñòü (ïðè áåçâèõðåâîì äâèæåíèè). Â

ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè, êàê èçâåñòíî [39], òàêæå òðåáóåòñÿ ðåøèòü òðè

êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êàæäîé ôîðìû ïîëîñòè, à çàòåì âû÷èñëèòü èíòåãðàëû îò

ðåøåíèé (ïðèñîåäèíåííûå ìîìåíòû èíåðöèè).

Äëÿ íåêîòîðûõ ôîðì ïîëîñòåé (ñôåðà, òðåõîñíûé ýëëèïñîèä, êîíå÷íûé öè-

ëèíäð), íàïîëíåííûõ âÿçêîé æèäêîñòüþ, äàåòñÿ ðåøåíèå óïîìÿíóòûõ ñòàöèî-

íàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äèôôåðíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâè-

æåíèå òåëà ñ ïîëîñòüþ, è ïîêàçàíî, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ðåøåíû àñèìïòîòè-

÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ðàçîáðàíû íåêîòîðûå ïðèìåðû. Íàéäåí çàêîí çàòóõàíèÿ

ïëîñêèõ âðàùåíèé è íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé òåëà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ â ïîëå

òÿæåñòè. Èçó÷åíî ïðîñòðàíñòâåííîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ ïîëî-

ñòüþ, ñîäåðæàùåé âÿçêóþ æèäêîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì

äâèæåíèåì òåëà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå âîêðóã îñè íàè-

áîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè [39],[93]. Â ðàáîòå èçó÷åí âåñü ïåðåõîäíûé ïðîöåññ,

ïðèâîäÿùèé ê ýòîìó óñòîé÷èâîìó äâèæåíèþ, íàéäåíî âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðî-

öåññà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ

ñïëîøíóþ ñðåäó, Â.Ã. Âèëüêå èñïîëüçîâàë àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ

äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ [15],[20]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê êîíå÷íîé ñè-

ñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè â êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå "äåéñòâèå"íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ

äâèæåíèé è óñðåäíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ [22].

Â.Ã. Âèëüêå ðàçðàáîòàë ìåòîäû ðåøåíèÿ è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷-

íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû [15]. Äëÿ ðÿäà ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì

äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ. Îí ðàññìîòðåë çàäà÷ó î äâèæåíèè âÿçêîóïðóãîãî òåëà â öåí-

òðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ïîëå ñèë, ñèñòåìû âÿçêîóïðóãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, çàäà÷ó î äâèæåíèè ñèñòåìû òÿæåëîå

óïðóãîå-òâåðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è ìíîãîå äðóãîå [18],[19],[22]-[25].

Òàêæå ýòè ìåòîäû áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ À.Â. Øàòèíîé ïî äâèæåíèþ

âÿçêîóïðóãèõ ïëàíåò [26]-[33].
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Çàäà÷à î äâèæåíèè âÿçêîóïðóãîãî øàðà â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ïî-

ëå ñèë [22] ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé çàäà÷åé â ïðèëèâíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò

Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíû òî÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äå-

ôîðìèðóåìîãî òåëà â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ïîëå ñèë â ðàìêàõ ëèíåéíîé

òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè öåíòð ìàññ øàðà

äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå, âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâ äâèæåíèÿ øàðà îòíî-

ñèòåëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè îðáèòû, à äåôîðìèðî-

âàííûé øàð íåïîäâèæåí â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ò.å. îáðàùåí îäíîé

ñòîðîíîé ê ïðèòÿãèâàþùåìó öåíòðó.

Äàííûé òèï çàäà÷ èçó÷àåòñÿ ó÷åíûìè íåáåñíîé ìåõàíèêè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü

ìåõàíèêîâ èíòåðåñóåò âðàùåíèå Çåìëè. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì âðà-

ùåíèÿ íàøåé ïëàíåòû, ñîõðàíÿþò ñâîþ àêòóàëüíîñòü è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè,

òàê êàê ñ êàæäûì äíåì âîçðàñòàþò òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè. Ýòî âàæíî â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ â íàâèãàöèè,

ãåîäåçèè è ãåîôèçèêå. Îñü âðàùåíèÿ Çåìëè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçìåíÿåò ñâîþ

îðèåíòàöèþ, êàê ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçàííîé, òàê è ïî îòíîøåíèþ ê èíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìàì êîîðäèíàò. Âûñîêîòî÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñâÿçàííûå

ñ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ïîëþñîâ Çåìëè, ñâèäåòåëüñòâóþò î ñëîæíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ñèñòåìå Çåìëÿ-Ëóíà-Ñîëíöå.

Òåîðåòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äåôîðìèðóåìîé Çåìëè çàíèìàëèñü ìíîãèå ó÷å-

íûå, òàêèå êàê: Ñ. Íüþêîì, À. Ïóàíêàðå, Ã. Äæåôôðèñ, À. Ëÿâ, Ï. Ìåëüõèîð,

Ó. Ìàíê è Ã. Ìàêäîíàëüä, Kubo [64],[76],[84],[130] è äð. Â îñíîâå ìíîãèõ òà-

êèõ èññëåäîâàíèé ëåæèò äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè îòíîñèòåëüíî

öåíòðà ìàññ.

Çàäà÷à î âðàùåíèè íåáåñíûõ òåë îòíîñèòåëüíî èõ öåíòðîâ ìàññ áûëà ïðåäìå-

òîì èññëåäîâàíèé ìíîãèõ ìåõàíèêîâ è ìàòåìàòèêîâ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ

ñòîëåòèé [2]-[5],[10],[11],[16],[17],[36],[38],[40],[47], [64],[76],[104]. Ñíà÷àëà íåáåñíûå

òåëà ïðåäñòàâëÿëèñü òâåðäûìè. Òàê, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òâåðäîãî òåëà äàëà

ðåçóëüòàò, ÷òî ìàëûå êîëåáàíèÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè â íåêîòîðîé ñâÿçàí-

íîé ñ Çåìëåé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò ïåðèîä, ðàâíûé ïðèáëèçèòåëüíî 305 ñó-

òîê, ÷òî ðàñõîäèòñÿ ñ ýêïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Íà áàçå ìîäåëåé äåôîðìè-

ðóåìûõ ïëàíåò ñòðîèëàñü òåîðèÿ ïðèëèâîâ [36]. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò èñïîëüçî-

âàëèñü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ìîìåíòîâ, âîçíèêàþùèõ èç-çà äåôîðìàöèé

ïëàíåò. Çàäà÷è ïî ýòîé òåìàòèêå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå èçó÷àþòñÿ ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà ìèëëèîíîâ ëåò,

îáóñëîâëåííûå âíóòðåííåé äèññèïàöèåé ýíåðãèè ïðè äâèæåíèÿõ ïëàíåò [15],
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[16]. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîäåëèðóþòñÿ ïðîöåññû íà âðåìåíàõ, ñîèçìåðèìûõ ñ ïå-

ðèîäàìè âðàùåíèé ïëàíåò îòíîñèòåëüíî èõ öåíòðîâ ìàññ, è, êàê ïðàâèëî, íå

ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå äèññèïàöèè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ, ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû.

Ââåäåíèå ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìàòèêå äàííîé ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá ýâîëþöèè äâèæåíèÿ òâåðäî-

ãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Ïî-

ëîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé, à òâåðäîå òåëî èëè áëèçêîå ê ñôåðè÷åñêî-

ìó, èëè áëèçêîå ê îñåñèììåòðè÷íîìó. Çà ôîðìó òåëà îòâå÷àþò ìàëûå ïàðàìåò-

ðû çàäà÷è. Äëÿ ÷èñòî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâèæåíèå èçâåñòíî

� ýòî äâèæåíèå, áëèçêîå ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Íàëè÷èå âÿçêîé æèäêîñòè â

ñèñòåìå èçìåíÿåò ýòî äâèæåíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü èìååò áîëüøîé

êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëî Ðåéíîëüäñà òå÷åíèÿ æèäêî-

ñòè, êîòîðûé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êîýôôèöèåíòó âÿçêîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü

ìàëûì ïàðàìåòðîì.

Â 1.1 ôîðìóëèðóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîäÿòñÿ îáùèå óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ â ôîðìå óðàâíåíèé Ðàóñà, êàíîíè÷åñêóþ ÷àñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò óðàâ-

íåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Àíäóàéå, à ëàãðàíæåâó � óðàâíåíèå Íàâüå-

Ñòîêñà äëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Â 1.2 ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ òåëà, áëèçêîãî ê ñôåðè÷å-

ñêîìó. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ ïî "áûñòðîé"ïåðåìåííîé

íàéäåíû ðåøåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì çàäà÷è. Íàé-

äåíû ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ.

Â 1.3 ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ òåëà, áëèçêîãî ê îñåñèì-

ìåòðè÷íîìó. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å, ðàçîáðàííîé â 1.2 èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðàç-

äåëåíèÿ äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ ïî "áûñòðîé"ïåðåìåííîé. Ðåøåíèÿ íàéäåíû â

ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ÷èñëà Ðåéíîëüäñà òå÷åíèÿ æèä-

êîñòè. Ïðèâåäåíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è ðàçîáðàíû ðàçëè÷íûå òèïû íåñòà-

öèîíàðíûõ äâèæåíèé.

Îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ äâóõ ðàçîáðàííûõ çàäà÷ ïðèâåäåíû â 1.4. Îòìå÷à-

åòñÿ, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èÿ â òåíçîðàõ èíåðöèè òâåðäûõ òåë ñòàöèîíàðíûå
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äâèæåíèÿ è òèïû íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé îäèíàêîâû: îñü íàèáîëüøåãî ìî-

ìåíòà òâåðäîãî òåëà ñòðåìèòñÿ ñîâïàñòü ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè-

÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá ýâîëþöèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ýëëèï-

ñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ

áëèçêèì ê îñåñèììåòðè÷íîìó, îíî òàêæå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ïîëîñòü

ïðåäïîëàãàåòñÿ áëèçêîé ê ñôåðè÷åñêîé. Æèäêîñòü â ïîëîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ

ìàëûì çíà÷åíèåì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Äàííûå óñëîâèÿ ïîðîæäàþò ïÿòü ìàëûõ

ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ðåøåíèå èùåòñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèå ïî ìàëîìó ïàðà-

ìåòðó, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîìó êîýôôèöèåíòó âÿçêîñòè æèäêîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â 2.1. Äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è äåëàåòñÿ çàìåíà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ýëëèïñîèäàëüíàÿ ïîëîñòü

çàäàåòñÿ â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Â 2.2 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ. Ñíà÷àëà

ðåøàåòñÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, à çàòåì èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ ïî "áûñòðîé"ïåðåìåííîé. Çäåñü æå

ïðèâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôèðèöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûðàæåí-

íîé â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå.

Â ãëàâå 3 ðå÷ü èäåò î òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîëþñà óïðóãîãî

øàðà â ïðèòÿæåíèè äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ýòî ìîäåëü Çåìëè â ãðàâèòàöè-

îííîì ïîëå Ëóíû è Ñîëíöà. Çåìëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óïðóãèì øàðîì

è ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ. Äåôîðìàöèè øàðà ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ çà ñ÷åò ïîëÿ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë è öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè. Ìà-

òåðèàë ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ æåñòêèì, ïîýòîìó â çàäà÷å åñòü ìàëûé ïàðàìåòð,

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûé ìîäóëþ Þíãà. Ïîëå âåêòîðîâ óïðóãîãî ñìåùåíèÿ

èùåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è êâàçèñòàòèêè â òåîðèè óïðóãîñòè. Â ðåçóëüòàòå äå-

ôîðìàöèè øàðà òàêæå îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äàíû â 3.1. Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

äëÿ ïîëÿ âåêòîðîâ óïðóãèõ ñìåùåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå íàõîäÿòñÿ

êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè, çàâèñÿùèå îò íèõ.

Â 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âðàùåíèè óïðóãîãî øàðà òîëüêî ïîä äåé-

ñòâèåì öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè. Âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé Ëóíû è

Ñîëíöà íå ó÷èòûâàëîñü. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äàþò ðåøåíèåì

ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ.

Â 3.3 ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïî-
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ëåé Ëóíû è Ñîëíöà. Áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âîçìóùåííîãî

çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè. Íàéäåíî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.

Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè áûëè ïîäñòàâëåíû ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

Çåìëè, Ëóíû è Ñîëíöà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèâåäåí â 3.4. Áûëè ïîëó÷åíû

êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâîâàëè áû Çåìëå, åñëè áû îíà áûëà

îäíîðîäíûì óïðóãèì òåëîì. Îïèñàíî äâèæåíèå ïîëþñà Çåìëè.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 2 ïå÷àòíûå ðàáîòû [8],[9].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòó-

äåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ-2011"(Ìîñêâà, 11-15 àïðå-

ëÿ 2011 ãîäà), Êîíôåðåíöèè-êîíêóðñå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ

(Ìîñêâà, 8-10 îêòÿáðÿ 2012), VIII Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî êëàññè÷å-

ñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå CCMECH8 (Ñåäëüöå, Ïîëüøà, 25-29 ñåíòÿáðÿ 2013),

L Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, ôèçèêè ÷àñòèö, ôèçèêè

ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè, ÐÓÄÍ (Ìîñêâà, 13-16 ìàÿ 2014).
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Ãëàâà 1

Ýâîëþöèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà

ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è

ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ,

çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá ýâîëþöèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ íåïî-

äâèæíîé òî÷êîé è ïîëîñòüþ, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ, â îò-

ñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë. Ïîëîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé, à òâåðäîå òåëî

áëèçêîå ê ñôåðè÷åñêîìó èëè ê îñåñèììåòðè÷íîìó, çà ÷òî îòâå÷àþò ìàëûå ïà-

ðàìåòðû çàäà÷è. Èìåííî ðàññìîòðåíèå íåñèììåòðè÷íîé ôîðìû òåëà îòëè÷àåò

ýòó ðàáîòó îò ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ.

Äëÿ ÷èñòî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâèæåíèå èçâåñòíî � ýòî

äâèæåíèå, áëèçêîå ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Íàëè÷èå âÿçêîé æèäêîñòè â ñèñòå-

ìå èçìåíÿåò ýòî äâèæåíèå. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ

ñèëüíîâÿçêîé, ò.å. èìåþùåé áîëüøîé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, âëèÿíèå ýòî íåâå-

ëèêî.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå Àíäóàéå. Óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò ñìåøàííûé âèä: óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëàãðàíæåâîé

ôîðìå è óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ æèäêîñòè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ

ðàçðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Ðåøåíèå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè

áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå â [58] è èñïîëüçîâàíî â ðàáîòå [22]. Òàêæå â çàäà÷å åñòü
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"áûñòðàÿ"ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå [20]. Â ðåçóëüòàòå,

ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ

äâèæåíèÿ òåëà ñ æèäêîñòüþ. Èç øåñòè êîîðäèíàò òðè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííû, à

åùå îäíà ïåðåìåííàÿ íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ è èçìåíåíèå ýòîé êîîðäèíàòû

ìîæíî àíàëèçèðîâàòü îòäåëüíî.

Â èòîãå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïîñòîÿíåí

â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à îñü íàèáîëüøåãî ìîìåíòà òåëà àñèìïòî-

òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó âåêòîðó.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé

òî÷êè O. Ýòà òî÷êà áåðåòñÿ çà íà÷àëî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3.

Âíóòðè òåëà íàõîäèòñÿ ïîëîñòü, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííàÿ âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â

äàííîì ðàçäåëå ïîëîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå

O1 (ðèñ. 1.1). Ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè, ò.å. âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàòOx1x2x3, æåñò-

êî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì. Îñè Ox1, Ox2, Ox3 � ãëàâíûå îñè èíåðöèè òåëà ñ æèäêî-

ñòüþ. Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò öåíòð øàðà O1 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

r1, à ÷àñòèöà æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðîì r. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

âåêòîðà r′ = r − r1 (|r′| ≤ a), îáîçíà÷àþùèå ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèö æèäêîñòè,

èñõîäÿùèå èç öåíòðà øàðà. Ïîëå v = v(r′, t) îïðåäåëÿåò ïîëå îòíîñèòåëüíûõ

ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò èõ ðàäèóñ-âåêòîðà r′ è âðåìåíè t.

Æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé è íåñæèìàåìîé:

ρ = const, divv = 0.

Âÿçêîñòü æèäêîñòè áóäåò ñ÷èòàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, à ÷èñëî Ðåéíîëüä-

ñà Re òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïîëîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûé

ïàðàìåòð çàäà÷è.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

T =
1

2
(Jsolidω,ω) +

1

2

∫
V

[v + [ω × r]]2 ρdx

ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ: êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òâåðäîé ÷àñòè òåëà è êè-
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Ðèñ. 1.1: Òâåðäîå òåëî ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, è
íåïîäâèæíîé òî÷êîé O

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè â ïîëîñòè. Çäåñü Jsolid � òåíçîð èíåðöèè òâåðäîé

÷àñòè òåëà, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, V = {|r′| ≤ a} � îáúåì, çàïîëíÿåìûé

æèäêîñòüþ ïëîòíîñòè ρ. Äëÿ âñåõ ÷àñòèö æèäêîñòè íà ãðàíèöå r′ ∈ ∂V , ïîëå

ñêîðîñòåé v(r′, t) = 0, � òàê íàçûâàåìîå, óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ [103].

Òàê êàê â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêîðîñòü öåíòðà ïîëîñòè ðàâíà

íóëþ: vO1 = 0 � è, ñîîòâåòñòâåííî,
∫
V

ρvdx = ρvO1volV = 0, òî âûðàæåíèå äëÿ

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

T =
1

2
(Jω,ω) + (ω,Gv) +

1

2

∫
V

v2ρdx, (1.1.1)

ãäå J � òåíçîð èíåðöèè âñåé ñèñòåìû, à Gv =
∫
V

[r′ × v]ρdx � ìîìåíò êîëè-

÷åñòâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-

íûå Àíäóàéå I1, I2, I3, φ1, φ2, φ3 [22],[113],[124]. Ïåðåõîä îò íåïîäâèæíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3 ê ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
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ïîìîùüþ ïÿòè ïîâîðîòîâ íà óãëû φ3, δ1, φ2, δ2, φ1 [7],[61]. Êîîðäèíàòû â íîâîé

è ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

R = Γ3(φ3)Γ1(δ1)Γ3(φ2)Γ1(δ2)Γ3(φ1)r,

ãäå Γ3(φi) =


cosφi − sinφi 0

sinφi cosφi 0

0 0 1

, Γ1(δj) =


1 0 0

0 cos δj − sin δj

0 sin δj cos δj

, i = 1, 2, 3,

j = 1, 2.

Ðèñ. 1.2: Ñâÿçü ìåæäó ïîäâèæíîé Ox1x2x3 è íåïîäâèæíîé Oξ1ξ2ξ3 ñèñòåìàìè
êîîðäèíàò

Âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ G èìååò ïðîåêöèè â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò (G, ex3) = I1 = I2 cos δ2 è (G, eξ3) = I3 = I2 cos δ1, ãäå I2 = |G| �
ìîäóëü ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (ðèñ. 1.2). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèñòåìå

êîîðäèíàò Ox1x2x3 [15],[22]

G =

(√
I22 − I21 sinφ1,

√
I22 − I21 cosφ1, I1

)
. (1.1.2)

Èç ðàâåíñòâà (1.1.1) âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû G = (∇ωT ) = Jω + Gv, îòêóäà âûðàæàåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω =

J−1(G−Gv).
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà Ðàóñà [35],[65],[108]:

R[I,φ,v, r′] = (∇ωT,ω)− T =
1

2

(
G−Gv, J

−1 (G−Gv)
)
− 1

2

∫
V

v2ρdx (1.1.3)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå âîçðàñòàåò âäîëü âñÿêîãî ðåøåíèÿ

dT

dt
= −2D[v] ≤ 0

Çäåñü D[v] � ôóíêöèîíàë âíóòðåííèõ äèññèïàòèâíûõ ñèë â æèäêîñòè [15]:

D[v] =

∫
V

µ
3∑

i,j=1

c2ijdx, cij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, i, j = 1, 3.

ãäå µ � äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, à cij � êîìïîíåíòû òåíçîðà

ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè. Â [15] äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë D[v] ñ ó÷åòîì ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé v = 0 íà ãðàíèöå ∂V îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè v(r′, t) = 0

[15]. Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû íà

èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè G2 = const ñóòü ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ ñèñòåìû

êàê åäèíîãî öåëîãî ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã îäíîé èç ãëàâíûõ

îñåé èíåðöèè òåëà ñ æèäêîñòüþ.

Â ðåçóëüòàòå îäíà ãðóïïà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Àíäóàéå, à âòîðàÿ � êàê

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëàãðàíæåâîé ôîðìå:

İ = −∇φR,

φ̇ = ∇IR,

d

dt
∇vR−∇r′R = ∇r′p− µ∆v (1.1.4)

çäåñü p(r′, t) � äàâëåíèå â æèäêîñòè.

Âòîðàÿ ãðóïïà (1.1.4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ

âÿçêîé æèäêîñòè [15]:

∂v

∂t
+
∂v

∂r′
v+

[
J−1

(
Ġ− Ġv

)
× r′

]
+2
[
J−1 (G−Gv)× v

]
= −∇p

ρ
+ν∆v (1.1.5)

ãäå ν = µ
ρ
� êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè
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óðàâíåíèÿ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ � ýòî îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèö æèä-

êîñòè, òðåòüå ñëàãàåìîå � âðàùàòåëüíîå óñêîðåíèå, à ïîñëåäíåå � êîðèîëèñîâî

óñêîðåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëå âÿçêèõ ñèë è ïîëå ðåàêöèé ñâÿçåé. Äëÿ ïîëíîòû

ñèñòåìû ê ýòîìó óðàâíåíèþ äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè è ãðàíè÷íîå

óñëîâèå:

divv = 0, v
∣∣∣
r′∈∂V

= 0 (1.1.6)

Òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó òàêèõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ òîëüêî â ðåäêèõ

ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû íà-

õîæäåíèÿ ðåøåíèé.

1.2 Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òåëà, áëèçêîãî ê øàðó

Ðàññìîòðèì òâåðäîå òåëî ñ òåíçîðîì èíåðöèè J = diag{A,B,C}. Ïóñòü ãëàâíûå
ìîìåíòû èíåðöèè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì A ≤ B ≤ C. Ïðåäñòàâèì òåíçîð

èíåðöèè â âèäå J = Adiag{1, 1, 1}+ Adiag{ε1, ε2, ε3}, ãäå

A(1 + ε1) = A, A(1 + ε2) = B, A(1 + ε3) = C.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ε1, ε2, ε3 óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì:

ε1 + ε2 + ε3 = 0, ε1 ≤ ε2 ≤ ε3.

Âåëè÷èíû ε1, ε2, ε3 ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (1.1.2), ñäå-

ëàåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(
G, J−1G

)
=

(I22 − I21 ) sin
2 φ1

A(1 + ε1)
+

(I22 − I21 ) cos
2 φ1

A(1 + ε2)
+

I21
A(1 + ε3)

,

(
Gv, J

−1G
)
=

(
Gv,

√
I22 − I21 sinφ1

A(1 + ε1)
e1 +

√
I22 − I21 cosφ1

A(1 + ε2)
e2 +

I1
A(1 + ε3)

e3

)
.

Òîãäà ôóíêöèîíàë Ðàóñà, ñîãëàñíî (1.1.3), â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:
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R =
I22 − I21
2A

(
sin2 φ1

1 + ε1
+

cos2 φ1

1 + ε2

)
+

I21
2A (1 + ε3)

−

−

(
Gv,

√
I22 − I21

A(1 + ε1)
sinφ1ex1 +

√
I22 − I21

A(1 + ε2)
cosφ1ex2 +

I1
A(1 + ε3)

ex3

)
+

+
1

2

(
Gv, J

−1Gv

)
− 1

2

∫
V

v2ρ dx

Çàìåòèì, ÷òî R íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ I3, φ2, φ3. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî İ2 = İ3 = φ̇3 = 0. Â ÷àñòíîñòè, î÷åâèäíî, ÷òî |G| = I2 = const. Íî

ýòè óñëîâèÿ äàþò áîëüøå: φ2 = const, cos δ1 = I3
I2

= const � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â

íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3 âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

G ïîñòîÿíåí, à åãî ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 ðàâíà

Ġ = ∂G
∂I1
İ1 +

∂G
∂φ1

φ̇1.

Âûïèñûâàÿ ôóíêöèîíàë Ðàóñà â âèäå ðÿäà ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì εi, i =

1, 2, 3, åãî ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ñëàãàåìûõ

R = R0 + R1 + R2

Çäåñü R0 ñîäåðæèò ÷ëåíû, íå çàâèñÿùèå îò ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ε1, ε2, ε3; R1

ëèíåéíî çàâèñèò îò íèõ:

R0 =
I22
2A

−

(
Gv,

√
I22 − I21
A

(sinφ1ex1 + cosφ1ex2) +
I1
A
ex3

)
+

+
1

2

(
Gv, J

−1Gv

)
− 1

2

∫
V

v2ρ dx,

R1 = −I
2
2 − I21
2A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1

)
− I21

2A
ε3+

+

(
Gv,

√
I22 − I21
A

(ε1 sinφ1ex1 + ε2 cosφ1ex2) +
I1
A
ε3ex3

)
à R2 � ýòî ÷ëåíû âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, êîòîðûå ìû

íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàííîé çàäà÷å.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áåç ÷ëåíîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðèíèìàþò âèä:

İ = −∇φ(R0 + R1), φ̇ = ∇I(R0 + R1),

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ R0, R1, ïîëó÷èì
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

İ1 =
I22 − I21
2A

(ε1 − ε2) sin 2φ1+

+

√
I22 − I21
A

(Gv, (1− ε1) cosφ1ex1 − (1− ε2) sinφ1ex2)

φ̇1 =
I1
A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1 − ε3

)
− 1

A
(Gv, (1− ε3)ex3)+

+
I1

A
√
I22 − I21

(Gv, (1− ε1) sinφ1ex1 + (1− ε2) cosφ1ex2)

φ̇2 =
I2
A

− I2
A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1

)
−

− I2

A
√
I22 − I21

(Gv, (1− ε1) sinφ1ex1 + (1− ε2) cosφ1ex2)

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.1.5), (1.1.6) íàéäåì â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

ε = Re = ω2(0)a
ν

≪ 1, ãäå ω(0) � ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå åäèíèö èçìåðåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ε = ν−1.

Èòàê, ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè è åå äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåì â âèäå

ðÿäîâ:

v = εv1(r
′, t) + ε2v2(r

′, t) + ...

p = εp1(r
′, t) + ε2p2(r

′, t) + ...

Èñïîëüçóåì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé [15]. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ε =

0(ν = ∞), ò.å. æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ òâåðäûì òåëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñ¼ òåëî

òâåðäîå, à åãî äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

İ1 =
I22 − I21
2A

(ε1 − ε2) sin 2φ1

φ̇1 =
I1
A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1 − ε3

)
= ω1 (I1, φ1)

φ̇2 =
I2
A

(
1− ε1 sin

2 φ1 − ε2 cos
2 φ1

)
= ω2 (φ1)

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

(1.2.1)

Äàííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ýëëèïñîèä èíåðöèè

êîòîðîãî áëèçîê ê ñôåðå, ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Åãî äâèæåíèå áëèçêî ïî óãëî-

âûì ñêîðîñòÿì ê ðàâíîìåðíîìó âðàùåíèþ âîêðóã âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî ω1(I1, φ1) < 0, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà òåëî ÿâëÿåòñÿ øàðîì. Â

ñàìîì äåëå, ε1 sin
2 φ1 + ε2 cos

2 φ1 − ε3 = ε1 sin
2 φ1 + (−ε1 − ε3) cos

2 φ1 − ε3 =

cos 2φ1

(
−ε1 − 1

2
ε3
)
− 3

2
ε3. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåò ε1 −

ε3 < 0, à íàèáîëüøåå � −ε1 − 2ε3 = ε2 − ε3 < 0.

Ïðè ε1 = ε2 òåëî îñåñèììåòðè÷íî è óðàâíåíèÿ åãî äâèæåíèÿ:

İ1 = 0

φ̇1 =
I1
A

(ε1 − ε3) = ω1

φ̇2 =
I2
A

(1− ε1) = ω2

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Òåëî ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ âîêðóã âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ,

à îñü Cx3 ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé óãîë ñ âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Ýòî ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ, êàê â ñëó÷àå Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã

íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Â çàòâåðäåâøåé æèäêîñòè (ε = 0) ïîëå ñêîðîñòåé v(r′, t) = 0 è äàâëåíèå

p(r′, t) = 0.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:

İ1 =
I22 − I21
2A

(ε1 − ε2) sin 2φ1 +

(
J−1 ∂G

∂φ1

,Gv

)
φ̇1 =

I1
A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1 − ε3

)
−
(
J−1∂G

∂I1
,Gv

)
φ̇2 =

I2
A

(
1− ε1 sin

2 φ1 − ε2 cos
2 φ1

)
−
(
J−1∂G

∂I2
,Gv

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

×òîáû ïîëó÷èòü ýòè óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå, íåîáõîäèìî âûðàçèòü ìîìåíò

êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè Gv, à äëÿ ýòîãî � íàéòè v1. Èññëåäîâàâ ïîðÿ-

äîê ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (1.1.5), âûïèøåì åãî íóëåâîå ïðèáëè-

æåíèå (ïðèáëèæåíèå Ñòîêñà [103]):

[
J−1Ġ× r′

]
= ∆v1,

divv1 = 0, v1

∣∣∣
r′∈∂V

= 0

Äàííîå óðàâíåíèå ñîãëàñíî [15],[52] èìååò ðåøåíèå
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v1 =
1

10

(
r′

2 − a2
) [
J−1Ġ× r′

]
(1.2.2)

Èñïîëüçóÿ (1.2.2), íàõîäèòñÿ ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

íóëåâîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äàåò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êàíî-

íè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðî-

äîëæàòü äëÿ âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé.

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.2.1) ïîëó÷èì

Ġ =
∂G

∂I1

(
I22 − I21
2A

(ε1 − ε2) sin 2φ1

)
+
∂G

∂φ1

(
I1
A
(ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1 − ε3)

)
è èç (1.2.2) íàéäåì v1. Çàòåì, ñîãëàñíî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé [15],

íàéäåííîå v1 ïîäñòàâëÿåòñÿ â ñèñòåìó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ.

Â çàäà÷å ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ [22] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæå-

íèå:

Gv = −εkJ−1Ġ, k =
8πρa7

525

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ G è Ġ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî ε ïðèìóò âèä:



İ1 = Q1 − εk

(
I1
A2

sin 2φ1(ε1 − ε2)Q1 +
I22 − I21
A2

(
1− 2ε1 cos

2 φ1 − 2ε2 sin
2 φ1

)
Q2

)
φ̇1 = Q2 + εk

(
I21

(I22 − I21 )A
2

(
1− 2ε1 sin

2 φ1 − 2ε2 cos
2 φ1

)
Q1 +

I1
A2

sin 2φ1(ε1 − ε2)Q2

)
φ̇2 = Q3 + εk

(
I1I2

(I22 − I21 )A
2

(
−1 + 2ε1 sin

2 φ1 + 2ε2 cos
2 φ1

)
Q1 −

I2
A2

sin 2φ1(ε1 − ε2)Q2

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

(1.2.3)

ãäå

Q1 =
I22 − I21
2A

(ε1 − ε2) sin 2φ1,

Q2 =
I1
A

(
ε1 sin

2 φ1 + ε2 cos
2 φ1 − ε3

)
,

Q3 =
I2
A

(
1− ε1 sin

2 φ1 − ε2 cos
2 φ1

)
.
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Óðàâíåíèÿ (1.2.3) ïðè ε = 0 îïèñûâàþò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå

Ýéëåðà. Óãîë φ1 èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî, ïîñêîëüêó çíàê Q2 = ω1(I1, φ1) íå ìå-

íÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

dI1
dφ1

=
Q1

Q2

=
I22 − I21
2I1

(ε1 − ε2) sin 2φ1

ε1 sin
2 φ1 + ε2 cos2 φ1 − ε3

(1.2.4)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.2.4) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì

I22 − I21 = D[−3ε3 − (ε1 − ε2) cos 2φ1]
−1, (1.2.5)

ãäå D ≥ 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë (Î1, φ̂1) â çàäà÷å Ýéëåðà-Ïóàíñî

ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ïðîöåäóðû [48],[99] è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

I1 = Î1 + F1(Î1, φ̂1), φ1 = φ̂1 +G1(Î1, φ̂1), ⟨G1⟩φ̂1 = 0

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå. Ïåðåìåííûå φ1, φ̂1 çàäàíû ïî

ìîäóëþ 2π, ôóíêöèÿ G1 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî ïåðåìåííîé φ̂1, à ôóíêöèÿ I1

ñîãëàñíî (1.2.5) � ÷åòíîé ôóíêöèåé ïî φ1. Åñëè ε1 = ε2, òî ïåðåìåííàÿ Àíäó-

àéå I1 = Î1 ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèå. Ôóíêöèè F1, G1 èìåþò ïîðÿäîê

(ε1−ε2) è òàêæå îáðàùàþòñÿ â íîëü â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà. Äëÿ
ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ïåðåìåííàÿ φ̂1 � áûñòðàÿ è ïî íåé ìîæíî ïðîâîäèòü

óñðåäíåíèå [81]. Ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (1.2.3) ïî ïå-

ðåìåííîé φ̂1 ìîæíî çàìåíèòü óñðåäíåíèåì ïî ïåðåìåííîé φ1 c ïîãðåøíîñòÿìè

ïîðÿäêà (ε1 − ε2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

2A3
(ε1 + ε2 − 2ε3)

ψ̇1 =
J1
2A

(ε1 + ε2 − 2ε3)

ψ̇2 =
I2
2A

(2− ε1 − ε2)

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Çäåñü âçÿòû ÷ëåíû òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ìàëûì ε1, ε2, ε3, à J1 îáîçíà-

÷àåò óñðåäíåííîå çíà÷åíèå I1, à ψ1, ψ2 � óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ φ1, φ2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî φ̂1, êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü íà óñðåäíåíèå

ïðàâûõ ÷àñòåé ïî φ1, ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè, ïîðÿäîê ìàëîñòè êîòîðûõ ðàâåí εεi.

Âñïîìíèì óñëîâèå ε1 + ε2 + ε3 = 0. Òîãäà äëÿ òåëà ñ òåíçîðîì èíåðöèè
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J = diag{A(1 + ε1), A(1 + ε2), A(1 + ε3)} è øàðîîáðàçíîé ïîëîñòüþ ðàäèóñà a

óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ, èìåþò âèä:



J̇1 = −4ερπa7

525

J1
A3

(I22 − J2
1 )(ε1 + ε2 − 2ε3) =

4ερπa7

175

J1
A3

(I22 − J2
1 )ε3

ψ̇1 = f1(J1)

ψ̇2 = f2

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

ãäå f1(J1) = −3J1
2A
ε3 ëèíåéíî çàâèñèò îò J1, f2 =

I2
2A
(2 + ε3) � êîíñòàíòà. Ïåðâîå

óðàâíåíèå íå çàâèñèò îò äðóãèõ è èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ: J1 = I2 è

J1 = 0. Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

J1 = I2

√
C1eKt

1 + C1eKt
, K =

8ερπa7I22
175A3

ε3, C1 ≥ 0

Çäåñü C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âñå ðåøåíèÿ, îòëè÷-

íûå îò ñòàöèîíàðíûõ, ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ ñòàöèîíàðíûõ, â çàâèñèìîñòè

îò çíàêà K.

Òàê êàê ε1 ≤ ε2 ≤ ε3 è ε1 + ε2 + ε3 = 0, òî ε3 ≥ 0 è ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà,

ñòðåìÿòñÿ ê àòòðàêòîðó J1 = I2, à ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå J1 = 0 íåóñòîé÷èâî

(ðèñ. 1.3).

Îòäåëüíûé ñëó÷àé ε3 = 0, ò.å. ε1 = ε2 = ε3 = 0 è ýëëèïñîèä ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé øàð, ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé J1 = const.
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Ðèñ. 1.3: Ãðàôèê ôóíêöèè J1(t) äëÿ I2 = 1, C1 = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ
Ê. Êðàñíàÿ (íèæíÿÿ) ëèíèÿ îòâå÷àåò ïàðàìåòðóK = 2, çåëåíàÿ �K = 3, ñèíÿÿ
� K = 4, ðîçîâàÿ (âåðõíÿÿ) � K = 5

Ãðàôèêè íà ðèñ. 1.3 ïîñòðîåíû äëÿ I2 = 1, C1 = 1. Âðåìÿ t áðàëîñü â

ïðåäåëàõ îò 0 äî 3, â ýòîò ïðîìåæóòîê ïåðåìåííàÿ J1 äåëàåò ðåçêèé ñêà÷îê è

äàëåå àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê I2.

1.3 Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òåëà, áëèçêîãî ê îñåñèì-

ìåòðè÷íîìó

Òåïåðü ðàññìîòðèì òåëî ñ òåíçîðîì èíåðöèè J = diag{A,B,C}, ãäå

A

1 + ε1
= A,

A

1− ε1
= B, C = C.

Òåíçîð èíåðöèè diag{A,A,C} ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðó îñåñèììåòðè÷íîãî òå-

ëà, à ðàññìàòðèâàåìûé òåíçîð èíåðöèè áëèçîê ê íåìó: âåëè÷èíà ε1 � ìàëûé

ïàðàìåòð. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë Ðàóñà èìååò âèä:
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R =
I22 − I21
2A

(1− ε1 cos 2φ1) +
I21
2C

−

−

(
Gv,

√
I22 − I21
A

(1 + ε1) sinφ1ex1 +

√
I22 − I21
A

(1− ε1) cosφ1ex2 +
I1
C
ex3

)
+

+
1

2

(
Gv, J

−1Gv

)
− 1

2

∫
V

v2ρ dx

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë Ðàóñà R òàêæå íå çàâèñèò îò ïåðå-

ìåííûõ I3, φ2, φ3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåì æå ðàññóæäåíèÿì, ÷òî è â ïðåäûäó-

ùåé ãëàâå, âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ G ïîñòîÿíåí â ñèñòåìå êîîð-

äèíàò Oξ1ξ2ξ3.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ôóíêöèîíàë Ðàóñà ïðåäñòàâèì â âèäå

R = R0 + R1,

ãäå R0 ñîäåðæèò ÷ëåíû, íå çàâèñÿùèå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε1; R1 ñîäåðæèò

÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà:

R0 =
I22 − I21
2A

+
I21
2C

−

(
Gv,

√
I22 − I21
A

(sinφ1ex1 + cosφ1ex2) +
I1
C
ex3

)
+

+
1

2

(
Gv, J

−1Gv

)
− 1

2

∫
V

v2ρ dx,

R1 = −I
2
2 − I21
2A

ε1 cos 2φ1 − ε1

√
I22 − I21
A

(Gv, sinφ1ex1 − cosφ1ex2)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:



İ1 = −I
2
2 − I21
A

ε1 sin 2φ1 +

√
I22 − I21
A

(Gv, (1 + ε1) cosφ1ex1 − (1− ε1) sinφ1ex2)

φ̇1 = I1

(
1

C
− 1

A

)
+
I1
A
ε1 cos 2φ1 −

1

C
(Gv, ex3)+

+
I1

A
√
I22 − I21

(Gv, (1 + ε1) sinφ1ex1 + (1− ε1) cosφ1ex2)

φ̇2 =
I2
A

− I2
A
ε1 cos 2φ1 −

I2

A
√
I22 − I21

(Gv, (1 + ε1) sinφ1ex1 + (1− ε1) cosφ1ex2)

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0
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Ïîñêîëüêó æèäêîñòü ñèëüíîâÿçêàÿ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.1.5), (1.1.6)

òàêæå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε = Re = ν−1 ≪ 1.

Ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè è åå äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿ-

äîâ:

v = εv1(r
′, t) + ε2v2(r

′, t) + ...

p = εp1(r
′, t) + ε2p2(r

′, t) + ...

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ

äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé. Èññëåäîâàâ ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ

â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (1.1.5), âûïèøåì åãî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå:

[
J−1Ġ× r′

]
= ∆v1,

divv1 = 0, v1

∣∣∣
r′∈∂V

= 0

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå (1.2.2). Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ

äâèæåíèé. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî, ò.å. ε = 0(ν = ∞).

Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

İ1 = −I
2
2 − I21
A

ε1 sin 2φ1

φ̇1 = I1

(
1

C
− 1

A

)
+
I1
A
ε1 cos 2φ1 = ω1(I1, φ1)

φ̇2 =
I2
A

(1− ε1 cos 2φ1) = ω2(φ1)

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ "çàìîðîæåííîé"æèäêîñòüþ

â ñëó÷àå Ýéëåðà, êîãäà äâà ãëàâíûõ ìîìåíòà èíåðöèè áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Îíè îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, ñëàãàå-

ìûìè ïîðÿäêà ε1, à çíà÷èò, äâèæåíèå òåëà â ýòîì ñëó÷àå áëèçêî ê ðåãóëÿðíîé

ïðåöåññèè.

Ïðè ε1 = 0 òåëî îñåñèììåòðè÷íî è óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä (ñîâïàäàþò ñ

ïîëó÷åííûì â [22]):
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

İ1 = 0

φ̇1 = I1

(
1

C
− 1

A

)
= ω1

φ̇2 =
I2
A

= ω2

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Òåëî ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, êàê â ñëó÷àå âîë÷êà Ýéëåðà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:

İ1 = −I
2
2 − I21
A

ε1 sin 2φ1 +

(
J−1 ∂G

∂φ1

,Gv

)
φ̇1 = I1

(
1

C
− 1

A

)
+
I1
A
ε1 cos 2φ1 −

(
J−1∂G

∂I1
,Gv

)
φ̇2 =

I2
A

(1− ε1 cos 2φ1)−
(
J−1∂G

∂I2
,Gv

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

Îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííîå â [22] âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæå-

íèÿ æèäêîñòè Gv = −εkJ−1Ġ, k = 8πρa7

525
, íàõîäèì ÿâíûé âèä ýòèõ óðàâíåíèé.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ G è Ġ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïðèìóò âèä:



İ1 = P1 − εk

(
−2ε1

I1
A2

sin 2φ1P1 +
I22 − I21
A2

(1 + 2ε1 cos 2φ1)P2 + ε21
I22 − I21
A2

P2

)
φ̇1 = P2 + εk

(
I21 (1 + ε21)

(I22 − I21 )A
2
(1− 2ε1 cos 2φ1)P1 − 2ε1

I1
A2

sin 2φ1P2 +
P1

C2

)
φ̇2 = P3 + εk

(
I1I2(1 + ε21)

(I22 − I21 )A
2
(−1 + 2ε1 cos 2φ1)P1 + 2ε1

I2
A2

sin 2φ1P2

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

ãäå

P1 = −I
2
2 − I21
A

ε1 sin 2φ1,

P2 = I1

(
1

C
− 1

A

)
+
I1
A
ε1 cos 2φ1,

P3 =
I2
A

(1− ε1 cos 2φ1) .

Ïî àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì â ïàðàãðàôå 1.2, ìîæíî ïðî-
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âåñòè óñðåäíåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïî ïåðåìåííîé φ1. Ïîëó÷àåì

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

A3
λ

ψ̇1 =
J1
A
λ

ψ̇2 =
I2
A

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

(1.3.1)

ãäå λ = A−C
C
, J1 � ýòî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå I1, à ψ1, ψ2 � óñðåäíåííûå

çíà÷åíèÿ φ1, φ2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåíîé óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé φ̂1

óñðåäíåíèåì ïî φ1 òåðÿþòñÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ìàëîñòè εε21.

Èòàê, äëÿ òåëà ñ òåíçîðîì èíåðöèè J = diag{A/(1 + ε1), A/(1 − ε1), C} è

øàðîîáðàçíîé ïîëîñòüþ ðàäèóñà a óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ, èìåþò

âèä: 

J̇1 = − 8

525
πa7ρε

J1(I
2
2 − J2

1 )

A3
λ

ψ̇1 = f1(J1)

ψ̇2 = f2

İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

ãäå f1(J1) =
J1
A
λ ëèíåéíî çàâèñèò îò J1, f2 =

I2
A
� êîíñòàíòà. Ïåðâîå óðàâíåíèå

íå çàâèñèò îò äðóãèõ è èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ: J1 = I2 è J1 = 0.

Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

J1 = I2

√
C1eKt

1 + C1eKt
, K = −16ερπa7I22

525A3
λ,C1 ≥ 0

Çäåñü C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà I1 ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó èç ñòàöèîíàðíûõ (ðèñ. 1.4, 1.5)

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà λ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñ. 1.4), êîãäà A < C (λ < 0), ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíå-

íèÿ â ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà, ñòðåìÿòñÿ ê

àòòðàêòîðó J1 = I2, à ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå J1 = 0 íåóñòîé÷èâî. Âî âòîðîì

ñëó÷àå (ðèñ. 1.5), êîãäà A > C (λ > 0), ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê

àòòðàêòîðó J1 = 0, à ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå J1 = I2 íåóñòîé÷èâî.

Îòäåëüíûé ñëó÷àé A = C, ò.å. òâåðäîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñåñèììåò-
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ðè÷íûé ýëëèïñîèä, ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé J1 = const.

Ïðåäåëüíûì äâèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå òåëà âîêðóã îñè

ñ íàèáîëüøèì ìîìåíòîì èíåðöèè. Ïðè ýòîì ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè îòíîñè-

òåëüíî òâåðäîãî òåëà ðàâíî íóëþ è ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè íåò.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3.1) ñëåäóåò, ÷òî ïîïðàâêà â ÷àñòîòó óãëî-

âîé ïåðåìåííîé φ1 ðàâíà íóëþ.

Åñëè ìíîæèòåëü λ áëèçîê ê íóëþ, ò.å. ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè A áëèçîê ê

ãëàâíîìó ìîìåíòó èíåðöèè C, òî ýâîëþöèÿ ïåðåìåííîé J1 çàìåäëÿåòñÿ è ñòàíî-

âèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé εε21 ïðè A = C. Äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà,

êîãäà ε1 = 0, ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé ðàâíà íóëþ J̇1 = 0 è ýâîëþöèè

äâèæåíèÿ íåò.

Ðèñ. 1.4: Ãðàôèê ôóíêöèè J1(t) äëÿ I2 = 1, C1 = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ
K > 0. Êðàñíàÿ (íèæíÿÿ) ëèíèÿ îòâå÷àåò ïàðàìåòðó K = 2, çåëåíàÿ � K = 3,
ñèíÿÿ � K = 4, ðîçîâàÿ (âåðõíÿÿ) � K = 5

30



Ðèñ. 1.5: Ãðàôèê ôóíêöèè J1(t) äëÿ I2 = 1, C1 = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ
K < 0. Êðàñíàÿ (âåðõíÿÿ) ëèíèÿ îòâå÷àåò ïàðàìåòðó K = −2, çåëåíàÿ � K =
−3, ñèíÿÿ � K = −4, ðîçîâàÿ (íèæíÿÿ) � K = −5

Ãðàôèêè íà ðèñ. 1.4, 1.5 áûëè ïîñòðîåíû äëÿ I2 = 1, C1 = 1. Âðåìÿ t áðàëîñü

â ïðåäåëàõ îò 0 äî 3, â ýòîò ïðîìåæóòîê ïåðåìåííàÿ J1 ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-

÷åíèÿõ êîíñòàíòû K (ðèñ. 1.4) äåëàåò ðåçêèé ñêà÷îê è äàëåå àñèìïòîòè÷åñêè

ñòðåìèòñÿ ê I2. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ K (ðèñ. 1.5) íà òîì æå ïðîìå-

æóòêå ïåðåìåííàÿ J1 ðåçêî ïàäàåò è äàëåå àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê 0.

1.4 Îáùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñî ñôåðè÷å-

ñêîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêî-

ñòüþ

Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé è ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â ïàðàãðàôå

1.2 òâåðäîå òåëî ïðåäïîëàãàëîñü áëèçêèì ê ñôåðè÷åñêîìó, à â ïàðàãðàôå 1.3

� áëèçêèì ê îñåñèììåòðè÷íîìó. Çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ òåíçîðàìè èíåðöèè òåëà.

Îäíàêî äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îäèíàêîâû.
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Åñëè òâåðäîå òåëî ñïëþùåíî âäîëü ñâîåé òðåòüåé îñè, òî ðåøåíèÿ J1 ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê I2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè

Ox3 è îñü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O è êîëëèíåàðíàÿ ïîñòîÿííîìó

â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ G

ïîñòåïåííî ñáëèæàþòñÿ, ñòðåìÿñü ñîâïàñòü (ðèñ. 1.6). Ýòî ñóùåñòâåííîå îòëè-

÷èå îò ñëó÷àÿ ÷èñòî òâåðäîãî òåëà: ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåñèè óãîë ìåæäó ýòèìè

îñÿìè ïîñòîÿíåí, íà ðèñ. 1.6 ýòîò ñëó÷àé íàðèñîâàí ïóíêòèðîì.

Ðèñ. 1.6: Ñòðåìëåíèå îñè Ox3 ê íåïîäâèæíîìó âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ G äëÿ òåëà, îòëè÷íîãî îò îñåñèììåòðè÷íîãî (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ñëó÷àé
ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Åñëè æå òâåðäîå òåëî âûòÿíóòî âäîëü ñâîåé òðåòüåé îñè, òî ðåøåíèÿ äëÿ

J1 ñòðåìÿòñÿ ê 0, ò.å. âûøåóêàçàííûå îñè ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìàëüíî ðàçîéòèñü è

ñòàòü ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äðóã ê äðóãó (ðèñ. 1.7). Íà ðèñ. 1.7 ïóíêòèðîì òàêæå

íàðèñîâàí ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè äëÿ ÷èñòî òâåðäîãî òåëà.
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Ðèñ. 1.7: Ñòðåìëåíèå îñè Ox3 îòêëîíèòüñÿ îò íåïîäâèæíîãî âåêòîðà ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ G äëÿ òåëà, îòëè÷íîãî îò îñåñèììåòðè÷íîãî (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ). Ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Ðàçëè÷èÿ â ðåçóëüòàòàõ äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷è-

ÿìè äâèæåíèÿ àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà è òåëà, èìåþùåãî îñü

ñèììåòðèè, íî îòëè÷íîãî îò øàðà. Òàê êàê äëÿ øàðà ýâîëþöèÿ äâèæåíèÿ îòñóò-

ñòâóåò, òî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ψ1 â ïåðâîé çàäà÷å áëèçêî ê íóëþ, à óðàâíåíèå

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé J1 ñîäåðæèò ëèíåéíûå ÷ëåíû ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì,

îòâå÷àþùèì çà íåñèììåòðè÷íîñòü òåëà. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ñëó÷àÿ, îñåñèììåò-

ðè÷íîå òâåðäîå òåëî ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ ψ1

íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óñòðåìëåíèè ê íóëþ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε1, à òàêæå

óðàâíåíèå íà J1 ñîäåðæèò ÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî ε1.

33



Ãëàâà 2

Ýâîëþöèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà

ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è

ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ,

çàïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ

Äàííàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè òâåðäîãî òåëà ñ

ïîëîñòüþ ñ æèäêîñòüþ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë. Çäåñü òåëî áåðåòñÿ áëèç-

êîå ê îñåñèììåòðè÷íîìó. Îíî òàêæå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó è ïîëîñòü ñ

âçÿêîé æèäêîñòüþ. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ãëàâû ïîëîñòü áåðåòñÿ ýëëèïñîè-

äàëüíîé, íî áëèçêîé ê ñôåðè÷åñêîé, çà ÷òî òàêæå îòâå÷àþò ìàëûå ïàðàìåòðû.

Äàæå òàêîå íåçíà÷èòåëüíîå óñëîæíåíèå ñèñòåìû âåäåò ê áîëåå ñëîæíûì óðàâ-

íåíèÿì äâèæåíèÿ. Ìàëîå îòêëîíåíèå ôîðìû ïîëîñòè îò ñôåðè÷åñêîé âíîñèò

äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå Àíäó-

àéå, â êîòîðûõ óäîáíûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Òðè èç øå-

ñòè ïåðåìåííûõ îêàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîñòîÿíñòâó âåê-

òîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ òåëà ñ æèäêîñòüþ. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ

äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå, èç-

ìåíåíèå êîîðäèíàòû, îòâå÷àþùåé çà ýâîëþöèþ äâèæåíèÿ, ñîäåðæèò áîëüøîå

÷èñëî çàâèñèìûõ êîíñòàíò, ñâÿçàííûõ ñ íåñôåðè÷íîñòüþ ïîëîñòè ñ æèäêîñòüþ,

åå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðè òåëà è îòêëîíåíèåì ñàìîãî òåëà îò

îñåñèììåòðè÷íîãî.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåëî îñåñèììåòðè÷íî, óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþ-
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öèè äâèæåíèÿ, äàåò òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê è â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå çàèâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïîëî-

ñòè, îäíàêî, ïðè ñèëüíî âûòÿíóòîì èëè ñèëüíî ñïëþùåííîì òâåðäîì òåëå îíè

íå ñêàçûâàþòñÿ è òàê æå îñü íàèáîëüøåãî ìîìåíòà òâåðäîãî òåëà ñòðåìèòñÿ

ñîâïàñòü ñ âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé

òî÷êè O, ñ òåíçîðîì èíåðöèè J = diag{ A
1+ε1

, A
1−ε1

, C}, ãäå ε1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëó÷àé òåíçîðà èíåðöèè ñ ðàçíûìè

îòêëîíåíèÿìè îò îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Åñëè òåëî èìååò òåíçîð èíåðöèè J =

diag{ A′

1+a
, A′

1+b
, C}, òî çàìåíîé A = A′/(1 + a+b

2
) îí ñâîäèòñÿ ê âûøåóêàçàííîìó,

ãäå ε1 =
a−b

1+a+b
.

Òî÷êà O áåðåòñÿ çà íà÷àëî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3. Âíóò-

ðè òåëà íàõîäèòñÿ ïîëîñòü, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííàÿ âÿçêîé æèäêîñòüþ. Ïîëîñòü

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 (ðèñ. 2.1). Ñèñòåìà äâèæåò-

ñÿ ïî èíåðöèè, ò.å. âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò. Íóæíî îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ

äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Ïóñòü Ox1x2x3 � ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òâåðäûì òåëîì.

Îñè Ox1, Ox2, Ox3 � ãëàâíûå îñè èíåðöèè òåëà ñ æèäêîñòüþ. Ãåîìåòðè÷åñêîå

ìåñòî òî÷åê ïîëîñòè â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

V = {a1x′21 + a2x
′2
2 + a3x

′3
1 ≤ 1}, (2.1.1)

âñå ai > 0, i = 1, 2, 3.

Ýëëèïñîèä ðàññìàòðèâàåòñÿ áëèçêèé ê ñôåðå, ò.å. ai
aj

≈ 1, i ̸= j.

Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò öåíòð ïîëîñòè O1 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

r1, à ÷àñòèöà æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðîì r. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

æèäêîñòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ r′ = r−r1, îáîçíà÷àþùèõ ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèö

æèäêîñòè, èñõîäÿùèå èç öåíòðà ïîëîñòè. Ïîëå v = v(r′, t) îïðåäåëÿåò ïîëå

îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò èõ ðàäèóñ-âåêòîðà

r′ è âðåìåíè t. Æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé è íåñæèìàåìîé:

ρ = const, divv = 0.

Âÿçêîñòü æèäêîñòè áóäåò ñ÷èòàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òîãäà ÷èñëî Ðåé-
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Ðèñ. 2.1: Òâåðäîå òåëî ñ ýëëèñïîèäàëüíîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ,
è íåïîäâèæíîé òî÷êîé O

íîëüäñà Re òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïîëîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìà-

ëûé ïàðàìåòð çàäà÷è.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû èìååò âèä:

T =
1

2
(Jω,ω) + (ω,Gv) +

1

2

∫
V

v2ρ dx, (2.1.2)

ãäå J � òåíçîð èíåðöèè âñåé ñèñòåìû, à Gv =
∫
V

[r′ × v]ρ dx � ìîìåíò êîëè-

÷åñòâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü êàíîíè÷åñêèå

ïåðåìåííûå Àíäóàéå I1, I2, I3, φ1, φ2, φ3. Âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

G èìååò ïðîåêöèè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 (G, ex3) = I1 = I2 cos δ2 è

(G, eξ3) = I3 = I2 cos δ1, ãäå I2 = |G| � ìîäóëü ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:

G =

(√
I22 − I21 sinφ1,

√
I22 − I21 cosφ1, I1

)
.
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Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (2.1.2) âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìûG = (∇ωT ) = Jω+Gv, îòêóäà âûðàæàåòñÿ

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω = J−1(G−Gv).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà Ðàóñà:

R[I,φ,v, r′] = (∇ωT,ω)− T =
1

2

(
G−Gv, J

−1 (G−Gv)
)
− 1

2

∫
V

v2ρ dx (2.1.3)

Ôóíêöèîíàë âíóòðåííèõ äèññèïàòèâíûõ ñèë â æèäêîñòè çàäàåòñÿ â âèäå

[52]:

D[v] =

∫
V

µ
3∑

i,j=1

c2ij dx, cij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, i, j = 1, 3.

ãäå µ � äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, à cij � êîìïîíåíòû òåíçîðà

ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè.

Â ðåçóëüòàòå îäíà ãðóïïà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Àíäóàéå, à âòîðàÿ � êàê

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëàãðàíæåâîé ôîðìå:

İ = −∇φR,

φ̇ = ∇IR,

d

dt
∇vR−∇r′R = ∇r′p− µ∆v (2.1.4)

çäåñü p(r′, t) � äàâëåíèå â æèäêîñòè.

Âòîðàÿ ãðóïïà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ âÿçêîé

æèäêîñòè [15]:

∂v

∂t
+
∂v

∂r′
v+

[
J−1

(
Ġ− Ġv

)
× r′

]
+2
[
J−1 (G−Gv)× v

]
= −∇p

ρ
+ν∆v (2.1.5)

ãäå ν = µ
ρ
� êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ � ýòî îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèö æèä-

êîñòè, òðåòüå ñëàãàåìîå � âðàùàòåëüíîå óñêîðåíèå, à ïîñëåäíåå � êîðèîëèñîâî

óñêîðåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëå âÿçêèõ ñèë è ïîëå ðåàêöèé ñâÿçåé. Äëÿ ïîëíîòû

ñèñòåìû ê ýòîìó óðàâíåíèþ äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè è ãðàíè÷íîå
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óñëîâèå:

divv = 0, v
∣∣∣
r′∈∂V

= 0 (2.1.6)

2.2 Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëî-

ñòè

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü Ox′1x
′
2x

′
3 � ñèñòåìó êîîðäèíàò,

â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîëîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â êàíîíè÷åñêîì âèäå (2.1.1), à

Γ ∈ SO(3) � ïîñòîÿííûé îïåðàòîð ïîâîðîòà, çàäàþùèé ïåðåõîä îò ñèñòåìû

êîîðäèíàò Ox′1x
′
2x

′
3 ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3:

ρ = Γ−1r′.

Âèõðåâîå ïîëå ñêîðîñòåé âÿçêîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè îáëàñòè V ,

â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′1x
′
2x

′
3 ïðåäñòàâèì êàê ôóíêöèþ u(ρ, t), îáðàùàþùóþñÿ

â íîëü íà ãðàíèöå îáëàñòè V . Ñàìà îáëàñòü V = {ρ : (Λρ,ρ) ≤ 1}, ãäå Λ =

diag{a1, a2, a3}. Òàê êàê ïîëóîñè ðàññìàòðèâàåìîé ïîëîñòè áëèçêè äðóã ê äðóãó,
òî ïðèáëèæåííî îñè ðàâíû a0 =

a1+a2+a3
3

. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ai = a0(1 + µi), i = 1, 2, 3,

ãäå µi � âûðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ, èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî µ1 + µ2 + µ3 = 0. Âåëè÷èíû µi ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè.

Ôóíêöèîíàë Ðàóñà â ýòîé çàäà÷å, ñîãëàñíî (2.1.3), èìååò âèä

R =
I22 − I21
2A

(1− ε1 cos 2φ1) +
I21
2C

−

−

(
Gu,

√
I22 − I21

A(1− ε1)
sinφ1ex1 +

√
I22 − I21

A(1 + ε1)
cosφ1ex2 +

I1
C
ex3

)
+

+
1

2

(
Gu, J

−1Gu

)
− 1

2

∫
V

(Γu)2ρ dx,

ãäå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé (ïàðàãðàô 1.3) ïîëå ñêîðîñòåé æèä-

êîñòè çàìåíåíî íà Γu(ρ, t) = Γu (Γ−1r′, t), à ìîìåíò äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè
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Gu = Γ

∫
V

[ρ× u]ρ dx′,

∫
V

ρu dx′ = 0 (2.2.1)

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé, ôóíêöèîíàë

Ðàóñà R íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ I3, φ2, φ3 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ìîìåíòà

êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïîñòîÿíåí G = const â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áåç ÷ëåíîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ îòíîñèòåëüíî ε1 èìåþò

âèä 

İ1 = P1 +

(
J−1 ∂G

∂φ1

,Gu

)
φ̇1 = P2 −

(
J−1∂G

∂I1
,Gu

)
φ̇2 = P3 −

(
J−1∂G

∂I2
,Gu

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

ãäå

P1 = −I
2
2 − I21
A

ε1 sin 2φ1,

P2 = I1

(
1

C
− 1

A

)
+
I1
A
ε1 cos 2φ1,

P3 =
I2
A

(1− ε1 cos 2φ1) .

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.1.5), (2.1.6) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàð-

ìåòðó ε = Re = ν−1 ≪ 1.

Ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè è åå äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿ-

äîâ:

u = εu1(ρ, t) + ε2u2(ρ, t) + ...

p = p0 + εp1 + ...

Èññëåäîâàâ ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (2.1.5), âûïèøåì

åãî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïðè ∇p0 = 0:

[β × ρ] = ∆u1, p0 = const, divu1 = 0, u1|ρ∈∂V = 0 (2.2.2)

ãäå β = Γ−1J−1Ġ � âåêòîð J−1Ġ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′1x
′
2x

′
3. Â óðàâíåíèè

(2.2.2) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïåðåìåííûì x′1, x
′
2, x

′
3, ÿâëÿþùè-
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ìèñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòðà ρ.

Ïîèñê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.2.2) óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëîñòü

ýëëèïñîèäàëüíàÿ, ïîýòîìó äëÿ íà÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå

äëÿ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

u10 = [(Λρ,ρ)− 1][b× Λρ],

ãäå b � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Òîãäà èìååì

u10|ρ∈∂V = 0,

divu10 = (∇,u10) = 2 (Λρ, [b× Λρ]) + [(Λρ,ρ)− 1]∇[b× Λρ] = 0,

∆u10 = [b×
(
2ΛtrΛ + 4Λ2

)
ρ] = Lρ = Kρ+ Cρ (2.2.3)

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â (2.2.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû L,

óìíîæåííîé íà ðàäèóñ-âåêòîð ρ, êîòîðóþ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ðàçëîæèòü íà

ñóììó êîñîñèììåòðè÷åñêîé K è ñèììåòðè÷åñêîé C ìàòðèö.

Ìàòðèöà (2ΛtrΛ + 4Λ2) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä:
2a1(a1 + a2 + a3) + 4a21 0 0

0 2a2(a1 + a2 + a3) + 4a22 0

0 0 2a3(a1 + a2 + a3) + 4a23


Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ÷åðåç νi:

νi = 2ai (a1 + a2 + a3) + 4a2i = a20
(
10 + 14µi + 4µ2

i

)
.

Òåïåðü íàéäåì ÿâíûé âèä ìàòðèö K è C.

K =


0 −b3(ν2 + ν1)/2 b2(ν3 + ν1)/2

b3(ν2 + ν1)/2 0 −b1(ν2 + ν3)/2

−b2(ν3 + ν1)/2 b1(ν2 + ν3)/2 0



C =


0 b3(ν2 − ν1)/2 b2(ν3 − ν1)/2

b3(ν2 − ν1)/2 0 b1(ν2 − ν3)/2

b2(ν3 − ν1)/2 b1(ν2 − ν3)/2 0


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ãäå b1, b2, b3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà b â ñèñòåìå êîîðäèíàòOx′1x
′
2x

′
3. Ýëåìåíòû

ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí, ïðîïîðöè-

îíàëüíûõ µi è µ
2
i .

Åñëè ïðèíÿòü

b1 =
2β1

ν2 + ν3
, b2 =

2β2
ν1 + ν3

, b3 =
2β3

ν2 + ν1
,

ãäå β1, β2, β3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà β â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′1x
′
2x

′
3, òîKρ =

[β × ρ]. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè bk ≈ βk

10a20

(
1 + 7

10
µk

)
, k = 1, 2, 3.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (2.2.2) è (2.2.3),

∆u10 −∆u1 = Cρ,

ãäå

C = (cij), cii = 0, c12 = c21 = β3
ν1 − ν2
ν1 + ν2

, c13 = c31 = β2
ν3 − ν1
ν3 + ν1

, c23 = c32 = β1
ν2 − ν3
ν2 + ν3

.

Íàéäåì âåêòîðíîå ïîëå u11(ρ, t), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì

∆u11 = −Cρ,
∫
V

divu11 dx
′ =

∫
∂V

(u11,n) dσ = 0,u11|ρ∈∂V = 0 (2.2.4)

Çäåñü n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ýëëèïñîèäó ∂V = 0. Âòîðîå ðàâåíñòâî â ñîîò-

íîøåíèÿõ (2.2.4) ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîìó ñâîéñòâó íåñæèìàåìîñòè æèäêî-

ñòè, ïðåîáðàçîâàííîå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî, è çàìåíÿåò óñëîâèå

divu11 = 0 â ñîîòíîøåíèÿõ (2.2.2). Ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.4) áóäåì èñêàòü â âèäå

u11 = [(Λρ,ρ)− 1]Dρ.

Òîãäà

∆u11 = D (2trΛ ∗ E + 4Λ)ρ = D (6a0E + 4Λ)ρ

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 3 × 3. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì ìàòðèöó

D:

D = −C (6a0E + 4Λ)−1

Âûðàçèì ýëåìåíòû ìàòðèöû D ÷åðåç ìàëûå ïàðìåòðû µi.
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(6a0E + 4Λ) =


10a0 + 4a0µ1 0 0

0 10a0 + 4a0µ2 0

0 0 10a0 + 4a0µ3



C (6a0E + 4Λ)−1 =


0 c12/ (10a0 + 4a0µ2) c13/ (10a0 + 4a0µ3)

c21/ (10a0 + 4a0µ1) 0 c23/ (10a0 + 4a0µ3)

c31/ (10a0 + 4a0µ1) c32/ (10a0 + 4a0µ2) 0


Òàê êàê íà äèàãîíàëè ìàòðèöû C ñòîÿò íóëè, òî è ó ìàòðèöû D äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

dii = 0, i = 1, 2, 3.

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû D èìåþò âèä

d12 ≈ d21 ≈
7

100a0
β3(µ2 − µ1), d13 ≈ d31 ≈

7

100a0
β2(µ1 − µ3),

d23 ≈ d32 ≈
7

100a0
β1(µ3 − µ2)

Êîýôôèöèåíòû dij îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà µ2
k. Â ëèíåé-

íîì ïðèáëèæåíèè ìàòðèöà D îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ u11 âûïîëíÿåòñÿ èí-

òåãðàëüíîå ñâîéñòâî íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè:∫
V

divu11 dx
′ = 2

∫
V

(Λρ, Dρ) dx′ = 0

â ñèëó òîãî, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì ñòîÿò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé

âèäà x′ix
′
j ïðè i ̸= j, à èíòåãðàëû îò íèõ ïî îáúåìó ðàâíû íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ñóììàðíîå ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè â ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëî-

ñòè ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì

u1 = u10 + u11 = [(Λρ,ρ)− 1] ([b× Λρ] +Dρ) (2.2.5)

Èìåÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè â ïîëîñòè, âû÷èñëèì ìîìåíò

êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ æèäêîñòè Gu. Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (2.2.1) è ðàâåí-

ñòâî (2.2.5)
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Gu = ε (Gu10 +Gu11) ,

Gu10 = Γ

∫
V

[ρ× [(Λρ,ρ)− 1][b× Λρ]]ρ dx′,

Gu11 = Γ

∫
V

[(Λρ,ρ)− 1][ρ×Dρ]ρ dx′

Äëÿ âû÷èñëåíèé äàííûõ èíòåãðàëîâ ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò:

x′1 =
1

√
a1
x sin θ cosφ,

x′2 =
1

√
a2
x sin θ sinφ,

x′3 =
1

√
a3
x cos θ.

ßêîáèàí çàìåíû â äàííîì ñëó÷àå 1√
a1a2a3

x2 sin θ. Òàêèì îáðàçîì,

Gu10 =
Γ

√
a1a2a3

∫
|x|<1

(
x2 − 1

)
[Λ−1/2x× [b× Λ1/2x]]ρx2 sin θ dxdθdφ =

= − 16πρ

105
√
a1a2a3

Γb = − 8πρ

525a
7/2
0

Γdiag

{
1 +

7

10
µ1, 1 +

7

10
µ2, 1 +

7

10
µ3

}
Γβ+

+O(µ2
1 + µ2

2 + µ2
3),

Gu11 =
Γ

√
a1a2a3

∫
|x|<1

(
x2 − 1

)
[Λ−1/2x×DΛ−1/2x]ρx2 sin θ dxdθdφ = O(µ2

1+µ
2
2+µ

2
3).

Çäåñü x = (x sin θ cosφ, x sin θ sinφ, x cos θ) = Λ1/2ρ.

Èòàê, ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè â ëèíåéíîì ïî ε è µi

ïðèáëèæåíèè ðàâåí

Gu = − 8επρ

525a
7/2
0

Γdiag

{
1 +

7

10
µ1, 1 +

7

10
µ2, 1 +

7

10
µ3

}
Γ−1J−1Ġ,

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
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

İ1 = P1 − εk

(
[E + ΓMΓ−1]J−1Ġ, J−1 ∂G

∂φ1

)
φ̇1 = P2 + εk

(
[E + ΓMΓ−1]J−1Ġ, J−1∂G

∂I1

)
φ̇2 = P3 + εk

(
[E + ΓMΓ−1]J−1Ġ, J−1∂G

∂I2

)
İ2 = İ3 = φ̇3 = 0

(2.2.6)

ãäå k = 8πρ

525a
7/2
0

,M = 7
10
diag{µ1, µ2, µ3}.

Òàê êàê ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿG íå çàâèñèò ÿâíî îò I3, φ2, φ3 è İ2 = 0,

òî åãî ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê Ġ = ∂G
∂I1
İ1 +

∂G
∂φ1

φ̇1.

Åñëè ïîëîæèòü M = 0, ò.å. ýëëèïñîèäàëüíàÿ ïîëîñòü âûðîæäàåòñÿ â ñôåðè-

÷åñêóþ, òî óðàâíåíèÿ (2.2.6) ñîâïàäóò ñ óðàâíåíèÿìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ

ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè è ïîñëå ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé φ1

ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèÿ (1.3.1), îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ äâèæåíèÿ.

Äîáàâî÷íûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ (2.2.6), ñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû ìàòðèöû

M ̸= 0, îïèñûâàþò âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîëîñòè íà ýâîëþöèþ

äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå óñðåäíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæå-

íèé ïî óãëó φ1 äîáàâî÷íûå ÷ëåíû â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1.3.1) â ëèíåé-

íîì ïðèáëèæåíèè ïî ε, ε1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ôîðìå

−εk7J1 (I
2
2 − J2

1 )

20A3
[λ

(
3∑

n=1

µnγ
2
1n +

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)
+ε1(2λ+1)

(
3∑

n=1

µnγ
2
1n −

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)
]

Çäåñü λ = A−C
C
, γij � êîìïîíåíòû îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Γ, à òàêæå çäåñü

ó÷òåíî, ÷òî Γ−1 = ΓT â ñèëó ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Óñðåäíåíèå ïî

ïåðåìåííîé φ1 ïðîèçâîäèòñÿ íà òîì æå îñíîâàíèè, ÷òî è â ãëàâå 1 â çàäà÷å ñî

ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ.

Óðàâíåíèå íà ïåðåìåííóþ J1 ñ ó÷åòîì äîáàâî÷íûõ ÷ëåíîâ èìååò âèä

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

A3
{λ+

+
7

20
[λ

(
3∑

n=1

µnγ
2
1n +

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)
+ ε1(2λ+ 1)

(
3∑

n=1

µnγ
2
1n −

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)
]

ãäå J1 � óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé I1.

Äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòè ïî-ïðåæíåìó åñòü äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
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íèÿ: J1 = 0 è J1 = I2.

Åñëè òåëî îñåñèììåòðè÷íî, ò. å. ε1 = 0, òî äàííîå óðàâíåíèå âûãëÿäèò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

A3
λ

{
1 +

7

20

3∑
n=1

µnγ
2
1n +

7

20

3∑
n=1

µnγ
2
2n

}
Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ìîæíî ñíèçó îöåíèòü 1 + 7

10
µ̃, ãäå µ̃ =

min{µ1, µ2, µ3}, è â ñèëó ìàëîñòè µi ñ÷èòàòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ýâîëþöèÿ äâèæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò çíàêà λ: ïðè λ > 0 íåñòà-

öèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê àòòðàêòîðó J1 = 0, à ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå

J1 = I2 íåóñòîé÷èâî, è ïðè λ < 0, íàîáîðîò, íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ

ê àòòðàêòîðó J1 = I2, à ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå J1 = 0 íåóñòîé÷èâî.

Åñëè òåëî áëèçêî ê ñôåðè÷åñêîìó, ò.å. λ = 0, òî

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

A3
∗ 7

20
ε1[

3∑
n=1

µnγ
2
1n −

3∑
n=1

µnγ
2
2n]

Çíàê ïðàâîé ÷àñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, òèï íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé çàâèñÿò

îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïîëîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, çíàê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ J1 ìîæåò áûòü êàê ïîëî-

æèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì, à çíà÷èò, ïðè íåêîòîðîì ïîäáîðå ïàðàìåòðîâ

òåëà ñ ïîëîñòüþ áóäåò ïðîèñõîäèòü ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå, íåçàâèñèìî îò âÿç-

êîñòè æèäêîñòè.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå íà J1 â ñëåäóþùåì âèäå:

J̇1 = −εkJ1(I
2
2 − J2

1 )

A3

{
λ

(
1 +

7

20

3∑
n=1

µnγ
2
1n +

7

20

3∑
n=1

µnγ
2
2n+

+
7

10
ε1

3∑
n=1

µnγ
2
1n −

7

10
ε1

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)
+

7

20
ε1

(
3∑

n=1

µnγ
2
1n −

3∑
n=1

µnγ
2
2n

)}
Òàê êàê â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ñòîèò âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ, à âî âòî-

ðûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ � âåëè÷èíà, áëèçêàÿ ê íóëþ, òî äëÿ λ ñèëüíî îòëè÷íîãî îò

íóëÿ, çíàê âñåé ôèãóðíîé ñêîáêè ñîâïàäàåò ñî çíàêîì λ è ìîæíî ãîâîðèòü î òåõ

æå òèïàõ íåñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, êàê è â çàäà÷å ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2.6) ïîñëå ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîé

ïåðåìåííîé φ1 ïðèìåò âèä
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ψ̇1 =
J1
A
λ− εk

7ε1
10A3

J2
1

3∑
n=1

µnγ1nγ2n. (2.2.7)

Çäåñü ψ1 � óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé φ1. Ïîïðàâêà â ÷àñòîòó èç-

ìåíåíèÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé ψ1 çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ýëëèï-

ñîèäàëüíîé ïîëîñòè (êîýôôèöèåíòû µn) è îò îðèåíòàöèè åå ãëàâíûõ îñåé îò-

íîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà èíåðöèè ñèñòåìû (êîýôôèöèåíòû γij). Çíàê

ïîïðàâêè ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñóììû â óðàâíåíèè (2.2.7) è ìîæåò áûòü êàê

ïîëîæèòåëüíûé, òàê è îòðèöàòåëüíûé.

Äëÿ âòîðîé óãëîâîé ïåðåìåííîé ïîñëå óñðåäíåíèÿ âñå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþò-

ñÿ è ïîïðàâêà â ýòó ïåðåìåííóþ ðàâíà íóëþ. Óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé

φ2 îáîçíà÷èì êàê ψ2, òîãäà

ψ̇2 =
I2
A

Òåì ñàìûì íà ýòó ïåðåìåííóþ íå âëèÿþò ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîëî-

ñòè ñ æèäêîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñëåäóþùèå. Åñëè òâåðäîå òåëî

ñèëüíî ñïëþùåíî âäîëü ñâîåé òðåòüåé îñè, òî ðåøåíèÿ J1 ñèñòåìû óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê I2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè Ox3 è îñü,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O è êîëëèíåàðíàÿ ïîñòîÿííîìó â èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿG ïîñòåïåííî

ñáëèæàþòñÿ, ñòðåìÿñü ñîâïàñòü.

Åñëè æå òâåðäîå òåëî ñèëüíî âûòÿíóòî âäîëü ñâîåé òðåòüåé îñè, òî ðåøåíèÿ

äëÿ J1 ñòðåìÿòñÿ ê 0, ò.å. âûøåóêàçàííûå îñè ñòðåìÿòñÿ ìàêñèìàëüíî ðàçîé-

òèñü è ñòàòü ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äðóã ê äðóãó. Äàííûé ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí

ðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè.

Îäíàêî åñëè òâåðäîå òåëî áëèçêî ê ñôåðè÷åñêîìó, òî ðàñïîëîæåíèå ïîëîñòè

è åå ïàðàìåòðû âëèÿþò íà ðåøåíèå çàäà÷è è ìîãóò ïðèâîäèòü êàê ê îäíîìó

òèïó ðåøåíèé, òàê è ê äðóãîìó.

46



Ãëàâà 3

Âðàùåíèå óïðóãîãî øàðà âîêðóã

öåíòðà ìàññ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

äâóõ ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ

Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ìîäåëè Çåìëè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå äâóõ ìàòå-

ðèàëüíûõ òî÷åê Ëóíû è Ñîëíöà. Çåìëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óïðóãèì

øàðîì è ðàññìàòðèâàåòñÿ åå äâèæåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ. Äåôîðìàöèè øà-

ðà âîçíèêàþò çà ñ÷åò ïîëÿ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë è öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè.

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ â ñïóòíèêîâîì ïðèáëèæåíèè [11].

Â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à íåèíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèé ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ. Ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà îäíîðîä-

íîãî øàðà ñ÷èòàåòñÿ î÷åíü áîëüøèì, òàê ÷òî â çàäà÷å èìååòÿ ìàëûé ïàðàìåòð ε,

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíòó óïðóãîñòè E. Ïîëå âåêòîðîâ óïðó-

ãîãî ñìåùåíèÿ èùåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è êâàçèñòàòèêè â òåîðèè óïðóãîñòè

[16],[26]. Â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè øàðà òàêæå îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè, ò.ê ïîëå

óïðóãèõ ñìåùåíèé ëèíåéíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàëûé ïàðàìåòð.

Òåíçîð èíåðöèè äåôîðìèðóåìîãî øàðà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè, ò.ê. çà-

âèñèò îò ïîëÿ óïðóãèõ ñìåùåíèé. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò òåíçîðà èíåðöèè.

Äëÿ àíàëèçà èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïëàíåòû çàäà÷à áûëà ðàçäåëåíà

íà äâå ÷àñòè. Ñíà÷àëà áûëî ðàññìîòðåíî âîçìóùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè óïðóãî-

ãî øàðà ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè. Âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ

ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà íå ó÷èòûâàëîñü. Â ñèëó òîãî, ÷òî òåíçîð èíåðöèè äëÿ

ïîëÿ óïðóãèõ ñìåùåíèé, ñâÿçàííîãî òîëüêî ñ öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè èíåðöèè,

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
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íàÿ ïðåöåññèÿ. Äàííûé ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷àåìûìè çíà÷åíèÿìè äâèæåíèÿ

ïîëþñà Çåìëè, ïåðèîä ýòîé ïðåöåññèè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ×àíäëåðà, êîòîðûé

ðàâåí 428 ñóòîê.

Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè áûëè òàêæå ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè, êî-

òîðûå ñîîòâåòñòâîâàëè áû Çåìëå, åñëè áû îíà áûëà îäíîðîäíûì óïðóãèì òåëîì.

Âî âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ

ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ïî ε áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ óãëîâîé

ñêîðîñòè. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

íà âîçìóùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè, ñâÿçàííîå òîëüêî ñ ãðàâèòàöèîííûìè ïîëÿìè.

Â ðàáîòå íàéäåíî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó ε.

Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî çíà÷å-

íèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè çà ñ÷åò öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè è ãðàâèòàöèîííûõ

ïîëåé ïðèòÿæåíèÿ äâóõ òî÷åê â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ôîðìóëû äëÿ óãëîâîé

ñêîðîñòè îïèñûâàþò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñ áèåíèÿìè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè

ïàðàìåòðîâ Çåìëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ôîðìóëû ïðîåêöèé óãëîâîé ñêîðîñòè íà

îñè, æåñòêî ñâÿçàííûå ñ ïëàíåòîé. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó êîëåáàíèé

ñ ÷àíäëåðîâñêèì ïåðèîäîì è êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì îäíè ñóòêè, àìïëèòóäû êî-

òîðûõ ìåíÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì ïîëìåñÿöà è ïîëãîäà.

Íàéäåííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-

ìè, ïîëó÷àåìûìè äëÿ íàøåé ïëàíåòû [104].

Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè íå ó÷òåíû âîçìóùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñåçîííûìè

êëèìàòè÷åñêèìè ôàêòîðàìè è ñ äèíàìèêîé àòìîñôåðû.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé Çåìëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ óïðóãèì îä-

íîðîäíûì øàðîì, äâèæóùèìñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äâóõ ìà-

òåðèàëüíûõ òî÷åê � Ëóíû è Ñîëíöà. Â ñëó÷àå, êîãäà äåôîðìàöèè øàðà îò-

ñóòñòâóþò, ìû èìååì çàäà÷ó î äâèæåíèè òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êîòîðàÿ â

îáùåì ñëó÷àå íå èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó ìû áóäåì îïèñûâàòü äâèæåíèå òðåõ òåë

ïðèáëèæåííûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó Çåìëåé è Ëóíîé ìíîãî

ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà è Ñîëíöåì, ìàñ-

ñà Ñîëíöà ìíîãî áîëüøå ñóììàðíîé ìàññû ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà, à ìàññà Çåìëè

ìíîãî áîëüøå ìàññû Ëóíû, òî ïðèáëèæåííî áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ñëå-
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äóþùèå óñëîâèÿ: Ñîëíöå íåïîäâèæíî, à öåíòð Çåìëè äâèæåòñÿ âîêðóã íåãî ïî

êðóãîâîé îðáèòå; Ëóíà äâèæåòñÿ âîêðóã öåíòðà Çåìëè òàêæå ïî êðóãîâîé îðáè-

òå. Âðàùåíèå Çåìëè, ïðåäñòàâëåííîé òâåðäûì îäíîðîäíûì øàðîì, ïðîèñõîäèò

ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 âîêðóã îñè, èìåþùåé ïîñòîÿííîå íàïðàâ-

ëåíèå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòî äâèæåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ

Çåìëè ñ ïåðèîäîì îäíè ñóòêè ïðèìåì â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Çåìëþ êàê óïðóãèé øàð, äåôîðìàöèè êîòîðîãî îïðå-

äåëÿþòñÿ öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè èíåðöèè è ãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè ïðèòÿ-

æåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê � Ëóíû è Ñîëíöà. Ïðèíÿòàÿ ìîäåëü Çåìëè

ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ Çåìëÿ ïðåäñòàâëåíà íà-

áîðîì ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (âÿçêîóïðó-

ãàÿ êîðà, æèäêèé ñôåðè÷åñêèé ñëîé, òâåðäîå ÿäðî). Â çåìíîé êîðå íàáëþäàþòñÿ

ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå âîëíû, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ óïðóãèõ ñðåä. Êðîìå òîãî,

â ðàìêàõ ìîäåëè óïðóãîé Çåìëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îïèñàíèå åå ôîð-

ìû è ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé. Çàäà÷à íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ � îïðåäåëèòü

çàêîí âðàùåíèÿ äåôîðìèðóåìîãî øàðà (Çåìëè) âîêðóã åãî öåíòðà ìàññ.

Ïóñòü øàð â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàíèìàåò îáúåì V òðåõìåðíîãî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3. Ñâÿæåì ñ öåíòðîì ìàññ øàðà ñèñòåìó êîîðäèíàò

Êåíèãà Cξ1ξ2ξ3, îñè êîòîðîé íàïðàâëåíû íà íåïîäâèæíûå çâåçäû. Â ýòîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò Ëóíà è Ñîëíöå äâèæóòñÿ âîêðóã Çåìëè, à òåîðåìû ìåõàíèêè èìå-

þò âèä, êàê â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü êðóãîâûå îðáèòû äâóõ

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ëóíû è Ñîëíöà ëåæàò â ïëîñêîñòè Cξ1ξ2, à èõ ðàäèóñ-

âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Rk = Rk(ξ1 cosψk + ξ2 sinψk), ψk = Ωkt, k = 1, 2

Çäåñü ξk � îðò îñè Cξk, R1, R2 � ðàäèóñû êðóãîâûõ îðáèò Ëóíû è Ñîëíöà, à

Ω1,Ω2 � èõ óãëîâûå ñêîðîñòè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 3.1).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè Ëóíà è Ñîëíöå íàõîäèëèñü

íà îñè Cξ1. Øàð âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè Cx3, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè

Cξ1ξ3 è ñîñòàâëÿþùåé ñ îñüþ Cξ3 ïîñòîÿííûé óãîë θ. Óãîë θ åñòü óãîë íàêëîíà

îñè âðàùåíèÿ Çåìëè îò ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè.
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Ðèñ. 3.1: Äâèæåíèå äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ëóíû è Ñîëíöà âîêðóã öåíòðà
Çåìëè ïî êðóãîâûì îðáèòàì, ëåæàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè

Ñâÿæåì ñ Çåìëåé, êàê òâåðäûì øàðîì, ñèñòåìó êîîðäèíàò Cx1x2x3, îñè êî-

òîðîé ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ ñèñòåìû êî-

îðäèíàò Cξ1ξ2ξ3 âîêðóã îñè Cξ2 íà ïîñòîÿííûé óãîë θ, à çàòåì � íà óãîë φ = ω0t

âîêðóã îñè Cx3 (ðèñ. 3.2).

Ðèñ. 3.2: Ïåðåõîä îò ñèñòåìû Êåíèãà Cξ1ξ2ξ3 ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìàò-

ðèö ïîâîðîòà:
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Γ̃ =


cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ



cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 =


cosφ cos θ − sinφ cos θ sin θ

sinφ cosφ 0

− sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ


Åäèíè÷íûå âåêòîðû, ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿì íà Ëóíó è Ñîëíöå

(ðèñ. 3.1) â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

nk = −Γ̃−1Rk

Rk

= γ1ke1 + γ2ke2 + γ3ke3,

γ1k = − cos θ cosψk cosφ− sinφ sinψk,

γ2k = − sinψk cosφ+ cos θ sinφ cosψk,

γ3k = − sin θ cosψk, k = 1, 2

ãäå ek � îðò îñè Cxk. Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0(=> φ = 0, ψk = 0)

ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó çèìíåãî ñîëíöåñòîÿíèÿ, à Ëóíà íàõîäèòñÿ íà îòðåçêå,

ñîåäèíÿþùåì Ñîëíöå ñ Çåìëåé.

Ïîëîæåíèå òî÷êè ïëàíåòû â âîçìóùåííîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ âåêòîðîì Γ(r+u),

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè øàðà â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, à u � âåê-

òîð óïðóãîãî ñìåùåíèÿ. Ïóñòü ïîëå ïåðåìåùåíèé òî÷åê øàðà u(r, t) îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò Cx1x2x3 ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì∫
V

u(r, t)dx = 0,

∫
V

rotu(r, t)dx = 0, r ∈ V = {r : |r| ≤ r0}

Çäåñü r0 � ðàäèóñ øàðà â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Ýòè óñëîâèÿ îäíî-

çíà÷íî çàäàþò ñèñòåìó êîîðäèíàò, èíòåãðàëüíûì îáðàçîì ñâÿçàííóþ ñ äåôîð-

ìèðóåìûì øàðîì [15], [16]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ

ñ øàðîì, ñîâïàäàåò ñ óæå ïîñòðîåííîé íàìè ñèñòåìîé êîîðäèíàò Cx1x2x3, ò.å.

Γ = Γ̃. Â äàëüíåéøåì ýòî äîïóùåíèå áóäåò îáîñíîâàíî.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì

Π = −
2∑

k=1

Gmk

∫
V

ρdx

|Rk + Γ(r+ u)|
, (3.1.1)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m1, m2 � ìàññà Ëóíû è Ñîëíöà ñîîò-

âåòñòâåííî.
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Ðàçëîæèâ ïîòåíöèàë â ðÿä ïî âåëè÷èíå l
Rk

≪ l, l = maxV |r + u|, âûïèøåì
ñïóòíèêîâîå ïðèáëèæåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà:

Π ≈ −
2∑

k=1

Gmk

Rk

∫
V

(
1 +

(nk, r+ u)

Rk

− 1

2

(r+ u)2

R2
k

+
3

2

(nk, r+ u)2

R2
k

)
ρdx =

= −
2∑

k=1

4Gmkπρr
2
0

3Rk

−
2∑

k=1

Gmk

2R3
k

∫
V

(
3(nk, r+ u)2 − (r+ u)2

)
ρdx

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî êîíñòàíòà, ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
∣∣∣∂(u,ei)∂xj

∣∣∣ ≪ 1, (i, j = 1, 2, 3), è äåôîðìèðîâàííîå

ñîñòîÿíèå ïëàíåòû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì E [u] ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå-
ôîðìàöèé â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ìàëûõ äåôîðìàöèé [15],[60]:

E [u] =
∫
V

α1

(
I2E − α2IIE

)
dx,

α1 =
E(1− ν)

2(1 + ν)(1− 2ν)
, α2 =

2(1− 2ν)

1− ν
,

IE =
3∑

i=1

eii, IIE =
∑
i<j

(
eiiejj − (eij)

2
)
, eij =

1

2

(
∂(u, ei)

∂xj
+
∂(u, ej)

∂xi

)
,

ãäå E � ìîäóëü óïðóãîñòè Þíãà, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, IE, IIE � èí-

âàðèàíòû òåíçîðà èíåðöèè ìàëûõ äåôîðìàöèé. Ôóíêöèîíàë âíóòðåííèõ äèñ-

ñèïàòèâíûõ ñèë ñîãëàñíî ìîäåëè Êåëüâèíà-Ôîéãòà D[u̇] = χE [u̇], ãäå χ > 0 �

êîýôôèöèåíò âíóòðåííîãî âÿçêîãî òðåíèÿ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì

T =
1

2

∫
V

(
d

dt
(Γ(r+ u))

)2

ρ dx,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà Çåìëè.

T =
1

2

∫
V

[ω × (r+ u)]2ρ dx+

∫
V

([ω × (r+ u̇)], u̇) ρ dx+
1

2

∫
V

u̇2ρdx,

ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà, ω × (.) = Γ−1Γ̇(.) [21].

Ôóíêöèîíàë Ðàóñà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì
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R = T2 − T0 +Π+ E [u],

ãäå T2 � êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, T0 � ñâîáîäíûå ÷ëåíû:

T2 =
1

2

∫
V

[ω × (r+ u)]2ρ dx,

T0 =
1

2

∫
V

u̇2ρdx.

Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ä'Àëàìáåðà-Ëàãðàíæà

∫
V

{(
− d

dt
∇u̇R+∇uR+∇u̇D + λ1, δu

)
+ (λ2, rot δu)

}
dx = 0 (3.1.2)

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà δu. Çäåñü λ1, λ2 �

íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò áîëüøîé ïàðàìåòð � õàðàêòåðèñòèêó

æåñòêîñòè óïðóãîãî øàðà. Ïîýòîìó áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ε = ρω2
0r

2
0E

−1 ñ÷è-

òàåòñÿ ìàëûì. Ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ìàñøòàáîâ åäèíèö èçìåðåíèÿ ìîæíî

äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà ε = E−1.

Åñëè ε = 0, òî ïîëå âåêòîðîâ óïðóãîãî ñìåùåíèÿ u(r, t) òàêæå ïîëàãàåò-

ñÿ ðàâíûì íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèìåò âèä

T = 1
2

∫
V

[ω × r]2ρ dx è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî øàðà â

ïðèòÿæåíèè äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íåèíòåãðèðóå-

ìà.

Ïðè ε ̸= 0, ñîãëàñíî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ [15], ðåøåíèå u(r, t) èùåòñÿ

â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε:

u(r, t) = εu(1) + ε2u(2) + ...

Ïðè ýòîì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1, λ2 òàêæå íåîáõîäèìî èñêàòü â âèäå ðàç-

ëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ε:

λ1 = λ
(0)
1 + ελ

(1)
1 + ...

λ2 = λ
(0)
2 + ελ

(1)
2 + ...

53



Èç (3.1.2) ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(1) ïåðâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

∫
V

(
ω2
0ρ(r− (r, e3)e3) +

2∑
k=1

Gmkρ

R2
k

(3(nk, r)nk − r) + λ
(0)
1 , δu

)
dx+

+ε
(
∇uE [u(1) + χu̇(1)], δu

)
+

∫
∂V

[λ
(0)
2 × n]δu dσ = 0.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà:∫
V

λ
(0)
2 rotδu dx =

∫
∂V

[λ
(0)
2 × δu]n dσ,

ãäå ∂V � ïîâåðõíîñòü øàðà, n = r
r
� íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè øàðà. Òàêæå

ïðîèçâîäíûå áðàëèñü â ñèëó íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êîãäà øàð âðàùàåòñÿ

âîêðóã îñè Cx3 ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0.

Ïîëîæèì â ôîðìóëå âûøå δu = δα×r, ãäå δα� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç E3.

Òàê êàê ðàáîòà óïðóãèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòàõ

ðàâíà íóëþ, òî ïîëó÷àåì∫
∂V

(
[λ

(0)
2 × r

r
], δα× r

)
dσ = 0

Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà

∫
∂V

(a× r

r
,b× r) dσ =

∫
∂V

(
r(a,b)− 1

r
(a, r)(b, r)

)
dσ =

8π

3
r30(a,b), ∀a,b ∈ E3,

ãäå ∂V � ïîâåðõíîñòü øàðà ðàäèóñà r0, ïîëó÷àåì

8π

3
r30

(
λ

(0)
2 , δα

)
= 0,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δα, λ
(0)
2 =0.

Äàëåå ïîëîæèì δu = a, ãäå a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç E3. Â ñèëó òî-

ãî, ÷òî íà ïîñòóïàòåëüíîì ïåðåìåùåíèè âäîëü ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ

ðàáîòà óïðóãèõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë òàêæå ðàâíà íóëþ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

λ
(0)
1 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè u(1) ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèìóò

ñëåäóþùèé âèä:

ε
(
∇uE [u(1) + χu̇(1)]

)
= ρ

(
ω2
0(r− (r, e3)e3) +

2∑
k=1

Gmk

R2
k

(3(nk, r)nk − r)

)
(3.1.3)

Çäåñü

ε
(
∇uE [u(1) + χu̇(1)]

)
= − E

2(1 + ν)

(
1

1− 2ν
∇divu+∆u

)
.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè u(1) ñîñòîèò â ðàâåíñòâå íàïðÿæåíèé íà

ïîâåðõíîñòè øàðà: σn = 0. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.3)

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñèëû ãðàâèòàöèííîãî ïðèòÿæåíèÿ è

öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû â çàäà÷å Êåïëåðà-Íüþòîíà î äâèæåíèè ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè ïî êðóãîâîé îðáèòå:
ρV R2

kΩ
2
k

Rk
= GmkρV

R2
k

. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåîá-

ðàçîâàòü

ρ

(
ω2
0(r− (r, e3)e3) +

2∑
k=1

Gmk

R2
k

(3(nk, r)nk − r)

)
= ρ

4∑
k=1

Ω2
kBkr,

ãäå îïåðàòîðû Bk, k = 1, 2, 3, â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3 îïðåäåëÿþòñÿ

ðàâåíñòâàìè

Bkr = 3(nk, r)nk − r, k = 1, 2;

B3r = −1

3
[3(e3, r)e3 − r] ;

B4 =
2

3
diag{1, 1, 1}.

Â ðàçâåðíóòîì âèäå ôîðìóëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Bkr =
(
3γ21kx1 + 3γ1kγ2kx2 + 3γ1kγ3kx3 − x1

)
e1+

+
(
3γ1kγ2kx1 + 3γ22kx2 + 3γ2kγ3kx3 − x2

)
e2+

+
(
3γ1kγ3kx1 + 3γ2kγ3kx2 + 3γ23kx3 − x3

)
e3, k = 1, 2,

B3r =
1

3
x1e1 +

1

3
x2e2 −

2

3
x3e3, B4r =

2

3
x1e1 +

2

3
x2e2 +

2

3
x3e3

Óãëîâûå ñêîðîñòè Ω1,Ω2 ñîîòâåòñòâóþò óãëîâûì ñêîðîñòÿì ïðè äâèæåíèè
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ïî êðóãîâûì îðáèòàì Ëóíû îòíîñèòåëüíî Çåìëè è Çåìëè îòíîñèòåëüíî Ñîëí-

öà. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω3 = Ω4 = ω0 ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìóùåííîìó çíà÷åíèþ

óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã îñè Cx3. Óäîáíî ïîëîæèòü Ωk =

εkω0, k = 1, 2. Çàìåòèì, ÷òî ψk = εkφ.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1.3) íà u(1), ðåøåíèÿ äëÿ χ = 0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.3) ñ îïåðàòîðîì Bk â ïðàâîé ÷àñòè:

− E

2(1 + ν)

(
1

1− 2ν
∇divu(0)

k +∆u
(0)
k

)
= ρΩ2

kBkr, σn = 0.

Ïðåäñòàâèì èñêîìîå ðåøåíèå u(1) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì χ: u(1) =
∑∞

n=0 anχ
n.

Èç òîæäåñòâà u(1) + χu̇(1) = u
(0)
1 + u

(0)
2 + u

(0)
3 + u

(0)
4 ïîëó÷èì

u(1) =
∞∑
n=0

(−χ)n∂
n(u

(0)
1 + u

(0)
2 + u

(0)
3 + u

(0)
4 )

∂tn

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äèññèïàòèâíûå ñèëû ìàëû, îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðâûì

ñëàãàåìûì ðÿäà [60],[62]. Òàêèì îáðàçîì, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

u = εu(1)(r, t) = ε
4∑

k=1

uk(r, t) (3.1.4)

ãäå ôóíêöèè uk èìåþò âèä [16], [26]

uk(r, t) = ρΩ2
k[a1 (Bkr, r) r+ (a2r

2 + a3r
2
0)Bkr], k = 1, 2, 3,

u4(r, t) = −ρΩ2
4(d1r

2 + d2r
2
0)B4r,

a1 =
1 + ν

5ν + 7
, a2 = −(1 + ν)(2 + ν)

5ν + 7
, a3 =

(1 + ν)(2ν + 3)

5ν + 7
,

d1 =
(1 + ν)(1− 2ν)

10(1− ν)
, d2 = −(3− ν)(1− 2ν)

10(1− ν)
.

(3.1.5)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∫
V

Bmr dx =

∫
V

r2Bmr dx = 0,m = 1, 4,

∫
V

(Bkr, r) r dx = 0, k = 1, 3,

∫
V

rotBmr dx =

∫
V

rot
(
r2Bmr

)
dx = 0,m = 1, 4,

∫
V

rot ((Bkr, r) r) dx = 0, k = 1, 3,
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ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî øàðó.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
∫
V

u dx =
∫
V

rotu dx = 0, êîòîðûå ìû

ïðåäïîëàãàëè â íà÷àëå, ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü âûáðàííóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò Cx1x2x3.

Â ôîðìóëå (3.1.4) ε âûñòóïàåò â ðîëè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîñëåäíåå îçíà÷à-

åò, ÷òî ïîëå ïåðåìåùåíèé òî÷åê óïðóãîãî øàðà ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíûõ

ñèë èíåðöèè è ïîëÿ ãðàäèåíòà ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäó-

ëåì ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè øàðà r. Ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (3.1.5) èìåþò ñëåäó-

þùèé ñìûñë. Ïîëÿ óïðóãèõ ñìåùåíèé u1(r, t) è u2(r, t) ïîðîæäàþòñÿ ãðàâèòà-

öèîííûìè ïîëÿìè Ëóíû è Ñîëíöà ñîîòâåòñòâåííî è íàçûâàþòñÿ ïðèëèâíûìè

äåôîðìàöèÿìè. Ïîëå ïåðåìåùåíèé u3(r) ñòàöèîíàðíî, âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå

äåéñòâèÿ ïîëÿ öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè ïðè âðàùåíèè øàðà âîêðóã îñè Cx3

è îïðåäåëÿåò ñæàòèå øàðà ïî îñè Cx3, à ñòàöèîíàðíîìó ïîëþ u4 ñîîòâåòñòâóåò

ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ äåôîðìàöèÿ øàðà.

Ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ [6], äàëåå íåîáõî-

äèìî ïîäñòàâèòü ôóíêöèè uk â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè äåôîðìèðîâàííîãî øàðà.

Òåíçîð èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé Cx1x2x3 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(J [u]a,b) =

∫
V

[a× (r+ u)][b× (r+ u)]ρdx ∼=

∼=
∫
V

[a× r][b× r]ρdx+

∫
V

{[a× r][b× u] + [a× u][b× r]}ρdx, ∀a,b (3.1.6)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.1.6) îòáðîøåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà ìàëîñòè ε2.

Â ðåçóëüòàòå òåíçîð èíåðöèè äåôîðìèðóåìîãî øàðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà

ìàññ C ïðåäñòàâèì â âèäå

J [u] ∼= J0diag{1, 1, 1}+ J1[u], J1[u] =


J11 −J12 −J13
−J12 J22 −J23
−J13 −J23 J33

 (3.1.7)

Çäåñü J0 = 8
15
πr50ρ � ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî øàðà îòíîñèòåëüíî îñè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð. Êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè Jij ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
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öèÿìè âðåìåíè, ïîñêîëüêó òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(r, t). Â îáùåì âèäå

Jii = 2

∫
V

[ei × r][ei × u]ρ dx,

Jij = −
∫
V

{[ei × r][ej × u] + [ei × u][ej × r]}ρ dx, i ̸= j.

Ïðè âû÷èñëåíèè òàêèõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåì ñôåðè÷åñêóþ çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ:

∫
V

x41dx =

r0∫
0

π∫
0

2π∫
0

r̃6 cos4 φ̃ sin5 θ̃dr̃dθ̃dφ̃ =
4πr70
35

,

∫
V

x42dx =

∫
V

x43dx =
4πr70
35

,

∫
V

x21dx =

r0∫
0

π∫
0

2π∫
0

r̃4 cos2 φ̃ sin3 θ̃dr̃dθ̃dφ̃ =
4πr50
15

,

∫
V

x22dx =

∫
V

x23dx =
4πr50
15

,

∫
V

x21x
2
2dx =

r0∫
0

π∫
0

2π∫
0

r̃6 cos2 φ̃ sin2 φ̃ sin5 θ̃dr̃dθ̃dφ̃ =
4πr70
105

,

∫
V

x21x
2
3dx =

∫
V

x22x
2
3dx =

4πr70
105

,

∫
V

x31x2dx =

r0∫
0

π∫
0

2π∫
0

r̃6 cos3 φ̃ sin φ̃ sin5 θ̃dr̃dθ̃dφ̃ = 0,

∫
V

x3ixjdx = 0, i ̸= j, i, j = 1, 3,

∫
V

x1x2dx =

r0∫
0

π∫
0

2π∫
0

r̃4 cos φ̃ sin φ̃ sin3 θ̃dr̃dθ̃dφ̃ = 0,

∫
V

x1x3dx =

∫
V

x2x3dx = 0.
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Èòàê, êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè J1[u]:

J11[εuk] = 2ε

∫
V

[e1 × r][e1 × uk]ρdx =
8

105
πr70ερ

2ε2kω
2
0(1− 3γ21k)(2a1 + 5a2 + 7a3),

J22[εuk] = 2ε

∫
V

[e2 × r][e2 × uk]ρdx =
8

105
πr70ερ

2ε2kω
2
0(1− 3γ22k)(2a1 + 5a2 + 7a3),

J33[εuk] = 2ε

∫
V

[e3 × r][e3 × uk]ρdx =
8

105
πr70ερ

2ε2kω
2
0(1− 3γ23k)(2a1 + 5a2 + 7a3),

J12[εuk] = ε

∫
V

{[e1 × r][e2 × uk] + [e2 × r][e1 × uk]}ρdx =

=
8

35
πr70ερ

2ε2kω
2
0(2a1 + 5a2 + 7a3)γ1kγ2k,

J13[εuk] = ε

∫
V

{[e1 × r][e3 × uk] + [e3 × r][e1 × uk]}ρdx =

=
8

35
πr70ερ

2ε2kω
2
0(2a1 + 5a2 + 7a3)γ1kγ3k,

J23[εuk] = ε

∫
V

{[e2 × r][e3 × uk] + [e3 × r][e2 × uk]}ρdx =

=
8

35
πr70ερ

2ε2kω
2
0(2a1 + 5a2 + 7a3)γ2kγ3k, k = 1, 2

J11[εu3] = 2ε

∫
V

[e1 × r][e1 × u3]ρdx = − 8

315
πr70ερ

2ω2
0(2a1 + 5a2 + 7a3),

J22[εu3] = 2ε

∫
V

[e2 × r][e2 × u3]ρdx = − 8

315
πr70ερ

2ω2
0(2a1 + 5a2 + 7a3),

J33[εu3] = 2ε

∫
V

[e3 × r][e3 × u3]ρdx =
16

315
πr70ερ

2ω2
0(2a1 + 5a2 + 7a3),

J12[εu3] = ε

∫
V

{[e1 × r][e2 × u3] + [e2 × r][e1 × u3]}ρdx = 0,

J13[εu3] = ε

∫
V

{[e1 × r][e3 × u3] + [e3 × r][e1 × u3]}ρdx = 0,
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J23[εu3] = ε

∫
V

{[e2 × r][e3 × u3] + [e3 × r][e2 × u3]}ρdx = 0,

J11[εu4] = 2ε

∫
V

[e1 × r][e1 × u4]ρdx = − 32

315
πr70ερ

2ω2
0(5d1 + 7d2),

J22[εu4] = 2ε

∫
V

[e2 × r][e2 × u4]ρdx = − 32

315
πr70ερ

2ω2
0(5d1 + 7d2),

J33[εu4] = 2ε

∫
V

[e3 × r][e3 × u4]ρdx = − 32

315
πr70ερ

2ω2
0(5d1 + 7d2),

J12[εu4] = ε

∫
V

{[e1 × r][e2 × u4] + [e2 × r][e1 × u4]}ρdx = 0,

J13[εu4] = ε

∫
V

{[e1 × r][e3 × u4] + [e3 × r][e1 × u4]}ρdx = 0,

J23[εu4] = ε

∫
V

{[e2 × r][e3 × u4] + [e3 × r][e2 × u4]}ρdx = 0.

3.2 Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ äåôîðìèðóåìîãî øàðà

áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà.

Ïóñòü äåôîðìèðóåìûé øàð äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè, ò.å. ìàëûå ïàðàìåòðû ε1 =

ε2 = 0, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà

íà äâèæåíèå øàðà. Ôîðìà øàðà èçìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîëÿ öåíòðîáåæíûõ ñèë. Â

ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò äåôîðìàöèè øàðà u3(r) è u4(r). Òàêèì îáðàçîì,

u(r) = εu3(r) + εu4(r).

Ïóñòü â âîçìóùåííîì äâèæåíèè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîð-

äèíàò, ñâÿçàííîé ñ äåôîðìèðóåìûì øàðîì, ðàâíà ω = ω0e3+∆ω1, ãäå |∆ω1| ≪
ω0. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà∆ω1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3 êàê (p1, q1, r1).

Ýòîò âåêòîð îòâå÷àåò çà âîçìóùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè èç-çà öåíòðîáåæíûõ ñèë

èíåðöèè. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâ äâèæåíèÿ äå-

ôîðìèðîâàííîãî øàðà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

{J0 + J1[u]}ω̇ + ω × J1[u]ω = 0, ω = ω0e3 +∆ω1. (3.2.1)

Â ñèëó íàéäåííûõ âûøå ôîðìóë äëÿ òåíçîðà èíåðöèè Jij[u3] = Jkl[u4] = 0
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äëÿ ëþáûõ i ̸= j, k ̸= l, ïîýòîìó äîáàâî÷íûé ÷ëåí â òåíçîðå èíåðöèè J1[u]

èìååò â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3 äèàãîíàëüíûé âèä. Èç òåõ æå ôîðìóë âèäíî,

÷òî òåíçîð èíåðöèè äåôîðìèðîâàííîãî øàðà ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè

Cx3 è íå çàâèñèò îò âðåìåíè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3. Îáîçíà÷èì ãëàâíûå

ìîìåíòû òåíçîðà èíåðöèè êàê A1 è C1: J1[u] = diag{A1, A1, C1}.
Ðàçíîñòü ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆J = C1−A1 = J33[u]−J11[u] = (J33[εu3]−J11[εu3])+(J33[εu4]−J11[εu4]). (3.2.2)

Ò.ê. ïîëå ïåðåìåùåíèé u4 ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî è åãî ãëàâíûå ìîìåíòû

èíåðöèè ðàâíû, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (3.2.2) ðàâíî íóëþ:

J33[εu4]− J11[εu4] = 0.

À ïåðâîå ðàâíî:

J33[εu3]− J11[εu3] =
8

105
πr70ερ

2ω2
0(2a1 + 5a2 + 7a3).

Âûðàæàÿ êîýôôèöèåíòû ai ÷åðåç ìîäóëè óïðóãîñòè ïî ôîðìóëàì (3.1.5)

è ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ε, ïîëó÷àåì ðàçíîñòü ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè

òåëà:

∆J =
8πr70ρ

2ω2
0(ν + 1)(9ν + 13)

105E(5ν + 7)
(3.2.3)

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.1), ïðåäñòàâèâ åãî â ñêàëÿðíîé ôîðìå
(J0 + A1)ṗ1 +∆J(ω0 + r1)q1 = 0,

(J0 + A1)q̇1 −∆J(ω0 + r1)p1 = 0,

(J0 + C1)ṙ1 = 0.

(3.2.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.2.4) ÿâëÿåòñÿ

êîíñòàíòà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðèìåì r1 = 0. Óðàâíåíèÿ (3.2.4) îïèñû-

âàþò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, êàê è â ñëó÷àå Ýéëåðà äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî

òâåðäîãî òåëà ïî èíåðöèè (ðèñ. 3.3). Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè ñâîåì

äâèæåíèè çàìåòàåò êîíóñ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò

ñ îñüþ Cx3. Â ñëó÷àå Çåìëè ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé

ñêîðîñòüþ è èìååò ïåðèîä ×àíäëåðà Tc [104].
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Ðèñ. 3.3: Ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ: âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååò
ïîñòîÿííûé óãîë ñ òðåòüåé îñüþ èíåðöèè òåëà

Ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.2.4) çàïèøåì â âèäå

p1 = b cosψ0, q1 = b sinψ0, ψ0 = Ωt+ α, Ω =
∆Jω0

J0 + A1

, (3.2.5)

ãäå b, α � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Çàìåòèì, ÷òî ∆J è A1 ïîðÿäêà ε, ïî-

ýòîìó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = ∆Jω0

J0
.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè èìååò âèä

ω = b cosψ0e1 + b sinψ0e2 + ω0e3.

Èç óðàâíåíèé (3.2.5) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ øàðîì ïðÿìîé (ðèñ.

3.3), ïî êîòîðîé íàïðàâëåí âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè øàðà, îïèñûâàåò íà ïî-

âåðõíîñòè øàðà îêðóæíîñòü ìàëîãî ðàäèóñà. Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ óãëîâîé

ñêîðîñòè b≪ ω0, òî ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí r0b/ω0.

Ïåðèîä ×àíäëåðà ðàâåí Tc = 2π/Ω. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.2.3) ïîëó÷èì âû-

ðàæåíèå äëÿ Ω ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè. Èìååì

Ω =
∆Jω0

J0
=
ρω3

0r
2
0(1 + ν)(13 + 9ν)

7E(7 + 5ν)
. (3.2.6)

Èç ôîðìóë (3.2.3) è (3.2.6) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû ∆J, Ω îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíû ìîäóëþ óïðóãîñòè E è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè ε.

Åñëè ε óñòðåìèòü ê íóëþ, òî â ïðåäåëå ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.2.4) ïîëó÷èì
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ṗ1 = q̇1 = 0 è, ïîñêîëüêó â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè p1 = q1 = 0, òî â ðåøåíèè

(3.2.5) êîýôôèöèåíò b òîæå äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Òåì ñàìûì b = b(ε)

äîëæåí èìåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε. Â äàëüíåéøåì

áóäåì ñ÷èòàòü b = εb0.

Íàéäåì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå øàðà çà ñ÷åò öåíòðîáåæíûõ ñèë, âîçíèêàþ-

ùèõ ïðè åãî âðàùåíèè âîêðóã îñè Cx3. Òàê êàê u4 � ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ, òî íà ñæàòèå âëèÿåò òîëüêî ôóíêöèÿ u3. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.1.5)

ðàçíîñòü ìåæäó ýêâàòîðèàëüíûì è ïîëÿðíûì ðàäèóñàìè øàðà ðàâíà

∆R = E−1[u3(r0e1)e1 − u3(r0e3)e3] =

=
ρr30ω

2
0(a1 + a2 + a3)

E
=
ρr30ω

2
0(1 + ν)(2 + ν)

E(7 + 5ν)
. (3.2.7)

3.3 Âëèÿíèå âîçìóùåíèé îò Ëóíû è Ñîëíöà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà. Â ýòîì

ñëó÷àå Çåìëÿ âðàùàåòñÿ ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ω1+∆ω2, ãäå ω1 =

(p1, q1, ω0)� óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ïðèîáðåòàåìàÿ óïðóãèì øàðîì ïîä âîçäåéñòâèåì

öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè.

Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äåôîð-

ìèðóåìîãî øàðà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

{J0 + J1[u]}ω̇ + ω × J1[u]ω + J̇1[u]ω = M. (3.3.1)

Çäåñü M � ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êè äåôîðìèðîâàííîãî

øàðà.Òåíçîð èíåðöèè J1[u] ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå ôóíêöèè uk: J1[u] = εJ1[u3] +

εJ1[u4] + εJ1[u1] + εJ1[u2].

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óðàâíåíèå (3.3.1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{J0 + J1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4]} (ω̇1 +∆ω̇2)+

+[(ω1 +∆ω2)× J1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4] (ω1 +∆ω2)]+

+J̇1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4] (ω1 +∆ω2) = M.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ óðàâíåíèå (3.2.1) èçìåíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷å-

ñòâà äâèæåíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé îò Ëóíû è Ñîëíöà, ïîëó÷èì
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J1[εu1 + εu2]ω̇1 + (J0 + J1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4])∆ω̇2+

+[ω1 × J1[εu1 + εu2]ω1] + [ω1 × J1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4]∆ω2]+

+[∆ω2 × J1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4] (ω1 +∆ω2)]+

+J̇1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4] (ω1 +∆ω2) = M.

Ïåðåìåííûå ∆ω2 è u èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε.Îòáðàñûâàÿ ÷ëå-

íû ìàëîñòè ïîðÿäêà ε2, ïîëó÷èì óïðîùåííîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëî-

âîé ñêîðîñòè:

J1[εu1 + εu2]ω̇1 + J0∆ω̇2 + [ω1 × J1[εu1 + εu2]ω1]+

+J̇1[εu1 + εu2 + εu3 + εu4]ω1 = M.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî b = εb0, ò.å. ïåðåìåííûå p1, q1 òàêæå

ïîðÿäêà ε, ïîýòîìó â ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñëàãàåìûõ ìîæíî ïîëîæèòü ω1 =

ω0e3, ñîõðàíÿÿ ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε. Èòàê, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååò âèä:

J0∆ω̇2 + [ω1 × J1[εu1 + εu2]ω1] + J̇1[εu1 + εu2]ω0e3 = M.

Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì îòñóòñòâóþò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u3 è u4, ò.ê. êîìïî-

íåíòû òåíçîðà èíåðöèè, ñâÿçàííûå ñ íèìè, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Âîçìóùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè, ïðîèñòåêàþùåå îò âîçäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîí-

íûõ ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà, îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

∆ω2 = J−1
0

t∫
0

{M− [ω1 × J1[εu1 + εu2]ω1]− J̇1[εu1 + εu2]ω0e3} dt. (3.3.2)

Ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ïîðîæäàåòñÿ ïîëåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ïðèòÿæåíèÿ

äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Ëóíû è Ñîëíöà. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèë ãðàâè-

òàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî øàðó îò óäåëüíîãî ïîòåíöèàëà ãðàâèòà-

öèîííûõ ñèë. Ôîðìà øàðà èçìåíÿåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëÿ öåíòðîáåæíûõ

ñèë, ïðåäñòàâëåííûì ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé u3(r) è u4(r). Â ðåçóëüòàòå âîçíè-

êàþò äåôîðìàöèè øàðà, òåíçîð èíåðöèè äåôîðìèðîâàííîãî øàðà ñòàíîâèòñÿ

îñåñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îñè Cx3 è íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè â ñèñòåìå
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êîîðäèíàò Cx1x2x3.

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.1.1) [11],[14]. Ðàñ-

ñìîòðèì ïåðâûé äîáàâî÷íûé ÷ëåí Π∗(n1,n2) â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà ãðàâè-

òàöèîííûõ ïîëåé ïðèòÿæåíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Îí

çàâèñèò îò âåêòîðîâ n1 è n2:

Π∗ =
3

2

2∑
k=1

Ω2
k(J1[u]nk,nk).

Ìîìåíò ñèë, âîçíèêàþùèé êàê ðåçóëüòàò ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê äåôîðìèðîâàí-

íîãî øàðà äâóìÿ öåíòðàìè � Ëóíîé è Ñîëíöåì, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [11]:

M =
2∑

k=1

[nk ×
∂Π∗

∂nk

] = 3
2∑

k=1

Ω2
k[nk × J1[u]nk]. (3.3.3)

Äåôîðìàöèè u4 è òåíçîð J1[εu4] ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íû. Ñîîòâåòñòâåííî,

èõ âêëàä â ìîìåíò ñèë ðàâåí íóëþ:

[nk × J1[u4]nk] =


(J33[εu4]− J22[εu4])γ2kγ3k

(J11[εu4]− J33[εu4])γ1kγ3k

(J22[εu4]− J11[εu4])γ1kγ2k

 = 0

Äåôîðìàöèè øàðà ε(u1 + u2), ïîðîæäàåìûå ãðàäèåíòàìè ãðàâèòàöèîííûõ

ïîëåé Ëóíû è Ñîëíöà, îïðåäåëÿþò ÷àñòü ñèëîâîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå çàâèñèò

îò ïîâîðîòîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ øàðîì, ââèäó åãî ñôåðè÷åñêîé

ñèììåòðèè.

[nk × J1[εu1]nk] = [nk × J1[εu2]nk] = 0

Ôîðìóëû âûøå ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé. Èç íèõ ñëå-

äóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â âûðàæåíèè ìîìåíòà (3.3.3) ðàâíû íóëþ.

Ìîìåíò ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèé øàðà èç-çà

åãî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Cx3 ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò

ãðàâèòàöèîííûõ ñèë îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

M = 3
2∑

k=1

Ω2
k[nk × J1[εu3]nk] = 3

2∑
k=1

Ω2
k


(J33[εu3]− J22[εu3])γ2kγ3k

(J11[εu3]− J33[εu3])γ1kγ3k

(J22[εu3]− J11[εu3])γ1kγ2k

 =
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= 3
2∑

k=1

Ω2
k


∆Jγ2kγ3k

−∆Jγ1kγ3k

0

 ,

ãäå ∆J îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.2.3). Èòàê, ìîìåíò ãðàâèòàöèîííûõ

ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ:

M =M1e1 +M2e2 = 3∆J
2∑

k=1

Ω2
k(γ2kγ3ke1 − γ1kγ3ke2).

×òîáû íàéòè âîçìóùåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

ïî ôîðìóëå (3.3.2). Ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå

ðàâíî

∆ω̇21 = MJ−1
0 = 3∆Jω2

0J
−1
0

2∑
k=1

ε2kγ3k(γ2ke1−γ1ke2) = 3Ωω0

2∑
k=1

ε2kγ3k(γ2ke1−γ1ke2)

Çäåñü áûëî ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå äëÿ Ω èç ôîðìóëû (3.2.6).

Âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ôîðìóëå (3.3.2) ïðåäñòàâèì ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìàëûõ ïîðÿäêà ε â âèäå

∆ω̇22 = −J−1
0 [ω1 × J1[εu1 + εu2]ω1] ∼= −ω2

0J
−1
0 [e3 × J1[εu1 + εu2]e3] =

= −ω2
0J

−1
0 (J23e1 − J12e2) .

Ìàòðèöà òåíçîðà èíåðöèè áåðåòñÿ ñîãëàñíî (3.1.7). Êîìïîíåíòû òåíçîðà

èíåðöèè Jij âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé εu1 + εu2. Ó÷èòûâàÿ îïðåäå-

ëåíèå (3.2.6) óãëîâîé ñêîðîñòè Ω, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà

èíåðöèè â êðàòêîì âèäå:

Jii[εuk] = Ωω−1
0 J0ε

2
k(1− 3γ2ik), Jij[εuk] = 3Ωω−1

0 J0ε
2
kγikγjk, k = 1, 2, i ̸= j (3.3.4)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.3.4), ïðåäñòàâèì ∆ω̇22 â ôîðìå

∆ω̇22
∼= −3Ωω0

2∑
k=1

ε2kγ3k(γ2ke1 − γ1ke2).
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Äàëåå çàìåòèì ∆ω̇21 +∆ω̇22 = 0.

Èíòåãðàë îò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (3.3.2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∆ω23 = −J−1
0

∫
J̇1[εu1 + εu2]ω1dt ∼= −ω0J

−1
0 J1[εu1 + εu2]e3 =

= ω0J
−1
0 (J13e1 + J23e2 − J33e3) .

Èòàê, âàðèàöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ∆ω2, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (3.3.2), ïðè-

ìåò âèä

∆ω2
∼= Ω

2∑
k=1

ε2k(3γ3kγ1ke1 + 3γ3kγ2ke2 − (1− 3γ23k)e3)

Îñòàâèâ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü îò J33, ïîëó÷èì

∆ω2 = 3Ω
2∑

k=1

ε2k(γ3kγ1ke1 + γ3kγ2ke2 +
1

2
sin2 θ cos 2ψke3)

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè øàðà∆ω1+

∆ω2 ÷åðåç p, q, r è ïîëó÷èì



p = b cos ε0φ+ 3Ω sin θ
2∑

k=1

ε2k cos εkφ(sinφ sin εkφ+ cos θ cosφ cos εkφ),

q = b sin ε0φ+ 3Ω sin θ
2∑

k=1

ε2k cos εkφ(cosφ sin εkφ− cos θ sinφ cos εkφ),

r =
3Ω

2
sin2 θ

2∑
k=1

ε2k cos 2εkφ.

(3.3.5)

Çäåñü ε0 = Ω/ω0. Âåëè÷èíû p, q, r èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè ε è ïðåäñòàâëÿþò-

ñÿ ñóììîé òðåõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâûå ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå êîýôôèöè-

åíòó b, îïðåäåëÿþò ÷àíäëåðîâñêóþ ïðåöåññèþ ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ øàðà

âîêðóã îñè Cx3, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî øàðà â

íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ãðóïïû ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿì k = 1 è k = 2 â ñóììàõ, ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé

(3.3.5), è îïðåäåëÿþò âîçìóùåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè øàðà îò âîçäåéñòâèÿ ãðà-

âèòàöèîííûõ ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî Ëóíû è Ñîëíöà. Íàïîìíèì, ÷òî óãîë φ â

ôîðìóëàõ (3.3.5) ÿâëÿåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà Çåìëè â åå ñóòî÷íîì âðàùåíèè è

ñâÿçàí ñî âðåìåíåì ñîîòíîøåíèåì φ = ω0t.
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Èç óðàâíåíèé (3.3.5) ñëåäóåò, ÷òî ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà îïè-

ñûâàåò êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (p, q) òèïà ýëëèïñà ñ èçìåíÿþùåéñÿ ôîðìîé è

âîçìóùåííûìè ó÷àñòêàìè, êîãäà ýëëèïñ ñòÿãèâàåòñÿ ïî÷òè â òî÷êó, à çàòåì

óâåëè÷èâàåòñÿ äî èñõîäíûõ ðàçìåðîâ. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè îòðèöà-

òåëüíîå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à öåíòðû ýâîëþöèîíèðóþùèõ ýëëèïñîâ äâèæóò-

ñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè.

3.4 Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ äàííûõ íà ïðèìåðå

ïëàíåòû Çåìëÿ

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ Çåìëè, Ëóíû è

Ñîëíöà. Ïîñêîëüêó öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îáùåãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ î ïîâåäåíèè ïîëþñîâ Çåìëè, à íå òî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, òî ïîäñòàâëÿ-

åìûå çíà÷åíèÿ áóäóò áðàòüñÿ èç îáùèõ ñïðàâî÷íûõ ìàòåðèàëîâ. À òàêæå íå

áóäóò âûñ÷èòûâàòüñÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé è ðàñ÷åòîâ.

Óãîë íàêëîíà θ îñè âðàùåíèÿ Çåìëè îò ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè ýêëèï-

òèêè ðàâåí 23◦27′.

Íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã îñè Cx3

ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ω0 = 7, 29 ∗ 10−5c−1. Ýòè æå çíà÷åíèÿ èìåþò ïàðàìåòðû

Ω3 = Ω4 = 7, 29 ∗ 10−5c−1. Óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà è

Ëóíû âîêðóã Çåìëè âûðàæàëèñü ÷åðåç íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå óãëâîîé ñêîðî-

ñòè Çåìëè âîêðóã ñâîåé òðåòüåé îñè: Ωk = εkω0, k = 1, 2. Çäåñü áåçðàçìåðíûå

âåëè÷èíû ε1 = 3, 66 ∗ 10−2, ε2 = 2, 74 ∗ 10−3.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ïîëþñîâ Çåìëè ðàâíà Ω = 1, 7 ∗
10−7c−1, à ðàçíîñòü ìåæäó ýêâàòîðèàëüíûì è ïîëÿðíûì ðàäèóñàìè ∆R = 22 ∗
103 ì. Ðàäèóñ íåäåôîðìèðîâàííîé ïëàíåòû ïðèìåì ðàâíûì r0 = 6, 37 ∗ 106 ì, à
åå ïëîòíîñòü ρ = 5, 57 ∗ 103 êã/ì3.

Êàê áûëî ïîëó÷åíî â çàäà÷å, íå ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ ïî-

ëåé Ëóíû è Ñîëíöà, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè îïèñûâàþò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ

(ñì. óðàâíåíèÿ (3.2.4)). Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè ñâîåì äâèæåíèè çàìå-

òàåò êîíóñ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Cx1x2x3, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé. Îñü ýòîãî

êîíóñà ñîâïàäàåò ñ îñüþ Cx3. Ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé

ñêîðîñòüþ è èìååò ïåðèîä ×àíäëåðà Tc = 428 ñóòîê [104].

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ïàðàìåòðû â ôîðìóëû (3.2.6), (3.2.7) íàéäåì êîíñòàíòû, õà-
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ðàêòåðèçóþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà Çåìëè:

E = 2, 4 ∗ 1010 êã/ìc2, ν = −0, 83

Òàêèì îáðàçîì, ïëàíåòà Çåìëÿ â äàííîé ìîäåëè, îêàçûâàåòñÿ, èìååò îòðè-

öàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Òàêèå ìàòåðèàëû íàçûâàþòñÿ àóêñåòèêàìè,

èõ îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ìàòåðèàëû-àóêñåòèêè

ñòàíîâÿòñÿ òîëùå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïðèëîæåííîé ñèëå.

×òî êàñàåòñÿ àìïëèòóäû ïðåöåññèè, òî ñîãëàñíî èçìåðåíèÿì (ñì. ðèñ.1.7 â

[104]) óãëîâîå îòêëîíåíèå îñè âðàùåíèÿ Çåìëè îò îñè Cx3 ðàâíî 0, 25′′ = 1, 2 ∗
10−6 ðàä. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò b â ôîðìóëå (3.2.5) ðàâåí 1, 2 ∗
10−6ω0 = 8, 8 ∗ 10−11c−1.

Åñëè ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ïðèòÿæåíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà, òî ìû ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèÿ (3.3.5). Çäåñü ε0 = Ω/ω0 = 2, 3 ∗ 10−3. Íàïîìíèì, ÷òî óãîë φ â ôîðìóëàõ

(3.3.5) ÿâëÿåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà Çåìëè â åå ñóòî÷íîì âðàùåíèè è ñâÿçàí ñî

âðåìåíåì ñîîòíîøåíèåì φ = 7.29 ∗ 10−5t.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ îò Ëóíû áîëüøå âîçìóùåíèé îò Ñîëí-

öà â ε21/ε
2
2
∼= 178 ðàç.

Èç óðàâíåíèé (3.3.5) ñëåäóåò, ÷òî ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà îïè-

ñûâàåò êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (p, q) òèïà ýëëèïñà ñ èçìåíÿþùåéñÿ ôîðìîé è

âîçìóùåííûìè ó÷àñòêàìè, êîãäà ýëëèïñ ñòÿãèâàåòñÿ ïî÷òè â òî÷êó, à çàòåì

óâåëè÷èâàåòñÿ äî èñõîäíûõ ðàçìåðîâ. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè îòðèöà-

òåëüíîå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à öåíòðû ýâîëþöèîíèðóþùèõ ýëëèïñîâ äâèæóò-

ñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

÷àíäëåðîâñêîé ïðåöåññèè.

Ïîäñòàâèì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëû (3.3.5) è ïîëó-

÷èì

p ∗ 1010 = 0, 88 cos 0, 0023φ+ 1, 38 sin 0, 073φ sinφ+ 1, 26 cosφ(1 + cos 0, 073φ)+

+0, 00261 sin 0, 0055φ sinφ+ 0, 0024 cosφ(1 + cos 0.0055φ),

q ∗ 1010 = 0, 88 sin 0, 0023φ+ 1, 38 sin 0, 073φ cosφ− 1, 26 sinφ(1 + cos 0, 073φ)+

+0, 00261 sin 0, 0055φ cosφ− 0, 0024 sinφ(1 + cos 0, 0055φ)

r ∗ 1010 = 0, 54 cos 0, 073φ+ 0, 003 cos 0, 0055φ.
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Ãðàôèêè ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ôîðìóë, ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñ. 3.4 - 3.9.

Íà ðèñ. 3.4, 3.5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðâîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè

p ∗ 1010. Íà ïåðâîì ðèñóíêå ïðîìåæóòîê âðåìåíè îõâàòûâàåò 2 ãîäà çåìíîãî

âðåìåíè, íà âòîðîì � îäèí ìåñÿö.

Íà ðèñ. 3.6, 3.7 íàðèñîâàíû ãðàôèêè âòîðîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè q∗
1010. Òàêæå íà ïåðâîì ðèñóíêå ïðîìåæóòîê âðåìåíè îõâàòûâàåò 2 ãîäà çåìíîãî

âðåìåíè, íà âòîðîì � îäèí ìåñÿö.

Íà ðèñ. 3.8, 3.9 íàðèñîâàíû ãðàôèêè òðåòüåé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè

r ∗ 1010 â òå÷åíèå 2 ëåò è 1 ìåñÿöà.
Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, êîîðäèíàòû p, q âîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ óãëîâîé

ñêîðîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ êîëåáàíèé ñ èçìåíÿþùèìèìñÿ àì-

ïëèòóäàìè. Áîëüøèå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ïåðèîäîì ×àíäëåðà 428 äíåé, à

ìàëûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì îäíè ñóòêè. Èõ àìïëèòóäû ìåíÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì

13,6 ñóòîê (ïîëìåñÿöà) è 182,5 ñóòîê (ïîëãîäà). Âîçìóùåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè â

ïðîåêöèè íà îñü Cx3 ñêëàäûâàþòñÿ èç ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, êîòîðîé ìû ïðåíå-

áðåãëè ïðè âûïèñûâàíèè îáùèõ ôîðìóë, è ïåðèîäè÷åñêèõ äîáàâîê ñ ïåðèîäàìè

ïîëìåñÿöà è ïîëãîäà.
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Ðèñ. 3.4: Ãðàôèê ïåðâîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè p∗1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 4584
(2 ãîäà çåìíîãî âðåìåíè)

Ðèñ. 3.5: Ãðàôèê ïåðâîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè p ∗ 1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 171
(îäèí ìåñÿö çåìíîãî âðåìåíè)
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Ðèñ. 3.6: Ãðàôèê âòîðîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè q ∗1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 4584
(2 ãîäà çåìíîãî âðåìåíè)

Ðèñ. 3.7: Ãðàôèê âòîðîé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè q ∗ 1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 171
(îäèí ìåñÿö çåìíîãî âðåìåíè)
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Ðèñ. 3.8: Ãðàôèê òðåòüåé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè r∗1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 4584
(2 ãîäà çåìíîãî âðåìåíè)

Ðèñ. 3.9: Ãðàôèê òðåòüåé êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè r ∗1010 äëÿ 0 ≤ φ ≤ 171
(îäèí ìåñÿö çåìíîãî âðåìåíè)
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Íà ðèñ. 3.10 ïðåäñòàâëåíà òðàåêòîðèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè (1010p, 1010q) äëÿ

0 ≤ φ ≤ 50, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïåðâûå 8 äíåé, à íà ðèñ. 3.11 � òðàåêòîðèÿ òî÷êè

(1010p, 1010q) äëÿ 716 ≤ φ ≤ 766 (îò 114 äíÿ äî 122 äíÿ). Èç âèäà ãðàôèêà íà

ðèñ. 3.10 - 3.11 ñëåäóåò, ÷òî ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà îïèñûâàåò êðè-

âóþ íà ïëîñêîñòè (p, q) òèïà ýëëèïñà ñ èçìåíÿþùåéñÿ ôîðìîé è âîçìóùåííûìè

ó÷àñòêàìè, êîãäà ýëëèïñ ñòÿãèâàåòñÿ ïî÷òè â òî÷êó, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ äî

èñõîäíûõ ðàçìåðîâ. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè îòðèöàòåëüíîå � ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, à öåíòðû ýâîëþöèîíèðóþùèõ ýëëèïñîâ äâèæóòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷àíäëåðîâñêîé ïðå-

öåññèè. Â ðàáîòå [104] ïðèâåäåíû ãðàôèêè âàðèàöèé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ

Çåìëè, â êîòîðûõ òàêæå íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò áèåíèé.

Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè íå ó÷òåíû âîçìóùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñåçîííûìè

êëèìàòè÷åñêèìè ôàêòîðàìè è ñ äèíàìèêîé àòìîñôåðû [104].
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Ðèñ. 3.10: Òðàåêòîðèÿ êîíöà âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè íà ïëîñêîñòè
(1010p, 1010q) äëÿ 0 ≤ φ ≤ 50 (ïåðâûå 8 äíåé)

Ðèñ. 3.11: Òðàåêòîðèÿ êîíöà âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè íà ïëîñêîñòè
(1010p, 1010q) äëÿ 716 ≤ φ ≤ 766 (îò 114 äíÿ äî 122 äíÿ)
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Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ ýâîëþöèè âðàùà-

òåëüíûõ äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðåíî äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è ïîëîñòüþ, çà-

ïîëíåííîé âÿçêîé æèäêîñòüþ, ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ñèë. Ïîëîñòü

ðàññìàòðèâàëàñü äâóõ òèïîâ: ñôåðè÷åñêàÿ è ýëëèïñîèäàëüíàÿ, íî áëèçêàÿ ê

ñôåðè÷åñêîé. Âÿçêîñòü æèäêîñòè ñ÷èòàëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òî ïîçâîëè-

ëî ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ è óñðåäíåíèÿ ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ äâèæåíèÿ òåëà ñ æèäêîñòüþ.

Áûëè âûïèñàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå. Äëÿ ñôåðè÷å-

ñêîé ïîëîñòè òåëî ðàññìàòðèâàëîñü ëèáî áëèçêèì ê øàðó, ëèáî áëèçêèì ê îñå-

ñèììåòðè÷íîìó òåëó. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðè-

áëèæåíèè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òåëî âûòÿíóòî

âäîëü îäíîé èç ñâîèõ ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, òî ýòà îñü àñèìïòîòè÷åñêè ñòðå-

ìèòñÿ ìàêñèìàëüíî îòêëîíèòüñÿ îò ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ. Åñëè òåëî ñïëþùåíî âäîëü îäíîé èç ñâîèõ ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, òî

ýòà îñü ñòðåìèòüñÿ ñîâïàñòü ñ âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.

Äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòè ðàññìîòðåíî òâåðäîå òåëî, áëèçêîå ê îñåñèì-

ìåòðè÷íîìó. Ïîëó÷åíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ðåøåíèå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì çàäà÷è. Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííî-

ñòåé ïîëîñòè, íî ïðè ÿðêî âûðàæåííîì ñïëþñíóòîì èëè âûòÿíóòîì òâåðäîì

òåëå ðåøåíèå àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî ïîëó÷åíî äëÿ çàäà÷è ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëî-

ñòüþ.

Îòäåëüíî ðàññìîòðåíî äâèæåíèå âÿçêîóïðóãîé ïëàíåòû â ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïëàíåòà ìîäåëèðóåòñÿ îäíîðîä-

íûì èçîòðîïíûì âÿçêîóïðóãèì òåëîì èç ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà è â åñòå-

ñòâåííîì íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè èìåþò ôîðìó øàðà.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïëàíåòû âîêðóã öåíòðà

ìàññ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðèòÿãèâàþùèå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
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êîñòè è äâèãàþòñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ øàðà ïî êðóãîâûì îðáèòàì. Îïèñàíî

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîãî øàðà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øàðà âîêðóã öåíòðà ìàññ.

Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìóùåííîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ

ñîñòàâëÿþùèõ. Îäíà èç íèõ � ýòî ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ, ïîðîæäåííàÿ öåíòðî-

áåæíûìè ñèëàìè èíåðöèè. Âòîðàÿ � ýòî âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ

êîîðäèíàòû âîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè îáðàçóþò áèåíèÿ, à íà

ïëîñêîñòè ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò òðàåêòîðèÿ ïîëþñà èìååò ôîðìó ñõîäÿùåãî-

ñÿ è ðàñõîäÿùåãîñÿ ýëëèïñà. Â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè áûëè ïîëó÷åíû

âûðàæåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ ïëàíåòû Çåìëÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíû â ñðàâ-

íåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûå â [104].

Ïîëó÷åíû òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èíåðöèè â ïåðâîì ïðè-

áëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé,

áûëî âûðàæåíî îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå óïðóãîãî øàðà âäîëü îñè âðàùåíèÿ ÷åðåç

êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè: ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ýòè êîýô-

ôèöèåíòû óïðóãîñòè ïîñ÷èòàíû äëÿ äàííûõ Çåìëè êàê îäíîðîäíîãî óïðóãîãî

øàðà. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ìàòåðèàë Çåìëè ÿâëÿåòñÿ àóêñå-

òèêîì.
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