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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïîíÿòèå êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ïîÿâèëîñü â 1960-õ ãîäàõ â ðà-

áîòàõ Êîëìîãîðîâà1, Ñîëîìîíîâà2 è ×åéòèíà3,4. Êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæ-

íîñòü ìîæíî îïðåäåëÿòü äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, íî äîñòàòî÷íî

ðàññìàòðèâàòü äâîè÷íûå ñëîâà, ò.å. êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íó-

ëåé è åäèíèö. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñëîæíîñòü ñëîâà åñòü ñëîæíîñòü åãî

àëãîðèòìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, ò.å. äëèíà êðàò÷àéøåé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ

ïå÷àòàåò ýòî ñëîâî íà ïóñòîì âõîäå. Òàêæå ðàññìàòðèâàþò óñëîâíóþ

ñëîæíîñòü îäíîãî ñëîâà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî, ò.å. äëèíó êðàò÷àéøåé

ïðîãðàììû, ïå÷àòàþùåé ïåðâîå ñëîâî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íà âõîä âòîðîãî.

Ðàçóìååòñÿ, ýòè îïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò îò òîãî, êàêîé ÿçûê ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ, íî ñîãëàñíî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà�

Ñîëîìîíîâà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè êî-

òîðîì ñëîæíîñòè âñåõ ñëîâ ìèíèìàëüíû ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé

êîíñòàíòû. Ýòî ïîçâîëÿåò íå ññûëàòüñÿ íà êîíêðåòíûé ÿçûê ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ è ïðè ýòîì ôîðìóëèðîâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè

ñëîæíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñëîâ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñ òî÷-

íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé òîëüêî îò âûáîðà îïòè-

ìàëüíîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ è íå çàâèñÿùåé îò êîíêðåòíûõ ñëîâ.

Â ôîðìóëèðîâêàõ ýòà êîíñòàíòà òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç O(1).

(Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äðóãîãî àä-

äèòèâíîãî ñëàãàåìîãî: O(log n), O(log3 n) è ò.ï.) Ê ñîæàëåíèþ, äî ñèõ

ïîð íå ñëîæèëîñü åäèíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëîæíîñòè. Â äèññåðòàöèè

ñëîæíîñòü ñëîâà x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(x), à óñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ñëîâà

x îòíîñèòåëüíî y � ÷åðåç C(x|y).
Òàêæå ðàññìàòðèâàþò êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèåì íà

ðåñóðñû.5 Â ýòîì ñëó÷àå ïðîãðàììà, ãåíåðèðóþùàÿ ñëîâî, äîëæíà áûòü

1À.Í. Êîëìîãîðîâ. Òðè ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ �Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè� // Ïðî-
áëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. � 1965. � Ò.1. �1. � Ñ. 3�11.

2R.J. Solomono�. A Formal Theory of Inductive Inference, Part 1, Part 2 // Information and Control
(now Infromation and Computation). � 1964. � V. 7. � P. 1�22, 224�254.

3G.J. Chaitin. On the length of programs for computing binary sequences // Journal of the ACM �
1966. � V. 13. �4. � P. 547�569.

4G.J. Chaitin. On the length of programs for computing binary sequences: statistical considerations
// Journal of the ACM. � 1969. � V. 16. �1. � P. 145�159.

5M. Li, P.M.B. Vit�anyi. An Introduction to Kolmogorov Complexity and its Applications. � 3rd
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íå òîëüêî êîðîòêîé, íî è èñïîëüçóþùåé îãðàíè÷åííûå âû÷èñëèòåëüíûå

ðåñóðñû, à èìåííî âðåìÿ ðàáîòû è ïàìÿòü. Ðàçóìååòñÿ, ïðè íàëîæåíèè

ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ñëîæíîñòü íå óìåíüøàåòñÿ. Âàæíî,

÷òî â îòëè÷èå îò ñëîæíîñòè áåç îãðàíè÷åíèé ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèÿìè

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ñëîæíîñòü íåêîòîðîãî ñëîâà ìàëà, ÷à-

ñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèé ïðèíöèï, âîñõîäÿùèé ê Ñèïñåðó:6 ýëåìåíòû

ëþáîãî íåáîëüøîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ïðîñòû. Áîëåå òî÷íî: åñ-

ëè ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò íå áîëüøå K ñëîâ äëèíû n, òî

âñå ýòè ñëîâà èìåþò ñëîæíîñòü íå áîëüøå logK + log n + O(1). Äåé-

ñòâèòåëüíî, êàæäîå èç íèõ ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëÿþùèì àëãîðèòìîì,

äëèíîé n è íîìåðîì â ïåðå÷èñëåíèè ñëîâ äàííîé äëèíû. Ýòî íàáëþäåíèå

ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæ-

íîñòè ÷åðåç êîìáèíàòîðíûå êîíñòðóêöèè: ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ íåêîòîðîå

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, çàòåì êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè äîêàçûâà-

åòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà åãî ðàçìåð, è, íàêîíåö, äåëàåòñÿ âûâîä î ìàëîé

ñëîæíîñòè ëþáîãî âõîäÿùåãî â íåãî ñëîâà. Áîëåå òîãî, åñëè ïåðå÷èñ-

ëÿþùèé àëãîðèòì âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâåí, òî ñëîæíîñòü ñ îãðàíè-

÷åíèåì íà ðåñóðñû òàêæå ìàëà. Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ äâà ïðèìåðà

òàêîãî ïîäõîäà.

Âî-ïåðâûõ, èçó÷àåòñÿ òåîðåìà Ìó÷íèêà îá óñëîâíîì êîäèðîâàíèè.7

Îíà ãëàñèò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñëîâ a è b, òàêèõ ÷òî C(a|b) < k, íàéä¼ò-

ñÿ ñëîâî p äëèíû k, äëÿ êîòîðîãî îäíîâðåìåííî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

C(a|b, p) = O(log n) è C(p|a) = O(log n), ãäå n = C(a). Èíûìè ñëîâà-

ìè, ñðåäè âñåõ îïèñàíèé a ïðè èçâåñòíîì b íàéä¼òñÿ p, ïðîñòîå îòíî-

ñèòåëüíî a. Ïðèíöèï äîêàçàòåëüñòâà òàêîé: ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå

ñåìåéñòâî õåø-ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ñëîâà äëèíû n â ñëîâà äëèíû

k. Ñëîâî p ñòðîèòñÿ êàê îáðàç ñëîâà a, ïîýòîìó äëÿ åãî îïèñàíèÿ òðåáó-

åòñÿ ëèøü çàäàòü íîìåð õåø-ôóíêöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû a ìîæíî áûëî

âîññòàíîâèòü ïî b è p, íóæíî ÷òîáû p ìîãëî áûòü âûáðàíî êàê õåø-

çíà÷åíèå ó íå ñëèøêîì áîëüøîãî ÷èñëà ñëîâ, èìåþùèõ ñëîæíîñòü íå

áîëüøå k ïðè óñëîâèè b. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, íàëîæèâ ñïåöèàëüíûå

Edition. � Springer, 2008. � XXIV, 792 p.
6M. Sipser. A Complexity Theoretic Approach to Randomness // Proceedings of the 15th Annual

ACM Symposium on Theory of Computing. � 1983. � P. 330�335.
7An.A. Muchnik. Conditional Complexity and Codes // Theoretical Computer Science. � 2002. �

V. 271. �1�2. � P. 97�109.
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êîìáèíàòîðíûå òðåáîâàíèÿ íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Ñàì Àí.À.Ìó÷íèê

èñïîëüçîâàë ñâîéñòâî ýêñïàíäåðà, À.Øåíü8 èñïîëüçîâàë ñâîéñòâî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îíëàéí-ïàðîñî÷åòàíèé, à â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî

ðàññìîòðåòü ñâîéñòâî ýêñòðàêòîðà.

Ïîíÿòèå ýêñòðàêòîðà áûëî ââåäåíî â íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ â ðàáîòå

Í.Íèñàíà è Ä.Öóêåðìàíà9 êàê òåõíè÷åñêèé èíñòðóìåíò. Íåôîðìàëüíî

ãîâîðÿ, ýêñòðàêòîð � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò íà âõîä äâå �íå

î÷åíü õîðîøèå� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðåâðàùàåò èõ â �ïî÷òè ñëó÷àé-

íûå�. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèé è

ïðèëîæåíèé ýêñòðàêòîðîâ10,11,12, ê êîòîðûì äèññåðòàöèÿ äîáàâëÿåò åù¼

îäíî.

Àí.À.Ìó÷íèê òàêæå äîêàçàë âàðèàöèþ òåîðåìû äëÿ äâóõ óñëîâèé.

Îíà ãëàñèò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñëîâ a, b è c, òàêèõ ÷òî C(a|b) < k è

C(a|c) < l, ãäå l 6 k, íàéä¼òñÿ ñëîâî p äëèíû k, òàêîå ÷òî äëÿ íåãî

âåðíû ñîîòíîøåíèÿ C(a|b, p) = O(log n) è C(p|a) = O(log n), à äëÿ åãî

íà÷àëà q äëèíû l âåðíî C(a|c, q) = O(log n). Ìîæíî îáîáùèòü ýòó òåîðå-

ìó íà ëþáîå êîíñòàíòíîå è äàæå ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî óñëîâèé. Èíûìè

ñëîâàìè, ïðîãðàììû, ïðåâðàùàþùèå ðàçíûå ñëîâà â a, íå òîëüêî ïðî-

ñòû îòíîñèòåëüíî a, íî è ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñàìè îäíîé è òîé æå äëèííîé

ïðîãðàììû ñ òî÷íîñòüþ äî íåáîëüøèõ äîáàâîê ëîãàðèôìè÷åñêîé äëè-

íû. Ïðèíöèï äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû òàêîé æå, íî êîìáèíàòîðíîå

óñëîâèå íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé áóäåò íåñêîëüêî äðóãèì.

Âòîðûì ïðèìåðîì ïàðàëëåëèçìà ìåæäó ñëîæíîñòíûìè è êîìáèíà-

òîðíûìè óòâåðæäåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êîëìî-

ãîðîâñêèõ ýêñòðàêòîðîâ (îáû÷íûõ è óñèëåííûõ). Êîëìîãîðîâñêèì ýêñ-

òðàêòîðîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, çíà÷åíèå êîòîðîé èìå-

åò ìåíüøèé äåôåêò ñëó÷àéíîñòè, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó äëèíîé è ñëîæ-

íîñòüþ, ÷åì êàæäûé èç å¼ àðãóìåíòîâ. Åñëè �óñëîâíûé äåôåêò ñëó÷àé-

8A. Shen. Combinatorial Proof of Muchnik's Theorem // M. Hutter, W. Merkle, P. Vitanyi,
eds. Kolmogorov complexity and applications. � 2006. � Dagstuhl Seminar Proceedings 06051. �
http://drops.dagstuhl.de/opus/volltexte/2006/625.

9N. Nisan, D. Zuckerman. Randomness is Linear in Space // Journal of Computer and System
Sciences. � 1996. � V. 52. �1. � P. 43�52.

10R. Shaltiel. Recent Developments in Explicit Constructions of Extractors // Current and Trends
in Theoretical Computer Science: The Challenge of the New Century. Volume 1: Algorithms and
Complexity. � World Scienti�c, 2002. � P. 189�228.

11R. Shaltiel. An Introduction to Randomness Extractors // Proceedings of the International
Conference on Automata, Languages and Programming. � 2011. � LNCS V. 6756. �2. � P. 21�41.

12S. Vadhan. Pseudorandomness. � Draft survey/monograph. � 2012. �
http://people.seas.harvard.edu/ salil/pseudorandomness/
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íîñòè�, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó äëèíîé è óñëîâíîé ñëîæíîñòüþ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ïðè óñëîâèè îäíîãî èç àðãóìåíòîâ, òàêæå óìåíüøàåòñÿ, òî

òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ óñèëåííûì êîëìîãîðîâñêèì ýêñòðàêòîðîì.

Êîëìîãîðîâñêèå ýêñòðàêòîðû áûëè îïðåäåëåíû Äæ. Õè÷êîêîì è ñîàâ-

òîðàìè13,14 è çàòåì èçó÷àëèñü Ì. Çèìàíäîì15,16,17. Çèìàíä îïðåäåëèë

êîìáèíàòîðíûå ïîíÿòèÿ ï¼ñòðûõ è ðàâíîìåðíî ï¼ñòðûõ òàáëèö, äîêà-

çàë èõ ñóùåñòâîâàíèå è ïîêàçàë, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êîëìîãîðîâñêèìè

ýêñòðàêòîðàìè (îáû÷íûìè è óñèëåííûìè).

Îñíîâíîé òåìîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èçâåñòíûõ

ðåçóëüòàòîâ î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè íà ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíè-

åì íà ðåñóðñû. Äîñòèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè íå òàê ìíîãî. Ìîæíî

îòìåòèòü ðåçóëüòàò Ò. Ëè è À.Å. Ðîìàùåíêî18 î ñèììåòðèè èíôîðìà-

öèè, à òàêæå ðàáîòó Ã. Áþðìàíà, Ò. Ëè è Ä. âàí Ìåëêåáååêà î ñæàòèè

ÿçûêîâ.19 Äëÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû ñòàíîâèòñÿ âàæíà

ìîäåëü âû÷èñëåíèé: èñïîëüçîâàíèå íåäåòåðìèíèçìà è/èëè ñëó÷àéíîñòè

ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ñëîæíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àþò CAM-

ñëîæíîñòü äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âåðîÿòíîñòíûõ âû÷èñëåíèé. Ýòà

ìîäåëü áûëà ââåäåíà Ë. Áàáàåì20 è ïîëó÷èëà ìåòàôîðè÷åñêîå íàçâàíèå

èãð Àðòóðà�Ìåðëèíà. Ìåòàôîðà îáúÿñíÿåòñÿ òàê: âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèò

Àðòóð, áåñåäóþùèé ñ ìàãîì Ìåðëèíîì. Àðòóð ìîæåò áðîñàòü ìîíåòêó

(ò.å. ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå áèòû) è ñîâåðøàòü ïîëèíîìèàëüíûå âû÷èñëå-

íèÿ. Ìåðëèí ìîæåò âû÷èñëÿòü ëþáûå ôóíêöèè (äàæå íå âû÷èñëèìûå

àëãîðèòìè÷åñêè) è ìãíîâåííî óçíà¼ò ñëó÷àéíûå áèòû Àðòóðà. Âçàèìî-

13J.M. Hitchcock, A. Pavan, N.V. Vinodchandran. Kolmogorov Complexity in Randomness Extraction
// ACM Transactions on Computation Theory. � 2011. � V. 3. �1. � P. 1:1�1:15.

14L. Fortnow, J. Hitchcock, A. Pavan, N.V. Vinodchandran, F. Wang. Extracting Kolmogorov
Complexity with Applications to Dimension Zero-One Laws // Information and Computation. � 2011. �
V. 209. �4. � P. 627�636.

15M. Zimand. Two Sources are Better than One for Increasing the Kolmogorov Complexity of In�nite
Sequences // Proceedings of the 3rd Computer Science Symposium in Russia. � 2008. � LNCS,
V. 5010. � P. 326�338.

16M. Zimand. Extracting the Kolmogorov Complexity of Strings and Sequences from Sources with
Limited Independence // Proceedings the 26th Symposium on Theoretical Aspects of Computer
Science. � 2009. � P. 697�708.

17M. Zimand. Impossibility of Independence Ampli�cation in Kolmogorov Complexity Theory //
Proceedings of the 35th International Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science. �
2010. � LNCS, V. 6281. � P. 701�712.

18T. Lee, A. Romashchenko. Resource-Bounded Symmetry of Information Revisited // Theoretical
Computer Science. � 2005. � V. 345. � 2�3. � P. 386�405.

19H. Buhrman, T. Lee, D. van Melkebeek. Language Compression and Pseudorandom Generators //
Computational Complexity. � 2005. � V. 14. � P. 247�274.

20L. Babai. Trading Group Theory for Randomness // Proceedings of the 17th annual ACM
symposium on Theory of computing. � 1985. � P. 421�429.
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äåéñòâèå óñòðîåíî òàê: ñíà÷àëà Àðòóð êèäàåò ìîíåòêó íåîáõîäèìîå ÷èñ-

ëî ðàç, çàòåì Ìåðëèí óçíà¼ò ðåçóëüòàòû è ïîñûëàåò íåêîòîðîå ñîîáùå-

íèå, çàòåì Àðòóð ïðîâîäèò ïîëèíîìèàëüíûå âû÷èñëåíèÿ è âûäà¼ò îòâåò.

Îòâåòîì ìîæåò áûòü ëèáî äâîè÷íîå ñëîâî, ëèáî ñèìâîë îøèáêè⊥. Ñëîâî
x íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû, åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ

áû 2
3 îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: âî-ïåðâûõ, Àðòóð âûäàñò

x ïðè íåêîòîðûõ ñîîáùåíèÿõ Ìåðëèíà; âî-âòîðûõ, ïðè ëþáûõ äðóãèõ

ñîîáùåíèÿõ Ìåðëèíà Àðòóð âûäàñò ëèáî òî æå x, ëèáî ⊥.
Âàæíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, èñïîëüçóåìûì â äèññåðòàöèè,

ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîð ïñåâäî-ñëó÷àéíûõ ÷èñåë Íèñàíà�Âèãäåðñîíà.21,22

Ýòîò ãåíåðàòîð �îáìàíûâàåò� âñå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà è êîíñòàíòíîé ãëóáèíû, ò.å. òàêèå ñõåìû

âûäàþò àñèìïòîòè÷åñêè îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àéíîì ñëîâå è íà

ñëó÷àéíîì çíà÷åíèè ãåíåðàòîðà. Â äèññåðòàöèè ãåíåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ
�íàèâíûì� îáðàçîì, ñðîäíè ðàáîòå À.Å. Ðîìàùåíêî:23 âìåñòî ñëó÷àéíî-

ãî êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûé, ÷òî ñó-

ùåñòâåííî óìåíüøàåò îáëàñòü ïåðåáîðà è ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìû

äëÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû

Îñíîâíîé çàäà÷åé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâÿçåé ìåæäó êîìáèíà-

òîðíûìè êîíñòðóêöèÿìè è óòâåðæäåíèÿìè î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè

è èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñâÿçåé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçâåñòíûõ òåîðåì î

êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè íà ñëîæíîñòü ñ îãðàíè÷åíèåì íà âû÷èñëè-

òåëüíûå ðåñóðñû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàáîòà ñîäåðæèò ÷åòûðå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòà. Ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

Âî-ïåðâûõ, óñòàíîâëåíà ñâÿçü òåîðåìû Ìó÷íèêà îá óñëîâíîì êîäè-

ðîâàíèè è òåîðèè ýêñòðàêòîðîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû Áþðìàíà�

21N. Nisan. Pseudorandom Bits for Constant Depth Circuits // Combinatorica. � 1991. � V. 11. �1.
P. 63�70.

22N. Nisan, A. Wigderson. Hardness vs. Randomness. // Journal of Computer and System Sciences. �
1994. � V. 49. � P. 149�167.

23A.E. Romashchenko. Pseudo-Random Graphs and Bit Probe Schemes with One-Sided Error //
Theory of Computing Systems. � 2014. � V. 55. �2. � P. 313�329.
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Ôîðòíîó�Ëàïëàíò24 äîêàçàíî, ÷òî êîìáèíàòîðíîå ñâîéñòâî ýêñòðàêòîðà

ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó Ìó÷íèêà îá óñëîâíîì êîäèðîâàíèè. Òàêæå

ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íîé òåõíèêîé ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåìó Ìó÷íèêà

äëÿ íåñêîëüêèõ óñëîâèé (âïëîòü äî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà). Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóþòñÿ ïðåôèêñíûå ýêñòðàêòîðû.

Âî-âòîðûõ, äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåìû Ìó÷íèêà äëÿ ñëîæíîñòè ñ

îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü. Ïðèìåíÿþòñÿ äâå òåõíèêè: èñïîëüçîâàíèå ÿâ-

íûõ ýêñòðàêòîðîâ è èñïîëüçîâàíèå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ãåíåðàòîðîâ. Êîì-

áèíàöèåé äâóõ ïîäõîäîâ ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé

òî÷íîñòè ïðè ëþáîì îãðàíè÷åíèè íà ïàìÿòü. Òàêæå äîêàçàíû àíàëîãè

òåîðåìû Ìó÷íèêà äëÿ íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ. Ïðèìåíåíèå òåõíèêè ãå-

íåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîçâîëèëî äîêàçàòü òåîðåìó íå òîëü-

êî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî, íî è äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà óñëîâèé ïðè

ïîëèíîìèàëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ïàìÿòü.

Â-òðåòüèõ, äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ìó÷íèêà äëÿ CAM-ñëîæíîñòè

ñ îãðàíè÷åíèåì íà âðåìÿ. Çäåñü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îáû÷íûì

ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, à äåêîäèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïðè ïîìîùè

àëãîðèòìà èç êëàññà AM.

Â-÷åòâ¼ðòûõ, îïðåäåëåíû è ïîñòðîåíû îáû÷íûå è óñèëåííûå êîëìîãî-

ðîâñêèå ýêñòðàêòîðû ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü. Êîíñòðóêöèè Çèìàíäà,

äîêàçûâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ýêñòðàêòîðîâ ñ îïòèìàëüíûìè ïà-

ðàìåòðàìè, óïðîùåíû è ïåðåëîæåíû äëÿ íîâûõ îïðåäåëåíèé. Èñïîëü-

çîâàíà ðàçðàáîòàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãîâ òåîðåìû Ìó÷íèêà

òåõíèêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ãåíåðàòîðîâ.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-

æäåíèé î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Èñïîëüçîâàíû òàêèå êîìáèíàòîð-

íûå êîíñòðóêöèè, êàê ýêñòðàêòîðû (â ÷àñòíîñòè, ýêñòðàêòîð Òðåâèñàíà)

è ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

24H. Buhrman, L. Fortnow, S. Laplante. Resource bounded Kolmogorov complexity revisited // SIAM
Journal on Computing. � 2002. � V. 31. �3. � P. 887�905.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåä-

ñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíî-

ñòè. Ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, áûëè

èñïîëüçîâàíû25,26 è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷å-

íèåì íà âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, áûëè èçëîæåíû íà ìåæ-

äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Computer Science in Russia� â Íîâîñèáèðñêå

(18�23 àâãóñòà 2009 ã.), â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (14�18 èþíÿ 2011 ã.) è â

Íèæíåì Íîâãîðîäå (3�7 èþëÿ 2012 ã.)

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîä-

íûõ è âñåðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• 8-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî âû÷èñëèìîñòè, ñëîæíîñòè è

ñëó÷àéíîñòè (CCR), Ìîñêâà, 21�23 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.

• 56-ÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ, ñåêöèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè,

Äîëãîïðóäíûé, 25�30 íîÿáðÿ 2013 ã.

• 55-ÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ, ñåêöèÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè,

Äîëãîïðóäíûé, 19�25 íîÿáðÿ 2012 ã.

• Êîëìîãîðîâñêèé ñåìèíàð ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è ñëîæíî-

ñòè îïðåäåëåíèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì.

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2006�2012 ãã.

• Êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ôàêóëü-

òåòà èííîâàöèé è âûñîêèõ òåõíîëîãèé ÌÔÒÈ(ÃÓ), 2009�2013 ãã.

• Ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, 2012 ã.

• Ñåìèíàð Äàâèäà Ãàìàðíèêà â Ìàññà÷óñåòñêîì Òåõíîëîãè÷åñêîì èí-

ñòèòóòå (ÑØÀ), 2012 ã.

25M. Zimand. Symmetry of Information and Bounds on Nonuniform Randomness Extraction via
Kolmogorov Extractors // Proceedings of the 26th IEEE Conference in Computational Complexity. �
2011. � P. 148�156.

26M. Zimand. On the Optimal Compression of Sets in PSPACE // Proceedings of the 18th
International Symposium on Fundamentals of Computation Theory. � 2011. � P. 65�77.
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Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû â ñáîðíè-

êàõ òðóäîâ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé �Computer Science in Russia�

[2; 4; 6] (ñåðèÿ Lecture Notes in Computer Science, âõîäèò â ñèñòå-

ìó Scopus) è ñïåöèàëüíûõ âûïóñêàõ æóðíàëà Theory of Computing

Systems [1; 3; 5] (âõîäèò â ñèñòåìó Web of Science). Â ñîâìåñòíûõ ñòà-

òüÿõ [5] è [6] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Ìó÷íèêà ïðè ïîìîùè ýêñòðàêòîðîâ è òåîðåìà äëÿ CAM-ñëîæíîñòè.

Óïðîù¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîé èç òåîðåì áûëî îïóáëèêîâàíî â ìà-

òåðèàëàõ 55-îé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÌÔÒÈ [7].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáçîðà îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ÷åòûð¼õ

ãëàâ ñ èçëîæåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû èç 65 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 18 èëëþñòðàöèé

è 6 àëãîðèòìîâ, çàïèñàííûõ íà ïñåâäîêîäå. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè

ñîñòàâëÿåò 128 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 118 ñòðàíèö îñíîâíîãî òåêñòà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì äèññåðòàöèè. Îíà ñîäåðæèò îïèñàíèå àê-

òóàëüíîñòè òåìû, öåëè ðàáîòû, ñïèñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâåäåíèè

îá àïðîáàöèè ðàáîòû è ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé.

Â ãëàâå 2 ïðèâåä¼í îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ, èñïîëü-

çóåìûõ â äèññåðòàöèè. Îñâåùåíû òàêèå îáëàñòè, êàê êîëìîãîðîâñêàÿ

ñëîæíîñòü, ýêñòðàêòîðû, êîëìîãîðîâñêèå ýêñòðàêòîðû, ñõåìû èç ôóíê-

öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Òàêæå ïðè-

âåäåíû ôîðìóëèðîâêè âàæíûõ òåõíè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ: âû÷èñëèòåëü-

íîé XOR-ëåììû è íåðàâåíñòâà ×åðíîâà�Õ¼ôôäèíãà. Â àâòîðåôåðàòå

ïðèâåäåíû òîëüêî îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëèðîâêàõ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ òåîðåì.

Â ãëàâå 3 èçëàãàåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìó÷íèêà îá

óñëîâíîì êîäèðîâàíèè ïðè ïîìîùè ýêñòðàêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü U � óíèâåðñàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ

àðãóìåíòîâ. Óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x îòíîñè-
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òåëüíî ñëîâà y íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ñëîâà p, òàêîãî ÷òî

U(p, y) = x. Ýòî ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü C(x|y). Áåçóñëîâíîé êîëìîãî-

ðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x íàçûâàåòñÿ C(x) = C(x|ε), ãäå ε � ïóñòîå

ñëîâî.

Íåôîðìàëüíî òåîðåìà Ìó÷íèêà ãëàñèò ñëåäóþùåå: ñðåäè âñåõ ïðî-

ãðàìì, ïåðåâîäÿùèõ b â a è èìåþùèõ áëèçêóþ ê ìèíèìàëüíîé äëèíó,

íàéä¼òñÿ ïðîãðàììà p, ïðîñòàÿ îòíîñèòåëüíî a. Ôîðìàëüíî òåîðåìà ôîð-

ìóëèðóåòñÿ òàê:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàíû ñëîâà èç íóëåé è åäèíèö a è b è ÷èñëà n è k,

òàêèå ÷òî C(a) < n è C(a|b) < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî p,

÷òî:

• C(a|p, b) 6 O(log n);

• |p| 6 k +O(log n);

• C(p|a) 6 O(log n),

ãäå êîíñòàíòû â O(·)-îáîçíà÷åíèÿõ íå çàâèñÿò îò a, b, n, k, íî ìîãóò

çàâèñåòü îò âûáðàííîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè â îïðåäåëåíèè C.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çíà÷åíèå p âûáèðàåòñÿ

ñðåäè çíà÷åíèé õåø-ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà. ×òîáû áûëà ìàëà

ñëîæíîñòü C(p|a), íóæíî ÷òîáû ñåìåéñòâî áûëî íåáîëüøèì. ×òîáû áûëà

ìàëà ñëîæíîñòü C(a|p, b), íóæíî ÷òîáû äëÿ õåø-ôóíêöèè áûëî íåìíîãî

êîëëèçèé â ìíîæåñòâå Sb = {x | C(x|b) < k} ïðè ëþáîì b. Â äèññåðòàöèè

ïîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü ëþáîé

ýêñòðàêòîð. (Åñëè ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ êàê ñåìåéñòâî

ôóíêöèé ïåðâîãî àðãóìåíòà, ïðîèíäåêñèðîâàííîå çíà÷åíèÿìè âòîðîãî

àðãóìåíòà).

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ Ext: {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m íàçûâàåòñÿ

(k, ε)-ýêñòðàêòîðîì, åñëè äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ

íà {0, 1}n è η íà {0, 1}d, òàêèõ ÷òî Pr [ξ = x] 6 2−k ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì x, à η ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî, è ëþáîãî S ⊂ {0, 1}m âûïîëíåíî∣∣∣Pr [Ext(ξ, η)]− |S|2m

∣∣∣ < ε.

Àí.À. Ìó÷íèê òàêæå äîêàçàë ðàñøèðåíèå òåîðåìû îá óñëîâíîì êî-

äèðîâàíèè íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ óñëîâèé:
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü äàíû äâîè÷íûå ñëîâà a, b è c è ÷èñëà n, k è l, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíî C(a) < n, C(a|b) < k è C(a|c) < l. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò ñëîâà p äëèíû k + O(log n) è q äëèíû l + O(log n, îäíî èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷íèû C(a|p, b), C(a|q, c),
C(p|a) èC(q|a) èìåþò ïîðÿäîê O(log n).

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ìîæíî äîêàçàòü

ïðè ïîìîùè ýêñòðàêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå ïðåôèêñ-

íîãî ýêñòðàêòîðà è âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì27 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâà-

íèå òàêèõ îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (k, ε)-ýêñòðàêòîð Ext: {0, 1}n ×
{0, 1}d → {0, 1}m, ãäå m > k, ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

i 6 k åãî ïðåôèêñ äëèíû m − i ÿâëÿåòñÿ (k − i, ε)-ýêñòðàêòîðîì. Ïîä
ïðåôèêñîì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ Exti : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m−i, ïî-
ëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé îòðåçàíèåì ïîñëåäíèõ i áèòîâ.

Â ãëàâå 4 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå àíàëîãè òåî-

ðåìû Ìó÷íèêà äëÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü.

Îïðåäåëåíèå 6. Êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñëîâà x îòíîñèòåëüíî

ñëîâà y ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü s íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî

ñëîâà p, òàêîãî ÷òî U(p, y) = x è ïðè ýòîì U(p, y) èñïîëüçóåò íå áîëüøå

s ÿ÷ååê ïàìÿòè. Ýòî ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü Cs(x|y).

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñóùåñòâóþò ÿâíûå êîíñòðóêöèè ýêñòðàêòîðîâ,

ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîé òåõíèêè äëÿ ðàñ-

øèðåíèÿ òåîðåìû íà ñëó÷àé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü. Â

äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äàíû äâîè÷íûå ñëîâà a è b, à òàêæå ÷èñëà n, k

è s, äëÿ êîòîðûõ âåðíî Cs(a) < n è Cs(a|b) < k. Ïóñòü ÷èñëà d

è q òàêîâû, ÷òî ïðè ëþáîì l 6 k ñóùåñòâóåò (l, 0.25)-ýêñòðàêòîð

Extl : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}l, âû÷èñëèìûé íà ïàìÿòè q (äëÿ íåêî-

òîðîé çàðàíåå ôèêñèðîâàííîé óíèâåðñàëüíîé ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû

Òüþðèíãà). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî p, ÷òî:

• CO(s+q+n2)(a|p, b) 6 d+O(log n);

27Í. Àëîí, Äæ. Ñïåíñåð. Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå. � Ì.: ÁÈÍÎÌ, 2011. � 320 c.
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• |p| 6 k +O(log n);

• CO(q)(p|a) 6 d+O(log n).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì íàèëó÷øèõ èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé ýêñòðàêòîðîâ28

ìîæíî ïîëó÷èòü áåçóñëîâíîå ñëåäñòâèå, â êîòîðîì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåðà-

âåíñòâ âìåñòî d+O(log n) ñòîÿò O(log3 n).

Äàëåå, äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà �íàèâíîé äå-

ðàíäîìèçàöèè�. Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íóæíî íàéòè õåø-ôóíêöèþ,

èìåþùóþ ìàëî êîëëèçèé âíóòðè êàæäîãî ìíîæåñòâà Sb,s = {x |
Cs(x|b) < k}. Ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà íåìíîãî îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âñåõ

ìíîæåñòâ ðàçìåðà 2k: ýêñïîíåíòà âìåñòî äâîéíîé ýêñïîíåíòû. Â òî æå

âðåìÿ êîíñòðóêöèÿ ñ ýêñòðàêòîðàìè ãàðàíòèðóåò ìàëîñòü ÷èñëà êîë-

ëèçèé äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ðàçìåðà 2k. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, êàê ìîæíî

îáîéòèñü ëèøü îäíîé ôóíêöèåé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ãåíå-

ðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë Íèñàíà�Âèãäåðñîíà. Äëÿ ýòîãî íóæíî

ñîâåðøèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ:

1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëîãî

÷èñëà êîëëèçèé ñ îòäåë¼ííîé îò íóëÿ âåðîÿòíîñòüþ;

2. Äîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî ìàëîñòè ÷èñëà êîëëèçèé ðàñïîçíà¼òñÿ ñõå-

ìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà è

êîíñòàíòíîé ãëóáèíû;

3. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ãåíåðàòîðà Íèñàíà�Âèãäåðñîíà �îáìà-

íûâàòü� âñå òàêèå ñõåìû è ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñðåäè åãî çíà÷åíèé

âñòðå÷àåòñÿ êîä íóæíîé ôóíêöèè;

4. Ïîêàçàòü, ÷òî íóæíûé àðãóìåíò ãåíåðàòîðà ìîæíî íàéòè íà ïîëè-

íîìèàëüíîé ïàìÿòè.

Â ðåçóëüòàòå äîêàçûâåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äàíû äâîè÷íûå ñëîâà a è b, à òàêæå ÷èñëà n, k è s,

äëÿ êîòîðûõ âåðíî |b| < n, Cs(a) < n è Cs(a|b) < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ñëîâî p, ÷òî:

• CO(s)+poly(n)(a|p, b) 6 O(log log s) +O(log n);

• |p| 6 k +O(log n);

28R. Raz, O. Reingold, S. Vadhan. Extracting All the Randomness and Reducing the Error in
Trevisan's Extractor // Proceedings of the 30th Annual ACM Symposium on the Theory of Computing. �
1999. � P. 149�158.
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• CO(s)+poly(n)(p|a) 6 O(log log s) +O(log n).

Êîìáèíàöèåé äâóõ ïîäõîäîâ ïîëó÷àåòñÿ áåçóñëîâíàÿ òåîðåìà, â êîòî-

ðîé âñå íåâÿçêè ðàâíû O(log n).

Òåîðåìà äëÿ äâóõ óñëîâèé òàêæå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëîæíîñòü ñ

îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü. Êàê è äëÿ îäíîãî óñëîâèÿ, ìîæíî äåéñòâî-

âàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: èñïîëüçîâàòü ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ïðåôèêñíîãî

ýêñòðàêòîðà èëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä �íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè�. Êîì-

áèíàöèåé äâóõ ïîäõîäîâ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü äàíû äâîè÷íûå ñëîâà a, b è c, à òàêæå ÷èñëà n, k,

l è s, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî |b| < n, |c| < n, Cs(a) < n, Cs(a|b) < k è

Cs(a|c) < l. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñëîâà p è q, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

íà÷àëîì äðóãîãî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

• CO(s)+poly(n)(a|p, b) 6 O(log n);

• CO(s)+poly(n)(a|q, c) 6 O(log n);

• |p| 6 k +O(log n);

• |q| 6 l +O(log n);

• CO(s)+poly(n)(p|a) 6 O(log n);

• CO(s)+poly(n)(q|a) 6 O(log n).

Áîëåå òîãî, ìåòîä íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðà-

íèòü òåîðåìó íå òîëüêî íà ïîëèíîìèàëüíîå, íî è íà ýêñïîíåíöèàëüíîå

÷èñëî óñëîâèé.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äàíû ÷èñëà n, s, r è k1, . . . , kr è äâîè÷íûå ñëîâà

a, b1, . . . , br, òàêèå ÷òî Cs(a) < n, |bi| < poly(n) è Cs(a|bi) < ki ïðè

âñåõ i = 1, . . . , r. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñëîâà p1, . . . , pr, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• Âñå pi ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñàìè îäíîãî è òîãî æå ñëîâà;

• CO(s)+poly(n)(a|pi, bi) 6 O(log log s) +O(log n) ïðè âñåõ i = 1, . . . , r;

• |pi| 6 ki +O(log n) ïðè âñåõ i = 1, . . . , r;

• CO(s)+poly(n)(pi|a) 6 O(log log s) +O(log n) ïðè âñåõ i = 1, . . . , r.

Â ãëàâå 5 äîêàçûâàåòñÿ âàðèàíò òåîðåìû Ìó÷íèêà äëÿ CAM-

ñëîæíîñòè. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âìåñòî ïðîèçâîëüíîãî ÿâíîãî ýêñ-
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òðàêòîðà âçÿòü ýêñòðàêòîð Òðåâèñàíà29, êîòîðûé ïîçâîëÿåò áûñòðî îñó-

ùåñòâëÿòü è êîäèðîâàíèå, è äåêîäèðîâàíèå. Ïîõîæàÿ òåõíèêà èñïîëü-

çîâàëàñü â ðàáîòå Ã. Áþðìàíà, Ò. Ëè è Ä. âàí Ìåëêåáååêà î ñæàòèè

ÿçûêîâ.30

CAM-ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â ìîäåëè âû÷èñëåíèé Àðòóðà�

Ìåðëèíà, ñî÷åòàþùåé â ñåáå íåäåòåðìèíèçì è ñëó÷àéíîñòü. Ïîä W áó-

äåì ïîíèìàòü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ ÷åòûð¼õ àðãóìåíòîâ, èç êîòîðûõ

ïåðâûé ïîíèìàåòñÿ êàê òåêñò ïðîãðàììû, âòîðîé � êàê àðãóìåíò, òðå-

òèé � êàê ñåðòèôèêàò è ÷åòâ¼ðòûé � êàê ñëó÷àéíûå áèòû. Ôóíêöèÿ W

âîçâðàùàåò ëèáî äâîè÷íîå ñëîâî, ëèáî ñïåöèàëüíûé ñèìâîë îøèáêè ⊥.

Îïðåäåëåíèå 11. Ñëîæíîñòüþ Àðòóðà-Ìåðëèíà ñëîâà x îòíîñèòåëü-

íî ñëîâà y çà âðåìÿ t íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ñëîâà p, òàêîãî

÷òî Prr [∃qW (p, y, q, r) = x è ∀qW (p, y, q, r) ∈ {x,⊥}] > 2
3 , ïðè ýòîì âðå-

ìÿ ðàáîòû W (p, y, q, r) íå ïðåâîñõîäèò t ïðè âñåõ q è r. Ýòî ÷èñëî áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç CAMt(x|y).

Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà t1(n) ñóùåñòâóåò ïîëèíîì t2(n),

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Ïóñòü äàíû ÷èñëà n è

k, ñëîâî a äëèíû ìåíüøå n è ñëîâî b, òàêèå ÷òî Ct1(n)(a|b) < k. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ñëîâî p äëèíû k, òàêîå ÷òî ñëîæíîñòè CAMt2(n)(a|b, p) è
Ct2(n)(p|a) èìåþò ïîðÿäîê O(log3 n).

Òàêæå â äèññåðòàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ãèïîòåçà îá àíàëîãè÷íîì óòâåð-

æäåíèè äëÿ íåñêîëüêèõ óñëîâèé è àíàëèçèðóþòñÿ ïðåïÿòñòâèÿ ê ðàñøè-

ðåíèþ êîíñòðóêöèè íà ýòîò ñëó÷àé.

Íàêîíåö, â ãëàâå 6 òåõíèêà �íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè� ïðèìåíÿåò-

ñÿ ê òåîðèè êîëìîãîðîâñêèõ ýêñòðàêòîðîâ, â ðåçóëüòàòå äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíûõ êîëìîãîðîâñêèõ ýêñòðàêòîðîâ ñ

îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü.

Òåîðåìà 13. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n), òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè s(n) > p(n), êîíñòðóèðóåìîé ïî ïàìÿòè, è ëþáûõ ôóíêöèé 1 <

k(n) < n è 1 < δ(n) < k(n) − O(log n), âû÷èñëèìûõ íà ïàìÿòè

29L. Trevisan. Construction of Extractors Using Pseudo-Random Generators // Journal of the
ACM. � 2001. � V. 48. �4. � P. 860�879.

30H. Buhrman, T. Lee, D. van Melkebeek. Language Compression...
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s(n), ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå íà ïàìÿòè O(s(n)) ñåìåéñòâî ôóíêöèé

KExtn : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}m(n), ãäå m = 2k(n) − O(log n), òàêîå
÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû µ > 1 äëÿ âñåõ n è âñåõ ñëîâ x è y

äëèíû n èç óñëîâèé Cs(x) > k(n), Cs(y) > k(n) è Cµs(x, y) > Cs(x) +

Cs(y) − δ(n) ñëåäóåò, ÷òî Cs(KExtn(x, y)) > m(n) − δ(n) − O(log n).

Òàêæå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé SKExtn äëÿ m =

k(n) − O(log n), òàêîå ÷òî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà x è y âûïîëíå-

íî Cs(SKExtn(x, y)|x) > m(n)− δ(n)− O(log n) è Cs(SKExtn(x, y)|y) >
m(n)− δ(n)−O(log n).

Ôóíêöèÿ KExtn íàçûâàåòñÿ êîëìîãîðîâñêèì ýêñòðàêòîðîì, à ôóíê-

öèÿ SKExtn � óñèëåííûì êîëìîãîðîâñêèì ýêñòðàêòîðîì.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì Ì. Çèìàíäà î êîëìîãîðîâñêèõ ýêñòðàêòîðàõ äëÿ

ñëîæíîñòè áåç îãðàíè÷åíèé31,32, â äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ï¼ñò-

ðûõ è ðàâíîìåðíî ï¼ñòðûõ òàáëèö. Çàòåì îíè ìîäèôèöèðóþòñÿ äëÿ ñëó-

÷àÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü, è ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàííàÿ â

ãëàâå 4 òåõíèêà íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ âàðèàíò

òåîðåìû äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé s: â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå µs çàìåíÿ-

åòñÿ íà µs+ poly(n).

Çàêëþ÷åíèå

À.Í. Êîëìîãîðîâ33 ãîâîðèë î òð¼õ ïîäõîäàõ ê ïîíÿòèþ �êîëè÷å-

ñòâî èíôîðìàöèè�: êîìáèíàòîðíîì, âåðîÿòíîñòíîì è àëãîðèòìè÷åñêîì.

Êàæäûé èç ýòèõ ïîäõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è äîâîëüíî ïîäðîáíî

èçó÷åí, íî îñîáåííî èíòåðåñíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè ïîäõîäàìè.

Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû íîâûå ñâÿçè ìåæäó êîìáèíàòîðíûìè è àëãî-

ðèòìè÷åñêèìè óòâåðæäåíèÿìè è ðàçðàáîòàí íîâûé ñïîñîá ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ óòâåðæäåíèé îá îáû÷íîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè íà ñëîæíîñòü

ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû. Îäíàêî ìíîæåñòâî âîïðîñîâ îñòàþòñÿ íåðå-

ø¼ííûìè. Ïðåæäå âñåãî: êàêîâû ïðåäåëû ýòîãî ïîäõîäà? Êàêèå óòâåð-

æäåíèÿ î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ìîæíî ïåðåëîæèòü äëÿ ñëîæíîñòè

ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñû ïîñðåäñòâîì êîìáèíàòîðíûõ óòâåðæäåíèé?

Íàñêîëüêî óíèâåðñàëåí ìåòîä �íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè�? Ìîæíî ëè

31M. Zimand. Extracting the Kolmogorov Complexity...
32M. Zimand. Impossibility of Independence Ampli�cation...
33À.Í. Êîëìîãîðîâ. Òðè ïîäõîäà...
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äîêàçàòü êàêóþ-ëèáî îáùóþ òåîðåìó íà ýòîò ñ÷¼ò? Ýòè âîïðîñû ÿâëÿ-

þòñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

Åù¼ îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ � ïîñòðîåíèå ÿâíûõ êîí-

ñòðóêöèé èñïîëüçîâàííûõ â äèññåðòàöèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ. Íà-

ïðèìåð, ïîñòðîåíèå ÿâíûõ ýêñòðàêòîðîâ ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè

ñòàëî áû ïðîðûâîì ñðàçó âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ. Áûëî áû èíòåðåñíî ïî-

ñòðîèòü ýêñòðàêòîð ñ îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, âû÷èñëèìûé íà ïî-

ëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè: òîãäà áû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëîãà òåîðåìû

Ìó÷íèêà íå íóæíî áûëî áû íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè. Âîçìîæíî, íàîáî-

ðîò, ìåòîäîì íàèâíîé äåðàíäîìèçàöèè ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ýêñòðàê-

òîð. Ìîæíî ëè ïðè ïîìîùè êàêèõ-ëèáî ÿâíûõ ýêñòðàêòîðîâ äîêàçàòü

òåîðåìó Ìó÷íèêà äëÿ îáû÷íîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü

âìåñòî CAM-ñëîæíîñòè? Âîçìîæíî, ýòî êàê-òî ñâÿçàíî ñî ñòàíäàðòíû-

ìè òåîðåòèêî-ñëîæíîñòíûìè ïðåäïîëîæåíèåìè? Òàêæå îòëè÷íûì ðå-

çóëüòàòîì ñòàëî áû ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ ï¼ñòðûõ

òàáëèö: âîçìîæíî, ýòî ïîçâîëèëî áû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîëìîãî-

ðîâñêèõ ýêñòðàêòîðîâ äëÿ ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà âðåìÿ (õîòÿ

áû äëÿ CAM-ñëîæíîñòè). Îòêðûòûì âîïðîñîì îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîñòü

àíàëîãà òåîðåìû Ìó÷íèêà ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè äëÿ CAM-ñëîæíîñòè.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ñ îãðàíè÷åíè-

åì íà ðåñóðñû âñ¼ åù¼ íàõîäèòñÿ â ñòàäèè íàêîïëåíèÿ ôàêòîâ. Äîâåñòè

êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äî êðèòè÷åñêîé ìàññû è óëîæèòü èõ

â ñòðîéíóþ òåîðèþ îñòà¼òñÿ çàäà÷åé áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåæäå âñåãî, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íà-

ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Íèêîëàþ Êîíñòàíòèíîâè÷ó Âåðåùàãèíó çà ïîñòà-

íîâêó çàäà÷è î êîëìîãîðîâñêèõ ýêñòðàêòîðàõ, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è

ïîääåðæêó â ðàáîòå. Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîèõ ñîàâòîðîâ è íàñòàâíèêîâ

Àíäðåÿ Ðîìàùåíêî è Àëåêñàíäðà Øåíÿ çà çíàêîìñòâî ñ òåìàòèêîé, ïî-

ñòàíîâêó çàäà÷è î ïðèìåíåíèè ýêñòðàêòîðîâ ê çàäà÷å óñëîâíîãî êîäèðî-

âàíèÿ, ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, ñîâåòû è êîíñòðóêòèâíóþ êðèòè-

êó ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè. Àâòîð âûðàæàåò îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü

Àíäðåþ Àëüáåðòîâè÷ó Ìó÷íèêó (1958�2007) çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

àâòîðà, ðàçâèâàþùèõ èäåè Àíäðåÿ Àëüáåðòîâè÷à. Áåçâðåìåííàÿ êîí÷è-
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íà Àíäðåÿ Àëüáåðòîâè÷à ñòàëà òÿæ¼ëîé óòðàòîé äëÿ ðîññèéñêîé íàóêè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîèõ êîëëåã Âèêòîðà Áóëàòîâà, Ýäóàðäà Ãèðøà,

Áðþíî Äþðàíà (Bruno Durand), Èëüþ Èðõèíà, Äìèòðèÿ Èöûêñîíà, Ðóñ-

ëàíà Èøêóâàòîâà, Þðèÿ Ïðèòûêèíà, Ìèõàèëà Ðàñêèíà è Àíäðåÿ Ðó-

ìÿíöåâà çà îáñóæäåíèå îòäåëüíûõ ðàçäåëîâ ðàáîòû. Àâòîð áëàãîäàðèò

Ðîíåíà Øàëòèåëà (Ronen Shaltiel) çà ïîëåçíîå çàìå÷àíèå, ïîçâîëèâøåå

ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç óòâåðæäåíèé. Òàêæå

àâòîð áëàãîäàðèò ìíîãî÷èñëåííûõ àíîíèìíûõ ðåöåíçåíòîâ, ñäåëàâøèõ

íåìàëî ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé ïî òåêñòàì ñòàòåé àâòîðà, è ó÷àñòíèêîâ ñå-

ìèíàðîâ â ÌÃÓ è ÌÔÒÈ çà âíèìàíèå è èíòåðåñ ê äîêëàäàì àâòîðà.

Àâòîð áëàãîäàðèò îðãêîìèòåò Òóðíèðà Ãîðîäîâ è ëè÷íî Ñåðãåÿ Äî-

ðè÷åíêî çà âêëþ÷åíèå â ñîñòàâ âàðèàíòà îñåííåãî òóðà 2005 ãîäà çàäà÷è,

âîçíèêøåé â õîäå ðàáîòû íàä ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè.

Íàêîíåö, àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåé ñåìüå çà ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó.
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