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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìåõàíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñïîñîá-

íîé ïåðåäâèãàòüñÿ âäîëü òðîñà, êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû íà òâåðäîì

òåëå. Òàêóþ ñâÿçêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü êîñìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, ñîñòîÿùåé èç ñâÿçàííûõ òðîñîì êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè è ìàëîé ïëàíåòû

èëè ìàëîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà è ïðîòÿæåííîé îðáèòàëüíîé ñòàíöèè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ñìåæíûå çàäà÷è äèíàìèêè ïîëåòà â

îêðåñòíîñòè ìàëîé ïëàíåòû.

Àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíî-

ãî îñâîåíèÿ êàê îêîëîçåìíîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê è äàëüíåãî êîñìîñà îêàçû-

âàþòñÿ ïîëåçíûìè èñêóñòâåííûå êîñìè÷åñêèå îáúåêòû, ýëåìåíòû êîòîðûõ,

íàõîäÿñü äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, íàäåæíî, è â òî æå âðåìÿ òåõ-

íè÷åñêè ïðîñòî ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè òàêîé êîñìè-

÷åñêîé ñèñòåìû, òî åñòü ïåðåìåùåíèÿ íåêîòîðûõ åå êîìïîíåíòîâ îòíîñè-

òåëüíî áàçîâîé èëè öåíòðàëüíîé ÷àñòè.

Â òî æå âðåìÿ â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì âñå áîëüøåãî è áîëüøåãî ÷èñëà ìà-

ëûõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âîçíèêàåò êàê ìèíèìóì òðè ïðîáëåìû, òðåáó-

þùèå îïåðàòèâíûõ òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ýôôåê-

òèâíî îöåíèâàòü ïîòåíöèàëüíóþ îïàñíîñòü òîãî èëè èíîãî ìàëîãî òåëà äëÿ

Çåìëè. Âî-âòîðûõ, ìàëûå ïëàíåòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê óäîáíûå ïðî-

ìåæóòî÷íûå áàçû íà ïóòè â äàëüíèé êîñìîñ. Â-òðåòüèõ, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî

íåêîòîðûå àñòåðîèäû îêàæóòñÿ ïðîäóêòèâíûìè èñòî÷íèêàìè ìèíåðàëü-

íîãî ñûðüÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ çàäà÷ ìîæåò ïîíàäîáèòñÿ êîñìè÷åñêàÿ

ñòàíöèÿ, äîñòàòî÷íî äîëãî íå ïîêèäàþùàÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè àñòåðîèäà,

ïðè÷åì äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ òðàíñïîðòíàÿ ñèñòåìà, ïîçâîëÿ-
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þùàÿ ïåðåìåùàòü ãðóçû ìåæäó ñòàíöèåé è ïîâåðõíîñòüþ ìàëîé ïëàíåòû,

îäíîâðåìåííî óäåðæèâàþùàÿ ñòàíöèþ îêîëî àñòåðîèäà. Ïðè ýòîì æåëà-

òåëüíî ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ïåðåìåùåíèÿ ñòàíöèè îòíîñèòåëüíî ïîâåðõ-

íîñòè ìàëîé ïëàíåòû, íàïðèìåð, ñ öåëüþ åå îáñåðâàöèè.

Êàê â ñëó÷àå ïðîòÿæåííîé ðóêîòâîðíîé êîñìè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê è

â ñëó÷àå ïîëåòà îêîëî ïîâåðõíîñòè àñòåðîèäà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ

ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç

òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûõ ìåæäó ñî-

áîé. Òàêàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ ëååðà, ò.å. òðîñà, îáà

êîíöà êîòîðîãî çàêðåïëåíû íà òâåðäîì òåëå, ïðè÷åì ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-

êà ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ëååðà. (Ñëîâî �ëååð� ïðîèñõîäèò îò ñòàðî-

ãîëëàíäñêîãî ìîðñêîãî òåðìèíà �leier�, îçíà÷àþùåãî �âåðåâêó, îáà êîíöà

êîòîðîé çàêðåïëåíû� [39], òåðìèí �ëååð� â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èñ-

ïîëüçóåòñÿ êàê â ìîðåõîäíîé ïðàêòèêå, òàê è â àâèàöèè, ñòðîèòåëüñòâå è

ò.ï.). Ðàçíèöà æå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñëó÷àå èñêóñòâåííîãî ïðîòÿæåííîãî

êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà åãî ãðàâèòàöèåé (ïî êðàéíåé ìåðå â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à äâèæåíèå ìàëîãî òåëà âäîëü ëååðà ìîæåò îêà-

çûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà, ìîäåëèðóþùåãî

ïðîòÿæåííóþ êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå äâèæåíèÿ

â îêðåñòíîñòè åñòåñòâåííîãî íåáåñíîãî òåëà êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ íà ëååðå

íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà âðàùåíèå ýòîãî òåëà, íî äâèæåíèå ñàìîé ñòàíöèè

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìàëîé ïëàíåòû. Êðîìå òîãî,

ïðè àíàëèçå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ðóêîòâîðíîé ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ

íà îêîëîçåìíîé îðáèòå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü (öåíòðàëü-

íîñòü) ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè. (Åñëè æå òàêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ

äîñòàòî÷íî äàëåêî îò áîëüøèõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, âíåøíåå ãðàâèòà-

öèîííîå ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì). Â ñëó÷àå æå äâèæåíèÿ

ñòàíöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè àñòåðîèäà âíåøíèì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì
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(ñ ó÷åòîì èíåðöèîííûõ ýôôåêòîâ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ

ìåæäó ñîáîé ãèáêîé ñâÿçüþ (òðîñîì), ïî-âèäèìîìó, íà÷èíàåòñÿ ñ ïèîíåð-

ñêèõ ðàáîò [20, 9], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëàñü ïðîñòåéøàÿ êîñìè÷åñêàÿ

òðîñîâàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñâÿçàííûõ íåâå-

ñîìûì ãèáêèì òðîñîì. Ñ òåõ ïîð áûëè îïóáëèêîâàíû ñîòíè ðàáîò, â êî-

òîðûõ èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå àñïåêòû äèíàìèêè òàêîé ñèñòåìû. Îáçîð

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè â [19, 46, 3] è â áèá-

ëèîãðàôèè ê ýòèì ìîíîãðàôèÿì. Ìíîãèå òåõíè÷åñêèå âîïðîñû ðåàëèçàöèè

êîñìè÷åñêèõ òðîñîâûõ ñèñòåì îïèñàíû òàêæå â [154]. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ íà-

ïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèáêîé ñâÿçüþ

íåîáõîäèìî âûäåëèòü ñëåäóþùèå íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé: ïîèñê è èññëå-

äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé òðîñîâîé ñâÿçêè (ñì.,

íàïðèìåð, [18, 17, 38, 46, 52, 56, 88, 108]), âîïðîñû ðàçâåðòûâàíèÿ êîñìè÷å-

ñêîé òðîñîâîé ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [91]), âëèÿíèå íà äèíàìèêó óïðóãèõ

ñâîéñòâ òðîñà (ñì., íàïðèìåð, [18, 46, 57, 124]), ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè

âåñîìîãî òðîñà (ñì., íàïðèìåð, [3, 89]), âëèÿíèå àòìîñôåðû íà äèíàìèêó

òðîñîâîé ñâÿçêè (ñì., íàïðèìåð, [88]), àíàëèç íåîáõîäèìîé ïðî÷íîñòè òðîñà

(ñì., íàïðèìåð, [19, 18])è ìí. äð. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü òàêæå ðà-

áîòû, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì äèíàìèêè è ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé áîëü-

øèõ êîñìè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ýëåìåíòû, ñâÿçàííûå òðîñà-

ìè (ñì., íàïðèìåð, [105, 106, 107]) èëè æå ñèñòåì, â êîòîðûõ çîíä ñâÿçàí ñ

êîñìè÷åñêîé ñòàíöèåé íå îäíèì, à äâóìÿ òðîñàìè (ñì., íàïðèìåð, [55, 56]).

Ê ýòèì ðàáîòàì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèìûêàþò èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ

òðîñîâîé ñèñòåìû, ïîëó÷èâøåé, áëàãîäàðÿ èäåå, ñôîðìóëèðîâàííîé â [7],

íàçâàíèå "êîñìè÷åñêèé ëèôò". Èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå àñïåêòû äèíàìèêè

[16, 110], ïðî÷íîñòè [89, 57], êîëåáàíèé [90] è êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé

[89, 57] òàêîé åñòåñòâåííî-èñêóñòâåííîé òðîñîâîé ñèñòåìû, â êîòîðîé òðîñ
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ñîåäèíÿåò åñòåñòâåííîå íåáåñíîå òåëî (áîëüøóþ ïëàíåòó) ñ ðóêîòâîðíûì

êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì. Îäíàêî, àâòîðó íå èçâåñòíû ðàáîòû (çà èñêëþ÷å-

íèåì [126], ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ÷àñòíûå âîïðîñû ýòîé ïðîáëå-

ìû), â êîòîðûõ ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñòàâèëàñü áû äëÿ äîëãîâðåìåííîé êîñìè-

÷åñêîé ñèñòåìû, â êîòîðîé êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ áûëà áû ñâÿçàíà òðîñîì

ñ ïîâåðõíîñòüþ ìàëîé ïëàíåòû, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ôîðì àñòåðî-

èäîâ è íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà âëèÿíèé áîëüøèõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü êðàòêîâðåìåííîãî ñîåäèíåíèÿ ñ öåëüþ êîððåêöèè

îðáèòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ ïîâåðõíîñòüþ àñòåðîèäà èññëåäîâàëàñü â

[123]. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äî ðàáîòû àâòîðà [61] âîçìîæíîñòü ïåðåìå-

ùåíèÿ ýëåìåíòà êîñìè÷åñêîé òðîñîâîé ñèñòåìû âäîëü òðîñà, ïðè êîòîðîì

èçìåíÿåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ òðîñà, íå ðàññìàòðèâàëàñü (Â ðàáîòàõ [32, 104]

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü

òàêîãî ïåðåìåùåíèÿ, îäíàêî, èçó÷àåòñÿ òîëüêî îäíî èç âîçìîæíûõ ïîëî-

æåíèé ðàâíîâåñèÿ). Íåîáõîäèìî, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ

îïóáëèêîâàí ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òðîñîâàÿ

ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ òåë, ñâÿçàííûõ òðîñîì, íî âäîëü òðîñà ìîæåò

ïåðåìåùàòüñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (ñì. [34, 35, 36, 37, 108, 109, 102], îäíà-

êî, â ýòèõ ðàáîòàõ òðîñ âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ ïðÿìûì, òî åñòü

ôàêòè÷åñêè ìîæåò áûòü çàìåíåí æåñòêèì ñòåðæíåì. (Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ôîð-

ìàëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèè, íî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷åé)

Êàê èçâåñòíî, èñòî÷íèêîì èäåè ïîñòðîåíèÿ �êîñìè÷åñêîãî ëèôòà� ÿâëÿ-

åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêîëîçåìíûå (ãåîñòàöèîíàðíûå) îð-

áèòû, íàõîäÿñü íà êîòîðûõ êîñìè÷åñêèé àïïàðàò îêàçûâàåòñÿ íåïîäâèæ-

íûì ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òðîñî-

âàÿ òðàíñïîðòíàÿ ñèñòåìà ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ìàëîé ïëàíåòû è êîñìè-

÷åñêîé ñòàíöèåé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, åñëè äâèæåíèå êîñìè÷åñêîé ñòàí-
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öèè â îêðåñòíîñòè àñòåðîèäà òàêîâî, ÷òî âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ êîñìè÷å-

ñêàÿ ñòàíöèÿ íàõîäèòñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îò õîòÿ áû îäíîé

èç òî÷åê ïîâåðõíîñòè ýòîãî àñòåðîèäà (ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ

òðîñîâîé ñèñòåìû òåõíè÷åñêè ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â ñëó÷àå òðàäèöèîííî-

ãî êîñìè÷åñêîãî ëèôòà, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî òðåáóåòñÿ ìíîãîêðàòíî áî-

ëåå êîðîòêèé òðîñ). Òàêèì îáðàçîì, ê çàäà÷àì ïîñòðîåíèÿ òðîñîâîé ñè-

ñòåìû, ñâÿçûâàþùåé àñòåðîèä ñ êîñìè÷åñêîé ñòàíöèåé ïðèìûêàåò çàäà-

÷à ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ îðáèò òàêîé ñòàíöèè â îêðåñòíîñòè ìàëîé ïëà-

íåòû. Òàêàÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ó÷åòîì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ÿâ-

ëÿåòñÿ âàðèàíòîì çàäà÷è íåñêîëüêèõ âçàèìíî-ãðàâèòèðóþùèõ òåë. Â ïðî-

ñòåéøåì âàðèàíòå, ïðåíåáðåãàÿ âíåøíèìè âëèÿíèÿìè, ìîæíî ãîâîðèòü î

çàäà÷å äâóõ òåë. (Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí �ïîëíàÿ çàäà÷à äâóõ

òåë� [148, 149, 151], êîãäà èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû äâóõ âçàèìíîãðà-

âèòèðóþùèõ òâåðäûõ òåë, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé �çàäà÷è äâóõ òåë�,

êîãäà èçó÷àåòñÿ âçàèìíîå äâèæåíèå äâóõ ãðàâèòèðóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê). Ýòà çàäà÷à ïîëó÷èëà òîë÷îê ê ðàçâèòèþ â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â

1995 ãîäó ïåðâîãî èç êðàòíûõ àñòåðîèäîâ (ìàëûõ ïëàíåò, èìåþùèõ ñïóò-

íèêè èëè ãðóïïû äâóõ, òðåõ èëè ÷åòûðåõ ðàñïîëîæåííûõ áëèçêî äðóã

ê äðóãó è íåðàçáåãàþùèõñÿ àñòåðîèäîâ). Ðàçëè÷íûì àñïåêòàì äèíàìè-

êè äâîéíûõ àñòåðîèäîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð,

[11, 112, 115, 116, 117, 118, 119, 127, 148, 150, 156] è ìíîãèå äðóãèå), â êîòî-

ðûõ èññëåäóþòñÿ â òîì ÷èñëå ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïîëíîé çàäà÷è äâóõ òåë.

Ýòè ðàáîòû íåîòäåëèìû îò èññëåäîâàíèÿ îðáèò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â

îêðåñòíîñòè îäèíî÷íîãî èëè êðàòíîãî àñòåðîèäà (â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî

ãîâîðèòü îá îãðàíè÷åííîé çàäà÷å íåñêîëüêèõ òåë, êîãäà îäíî èç òåë ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, äâèãàþùåéñÿ ïîä âëèÿíèåì ãðàâèòàöèè

îñòàëüíûõ òåë, íî íå îêàçûâàþùàÿ âëèÿíèÿ íà èõ äâèæåíèå). Ïðèìåðû

÷èñëåííîãî è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îðáèò êîñìè÷åñêîãî

11



àñòåðîèäà â îêðåñòíîñòè èçâåñòíûõ àñòåðîèäîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â

[114, 153, 151, 152] è äð. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ

àêòóàëüíûì è äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ óãðîç ñî ñòîðîíû àñòåðîè-

äîâ. Íàïðèìåð, â [47] èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåìåùåíèÿ àñòåðîèäà íà

áåçîïàñíóþ îðáèòó ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ ïîñòîÿííî ðàáîòà-

þùèì ðàêåòíûì äâèãàòåëåì, ðàçìåùåííîãî â íåïîñðåäñòâååíîé áëèçîñòè

îò ïîâåðõíîñòè ìàëîé ïëàíåòû.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå àñòåðîèäû èìåþò âåñüìà ïðè÷óäëèâóþ ôîðìó.

Îäíàêî, ìîæíî âûäåëèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàëûõ ïëàíåò, ÷üÿ ôîðìà

áëèçêà ê îñåñèììåòðè÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ìàëîé ïëàíåòû âî-

êðóã öåíòðà ìàññ ìîæíî ñ÷èòàòü áëèçêèì ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Êðîìå

òîãî, åñëè ïëàíåòà èìååò âûòÿíóòóþ ôîðìó, åå ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîòåíöèàëîì äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ, íàõîäÿùèõ-

ñÿ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè â îêðåñòíîñòè òàêîé ìàëîé ïëàíåòû îêàçûâàþòñÿ îáîáùåíèåì êëàñ-

ñè÷åñêîé Îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë (ÎÊÇ3Ò), â ñâÿçè ñ ÷åì

ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò çàäà÷è äâóõ òåë, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííûé â

[13, 12], áûë íàçâàí â ýòîé ðàáîòå Îáîáùåííîé îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çà-

äà÷åé òðåõ òåë (ÎÎÊÇ3Ò). Â [13, 12, 23, 24] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ÎÎÊÇ3Ò äîïóñêàþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ìîäåëèðóþùåé êîñìè÷åñêóþ

ñòàíöèþ, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñÿìè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà, ìîäåëèðóþùåãî ìàëóþ ïëàíåòó. Òàì æå áûëî

îòìå÷åíî, ÷òî ýòè ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëî-

ãàìè òî÷åê ëèáðàöèè ÎÊÇ3Ò. (Òî÷êàì ëèáðàöèè çàäà÷è òðåõ òåë ïîñâÿùå-

íû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â

ìîíîãðàôèÿõ [54, 159], à òàêæå â áèáëèîãðàôèè ê íèì). Â ðàññìàòðèâàå-

ìîé ñèòóàöèè òàêèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî òàêæå íàçâàòü òî÷êàìè
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ëèáðàöèè òâåðäîãî òåëà. (Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå òî÷êè ëèáðàöèè ãðàâèòè-

ðóþùåãî òâåðäîãî òåëà, ñîâåðøàþùåãî ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå, âïåðâûå

áûëè ðàññìîòðåíû â [50, 51, 120], â ïîñëåäñòâèè ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ

áûëè ïðîäîëæåíû, íàïðèìåð, â [155]). Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-

êà, ïîìåùåííàÿ â òî÷êó ëèáðàöèè ÎÎÊÇ3Ò, âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò

îñòàâàòüñÿ íà íåèçìåííîì ðàññòîÿíèè îò ïîëþñîâ òâåðäîãî òåëà, ïðåäñòàâ-

ëÿþùåãî àñòåðîèä. (Ïîëþñàìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè àñòåðîèäà ñ åãî îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.Òàêèì

îáðàçîì, êîñìè÷åêàÿ ñòàíöèÿ ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà íà ëååðå, êîíöû êî-

òîðîãî çàêðåïëåíû íà ïîëþñàõ (èëè, ÷òîáû èçáåæàòü çàïóòûâàíèÿ òðîñà,

íà âåðøèíàõ áàøåí, ïîñòðîåííûõ íà ïîëþñàõ). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùåé êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ

íà ëååðå, íå èñ÷åðïûâàþòñÿ òî÷êàìè ëèáðàöèè, êðîìå òîãî âîçíèêàåò çà-

äà÷à îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñòàíöèè âäîëü ëååðà.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ èç

[13, 12, 23, 24] äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà âîçìîæíî òîëüêî äëÿ

äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ àñòåðîèäîâ, èìåþùèõ ôîðìó òåë, âûòÿíóòûõ

âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Òåì íå ìåíåå, åñëè àñòåðîèä, îñòàâàÿñü

äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì, áóäåò èìåòü ôîðìó òåëà, ñæàòîãî âäîëü îñè

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî åãî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü

àïïðîêñèìèðîâàí ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì Îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ

íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (ñì. [40, 113, 1]), òî åñòü çàìåíåí êîìïîçèöèåé ïî-

òåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ìàññ, íàõîäÿùèõñÿ íà

÷èñòî ìíèìîì ðàññòîÿíèè, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîîðäèíàòû ýòèõ

ìàññ âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè äîëæíû áûòü òàêæå êîìïëåêñî-

ñîïðÿæåííûìè (àíàëîãè÷íûé ïîäõîä òàêæå áûë ïðåäëîæåí â [157, 158]).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà â ðàìêàõ ÎÎÊÇ3Ò

ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà è íà ñëó÷àé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ñæà-
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òîãî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà.

Öåëÿìè íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ:

1. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãàíòåëåâèä-

íîãî òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñâÿçàííûõ ëååðîì (ëååðíîé

ñâÿçêè) â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå,

2. Àíàëèç äâèæåíèÿ ëååðíîé ñâÿçêè â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëî-

âîì ïîëå, â òîì ÷èñëå ïîèñê è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñ-

íûõ êîíôèãóðàöèé; îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü

ëååðà, â ñëó÷àå, êîãäà òâåðäîå òåëî ñòàáèëèçèðîâàíî â îðáèòàëüíîé

ñèòåìå îòñ÷åòà, âêëþ÷àÿ ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ñ íàòÿíóòûì è îñëàáëåí-

íûì ëååðîì; èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè çàõâàòà ëååðíîé ñâÿçüþ ñâîáîäíî

äâèæóùåéñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

3. Àíàëèç âëèÿíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàëîé ìàññû âäîëü

ëååðà íà îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà

4. Ïîèñê è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

(òî÷åê ëèáðàöèè) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè ãðàâèòèðóþùå-

ãî ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà

5. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà, çàêðåïëåííîãî

íà ïîëþñàõ ïðåöåññèðóþùåãî ãðàâèòèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà â èíòå-

ãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

6. Ïîèñê è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè íà ëååðå, çàêðåïëåííîì íà ïîëþñàõ ãðàâèòèðóþùåãî ïðåöåññè-

ðóþùåãî òâåðäîãî òåëà, âûòÿíóòîãî èëè ñæàòîãî âäîëü îñè äèíàìè-

÷åñêîé ñèììåòðèè

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì

1. Âïåðâûå ïîñòàâëåíà çàäà÷à î äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòî-

ÿùåé èç òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òàêîé ÷òî ìàòåðèàëü-

íàÿ òî÷êà ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü òðîñà, êîíöû êîòîðîãî çàêðåï-

ëåíû íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà (òàêîé òðîñ ìîæåò áûòü íàçâàí
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ëååðîì, à ñàìà ñèñòåìà - ëååðíîé ñâÿçêîé) âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîí-

íîì ïîëå èëè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñàìîãî òâåðäîãî òåëà

2. Îïèñàíî äâèæåíèå ëååðíîé ñâÿçêè â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå â ñëó-

÷àå, êîãäà òâåðäîå òåëî ãàíòåëåâèäíî, è âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â

îäíîé ïëîñêîñòè

3. Íàéäåíû ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ëååðíîé ñâÿçêè, êîãäà òâåðäîå

òåëî ãàíòåëåâèäíî, ïðè äâèæåíèè åå öåíòðà ìàññ â öåíòðàëüíîì íüþ-

òîíîâñêîì ñèëîâîì ïîëå ïî êðóãîâîé îðáèòå â ïëîñêîñòè ýòîé îðáèòû,

èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü è âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè ýòèõ êîíôè-

ãóðàöèé

4. Îïèñàíî äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà, â ñëó÷àå, êîãäà

òâåðäîå òåëî, öåíòð ìàññ êîòîðîãî äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâ-

ñêîì ñèëîâîì ïîëå ïî êðóãîâîé îðáèòå, ñòàáèëèçèðîâàíî â îäíîì èç

ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â ïëîñ-

êîñòè ýòîé îðáèòû, â òîì ÷èñëå îïèñàíû âñå âîçìîæíûå áåçóäàðíûå

äâèæåíèÿ, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ñ íàïðÿæåííûì è

îñëàáëåííûì òðîñîì

5. Ïðåäëîæåí áåçóäàðíûé àëãîðèòì çàõâàòà ëååðíîé ñâÿçüþ ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè, ñâîáîäíî äâèãàþùåéñÿ â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñè-

ëîâîì ïîëå

6. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äâèæåíèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàëîé ìàññû âäîëü ëååðà íà âðàùàòåëüíîå äâè-

æåíèå ãàíòåëåâèäíîãî òåëà, äâèãàþùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â öåí-

òðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì ïîëå, â ÷àñòíîñòè âûâåäåí êðèòåðèé

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ãàíòåëè èç ïîëîæå-

íèÿ, áëèçêîãî ê êàñàòåëüíîé ê îðáèòå

7. Îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî è èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé îò-

íîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (òî÷åê ëèáðàöèè) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â
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îêðåñòíîñòè ãðàâèòèðóþùåãî ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåò-

ðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, ÷åé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ìàññ, â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ðàâíîâåñèÿ ñóùå-

ñòâóþò òîëüêî â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî îñè ïðåöåññèè (òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè) èëè â ïëîñêîñòè,

îáðàçóåìîé îñÿìè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (êîìïëàíàð-

íûå òî÷êè ëèáðàöèè)

8. Îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî è èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü òðåóãîëüíûõ òî-

÷åê ëèáðàöèè ïðåöåññèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå, êîãäà åãî

ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöè-

îííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìàññ,

èìåþùèõ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå

êîîðäèíàòû

9. Îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî è ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ êîìïëàíàðíûõ

òî÷åê ëèáðàöèè ïðåöåññèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà, â ñëó÷àå, êîãäà åãî

ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, íàõîäÿùèõñÿ íà ÷èñòî ìíèìîì

ðàññòîÿíèè

10. Âûïèñàíû îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëå-

åðà, çàêðåïëåííîãî â ïîëþñàõ ïðåöåññèðóþùåãî ãðàâèòèðóþùåãî äè-

íàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, îòìå÷åíû äâà ñëó÷àÿ èí-

òåãðèðóåìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé, ïðîâåäåíî îïèñàíèå äâèæåíèÿ â ýòèõ

ñëó÷àÿõ

11. Ïðîâåäåíî îïèñàíèå âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè íà ëååðå, çàêðåïëåííîì â ïîëþñàõ ïðåöåññèðóþùåãî ãðà-

âèòèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà, ÷åé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ
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äåéñòâèòåëüíûõ ìàññ, âûâåäåí êðèòåðèé âîçìîæíîñòè ñòàáèëèçàöèè

ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ôèêñàöèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

1. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãàíòåëåâèä-

íîãî òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñâÿçàííûõ ëååðîì (ëååð-

íîé ñâÿçêè), â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå â ñëó÷àå, êîãäà âñå äâèæåíèÿ

ïðîèñõîäÿò â îäíîé ïëîñêîñòè, â ôîðìå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, äîïîë-

íåííûõ âîçìîæíûìè îáëàñòÿìè ñõîäà ñî ñâÿçè

2. Ïîëíîå îïèñàíèå, êëàññèôèêàöèÿ è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè è âîçìîæ-

íîñòè ñòàáèëèçàöèè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ëååðíîé ñâÿçêè â îð-

áèòàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû öåíòðà ìàññ

ñâÿçêè äëÿ äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì ïîëå

3. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü íàïðÿæåííîãî ëååðà

ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè ñõîäà ñî ñâÿçè â ñëó÷àå, êîãäà êîíöû ëååðà

çàêðåïëåíû íà êîíöàõ ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà, öåíòð ìàññ êî-

òîðîãî äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì

ñèëîâîì ïîëå, à ñàìà ãàíòåëü ñòàáèëèçèðîâàíà â îäíîì èç âîçìîæ-

íûõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû

4. Ïîëíîå îïèñàíèå è êëàññèôèêàöèÿ áåçóäàðíûõ äâèæåíèé ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè âäîëü ëååðà â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, âêëþ÷àþùèõ

ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ñ íàïðÿæåííûì è îñëàáëåííûì ëååðîì

5. Àëãîðèòì áåçóäàðíîãî (áåç ñêà÷êîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ) çàõâàòà

ëååðíîé ñâÿçüþ íåóïðàâëÿåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â

öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì ïîëå â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îð-

áèòû òâåðäîãî òåëà, íåñóùåãî ëååð

6. Îïèñàíèå âëèÿíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà íà âðà-

ùåíèå ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà, íåñóùåãî ëååð, â ïëîñêîñòè êðó-

ãîâîé îðáèòû åãî öåíòðà ìàññ â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì
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ïîëå, â ÷àñòíîñòè, êðèòåðèé íàïðàâëåíèÿ ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ãàíòåëè

èç ïîëîæåíèÿ, áëèçêîãî ê êàñàòåëüíîé ê îðáèòå è ÷èñëåííûé àíàëèç

äàëüíåéøåãî ïîâåäåíèÿ ãàíòåëè

7. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ÎÎÊÇ3Ò â çàâè-

ñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïî-

òåíöèàë ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òå-

ëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ

òî÷å÷íûõ ìàññ

8. Àíàëèç êîëè÷åñòâà è óñòîé÷èâîñòè êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

ÎÎÊÇ3Ò â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â óñëîâèÿõ ïðåäû-

äóùåãî ïóíêòà

9. Àíàëèç êîëè÷åñòâà è óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè âà-

ðèàíòà ÎÎÊÇ3Ò, â êîòîðîì ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ðåöåññèðóþ-

ùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ

êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ òî÷å÷íûõ

ìàññ ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè êîîðäèíàòàìè íà îñè äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè, àíàëèç è êëàññèôèêàöèÿ êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè

10. Îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñâÿçàííîé òðî-

ñîì èëè òðîñàìè (â ÷àñòíîñòè, ëååðîì) ñ ïîëþñàìè ãðàâèòèðóþùåãî

ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, àíàëèç

äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè îñëàáåâàíèÿ ëååðà) â

äâóõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ ýòèõ óðàâíåíèé: äëÿ íóëåâîãî è ïðÿìîãî

óãëîâ íóòàöèè

11. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëåå-

ðå, çàêðåïëåííîì â ïîëþñàõ ãðàâèòèðóþùåãî ïðåöåññèðóþùåãî äèíà-

ìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, êðèòåðèé ñòàáèëèçèðóåìîñòè

òàêèõ ðàâíîâåñèé ôèêñàöèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå, îïèñà-
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íèå ìíîæåñòâ òðåóãîëüíûõ è êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

âñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ òî÷å÷íûõ

ìàññ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïî àíà-

ëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè èì. Â.Â.Ðóìÿíöåâà, ïî ìåõà-

íèêå êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà èì. Â.À.Åãîðîâà, ïî äèíàìèêå îòíîñèòåëüíîãî

äâèæåíèÿ, ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêè, à òàêæå íà

íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, â ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà

ÐÀÍ, â ÈÊÈ ÐÀÍ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþ-

ùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ

• ÕÕYII àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà, 29 ÿíâàðÿ - 4 ôåâðàëÿ 2003, Ìîñêâà [58]

• ÕÕYIII àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà, ÿíâàðü 2004, Ìîñêâà, [59]

• Ïÿòûé ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõà-

íèêå. 23-28 àâãóñòà,2004, Âåëèêèå Ëóêè, Ðîññèÿ [60]

• ÕÕIX àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà , ÿíâàðü 2005, Ìîñêâà [62]

• Îáðàçîâàíèå ÷åðåç íàóêó. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåí-

íàÿ 175-ëåòèþ ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà, 2005, Ìîñêâà, [63]

• International Scienti�c Meeting Physical Intarpretations of Relativity

Theory (PIRT-2005). 2005, Moscow, Russia -Liverpool, Sunderland, UK

[63]
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• 9th International Conference Stability, Control and Rigid Bodies

Dynamics. september 2005, Donetsk (Ukraine), [129]

• ÕÕX àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà 25-27 ÿíâàðÿ 2006, Ìîñêâà, [64]

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå ×åòâåðòûå Ïîëÿ-

õîâñêèå ÷òåíèÿ, ôåâðàëü 2006, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã [130]

• IX Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå.

2006, Í.Íîâãîðîä, Ðîññèÿ [66]

• V ìåæäóíàðîäíûé àýðîêîñìè÷åñêèé êîíãðåññ (IAC-06). 2006, Ìîñêâà,

Ðîññèÿ [67, 68]

• ÕÕXI àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà,30 ÿíâàðÿ - 1 ôåâðàëÿ 2007, Ìîñêâà, [22]

• IX Ìåæäóíàðîäíàÿ ×åòàåâñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõà-

íèêà, óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå äâèæåíèåì¿. 2007, Èðêóòñê, Ðîññèÿ

[23]

• Sixth International Symposium on Classical and Celestial Mechanics.

2007, Velikie Luki, Russia [96]

• ÕÕXII àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàä. Ñ.Ï.Êîðîë¼âà, Ìîñêâà, 29 ÿíâàðÿ - 1 ôåâðàëÿ 2008, [70]

• Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ. Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ. Ñåêöèÿ ìåõàíèêè. Àï-

ðåëü 2008. ÌÃÓ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ [25]

• 6th EUROMECH Nonlinear Dynamics Conference (ENOC 2008), June

30 - July 4, 2008, Saint Petersburg, RUSSIA [134]

• Äèíàìèêà òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ìåæäóíàðîäíàÿ àñòðîíîìè÷åñêàÿ

êîíôåðåíöèÿ. 27 èþëÿ-1 àâãóñòà 2008 ã., Òîìñê, Ðîññèÿ [97]

• International Symposium Rare attractors and rare phenomena in

nonlinear dynamics (RA08). 8-12 September, 2008, Riga-Jurmala, Latvia

[98, 132]
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• Øåñòîé Ìåæäóíàðîäíûé Àýðîêîñìè÷åñêèé Êîíãðåññ (IAC'09), 23 �

27 Àâãóñòà, 2009, Ìîñêâà, Ðîññèÿ [71]

• 4th International Scienti�c Conference on Physics and Control - Physcon

2009. September 1-4, 2009. Catania, Italy [135]

• The Fifth International Meeting on Celestial Mechanics (CELMEC V),

6-12 september 2009 , San Martino al Cimino (VT), Italy, [137].

• XXXIV àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà. Ìîñêâà, ÿíâàðü 2010 [73]

• XI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ�, Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ, 2010 [26]

• Äåñÿòàÿ Êðûìñêàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà MFL-

2010 Ìåòîä ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèÿ. Êðûì, Àëóøòà,

13-18 ñåíòÿáðÿ 2010 [27]

• XXXV àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà. Ìîñêâà, ÿíâàðü 2011 [74]

• 7th European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC2011). July 24-29,

2011, Rome. Italy. [138]

• 5th International Scienti�c Conference on Physics and Control - Physcon

2011. September 5-8, 2011, Leon, Spain. [100, 140]

• International Symposium on Orbit Propagation and Determination. 26-28

septembre, Pavillon Saint Sauveur, Lille, France. [141]

• 7-th International Symposium on Classical and Celestial Mechanics.

October, 17-28, 2011, Moscow (Russia)- Siedlce (Poland) [142]

• XXXVI àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿòè

àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, Ìîñêâà, 24-27 ÿíâàðÿ 2012 [76]

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå �Øåñòûå Ïî-

ëÿõîâñêèå ×òåíèÿ, ïîñâÿùåííûå 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
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Ñ.Â.Âàëëàíäåðà�, Ñ.-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ, 31 ÿíâàðÿ-3 ôåâðàëÿ 2012 ã.,

[77]

• XII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ� (êîíôåðåíöèÿ Ïÿòíèöêîãî) 5-8 èþíÿ 2012

ã., Ìîñêâà, Ðîññèÿ [78]

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìîäåëèðîâàíèå, óïðàâëåíèå è óñòîé-

÷èâîñòü� (MCS-2012). Êðûì, Ñåâàñòîïîëü, 10-14 ñåíòÿáðÿ 2012 ã. [80]

• Symposium Nonlinear Dynamics. Multidisciplinary and Interdisciplinary

Applications (SNDMIA 2012) Belgrade. October 1-5, 2012. [144]

• XXXVII àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïàìÿ-

òè àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, Ìîñêâà, 29 ÿíâàðÿ � 1 ôåâðàëÿ 2013 ã.

[81]

• XXXVIII àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå, ïîñâÿùåííûå ïà-

ìÿòè àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, Ìîñêâà, 28-31 ÿíâàðÿ 2014 ã. [83]

• International workshop on Key Topics in Orbit Propagation Applied

to Space Situational Awareness (KEPASSA), Logro�no, LaRioja (Spain),

April 23-25, 2014 [145]

• 8th European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC2014), July, 6-11,

2014, Vienna, Austria [146]

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è åãî ïðè-

ëîæåíèÿ� (MFL-2014), Êðûì, Àëóøòà, 15-20 ñåíòÿáðÿ 2014 ã. [85]

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ïðî-

áëåìû ñîçäàíèÿ íîâîé òåõíèêè� (PhysMathTech - 2014) ïîñâÿùåííàÿ

50-ëåòíåìó þáèëåþ Íàó÷íî-ó÷åáíîãî êîìïëåêñà ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå

íàóêè¿ ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà. Ìîñêâà, 17-19 íîÿáðÿ 2014 ã. [86]

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè âûïîëíåíèè äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

12 ñòàòüÿõ â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ [61, 65, 69, 131, 24,

72, 75, 28, 79, 29, 82, 84], â äâóõ ñòàòüÿõ â èíîñòðàííûõ æóðíàëàõ [99, 133],
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à òàêæå â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò (òðóäû êîíôåðåíöèé) [63, 23, 98, 132, 134, 136,

101, 143, 139, 147].

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç íàñòîÿùåãî ââåäåíèÿ, äâóõ ÷àñòåé, âêëþ÷àþ-

ùèõ 11 ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè, ñîñòîÿùåé èç 6 ãëàâ, èçó÷àåòñÿ îòíîñèòåëüíîå äâèæå-

íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãàíòåëåâèäíîãî (ñîñòîÿùåãî èç

äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûì ñòåðæíåì) òåëà è åùå

îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ãðóçà), ñïîñîáíîé ïåðåäâèãàòüñÿ âäîëü òðîñà

(ëååðà), êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû â êîíöàõ ãàíòåëè â îäíîðîäíîì èëè

öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâûõ ïîëÿõ. (Òàêàÿ ñâÿçêà ìîæåò ñëóæèòü

ìîäåëüþ ïðîòÿæåííîé êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè, ñíàáæåííîé ëååðíîé ñâÿçüþ

è íàõîäÿùåéñÿ â äàëüíåì êîñìîñå èëè íà îêîëîçåìíîé îðáèòå). Èçó÷àþò-

ñÿ çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

ñâÿçêè â îäíîðîäíîì ïîëå, ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ñâÿçêè, öåíòð ìàññ

êîòîðîé äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå, â ïëîñêîñòè îðáèòû è èõ óñòîé÷è-

âîñòü, äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå âîêðóã ãàíòåëè, ñòàáèëèçè-

ðîâàííîé â òîì èëè èíîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà êðóãîâîé îðáèòå, âîç-

ìîæíûå áåçóäàðíûå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà, åñëè äî-

ïóñêàåòñÿ åãî îñëàáëåíèå, âîçìîæíîñòü çàõâàòà ëååðíîé ñâÿçüþ íåóïðàâëÿ-

åìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â òîé æå, ÷òî è ãàíòåëü ïëîñêîñòè

ïî áëèçêîé îðáèòå, âëèÿíèå äâèæåíèÿ ìàëîé ìàññû ïî ëååðó íà âðàùå-

íèå ãàíòåëè âîêðóã åå öåíòðà ìàññ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè îïóáëèêîâàíû

â [61, 65, 69, 131, 133, 72]

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëè (äâóõ ìà-

òåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûì ñòåðæíåì), ê êîíöàì êîòîðîé

ïðèêðåïëåí òðîñ, ïî êîòîðîìó ìîæåò äâèãàòüñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (ãðóç),

â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå â ñëó÷àå, êîãäà âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â îä-

íîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òàêîé
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ñâÿçêè âîêðóã åå öåíòðà ìàññ, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñòðî-

ÿòñÿ ôàçîâûå ïîðòðåòû ðåäóöèðîâàííîé ïî Ðàóññó ñèñòåìû è îáëàñòè ñõîäà

ñî ñâÿçè, ò.å. îáëàñòè, ãäå íåâîçìîæíî äâèæåíèå ñ íåíóëåâîé ñèëîé íàòÿ-

æåíèÿ ëååðà. Ðåçóëüòàòû, îïèñûâàåìûå â ýòîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â [61].

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà öåíòð ìàññ ìåõàíè-

÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñàííîé â ïåðâîé ãëàâå, äâèæåòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâÿçêè âûâîäÿòñÿ â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå åå ýëåìåíòû è ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð âî âñå âðåìÿ

äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ìàññ ñâÿç-

êè äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå è äëèíà ãàíòåëè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàäèóñîì ýòîé îðáèòû, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â ïëîñêîñòè îðáè-

òû äâåíàäöàòè èëè øåñòíàäöàòè ðàâíîâåñíûõ ïî îòíîøåíèþ ê îðáèòàëü-

íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êîíôèãóðàöèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíî-

ñòè, â ñëó÷àå, êîãäà ãàíòåëü îáðàçîâàíà íåðàâíûìè ìàññàìè, óñòàíàâëèâà-

åòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòûðåõ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé, â

êîòîðûõ ãàíòåëü íàïðàâëåíà íå ïî ðàäèóñó îðáèòû è íå ïî êàñàòåëüíîé ê

îðáèòå. Èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íàéäåííûõ êîíôèãóðàöèé, àíàëèçèðóåòñÿ

âîçìîæíîñòü èõ ñòàáèëèçàöèè ôèêñèðîâàíèåì ãðóçà íà ëååðå. Â ÷àñòíîñòè,

óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãàíòåëü, îáðàçîâàííàÿ íåðàâíûìè ìàññàìè, ìîæåò áûòü

ñòàáèëèçèðîâàíà ïîä ëþáûì óãëîì ê ðàäèóñó îðáèòû, åñëè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì îáðàçîì ïîäîáðàòü ìàññó ãðóçà è äëèíó ëååðà. Ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè

è ãðóçà íà ëååðå â ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèÿõ óòî÷íÿþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà îòíîøåíèå äëèíû ãàíòåëè ê ðàäèóñó îðáèòû ìàëî, íî èì íåëüçÿ ïðå-

íåáðå÷ü. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [65].

Â òðåòüåé ãëàâå â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé âòîðîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ äè-

íàìèêà ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ ãðóçà íà ëååðå îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè ñ ó÷åòîì

âîçìîæíîñòè ñõîäà ñî ñâÿçè ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðóç íà ëååðå äîñòàòî÷íî

ìàë, ÷òîáû îêàçûâàòü âëèÿíèå íà äâèæåíèå ãàíòåëè. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
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äâèæåíèÿ, âûâåäåííûå âî âòîðîé ãëàâå, äîïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñõîäà ñî

ñâÿçè (òî åñòü óñëîâèÿìè, êîãäà ñèëû íàòÿæåíèå âåòâåé ëååðà ñòàíîâÿòñÿ

íóëåâûìè). Äàëåå, ýòè óñëîâèÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ðåäóöè-

ðóþòñÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ïðåäûäóùåé ãëàâû, êîãäà ìàññà

ãðóçà ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìè, îáðàçóþùè-

ìè ãàíòåëü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ãàíòåëè

îòäåëÿåòñÿ îò îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî

[8, 10], ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòàöèîíàðíûì äâèæåíèÿì ãàíòåëè, â êîòîðûõ ãàíòåëü �âåðòèêàëüíà�, òî

åñòü âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàïðàâëåíà ïî ðàäèóñó îðáèòû èëè �ãîðèçîí-

òàëüíà�, òî åñòü ðàñïîëîæåíà ïî êàñàòåëüíîé ê îðáèòå. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ

ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ñòðîÿòñÿ õàðàêòåðíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû äâèæå-

íèÿ ãðóçà íà ëååðå îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè, äîïîëíåííûå îáëàñòÿìè ñõîäà ñî

ñâÿçè. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [65].

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå, êàê è â òðåòüåé, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìàëîãî

ãðóçà íà ëååðå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíöû ëååðà çàêðåïëåíû íà ãàíòåëè,

öåíòð ìàññ êîòîðîé äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, à ñàìà ãàíòåëü �âåðòèêàëüíà� èëè �ãîðèçîíòàëü-

íà�. Êëàññèôèöèðóþòñÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ãðóçà â ïëîñêîñòè îðáèòû,

âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ó÷àñòêè ñâÿçíîãî (ñ íàòÿíóòûì òðîñîì) è ñâîáîäíîãî

(ñ îñëàáëåííûì òðîñîì) äâèæåíèé, ïðè óñëîâèè ÷òî ïåðåõîä îò ñâîáîä-

íîãî ê ñâÿçíîìó äâèæåíèÿì ïðîèñõîäèò áåçóäàðíî, ò.å. â ñèòóàöèè, êîãäà

íå âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêèé áèëüÿðä [48, 17, 14]. Â ñëó÷àå �ãîðèçîíòàëü-

íîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ñ

íåñèììåòðè÷íûìè (îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè) òî÷êàìè ñõîäà è âõîäà íà ñâÿçü â

ëþáîì ñëó÷àå çàêàí÷èâàåòñÿ óäàðîì î òðîñ, òðàåêòîðèè ñ ñèììåòðè÷íûìè

òî÷êàìè ñõîäà è âõîäà íà ñâÿçü ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü êàê ïåðèîäè÷åñêèì

áåçóäàðíûì äâèæåíèÿì, òàê è ïðèâîäÿùèì ê óäàðó î ëååð. Ïðèâîäÿòñÿ
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óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå �âåðòèêàëüíîãî� ïî-

ëîæåíèÿ ãàíòåëè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåçóäàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ

ãðóçà ïî ëååðó, äîïóñêàþùèå ñõîä ñî ñâÿçè, ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ñòðîèòñÿ äèàãðàììà ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ òðàåêòîðèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñâîáîäíî-

ãî äâèæåíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå òî÷êè

ñõîäà è áåçóäàðíîãî âõîäà íà ñâÿçü â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñâîáîäíîãî

äâèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [69].

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ëååðíàÿ ñâÿçü çàêðåï-

ëåíà íà òâåðäîì òåëå, öåíòð ìàññ êîòîðîãî äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå,

ïðè÷åì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ëååðà, �ãîðèçîí-

òàëüíà� èëè �âåðòèêàëüíà�. Èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ìÿãêîãî (áåç ñêà÷êîâ

ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ) ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåóïðàâëÿåìîé ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, ïåðåìåùàþùåéñÿ â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû, â îäíî èç

ïåðèîäè÷åñêèõ áåçóäàðíûõ äâèæåíèé, îïèñàííûõ â ÷åòâåðòîé ãëàâå, ñ ïî-

ìîùüþ çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà, äâèãàþùåãîñÿ âäîëü ëååðà. Îïèñû-

âàþòñÿ äâà òèïà òàêîãî çàõâàòà: �âðàùàòåëüíûé�, êîãäà äâèæåíèå ïðåîá-

ðàçóåòñÿ âî âðàùåíèå âîêðóã îäíîé èç òî÷åê çàêðåïëåíèÿ êîíöà ëååðà è

�êîëåáàòåëüíûé�, êîãäà âîçìîæíî èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âäîëü

ëååðà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íå îãðàíè÷èâàòü äëèíó ëååðà è ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè çàêðåïëååíèÿ êîíöîâ ëååðà, çàõâàò íå âîçìîæåí òîëüêî äëÿ

îòäåëüíûõ îðáèò íåóïðàâëÿåìîé òî÷êè. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêà-

öèÿ îïèñûâàåìûõ àëãîðèòìîâ çàõâàòà, ïîçâîëÿþùàÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ìíîãîêðàòíî ñîêðàòèòü íåîáõîäèìóþ äëèíó ëååðà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû

îïóáëèêîâàíû â [131].

Â øåñòîé ãëàâå, êàê è âî âòîðîé, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìåõàíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè (ãðóçà), ïåðåìåùàþùåéñÿ âäîëü íåâåñîìîãî ëååðà, êîíöû êîòîðîãî
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çàêðåïëåíû íà êîíöàõ ãàíòåëè, â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì ïî-

ëå. Êàê è âûøå, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé

îðáèòå, âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòè ýòîé îðáèòû. Â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ãàíòåëè,

èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà âðàùåíèå ãàíòåëè âî-

êðóã ee öåíòðà ìàññ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî òàêîå âëèÿíèå áóäåò ñóùåñòâåííûì

òîëüêî â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîãî äâèæåíèÿ ãàíòåëè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ãàíòåëè, ñòðåìÿ-

ùèõñÿ ê êîëåáàíèÿì âîêðóã êàñàòåëüíîé ê îðáèòå. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

òàêèõ äâèæåíèé îáðàçóþò ïîâåðõíîñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû,

óðàâíåíèå êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ â ïðèáëèæåííîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Â

ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî äëèííîãî ëååðà è åñëè ãàíòåëü îáðàçîâàíà ðàâíûìè

ìàññàìè, îêîëîñåïàðàòðèñíîå äâèæåíèå ãàíòåëè îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåí-

íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî êîðîòêîãî òðîñà

âîçìóùåííîå äâèæåíèå ãàíòåëè èçó÷àåòñÿ ÷èñëåííî â äâóìåðíûõ ñå÷åíèÿõ

÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû

îïóáëèêîâàíû â [133, 72].

Âî âòîðîé ÷àñòè, ñîñòîÿùåé èç 5 ãëàâ, èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå ìåõàíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ìàññèâíîãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïðå-

öåññèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñòàíöèè), äâèãàþùåé-

ñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ýòîãî òåëà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàññà ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè äîñòàòî÷íî ìàëà, ÷òîáû íå îêàçûâàòü âëèÿíèÿ íà äâè-

æåíèå òâåðäîãî òåëà. (Òàêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñëóæèòü ìîäå-

ëüþ ðóêîòâîðíî-åñòåñòâåííîé êîñìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êîñìè÷å-

ñêîé ñòàíöèè è àñòåðîèäà). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå

ïîëå òâåðäîãî òåëà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî êîìïîçèöèåé ãðàâèòà-

öèîííûõ ïîëåé äâóõ ìàññèâíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà îñè äèíàìè÷å-

ñêîé ñèììåòðèè. (Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ Îáîáùåí-
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íîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷è Òðåõ Òåë (ÎÎÊÇ3Ò) Â.Â.Áåëåöêîãî,

ñôîðìóëèðîâàííîé â [13]). Ìàññû è êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ìîãóò áûòü êàê

äåéñòâèòåëüíûìè (â ñëó÷àå âûòÿíóòîãî òâåðäîãî òåëà), òàê è, ñîãëàñíî àï-

ïðîêñèìàöèÿì Â.Ã.Äåìèíà [1, 40, 113] êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè (â ñëó÷àå

òâåðäîãî òåëà, ñæàòîãî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè). Â îñíîâíîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ëååðå,

êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû íà ïîëþñàõ (òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îñè äèíàìè÷å-

ñêîé ñèììåòðèè ñ ïîâåðõíîñòüþ) òâåðäîãî òåëà. Ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè íà ëååðå â ñëó÷àå íóëåâîé ñèëû íàòÿæåíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò

ñ òî÷êàìè ëèáðàöèè ÎÎÊÇ3Ò. Ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíûé àíàëèç ñóùåñòâî-

âàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðàâíîâåñèé. Ñòðîÿòñÿ ìíîæåñòâà ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå è àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ

ñòàáèëèçàöèè ôèêñèðîâàíèåì ñòàíöèè íà ëååðå â ñëó÷àå íåíóëåâîé ñèëû

ðåàêöèè ëååðà. Èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà â

íåêîòîðûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîé

÷àñòè îïóáëèêîâàíû â [24, 99, 75, 28, 79, 29, 82, 84].

Â [13] óñòàíîâëåíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïðåöåññèðóþùåãî ãðàâèòèðóþ-

ùåãî ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà ñóùåñòâóþò òàêèå äâèæåíèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, ïðè êîòîðûõ îíà îñòàåòñÿ â ðàâíîâåñèè â ñèñòåìå îòñ÷åòà,

âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè ïðåöåññèè âìåñòå ñ îñüþ ãàíòåëè. Òàêèå ïîëîæå-

íèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

öåíòð ìàññ ãàíòåëè ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðåöåññèè, íàçâàíû Òðåóãîëüíû-

ìè Òî÷êàìè Ëèáðàöèè (ÒÒË) ÎÎÊÇ3Ò. Â ñåäüìîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèñ-

ñåðòàöèè ÒÒË ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âîçìîæíûå îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè ãðàâèòèðóþùåãî ïðåöåññèðóþùåãî äè-

íàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, ÷åé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ

äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, ëåæàùèõ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèì-
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ìåòðèè è èìåþùèõ íà ýòîé îñè äåéñòâèòåëüíûå êîîðäèíàòû. Â ýòîì ñëó÷àå

ÒÒË âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííûõ ðàññòîÿíèÿõ îò

ïîëþñîâ òâåðäîãî òåëà è ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñ íèìè ëååðîì èëè äâóìÿ

òðîñàìè, â ÷åì íåò íåîáõîäèìîñòè, åñëè îíè óñòîé÷èâû. Óñòîé÷èâîñòü ÒÒË

àíàëèçèðóåòñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî â [13] õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ëèíåàðèçîâàííûõ

â îêðåñòíîñòÿõ ÒÒË. Âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëè-

æåíèè, ñòðîÿòñÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êàê â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òàê è â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòå-

ìû, ôîîðìóëèðóþòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé îá óñòîé÷èâîñòè ÒÒË. Ðåçóëüòàòû

ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [24].

Â [13] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò ðàâíîâåñèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè ïðåöåññèè âìåñòå

ñ îñüþ ãàíòåëè, îòëè÷íûå îò ÒÒË, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ïëîñêî-

ñòè, îáðàçîâàííîé îñüþ ïðåöåññèè è îñüþ ãàíòåëè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

îòëè÷íûå îò ÒÒË ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îêðåñòíî-

ñòè ãðàâèòèðóþùåãî ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåð-

äîãî òåëà âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàõîäÿùèåñÿ íà íåèçìåííûõ ðàññòîÿíèÿõ

äî ïîëþñîâ ýòîãî òåëà ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç îñè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Òàêèå ðàâíîâåñèÿ ìîãóò

áûòü íàçâàíû Êîìïëàíàðíûìè òî÷êàìè ëèáðàöèè (ÊÒË). Â âîñüìîé ãëàâå

íàñòîÿùåé ðàáîòû â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé ïðåäûäóùåé ãëàâû âûâîäÿòñÿ

óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ÊÒË, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ

äèàãðàììû êîëè÷åñòâà ÊÒË â âèäå íàáîðà äâóìåðíûõ ñå÷åíèé òðåõìåðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, îáðàçóåìûõ ôèêñèðîâàíèåì çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî äîëþ ìåíüøåé ïðèòÿãèâàþùåé ìàññû â ìàññå

òâåðäîãî òåëà. Óñòîé÷èâîñòü ÊÒË àíàëèçèðóåòñÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ëè-
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íåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòÿõ ÊÒË, àíàëîãè÷íîãî ïîëó÷åííîìó â [13], â

ñëó÷àÿõ êîãäà óãîë íóòàöèè ïðÿìîé èëè íóëåâîé à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà

ìàññû ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ ðàâíû. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâà-

íû â [28].

Â äåâÿòîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåöåññè-

ðóþùåå ãðàâèòèðóþùåå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî, â îêðåñò-

íîñòè êîòîðîãî äâèæåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, èìååò ñæàòóþ âäîëü îñè

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ôîðìó. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöè-

àë òâåðäîãî òåëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, ïðèìåíåííîì â [1, 40, 113],

òàêæå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ ïðèòÿ-

ãèâàþùèõ öåíòðîâ, �ïðèíàäëåæàùèõ� îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, åñëè

ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññû è êîîðäèíàòû ýòèõ öåíòðîâ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììàðíûé ïîòåíöèàë â ýòîì ñëó÷àå îêàçàëñÿ äåéñòâè-

òåëüíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîîðäèíàòû è ìàññû ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ

áûëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè, êî-

òîðóþ òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âà-

ðèàíò ÎÎÊÇ3Ò, ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ íå ñòåñíåííîé òðîñàìè ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ äî ïîëþñîâ òâåðäîãî

òåëà, òàêæå ñóùåñòâóþò ëèøü â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ

òâåðäîãî òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðåöåññèè (ÒÒË) è â ïëîñêîñòè, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç îñè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (ÊÒË). Â ýòîé

ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ ÒÒË, ïðè÷åì îíè

íåóñòîé÷èâû. Â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ êîîðäèíàò ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ

ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ÊÒË è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ÊÒË,

îòëè÷íûõ îò öåíòðà ìàññ òâåðäîãî òåëà, ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò 4 äî 8. Ðåçóëü-

òàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [29, 82, 84].

Â äåñÿòîé ãëàâå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííîé ñ ïîëþñàìè ïðåöåññèðóþùåãî ãðàâèòèðóþùåãî
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äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ òàêîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ äè-

íàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà è ñ îñüþ ïðåöåññèè, ïîçâîëÿþùèå

îïèñûâàòü êàê ñâÿçíîå, òàê è ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëü-

íî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî îäíî èç óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå, íå çàâèñÿùåé îò ïîòåíöèàëà è ìíî-

æèòåëåé Ëàãðàíæà. Óêàçûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå äâóõ èíòåãðèðóåìûõ

ñëó÷àåâ âûâåäåííûõ óðàâíåíèé : ñëó÷àÿ ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ ïðè íóëåâîì

óãëå íóòàöèè è ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð

ìàññ òâåðäîãî òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðåöåññèè â ñëó÷àå ïðÿìîãî óã-

ëà íóòàöèè. Â ýòèõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäèòñÿ îïèñàíèå ñâÿçíîãî

äâèæåíèÿ (ñ óêàçàíèåì îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü

ëååðà ñ êîíöàìè, ïîìåùåííûìè â ïîëþñà òâåðäîãî òåëà, åñëè ãðàâèòàöèîí-

íûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé ïîòåíöèàëîâ äâóõ

ðàâíûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè,

à ïîëþñà íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà ìàññ òâåðäîãî

òåëà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [75].

Â îäèíàäöàòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè, ïîìåùåííîé íà ëååð, êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû â ïîëþñàõ ïðåöåñ-

ñèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà. Ïî ñóùåñòâó, èçó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, âûâåäåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Óñòàíàâëèâàåòñÿ,

÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òðîñîì èëè òðî-

ñàìè ñ ïîëþñàìè òâåðäîãî òåëà (èëè ïðè îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî òðîñîâ),

åñëè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñÿìè ïðåöåññèè è äè-

íàìè÷åñêîé ñèììåòðèè âîçìîæíû òîëüêî â äâóõ ïëîñêîñòÿõ: â ïëîñêîñòè,
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ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðåöåññèè (�òðåóãîëü-

íûå ðàâíîâåñèÿ�) è â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè ïðåöåññèè è äèíà-

ìè÷åñêîé ñèììåòðèè (�êîìïëàíàðíûå ðàâíîâåñèÿ�). Ê òàêèì ïîëîæåíèÿì

ðàâíîâåñèÿ îòíîñÿòñÿ è èçó÷àâøèåñÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ òî÷êè ëèáðà-

öèè. Äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå íó-

ëåâîé ãðàâèòàöèè, èññëåäóåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü. Â ñëó÷àå íåíóëåâîé ãðà-

âèòàöèè èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íà

ëååðå ôèêñàöèåé òî÷êè íà ëååðå, âûâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé. Â

óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò îïèñûâàþòñÿ ìíîæåñòâà òðåóãîëüíûõ ðàâíîâåñèé â çà-

âèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ òâåðäîãî òåëà. Ìíîæåñòâà êîìïëàíàðíûõ

ðàâíîâåñèé îïèñûâàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöè-

àë òâåðäîãî òåëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîòåíöèàëîì äâóõ ðàâíûõ òî÷å÷íûõ

ìàññ, à ïîëþñà ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà ìàññ

òâåðäîãî òåëà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [75, 79].

Àâòîð áëàãîäàðåí Â.Â.Áåëåöêîìó, âî ìíîãîì îïðåäåëèâøåìó íàïðàâ-

ëåíèå ýòîé ðàáîòû. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí À.À.Áóðîâó, Þ.Ô.Ãîëóáåâó,

À.Â.Êàðàïåòÿíó, È.È.Êîñåíêî, Â.Â.Ñàçîíîâó è Ñ.ß.Ñòåïàíîâó çà ìíîãî-

÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, êîììåíòàðèè, ñîâåòû è êðèòèêó, ïðîèñõîäèâøèå

ïî õîäó ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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×àñòü I.

Äâèæåíèå ãàíòåëè ñ ëååðíîé ñâÿçüþ

â îäíîðîäíîì è öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì

ñèëîâûõ ïîëÿõ
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ÃËÀÂÀ 1

Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ëååðíîé ñâÿçêè â

îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ìîäåëè-

ðóþùåé êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ, ñíàáæåííóþ ëååðíîé ñâÿçüþ, íàõîäÿùóþñÿ

â äàëüíåì êîñìîñå. Ëååðíàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðîñ, êîíöû êîòîðîãî

çàêðåïëåíû íà ñòàíöèè è âäîëü êîòîðîãî ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ êàêîé-ëèáî

ãðóç. Î÷åâèäíî, òàêàÿ òðîñîâàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàñ-

ñè÷åñêîé, â êîòîðîé ãèáêàÿ ñâÿçü ñîåäèíÿåò òâåðäîå òåëî è ìàòåðèàëüíóþ

òî÷êó.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ìîäåëüþ êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè ÿâëÿåòñÿ ãàíòåëü, ñîñòîÿùàÿ èç

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè m1 è m2, ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûì ñòåðæ-

íåì äëèíû 2c, à ãðóç ìàññîé m3 ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü òðîñà

äëèíîé 2a, çàêðåïë¼ííîãî â êîíöàõ ãàíòåëè. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñâîåì äâèæå-

íèè ãðóç íå ìîæåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû îáëàñòè V , îãðàíè÷åííîé ýëëèï-

ñîèäîì âðàùåíèÿ, êàæäîå ñå÷åíèå êîòîðîãî ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

ãàíòåëü, ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ m1 è m2, ïîëóîñÿìè a è

b =
√
a2 − c2 è ýêñöåíòðèñèòåòîì, ðàâíûì e = c/a.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóç íàõîäèòñÿ �íà ñâÿçè�, åñëè îí íàõîäèòñÿ íà

ãðàíèöå îáëàñòè V , è �ñîøåë ñî ñâÿçè� , åñëè îí íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè

U . ßñíî, ÷òî åñëè ãðóç ñîø¼ë ñî ñâÿçè, íèòü íå íàòÿíóòà, ïîýòîìó óñëîâèåì

ñõîäà ñî ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñèë íàòÿæåíèÿ íèòè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðåíåáðå÷ü íåîäíîðîäíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
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(÷òî âîçìîæíî, åñëè ñòàíöèÿ íàõîäèòñÿ â äàëüíåì êîñìîñå èëè âðåìÿ äâè-

æåíèÿ ïî ëååðó ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ ñòàíöèè ïî åå

îðáèòå), óðàâíåíèÿ ñòàíöèè è ãðóçà îòíîñèòåëüíî îáùåãî öåíòðà ìàññ íå

çàâèñÿò îò âíåøíèõ ñèë, òî åñòü öåíòð ìàññ Ñ ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü íå

èìåþùèì óñêîðåíèÿ èëè ïðîñòî íåïîäâèæíûì.

Ïóñòü rCi � âåêòîð ñîåäèíÿþùèé C ñ i-îé ìàññîé, rij � âåêòîð, ñîåäè-

íÿþùèé i-óþ è j-óþ ìàññû, O � ñåðåäèíà ñòåðæíÿ (ñì. ðèñ. 1.1). Êðîìå

òîãî, ïóñòü M = m1 + m2 + m3, ν1 = m1/(m1 + m2), ν3 = m3/(m1 + m2),

µ = 1−2ν1 = (m2−m1)/(m2+m1) . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m1 ≤ m2, òî åñòü 0 < ν1 ≤ 1/2, 0 ≤ µ < 1.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ ìîæåò áûòü çàïè-

ñàíà â âèäå

T =
1

2

[
m1ṙ

2
C1 +m2ṙ

2
C2 +m3ṙ

2
C3

]
, (1.1)

ãäå

rC1 = −m2r12 +m3r13
M

,

rC2 =
(m1 +m3) r12 −m3r13

M
,

rC3 =
(m1 +m2) r13 −m2r12

M

(1.2)

Îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì, êîãäà äâèæåíèÿ âñåõ òðåõ ìàññ ïðîèñõîäÿò

â îäíîé ïëîñêîñòè, ââåäåì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò: Cx1y1, äâèãàþùóþñÿ

ïîñòóïàòåëüíî âìåñòå ñ öåíòðîì ìàññ, è âðàùàþùóþñÿ Oxy, ãäå Ox íà-

ïðàâëåíà ïî ñòåðæíþ îò ìåíüøåé ìàññû ê áîëüøåé, è Ox îðèåíòèðîâàíà

òàêæå, êàê è Cx1y1. Ïóñòü ϕ - óãîë ïîâîðîòà ñòàíöèè, òî åñòü óãîë, îò-

ñ÷èòûâàåìûé îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Cx1 ê ïîëîæèòåëüíîìó

íàïðàâëåíèþ îñè Ox. Åñëè ãðóç íàõîäèòñÿ íà ñâÿçè, åãî êîîðäèíàòû â Oxy
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Ðèñóíîê 1.1 �

óäîáíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè:

x3 = a cos γ, y3 = b sin γ (1.3)

Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò-

ñÿ îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè ϕ è γ.

1.2 Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ëååðíîé

ñâÿçêè â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå

Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìóëû (1.2) ïî âðåìåíè è ïîäñòàâëÿÿ èõ â âûðàæå-

íèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (1.1), ïîëó÷èì

T =
1

2M

[
m2 (m1 +m2) ṙ

2
12 − 2m2m3ṙ12ṙ13 +m3 (m1 +m2) ṙ

2
13

]
. (1.4)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ṙ12 è ṙ13 â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ṙ12 =

 0

2cϕ̇

 ṙ13 =

 −aγ̇ sin γ − bϕ̇ sin γ

bγ̇ cos γ + cϕ̇+ aϕ̇ cos γ

 . (1.5)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.5) â (1.4), ïîëó÷èì

T =
(m1 +m2)

2 a2

2M

[
A1γ̇

2 + 2B1γ̇ϕ̇+ C1ϕ̇
2
]

(1.6)

ãäå

A1 = ν3
(
1− e2 cos2 γ

)
B1 = ν3

√
1− e2 (1− µe cos γ)

C1 = ν3
(
1 + e2 cos2 γ − 2µe cos γ

)
+
(
1− µ2

)
e2

(1.7)

Òàê êàê T íå çàâèñèò îò ϕ, çàäà÷à èìååò öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé êèíåòè÷åñêîìó ìîìåíòó ñèñòåìû:

∂T

∂ϕ̇
= C1ϕ̇+B1γ̇ = Ω0 = const. (1.8)

Èñïîëüçóÿ ðåäóêöèþ ïî Ðàóñó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ðàóñà â âèäå:

2

(
A1 −

B2
1

C1

)
γ̈ +

∂

∂γ

(
A1 −

B2
1

C1

)
γ̇2 + Ω2

0

∂

∂γ

(
1

C1

)
= 0, (1.9)

èìåþùåå èíòåãðàë ßêîáè(
A1 −

B2
1

C1

)
γ̇2 +

Ω2
0

C1
= h1 (1.10)

Óðàâíåíèÿ (1.8) è (1.10) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû.

1.3 Ôàçîâûå ïîðòðåòû îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

Åñëè êîíñòàíòà öèêëè÷åñêîãî èíòåãðàëà - íóëåâàÿ (Ω0 = 0), òî , êàê

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, γ̇ íå áóäåò ìåíÿòü çíàê, òî åñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà

íà ëååðå ëèáî áóäåò îïèñûâàòü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ýëëèïñ, ëèáî ñîéäåò
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ñî ñâÿçè, èíûìè ñëîâàìè, ñâÿçíîå äâèæåíèå òî÷êè íà ëååðå áóäåò âðàùå-

íèåì âîêðóã ãàíòåëè. Åñëè æå Ω0 6= 0, òî ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû

ñ èíòåãðàëîì (1.10) îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè Ω2
0/C1,

ñîâïàäàþùèõ ñ òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè C1. Ðàññìîòðèâàÿ C1 êàê

ôóíêöèþ ïåðåìåííîé y = e cos γ, óñòàíîâèì, ÷òî ýêñòðåìóìû ìîãóò äîñòè-

ãàòüñÿ ïðè y = ±e è y = µ. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:

1.3.1 Ñëó÷àé µ < e

Ïóñòü ñíà÷àëà µ < e (òî åñòü ëååð ñðàâíèòåëüíî êîðîòîê). Â ýòîé

ñèòóàöèè ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Ω2
0/C1 äîñòèãàåòñÿ ïðè γ =

± arccos(µ/e) + 2πk, k ∈ Z. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì òîé æå ôóíêöèè äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè y = e, òî åñòü ïðè γ = 2πk. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ

ïðè y = −e, òî åñòü ïðè γ = π + 2πk. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêå

0 ≤ γ < 2π èìååòñÿ ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: äâå óñòîé÷èâûå (γ1 = 0 è

γ2 = π) è äâå íåóñòîé÷èâûå (γ3 = arccos(µ/e) è γ4 = 2π − arccos(µ/e)).

Ïîëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ γ1 è γ2 îòâå÷àþò òàêèå äâèæå-

íèÿ ñâÿçêè, ïðè êîòîðûõ âñå òðè ìàññû âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ

íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ãðóç m3 ðàñïîëàãàåòñÿ �çà� òî÷êàìè m1 èëè m2

(. Òî÷êè γ3 è γ4 ñîîòâåòñòâóþò òàêèì ïîëîæåíèÿì ãðóçà íà ýëëèïñå, îãðà-

íè÷èâàþùåì äâèæåíèå ãðóçà ïî ëååðó â ïëîñêîñòè Oxy, â êîòîðûõ âíóò-

ðåííÿÿ íîðìàëü ê ýëëèïñó íàïðàâëåíà ê öåíòðó ìàññ ãàíòåëè. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè µ = 0, òî åñòü êîãäà m1 = m2, âñå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ ãðóçà íà ëååðå ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ýòîãî ýëëèïñà. Ôàçî-

âûé ïîðòðåò óäîáíî ïîñòðîèòü â ïëîñêîñòè (δ, γ), êîãäà ôàçîâûå êðèâûå

îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì(
A1 −

B2
1

C1

)
δ2 +

1

C1
= H1, (1.11)

ãäå δ = γ̇/Ω0, H1 = h1/Ω0. Ôàçîâûé ïîðòðåò ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè
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ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.2.

Ðèñóíîê 1.2 �

Àíàëèç ýòîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçíûå äâèæåíèÿ

ãðóçà ïî ëååðó îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî âðàùåíèÿ

âîêðóã ãàíòåëè, ëèáî êîëåáàíèÿ âîêðóã âåðøèí ýëëèïñà, ñîîòâåòñòâóþùèõ

åãî áîëüøåé îñè.

1.3.2 Ñëó÷àé µ ≥ e

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîòèâîïîëîæíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà µ ≥ e (òî åñòü

ñëó÷àé ñðàâíèòåëüíî äëèííîãî ëååðà) Òîãäà òî÷êà ýêñòðåìóìà y = µ ïðè

µ 6= e íå îòâå÷àåò äåéñòâèòåëüíîìó äâèæåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, ãëîáàëüíûé

ìàêñèìóì ôóíêöèè Ω2
0/C1 (γ) äîñòèãàåòñÿ ïðè y = e, òî åñòü ïðè γ = 2πk,

à ãëîáàëüíûé ìèíèìóì � ïðè y = −e, òî åñòü ïðè γ = π + 2πk. Òàêèì

îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ γ < 2π èìåþòñÿ äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

óñòîé÷èâàÿ γ = π, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîæåíèþ ãðóçà m3 çà ìåíüøåé èç

ìàññ, îáðàçóþùèõ ãàíòåëü, è íåóñòîé÷èâàÿ γ = 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëî-

æåíèþ ãðóçà m3 çà áîëåå ìàññèâíûì êîíöîì ãàíòåëè. Ôàçîâûé ïîðòðåò,

îïðåäåëÿåìûé, êàê è âûøå, ðàâåíñòâîì (1.11), ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.3.

Àíàëèç ýòîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçíûå äâèæåíèÿ
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Ðèñóíîê 1.3 �

ãðóçà ïî ëååðó îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî âðàùåíèÿ

âîêðóã ãàíòåëè, ëèáî êîëåáàíèÿ âîêðóã òîé âåðøèíû ýëëèïñà, îãðàíè÷èâà-

þùåãî äâèæåíèå ãðóçà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà çà ìåíüøåé èç ìàññ, îáðàçó-

þùèõ ãàíòåëü.

1.4 Óñëîâèÿ ñõîäà ñî ñâÿçè

Ãðóç áóäåò ãàðàíòèðîâàííî äâèãàòüñÿ ïî ýëëèïñîèäó, îãðàíè÷èâàþùåìó

îáëàñòü V, åñëè íàòÿæåíèÿ âåòâåé òðîñà T31 è T32, íàïðàâëåííûå ê òî÷êàì

m1 è m2, íå ðàâíû íóëþ. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà m3 ìîæíî çàïèñàòü

êàê

m3r̈C3 = T31 + T32 (1.12)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè (1.12) ñêàëÿðíî íà âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ýëëèï-

ñîèäó â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Òîãäà

m3 (r̈C3,n) = (T31,n) + (T32,n) (1.13)

Î÷åâèäíî, ñâÿçíîå äâèæåíèå (òî åñòü äâèæåíèå ïî ãðàíèöå ýëëèïñîèäà âîç-

ìîæíî, òîëüêî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (1.13) íåïîëîæèòåëüíà. (Èíà÷å ñèëû íà-

òÿæåíèÿ òðîñà ñòàíîâÿòñÿ �ñæèìàþùèìè�, ÷òî ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíî). Ñ
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ó÷åòîì ôîðìóë ((1.2)), ((1.4)) è óðàâíåíèÿ Ðàóñà (1.9), ýòî óñëîâèå äëÿ

äâèæåíèé â ïëîñêîñòè Ox1y1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−abγ̇2+µbcϕ̇2 cos γ−abϕ̇2−µacϕ̈ sin γ+c2ϕ̈ sin γ cos γ−2γ̇ϕ̇
(
a2 − c2 cos2 γ

)
≤ 0

(1.14)

Èñïîëüçóÿ öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë (1.8), èñêëþ÷èì ϕ èç (1.14). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðóç íà ëååðå íå ñõîäèë ñî ñâÿçè íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

Eγ̇2 + 2∆γ̇Ω0 +B1Ω
2
0 ≥ 0 (1.15)

ãäå E = ν3C
2
1

√
1− e2 +B3

1 − 2A1B1C1 , ∆ = A1C1 −B2
1|.

1.5 Ãåîìåòðèÿ îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè

Ôîðìà îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µ, å, ν3

è îïðåäåëÿåòñÿ çíàêàìè êîýôôèöèåíòà è äèñêðèìèíàíàòà D = ∆2−B1E.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (γ, γ̇) îáëàñòü ñõîäà ñî ñâÿçè

áóäåò îãðàíè÷åííîé ïî γ̇, åñëè E > 0. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü

êàê ν3 < ν∗3 , ãäå ν
∗
3 çàâèñèò îò e è µ. Ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.4.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè µ = 0 (òî åñòü m1 = m2), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ν∗3 = e,

åñëè µ→ 1, òî ν∗3 → 0, åñëè e→ 0, òî ν∗3 → 0. Åñëè ν3 ≥ ν∗3 , îáëàñòü ñõîäà

ñî ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Åñëè Ω0 = 0, òî â ñèëó (1.15) ïðè ν3 ≤ ν∗3 ñõîä ñî ñâÿçè íåâîçìîæåí, â

òî æå âðåìÿ ïðè ν3 > ν∗3 äâèæåíèå ïî ëþáîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðèâîäèò

ê ñõîäó ñî ñâÿçè.

Åñëè Ω0 6= 0, ôîðìà îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó µ è e. Ïåðåïèøåì (1.15) â âèäå Eδ2 + 2∆δ + B1 ≥ 0, ãäå, êàê è

ðàíüøå, δ = γ̇/Ω0. Â ïëîñêîñòè (γ, δ) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

à) 0 ≤ µ < e. Òîãäà, åñëè ν3 < ν∗3 â ïîëîñå −π < γ < π, îáëàñòü ñõîäà ñî

ñâÿçè ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, öåëèêîì ðàñïîëîæåííûõ íèæå ïðÿìîé δ = 0
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Ðèñóíîê 1.4 �

(cì. ðèñ. 1.5). Åñëè ν3 = ν∗3 ýòè ÷àñòè âûòÿãèâàþòñÿ âíèç è ñòàíîâÿòñÿ

áåñêîíå÷íûìè (cì. ðèñ. 1.6). Åñëè ν3 > ν∗3 ê äâóì áåñêîíå÷íûì îáëàñòÿì,

ëåæàùèì íèæå ïðÿìîé δ = 0, äîáàâëÿþòñÿ äâå áåñêîíå÷íûå îáëàñòè, ëå-

æàùèå âûøå ýòîé ïðÿìîé (cì. ðèñ. 1.7).

 

Ðèñóíîê 1.5 �

á) µ = e. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè, îñòàþòñÿ ïî ôîðìå

òàêèìè æå, êàê èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 1.5,1.6,1.7, òîëüêî íèæíèå ÷àñòè ýòèõ

îáëàñòåé áóäóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà íà îñè δ.
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Ðèñóíîê 1.6 �

 

Ðèñóíîê 1.7 �

â) µ > e. Åñëè ν3 < ν∗3 , îáëàñòü ñõîäà ñî ñâÿçè èìååò ôîðìó, èçîá-

ðàæåííóþ íà ðèñ. 1.8, åñëè ν3 = ν∗3 - èçîáðàæåííóþ íà ðèñ 1.9. Åñëè æå

ν3 > ν∗3 , âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: åñëè e < µ ≤ e∗, ãäå e∗ - êîðåíü óðàâ-

íåíèÿ
(
e4 − e2

)
u3 +

(
e3 + 3e

)
u2 −

(
1 + 5e2 + 2e4

)
u + e + 3e3 = 0, íàõîäÿ-

ùèéñÿ ìåæäó e è 1, îáëàñòü ñõîäà ñî ñâÿçè èìååò ôîðìó, èçîáðàæåííóþ

íà ðèñ. 1.10, åñëè æå µ > e∗ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ν3 âîçìîæíî ñëèÿíèå

÷àñòåé, ëåæàùèõ âûøå îñè γ, è èñ÷åçíîâåíèå îáëàñòè ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ,

ïðèìûêàþùåé ê îòðèöàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè δ (ðèñ. 1.11).
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Ðèñóíîê 1.8 �

 

Ðèñóíîê 1.9 �

1.6 Î âîçìîæíîñòè ñâÿçíûõ ïåðåëåòîâ ìåæäó êîí-

öàìè ñòàíöèè.

Íà ïðàêòèêå ìîæåò îêàçàòñÿ âàæíûì îòâåò íà âîïðîñ î âîçìîæíîñòè

ïåðåìåùåíèÿ (èëè �ïåðåëåòà�) ïî ëååðó òîãî èëè èíîãî ãðóçà ñ îäíîãî êîíöà

ïðîòÿæåííîé êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè íà äðóãîé åå êîíåö áåç îñëàáåâàíèÿ òðî-

ñà. Â ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîé ãëàâå ñèòóàöèè òàêèì ïåðåìåùåíèÿì ñîîòâåò-

ñòâóþò ñâÿçíûå äâèæåíèÿ ãðóçà m3, íà÷èíàþùèåñÿ è çàêàí÷èâàþùèåñÿ â

âåðøèíàõ ýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî äâèæåíèÿ ïî ëååðó, ñîîòâåòñòâóþùèõ
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Ðèñóíîê 1.10 �

 

Ðèñóíîê 1.11 �

åãî áîëüøåé îñè. Î÷åâèäíî, òàêèå ïåðåìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âðàùåíèÿì

íà ôàçîâîì ïîðòðåòå. Àíàëèçèðóÿ ôîðìû è ïîëîæåíèå îáëàñòåé ñõîäà ñî

ñâÿçè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ.1.5�1.11), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âû-

âîäû:

à) åñëè ν3 ≤ ν∗3 , òî ïðè ëþáîì ïåðåëåòå â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ñòàí-

öèè ñõîä ñî ñâÿçè íå âîçìîæåí;

á) åñëèν3 < ν∗3 ,òî ïðè ïåðåë¼òå â íàïðàâëåíèè,ïðîòèâîïîëîæíîì íà-

ïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ ñòàíöèè, ñõîä ñî ñâÿçè íåâîçìîæåí ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì íà÷àëüíîì èìïóëüñå;
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â) åñëè ν3 ≥ ν∗3 , òî ïðè e ≥ e∗, ãäå e∗ - ïàðàìåòð, ñ òî÷íîñòüþ äî 0.05

îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé e∗ ≈ 0.75 − 0.5µ, ñâÿçíûõ ïåðåë¼òîâ â íàïðàâëå-

íèè, ïðîòèâîïîëîæíîì âðàùåíèþ ñòàíöèè, íå ñóùåñòâóåò, åñëè æå e < e∗,

òàêèå ïåðåë¼òû ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëèìèòàöèîííîãî (cå-

ïàðàòðèñíîãî) äâèæåíèÿ;

ã) åñëè ν3 > ν∗3 , òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëèìèòàöèîííîãî (ñåïàðà-

òðèñíîãî) äâèæåíèÿ ñóùåñòâóþò ñâÿçíûå ïåðåëåòû â íàïðàâëåíèè âðàùå-

íèÿ ñòàíöèè.
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ÃËÀÂÀ 2

Ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ëååðíîé ñâÿçêè â

ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ëååðíîé ñâÿçêè,

ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, â ñëó÷àå, êîãäà åå öåíòð ìàññ äâè-

æåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà,

ïðè÷åì âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âî âñå âðå-

ìÿ äâèæåíèÿ îñòàþòñÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû è íåïîäâèæíû â îðáèòàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà.

2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòå-

ìó, ñîñòîÿùóþ èç ãàíòåëè, îáðàçóåìîé òî÷å÷íûìè ìàññàìè m1 è m2, ñî-

åäèíåííûìè íåâåñîìûì ñòåðæíåì äëèíû 2c, è ãðóçà ìàññû m3, êîòîðûé

ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü òðîñà äëèíîé 2a, çàêðåïë¼ííîãî â òî÷êàõ

ñ ìàññàìè m1 è m2. Ïóñòü O � ñåðåäèíà ñòåðæíÿ, C � öåíòð ìàññ ñèñòåìû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâÿçêà m1, m2 è m3 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì íüþòî-

íîâñêîì ïîëå ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì O1 è âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ âñå

ýëåìåíòû ñâÿçêè è O1 íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Ñâÿæåì ñî ñòåðæíåì

ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy (ñì. ðèñ. 2.1), îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë ìåæäó èíåð-

öèàëüíîé îñüþ è íàïðàâëåíèåì îò ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà ê öåíòðó ìàññ

ñâÿçêè, à ÷åðåç ϕ - óãîë ìåæäó ëó÷îì OC è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì

îñè Ox.

Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ãðóç m3 íå ìîæåò âûõîäèòü çà

ïðåäåëû îáëàñòè V , îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ m1 è m2,
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Ðèñóíîê 2.1 �

ïîëóîñÿìè a è b =
√
a2 − c2 è ýêñöåíòðèñèòåòîì, ðàâíûì e = c/a. Êàê

è ðàíüøå, äâèæåíèå ïî ãðàíèöå îáëàñòè V áóäåì íàçûâàòü �ñâÿçíûì�, à

ïðî ãðóç áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îí �íàõîäèòñÿ íà ñâÿçè�. Äâèæåíèå âíóòðè

îáëàñòè V áóäåì íàçûâàòü �ñâîáîäíûì�, à ïðî ãðóç â ýòîì ñëó÷àå áóäåì

ãîàîðèòü, ÷òî îí �ñîøåë ñî ñâÿçè�.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, îïèñûâàþùèõ ñâÿçíîå äâè-

æåíèå, äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà
−−→
O1C öåíòðà ìàññ ñèñòåìû (O1C = r), óãëû

θ è ϕ, à òàêæå óãîë γ, èìåþùèé òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ãëà-

âå è ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ýêñöåíòðè÷åñêóþ àíîìàëèþ òî÷êè m3 ïðè å¼

äâèæåíèè ïî ýëëèïñó, îãðàíè÷èâàþùåìó îáëàñòü V . Çàïèøåì êîîðäèíàòû

íåêîòîðûõ òî÷åê è âåêòîðîâ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy:

m1 (−c; 0) , m2 (c; 0) , m3 (a cos γ; b sin γ) ,

C

(
1

M
(c (m2 −m1) +m3a cos γ) ;

m3b sin γ

M

)
,

(2.1)
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ãäå M = m1 +m2 +m3,

−−→
O1C = {r cosϕ;−r sinϕ} ,

−−→
Cm1 = − 1

M
{c (2m2 +m3)−m3a cos γ;m3b sin γ} ,

−−→
Cm2 =

1

M
{c (2m1 +m3)−m3a cos γ;−m3b sin γ} ,

−−→
Cm3 =

1

M
{−c (m2 −m1) + a (m1 +m2) cos γ; (m1 +m2) b sin γ} .

(2.2)

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå U = f
∑3

i=1
mi

ri
,

ãäå ri - äëèíà âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãîO1 ñ òî÷êîé ìàññûmi, à f � êîíñòàíòà.

Î÷åâèäíî r2i =
−−→
O1C

2 + 2
(−−→
O1C,

−−→
Cmi

)
+
−−→
Cmi

2. C ó÷åòîì (2.2) êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ñâÿçêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T =
1

2
M
(
ṙ2+r2θ̇2

)
+

(m1+m2)
2 a2

2M

[
A1γ̇

2+2B1

(
ϕ̇+θ̇

)
γ̇+C1

(
ϕ̇+θ̇

)2]
,

(2.3)

ãäå

A1 = ν
(
1− e2 cos2 γ

)
B1 = ν

√
1− e2 (1− µe cos γ)

C1 = ν
(
1 + e2 cos2 γ − 2µe cos γ

)
+
(
1− µ2

)
e2,

(2.4)

à áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ν è µ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ν =
m3

m1 +m2
, µ =

m2 −m1

m1 +m2
. (2.5)

Ñèñòåìà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé (2.3) è ñèëîâîé ôóíêöèåé U äîïóñêàåò

öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë

Mr2θ̇ +
(m1 +m2)

2 a2

M

(
B1γ̇ + C1

(
ϕ̇+ θ̇

))
= const (2.6)
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Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ìîæíî çàïèñàòü êàê

Mr̈ −Mrθ̇2 − ∂U

∂r
= 0, (2.7)

(m1 +m2)
2 a2

M

[
B1γ̈ + C1

(
ϕ̈+ θ̈

)
+B1γγ̇

2 + C1γγ̇
(
ϕ̇+ θ̇

)]
− ∂U

∂ϕ
= 0,

(2.8)

(m1+m2)
2 a2

2M

[
2A1γ̈+2B1

(
ϕ̈+θ̈

)
+A1γγ̇

2−C1γ

(
ϕ̇+θ̇

)2]
−∂U
∂γ

=0, (2.9)

ãäå A1γ =
∂A1

∂γ
, B1γ =

∂B1

∂γ
, C1γ =

∂C1

∂γ
.

Ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ρ = r/r0, ϕ, γ (r0 - íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå r) è áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ = t
√
f/r

3/2
0 . Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

( )
′
=

d

dτ
, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6,2.7,2.8,2.9) â âèäå

ρ2θ′ +
a2

r20

(
m1 +m2

M

)2

(B1γ
′ + C1 (ϕ′ + θ′)) = const (2.10)

ρ′′ − ρθ′2 − r0
Mf

∂U

∂ρ
= 0, (2.11)

B1γ
′′+C1 (ϕ′′+θ′′)+B1γγ

′2+C1γγ
′ (ϕ′+θ′)− Mr30

fa2 (m1+m2)
2

∂U

∂ϕ
=0, (2.12)

A1γ
′′+B1 (ϕ′′+θ′′)−1

2
C1γ (ϕ′+θ′)

2
+

1

2
A1γγ

′2− Mr30
fa2 (m1+m2)

2

∂U

∂γ
=0.

(2.13)

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ U ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

U = εfMŨ/a (2.14)
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ãäå

Ũ = (1 + ν)

[
1

ρ
+
ε2

ρ3
U2 +

ε3

ρ4
U3

]
+O

(
ε4
)
, ε =

a

r0 (1 + ν)
<< 1. (2.15)

ïðè÷åì

U2 =
1

1 + ν

3∑
i=1

νi

[
3

2
(a, bi)

2 − 1

2
(bi, bi)

]
,

U3 =
1

1 + ν

3∑
i=1

νi

[
3

2
(bi, bi) (a, bi)−

5

2
(a, bi)

3

]
,

a = {cosϕ;− sinϕ} ,

b1 =
{
−e (1 + µ+ ν) + ν cos γ; −ν

√
1− e2 sin γ

}
,

b2 =
{
e (1− µ+ ν)− ν cos γ; −ν

√
1− e2 sin γ

}
,

b1 =
{
−eµ+ cos γ;

√
1− e2 sin γ

}
,

ν1 = (1− µ) /2, ν2 = (1 + µ) /2, ν3 = ν.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (2.14,2.15) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

(2.10,2.11,2.12,2.13) è ïðåíåáðåãàÿ â Ũ ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà ε4, ïîëó÷èì

ρ2θ′ + ε2 (B1γ
′ + C1 (ϕ′ + θ′)) = const, (2.16)

ρ′′ − ρθ′2 +
1

ρ2
+ ε2

3U2

ρ4
+ ε3

4U3

ρ5
= 0, (2.17)

B1γ
′′ + C1 (ϕ′′ + θ′′) +B1γγ

′2 + C1γγ
′ (ϕ′ + θ′)− 1

ρ3
∂U2

∂ϕ
− ε 1

ρ4
∂U3

∂ϕ
= 0

(2.18)
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A1γ
′′+B1 (ϕ′′+θ′′)− 1

2
C1γ (ϕ′+θ′)

2
+

1

2
A1γγ

′2 − 1

ρ3
∂U2

∂γ
− ε 1

ρ4
∂U3

∂γ
=0

(2.19)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â óðàâíåíèÿõ (2.16) è 2.17) ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè

ïîðÿäêà ε2, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.16,2.17,2.18,2.19) ðàçäåëÿòñÿ íà äâå

ãðóïïû. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ

ρ2θ′ = const, ρ′′ − ρθ′2 +
1

ρ2
= 0 (2.20)

ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè îò äâèæåíèÿ ñèñòåìû âîêðóã öåíòðà

ìàññ è îïðåäåëÿþò åãî äâèæåíèå ïî îðáèòå, ïðè÷åì åñëè öåíòð ìàññ äâè-

æåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå, òî åñòü åñëè r = r0 âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ, òî,

î÷åâèäíî, ρ ≡ 1, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè θ2 ≡ 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ ≡ 1. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàâøèåñÿ

äâà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ êàê

B1γ
′′ + C1ϕ

′′ +B1γγ
′2 + C1γγ

′ (ϕ′ + 1)− ∂U2

∂ϕ
− ε∂U3

∂ϕ
= 0

A1γ
′′ +B1ϕ

′′ − 1

2
C1γ (ϕ′ + 1)2 +

1

2
A1γγ

′2 − ∂U2

∂γ
− ε∂U3

∂γ
= 0,

è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

B1γ
′′ + C1ϕ

′′ +B1γγ
′2 + C1γγ

′ϕ′ + C1γγ
′ − ∂N2

∂ϕ
− ε∂N3

∂ϕ
= 0, (2.21)

A1γ
′′ +B1ϕ

′′ − 1

2
C1γϕ

′2 − C1γϕ
′ +

1

2
A1γγ

′2 − ∂N2

∂γ
− ε∂N3

∂γ
= 0, (2.22)

ãäåN2 = 1
2C1+U2 ;N3 = U3 çàâèñÿò îò γ, ϕ, e, µ, ν. Óðàâíåíèÿ (2.21,2.22)

ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
1

2

(
A1γ

′2 + 2B1γ
′ϕ′ + C1ϕ

′2 + 2C1ϕ
′)+N2 + εN3 (2.23)
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è äîïóñêàþò èíòåãðàë ßêîáè

H =
1

2

(
A1γ

′2 + 2B1γ
′ϕ′ + C1ϕ

′2)−N2 − εN3 = const. (2.24)

2.2 Ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ñâÿçêè ïðåíåáðå-

æèìî ìàëûõ ðàçìåðîâ è èõ óñòîé÷èâîñòü

Áóäåì íàçûâàòü ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèåé òàêèå äâèæåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáðàçóþ-

ùèìè åå ìàññàìè íå ìåíÿåòñÿ âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü òàêèå ñè-

òóàöèè, êîãäà ñèñòåìà äâèæåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òàêèå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ëååðíîé ñâÿçêè

íå ïîêèäàþò ïëîñêîñòü êðóãîâîé îðáèòû, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð ìàññ

èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé, êîãäà ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãó-

ðàöèÿ íåïîäâèæíà (ïîñòîÿííî îðèåíòèðîâàíà [92]) â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ϕ è γ ïîñòîÿííû. Èç (2.21)

è (2.22) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ϕ è γ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàâíîâåñíûõ

êîíôèãóðàöèé îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

∂N2

∂ϕ
+ ε

∂N3

∂ϕ
= 0;

∂N2

∂ϕ
+ ε

∂N3

∂ϕ
= 0. (2.25)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíû ãàíòåëè è ëååðà ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ðàäèóñîì îðáèòû, à äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà âðåìåíàõ ïî-

ðÿäêà íåñêîëüêèõ âèòêîâ ïî îðáèòå, òî â (2.25) ìîæíî ïîëîæèòü ε = 0.
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Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.25) â ÿâíîì âèäå çàïèøóòñÿ êàê[(
2− e2

)
cos γ − eµ

]
sin γ · x+

√
1− e2 (cos 2γ − eµ cos γ) · y =

= e sin γ · (µ− e cos γ)

2ν
√

1− e2 (cos γ − eµ) sin γ · x+
[(

2− e2
)
ν cos2 γ +

(
2e2 − 1

)
ν+

+e2
(
1− µ2

)
− 2eµ cos γ

]
· y = 0

. (2.26)

ãäå x = cos 2ϕ, y = sin 2ϕ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êîíñåðâàòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëååðíàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé, â ñëó-

÷àå, êîãäà ðåàêöèÿ ëååðà íå ðàâíà 0 (èëè ñèëû ðåàêöèè âåòâåé ëååðà íå

ðàâíû 0), â ñèëó òåîðåìû À.Ï.Èâàíîâà [43, 44], îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñ-

íûõ êîíôèãóðàöèé ìîæíî ñóäèòü, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ñâÿçíûå äâèæåíèÿ

ñèñòåìû, òî åñòü ðàññìàòðèâàÿ ëååð êàê äâóñòîðîííþþ ñâÿçü.

2.2.1 Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ãàíòåëü ñèììåòðè÷íà, òî åñòü

îáðàçîâàíà ðàâíûìè ìàññàìè (m1 = m2). Â ýòîì ñëó÷àå µ =

0 è îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî x è y cèñòåìû óðàâíåíèé

(2.26) ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ òîëüêî åñ-

ëè sin 2γ = 0, íî òîãäà y = sin 2ϕ = 0. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðà-

âåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóøåñòâóåò 16 ðàâíî-

âåñíûõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû:

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå, âåðòèêàëüíî-

ãîðèçîíòàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíûå.

54



2.2.1.1 Âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

Âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûìè ìîæíî íàçâàòü òàêèå ðàâíîâåñíûå êîí-

ôèãóðàöèè, â êîòîðûõ âñå òðè ìàññû, îáðàçóþùèå ñâÿçêó, ðàñïîëîæåíû íà

îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Î÷åâèäíî, åñòü 4

òàêèå êîíôèãóðàöèè, à èìåííî

ϕ1 = 0, γ1 = 0; ϕ2 = π, γ2 = 0; ϕ3 = 0, γ3 = π; ϕ4 = π, γ4 = π . (2.27)

Âî âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèÿõ ñèëà ðåàêöèè ëååðà íå ðàâíà 0, òî åñòü ñèñòåìà

íàõîäèòñÿ �íà ñâÿçè�. Âñå ýòè êîíôèãóðàöèè óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, òàê

êàê èì ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóì èíòåãðàëà ßêîáè.

2.2.1.2 Ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

Ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûìè ìîæíî íàçâàòü òàêèå ðàâíîâåñíûå êîí-

ôèãóðàöèè, â êîòîðûõ âñå òðè ìàññû, îáðàçóþùèå ñâÿçêó, ðàñïîëîæåíû

íà êàñàòåëüíîé ê îðáèòå öåíòðà ìàññ ñâÿçêè. Î÷åâèäíî, åñòü 4 òàêèå

êîíôèãóðàöèè, à èìåííî

ϕ5 = π
2 , γ5 = 0; ϕ6 = −π

2 , γ6 = 0;

ϕ7 = π
2 , γ7 = π; ϕ8 = −π

2 , γ8 = π.
(2.28)

Ïî-ñóùåñòâó, â ýòèõ ñèòóàöèÿõ âñå òðè ìàññû äâèæóòñÿ ïî îäíîé è òîé æå

êðóãîâîé îðáèòå, íå âçàèìîäåéñòâóÿ äðóã ñ äðóãîì. Ñèëà íàòÿæåíèÿ ëåå-

ðà äëÿ òàêèõ êîíôèãóðàöèé ðàâíà 0. Âñå ýòè êîíôèãóðàöèè íåóñòîé÷èâû

ïî Ëÿïóíîâó, òàê êàê äàæå åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçíûå äâèæåíèÿ,

ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè òàêîé ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðà-

öèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåìèíóåìî èìååò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå

ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

2.2.1.3 Âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

Âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûìè ìîæíî íàçâàòü òàêèå ðàâíîâåñíûå êîí-

ôèãóðàöèè, â êîòîðûõ ãàíòåëü ðàñïîëîæåíà íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
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ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð (òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé ê îðáèòå),

à ìàññà íà ëååðå äâèæåòñÿ ïî òîé æå êðóãîâîé îðáèòå, ÷òî è öåíòð ìàññ

ãàíòåëè. Î÷åâèäíî, åñòü 4 òàêèå êîíôèãóðàöèè, à èìåííî

ϕ9 = 0, γ9 =
π

2
; ϕ10 = π, γ10 =

π

2
; ϕ11 = 0, γ11 = −π

2
; ϕ12 = π, γ12 = −π

2
.

Î÷åâèäíî, ñèëà íàòÿæåíèÿ ëååðà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ. Âñå ýòè êîíôè-

ãóðàöèè íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, òàê êàê äàæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ñâÿçíûõ äâèæåíèé, ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè

òàêîé ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåìèíóåìî èìååò

õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Òåì íå ìåíåå, åñëè çàìå-

íèòü âåòâè ëååðà òîíêèìè íåâåñîìûìè ñòåðæíÿìè, ðàññìàòðèâàåìûå êîí-

ôèãóðàöèè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè, åñëè

(2ν + 1) e2 − ν > 0, (2.29)

åñëè æå (2ν + 1) e2 − ν ≤ 0, òî ñîõðàíÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Îòìåòèì, ÷òî

óñëîâèå (2.29) ïî-ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-

íîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà íà êðóãîâîé îðáèòå èç [8, 10].

2.2.1.4 Ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

Ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíûìè ìîæíî íàçâàòü òàêèå ðàâíîâåñíûå êîíôè-

ãóðàöèè, â êîòîðûõ ãàíòåëü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð è öåíòð ìàññ ñâÿçêè, à ìàññà íà ëååðå ðàñïîëîæåíà

òàê, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ãàíòåëè, ýòà ìàññà

íàõîäèòñÿ íàä ñåðåäèíîé ãàíòåëè. Î÷åâèäíî, åñòü 4 òàêèå êîíôèãóðàöèè,

à èìåííî

ϕ13 =
π

2
, γ13 =

π

2
; ϕ14 = −π

2
, γ14 =

π

2
;

ϕ15 =
π

2
, γ15 = −π

2
; ϕ16 = −π

2
, γ16 = −π

2
.
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Äëÿ âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèé ñèëà íàòÿæåíèÿ ëååðà íå ðàâíà 0, òî åñòü

ñèñòåìà íàõîäèòñÿ �íà ñâÿçè�. Âñå ýòè êîíôèãóðàöèè íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿ-

ïóíîâó, òàê êàê ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè òàêîé ðàâíîâåñ-

íîé êîíôèãóðàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåìèíóåìî èìååò õîòÿ áû îäíî

ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Òåì íå ìå-

íåå, åñëè çàïðåòèòü ïåðåäâèæåíèå ìàññû m3 ïî ëååðó (èëè, ÷òî òî æå ñà-

ìîå, çàìåíèòü ëååð äâóìÿ òðîñàìè), òî ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðè

âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà, ïðîòèâîïîëîæíîãî (2.29) ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷è-

âîé, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè èç [8]. Ïðè ýòîì ïðè

(2ν + 1) e2 − ν ≥ 0 cîõðàíÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ãðóç íå çàêðåïëåí íà ëååðå, ïðè îòêëîíåíèè

èç ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ïåðåéòè â

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå, à åñëè ãðóç çàêðåïëåí è êîíôèãó-

ðàöèÿ íåóñòîé÷èâà, â âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíîå ,åñëè, êîíå÷íî, íå ïðî-

èçîéäåò ñõîä ñî ñâÿçè.

2.2.2 Ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ãàíòåëü íåñèììåòðè÷íà, òî åñòü îá-

ðàçîâàíà íåðàâíûìè ìàññàìè (m1 6= m2). Â ýòîì ñëó÷àå µ > 0 è îïðåäå-

ëèòåëü ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî x è y cèñòåìû óðàâíåíèé (2.26) ðàâåí 0 â

÷àñòíîñòè ïðè sin γ = 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè y = sin 2ϕ = 0, îòêóäà

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âîñüìè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìîæ-

íî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíî-

ãîðèçîíòàëüíûå

2.2.2.1 Âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè ×åòûðå

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè ïî-ñóùåñòâó òàêèå æå, êàê è

äëÿ ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.27). Òàêæå, êàê
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è â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè, äëÿ ýòèõ êîíôèãóðàöèé ñèëà ðåàêöèè

ëååðà íå ðàâíà íóëþ, îäíàêî, åñëè òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ êîíôèãóðàöèè,

êîãäàìåíüøàÿ èç ìàññ, ñîñòàâëÿþùèõ ãàíòåëü, íàõîäÿòñÿ ìåæäó ãðóçîì

è áîëüøåé ìàññîé, óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó ïðè ëþáûõ ôèçè÷åñêè äîïó-

ñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ e, µ è ν (ýòè êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþò

ìèíèìóìó èíòåãðàëà ßêîáè), òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîíôèãóðàöèè, êîãäà

áîëüøàÿ èç ìàññ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòàíöèþ, íàõîäèòñÿ ìåæäó ìåíüøåé

ìàññîé è ãðóçîì, óñòîé÷èâû òîëüêî åñëè

ν
(
µ+ e2µ− 2e

)
< e

(
1− µ2

)
, (2.30)

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ýòèõ êîíôèãóðàöèé ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì èí-

òåãðàëà ßêîáè. Åñëè æå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (2.30),

òî ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè ëþáîé èç ïåðâûõ äâóõ êîíôè-

ãóðàöèé óðàâíåèé äâèæåíèÿ èìååò íå ìåíåå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåé-

ñòâèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, òî åñòü ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîíôèãóðà-

öèè íåóñòîé÷èâû. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà â (2.30) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè è

íåóñòîé÷èâîñòè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.2

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè çàïðåòèòü äâèæåíèå ãðóçà âäîëü ëååðå, òî âñå

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

2.2.2.2 Ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè ×å-

òûðå ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè ïî-ñóùåñòâó òàêèå

æå, êàê è äëÿ ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.28).

Êàê è äëÿ ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè, âñå îíè íåóñòîé÷èâû è íå ìîãóò áûòü

ñòàáèëèçèðîâàíû ôèêñàöèåé ãðóçà íà ëååðå.

2.2.2.3 Âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè Çàìå-

òèì, ÷òî ñèñòåìà (2.26) ïðè cos γ = eµ èìååò ðåøåíèå y = 0, x = 1, ÷òî
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Ðèñóíîê 2.2 �

äàåò åùå ÷åòûðå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ9 = 0, γ9 = arccos eµ; ϕ10 = π, γ10 = arccos eµ;

ϕ11 = 0, γ11 = − arccos eµ; ϕ12 = π, γ12 = − arccos eµ.

êîòîðûå ìîãóò áûòü íàçâàíû âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûìè, òàê êàê âî

âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèÿõ ìàññû, ñîñòàâëÿþùèå ãàíòåëü, ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì, ãðóç íà ëååðå äâèæåòñÿ ïî òîé æå êðó-

ãîâîé îðáèòå, ÷òî è öåíòð ìàññ ãàíòåëè, à ñèëà ðåàêöèè ëååðà ðàâíà 0.

Âñå ýòè êîíôèãóðàöèè íåóñòîé÷èâû, òàê êàê ìàòðèöà ëèíåàðèçîâàííûõ â

îêðåñòíîñòè êàæäîé èç ýòèõ êîíôèãóðàöèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååò íå

ìåíåå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Îä-

íàêî, åñëè çàìåíèòü âåòâè ëååðà íåâåñîìûìè ñòåðæíÿìè, ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ

(2ν + 1) e2 − ν − µ2e2
(
1 + e2ν

)
> 0, (2.31)

âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè, â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñîõðàíÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Óñëîâèå (2.31), òàêæå êàê
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è àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ âûøå ïî-ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷è-

âîñòè èç [8] è ïåðåõîäèò â óñëîâèå (2.29), åñëè µ→ 0.

2.2.2.4 Íàêëîííî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè Çàìåòèì ÷òî

åñëè µ 6= 0, òî ãàíòåëü ìîæåò áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ íà ïðè-

òÿãèâàþùèé öåíòð (òî åñòü åñëè ϕ = ±π/2) òîëüêî åñëè γ = 0 èëè γ = π,

òî åñòü ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ íåñèììåò-

ðè÷íîé ãàíòåëè íåâîçìîæíû. Òåì íå ìåíåå, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

(2.30), ñóùåñòâóþò åùå ÷åòûðå ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ ãàí-

òåëü âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íàêëîíåíà ê íàïðàâëåíèþ íà ïðèòÿãèâàþùèé

öåíòð íà íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé óãîë (íå íóëåâîé è íå ïðÿìîé), ïðè÷åì

ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ãðóç íà ëååðå ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì, íàïðàâëå-

íà ïî íîðìàëè ê ýëëèïñó, îãðàíè÷èâàþùåìó îáëàñòü V. Òàêèå ðàâíîâåñíûå

êîíôèãóðàöèè ìîæíî íàçâàòü �íàêëîííî-âåðòèêàëüíûìè�. Äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ �óãëîâûõ êîîðäèíàò� ϕ è γ íàêëîííî-âåðòèêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé,

çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ëåæàùàÿ íèæå è ëåâåå

ïîâåðõíîñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.2, ðàññëàèâàåòñÿ íà îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ïî ïàðàìåòðó k ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

ν =
e
(
1− µ2

)√
(1 + k) (2− e2 + ke2)

2
[
(1 + ke2)µ− e

√
(1 + k) (2− e2 + ke2)

] , (2.32)

ãäå −1 < k < 1, ïðè÷åì ïðè k → 1 ïîâåðõíîñòü (2.32) ïåðåõîäèò â ïîâåðõ-

íîñòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.2, à ïðè k → −1 âûðîæäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå

ïëîñêîñòåé ν = 0, µ = 0 è e = 1. Ïðè ν →∞ (2.32) ñòðåìèòñÿ ê öèëèíäðè-

÷åñêîé ñåïàðàòðèñå

µ =
e
√

(1 + k) (2− e2 + e2k)

1 + ke2
(2.33)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ êàæäîãî óãëà ϕ∗ (0 <

ϕ∗ < π/2) è ïàðàìåòðîâ e, µ, ν, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (2.32) ïðè
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k = cos 2ϕ∗, ñóùåñòâóþò ÷åòûðå íàêëîííî-âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ, à èìåííî:

ϕ13 = ϕ∗, γ13 = − arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
;

ϕ14 = ϕ∗ − π, γ14 = − arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
;

ϕ15 = −ϕ∗, γ15 = arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
;

ϕ16 = π − ϕ∗, γ16 = arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
.

(2.34)

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà

ïàðà ïàðàìåòðîâ e è µ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

µ >
2e cosϕ∗ ·

√
1− e2 sin2 ϕ∗

1 + e2 cos 2ϕ∗
, (2.35)

íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ν, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ñòàöèîíàð-

íûõ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ñòàíöèÿ íàêëîíåíà íà óãîë ϕ∗ ê

íàïðàâëåíèþ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â íàêëîííî-

âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ãðóç ðàñïîëîæåí áëèæå ê áîëüøåé èç

ìàññ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòàíöèþ.

Ïðèìåðû íàêëîííî-âåðòèêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.3.

Íà ýòîì ðèñóíêå ïëîùàäè êðóãîâ, èçîáðàæàþùèõ òåëà, îáðàçóþùèå ñâÿçêó,

ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíû èõ ìàññàì.

Äëÿ âñåõ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé (2.34) ñèëà ðåàêöèè ëååðà íå ðàâíà

0 (÷åðíûå ñòðåëêè íà íà ðèñ. 2.3), íî âñå îíè íåóñòîé÷èâû (ìàòðèöà óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ, ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç íàêëîííî-

âåðòèêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé èìååò ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî). Åñëè æå çàêðåïèòü ãðóç íà òðîñå, êîíôèãóðàöèè (2.34)
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Ðèñóíîê 2.3 �

ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(
1− 2e2 + µ2e4

)
ν − e2

(
1− µ2

)
> 0, (2.36)

åñëè æå
(
1− 2e2 + µ2e4

)
ν − e2

(
1− µ2

)
≤ 0, ñîõðàíÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü

(ñì. ðèñ. 2.4). Ýòè óñëîâèÿ òàêæå ñîâïàäàþò ñ äîêàçàííûìè â [8]. Ïðè

µ→ 0 íåðàâåíñòâî (2.36) ïåðåõîäèò â óñëîâèå, ïðîòèâîïîëîæíîå (2.29), òî

åñòü â óñëîâèå óñòîé÷èèâîñòè �çàêðåïëåííîé� ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíîé

ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè.

Èç óñëîâèÿ (2.36) ñëåäóåò, ÷òî åñëè 0 < ϕ∗ ≤ π/4, òî â ñëó÷àå, êîãäà

äâèæåíèå ãðóçà ïî ëååðó çàïðåùåíî, íàêëîííî-âåðòèêàëüíûå ðàâíîâåñíûå

êîíôèãóðàöèè óñòîé÷èâû, åñëè æå π/4 < ϕ∗ < π/2, îáëàñòü äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé å è µ, îïðåäåëÿåìàÿ íåðàâåíñòâîì (2.35), ðàçäåëÿåòñÿ êðèâîé

µ =
cosϕ∗

e
√

1− e2 sin2 ϕ∗
,

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A (ctgϕ∗, 1) è B

(
1√

2 sinϕ∗
, sin 2ϕ∗

)
, íà îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè è îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè (ñì.ðèñ. 2.5). Íà ãðàíèöå ýòèõ îá-

ëàñòåé èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ϕ∗ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè âêëþ÷àåò
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Ðèñóíîê 2.4 �

Ðèñóíîê 2.5 �

â ñåáÿ òî÷êè, îòâå÷àþùèå âñåì äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì µ, òî åñòü êàêîâî

áû íè áûëî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàññàìè, cîñòàâëÿþùèìè ãàíòåëü, ìîæíî

ïîäîáðàòü äëèíó òðîñà è ìàññó ãðóçà, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü ñîîò-

âåòñòâóþùèõ �íàêëîííûõ� ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ãàíòåëè

â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî åñòü ñ ïîìîùüþ ãðóçà, çàôèêñèðîâàí-
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íîãî íà ëååðå, ãàíòåëü ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü â ëþáîì ïîëîæåíèè, ñîõðà-

íÿþùåì îðèåíòàöèþ îòíîñèòåëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.26), êðîìå îïèñàííûõ, íåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè ïðè âûïîëíåíèè (2.30) ñó-

ùåñòâóåò 16 ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå èõ òîëüêî 12. Ïðè àíàëèçå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè

ðàññìîòðåííûõ êîíôèãóðàöèé òàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíûì áî-

ëåå îáùèé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [5] óæå ïîñëå ïóáëèêàöèè îïèñàííûõ

ðåçóëüòàòîâ.

2.3 Ïîïðàâêè â óãëîâûå êîîðäèíàòû ðàâíîâåñíûõ

êîíôèãóðàöèé

Åñëè â (2.25) íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíîé ε, íî òåì íå ìåíåå îòíîøåíèå

äëèíû ëååðà ê ðàäèóñó îðáèòû öåíòðà ìàññ ñâÿçêè îñòàåòñÿ ìàëûì, òî

ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà ε2 è âûøå, óãëîâûå êîîðäèíàòû ϕ è γ

ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ.

2.3.1 Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè, òî åñòü åñëè m1 = m2, �èñïðàâëåííûå�

óãëîâûå êîîðäèíàòû ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé èìåþò âèä:

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ1 = 0, γ1 = 0; ϕ2 = π, γ2 = 0; ϕ3 = 0, γ3 = π; ϕ4 = π, γ4 = π;
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ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ5 =
π

2
− εν, γ5 =

1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ6 = −π
2

+ εν, γ6 = −1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ7 =
π

2
+ εν, γ7 = π − 1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ8 = −π
2

+ εν, γ8 = π +
1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2

âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ9 = −εν
√

1− e2, γ9 =
π

2
+

1

2
ε (1 + ν)

(
1 + e2

)
;

ϕ10 = π + εν
√

1− e2, γ10 =
π

2
− 1

2
ε (1 + ν)

(
1 + e2

)
;

ϕ11 = εν
√

1− e2, γ11 = −π
2
− 1

2
ε (1 + ν)

(
1 + e2

)
;

ϕ12 = π − εν
√

1− e2, γ12 = −π
2

+
1

2
ε (1 + ν)

(
1 + e2

)
;

ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ13 =
π

2
, γ13 =

π

2
; ϕ14 = −π

2
, γ14 =

π

2
;

ϕ15 =
π

2
, γ15 = −π

2
; ϕ16 = −π

2
, γ16 = −π

2
.

2.3.2 Ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè

Â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè, òî åñòü åñëè m1 6= m2, �èñïðàâëåí-

íûå� óãëîâûå êîîðäèíàòû ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé èìåþò âèä:

âåðòèêàëüíî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ1 = 0, γ1 = 0; ϕ2 = π, γ2 = 0; ϕ3 = 0, γ3 = π; ϕ4 = π, γ4 = π;
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ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ5 =
π

2
− ε (eµ+ ν) , γ5 =

1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ6 = −π
2

+ ε (eµ+ ν) , γ6 = −1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ7 =
π

2
− ε (eµ− ν) , γ7 = π − 1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

ϕ8 = −π
2

+ ε (eµ− ν) , γ8 = π +
1

2
ε (1 + ν)

√
1− e2;

âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ9 = −εν
√

(1− e2µ2) (1− e2),

γ9 = arccos eµ+
1

2
ε (1 + ν)

1 + e2 − µ2e2
(
3− e2

)√
1− e2µ2

;

ϕ10 = π + εν
√

(1− e2µ2) (1− e2),

γ10 = arccos eµ− 1

2
ε (1 + ν)

1 + e2 − µ2e2
(
3− e2

)√
1− e2µ2

;

ϕ11 = εν
√

(1− e2µ2) (1− e2),

γ11 = − arccos eµ− 1

2
ε (1 + ν)

1 + e2 − µ2e2
(
3− e2

)√
1− e2µ2

;

ϕ12 = π − εν
√

(1− e2µ2) (1− e2),

γ12 = − arccos eµ+
1

2
ε (1 + ν)

1 + e2 − µ2e2
(
3− e2

)√
1− e2µ2

;
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íàêëîííî-âåðòèêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

ϕ13 = ϕ∗,

γ13 =−arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
+ ε e

√
1− e2

(
e cosϕ∗−µ

√
1− e2 sin2 ϕ∗

)
sinϕ∗

√
2
(
1− e2 sin2 ϕ∗

)3/2 ;

ϕ14 = ϕ∗ − π,

γ14 =−arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
− ε e

√
1− e2

(
e cosϕ∗− µ

√
1− e2 sin2 ϕ∗

)
sinϕ∗

√
2
(
1− e2 sin2 ϕ∗

)3/2 ;

ϕ15 = −ϕ∗,

γ15 = arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
− ε e

√
1− e2

(
e cosϕ∗ − µ

√
1− e2 sin2 ϕ∗

)
sinϕ∗

√
2
(
1− e2 sin2 ϕ∗

)3/2 ;

ϕ16 = π − ϕ∗,

γ16 = arccos
cosϕ∗√

1− e2 sin2 ϕ∗
+ ε e

√
1− e2

(
e cosϕ∗ − µ

√
1− e2 sin2 ϕ∗

)
sinϕ∗

√
2
(
1− e2 sin2 ϕ∗

)3/2 .
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ÃËÀÂÀ 3

Äèíàìèêà ìàëîãî ãðóçà íà ëååðå, çàêðåïëåííîì íà

ãàíòåëè, ñîâåðøàþùåé ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ïî

êðóãîâîé îðáèòå

Â ýòîé ãëàâå â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé ïðåäûäóùåé ãëàâû èçó÷àåòñÿ

îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãðóçà âäîëü ëååðà â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìàÿ, ñî-

åäèíÿþùàÿ ìàññû, îáðàçóþùèå ãàíòåëü ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç ïðèòÿãèâà-

þùèé öåíòð, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ

âîçíèêàåò, åñëè, íàïðèìåð, ìàññà ãðóçà íà ëååðå ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî

ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìè, îáðàçóþùèìè ãàíòåëü, à ãàíòåëü íàõîäèòñÿ â óñòîé-

÷èâîì �âåðòèêàëüíîì� (ϕ = 0 èëè ϕ = π) ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíîãî ðàâ-

íîâåñèÿ èëè â êàêèì-òî îáðàçîì ñòàáèëèçèðîâàííîì �ãîðèçîíòàëüíîì� (

ϕ = ±π/2) ïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèÿ

ñâÿçíûõ äâèæåíèé ãðóçà âäîëü ëååðà â ïëîñêîñòè îðáèòû öåíòðà ìàññ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êàê ïðè âåðòèêàëüíîì, òàê è ïðè ãîðèçîíòàëüíîì

ïîëîæåíèè ãàíòåëè, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû è ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå

ñòðîÿòñÿ ôàçîâûå ïîðòðåòû òàêèõ äâèæåíèé, êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð êî-

òîðûõ â îñíîâíîì çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ äëèíû ãàíòåëè ê äëèíå ëååðà, òî

åñòü îò ïàðàìåòðà e. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äîïîëíÿþòñÿ îáëàñòÿìè ñõîäà ñî

ñâÿçè, ò.å. îáëàñòÿìè, ãäå íàòÿæåíèå âåòâåé ëååðà ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.

3.1 Îáùèå óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè

Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàññìîòðåí-

íîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå (ñì. ðèñ. 2.1), äîïîëíèì óæå âûâåäåííûå óðàâíå-
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íèÿ äâèæåíèÿ óñëîâèÿìè îáðàùåíèÿ â íîëü ñèëû íàòÿæåíèÿ ëååðà. Îñòà-

âàÿñü â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé è îáîçíà÷åíèé ïðåäûäóùåé ãëàâû, çàìåòèì,

÷òî ãðóç áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ýëëèïñó, îãðàíè÷èâàþùåìó îáëàñòü V, åñëè íà-

òÿæåíèÿ âåòâåé òðîñà T31 è T32, íàïðàâëåííûå ê ïåðâîé è âòîðîé ìàññàì

ñîîòâåòñòâåííî, íå ðàâíû íóëþ. Óðàâíåíèå àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ ãðóçà

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

m3r̈3 = T31 + T32 − f
m3r3
r33

Óìíîæèì îáå åãî ÷àñòè ñêàëÿðíî íà âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ýëëèïñó â

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Òîãäà

m3 (r̈3,n)− fm3

r33
(r3,n) = (T31,n) + (T32,n) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåí-

ñòâà äîëæíà áûòü íåïîëîæèòåëüíîé, óñëîâèå íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

(r̈3,n)− f

r33
(r3,n) ≤ 0

Ïåðåéäåì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ðàçëî-

æèì âûðàæåíèå ρ−33 â ðÿä ïî ε. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ε ïðåíåáðåæèìî ìàëî, ïîëó÷èì

(e cos γ − µ sin γ) eϕ′′ sin γ − 2
(
1− e2 cos2 γ

)
(ϕ′ + 1) γ′−

−
√

1− e2 (2− eµ cos γ) (ϕ′ + 1)2 + 2
√

1− e2 (ϕ′ + 1)−

−3

2

√
1− e2 +

1

2

√
1− e2eµ cos γ +

3

8

(
1−
√

1− e2
)2

cos (2ϕ− 2γ)−

−3

8

(
1 +
√

1− e2
)2

cos (2ϕ+ 2γ)− 3

4
eµ
(
1−
√

1− e2
)

cos (2ϕ− γ) +

+
3

4
eµ
(√

1− e2 + 1
)

cos (2ϕ+ γ) ≤ 0.
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Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (2.21,2.22), èç ýòîãî óñëî-

âèÿ ìîæíî èñêëþ÷èòü ϕ′′ è çàïèñàòü åãî â âèäå
√

1− e2 (1− eµ cos γ) (ϕ′ + 1)2 + 2
(
1− e2 cos2 γ

)
(1 + ϕ′) γ′+

+
√

1− e2γ′2 − 3

2

(
1− e2

)
sin 2γ sin 2ϕ+

+

√
1− e2

2
(3 cos 2ϕ cos 2γ + 1− eµ cos γ (1 + 3 cos 2ϕ)) ≥ 0.

(3.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãàíòåëü ñîñòîèò èç äâóõ ðàâíûõ ìàññ, òî åñòü åñëè

µ = 0, óñëîâèå íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè çàïèøåòñÿ â âèäå

√
1− e2 (ϕ′ + 1)2 + 2

(
1− e2 cos2 γ

)
(1 + ϕ′) γ′+

+
√

1− e2γ′2 − 3

2

(
1− e2

)
sin 2γ sin 2ϕ+

+

√
1− e2

2
(3 cos 2ϕ cos 2γ + 1) ≥ 0.

(3.2)

Îòìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè (3.1,3.2) íå çàâèñÿò îò ν, òî åñòü îò ìàññû

ãðóçà íà ëååðå.

3.2 Ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Äâèæåíèå ãàíòåëè íå áóäåò çàâèñåòü îò äâèæåíèÿ ãðóçà âäîëü ëååðà,

åñëè ìàññà ýòîãî ãðóçà ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé ìàññ

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ãàíòåëü, èëè æå åñëè äâèæåíèå ãàíòåëè

çàäàíî (íàïðèìåð, åñëè ãàíòåëü èñêóñòâåííî óäåðæèâàåòñÿ ïîä ïîñòîÿí-

íûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð). Óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ ñâÿçêè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ν → o.

Åñëè õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñâÿçêè ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðà-

äèóñîì îðáèòû åå öåíòðà ìàññ, òî åñòü åñëè ε ìîæåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì
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0, óðàâíåíèå (2.21) ïðè ν = 0 ïðèìåò âèä

ϕ′′ +
3

2
sin 2ϕ = 0, (3.3)

à óðàâíåíèå (2.22) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ν è òàêîãî æå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

çàïèøåòñÿ êàê

√
1− e2 (1− µe cos γ)ϕ′′ +

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′′ +

e2

2
sin 2γ · γ′2+

+e sin γ (e cos γ − µ)ϕ′2 + 2e sin γ (e cos γ − µ)ϕ′ − 3

2
µe sin γ+

+
3

4
e2 sin 2γ +

3

8

(
1 +
√

1− e2
)2

sin (2ϕ+ 2γ)−

−3

8

(
1−
√

1− e2
)2

sin (2ϕ− 2γ)−

−3

4
eµ
(
1 +
√

1−e2
)

sin (2ϕ+γ)− 3

4
eµ
(
1−
√

1−e2
)

sin (2ϕ− γ)=0

(3.4)

Óðàâíåíèå (3.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ âðàùàòåëü-

íîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà íà îðáèòå [8]. Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñëå-

äóþùèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñòàöèîíàðíûå èëè óñòàíîâèâøèåñÿ äâèæå-

íèÿ ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà): óñòîé÷èâûå �âåðòèêàëüíûå� ϕ = 0 èëè

ϕ = π è íåóñòîé÷èâûå �ãîðèçîíòàëüíûå� ϕ = ±π/2.

3.3 Ñëó÷àé �âåðòèêàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè

Åñëè ãàíòåëü äâèæåòñÿ òàê, ÷òî âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðÿìàÿ, ñîåäè-

íÿþùàÿ ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, åå îáðàçóþùèå, ïðîõîäèò ÷åðåç ïðèòÿãèâàþ-

ùèé öåíòð, òî åñòü åñëè ϕ = 0 èëè ϕ = π, òî óðàâíåíèÿ (3.4) óïðîùàþòñÿ

è ïðèíèìàþò âèä

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′′ +

e2

2
γ′2 sin 2γ + 3 sin γ (cos γ − µe) = 0 (3.5)
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïåðâûé èíòåãðàë (èíòåãðàë ßêîáè)

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′2 − 3 cos γ (cos γ − 2µe) = h1 = const (3.6)

èëè

γ′2 =
h1 + 3 cos γ (cos γ − 2eµ)

1− e2 cos2 γ
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå −π/2 ≤ γ < 3π/2

ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (3.5): äâå óñòîé÷è-

âûå (γ1 = 0 è γ2 = π) è äâå íåóñòîé÷èâûå (γ3 = γ∗ = arccosµe è

γ3 = −γ∗ = − arccosµe). Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè γ1 è γ2 îòâå÷àþò ïîëîæåíè-

ÿì ðàâíîâåñèÿ ãðóçà îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè �çà� òî÷êàìè m2 èëè m1, êîãäà

âñå òðè ìàññû, îáðàçóþùèå ñâÿçêó, ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè γ3 è γ4 ñîîòâåò-

ñòâóþò âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûì ðàâíîâåñíûì êîíôèãóðàöèÿì ñâÿçêè,

ïðè êîòîðûõ ãàíòåëü è ãðóç äâèæóòñÿ ïî êðóãîâûì îðáèòàì íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòå-

ëÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà ãàíòåëè, ãðóç çàâèñàåò �íàä� öåíòðîì ìàññ ãàíòåëè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè µ = 0, òî åñòü êîãäà m1 = m2, âñå ÷åòûðå ñòàöèî-

íàðíûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü

V.

Ñòàöèîíàðíîé òî÷êå γ2, ðàñïîëîæåííîé çà ìåíüøåé ìàññîé, îòâå÷àåò

çíà÷åíèå h1 = −3−6eµ (ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èíòåãðàëà ßêîáè), òî÷êå γ1,

ðàñïîëîæåííîé çà áîëüøåé ìàññîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå h1 = −3 + 6eµ

(ëîêàëüíûé ìèíèìóì èíòåãðàëà ßêîáè), à íåóñòîé÷èâûì ïîëîæåíèÿì γ3

èγ4ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå h1 = 3e2µ2. Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû, ðàçäåëÿ-

þùåé îáëàñòè êîëåáàíèé, òî åñòü äâèæåíèé ãðóçà îêîëî êàêîé-òî îäíîé

ìàññû, è îáëàñòè âðàùåíèé, êîãäà ãðóç âðàùàåòñÿ âîêðóã âñåé ãàíòåëè,

èìååò âèä

γ′2 = 3
(cos γ − µe)2

1− e2 cos2 γ
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.

Ðèñóíîê 3.1 �

Óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè (3.1) â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàþòñÿ è ìîãóò

áûòü çàïèñàíû êàê√
1− e2γ′2 + 2

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′ + 3

√
1− e2 cos γ (cos γ − eµ) ≥ 0

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (3.5) èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.1. Íà ýòîì ðèñóíêå

ñåðûì öâåòîì çàêðàøåíû îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè. Ôîðìà ýòèõ îáëàñòåé

òàêîâà, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

- íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãðóçà íà ëååðå ðàñïîëîæåíû íà

ãðàíèöå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè, à â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îêðåñòíîñòè

óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñõîä ñî ñâÿçè íåâîçìîæåí;
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- ïðè âðàùåíèè ãðóçà âîêðóã ñòàíöèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,

òî åñòü â òîì æå íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì ñòàíöèÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã

ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, ñõîä ñî ñâÿçè íåâîçìîæåí;

- ïðè âðàùåíèè ãðóçà âîêðóã ñòàíöèè â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

ñõîä ñî ñâÿçè âîçìîæåí ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ñêîðîñòè ãðóçà îòíî-

ñèòåëüíî ñòàíöèè;

- ïðè êîëåáàíèÿõ ãðóçà âîêðóã îäíîé èç ìàññ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòàíöèþ,

ñõîä ñî ñâÿçè âîçìîæåí ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìàõå êîëåáàíèé;

- åñëè ñòàíöèÿ îáðàçîâàíà íåðàâíûìè ìàññàìè, ñõîä ñî ñâÿçè âîçìî-

æåí äàæå ïðè äâèæåíèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, íî òîëüêî â

ñëó÷àå êîëåáàíèé ñ áîëüøèì ðàçìàõîì âîêðóã ìåíüøåé ìàññû.

3.4 Ñëó÷àé �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè

Åñëè ãàíòåëü êàêèì-òî îáðàçîì ñòàáèëèçèðîâàíà â òàêîì ïîëîæåíèè,

÷òî âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, åå

îáðàçóþùèå, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðèòÿãèâàþùèé

öåíòð è öåíòð ìàññ ãàíòåëè, òî åñòü åñëè ϕ = ±π/2, òî óðàâíåíèÿ (3.4)

óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′′ +

e2

2
sin 2γ · γ′2 − 3

2

(
1− e2

)
sin 2γ = 0 (3.7)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïåðâûé èíòåãðàë (èíòåãðàë ßêîáè)

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′2 + 3

(
1− e2

)
cos2 γ = h2 = const (3.8)

èëè

γ′2 =
h2 − 3

(
1− e2

)
cos2 γ

1− e2 cos2 γ

.
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ γ < 2π ñó-

ùåñòâóþò ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (3.7): äâå óñòîé÷èâûå

(γ1 = π/2 è γ2 = 3π/2) è äâå íåóñòîé÷èâûå (γ3 = 0 è γ4 = π). Çàìåòèì, ÷òî

âñå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ýëëèïñà, îãðà-

íè÷èâàþùåãî îáëàñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé V . Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè γ3 è

γ4 ñîîòâåòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíî-ãîðèçîíòàëüíûì ðàâíîâåñíûì êîíôèãóðà-

öèÿì ñâÿçêè, ïðè êîòîðûõ âñå òðè ìàññû, îáðàçóþùèå ñâÿçêó, ïî-ñóùåñòâó

äâèæóòñÿ ïî îäíîé êðóãîâîé îðáèòå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, â òî âðåìÿ

êàê ñòàöèîíàðíûå òî÷êè γ1 è γ2 îòâå÷àþò ñèòóàöèè, êîãäà ãðóç íà ëååðå,

ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà ãàíòåëè, ðàñïîëîæåí íàä

ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì ãàíòåëè.

Ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì γ1 è γ2, îòâå÷àåò çíà÷åíèå h2 = 0 (ãëîáàëüíûå

ìèíèìóìû èíòåãðàëà ßêîáè), íåóñòîé÷èâûì ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì γ3 è γ4

ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå h2 = 3
(
1− e2

)
.

Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè êîëåáàíèé, òî åñòü äâèæå-

íèé ãðóçà îêîëî îäíîé èç óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, è îáëàñòè âðà-

ùåíèé, êîãäà ãðóç âðàùàåòñÿ âîêðóã âñåé ãàíòåëè, èìååò âèä

γ′ = ± sin γ ·

√
3 (1− e2)

1− e2 cos2 γ
.

Óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè (3.1) â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàþòñÿ è ìîãóò

áûòü çàïèñàíû êàê√
1− e2γ′2 + 2

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′ + 3

√
1− e2 sin2 γ ≥ 0.

Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (3.7) èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.2,3.3,3.4,3.5. Íà

ýòèõ ðèñóíêàõ ñåðûì öâåòîì çàêðàøåíû îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè. Ôîðìà

ýòèõ îáëàñòåé çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà e. Òàê, ïðè e ≤
√

2/3, â

îáëàñòè −π/2 ≤ γ < 3π/2 ïðè îòðèöàòåëüíûõ γ ′ ñóùåñòâóþò äâå îãðàíè-

÷åííûå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè (ðèñ. 3.2), â ñëó÷àå
√

2/3 < e <
√

3/2 ïîä'
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Ðèñóíîê 3.2 �

Ðèñóíîê 3.3 �

óñòîé÷èâûìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàþò åùå äâå îãðàíè÷åííûå

îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè (ðèñ. 3.3), ïðè e =
√

3/2 ýòè îáëàñòè ñîïðèêàñàþòñÿ

(ðèñ. 3.4), à ïðè e >
√

3/2 âñå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè ñëèâàþòñÿ â îäíó

(ðèñ. 3.5). Îäíàêî, âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

- íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãðóçà íà ëååðå ðàñïîëîæåíû íà

ãðàíèöå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè, à â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îêðåñòíîñòè

óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñõîä ñî ñâÿçè íåâîçìîæåí;
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- ïðè äâèæåíèè ãðóçà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (γ ′ > 0) ñõîä ñî

ñâÿçè íåâîçìîæåí;

- ïðè âðàùåíèè ãðóçà âîêðóã ñòàíöèè â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

ñõîä ñî ñâÿçè âîçìîæåí ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ñêîðîñòè ãðóçà îòíî-

ñèòåëüíî ñòàíöèè;

- ïðè êîëåáàíèÿõ ãðóçà îêîëî óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñõîä

ñî ñâÿçè âîçìîæåí ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìàõå êîëåáàíèé.

Ðèñóíîê 3.4 �

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè
√

2/3 < e <
√

3/2, ñóùåñòâóþò òàêèå ñâÿç-

íûå âðàùåíèÿ ãðóçà â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî âðàùåíèÿ, êàê ñ

áîëüøåé, òàê è ñ ìåíüøåé ñêîðîñòÿìè ìîãóò ïðèâåñòè ê ñõîäó ñî ñâÿçè, à

ïðè e =
√
3
2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóçà âîêðóã ãàíòåëè

(γ ′ = −1, h2 = 1), ÷òî âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ âåòâåé

òðîñà ðàâíû íóëþ, íî ñõîä ñî ñâÿçè íå ïðîèñõîäèò.
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Ðèñóíîê 3.5 �
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ÃËÀÂÀ 4

Áåçóäàðíûå äâèæåíèÿ ãðóçà íà ëååðå, çàêðåïëåííîì

íà ãàíòåëè, ñîâåðøàþùåé ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ïî

êðóãîâîé îðáèòå

Î÷åâèäíî, äâèæåíèÿ ãðóçà âäîëü ëååðà â îáùåì ñëó÷àå íå îãðàíè÷è-

âàþòñÿ ñâÿçíûìè äâèæåíèÿìè, òî åñòü äâèæåíèÿìè ïî ãðàíèöå îáëàñòè

V . Êàê âèäíî èç ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ðèñ.3.1,3.2,3.3,3.4,3.5, ïðè äâèæå-

íèè ãðóçà ïî ëååðó âîçìîæåí ñõîä ñî ñâÿçè, òî åñòü îñëàáåâàíèå òðîñà è

íà÷àëî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ãðóçà, òî åñòü òàêîãî äâèæåíèÿ, êîãäà ãàí-

òåëü íå âëèÿåò åãî äâèæåíèå. ßñíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâîáîäíîå

äâèæåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ óäàðíûì íàòÿæåíèåì òðîñà, è, åñëè ñ÷èòàòü òà-

êîé óäàð àáñîëþòíî óïðóãèì, âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêèé áèëüÿðä [48]. (Îá

óäàðíûõ âûõîäàõ íà ñâÿçü è äèíàìè÷åñêèõ áèëüÿðäàõ äëÿ êëàññè÷åñêîé

òðîñîâîé ñèñòåìû ñì., íàïðèìåð, [94, 14, 17, 21, 95, 52]). Â ýòîé ãëàâå íà-

õîäÿòñÿ è êëàññèôèöèðóþòñÿ òàêèå òðàåêòîðèè ãðóçà, ïðè äâèæåíèè ïî

êîòîðûì âõîä íà ñâÿçü ïðîèñõîäèò áåçóäàðíî, òî åñòü òðàåêòîðèè, ñîñòîÿ-

ùèå èç ó÷àñòêîâ ñâÿçíîãî è ñâîáîäíîãî äâèæåíèé, ïåðåõîä ìåæäó êîòîðû-

ìè îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ñêà÷êîâ ñèëû íàòÿæåíèÿ ëååðà. Ïðè ýòîì, êàê è â

ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóç íà ëååðå íå îêàçûâàåò âëèÿ-

íèÿ íà äâèæåíèå ãàíòåëè, öåíòð ìàññ ãàíòåëè îïèñûâàåò êðóãîâóþ îðáèòó

âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòè ýòîé

îðáèòû, à ñàìà ãàíòåëü ñîâåðøàåò îäíî èç ñâîèõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé,

òî åñòü ëèáî ìàññû, îáðàçóþùèå ãàíòåëü, âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåòðîì, ëèáî ãàíòåëü êàêèì-òî îáðàçîì

ñòàáèëèçèðîâàíà â ïîëîæåíèè, êîãäà îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ñîåäè-

íÿþùèé åå öåíòð ìàññ è ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð.
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4.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ãðóçà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ è ïàðà-

ìåòðû, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ. Êðîìå òîãî, äëÿ îïèñàíèÿ

äâèæåíèÿ ãðóçà íà ëååðå îòíîñèòåëüíî ãàíòåëè áóäåì èñïîëüçîâàòü êîîð-

äèíàòû x è y (ñì. ðèñ 2.1). Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ãðóç ñîâåðøàåò ñâÿçíîå

äâèæåíèå, x = a cos γ è y = b sin γ. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòà,

çàìåíèâ x íà ax è y íà ay (èëè ïðîñòî ïîëîæèâ a = 1) è áåçðàçìåðíîìó

âðåìåíè τ ñ÷èòàÿ, êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ, ÷òî ïåðèîä îáðàùåíèÿ

ãàíòåëè ïî êðóãîâîé îðáèòå ñîîòâåòñòâóåò τ = 2π).

Åñëè ãàíòåëü êàêèì-òî îáðàçîì ñòàáèëèçèðîâàíà â �ãîðèçîíòàëüíîì�

ïîëîæåíèè, òî, êàê îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, óðàâíåíèÿ ñâÿçíîãî äâè-

æåíèÿ ãðóçà èìåþò âèä (3.7) è äîïóñêàþò èíòåãðàë ßêîáè (3.8). Ñâîáîäíîå

äâèæåíèå ìàëîãî ãðóçà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ëåãêî èíòåãðèðóåìûìè

óðàâíåíèÿìè [8]  x′′ − 2y′ = 0

y′′ + 2x′ − 3y = 0
, (4.1)

äîïóñêàþùèìè â ÷àñòíîñòè ïåðâûå èíòåãðàëû

x′
2

+ y′
2 − 3y2 = h2 = const, (4.2)

ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþùèé ñ (3.8), è

x′ − 2y = const. (4.3)

(Çäåñü, êàê è ðàíåå, øòðèõîì ( )′ îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî áåç-

ðàçìåðíîìó âðåìåíè τ ) Àíàëîãè÷íî, åñëè ãàíòåëü ñîâåðøàåò �âåðòèêàëü-

íîå� ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå, êàê îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, óðàâíå-

íèÿ ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ ãðóçà èìåþò âèä (3.5) è äîïóñêàþò èíòåãðàë ßêîáè

(3.6). Ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàëîãî ãðóçà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
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íåíèÿìè  x′′ − 2y′ − 3x+ 3eµ = 0

y′′ + 2x′ = 0
, (4.4)

äîïóñêàþùèìè ïåðâûå èíòåãðàëû

x′′
2

+ y′
2 − 3x2 + 6eµx = h1 = const, (4.5)

ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþùèé ñ (3.6), è

y′ + 2x = const (4.6)

4.2 Óñëîâèÿ ñõîäà ñî ñâÿçè è áåçóäàðíîãî âõîäà íà

ñâÿçü

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îáëàñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé ãðóçà îïðå-

äåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

F (x, y) =
(
1− e2

)
x2 + y2 − 1 + e2 ≤ 0,

ãäå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçíîìó äâèæåíèþ. Ïóñòü x = x (τ) , y =

y (τ) - çàêîí ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f (τ) ïî ôîðìóëå

f (τ) = F (x (τ) , y (τ)) .

Òîãäà êàê â òî÷êå ñõîäà ñî ñâÿçè, òàê è â òî÷êå, â êîòîðîé âûõîä íà ñâÿçü

îñóùåñòâëÿåòñÿ áåçóäàðíî, îäíîâðåìåííî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ

f (τ) = f ′ (τ) = f ′′ (τ) = 0. (4.7)

Ïðè ýòîì â òî÷êå ñõîäà ñî ñâÿçè (êâàäðàòèê íà ðèñ. 4.1à) ) f ′′′ (τ) < 0, à

â ñëó÷àå áåçóäàðíîãî âûõîäà íà ñâÿçü (êâàäðàòèê íà ðèñ. 4.1á)) f ′′′ (τ) > 0.

(Íà ðèñ. 4.1 à)-b) òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ñâîáîä-

íîãî äâèæåíèÿ, òîëñòîé ñïëîøíîé ëèíèåé � ãðàíèöà ñâÿçè, ïðåðûâèñòîé
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a) b)

Ðèñóíîê 4.1 �

ëèíèåé � òðàåêòîðèÿ âîçìîæíîãî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ñâÿ-

çè). Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå äâå ñèòóàöèè íå èñ÷åðïûâàþò âñå òèïû

áåçóäàðíûõ âûõîäîâ íà ñâÿçü è ñõîäîâ ñî ñâÿçè. Âîçìîæíû òàêæå îäíî-

ìîìåíòíûå âûõîäû íà ñâÿçü, îäíîìîìåíòíûå îñëàáåâàíèÿ òðîñà, à òàêæå

îñîáûå òðàåêòîðèè, êîãäà âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ òðîñ íå íàòÿíóò, íî ñõîäà

ñî ñâÿçè íå ïðîèñõîäèò. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òàêèìè îñîáûìè

äâèæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ,

à òàêæå äâèæåíèå ãðóçà â ñëó÷àå �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè,

îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ e =
√

3/2 è γ′ ≡ −1.

Óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè (4.7), âûðà-

æåííûå ÷åðåç îáîáùåííóþ ïåðåìåííóþ γ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå [65]: äëÿ

ãîðèçîíòàëüíîé ãàíòåëè√
1− e2γ′2 + 2

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′ + 3

√
1− e2 sin2 γ = 0, (4.8)
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äëÿ âåðòèêàëüíîé ãàíòåëè√
1− e2γ′2 + 2

(
1− e2 cos2 γ

)
γ′ + 3

√
1− e2 cos γ (cos γ − eµ) = 0 (4.9)

4.3 Áåçóäàðíûå òðàåêòîðèè ãðóçà â ñëó÷àå �ãîðè-

çîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè

Îïèøåì òàêèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàëîé ìàññû ïî ëååðó (â ñèñòå-

ìå îòñ÷åòà Oxy), êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ó÷àñòêè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ,

íà÷èíàþùèåñÿ ñõîäîì ñî ñâÿçè è çàêàí÷èâàþùèåñÿ áåçóäàðíûì âûõîäîì

íà ñâÿçü â ñëó÷àå, êîãäà ãàíòåëü îðèåíòèðîâàíà ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâ-

ëåíèþ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð, ïðè÷åì ýòî ïîëîæåíèå êàêèì-òî îáðàçîì

ñòàáèëèçèðîâàíî.

Ïóñòü òî÷êà ñõîäà ñî ñâÿçè îòâå÷àåò çíà÷åíèþ îáîáùåííîé ïåðåìåííîé

γ0 è îáîáùåííîé ñêîðîñòè γ′0, è ýòà òî÷êà èìååò áåçðàçìåðíûå êîîðäèíà-

òû x0, y0 è ñêîðîñòè x′0, y
′
0. Êðîìå òîãî, ïóñòü òî÷êà áåçóäàðíîãî âõîäà

íà ñâÿçü ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè γ1,γ′1,x1, y1,x
′
1, y
′
1. Ýòè

ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

xi = cos γi; yi =
√

1− e2 sin γi; x′i = −γ′i sin γi;

y′i = γ′i
√

1− e2 cos γi; i = 0, 1.

(4.10)

Èñïîëüçóÿ (4.8), (4.2), (4.3), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ÷åòûðå àëãåáðàè÷åñêèå
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óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû òî÷åê ñõîäà è âõîäà íà ñâÿçü:

√
1− e2γ′i

2 + 2
(
1− e2 cos2 γi

)
γ′i + 3

√
1− e2 sin2 γi = 0, i = 0, 1

(
γ′0 + 2

√
1− e2

)
sin γ0 =

(
γ′1 + 2

√
1− e2

)
sin γ1

(
1− e2 cos2 γ0

)
γ′20 + 3

(
1− e2

)
cos2 γ0 =

=
(
1− e2 cos2 γ1

)
γ′21 + 3

(
1− e2

)
cos2 γ1.

(4.11)

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé ïåðåìåííûå γ0 è γ1, è ñ÷èòàÿ, ÷òî äâèæåíèå

íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì, óñòàíîâèì, ÷òî íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ

(4.11) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàâåíñòâî γ′0 = γ′1 (òî÷êè âõîäà è ñõîäà ñî ñâÿçè

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé), ëèáî ñèñòåìà

óðàâíåíèé

3e2
√

1− e2u3 + 2e4u2v − 6
√

1− e2
(
e2v + 3

(
1− e2

))
u−

−2e4v2 + 12e2
(
1− e2

)
y − 18

(
1− e2

)2
= 0,

3
√

1− e2u3 + 2
(
e2v + 9

(
1− e2

))
u2−

−6
√

1− e2
((

1− 2e2
)
v + 6

(
e2 − 1

))
u−

2e2v2 − 6
(
e2 − 1

) ((
4e2 − 1

)
v − 4

(
e2 − 1

))
= 0,

ãäå u = γ′0 + γ′1, v = γ′0γ
′
1. Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâíûì çíà÷åíèÿì γ′0 è γ
′
1:

γ′0,1 = −
√

1− e2
(

1±
√

3

√
1− e2
e

)
. (4.12)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà îáîáùåííûå ñêîðîñòè â òî÷êàõ
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ñõîäà âõîäà íà ñâÿçü ðàçëè÷íû. Èñïîëüçóÿ (4.12), èç (4.11) ïîëó÷èì ðàâåí-

ñòâà

sin2 γ0,1 =

(
1− e2

) (
4e2 − 3

)
e2
(
e±
√

3
√

1− e2
)2 . (4.13)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà f ′′′ (τ), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî

äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ

γ0, γ′0, γ1, γ
′
1.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ (4.1) ñ ó÷åòîì (4.12),(4.13)

ïîëó÷èì, ÷òî äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà óäîâëåòâîðÿþò íåêî-

òîðîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ âèäà ϕ(e) = 0, èìåþùåìó ñ÷åòíîå ÷èñ-

ëî ðåøåíèé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷åòûðå (ïîïàðíî ñèììåò-

ðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ãàíòåëè) ñâîáîäíûõ äâèæå-

íèÿ ìàëîé ìàññû, íà÷èíàþùèåñÿ ñî ñõîäà ñî ñâÿçè è çàêàí÷èâàþùèåñÿ áåç-

óäàðíûì âûõîäîì íà ñâÿçü, ïðè÷åì òî÷êè ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü íåñèì-

ìåòðè÷íû. Ïåðâûå äåñÿòü (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) çíà÷åíèé ýêñöåíòðè-

ñèòåòà ñëåäóþùèå: 0.9293503865; 0.9713337374; 0.9814743955; 0.9862885288;

0.9891112471; 0.9909684868; 0.9922838226; 0.9932644346; 0.9940237542;

0.9946291331.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äâè-

æåíèé ïîñëå áåçóäàðíîãî âûõîäà íà ñâÿçü â äàëüíåéøåì íåìèíóåìî ïðî-

èçîéäåò íîâîå îñëàáåâàíèå ëååðà, âñëåä çà ÷åì ïîñëåäóåò óäàð ãðóçà î òðîñ.

Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ e >
√

2
√√

3− 1/ 4
√

3 = 0.9194...

íà òðàåêòîðèè ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé òîé æå êîíñòàíòå èí-

òåãðàëà ßêîáè, ÷òî è ðàññìàòðèâàåìûå äâèæåíèÿ, íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ γ <

2π áóäåò íå âîñåìü, êàê ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, à äâåíàäöàòü òî÷åê, â

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.8), äâå èç êîòîðûõ, îïðåäåëÿåìûå ñîîò-

íîøåíèÿìè

sin2 γ =

(
1− e2

) (
3e−

√
3 + e2

)
e2
(√

3 + e2 − e
) ,
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γ′ = −
(√

3 + e2 − e
)√

1− e2

e
,

òàêîâû, ÷òî ïîñëå èõ ïðîõîæäåíèÿ ïðîèñõîäèò ñõîä ñî ñâÿçè, íî ïîñëåäó-

þùåå ñâîáîäíîå äâèæåíèå ïðèâîäèò ê óäàðíîìó âûõîäó íà ñâÿçü, à îñòàâ-

øèåñÿ äâå ÿâëÿþòñÿ �äîïîëíèòåëüíûìè� òî÷êàìè âõîäà íà ñâÿçü. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèõ áåçóäàðíûõ òðàåêòîðèé ñ íåñèììåòðè÷íûìè òî÷-

êàìè ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè ãàíòåëè

íå ñóùåñòâóåò. Íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíîå áåçóäàðíîå äâèæåíèå âûãëÿ-

äèò òàê (ðèñ. 4.2): D2C1- ñâÿçíîå äâèæåíèå (D1 � �äîïîëíèòåëüíàÿ� òî÷-

êà âûõîäà íà ñâÿçü), C1C2 - ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñ áåçóäàðíûì âûõîäîì

íà ñâÿçü, C2A1A2B1 - ñâÿçíîå äâèæåíèå (ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ g äëÿ

òî÷åê A1, A2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

γA1 = arcsin

√
−9 + 21e2 − 12e4

3e
,

γA2 = π − arcsin

√
−9 + 21e2 − 12e4

3e

ñîîòâåòñòâåííî), B1B2 - ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñ áåçóäàðíûì âûõîäîì íà

ñâÿçü, B2D1 - ñâÿçíîå äâèæåíèå, D1E - ñâîáîäíîå äâèæåíèå, E - óäàð î

ñâÿçü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà γ′0 = γ′1. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå γ′f = γ′i, i = 0, 1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà f ′′′ (τ),

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, åñëè òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé,

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå γ1 = π − γ0 + 2πk, k-öåëîå. Òîãäà

x1 = −x0, y1 = y0, x′1 = x′0, y′1 = −y′0.

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ óñëî-

âèÿõ, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ âûðàæåíèÿ (4.10), ïîëó÷èì

ñèñòåìó äâóõ íåçàâèñèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (τf - áåçðàçìåðíàÿ
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Ðèñóíîê 4.2 �

ïðîäîëæèòåëüíîñòü ó÷àñòêà ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ):
2 + 3τf tg γ0 ·

(
γ′f + 2

√
1− e2

)
+ 4γ′f

√
1− e2 = 0

γ′f ctg τf/2 ·
√

1− e2 + tg γ0 ·
(
2γ′f + 3

√
1− e2

)
= 0

, (4.14)

Ïðè âûâîäå (4.14) ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íå îñîáûõ òðàåêòîðèé sin τf/2 6= 0.

Âìåñòå ñ óñëîâèÿìè ñõîäà èëè áåçóäàðíîãî âûõîäà íà ñâÿçü (4.8), (4.14)

îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ e, γ′f , tg γ0 ñ ïà-
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ðàìåòðîì τf . Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

e2 =
±(w2−2w−τf)+

√
(w4 + 14w2 + 1)τ 2f−4w(15 + w2)τf + 4w2 + 64

2
√

6(2− τfw)3/2
,

(4.15)

tg γ0 = ∓
√

6

3
√

2− τfw
, γ′f = − 3 tg γ0 ·

√
1− e2

w
√

1− e2 + 2 tg γ0
, (4.16)

ãäå w = ctg τf/2, e2 = b/a =
√

1− e2 .

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ðåøåíèÿ (4.15-4.16) ñóùåñòâóþò íå ïðè âñåõ çíà÷å-

íèÿõ τf . Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî 0 < e2 < 1. Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ

íà òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f (τ), íå êàæäîå èç çíà÷åíèé γ0, îïðåäå-

ëÿåìîå (4.16), îòâå÷àåò òî÷êå ñõîäà ñî ñâÿçè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ðÿäå

ñëó÷àåâ óêàçàííûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ,

ïåðåñåêàþùèå ãðàíèöó ñâÿçè, òî åñòü óäàð î ñâÿçü ïðîèñõîäèò äî áåçóäàð-

íîãî âûõîäà íà ñâÿçü. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

12 BB

O x

y

Ðèñóíîê 4.3 �

Åñëè â (4.15) âûáðàòü çíàê ìèíóñ, à â (4.16) çíàê ïëþñ, òî áåçóäàðíûå

òðàåêòîðèè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè τf ∈ (2.9028, 3.9464) (ëåâàÿ ãðàíèöà

ýòîãî èíòåðâàëà ïîëó÷åíà åùå â [9]). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïåðèîäè÷åñêîå
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äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì äâèæåíèþ ïî îðáèòå, âêëþ÷à-

þùåå â ñåáÿ ó÷àñòîê ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ B1B2 è ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ B2B1

(ðèñ. 4.3, ïðåðûâèñòàÿ êðèâàÿ íà ýòîì ðèñóíêå - ãðàíèöà ñâÿçè, íå ó÷àñòâó-

þùàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì äâèæåíèè). Íàçîâåì òàêîå äâèæåíèå äâèæåíèåì

òèïà �îâàë�.

21 BB

12 A

0 x

y

A

Ðèñóíîê 4.4 �

Åñëè â (4.15) âûáðàòü çíàê ïëþñ, à â (4.16) çíàê ìèíóñ, òî ñóùåñòâó-

åò ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèé τf , îïðåäåëÿþùèõ áåçóäàð-

íûå äâèæåíèÿ. Òàêèå äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü êàê ïåðèîäè÷åñêèìè, òàê è

çàêàí÷èâàþùèìèñÿ óäàðîì î ñâÿçü. Òàê, åñëè τf ∈ (5.714481, 6.2299) ∪

(8.9868, 9.7431)∪(11.6503, 12.5398)∪(15.4505, 16.3550)∪(17.8176, 18.8319)∪

(21.8082, 22.7977) ∪ (24.0328, 25.1195) ∪ . . . âîçíèêàåò ïåðèîäè÷åñêîå äâè-

æåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàçâàíî äâèæåíèåì òèïà �ñåðï ñ ðîæêàìè�.

Îáðàçåö òàêîãî äâèæåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ 4.3. Çäåñü B1B2 - ñâîáîäíîå

äâèæåíèå, B2A1, A1A2, A2B1-ñâÿçíîå äâèæåíèå. �Ðîæêàìè� â äàííîì ñëó-

÷àå ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè ãðàíèöû ñâÿçè A1B2 è A2B2, ïðîõîäèìûå ñíà÷àëà â

îäíîì, ïîòîì â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèÿõ.

Åñëè æå τf ∈ (9.7431, 10.1534)∪ (16.3550, 16.6931)∪ (22.7977, 23.0933)∪
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. . . , ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò âîçíèêàþùóþ â ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íûõ òî-

÷åê ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü. Ïîñëå âûõîäà íà ñâÿçü â òî÷êå B2 ïðîèñ-

õîäèò�äîïîëíèòåëüíûé� ñõîä ñî ñâÿçè â òî÷êå D, à çàòåì óäàð î ñâÿçü â

òî÷êå E (ðèñ. 4.5).

1A
E

D

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.96 0.965 0.97 0.975 0.98 0.985 0.99 0.995Ðèñóíîê 4.5 �

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó èç óêàçàííûõ çíà÷åíèé τf ñîîòâåòñòâóþò äâå

ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ãàíòåëè áåçóäàðíûå

òðàåêòîðèè ñ ó÷àñòêàìè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ. Íà ðèñ. 4.3,4.4 èçîáðàæåíî

ïî îäíîé òàêîé òðàåêòîðèè.

4.4 Áåçóäàðíûå òðàåêòîðèè ãðóçà â ñëó÷àå �âåðòè-

êàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè

Îïèøåì òåïåðü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàëîé ìàññû ïî ëååðó, âêëþ÷àþ-

ùèå â ñåáÿ ó÷àñòêè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ ñõîäîì ñî ñâÿçè

è çàêàí÷èâàþùèåñÿ áåçóäàðíûì âûõîäîì íà ñâÿçü â ñëó÷àå, êîãäà ãàíòåëü

cîâåðøàåò óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà

êàñàòåëüíîé ê îðáèòå.

Ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ó÷èòûâàÿ (4.10) è èñïîëüçóÿ (4.9),
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(4.5), (4.6), ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû

òî÷åê ñõîäà è âõîäà íà ñâÿçü:

√
1− e2γ′i

2 + 2
(
1− e2 cos2 γi

)
γ′i + 3

√
1− e2 cos γi (cos γi − eµ) = 0,

(
γ′0
√

1− e2 + 2
)

cos γ0 =
(
γ′1
√

1− e2 + 2
)

cos γ1,

(
1− e2 cos2 γ0

)
γ′0

2 − 3 cos γ0 (cos γ0 − 2eµ) =

=
(
1− e2 cos2 γ1

)
γ′1

2 − 3 cos γ1 (cos γ1 − 2eµ) ,

(4.17)

ãäå i = 0, 1. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî γ′0 è γ
′
1, ìîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ëèáî γ′0 = γ′1, cos γ0 = cos γ1, ëèáî

b

a
= 2

√
(cos γ0 + cos γ1)

2 + 1

|cos γ0 + cos γ1|
> 1,

÷òî íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèé íà f ′′′ (τ) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå ñëåäóåò, ÷òî sin γ0 = − sin γ1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè �âåðòèêàëüíîì� ñòà-

öèîíàðíîì äâèæåíèè ãàíòåëè áåçóäàðíûõ òðàåêòîðèé ñ íåñèììåòðè÷íûìè

òî÷êàìè ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü íå ñóùåñòâóåò, à äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òðà-

åêòîðèé γ′1 = γ′0 = γ′f , γ1 = −γ0 + 2πk, k - öåëîå.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (4.4) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è êî-

íå÷íûõ óñëîâèÿõ ñ ó÷åòîì (4.10). Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4.9) ïîëó÷èì ñèñòåìó

òðåõ íåçàâèñèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòè íåèçâåñò-

íûõ , τf (êàê è âûøå ÿâëÿþùåéñÿ ðàçíîñòüþ ìîìåíòîâ áåçðàçìåðíîãî âðå-

ìåíè áåçóäàðíîãî âûõîäà íà ñâÿçü è ñõîäà ñî ñâÿçè), µ, γ0, γ′f .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà τf êðàòíî ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ïî îð-

áèòå, ò.å. τf = 2πl, l - öåëîå. Òîãäà γ′f = 0, γ0 = −π/1 - ñõîä ñî ñâÿçè è

âûõîä íà ñâÿçü ïðîèñõîäÿò ñ íóëåâîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ â âåðøèíàõ ýëëèï-

ñà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå µ
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íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

µ =

√
1− e2
6eπl

.

Ïîëó÷àþùååñÿ äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, êî-

òîðóþ ìîæíî íàçâàòü �ñåðïîì�, îäíàêî, â îòëè÷èå îò îïèñàííûõ ðàíåå, íå

èìåþùèì �ðîæåê�. (ñì. ðèñ. 4.6: B1B2 - ñâîáîäíîå äâèæåíèå, B2B1 - ñâÿçíîå

äâèæåíèå).

12

x

y
BB

Ðèñóíîê 4.6 �

Åñëè τf 6= 2π, l - öåëîå, òî ïàðàìåòðû òî÷êè ñõîäà ñî ñâÿçè îïðåäåëÿ-

þòñÿ óðàâíåíèÿìè

γ′f τf cot γ0
√

1− e2 + 4γ′f + 2
√

1− e2 − 2 γ′fτf ctg
τf
2

= 0

γ′f
√

1− e2

sin2 γ0
+ 2 + ctg γ0 ctg

τf
2
·
√

1− e2 = 0

µ =
1

3e

(
3 cos γ0 + 2 γ′f cos γ0 ·

√
1− e2 − γ′f sin γ0 ctg

τf
2

)
(4.18)
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Ðåøàÿ ïåðâûå äâà èç ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî γ′ è γ0, ïîëó÷èì

γ′f =

√
1− e2

(
8− 8 cos τf − 6τf sin τf + 2τ 2f ∓ τf

√
A
)

(
16−3τ 2f−e2τ 2f

)
cos τf+16τf sin τf−

(
16 + 3τ 2f−e2τ 2f

) ,

ctgγ0=2
8τf−e2τf(5+cosτf)−2τ 2f ctg

τf
2
−4 sin τf±

(
τf ctg

τf
2
−2
)√
A

√
1− e2

(
∓τf
√
A− 6τf sin τf + 4− 4 cos τf + 2τ 2f sin

τf
2

) ,

(4.19)

ãäå

A =
(
e2 + 3

)
τf sin 2τf + 2

(
e2 + 2

)
cos 2τf − 2

(
e2 + 7

)
τf sin τf−

−8
(
e2 + 3

)
cos τf + 2

(
2τ 2f + 10 + 3e2

)
.

Òðåòüå óðàâíåíèå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà µ.

Ðèñóíîê 4.7 �

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ó÷àñò-

êè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåí-

ñòâàìè (4.19), ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
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e è µ. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïðè �âåðòèêàëüíîì� ïîëîæåíèè ãàíòå-

ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîä ñî ñâÿçè � áåçóäàðíûé âûõîä íà ñâÿçü � ñõîä

ñî ñâÿçè � óäàð î ñâÿçü íåâîçìîæíà, ò.å. ñâîáîäíûå äâèæåíèÿ ñ íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâàìè (4.19) è óñëîâèåì íà òðåòüþ

ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f (τ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ó÷àñòêè ïåðèîäè÷åñêèõ

äâèæåíèé. Äàëåå, íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ τf è e2 = b/a ïîñòðîèì êðè-

âóþ µ = const, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèÿìè (4.18). Ýòà êðèâàÿ ñîñòîèò èç

ñ÷åòíîãî ÷èñëà �ïåòåëåê�, ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðûå òî÷êè íà ïðÿìîé e2 = 1

(b = a) ñ òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè (πk, 0). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì

ïåðâûå äâå òàêèå �ïåòåëüêè� (ðèñ. 4.7). Íà ýòîì ãðàôèêå: A(2.90276 . . . , 1),

D(6.22992 . . . , 1). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû: â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(0,0)
b

a
=
τ 2f
8

√
1± µ+ o

(
τ 2f
)
,

â îêðåñòíîñòè òî÷êè A

b

a
= 1− 0.08949... · (τf − 2.90276...)2

µ2
+ o (τf − 2.90276...)2 ,

â îêðåñòíîñòè òî÷êè (2π, 0)

b

a
= ±

√
1− µ2 (τf − 2π)

µ
+ o (τf − 2π) ,

â îêðåñòíîñòè òî÷êè D

b

a
= 1− 0.49081... · (τf − 6.22992...)2

µ2
+ o (τf − 6.22992...)2 .

Ãðàôèê ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà íåñêîëüêî ó÷àñòêîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ

ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Òàê, ëåâîé èç âåòâåé ãðàôèêà, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó

A, ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ òèïà �îâàë� âîêðóã ìåíüøåé èç ìàññ, ñîñòàâëÿ-

þùèõ ãàíòåëü (íèæíÿÿ òðàåêòîðèÿ íà ðèñ. 4.8: B1B2 � ñâîáîäíîå äâèæåíèå,

B2B1 � ñâÿçíîå äâèæåíèå), à ïðàâîé � äâèæåíèÿ òîãî æå òèïà, íî âîêðóã

94



áîëüøåé ìàññû (âåðõíÿÿ òðàåêòîðèÿ íà ðèñ. 4.8: A1A2 � ñâîáîäíîå äâè-

æåíèå, A2A1 � ñâÿçíîå äâèæåíèå). Îáà äâèæåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-

îðäèíàò òî÷åê ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü â (4.19) ñëåäóåò âûáðàòü âåðõíèå

çíàêè.

12 AA

21

y

x

BB

Ðèñóíîê 4.8 �

Ëåâîé èç âåòâåé ãðàôèêà, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó (2π, 0) ñ òî÷êîé

D(6.22992, 1), ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ òèïà �ñåðï ñ ðîæêàìè� îêîëî áîëü-

øåé ìàññû (âåðõíÿÿ òðàåêòîðèÿ íà ðèñ. 4.9: A1A2 � ñâîáîäíîå äâèæåíèå,

A2B1, B1B2, B2A1 � ñâÿçíîå äâèæåíèå). Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâóåò ïðè

ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ó÷àñòîê ìåæäó òî÷êà-

ìè D è G

(
2π,

6πµ√
1 + 36π2µ2

)
ñîîòâåòñòâóåò òàêèì æå �ñåðïàì ñ ðîæêà-

ìè�, íî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò îêîëî ìåíüøåé ìàññû. Òî÷êå G ñîîòâåòñòâó-

åò �ñåðï�, òîãî æå òèïà ÷òî è èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.6. Ó÷àñòêó îò G äî

(2π, 0) òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ îêîëî ìåíüøåé ìàññû, íî ïîñêîëüêó
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Ðèñóíîê 4.9 �

â ýòîì ñëó÷àå ñõîä ñî ñâÿçè ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî îðáè-

òå, òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ õîòÿ è âûãëÿäèò êàê ñåðï,

íå òîëüêî íå èìååò ðîæåê, íî è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé (íèæíÿÿ òðàåêòîðèÿ íà

ðèñ. 4.9: C1C2 - ñâîáîäíîå äâèæåíèå, C2C1 � ñâÿçíîå äâèæåíèå). Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ñõîäà è âûõîäà íà ñâÿçü âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ â

(4.19) ñëåäóåò âûáðàòü íèæíèå çíàêè.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äèàãðàììó ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ

áåçóäàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñ ó÷àñòêàìè ñâîáîäíîãî äâèæå-

íèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ τf (0 < τf < 2π), a è b (ðèñ. 4.10).

Íà ýòèõ ðèñóíêàõ B(4.74619 . . . , 0), C(5.24144 . . . , 0), E(7.13009 . . . , 0),

F

(
2π;

6π√
1 + 36π2

)
. Ðèìñêèìè öèôðàìè îáîçíà÷åíû îáëàñòè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ äâèæåíèé: I � �îâàëîâ� âîêðóã áîëüøåé ìàññû, II � �îâàëîâ� âîêðóã

ìåíüøåé ìàññû, III ��ñåðïîâ ñ ðîæêàìè� îêîëî áîëüøåé ìàññû, IV � �ñåð-

ïîâ ñ ðîæêàìè� îêîëî ìåíüøåé ìàññû, V � �ñåðïîâ� (èíòåðâàë ìåæäó F è

(2π, 0) ), VI � ãëàäêèõ òðàåêòîðèé, íàïîìèíàþùèõ ñåðïû.
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ÃËÀÂÀ 5

Çàõâàò ìàëîãî íåóïðàâëÿåìîãî îáúåêòà ëååðíîé

ñâÿçüþ

Î÷åâèäíî, ÷òî ó÷àñòîê ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ êàæäîé èç áåçóäàðíûõ

òðàåêòîðèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ

ó÷àñòêîì íåêîòîðîé îðáèòû, ïî êîòîðîé äâèãàëñÿ áû ãðóç, åñëè áû ëååð-

íàÿ ñâÿçü îòñóòñòâîâàëà. Ïóñòü ïî ýòîé îðáèòå äâèæåòñÿ íåóïðàâëÿåìàÿ

ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íåáîëüøîé ìàññû. Òîãäà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîé

ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ãðóçà ïî ëååðó, ÷òî íà ïðîòÿæåíèèè íåêîòîðîãî

èíòåðâàëà âðåìåíè ãðóç è íåóïðàâëÿåìàÿ òî÷êà áóäóò íàõîäèòñÿ â íåïî-

ñðåäñòâåííîé áëèçîñòè äðóã îò äðóãà. Åñëè â òå÷åíèè ýòîãî èíòåðâàëà âðå-

ìåíè ñîåäèíèòü íåóïðàâëÿåìóþ òî÷êó ñ ãðóçîì, òî äàëüíåéøåå äâèæåíèå

ýòîé òî÷êè áóäåò îãðàíè÷åííûì è ïåðèîäè÷åñêèì â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ïðè÷åì â ïðîöåññå òàêîãî çàõâàòà íå áóäåò ñêà÷êîâ êàê ñêîðîñòè,

òàê è óñêîðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû è àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü òàêîãî ìÿãêîãî çàõâàòà â ñëó÷àå, åñëè ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷-

êè çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ëååðà, �ãîðèçîíòàëüíà� èëè �âåðòèêàëüíà�, òî åñòü

ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíà èëè ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé

öåíòð ìàññ òâåðäîãî òåëà, íåñóùåãî ëååð, ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì, óïî-

ìÿíóòûé öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå è âñå äâèæåíèÿ ïðîèñ-

õîäÿò â ïëîñêîñòè ýòîé îðáèòû.
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5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü öåíòð ìàññ O íåêîòîðîãî ìàññèâíîãî òâåðäîãî òåëà, ïîñòîÿí-

íî îîðèåíòèðîâàííîãî ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ íà ïðèòÿãèâàþùèé

öåíòð, äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå. Ñâÿæåì ñ òâåðäûì òåëîì ñèñòåìó

êîîðäèíàò Oxy, òàê, ÷òîáû îñü Oy áûëà íàïðàâëåíà íà ïðèòÿãèâàþùèé

öåíòð, à îñü Ox ïî íàïðàâëåíèþ àáñîëþòíîé ñêîðîñòè òî÷êè O.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òâåðäîå òåëî îáîðóäîâàíî äîñòàòî÷íî äëèííîé øòàí-

ãîé AB, ïî êîòîðîé ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ ïîëçóíû C è D ñ çàêðåïëåííûìè

íà íèõ áàðàáàíàìè E è F , íà êîòîðûå íàìàòûâàåòñÿ íåâåñîìûé íåðàñòÿ-

æèìûé ãëàäêèé òðîñ, ïðè÷åì âäîëü òðîñà ìîæåò ïåðåäâèãàòüñÿ çàõâàòû-

âàþùåå óñòðîéñòâî G. (Òàêàÿ ñõåìà çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà ÿâëÿåò-

ñÿ óñëîâíîé, òàê êàê â äàëüíåéøåì íàì áóäåò âàæíî òîëüêî òî, ÷òîáû â

ïðîöåññå äâèæåíèÿ íå èçìåíÿëèñü äëèíà ðàçìîòàííîé ÷àñòè òðîñà è ïîëî-

æåíèÿ òî÷åê C è D â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà). Äîïóñòèì, ÷òî ìàññà

óñòðîéñòâà G íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà

äâèæåíèå òåëà ñ öåíòðîì ìàññ O. Îãðàíè÷èìñÿ äâèæåíèÿìè, ïðè êîòîðûõ

òî÷êà G íå ïîêèäàåò ïëîñêîñòü îðáèòû. Òîãäà åñëè ïîëçóíû íåïîäâèæíû,

à áàðàáàíû íå âðàùàþòñÿ, òî óñòðîéñòâî G íå ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû ýë-

ëèïñà V ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ C è D è áîëüøîé ïîëóîñüþ, ðàâíîé ïîëîâèíå

äëèíû ðàçâåðíóòîé ÷àñòè òðîñà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñèòóàöèè, êîãäà îäíà èç îñåé ýëëèïñà V

íàïðàâëåíà íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè øòàíãà

AB èëè �ãîðèçîíòàëüíà� (ðèñ. 5.1), èëè �âåðòèêàëüíà� (ðèñ. 5.2).

Ñâÿæåì ñ öåíòðîì O1 ýëëèïñà V ñèñòåìó êîîðäèíàò O1x1y1 ñ îñÿìè, ïà-

ðàëëåëüíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì ñèñòåìû êîîðäèíàò OXY .Íàïîìíèì,

÷òî, êàê äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè

G, ñîñòîÿùàÿ èç ó÷àñòêîâ ñâÿçíîãî (ïî ãðàíèöå ýëëèïñà V ) è ñâîáîäíîãî

(âíóòðè ýëëèïñà V ) äâèæåíèé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óäàðîâ î ñâÿçü íåìèíó-
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åìî ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Oy1.

Ïóñòü H - íåêîòîðàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèãàþùàÿñÿ ïî èíåðöèè â

ïëîñêîñòè îðáèòû öåíòðà ìàññ O. Ïîïûòàåìñÿ çàõâàòèòü òî÷êó H óñòðîé-

ñòâîì G.
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5.2 Àëãîðèòì çàõâàòà

Ïîïûòàåìñÿ ïîäîáðàòü òàêèå ïîëîæåíèÿ òî÷åê C è D è òàêóþ äëèíó

ðàçâåðíóòîé ÷àñòè òðîñà, ÷òîáû ÷àñòü òðàåêòîðèè îáúåêòà H, ðàñïîëîæåí-

íàÿ âíóòðè ýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü V äâèæåíèÿ çàõâàòûâàþ-

ùåãî óñòðîéñòâà G, ñîâïàäàëà ñ ó÷àñòêîì ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ îäíîé èç

áåçóäàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé áåçóäàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,

âîçìîæíû äâà òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà H � �êîëåáàòåëü-

íûé� (ðèñ. 5.3), ñîîòâåòñòâóþùèé òðàåêòîðèÿì òèïà �ñåðï ñ ðîæêàìè� (cì.

ðèñ. 4.4 äëÿ ñëó÷àÿ �ãîðèçîíòàëüíîé� øòàíãè, è âåðõíþþ òðàåêòîðèþ íà

ðèñ. 4.9 äëÿ ñëó÷àÿ �âåðòèêàëüíîé� øòàíãè) è �âðàùàòåëüíûé� (ðèñ. 5.4),

ñîîòâåòñòâóþùèé òðàåêòîðèÿì òèïà �îâàë� (cì. ðèñ. 4.3 äëÿ ñëó÷àÿ �ãîðè-

çîíòàëüíîé� øòàíãè, è 4.8 äëÿ ñëó÷àÿ �âåðòèêàëüíîé� øòàíãè).

1O 1 x

1
 y  y

 xO

LM

P

NK

Ðèñóíîê 5.3 �

Ê ïðåîáðàçîâàíèþ íåîãðàíè÷åííîãî äâèæåíèÿ òî÷êèH â ïåðèîäè÷åñêîå

ïðèâîäèò ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé:

1) âû÷èñëåíèå ïî ýëåìåíòàì îðáèòû òî÷êè H íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
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çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà G (òî÷êà K) è óäåðæèâàíèå åãî â ýòîì

ïîëîæåíèè äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè,

2) äâèæåíèå ñõâàòà âäîëü òðîñà ïî èíåðöèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ ôîêó-

ñàõ C è D âäîëü íàòÿíóòîãî òðîñà äî òî÷êè M , â êîòîðîé òî÷êà G

âñòðå÷àåòñÿ ñ òî÷êîé è �ñõîäèò ñî ñâÿçè�, ò.å. òðîñ îñëàáåâàåò. Äëÿ

íà÷àëà �êîëåáàòåëüíîãî� äâèæåíèÿ çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà åãî

äîñòàòî÷íî ïðîñòî îòïóñòèòü, äëÿ �âðàùàòåëüíîãî� äâèæåíèÿ íåîá-

õîäèì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé èìïóëüñ,

3) ñîâìåñòíîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå òî÷åê H è G, âî âðåìÿ êîòîðîãî ñî-

åäèíèòü èõ ìåæäó ñîáîé, äî òî÷êè L, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò áåçóäàð-

íûé �âûõîä íà ñâÿçü� îáðàçîâàâøåéñÿ �ñöåïêè� G−H,

4) ñâÿçíîå äâèæåíèå �ñöåïêè� ïðè ôèêñèðîâàííûõ áàðàáàíàõ è íàòÿíó-

òîì òðîñå äî òî÷êè L (òðàåêòîðèÿ L−N − L− P −M −K −M íà

ðèñ. 5.3 èëè L − K − M íà ðèñ. 5.4), ïîñëå ÷åãî ñíîâà íà÷èíàåòñÿ

ñâîáîäíîå äâèæåíèå îò M ê L, è ò.ä.

Òàêîé àëãîðèòì îáëàäàåò ñëåäóþùèìè âàæíûìè êà÷åñòâàìè:
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- âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå îáúåêòà H ìåíÿåòñÿ

íåïðåðûâíî,

- äâèæåíèå ñõâàòà ïðîèñõîäèò ïî èíåðöèè (ìîæåò ïîíàäîáèòñÿ ïåðâî-

íà÷àëüíûé èìïóëüñ),

- ïðîöåññ ñîåäèíåíèÿ òî÷åê G è H íå äîëæåí áûòü îäíîìîìåíòíûì .

5.3 Çàêîí ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è óñëîâèÿ ñõîäà ñî

ñâÿçè è áåçóäàðíîãî âõîäà íà ñâÿçü

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ ,

ïðèíèìàÿ ïåðèîä îáðàùåíèÿ òî÷êè O âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà ðàâ-

íûì 2π, à ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó òðîñà ðàâíîé äâóì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó O è H ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì îðáèòû òî÷êè O,

èñïîëüçóåì äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè H îòíîñèòåëüíî O óðàâíåíèÿ

èç [20, 9, 15]. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè τ = 0 òî÷êà H ïåðåñåêàåò îñü O1y1.

Òîãäà, èçìåíÿÿ ìàñøòàá áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, íî ñîõðàíÿÿ äëÿ íèõ

ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, è ôèêñèðóÿ ïîëîæåíèå îñè Oy1 ïî îòíîøåíèþ ê òðà-

åêòîðèè òî÷êè H, çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ H è ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ G â

âèäå x1 = 3/2 · f τ + sin τ

y1 = 1/2 · cos τ + f − ν

ãäå ν õàðàêòåðèçóåò êîîðäèíàòó y òî÷êè O1, à ïàðàìåòð f ñâÿçàí ñ ýëåìåí-

òàìè îðáèòû íåóïðàâëÿåìîé òî÷êè H ôîðìóëîé

|f | = |1− r0/a0|
2ε

,

ãäå r0 - ðàäèóñ îðáèòû òî÷êè O, a0 - áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû òî÷êè H, ε

- ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû òî÷êè H. Ïåðåìåùåíèå çàõâàòûâàþùåãî óñòðîé-

ñòâà G ïî ëååðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå ïî îäíîñòîðîííåé
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ñâÿçè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì

F (x1, y1) = x21 + dy21 − a2 ≤ 0, d = a2/b2,

ãäå a è b � cîîòâåòñòâåííî �ãîðèçîíòàëüíàÿ� è �âåðòèêàëüíàÿ� ïîëóîñè ýë-

ëèïñà V . (d > 1 â ñëó÷àå �ãîðèçîíòàëüíîé� øòàíãè è d < 1 â ñëó÷àå �âåð-

òèêàëüíîé� øòàíãè). Êàê ñëåäóåò èç (3.6) è (3.8), ñâÿçíîå (F (x1, y1) = 0)

äâèæåíèå çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà G ïîä÷èíÿåòñÿ èíòåãðàëó ßêîáè

1

2
γ′2
(
(d− 1) sin2 γ + 1

)
− 3

2

(
sin γ +

ν
√
d

a

)2

= h1 =
(1− 3f 2)d

8a2
, (5.1)

ãäå γ(τ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè x1(τ) = a cos γ(τ) è y1(τ) = b sin γ(τ), à

øòðèõîì ( )′, êàê è ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàç-

ìåðíîìó âðåìåíè τ . (h1 âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî êîíñòàíòû èíòå-

ãðàëîâ ßêîáè ñâÿçíîãî è ñâîáîäíîãî äâèæåíèé, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

äîëæíû ñîâïàäàòü)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(τ) = F (x1(τ), y1(τ)). Òîãäà, àíàëîãè÷íî (4.7),

â òî÷êàõ ñõîäà ñî ñâÿçèM (òî åñòü â ìîìåíò âðåìåíè τ = τM) è áåçóäàðíîãî

âõîäà íà ñâÿçü L (òî åñòü â ìîìåíò âðåìåíè τ = τL) ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ

ϕ(τL,M) = 0, ϕ′(τL,M) = 0, ϕ′′(τL,M) = 0, (5.2)

è íåðàâåíñòâà

ϕ′′′(τM) < 0, ϕ′′′(τL) > 0, (5.3)

Â ñèëó ñèììåòðèè áåçóäàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òî÷êè G cïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî τM = −τL. Êðîìå òîãî, òðåòüå óðàâíåíèå â (5.2), êàê

ñëåäóåò èç (4.8) è (4.9), ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

√
dγ′

2
+ 2γ′

(
(d− 1) sin2 γ + 1

)
+ 3
√
d sin γ

(
ν
√
d

a
+ sin γ

)
= 0, (5.4)

ãäå γ = γL = γ(tL) or γ = γM = γ(tM)
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5.4 Äåòàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà çàõâàòà íóæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìóþ

äëèíó òðîñà è ïîëîæåíèÿ ôîêóñîâ C è D. Êðîìå òîãî, íåáõîäèìî çàðà-

íåå âû÷èñëèòü êîîðäèíàòó γK òî÷êè K èç êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå

çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà, ìîìåíò τk íà÷àëà ýòîãî äâèæåíèÿ, è íà÷àëü-

íóþ ñêîðîñòü çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà. (Â ïðåäëàãàåìîì âàðèàíòå àë-

ãîðèòìà ïðè âðàùàòåëüíîì òèïå çàõâàòà γK = ±π/2, τK = 0, à ïðè êî-

ëåáàòåëüíîì òèïå çàõâàòà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà

ðàâíà 0).

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ (5.2) ìîæíî âûðàçèòü d è ν êàê ôóíêöèè

ïàðàìåòðà f è ìîìåíòà âðåìåíè ñõîäà çàõâàòûâàþùåãî ó÷òðîéñòâà ñî ñâÿçè

τM :

d = P/Q, ν = R/P,

Q = 3 sin τM − sin 3τM ,

P = 36(τM cos τM − sin τM)f 2 + 12(2τM − sin 2τM)f + 4Q,

R = 36(cos τM − sin τM)f 3 + 3(6τM cos 2τM + 8τM − 7 sin 2τM)f 2+

+(9τM cos τM + 3τM cos 3τM − 4 sin 3τM)f.

C ó÷åòîì ýòîãî ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (5.2) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü a òàêæå êàê

ôóíêöèþ f è τM , à ñëåäîâàòåëüíî, è b.

Âåëè÷èíû γK è τK òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç f è τM , èñïîëüçóÿ

èíòåãðàë ßêîáè (5.1). Òàê, äëÿ çàõâàòà êîëåáàòåëüíîãî òèïà ïðè f > 2/3,

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà ðàâíà

0,

γK = π − arcsin

(√
f 2 − 1/3− 2ν

2b

)
; γK = γ(τK);

τK = τM − 2b

∫ γK

γM

√
(d− 1) sin3 γ + 1

1− 3f 2 + 12(b sin γ + ν)2
dγ.
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Òàêèì îáðàçîì, âñå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå äâèæåíèåG, îáåñïå÷èâàþùåå

çàõâàò, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ f è τM .

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ òðè îãðàíè÷åíèÿ: âî-

ïåðâûõ, τM äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíûì, âî-âòîðûõ, d äîëæíî áûòü ïîëî-

æèòåëüíûì, è â òðåòüèõ, êàê ñëåäóåò èç (5.3),

3(3 sin 2tM−2tM cos 2tM−4tM)f 2+(sin 3tM+9 sin tM−4tM cos tM) f <0.

(5.5)

b

b

ba

a

a

t

s II

 I

0 π

.γ

γ

Ðèñóíîê 5.5 �

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ãëàâå 4, ïðè íåêîòî-

ðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ f è τM ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ïðîõîæäå-

íèÿ cîåäèíåííûìè òî÷êàìè G−H òî÷êè L òðîñ ìîæåò ñíîâà îñëàáåòü, ïðè-

÷åì ñëåäóþùèé çà ýòèì âûõîä íà ñâÿçü áóäåò óäàðíûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ d ïîÿâëÿþòñÿ äîïîë-

íèòåëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñåïàðàòðèñû, ðàçäåëÿþùåé êîëåáàòåëüíûå è

âðàùàòåëüíûå ñâÿçíûå äâèæåíèÿ ïî ëååðó è ãðàíèöåé îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿ-

çè. Ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñ. 5.5. (Íà ýòîì ðèñóíêå I - îáëàñòü ñâÿçíûõ

äâèæåíèé, II - îáëàñòü ñõîäà ñî ñâÿçè, s - ñåïàðàòðèñà (òî åñòü òðàåêòîðèÿ,
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ h1 = 0 ⇔ f = ±
√

3/3, t - àêòóàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, a -

òî÷êè âûõîäà íà ñâÿçü, b - òî÷êè ñõîäà ñî ñâÿçè). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà-

÷åíèé f è τM , ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû �äîïîëíèòåëüíûå� ñõîäû ñî ñâÿçè,

äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1,5.4). Åñëè ïîëó÷àþùèéñÿ

ïðè ýòîì ïîëèíîì âîñüìîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî sin γ èìååò áîëåå îäíîãî

äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì γ è γ′,

òî ñóùåñòâóþò �äîïîëíèòåëüíûå� òî÷êè ñõîäà ñî ñâÿçè. Ãðàíèöû îáëàñòåé

â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ τM è f , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òàêàÿ ñèòóàöèÿ,

íàõîäèëèñü ÷èñëåííî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåóïðàâëÿåìîãî îáú-

åêòà çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà |f | < 2/3 êîíñòàí-

òà èíòåãðàëà ßêîáè ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî ñîâìåñòíîå

äâèæåíèå òî÷åê H è G íåìèíóåìî áóäåò âðàùàòåëüíûì. Åñëè æå |f | > 2/3

, âîçìîæíî êàê êîëåáàòåëüíîå , òàê è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Åñëè æå

|f | = 2/3 , çàõâàò îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàõâàòà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ f è τM

èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.6. Íà ýòîì ðèñóíêå: I � îáëàñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âðà-

ùàòåëüíûé òèï äâèæåíèÿ ñ �ãîðèçîíòàëüíûì� ïîëîæåíèåì øòàíãè AB, II

� òî æå íî ñ �âåðòèêàëüíûì� ïîëîæåíèåì AB, III � îáëàñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ

â êîëåáàòåëüíûé òèï ñ äâèæåíèÿ ñ �ãîðèçîíòàëüíûì� ïîëîæåíèåì AB, IV

� òî æå, íî ñ �âåðòèêàëüíûì� ïîëîæåíèåì AB, a =
√

3/3, b = (2 +
√

13)/3,

c = (2 −
√

13)/3. Îáëàñòè II è IV â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿþò-

ñÿ âåñüìà óçêèìè ïîëîñàìè. Ñëàáîé øòðèõîâêîé îòìå÷åíà òà ÷àñòü îáëà-

ñòè III, â êîòîðîé ïîñëå çàõâàòà ïðîèñõîäèò óäàð î òðîñ, ÷åðíûì öâåòîì

� àíàëîãè÷íàÿ ÷àñòü îáëàñòè I. Ãðàíèöû îáëàñòåé â öåëîì îïðåäåëåíû ïî

êîíå÷íûì ôîðìóëàì d = 0, d = 1, d = ∞ è (5.5), èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò

ãðàíèöû çàøòðèõîâàííûõ è çàêðàøåííûõ îáëàñòåé, ãäå âîçìîæåí äîïîë-

íèòåëüíûé ñõîä ñî ñâÿçè ñ ïîñëåäóþùèì óäàðîì î ñâÿçü, îïðåäåëåííûå
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Òàê êàê äëèíà òðîñà íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-

ðîñòü íåóïðàâëÿåìîãî îáúåêòà â ìîìåíò ñáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíà. Çàâèñè-

ìîñòü ìàêñèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè (â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-

íûõ) â ìîìåíò çàõâàòà îò ïàðàìåòðà f èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.7. (Äëÿ íàãëÿä-

íîñòè ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà arctg f .

Íà ýòîì ðèñóíêå âåëè÷èíû αi, îáðàçóþùèå ñ÷åòíûé ñïåêòð, îïðåäåëÿþòñÿ

óðàâíåíèÿìè

αi = arctan fi, fi =
2

3
√

1 + τ 2i
, τi = tan τi, i = 1, 2, ...

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ñëåâà ê êàæäîìó èç αi äîïóñòèìàÿ îòíî-

ñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü êàê óãîäíî áîëüøîé. Â ýòîì ñëó÷àå çà-

õâàò ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ ïî òðàåêòîðèÿì (cì. ïðèìåð íà ðèñ. 5.8, ãäå

áîëåå òîëñòîé êðèâîé îáîçíà÷åí ó÷àñòîê ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ çàõâà÷åííîé

òî÷êè, áîëåå òîíêîé - ó÷àñòîê åå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, à ïóíêòèðîì - ãðà-

íèöà ýëëèïñà V ), îñíîâíûì íåäîñòàòêîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó÷àñòîê

ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ âûõîäèò çà ïðåäåëû ýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî äâè-

æåíèå ïî ëååðíîé ñâÿçè. Òàêîé çàõâàò ìîæåò áûòü èëè âðåìåííûì, èëè

æå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àëãîðèòì ñâåðòûâàíèÿ òðîñà ïîñëå ñòûêîâ-

êè, îáåñïå÷èâàþùåé íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ çàõâà-

÷åííîãî òåëà, èëè æå ëååðíàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå

ñâîåîáðàçíîé �êîñìè÷åñêîé ïðàùè� (ïðåäëîæåíî ïðîô. È.È.Êîñåíêî). Ïðè

îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ f äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äîâîëüíî ìàëà,

÷òî â ðåàëüíîé ñèòóàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ëååðíàÿ

ñâÿçü âåñüìà áîëüøèõ ðàçìåðîâ.
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Ðèñóíîê 5.8 �

5.5 Óìåíüøåíèå íåîáõîäèìûõ ðàçìåðîâ ëååðíîé

ñâÿçè

Íàèáîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò (êàê âèäíî èç ðèñ. 5.7) ïðè êî-

ëåáàòåëüíîì òèïå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ (|f | > 2/3). Îäíàêî, ñëåäó-

åò çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âî-ïåðâûõ, ó÷àñòîê cîâìåñòíîãî ñâÿçíîãî

äâèæåíèÿ òî÷åê G − H îòíîñèòåëüíî ìàë è âî-âòîðûõ, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

äâèæåíèÿ ïî ýòîìó ó÷àñòêó íåò íåîáõîäèìîñòè çàêðåïëÿòü êîíöû òðîñà

íåïîñðåäñòâåííî â ôîêóñàõ ýëëèïñà, ïî êîòîðîìó ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò

� äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü òàêîå äâèæåíèå ïîëçóíîâ, ÷òîáû âåòâè òðîñà âî

âñå âðåìÿ òàêîãî äâèæåíèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà ýòè ôîêóñû. Îïðåäåëåíèå

çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïîëçóíîâ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Íà ðèñ. 5.9 ïîêàçàí âàðèàíò òàêîãî àëãîðèòìà,

ïðè êîòîðîì íåîáõîäèìàÿ äëèíà òðîñà ñîêðàùåíà íà ïîðÿäîê. Ìîäèôè-

öèðîâàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèé:

- �ïðûæîê� çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà íà òðîñå ñî øòàíãè (èç òî÷-

êè K1) â òàêîé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òîáû ïîïàñòü â òî÷êó M1 â òîò

æå ìîìåíò, ÷òî è îáúåêò H (ñêîðîñòè îáúåêòà H è çàõâàòûâàþùåãî
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óñòðîéñòâà G â ýòîé òî÷êå äîëæíû ñîâïàäàòü),

- ñîâìåñòíîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå îáúåêòà è çàõâàòûâàþùåãî óñòðîé-

ñòâà äî òî÷êè L âõîäà íà ñâÿçü (òðîñ íå íàïðÿæåí è òîëüêî îòñëåæè-

âàåò äâèæåíèå òî÷êè G), âî âðåìÿ êîòîðîãî äîëæåí áûòü îñóùåñòâëåí

çàõâàò,

- ñîâìåñòíîå ñâÿçíîå äâèæåíèå ïî äóãå ýëëèïñà äî òî÷êè N , â êîòîðîé

îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñöåïêè G −H ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 0, ïðè êî-

òîðîì áàðàáàíû âðàùàþòñÿ è ïîëçóíû äâèãàþòñÿ òàê, ÷òîáû âåòâè

òðîñà áûëè íàïðàâëåíû íà ôîêóñû ýëëèïñà,

- êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ïî äóãå ýëëèïñà ìåæäó òî÷êàìè N è N1 ïðè

ôèêñèðîâàíûõ ïîëçóíàõ è íåâðàùàþùèõñÿ áàðàáàíàõ.

to focus

to focus

v = 0

1M
L

1K
E

C

D
F1N N

H
G

Ðèñóíîê 5.9 �

Â ýòîì âàðèàíòå àëãîðèòìà çàõâàòà íàðóøàåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü

óñêîðåíèÿ çàõâàòûâàþùåãî óñòðîéñòâà G â òî÷êå M1, òî åñòü â ìîìåíò íà-

÷àëà åãî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü è óñêîðåíèå çàõâà-

òûâàåìîé òî÷êè H âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ ïî-ïðåæíåìó íåïðå-

ðûâíî, òàê êàê â òî÷êå N îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü îáúåêòà G − H ðàâíà

íóëþ, à êàñàòåëüíûå ê äóãàì ýëëèïñîâ LN è NN1 ñîâïàäàþò. Ïðåèìóùå-

ñòâîì ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîñëå çàõâàòà

ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè îáúåêòà H íå ïðîèñõîäèò ñõîäîâ ñî ñâÿçè.
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ÃËÀÂÀ 6

Âëèÿíèå ìàëîãî ãðóçà íà ëååðå íà îòíîñèòåëüíîå

äâèæåíèå ãàíòåëè â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì

ñèëîâîì ïîëå

Âî òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è ïÿòûõ ãëàâàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äâèæåíèå

òâåðäîãî òåëà, íåñóùåãî ëååðíóþ ñâÿçü, íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ ãðóçà ïî

ëååðó. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, îïèñàííîé â ãëàâàõ 1-3 è ñîñòîÿùåé èç ãàíòåëè è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

(èëè ãðóçà), ñïîñîáíîãî äâèãàòüñÿ ïî ëååðó, êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû íà

êîíöàõ ãàíòåëè. Êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû

äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå â öåíòðàëüíîì íüþòîíîâñêîì ñèëîâîì ïîëå.

Êàê è â ãëàâàõ 3-5, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà ãðóçà íà ëååðå ìàëà, îäíà-

êî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ãëàâ, äâèæåíèå ýòîé ìàññû ìîæåò âëèÿòü

íà âðàùåíèå ãàíòåëè âîêðóã åå öåíòðà ìàññ. Èçâåñòíî, ÷òî äâèæåíèå îð-

áèòàëüíîé ãàíòåëè îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà ìàññ êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ

äâèæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è áûâàåò òðåõ òèïîâ: êîëåáàíèÿ âî-

êðóã íàïðàâëåíèÿ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð, âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ

è �ñåïàðàòðèñíîå äâèæåíèå� ñòðåìÿùååñÿ ê �ãîðèçîíòàëüíîìó� ðàâíîâåñèþ.

Â ýòîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìàëûé ãðóç íà ëååðå ìîæåò êà÷åñòâåí-

íî èçìåíèòü îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëè òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè ñåïàðàòðèñíîãî äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ãàíòåëü ïåðâîíà÷àëüíî

ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíà, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà íà÷àëà åå äâèæåíèÿ: ïåðå-

âîðà÷èâàíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïåðåâîðà÷èâàíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

è àñèìïòîòè÷åñêîå äâèæåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê êîëåáàíèÿì âîêðóã "ãîðèçîí-

òàëüíîãî"ðàâíîâåñèÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì àñèìïòîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Ìíîãîîáðàçèå
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òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â

íåêîòîðîé òðåõìåðíîé ïðîåêöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Ôàêòè-

÷åñêè, ýòà ïîâåðõíîñòü ðàçäåëÿåò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà îáëàñòè ëåâûõ

è ïðàâûõ ïåðåâîðà÷èâàíèé ãàíòåëè. Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå óðàâíå-

íèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå çàâèñèìîñòè íà÷àëüíîãî óãëà

ïîâîðîòà è íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ãàíòåëè îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

è íà÷àëüíîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ãðóçà. Òåì ñàìûì âûâîäèòñÿ êðè-

òåðèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ãàíòåëè â

çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî ãàíòåëü áëèçêà ê

�ãîðèçîíòàëüíîìó� ïîëîæåíèþ. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà è íåêîòîðûå õà-

ðàêòåðíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé.

Áëèçêîå ê ñåïàðàòðèñíîìó äâèæåíèå ãàíòåëè, âûçûâàåìîå äâèæåíèåì

êàáèíû ïî ëååðó â öåëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóîáî-

ðîòîâ ãàíòåëè ïî- è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâà-

þùèõñÿ â îêðåñòíîñòè �ãîðèçîíòàëüíîãî� ðàâíîâåñèÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå

â ñëó÷àå, êîãäà ãàíòåëü ñèììåòðè÷íà, ò.å îáðàçîâàíà ðàâíûìè ìàññàìè, è

äëèíà òðîñà äîñòàòî÷íî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ãàíòåëè, ïðèáëè-

æåííî âûïèñûâàþòñÿ çàêîíû äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè ïðàâîì è ëåâîì ïîëó-

îáîðîòàõ. Ýòè çàêîíû äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü äâèæåíèå â öåëîì,

òàê êàê äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü íàïðàâëåíèå êàæäîãî ïîëóîáîðîòà, äëÿ

÷åãî äîñòàòî÷íî ïî âûâåäåííûì êîíå÷íûì ôîðìóëàì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïîëóîáîðîòà è äàëåå âîñïîëü-

çîâàòüñ îïèñàííûì âûøå êðèòåðèåì.

Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííîãî àíàëè-

çà äâèæåíèÿ ãàíòåëè íà ïðîòÿæåíèè äâóõ ïåðâûõ ïåðåâîðà÷èâàíèé â ñëó-

÷àå, êîãäà òðîñ ñðàâíèòåëüíî êîðîòîê. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåð-

íûå ñå÷åíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé,â êîòîðûõ

ñòðîÿòñÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì âîçìîæíûì òèïàì äâèæåíèÿ
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ãàíòåëè, à èìåííî:

a) ïîâîðîò íà óãîë, áëèçêèé ê 2π ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå;

b) ïîëóîáîðîò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, çàòåì âîçâðàùåíèå â ïîëîæå-

íèå,áëèçêîå ê ïåðâîíà÷àëüíîìó;

c) ïîâîðîò íà óãîë, áëèçêèé ê 2π ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

d) ïîëóîáîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, çàòåì âîçâðàùåíèå â ïîëîæåíèå,

áëèçêîå ê ïåðâîíà÷àëüíîìó;

Âûäåëÿþòñÿ òàêæå îáëàñòè, ãäå äâèæåíèå ñ íàòÿíóòûì òðîñîì íåâîçìîæ-

íî. Ãðàíèöû ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè, êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ âîçìóùåí-

íûõ ñèñòåì, îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå âåñüìà ñëîæíîé ôîðìû. ×àñòü òî÷åê

ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîòâåòñòâóþò ñëåäó óïîìÿíóòîãî âûøå ìíîãîîáðàçèÿ

àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ãàíòåëè, ñòåìÿùèõñÿ ê êîëåáàíèÿì âîêðóã ïî-

ëîæåíèÿ, áëèçêîãî ê 'ãîðèçîíòàëüíîìó', à äðóãèå ñîîòâåòñòâóþò àíàëîãè÷-

íûì äâèæåíèÿì, âîçíèêàþùèì ïîñëå ïåðâîãî ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ãàíòåëè.

6.1 Óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè, ëàãðàíæèàí, èí-

òåãðàë ßêîáè

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñàííîé â ãëàâàõ 1 è

2 è èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.1, â ïëîñêîñòè îðáèòû åå öåíòðà ìàññ C áóäåì

èñïîëüçîâàòü òå æå ïåðåìåííûå è îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â ãëàâå 2, òî åñòü ïóñòü

m1 è m2 - ìàññû, ñîñòàâëÿþùèå ãàíòåëü (âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü m2 ≥ m1,

m3 - ìàññà ãðóçà íà ëååðå, äëèíà ëååðà ðàâíà 2a, a è b - ñîîòâåòñòâåííî

áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà V , îãðàíè÷èâàþùåãî äâèæåíèå ãðóçà

âîêðóã ãàíòåëè, c =
√
a2 − b2 - ïîëîâèíà äëèíû ãàíòåëè, ϕ - óãîë ìåæäó

O1C è Ox, γ - �óãëîâàÿ êîîðäèíàòà� ãðóçà m3, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè

(1.3), µ = (m2 −m1)/(m2 +m1). Êðîìå òîãî, ïóñòü

κ =
m3(m1 +m2)

4e2m1m2
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Òîãäà áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû e, µ, κ è áåçðàçìåðíûå îáîáùåííûå êîîð-

äèíàòû ϕ, γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êîíôèãóðàöèþ ðàññìàòðèâàåìîé ìå-

õàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè÷åì äâèæåíèå ýòîé ñèñòåìû áóäåò ñâÿçíûì, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.1).

Åñëè ãðóç m3 íàõîäèòñÿ íà ñâÿçè, òî äâèæåíèå ãàíòåëè è ãðóçà âîêðóã

îáùåãî öåíòðà ìàññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ ëàãðàíæèàíîì

L = L2 + L1 + L0, (6.1)

ãäå

L2 =
1

2

{
ϕ′2 + κ

[(
1− 2eµ cos γ + e2 cos2 γ

)
ϕ′2+

+2
√

1− e2 (1− eµ cos γ)ϕ′γ′ +
(
1− e2 cos2 γ

)
γ′2
]}
,

L1 = κe cos γ (e cos γ − 2µ)ϕ′,

L0 =
3

2
cos2 ϕ+ κ

{
9

4
e2 cos2 ϕ− 3

2
eµ cos γ +

3

4
e2 cos2 γ−

−3

4
eµ
[(

1−
√

1− e2
)

cos(2ϕ− γ)+
(
1 +
√

1− e2
)

cos(2ϕ+ γ)
]
−

−3

8

[(
1−
√

1− e2
)2

sin2(ϕ− γ) +
(
1 +
√

1− e2
)2

sin2(ϕ+ γ)
]}

Çäåñü øòðèõîì ( )′, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàçìåð-

íîìó âðåìåíè τ , τ = G1/2M 1/2 |O1C|−3/2 t, G - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,

M - ìàññà ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñ ëàãðàíæèàíîì (6.1) äîïóñêàåò èíòåãðàë ßêîáè

L2 − L0 = h. (6.2)
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6.2 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

ãàíòåëè

Â ñëó÷àå, êîãäà κ = 0, ò.å. êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì òåëà íà

ëååðå íà îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëè, ñèñòåìà ñ ëàãðàíæèàíîì (6.1)

îïèñûâàåò ïëîñêèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã öåíòðà ìàññ, äâèãàþ-

ùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå (ñì [8, 10]). Òàê êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â

ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíè-

êà, ñóùåñòâóþò òðè òèïà äâèæåíèé ãàíòåëè: âðàùåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ

(h > 0), êîëåáàíèÿ âîêðóã íàïðàâëåíèÿ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð (h < 0) è

àñèìïòîòè÷åñêîå (ñåïàðàòðèñíîå) äâèæåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê íåóñòîé÷èâîìó

"ãîðèçîíòàëüíîìó"(êàñàòåëüíîìó ê îðáèòå) ïîëîæåíèþ (h = 0).

Ïóñòü κ� 1, ò.å. ìàññà òåëà íà ëååðå ìàëà, íî åå âëèÿíèåì íåëüçÿ ïðå-

íåáðå÷ü. Î÷åâèäíî, â ýòîé ñèòóàöèè êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèè

ãàíòåëè ìîãóò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |h|. Ôàêòè÷åñêè,

åñëè çíà÷åíèå êîíñòàíòû èíòåãðàëà ßêîáè áëèçêî ê íóëþ, îòíîñèòåëüíîå

äâèæåíèå ãàíòåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóîáîðîòîâ ïî

è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî-âèäèìîìó, çäåñü ìîæíî ãîâîðèòü î õàîòè÷å-

ñêîé ñìåíå íàïðàâëåíèé âðàùåíèÿ ãàíòåëè â òå ìîìåíòû, êîãäà îíà áëèçêà

ê �ãîðèçîíòàëüíîìó� ïîëîæåíèþ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî óêàçàòü ïðîñòîé

êðèòåðèé, âûïîëíåíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð âîç-

ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ãàíòåëè (âîçìîæíî, ñ àìïëèòóäîé, áëèçêîé ê π/2).

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè U = −L0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ãîðíóþ ñòðà-

íó� c ÷åðåäóþùèìèñÿ �õðåáòàìè� φ = π/2 + πk è �äîëèíàìè� φ = πk (ñì

ðèñ. 6.1). Íà êàæäîì õðåáòå åñòü �ïèêè� γ = Πk è �ïåðåâàëû� γ = π/2+πk.

(Çäåñü k-ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êîíñòàíòà èí-

òåãðàëà ßêîáè ìåíüøå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè −L0 íà ïåðåâàëå, òî äâèæåíèå

ãàíòåëè îãðàíè÷åíî äâóìÿ ñîñåäíèìè õðåáòàìè, ò.å. åñëè h < 0, òî âîç-
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ìîæíî òîëüêî êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêà-

åò, íàïðèìåð, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàíòåëü íå ãîðèçîíòàëüíà,

ãðóç íàõîäèòñÿ âíå íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê γ = πk è âñå íà÷àëüíûå

ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ. Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç äâèæåíèÿ ñèñòå-

ìû, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íà÷àëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòÿõ ãðóçà

âîçíèêàþò âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ãàíòåëè.

6.3 Ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè

"ãîðèçîíòàëüíîãî"ðàâíîâåñèÿ ãàíòåëè

Åñëè h ≈ 0, òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ãàíòåëü îêàæåòñÿ â íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè "ãîðèçîíòàëüíîãî"ðàâíîâåñèÿ. Âûâåäåì êðèòåðèé, ïîçâî-

ëÿþùèé îïðåäåëÿòü íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåãî âðàùåíèÿ ãàíòåëè. Íå òåðÿÿ

îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ϕ ≈ −π/2 Èñ-

ïîëüçóÿ çàìåíó ϕ = −π/2+
√
κψ è ñîõðàíÿÿ â óðàâíåíèõ äâèæåíèÿ òîëüêî

ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì κ, ïîëó÷èì

ψ′′ − 3ψ +
√
κD(γ, γ′) = 0, (6.3)
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ãäå

D(γ, γ′) = e sin γ(µ− e cos γ)

(√
1− e2

(
γ′2 + 3 sin2 γ

)
1− e2 cos2 γ

+ 2γ′

)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà ïðè ýòîì îêàæåòñÿ òàêèì, êàê åñëè áû ãàíòåëü

áûëà çàôèêñèðîâàíà â �ãîðèçîíòàëüíîì� ïîëîæåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, γ êàê

ôóíêöèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç (3.8). Êàê ïîêàçàíî â ãëàâå

3, äâèæåíèå ãðóçà âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé ãàíòåëè ìîæåò áûòü êîëåáàòåëü-

íûì, âðàùàòåëüíûì èëè ñåïàðàòðèñíûì (ëèìèòàöèîííûì). Êàê âèäíî èç

ðèñ. 3.2,3.3,3.4,3.5, ñåïàðàòðèñíîå äâèæåíèå ãðóçà è äâèæåíèÿ â íåêîòîðîé

åãî îêðåñòíîñòè îáÿçàòåëüíî ïðèâîäÿò ê ñõîäó ñî ñâÿçè. Åñëè äâèæåíèå

ãðóçà ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûì, òî γ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé τ

ñ ïåðèîäîì

T =

∮
dγ

γ′(γ, h2)
.

Åñëè æå äâèæåíèå ãðóçà ÿâëÿåòñÿ âðàùàòåëüíûì½ òî γ = πτ/T +σ(τ), ãäå

σ - T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ τ è

T =

∫ π

0

dγ

γ′(γ, h2)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íå ïðîèñõîäèò ñõîä ñî ñâÿçè, ôóíêöèÿ D1(τ) =

D (γ(τ), γ′(τ)) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé. Ðåøåíèå (6.3) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî â âèäå

ψ(τ) = p(τ) + q(τ), (6.4)

ãäå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

q(τ) =

√
κ

2
√

3

(
exp(
√

3τ)
∫ +∞
τ exp(−

√
3ξ)D1(ξ)dξ+

+ exp(−
√

3τ)
∫ τ
−∞ exp(

√
3ξ)D1(ξ)dξ

)
ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé τ , à
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p(τ) =
1

2
√

3

(
C+ exp(τ

√
3) + C− exp(−τ

√
3)
)
,

ãäå

C± =
√
κ (z± − A±(γ0, γ

′
0)) ,

z± = κ−1/2(
√

3ψ0 ± ψ′0) = κ−1(
√

3ϕ0 +
√

3π/2± ϕ′0), (6.5)

A±(γ0, γ
′
0) =

+∞∫
0

exp(−τ
√

3)D(γ(±τ, γ0, γ′0), γ′(±τ, γ0γ′0))dτ, (6.6)

γ0, γ
′
0, ϕ0, ϕ

′
0, ψ0, ψ

′
0 - íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ γ, γ

′, ϕ, ϕ′, ψ, ψ′.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè C+ = 0, òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

(6.3), ñòðåìÿùååñÿ ê êîëåáàíèÿì îêîëî ψ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü

z+ = A+ (6.7)

àïðîêñèìèðóåò ìíîæåñòâî òàêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ãàíòåëü âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñòà-

åòñÿ â îêðåñòíîñòè �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì, åñ-

ëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî z+ > A+, òî ãàíòåëü ïåðåâåðíåòñÿ ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè æå z+ < A+, òî ãàíòåëü ïåðåâåðíåòñÿ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå. (Êîíå÷íî, ðàâåíñòâî z+ = A+ îïðåäåëÿåò ãðàíèöó ìåæäó îáëàñòÿ-

ìè ïðàâûõ è ëåâûõ ïåðåâîðà÷èâàíèé ãàíòåëè ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ,

ò.ê. äëÿ åãî âûâîäà áûëè èñïîëüçîâàíû "óêîðî÷åííûå"óðàâíåíèÿ (6.3).

Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î âåëè÷èíå ýòîé ïîãðåøíîñòè äàåò ðèñ. 6.2, íà

êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè z+ = A+

ïëîñêîñòüþ γ = 12π/7, ϕ = −π/2. Íà ýòîì ðèñóíêå êðåñòèêàìè îáîçíà÷åíû

íàéäåííûå ÷èñëåííî òî÷êè ãðàíèöû îáëàñòåé ïðàâûõ è ëåâûõ ïåðåâîðà÷è-

âàíèé. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè e = 0.5, µ = 0.5, κ = 0.01).
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6.4 Âû÷èñëåíèå è ñâîéñòâà èíòåãðàëà A+.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ïðè h2 6= 0 ôóíêöèÿ

f(τ) = D(γ(τ, γ0, γ
′
0), γ

′(τ, γ0, γ
′
0))

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ ñ ïåðèîäîì T ,

òî èç ðàâåíñòâà

(n+1)T∫
nT

exp(−
√

3τ)f(τ)dτ = exp(−nT
√

3)

T∫
0

exp(−
√

3τ)f(τ)dτ

ñëåäóåò, ÷òî

A+ =
1

1− exp(T
√

3)

T∫
0

exp(−
√

3τ)f(τ)dτ (6.8)

Åñëè h2 > 0, ñ ïîìîùüþ çàìåíû

dτ = ±V (y)dy, V (y) =

√
1− e2 cos2 y

h2 + 3(1− e2) sin2 y
(6.9)
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(6.8) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

A+ = ± 1

1− exp(
√

3
2π∫
0

V (y)dy)

γ0±2π∫
γ0

exp(±
√

3

γ0∫
y

V (ξ)dξ) · f±(y)dy, (6.10)

ãäå

f±(y) = e(µ− e cos y) sin y

( √
1− e2

1− e2 cos2 y

(
1

V (y)
+ 3V (y) sin2 y

)
± 2

)
.

Åñëè æå h2 < 0, òà æå çàìåíà ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

A+ = exp(−
√
3(T/2±t1)

1−exp(−
√
3T )

γ1∫
γ2

(
f−(y) exp

(
√

3
y∫
γ2

V (ξ)dξ

)
±

±f+(y) exp

(
−
√

3
y∫
γ2

V (ξ)dξ

))
dy±

±
γ1∫
γ0

exp

(
±
√

3
γ0∫
y

V (ξ)dξ

)
f±(y)dy,

(6.11)

ãäå

T = 2

γ1∫
γ2

V (y)dy, t1 = 2

γ1∫
γ0

V (y)dy,

γ2 = arccosH + πk, γ1 = π(k + 1)− arccosH, H =

√
1 +

h2
3(1− e2)

,

ïðè÷åì k = 0, åñëè 0 < γ0 < π è k = 1, åñëè π < γ0 < 2π. Â (6.10,6.11)

çíàê "+"ñëåäóåò âûáèðàòü, åñëè γ′0 > 0, à çíàê "− åñëè γ′0 < 0.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè h2 < 0 çàìåíà (6.9) èìååò îñîáåííîñòü ïðè y =

γ1,2. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà èíòåãðàëà A+ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü

íå èìåþùóþ îñîáåííîñòè çàìåíó
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dτ = ± W (x)dx√
3
√

1− e2
, W (x) =

√
1− e2H2 cos2 x

1−H2 cos2 x
,

(â ýòîì ñëó÷àå cos y = ±H cosx, γ2 ïðåâðàùàåòñÿ â 0, γ1 ïðåâðàùàåòñÿ â

π).

Åñëè h2 = 0 äëÿ âû÷èñëåíèÿ (6.6) ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó

dτ =

√
1− e2 cos2 y√

3(1− e2) sin y
dy

Ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ýòîì èíòåãðàë áóäåò ñîáñòâåííûì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë A+ êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ γ0, γ′0 è

ïàðàìåòðîâ e, µ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè.

1. A+ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé µ, ò.å. A+ = A0 + µAµ, ïðè÷åì A0

åñòü π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ0, Aµ åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ0.

2. Åñëè γ0 = 0 èëè γ0 = π è γ′0 = 0, òî A+ = 0. Åñëè æå γ0 = π/2 è

γ′0 = 0, òî A+ = µe
√

3(1− e2).

3. Åñëè γ′0 = ±
√

3(1− e2)/e, òî

A+ =
(2e±

√
3)
√

1− e2

2
√

4− 3e2

(
2µ
√

4− 3e2 cos(γ0 ∓ arcsin e)−

−e cos

(
2γ0 ∓ arcsin

e√
4− 3e2

))
4. Åñëè γ′0 →∞, òî A+ ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîé ïî γ′0 ôóíêöèè, ò.å. A+ =

A1+γ
′
0 + A0+ + o(1/γ′0), ãäå

A1+ =
√

1− e2
(
µe cos γ0 − 1 +

π
√

1− e2 cos2 γ0
2E(e)

)

A0+=(1− e2)K(e)

E(e)
+
√

3(1− e2)

(
π
∫ γ0
0

√
1− e2 cos2 xdx

2E(e)
− γ0+µe sin γ0

)
+
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+2µe cos γ0 + e2 sin2 γ0 −
e2+ 1

3
,

ãäå K(e) è E(e) - ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà ñ ìîäóëåì e ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé z = A+, ãäå A+ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì ýòîãî

ðàçäåëà, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.3 (e = 1/2, µ = 2/3) è ðèñ. 6.4(e = 3/4, µ =

1/5). Íà ýòèõ ðèñóíêàõ èç z = A+ âûðåçàíû äèñêè, ãäå äâèæåíèå ñ íàòÿíó-

òûì òðîñîì íåâîçìîæíî (â èçîáðàæàåìîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè áëèçêè ê öèëèíäðàì, ïàðàëëåëüíûì îñè z).

5

–5–2

0

z

|
0γ

0γ

0

2π
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6.5 Îêîëî-ñåïàðàòðèñíîå äâèæåíèå ãàíòåëè â ñëó-

÷àå îòíîñèòåëüíî äëèííîãî òðîñà

Ðåøåíèå (6.4) ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâèæåíèå ãàíòåëè òîëüêî â îêðåñòíî-

ñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè èçó÷åíèè îêîëîñåïàðàòðèñíîãî äâè-

æåíèÿ âíå òàêèõ îêðåñòíîñòåé (èëè, òî÷íåå, ìåæäó òàêèìè îêðåñòíîñòÿìè)
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5

–5–2

0

z

|
0γ

0γ

0

2π

Ðèñóíîê 6.4 �

îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ãàíòåëü ñèììåòðè÷íà, ò.å. ñîñòàâëåíà èç ðàâ-

íûõ ìàññ (µ = 0). Êðîìå òîãî, ïóñòü e < 4
√
κ, ò.å. äëèíà òðîñà äîñòàòî÷íî

âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ãàíòåëè. (Íàïðèìåð, åñëè κ = 0.01 òî äîñòà-

òî÷íî âçÿòü e ≤ 0.316). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò

âðåìåíè τ = 0 ãàíòåëü âåðòèêàëüíà. Çàïèøåì çàêîí îêîëîñåïàðàòðèñíîãî

äâèæåíèÿ â âèäå

ϕ(τ) = ϕS(τ) +
√
κψ(τ), (6.12)

ãäå ϕS(τ) = π/2−2 arctan exp
(
∓τ
√

3
)
- çàêîí ñåïàðàòðèñíîãî äâèæåíèÿ

ñâîáîäíîé ãàíòåëè ( çíàê �−� âûáèðàåòñÿ äëÿ âðàùåíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè, çíàê �+� - äëÿ âðàùåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Ïîäñòàâèì (6.12)

â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ϕ è ñîõðàíèì â íèõ òîëüêî ñëàãàåìûå ïîðÿäêà

ìåíüøå, ÷åì κ è e4. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

(p+ 1)2ψ′′ − 3
(
p2 − 6p+ 1

)
ψ − 12

√
κψ2√p(p− 1) = 0, (6.13)

ãäå p = exp
(
2τ
√

3
)
. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (6.13) íå çàâèñèò îò

γ è e. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (6.13) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì
√
κ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â (6.12) è, ñîõðàíÿÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ïîðÿäêà
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ìåíåå ÷åì κ3/2, ïîëó÷èì

ϕ(τ) = ±
(
π

2
− 2 arctan

1
√
p

)
+

√
κψ1(p

2 + 4τp
√

3− 1)

4
√

3p(1 + p)
±

±

(
κψ2

1

(
24pτ 2(1−p)+4τ

√
3(p+1)(p2+p+1)+3(p+1)2(1−p)

)
96
√
p(1+p)2

)
,

(6.14)

ãäå ψ1 = ψ′(0), �+� ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à

�−� - âðàùåíèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (6.14) - íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ τ . Ñëåäîâàòåëü-

íî, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè −τ∗ ãàíòåëü çàíèìàëà ïîëîæåíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå ϕ = −ϕ0 è ϕ′ = ϕ′0, òî â ìîìåíò âðåìåíè τ∗ ãàíòåëü

çàéìåò ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ íà ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð

ïîëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ϕ = ϕ0 è ϕ′ = ϕ′0. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ

ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òî÷êè âûõîäà ãàíòåëè

èç îêðåñòíîñòè (ðàäèóñà ≈
√
κ) ðàâíîâåñèÿ ϕ = ±π/2 è âõîäà ãàíòåëè â

îêðåñòíîñòíîñòü ðàâíîâåñèÿ ϕ = ∓π/2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ìåñò-

íîé âåðòèêàëè, ïðè÷åì âõîä è âûõîä ïðîèñõîäÿò ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè

ñêîðîñòÿìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà íà ëååðå âî âðåìÿ îêîëîñåïàðàòðèñ-

íîãî äâèæåíèÿ ãàíòåëè âíå îêðåñòíîñòåé ãîðèçîíòàëüíûõ ðàâíîâåñèé ïîä-

ñòàâèì (6.12) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ γ. Ó÷èòûâàÿ (6.14) è ïðåíåáðåãàÿ

ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà κ, e4 è âûøå, ïîëó÷èì

v′′ +
3

2
sin(2v) + e2q(v, v′, τ) = 0, (6.15)

ãäå v = ϕ + γ, à q(v, v′, τ) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(6.15) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïðèáëèæåííîé êâàäðàòóðîé

τ = ±τ0(v, v0)± e2τ1(v, v0), (6.16)

ãäå
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τ0(v, v0) =

∫ v

v0

dν√
h3 +

3

2
cos 2ν

, τ1(v, v0) =

∫ v

v0

Q(ν, v0)dν(
h3 +

3

2
cos 2ν

)3/2
,

Q(v, v0) =

∫ v

v0

q

(
ν,±

√
h3 +

3

2
cos 2ν,±τ0(ν, v0)

)
dν, h3 = v201−

3

2
cos 2v0,

v0 è v01 - çíà÷åíèÿ v è v′ â òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ãàíòåëü âåðòè-

êàëüíà.

�Ñøèâàÿ� ðåøåíèÿ òèïà (6.4,3.8) äëÿ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ãîðèçîí-

òàëüíûõ ðàâíîâåñèé è òèïà (6.14,6.16) äëÿ äâèæåíèÿ âíå òàêèõ îêðåñòíî-

ñòåé, ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü äâèæåíèå ãàíòåëè íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ

ïîëóîáîðîòîâ. (Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà

ãàíòåëü íå âûéäåò çà ïðåäåëû î÷åðåäíîé îêðåñòíîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ðàâ-

íîâåñèÿ, ò.å. ïîñëå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîëóîáîðîòîâ ãàíòåëü áóäåò ñòðå-

ìèòñÿ ê êîëåáàíèÿì âîêðóã êàñàòåëüíîé ê îðáèòå, òî åñòü áóäåò èìåòü ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêîå äâèæåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîëó-

îáîðîòîâ). Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî ïîëó÷àåìûå �ñøèâàíèåì� ïðè-

áëèæåííûå çàêîíû äâèæåíèÿ áóäóò äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü

äâèæåíèå ñèñòåìû òîëüêî íà íåáîëüøèõ (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ âèòêîâ ñè-

ñòåìû ïî îðáèòå) ïðîìåæóòêàõ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ .
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Ðèñóíîê 6.5 �

Ðèñóíîê 6.6 � µ = 0, e = 1/3, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0
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6.6 Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî àíàëèçà äâèæåíèÿ ãàíòå-

ëè äëÿ ñðàâíèòåëüíî êîðîòêîãî òðîñà

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà îêîëîñåïàðàòðèñíûõ

âðàùåíèé ãàíòåëè â äâóìåðíûõ ñå÷åíèÿõ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà òðîñ ñðàâíèòåëü-

íî êîðîòîê è/èëè ãàíòåëü íåñèììåòðè÷íà. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ïåðâûìè

ïîëóîáîðîòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà äâèæåíèé - ýòî

îïèñàííûå â ïðèàìáóëå ê ýòîé ãëàâå ñëó÷àè a)-d). Ïðèìåðû ïðîåêöèé ôà-

çîâûõ òðàåêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íà÷èíàþùèõñÿ

ïðè ϕ0 ≈ −π/2, íà ïëîñêîñòü (ϕ, γ) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.5.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíûõ

óñëîâèé áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå öâåòà, ÷òî è íà ýòîì ðèñóíêå, òî åñòü äëÿ

òðàåêòîðèé òèïà a) (ïîâîðîòîâ ãàíòåëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë, áëèçêèé

ê 2π) - çåëåíûé, äëÿ òðàåêòîðèé òèïà b) (ïîâîðîòîâ ãàíòåëè ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå íà óãîë, áëèçêèé ê π ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè è âîçâðàùåíèå â ïîëîæåíèå, áëèçêîå ê ïåðâîíà÷àëüíîìó) - ñèíèé,

äëÿ òðàåêòîðèé òèïà b) (ïîâîðîòîâ ãàíòåëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà

óãîë, áëèçêèé ê 2π) -æåëòûé, äëÿ òðàåêòîðèé òèïà d) (ïîâîðîòîâ ãàíòåëè

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë, áëèçêèé ê π ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå è âîçâðàùåíèå â ïîëîæåíèå, áëèçêîå ê ïåðâîíà÷àëüíîìó)

- ÷åðíûé. Êðîìå òîãî, áóäåì îáîçíà÷àòü êðàñíûì îáëàñòè íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ äî êîíöà âòîðîãî ïîëóîáîðîòà ãàíòåëè ïðîèñõîäèò

ñõîä ãðóçà ñî ñâÿçè. Îáëàñòè, â êîòîðûõ çà âðåìÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ íå óäàåòñÿ îòíåñòè òðàåêòîðèþ ê îäíîìó èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ,

áóäåì îáîçíà÷àòü ðîçîâûì öâåòîì (äâèæåíèÿ íà÷èíàþùèåñÿ èç ýòèõ îá-

ëàñòåé ÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè ê àñèìïòîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì, ñòðåìÿùèìñÿ

ê êîëåáàíèÿì ãàíòåëè â îêðåñòíîñòè åå �ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ�).
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Ðèñóíîê 6.7 � µ = 0, e = 1/3, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0

Ðèñóíîê 6.8 � µ = 0, e = 1/3, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0
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Â ñëó÷àå µ = 0 â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ γ0 < π.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì e, òî åñòü ïðè óìåíüøåíèè äëèíû

òðîñà íåìèíóåìî óâåëè÷èâàåòñÿ äîëÿ îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðèâî-

äÿùèõ ê ñõîäó ñî ñâÿçè (ñì. ðèñ. 6.6,6.9,6.11). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàèáîëåå

ñëîæíàÿ êàðòèíà âîçíèêàåò â ïëîñêîñòÿõ (ϕ0 ≈ ±π/2, ϕ′ ≈ 0), îñîáåííî,

åñëè (ϕ0 = ±π/2, ϕ′ = 0), êîãäà ïðèñóòñòâóþò âñå ðàññìàòðèâàåìûå òèïû

äâèæåíèé, à ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè îáðàçóþò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóê-

òóðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîñ ðàçëè÷íûõ òèïîâ äâèæåíèé.

Ðèñóíîê 6.9 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0
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Ðèñóíîê 6.10 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0

Ñëåäóåò îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîëîñ, ñîîòâåòñòâóþùèõ �êî-

ëåáàíèÿì�, òî åñòü äâèæåíèé, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ïîëóîáîðîòîâ â ïðîòè-

âîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîíå÷íî è ñ ðîñòîì |γ′0| ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî

�âðàùåíèÿ�, òî åñòü äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîâîðîòû ãàíòåëè

íà óãîë áëèçêèé ê ±2π (ñì. ðèñ.6.7,6.8).

Íà âñåõ ðèñóíêàõ, ãäå ïðèñóòñòâóþò êàê äâèæåíèÿ òèïà a),b), òàê è

äâèæåíèÿ òèïà c),d) ìîæíî çàìåòèòü ñâîåîáðàçíûé �âîäîðàçäåë� ìåæäó

ñèíå-çåëåíûìè è æåëòî-÷åðíûìè îáëàñòÿìè. Òî÷êàì ýòîãî �âîäîðàçäåëà�

ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ, ñòðåìÿùèåñÿ ê êîëåáàíèÿì â

îêðåñòíîñòè �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ãàíòåëè (÷àñòü �âîäîðàçäåëà�
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Ðèñóíîê 6.11 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0

ïîäðîáíî ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.10). Êàê íåòðóäíî âèäåòü, �âîäîðàçäåëû� åñòü

íå ÷òî èíîå, êàê ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé, ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿåìûõ ðàâåí-

ñòâîì (6.7).

Ïðè îòêëîíåíèè ϕ0 îò ±π/2 è/èëè ϕ′0 îò 0 ñòðóêòóðà îáëàñòåé ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ äâèæåíèé íà÷èíàåò äåãðàäèðîâàòü. Òàê, åñëè îòêëîíÿòü ãàíòåëü

îò åå �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, äâèæåíèÿ ãàíòåëè,

íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîëóîáîðîòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà÷èíàþò èñ÷åçàòü

(ñì. ðèñ 6.12,6.13), ïðè÷åì â äàëüíåéøåì áóäóò ïðåîáëàäàòü �êîëåáàíèÿ�,

íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîëóîáîðîòà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Â òî æå âðåìÿ ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøîì (íà÷èíàÿ ñ íåñêîëüêèõ óã-

ëîâûõ ìèíóò) îòêëîíåíèè ãàíòåëè èç �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ ïðîòèâ
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Ðèñóíîê 6.12 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −9001′, ϕ′0 = 0

÷àñîâîé ñòðåëêè, äâèæåíèÿ ãàíòåëè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîëóîáîðîòà ïî ÷àñî-

âîé ñòðåëêå èñ÷åçàþò è íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü �êîëåáàíèÿ�, íà÷èíàþùèåñÿ

ñ ïîëóîáîðîòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 6.14,6.15,6.16). Ìîæíî çàìå-

òèòü, ÷òî åñëè îòîæäåñòâèòü çíà÷åíèÿ γ0 = 0 è γ0 = π, îáëàñòü �âðàùåíèé�

îêàçûâàåòñÿ ñâîåîáðàçíîé êîíå÷íîé îáìîòêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî öèëèíäðà

(ïðè äàëüíåéøåì îòêëîíåíèè ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî êîëåáàíèÿ).

Åñëè æå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, îñòàâëÿÿ ãàíòåëü �ãîðèçîíòàëü-

íîé� çàäàòü íåêîòîðóþ íåáîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ

ñêîðîñòü åå âðàùåíèÿ, äâèæåíèÿ ãàíòåëè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîëóîáîðîòà ïî
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Ðèñóíîê 6.13 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −9003′, ϕ′0 = 0

÷àñîâîé ñòðåëêå, òàêæå èñ÷åçàþò, íî íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü �âðàùåíèÿ�

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è óæå èñ÷åçàþùÿÿ ñ ðîñòîì íà÷àëüíîé óãëîâîé

ñêîðîñòè îáëàñòü �êîëåáàíèé� ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáìîòêîé öèëèíäðà, ïîëó-

÷àþùåãîñÿ îòîæäåñòâëåíèåì γ0 = 0 è γ0 = π (ñì. ðèñ. 6.17). Çàìåòèì,

÷òî èçìåíåíèå çíàêà íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ãàíòåëè îò �ãîðèçîíòàëüíîãî�

ïîëîæåíèÿ è/èëè çíàêà íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèâîäèò ê êà÷å-

ñòâåííî àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì, íî íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü äâèæåíèÿ,

íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîëóîáîðîòîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Ðèñóíîê 6.14 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −89042′, ϕ′0 = 0

Â ñëó÷àå µ 6= 0 èç-çà àññèììåòðèè ãàíòåëè ïðèõîäèòüñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî

0 ≤ γ0 < 2π. Îäíàêî, êàðòèíà ðàñïðåäåëíèÿ îáëàñòåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé

äëÿ òîãî èëè èíîãî òèïà âðàùåíèÿ ãàíòåëè êà÷åñòâååííî ñõîäíà ñ àíàëî-

ãè÷íîé êàðòèíîé äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ (ñì. ðèñ. 6.18). Êàê è ðàíüøå,

â ïëîñêîñòè (ϕ0 = ±π/2, ϕ′ = 0 îáëàñòè ðàçëè÷íûõ òèïîâ äâèæåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ íàáîðîì ïîëîñ, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ïîëîñ, îòâå÷àþùèõ �êîëå-

áàíèÿì� òèïà b) è d) êîíå÷íî è ñ ðîñòîì |γ′0| îñòàþòñÿ òîëüêî �âðàùåíèÿ�

òèïà a) è c) (íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ïðè ýòîì íå îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì γ′0).

Êàê è â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, ìîæíî ïðîñëåäèòü �âîäîðàçäåë�, òî÷êè êîòî-

ðîãî îòâå÷àþò àññèìïòîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì, ñòðåìÿùèìñÿ ê êîëåáàíèÿì
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Ðèñóíîê 6.15 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −89025′, ϕ′0 = 0

ãàíòåëè â îêðåñòíîñòè åå �ãîðèçîíòàëüíîãî� ïîëîæåíèÿ. (Îòìåòèì, ÷òî ãðà-

íèöû ìåæäó çåëåíûìè è ñèíèìè îáëàñòÿìè, ðàâíî êàê è ãðàíèöû ìåæäó

æåëòûìè è ÷åðíûìè îáëàñòÿìè, òàêæå îòâå÷àþò àíîëîãè÷íûì àñèìïòîòè-

÷åñêèì äâèæåíèÿì, òîëüêî íà÷èíàþùèìñÿ ñ ïîëóîáîðîòà ñîîòâåòñòâåííî

ïî- èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, êàê è ñëåäîâàëî

îæèäàòü, ïðè óâåëè÷åíèè |ϕ′0| íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü 'âðàùåíèÿ', à ïðè

óâåëè÷åíèè |ϕ0 ± π/2| - 'êîëåáàíèÿ'.

Â ïëîñêîñòÿõ âèäà γ0 = const, ϕ′0 = const è γ0 = const, ϕ0 = const

'ïîëîñêè' ìåíÿþòñÿ íà 'ëåïåñòêè' (ñì. ðèñ. 6.19 è ðèñ. 6.20). Çäåñü ìîæíî

îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè |ϕ′0| cíà÷àëà âîçðàñòàåò äîëÿ �âðàùåíèé�,

ïîòîì îñòàþòñÿ òîëüêî �âðàùåíèÿ�, åñëè æå óâåëè÷èâàåòñÿ îòêëîíåíèå ϕ0
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Ðèñóíîê 6.16 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −8708′, ϕ′0 = 0

îò ±π/2, òî ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ äîëÿ �êîëåáàíèé�, ïîòîì îñòàþòñÿ òîëü-

êî êîëåáàíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ õîðîøî ïðîñëåæèâàåòñÿ ñëåä

ïîâåðõíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé (�âîäîðàçäåë�) è òîò ôàêò, ÷òî â

ìàëîé îêðåñòíîñòè �âîäîðàçäåëà� ñóùåñòâóþò äâèæåíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâà-

åìûõ òèïîâ.

Êàðòèíà îáëàñòåé ðàçëè÷íûõ äâèæåíèé â ïëîñêîñòÿõ γ0 = const, γ′0 =

const íà ðèñ. 6.21,6.22,6.23,6.24 èëëþñòðèðóåò ñ îäíîé ñòîðîíû ðàçðóøåíèå

ôàçîâîãî ïîðòðåòà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ãàíòåëè â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè åå íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿõ

è ñêîðîñòÿõ ãðóçà íà ëååðå, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîõðàíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ
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Ðèñóíîê 6.17 � µ = 0, e = 1/2, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0.1

äâèæåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ â ìàëóþ îêðåñòíîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ðèñ. 6.25,6.26 èëëþñòðèðóþò îáëàñòè ðàçëè÷íûõ òèïîâ äâèæåíèÿ ãàí-

òåëè â ïëîñêîñòÿõ ϕ′0 = const, γ′0 = const è ϕ0 = const, γ′0 = const

Âî âñåõ èçîáðàæåííûõ ïðèìåðàõ ðàññ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè κ = 0.01.

138



Ðèñóíîê 6.18 � µ = 1/3, e = 1/3, ϕ0 = −π/2, ϕ′0 = 0
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Ðèñóíîê 6.19 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = 12π/7, ϕ′0 = 0

Ðèñóíîê 6.20 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = π/2, ϕ0 = −π/2
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Ðèñóíîê 6.21 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = π/2, γ′0 = 0

Ðèñóíîê 6.22 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = π/6, γ′0 = 3
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Ðèñóíîê 6.23 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = 0, γ′0 = 1

Ðèñóíîê 6.24 � µ = 1/3, e = 1/3, γ0 = π/2, γ′0 = −3
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Ðèñóíîê 6.25 � µ = 1/3, e = 1/3, γ′0 = 3, ϕ′0 = 0

Ðèñóíîê 6.26 � µ = 1/3, e = 1/3, ϕ0 = −π/2, γ′0 = 0
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×àñòü II.

Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå,

çàêðåïëåííîì íà ãðàâèòèðóþùåì ïðåöåññèðóþùåì

äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì òâåðäîì òåëå,

è íåêîòîðûå ñìåæíûå çàäà÷è
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ÃËÀÂÀ 7

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

Îáîáùåííîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷è Òðåõ òåë

Ïðè ïëàíèðîâàíèè êîñìè÷åñêèõ ìèññèé, ïðåäóñìàòðèâàþùèõ ñîçäàíèå

êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè â îêðåñòíîñòè àñòåðîèäà, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðÿä

ôàêòîðîâ, óñëîæíÿþùèõ ðåàëèçàöèþ òàêèõ ìèññèé. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõî-

äèìî ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòü ôîðìû àñòåðîèäà, ñëåäñòâèåì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ

òîò ôàêò, ÷òî âðàùåíèå àñòåðîèäà âîêðóã öåíòðà ìàññ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðìà-

íåíòíûì âðàùåíèåì. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèîííîå

âëèÿíèå áîëüøèõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âàæíî òàêæå ïðåäëîæèòü òà-

êîé âàðèàíò äâèæåíèÿ ñòàíöèè, ïðè êîòîðîì èñêëþ÷àåòñÿ óõîä ñòàíöèè îò

àñòåðîèäà è ïàäåíèå íà àñòåðîèä. Èçâåñòíî, ÷òî ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñè-

ëà òÿæåñòè Ñîëíöà íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ áîëüøå ñèëû òÿæåñòè àñòåðîèäà

äàæå íà ïîâåðõíîñòè àñòåðîèäà. Îäíàêî, åñëè ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà,

äâèãàþùóþñÿ ïîñòóïàòåëüíî âìåñòå ñ öåíòðîì ìàññ àñòåðîèäà, îêàæåòñÿ,

÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñóììû ñèëû òÿæåñòè Ñîëíöà è ïåðåíîñíîé ñèëû

èíåðöèè âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ñèëû òÿæåñòè àñòåðîèäà, ïî êðàéíåé ìåðå, íà

íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò åãî ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, åñëè àñòåðîèä ÿâëÿ-

åòñÿ áëèçêèì ê äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîìó òâåðäûì òåëîì (ïðåäïîëîæå-

íèå, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ðÿäà àñòåðîèäîâ), åãî äâèæåíèå

âîêðóã öåíòðà ìàññ ìîæíî ñ÷èòàòü ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé. Åñëè ñ÷èòàòü,

÷òî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé àñòåðîèä èìååò âûòÿíóòóþ ôîðìó, òî åãî

ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí êîìïîçèöèåé ïî-

òåíöèàëîâ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè, ïðè÷åì è ìàññû, è êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Èñõîäÿ èç èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäåëüíîé
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çàäà÷åé äëÿ äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè âáëèçè àñòåðîèäà ÿâëÿåòñÿ çà-

äà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè ïðåöåññèðóþùåé ãðà-

âèòèðóþùåé ãàíòåëè. Ýòà çàäà÷à, âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ â [13], áûëà íà-

çâàíà Îáîáùåííîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷åé Òðåõ Òåë (ÎÎÊÇ3Ò),

òàê êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ

äâóïàðàìåòðè÷åñêèì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

êëàññè÷åñêîé çàäà÷è. Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîâåñèÿì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàò,

âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè ïðåöåññèè âìåñòå ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåò-

ðèè. Çàìåòèì, ÷òî íàõîäÿñü â òàêîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ìàòåðèàëüíàÿ

òî÷êà, ìîäåëèðóþùàÿ êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ, âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñòà-

åòñÿ íà íåèçìåííîì ðàññòîÿíèè îò ïîëþñîâ òâåðäîãî òåëà, ìîäåëèðóþùåãî

àñòåðîèä, è ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ñ íèìè ëååðîì èëè äâóìÿ òðîñàìè. (Î÷å-

âèäíî, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîäâèæíà ïî îòíîøåíèþ ê îñòàëüíûì òî÷êàì

ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà). Îäíàêî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå óñòîé÷èâî, äëÿ óäåðæàíèÿ òî÷êè â îêðåñòíîñòè òâåðäîãî òåëà â

òðîñàõ íåîáõîäèìîñòè íåò. Â [13] îïðåäåëåíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ðàâíîâåñèÿì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç öåíòð ìàññ ãàíòåëè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè ïðåöåññèè. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íàçâàííûå Òðåóãîëüíûìè Òî÷êàìè Ëèáðàöèè

(ÒÒË), ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè Ëàãðàíæåâûõ òî÷åê ëèáðàöèè êëàññè÷åñêîé

Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷è Òðåõ Òåë (ÎÊÇ3Ò) (ñì. [54, 159]). Â ýòîé

ãëàâå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ÒÒË â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
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7.1 Îáîáùåííàÿ Îãðàíè÷åííàÿ Êðóãîâàÿ Çàäà÷à

Òðåõ Òåë Â.Â.Áåëåöêîãî

7.1.1 Ïàðàìåòðû è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

1r
1m

0          2  1m  (x,y ,z )
2
y

2C r

ϑ

ω
2 xm

1z

.

Ðèñóíîê 7.1 �

Ïóñòü ãàíòåëåâèäíîå òâåðäîå òåëî äëèíû l, ñîñòîÿùåå èç òî÷å÷íûõ ìàññ

m1 (�òóëîâèùå�) è m1 (�ãîëîâà�) (m1 ≤ m2) ñ öåíòðîì ìàññ C ñîâåðøàåò ðå-

ãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ âîêðóã îñè Cz1. Îáîçíà÷èì óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåñ-

ñèè ÷åðåç ω, à óãîë íóòàöèè ÷åðåç ϑ (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäå-

íèé, 0 ≤ ϑπ/2). Ñâÿæåì ñ îñüþ ãàíòåëè ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Cxy2z1

(ñì. 7.1) òàê, ÷òîáû îñü ãàíòåëè, îñü Cz1 è îñü Cy2 âñå âðåìÿ íàõîäèëèñü â

îäíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà m0(x, y2, z1) íàñòîëüêî ìàëîé

ìàññû, ÷òîáû íå îêàçûâàòü âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå ãàíòåëè, äâèæåòñÿ â ïî-

ëå òÿãîòåíèÿ ïîñëåäíåé. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ξ1, η1, ζ1 è

áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ ïî ôîðìóëàì

y2 = −lξ1, x = lη1, z1 = lζ1; ωdt = dτ. (7.1)
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Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè m0 çàïèøóòñÿ êàê ([13])

ξ′′1 − 2η′1 − ξ1 =
∂W̃

∂ξ1

η′′1 + 2ξ′1 − η1 =
∂W̃

∂η1

ζ ′′1 =
∂W̃

∂ζ1

, (7.2)

ãäå

W̃ = α

[
1− µ
ρ1

+
µ

ρ2

]
, (7.3)

ρ1 = r1/l è ρ2 = r2/l - áåçðàçìåðíûå ðàññòîÿíèÿ îò m0 äî êîíöîâ ãàíòåëè.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû α è µ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

α =
G(m1 +m2)

ω2l3
µ =

m2

m1 +m2
, (7.4)

ãäå G - êîíñòàíòà òÿãîòåíèÿ. Î÷åâèäíî, α > 0 è 0 < µ ≤ 1/2.

Åñëè ϑ = π/2 è α = 1 óðàâíåíèÿ (7.2) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Îãðà-

íè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷è Òðåõ Òåë ([13]).

7.1.2 Òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè

Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ ñèñòå-

ìû, ïðè êîòîðûõ r1 = r2 , m0 íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ â Oxy2z1 è èìååò

êîîðäèíàòû

ξ1 =
1− 2µ

2 sinϑ
;

η1 = ±
√
α2/3 − 1− 4µ(1− µ) cos2 ϑ

4 sin2 ϑ
; ζ1 = 0.

(7.5)

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, íàçâàííûõ ÒÒË,

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ âî âòîðîì èç ðà-

âåíñòâ (7.5), äëÿ ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ α ≥
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1/8. Ãåîìåòðè÷åñêè ÒÒË (òî÷êè L1 è L2 íà ðèñ. 7.2) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè

1m
1L

C
2L

1 2π πO

2m

Ðèñóíîê 7.2 �

ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â öåíòðå ìàññ ãàíòåëè C â

ïëîñêîñòè π1, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïðåöåññèè, è ïëîñêîñòè π2, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ãàíòåëè O ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ãàíòåëè.

7.1.3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Â [13, 24] ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèá-

ðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

D(λ) = λ6 + 2λ4 + A2λ
2 + A0 = 0 (7.6)

ãäå

A2 = 1 + 9βµ(1− µ) sin2 ϑ− 9

4
β2µ(1− µ) (7.7)

A0 = 9β2µ(1− µ)

(
sin2 ϑ

β
+ µ(1− µ) cos2 ϑ− 1

4

)
(7.8)

Çäåñü

β2 =
1

α4/3
. (7.9)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè,

A0 ≥ 0 .

7.2 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-

íèè

Êîðíè óðàâíåíèÿ (7.6) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè êóáè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

x3 + 2x2 + A2x+ A0 = 0, (7.10)

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü, íå èñïîëüçóÿ ïîäõîäû èç [42], ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. åñëè óðàâíåíèå (7.10) èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü (ò.å.

êîðåíü ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ), õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(7.6) èìååò êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, ÷òî ãà-

ðàíòèðóåò íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ëèáðàöèè,

2. åñëè óðàâíåíèå (7.10) èìååò ïîëîæèòåëüíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü,

òî è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (7.6) èìååò ïîëîæèòåëüíûé äåé-

ñòâèòåëüíûé êîðåíü, ÷òî ãàðàíòèðóåò íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàå-

ìîé òî÷êè ëèáðàöèè,

3. åñëè óðàâíåíèå (7.10) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ îòðè-

öàòåëüíûõ êîðíÿ (òî åñòü åñëè åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí [31]),

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (7.6) èìååò òðè ðàçëè÷íûå ïàðû ÷è-

ñòî ìíèìûõ êîðíåé è ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà ëèáðàöèè óñòîé÷èâà â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå

êîðíè, òî äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè ýòèõ êîðíåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ áûëè ïîëîæèòåëüíû.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà

äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: åñëè ÷èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâ-

íåíèÿ x3 + ax2 + bx+ c = 0 , òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

x1 + x2 + x3 = −a, x1x2 + x2x3 + x1x3 = b, x1x2x3 = −c

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî åñëè x1 < 0, x2 < 0, x3 < 0, òî â ñèëó òåîðåìû

Âèåòà a > 0, b > 0, c > 0 . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî ïðåäïîëîæèì,

÷òî êîýôôèöèåíòû a, b, c ïîëîæèòåëüíû, íî íå âñå èç x1, x2, x3 îòðèöàòåëü-

íû, òîãäà äâà êîðíÿ - ïîëîæèòåëüíû, à îäèí - îòðèöàòåëüíûé. Ïóñòü äëÿ

îïðåäåëåííîñòè x1 > 0, x2 > 0, x3 < 0 . Òîãäà

x1 + x2 < −x3 <
x1x2
x1 + x2

,

îòêóäà x21+x22+x1x2 < 0 , ÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

d < 0; A2 > 0; A0 > 0, (7.11)

ãäå d - äèñêðèìèíàíò (7.10), òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè, îïðåäåëÿåìûå

ôîðìóëàìè (7.5) óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîñëåäíåå èç íåðà-

âåíñòâ (7.11) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîãðàíè÷íîé ñèòóàöèè A0 = 0 ñîâïàäàåò ñ

óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè. Åñëè æå

d > 0 èëè A2 < 0, (7.12)

òî òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè íåóñòîé÷èâû.

151



Óñëîâèÿ (7.11), çàïèñàííûå ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è, ïðèíèìàþò âèä

−27qβ cos6 ϑ+
3

4
(27β2q2 − 27β2q + 90βq − 1) cos4 ϑ+

+
3

16

(
−27qβ3 + 198β2q − 360βq +

56

9
− 2β

)
cos2 ϑ−

− 3

64
(4− β)2(9β2q − 36βq + 1) < 0,

β

4
− 1

9βq
< sin2 ϑ,

sin2 ϑ

β
+ q cos2 ϑ >

1

4
,

(7.13)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå q = µ(1− µ) .

7.3 Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè êîýôôèöè-

åíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Òàê êàê óñòîé÷èâîñòü òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷å-

íèÿìè äâóõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, óäîáíî èçîá-

ðàçèòü îáëàñòè, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè (7.11) è (7.12) â ïëîñêîñòè ïåðå-

ìåííûõ A2 è A0 (ðèñ. 7.3,7.4). Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ýòèõ êîýôôèöèåí-

òîâ, îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (7.11), öåëèêîì ëåæèò â ïåðâîì êâàäðàíòå

ýòîé ïëîñêîñòè (êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê BCD). Ñòîðîíû BC è CD

ýòîãî òðåóãîëüíèêà åñòü êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

A0 =
2

27

(
9A2 − 8 + (4− 3A2)

3/2
)

(7.14)

A0 =
2

27

(
9A2 − 8− (4− 3A2)

3/2
)

(7.15)
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ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (cì. [13])

d =

(
A0

2
− A2

3
+

8

27

)2

+

(
3A2 − 4

9

)3

= 0,

êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî A0 .

Ðèñóíîê 7.3 �

Ðèñóíîê 7.4 �

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî êîýôôèöèåíòû A2 è A0 íå ìîãóò ïðèíèìàòü ïðî-

èçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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Ïðåæäå âñåãî, èç (7.7)-(7.8) ñëåäóåò, ÷òî A0 ≥ A2 − 1, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

äîñòèãàåòñÿ ïðè ϑ = π/2 èëè β = 0. Êðîìå òîãî, êàê óæå îòìå÷àëîñü,

A0 ≥ 0 â ñèëó óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè. Îñòà-

åòñÿ íàéòè ìàêñìàëüíî âîçìîæíîå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ ϑ, µ, β çíà÷åíèå

A0 ïðè ôèêñèðîâàííîì A2 . Èñêëþ÷èâ èç (7.7)-(7.8) ïåðåìåííóþ ϑ , âû-

ðàçèì âåëè÷èíó A0 êàê ôóíêöèþ µ ,β è A2 . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà

ôóíêöèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì A2 äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé µ ,β ïðè

µ =
1

2
; β =

4

3

(
1 +

√
4− A2

3

)

è ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî

A0 =
2

27

(√
3(4− A2)

3/2 + 9A2

)
(7.16)

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â

ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ A2 è A0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëü-

íèêîì EFD (ðèñ. 7.3), ïðè÷åì êðèâàÿ EF îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (7.7),

à FD - îòðåçîê ïðÿìîé A0 = A2−1 Çàìåòèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëü-

íèêBCD íå ëåæèò öåëèêîì âíóòðèEFD. Ìàëàÿ åãî ÷àñòü, ïðèëåãàþùàÿ ê

âåðøèíå C, ëåæèò âîîáùå âíå òðåóãîëüíèêà EFD è íå ïîäëåæèò ðàññìîò-

ðåíèþ. Ïîýòîìó îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé

òðåóãîëüíèê BGD (ðèñ. 7.4) (òî÷êà G ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êðèâîé BC

è ïðÿìîé DF , êðèâàÿ BG îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (7.14), GD - îòðåçîê

ïðÿìîé A0 = A2 − 1 ).

Êîîðäèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê íà ðèñ. 7.3 è 7.4: B(0; 0), C(4/3; 8/27),

D(1; 0), E(−8; 0), F (15/4; 9/4), G(5/4; 1/4).

Èòàê, òðè ïàðàìåòðà µ, α (èëè β), ϑ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óäà÷íî

�óïàêîâûâàþòñÿ� ôîðìóëàìè (7.7)-(7.8) â äâà ïàðàìåòðà A0 è A2, è ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:
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1. Êàêîâû áû íè áûëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ, β, ϑ, îòâå÷àþùàÿ ýòèì

çíà÷åíèÿì òðåóãîëüíàÿ òî÷êà ëèáðàöèè óñòîé÷èâà (â ëèíåéíîì ñìûñ-

ëå), åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A2(µ, β, ϑ) è A0(µ, β, ϑ), âû÷èñëÿåìûå

ïî ôîðìóëàì (7.7)-(7.8), òàêîâû, ÷òî îïðåäåëÿþò òî÷êó â ïëîñêî-

ñòè (A2, A0), ëåæàùóþ âíóòðè êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà BGD

(ðèñ. 7.4).

2. Åñëè â ïëîñêîñòè (A2, A0) èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà

A2(µ, β, ϑ), A0(µ, β, ϑ) ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà EDF (ðèñ. 7.3),

íî âíå òðåóãîëüíèêà BGD (ðèñ. 7.4), òî äëÿ âñåõ ýòèõ çíà÷åíèé µ, β,

ϑ òðåóãîëüíàÿ òî÷êà ëèáðàöèè íåóñòîé÷èâà.

7.4 Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå ϑ = π/2

Ïîñòðîåííàÿ íà ðèñ. 7.4 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíè-

åì òðåõìåðíîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ µ, β, ϑ íà äâóìåðíóþ

îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ A2, A0. Äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàêòåðà ýòî-

ãî îòîáðàæåíèÿ èçó÷èì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ãàíòåëü ïåðïåíäè-

êóëÿðíà âåêòîðó åå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ïî-ñóùåñòâó, èìååì îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå β-îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è

òðåõ òåë, â êîòîðîì äâà ìàññèâíûõ òåëà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé æåñòêîé

ñâÿçüþ è ïîýòîìó ìîãóò âðàùàòüñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ ñ ëþáîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 0 < β ≤ 4 . Åñëè ϑ = π/2, òî

A0 = A2−1 è íà äèàãðàììå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 7.4 âñåìó ðàññìàòðèâàå-

ìîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê DF . Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó d < 0 , à íåóñòîé÷èâîñòè d > 0. Óñëî-

âèå óñòîé÷èâîñòè, âûðàæåííîå ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è, èìååò âèä

µ(1− µ) <
1

9β(4− β)
(7.17)
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Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â îñÿõ β è q = µ(1 − µ) (çàìåòèì, ÷òî 0 < q ≤

1/4) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.5. Òî÷êè, îòìå÷åííûå íà ýòîì ðèñóíêå, èìåþò

ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû: A(2 − 4
√

2/3; 1/4); B(1; 1/27); C(2; 1/36); D(2 +

4
√

2/3; 1/4). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé,

ò.å. β = 1 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7.5). Èç íåðàâåíñòâà (7.17) ïîëó÷èì

µ(1− µ) <
1

27
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè â êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷å (ñì., íàïðèìåð,[54]).

Ðèñóíîê 7.5 �

7.5 Ëèíèè óðîâíÿ ïàðàìåòðîâ íà ïëîñêîñòè êîýô-

ôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Èçó÷èì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ϑ 6= π/2, òî åñòü äâèæåíèå ãàíòåëè ñó-

ùåñòâåííî ïðîñòðàíñòâåííîå. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíòîâ

A2, A0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (7.6) êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå óñëî-

âèÿìè

µ(1− µ) = const; ϑ = const 6= π

2
; β ∈ [0; βmax] (7.18)
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ãäå βmax îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèá-

ðàöèè ïî ôîðìóëå

βmax =
4 sin2 ϑ

1− 4µ(1− µ) cos2 ϑ
(7.19)

(ïðè µ = 1/2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî βmax = 4). Êðèâûå (7.18) ìîæíî íà-

çâàòü "ëèíèÿìè óðîâíÿ"ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî

âñå ëèíèè óðîâíÿ âûõîäÿò èç òî÷êè A0 = 0, A2 = 1 (ïðè β = 0) è çàêàí-

÷èâàþòñÿ íà ïðÿìîé A0 = 0 (ïðè β = βmax ). Âñå ëèíèè óðîâíÿ ìîæíî

ðàçäåëèòü íà òðè òèïà: I - êîãäà ëèíèÿ óðîâíÿ íå ïîêèäàåò îáëàñòü óñòîé-

÷èâîñòè (ðèñ. 7.6),

Ðèñóíîê 7.6 �

II - êîãäà ëèíèÿ óðîâíÿ ïðè óâåëè÷åíèè β ñíà÷àëà ïîêèäàåò îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè, à ïîòîì âîçâðàùàåòñÿ â íåå (ðèñ. 7.7) è

III - êîãäà ëèíèÿ óðîâíÿ, ïîêèíóâ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, óæå â íåå íå

âîçâðàùàåòñÿ (ðèñ. 7.8).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êëàññèôèêàöèåé ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ µ è ϑ ìîæíî ðàçäåëèòü ñîîòâåòñòâåííî íà îáëàñòè I, II, III.

Äèàãðàììà òàêèõ îáëàñòåé ïðèâåäåíà íà (ðèñ. 7.9).

Íà ýòîì ðèñóíêå u = cos2 ϑ è q = µ(1− µ). Òî÷êè, îòìå÷åííûå íà ýòîé
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Ðèñóíîê 7.7 �

Ðèñóíîê 7.8 �
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Ðèñóíîê 7.9 �

äèàãðàììå èìåþò êîîðäèíàòû A(1/9; 1/4), B(0; 1/36) . Êðèâàÿ, ðàçäåëÿþ-

ùàÿ îáëàñòè II è III, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

µ(1− µ) =
−| cosϑ|+ 3 sin2 ϑ

4| cosϑ|(9− 19 cos2 ϑ+ 9 cos4 ϑ)

à êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè I è II ôîðìóëîé

µ(1− µ) =
1

4 cos2 ϑ
+

3

8
tan4 ϑ ·

(
3−

√
9 + 4

cot2 ϑ

sin2 ϑ

)
Îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòåé I è II è ãðàíèöà îáëàñòåé II è III êàñàþòñÿ

äðóã äðóãà â òî÷êå u = 1, q = 1/4, ò.å. ïðè ϑ = 0 è µ = 1/2.

Àíàëèç äèàãðàììû îáëàñòåé I, II, III ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âû-

âîäû îá óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè, à èìåííî, åñëè òðå-

óãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè ñóùåñòâóþò è íå ñîâïàäàþò, ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè

µ(1− µ) <
1

36
, (7.20)

òî òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ ϑ è β.
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(Íåðàâåíñòâî (7.20) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ñìûñëå�).

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ óãëà íóòà-

öèè ϑ íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå µ0, ÷òî òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè áóäóò

óñòîé÷èâû ïðè 0 < µ < µ0 è ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðî-

ñòè ïðåöåññèè (ò.å.ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ β ). Ïðè ýòîì åñëè ϑ ñòðåìèòñÿ

ê 0, òî µ0 ñòðåìèòñÿ ê 1/4 .

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ϑ è µ îòâå÷àþò ëèíèè

óðîâíÿ òèïà II (îáëàñòü II íà ðèñ. 7.9), òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β1 è β2

(0 < β1 < β2 < βmax ), ÷òî òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè

β ∈ (0; β1) ∪ (β2; βmax) è íåóñòîé÷èâû ïðè β ∈ (β1; β2).

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ϑ è µ îòâå÷àþò ëèíèè

óðîâíÿ òèïà III (îáëàñòü III íà ðèñ. 7.9), òî ñóùåñòâóeò òàêoå ÷èñëî β1 (0 <

β1 < βmax ), ÷òî òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè β ∈ (0; β1) è

íåóñòîé÷èâû ïðè β ∈ (β1; βmax).

Óòâåðæäåíèå 5. Êàêîâû áû íè áûëè óãîë íóòàöèè è ñîîòíîøåíèå ìàññ

íà êîíöàõ ãàíòåëè, âñåãäà íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè,

ïðè êîòîðûõ òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû.

7.6 Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè

Çàìåòèì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìîãóò âûõîäèòü íà ãðà-

íèöó îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ â ñâîåé âíóòðåííåé òî÷êå (ò.å. êàñàòüñÿ êðèâîé EF íà ðèñ. 7.3)

òîëüêî â ñëó÷àå µ = 1/2, ò.å. êîãäà ãàíòåëü ñèìåòðè÷íà. Íà ïëîñêîñòè ïàðà-

ìåòðîâ β è u = cos2 ϑ â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

(ðèñ. 7.10), îòâå÷àþùèå îêðåñòíîñòÿì íóëåâîãî è ïðåäåëüíî âîçìîæíîãî

çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè (ò.å. â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé β = 0
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è β = 4 ñîîòâåòñòâåííî). Êðèâîëèíåéíûå ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè

îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

27

4
β cos6 ϑ+

(
243

64
β2 − 135

8
β +

3

4

)
cos4 ϑ+

+

(
81

64
β3 − 297

32
β2 +

69

4
β − 7

6

)
cos2 ϑ+

3

64
(4− β)2

(
9

4
β2 − 9β + 1

)
= 0

Êîîðäèíàòû òî÷åê íà ðèñ. 7.10 åñòü A(2 − 4
√

2/3; 0), B(4/3; 0); C(4; 1/9);

D(2 + 4
√

2/3; 0).

Ðèñóíîê 7.10 �

Îòìåòèì, ÷òî àíàëèçèðóÿ ëèíèè óðîâíÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîé ãàíòåëè,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, èçîáðàæåííûõ íà

ðèñ. 7.10, âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò òðåóãîëüíèêó óñòîé÷èâîñòè â

ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ðèñ. 7.3,7.4).

7.7 Ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè èçìåíå-

íèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è

Â çàêëþ÷åíèå èçó÷èì ýâîëþöèþ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè èçìåíåíèè

êàæäîãî èç òðåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïà-
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ðàìåòðîâ çàäà÷è ïëîñêîñòÿìè

ϑ = const; µ = const, β = const

7.7.1 Ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè (β, q)

(ðèñ. 7.11,7.12)

Ðèñóíîê 7.11 �

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýâîëþöèþ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ϑ â ïëîñêîñòè (β, q). Ñèòóàöèÿ, êîãäà ϑ = π/2 , èçîáðàæåíà íà

ðèñ. 7.5. Â ñëó÷àå, êîãäà arccos(1/3) < ϑ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè èçîáðàæå-

íà íà ðèñ. 7.11. Åñëè ϑ = arccos(1/3), òî òî÷êè B è C íà ýòîì ðèñóíêå

ñëèâàþòñÿ.

Åñëè æå 0 < ϑ < arccos(1/3) îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 7.12. Ïðè ñòðåìëåíèè âåëè÷èíû óãëà íóòàöèè ê 0 ýòà îáëàñòü óñòîé-

÷èâîñòè âûðîæäàåòñÿ â ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

(0; 0),(0; 1/4),(4/3; 0). Êðèâàÿ AB íà ðèñ. 7.11 è êðèâàÿ AE íà ðèñ. 7.12
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Ðèñóíîê 7.12 �

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

µ(1− µ) =

√
3
(
48 cos4 ϑ− 8(10− 3β) cos2 ϑ+ 3(4− β)2

)3/2
864β cos2 ϑ

+

+

(
β − 4 sin2 ϑ

) (
16 cos4 ϑ− 8(3− β) cos2 ϑ+ (4− β)2

)
96β cos4 ϑ

,

(7.21)

à êðèâàÿ CD ðàâåíñòâîì

µ(1− µ) =
1

4 cos2 ϑ
− tan2 ϑ

β
(7.22)

Êîîðäèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê íà ðèñ. 7.11,7.12 : A(β̃1, 1/4), B(β̃2, 1/4),

C(4, 1/4), D(4 sin2 ϑ, 0),

E

(
4 sin2 ϑ+

4

3
| cosϑ|, 1

4| cosϑ|(3 sin2 ϑ+ | cosϑ|)

)
Âåëè÷èíû β̃1 è β̃2 ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ÷åòâåð-

òîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî β :

− 27

256
β4 +

81

64
sin2 ϑ · β3 − 3

64

(
81 cos4 ϑ+ 109 cos2 ϑ− 198

)
β2+

+
3

8
sin2 ϑ ·

(
18 cos4 ϑ−27 cos2 ϑ+19

)
β+

7

6
cos2 ϑ−3

4
−3

4
cos4 ϑ=0

(7.23)
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7.7.2 Ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè (β, u =

cos2 ϑ) (ðèñ. 7.13,7.14,7.15)

Ðèñóíîê 7.13 �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýâîëþöèþ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ µ â ïëîñêîñòè (β, u = cos2 ϑ). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðè

0 < µ(1− µ) ≤ 1/36 òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè âñåõ òåõ çíà÷åíèÿõ ϑ

è β, êîãäà òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè ñóùåñòâóþò (ñì. ðèñ. 7.13).

Ðèñóíîê 7.14 �

Ïðè 1/36 < µ(1 − µ) < q1 ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, íî îá-

ëàñòü óñòîé÷èâîñòè îñòàåòñÿ îäíîñâÿçíîé (ðèñ. 7.14).
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Ðèñóíîê 7.15 �

Â ñëó÷àå q1 ≤ µ(1 − µ) ≤ 1/4 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ äâó-

ñâÿçíîé (ðèñ. 7.15) è ñ ðîñòîì µ ñòðåìèòñÿ ê ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé íà

ðèñ. 7.10.

Âåëè÷èíà q1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

q1 = − 83

1332
+

28
√

7

333
≈ 0.1601532634

Íà ðèñ. 7.13,7.14,7.15 êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0; 1) è

(4; 0) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì èç íåðàâåíñòâ (7.13), à êðèâûå AD, AB è CD -

ðàâåíñòâîì

cos2 ϑ =
4− β

4(1− βµ(1− µ))

Êîîðäèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê íà ðèñ. 7.13,7.14,7.15:

A

(
2− 1

3

√
36− 1

q
; 0

)
, D

(
2 +

1

3

√
36− 1

q
; 0

)
Àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê B è C îêàçûâàåò-

ñÿ âåñüìà ñëîæíîé, ïîýòîìó êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ïðè êàæäîì ôèêñèðî-

âàííîì µ ïðîùå îïðåäåëÿòü ÷èñëåííî.
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Ðèñóíîê 7.16 �

Ðèñóíîê 7.17 �
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7.7.3 Ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè (u, q)

(ðèñ. 7.16,7.17,7.18,7.19)

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ýâîëþöèþ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ β â ïëîñêîñòè (u, q). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå

0 < β ≤ 2− 4

3

√
2

òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè âñåõ òåõ çíà÷åíèÿõ ϑ è µ,

êîãäà òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè ñóùåñòâóþò (ðèñ. 7.16).

Ðèñóíîê 7.18 �

Â ñëó÷àå, êîãäà

2 +
4

3

√
2 ≤ β < 4 èëè 2− 4

3

√
2 < β <

4

3

òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ µ , íî íå

ïðè âñåõ ϑ (ðèñ. 7.17 è 7.19 ñîîòâåòñòâåíî).

Åñëè æå
4

3
≤ β ≤ 2 +

4

3

√
2,

òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî β ñóùåñòâóåò òàêîå µ?, ÷òî ïðè 1/2 ≥ µ > µ? òî÷êè

ëèáðàöèè íåóñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ ϑ (ðèñ. 7.18).
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Ðèñóíîê 7.19 �

Íà ðèñ. 7.16,7.17,7.18,7.19 êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó A ñ òî÷êîé ñ êî-

îðäèíàòàìè (1; 1/4) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7.21), à êðèâûå BC, BD è

ED íà ðèñ. 7.17,7.18,7.19 ñîîòâåòñòâåííî - ðàâåíñòâîì (7.22). Êîîðäèíàòû

õàðàêòåðíûõ òî÷åê íà ðèñ. 7.16,7.17,7.18,7.19:

A(4− 4u; 0), B

(
0;

1

9β(4− β)

)
.

Êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ òî÷åê íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïðîùå íàõîäèòü ÷èñëåííî.

168



ÃËÀÂÀ 8

Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü Êîìïëàíàðíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè Îáîáùåííîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé

Çàäà÷à Òðåõ Òåë

Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âìåñòå

ñ ãðàâèòèðóþùåé ãàíòåëüþ (èëè âìåñòå ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

òâåðäîãî òåëà, ÷åé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðàâèòà-

öèîííûì ïîòåíöèàëîì ýòîé ãàíòåëè), îòëè÷íûå îò ÒÒË, òî åñòü äëÿ êîòî-

ðûõ r1 6= r2 (ñì. ðèñ. 7.1), âîçìîæíû òîëüêî åñëè x = 0, òî åñòü òîëüêî

â ïëîñêîñòè îñåé ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Òàêèå ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè Ýéëåðîâûõ òî÷åê ëèáðàöèè êëàññè÷å-

ñêîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷è Òðåõ Òåë [54, 159], ìîãóò áûòü íàçâà-

íû Êîìïëàíàðíûìè òî÷êàìè ëèáðàöèè (ÊÒË) ÎÎÊÇ3Ò. Â íàñòîÿùåé ãëà-

âå âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ÊÒË, óñòàíàâëèâàåòñÿ

êîëè÷åñòâî ÊÒË â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è, â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ÊÒË â

ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

8.1 Óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ÊÒË

Êàê ïîêàçàíî â [13], óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÎÎÊÇ3Ò äîïóñêàþò ñòàöèî-

íàðíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîâåñèÿì ìàòåðèàëüíîé òî÷êèm0 âî

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Cxy2z1 (ðèñ. 7.1) òîëüêî åñëè r1 = r2 èëè

x = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷àåìûå èç óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ (7.2) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

169



(7.1), èìåþò âèä

η1 = 0,

ζ1

[
1− µ
ρ31

+
µ

ρ32

]
+ (1− µ)µ

[
1

ρ31
− 1

ρ32

]
cosϑ = 0, (8.1)

ξ1

{
1− α1− µ

ρ31
− α µ

ρ32

}
− α

{
(1− µ)µ

[
1

ρ31
− 1

ρ32

]
sinϑ

}
= 0, (8.2)

ãäå, êàê è ðàíüøå, ρ1 = r1/l, ρ2 = r2/l � áåçðàçìåðíûå ðàññòîÿíèÿ îò m0

äî êîíöîâ ãàíòåëè, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

ρ1 =
{

[ξ1 + µ sinϑ]2 + [ζ1 + µ cos θ]2
} 1

2

ρ2 =
{

[ξ1 − (1− µ) sinϑ]2 + [ζ1 − (1− µ) cos θ]2
} 1

2 ,

à l - ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèòÿãèâàþùèìè öåíòðàìè, ϑ - óãîë íóòàöèè,

ïàðàìåòðû α è µ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (7.4). Îòìåòèì, ÷òî (8.1) íå

çàâèñèò îò α.

Åñëè ϑ 6= 0 è ϑ 6= π/2 (ñëó÷àé �íàêëîííîé� ãàíòåëè), òî ïîñëå çàìåíû

ζ2 = ζ1/cosϑ+µ, ξ2 = ξ1/ sinϑ+µ óðàâíåíèå (8.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ22 −
2ξ2

1− Φ
+

(
ζ22 −

2ζ2
1− Φ

)
cot2 ϑ+

1

(1− Φ) sin2 ϑ
= 0, (8.3)

ãäå

Φ =

(
µ(1− ζ2)
ζ2(1− µ)

)2/3

.

Âûðàæàÿ α èç (8.2) è èñïîëüçóÿ òó æå çàìåíó, ïîëó÷èì

α =
(µ− ξ2)(1− ζ2)(ξ22 sin2 ϑ+ ζ22 cos2 ϑ)3/2

(1− µ)(ζ1 − ξ2)
(8.4)
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Çàìåòèì, ÷òî 0 < ζ2 < 1, ò.ê. ÊÒË íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ âíå ïîëîñû,

îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç m1 è m2 ïàðàëëåëüíî Oy2.

Ïî-ñóùåcòâó, (8.3) îïðåäåëÿåò â ýòîé ïîëîñå íåêîòîðóþ êðèâóþ, êîòîðóþ

ìîæíî íàçâàòü �ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ÊÒË� (ÃÌ). ÃÌ ìîæåò áûòü òðåõ

âèäîâ: áåñêîíå÷íîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíöû ãàíòåëè è ñòðåìÿùåé-

ñÿ ê ζ1 = 0 ïðè ξ1 → ±∞ (cì. ðèñ. 8.1), òàêîé æå êðèâîé, íî ñ ñàìîïåðå-

ñå÷åíèåì (cì. ðèñ. 8.2) èëè æå îáúåäèíåíèåì îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé è

áåñêîíå÷íîé êðèâûõ (cì. ðèñ. 8.3)

Ðèñóíîê 8.1 � µ = 1/4, ϑ = π/4

Ðèñóíîê 8.2 � µ = 0.306, ϑ = π/11

Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû êàêîé-ëèáî òî÷êè ÃÌ â (8.4), ìîæíî íàéòè òî

çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì äàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ÊÒË, êîíå÷íî, åñëè ýòî

çíà÷åíèå îêàçàëîñü ïîëîæèòåëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (8.3) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì îòíî-

ñèòåëüíî ξ2 ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò α. Ïîäñòàâëÿÿ åãî êîðíè
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Ðèñóíîê 8.3 � µ = 0.3, ϑ = π/12

â (8.4), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû ζ2 ÊÒË â âèäå

α = f1,2(ζ2;ϑ, µ) (8.5)

Åñëè ϑ = π/2 (cëó÷àé �ãîðèçîíòàëüíîé� ãàíòåëè), ÊÒË ìîãóò ëåæàòü

òîëüêî íà Oy2, ïðè÷åì

α =
(µ− ξ2)(1− ξ2)2ξ22

µ(1− ξ2)2sign(1− ξ2)− (1− µ)ξ22signξ2
, (8.6)

ãäå ξ2 = ξ1 + µ.

Åñëè ϑ = 0 (ñëó÷àé �âåðòèêàëüíîé� ãàíòåëè), óäîáíåå èñïîëüçîâàòü êî-

îðäèíàòó z1 è ïåðåìåííóþ ρ - ðàññòîÿíèå îò ÊÒË äî Oz1. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðè ρ 6= 0 è µ 6= 1/2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ξ̃ =
ρ

l
=

√
ζ22Φ− (1− ζ2)2

1− Φ
,

α = ζ2(1− ζ2)

(
2ζ2 − 1

((1− µ)ζ2)
2/3 − ((1− ζ2)µ)2/3

)3/2

,

(8.7)

ãäå ζ2 = ζ1 + µ. Åñëè æå îäíîâðåìåííî µ = 1/2 è ϑ = 0, òî êðîìå ÊÒË,

îïðåäåëÿåìûõ (8.7), ñóùåñòâóþò òàêæå ÊÒË, äëÿ êîòîðûõ

ζ2 =
1

2
, α =

(
ξ̃2 +

1

4

)3/2

(Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ÊÒË äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 8.14).

172



8.2 Äèàãðàììû êîëè÷åñòâà ÊÒË â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

Êîëè÷åñòâî ÊÒË äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, µ, θ

ðàâíî êîëè÷åñòâó êîðíåé óðàâíåíèé (8.5), (8.6) èëè (8.7). Òàê, ïðàâàÿ ÷àñòü

(8.6) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé ξ2 íà

êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞; 0), (0; 1) è (1;∞). Ïîýòîìó äëÿ ãîðèçîíòàëü-

íîé ãàíòåëè, êàê è â êëàññè÷åñêîé Îãðàíè÷åííîé Êðóãîâîé Çàäà÷å Òðåõ

Òåë, ñóùåñòâóþò ðîâíî òðè ÊÒË.

Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé ãàíòåëè ñóùåñòâóåò îäíà èçîëèðîâàííàÿ ÊÒË,

ëåæàùàÿ íà îñè ãàíòåëè, äëÿ êîòîðîé ζ2 =
√

1− µ/
(√

1− µ+
√
µ
)
è îò 1

äî 3 îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ Oz1 c öåíòðàìè íà ýòîé îñè, öåëè-

êîì ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê ëèáðàöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàçâàíà

ÊÒË ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå îñè Oy2. Êîëè÷åñòâî òàêèõ îêðóæíî-

ñòåé (ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþùèõñÿ ñòàöèîíàðíûìè îðáèòàìè - CO) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ýêñòðåìóìàìè ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî èç ðàâåíñòâ

(8.7) íà ïðîìåæóòêå 0 < ζ2 < 1, è çíà÷åíèÿìè ýòîé ôóíêöèè â êðàéíèõ

òî÷êàõ åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òàê, äëÿ çíà÷åíèé µ è α èç îáëàñòè I íà

ôèã. 8.4 ñóùåñòâóåò 1 CO, â îáëàñòè II - 2 CO, â îáëàñòè III - 3 CO. Êðè-

âûì AC è BC îòâå÷àþò 2 ÑÎ, êðèâîé CD - 1 ÑÎ. Óðàâíåíèå êðèâîé BCD

èìååò âèä

α =

√
µ(1− µ)(

1 + 2
√
µ(1− µ)

)2 (8.8)

Êðèâàÿ AC áûëà îïðåäåëåíà ÷èñëåííî. Õàðàêòåðíûå òî÷êè èìåþò ñëåäó-

þùèå êîîðäèíàòû: A(1/2; 3
√

3/8), B(1/2; 1/8), C(1/2−
√

3/4; 1/9), D(0; 0).

Â îáùåì ñëó÷àå íàêëîííîé ãàíòåëè êîëè÷åñòâî ÊÒË îïðåäåëÿåòñÿ ýêñ-

òðåìóìàìè ïðàâûõ ÷àñòåé (8.5) íà èíòåðâàëå 0 < ζ2 < 1. Ðåçóëüòàòû àíà-

ëèçà ýòèõ ýêñòðåìóìîâ ïðåäñòàâèì â âèäå äèàãðàìì â ïëîñêîñòÿõ µ = const

ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ϑ, α, µ. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
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8.2.1 Ñëó÷àé �ñèììåòðè÷íîé� ãàíòåëè� µ = 1/2

Â ýòîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò �öåíòðàëüíàÿ� ÊÒË, ñîâïàäàþùàÿ ñ ãåî-

ìåòðè÷åñêèì öåíòðîì ãàíòåëè, à ïðî îñòàëüíûå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñ-

ëè êàêàÿ-òî èç ÊÒË èìååò êîîðäèíàòû (ξ1, ζ1), òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè

(−ξ1,−ζ1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÊÒË. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè m1 = m2 êîëè-

÷åñòâî ÊÒË íå÷åòíî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÃÌ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ãàíòåëè áåñêîíå÷íîé

êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O è ïðèòÿãèâàþùèå öåíòðû. Î÷åâèäíî, ÷òî ÃÌ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ϑ â ïëîñêîñòè ïåðåìåíûõ ξ2 è ζ2 ïåðåñåêàþòñÿ

òîëüêî â òî÷êàõ (0, 0), (1/2, 1/2 è (1, 1). Â ñèëó ñèììåòðèè ðàâåíñòâà (8.5)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðè ζ2 ∈ (0, 1/2). Ïðè ýòîì îäíà èç ôóíêöèé

f1,2 íà ýòîì ïðîìåæóòêå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïðè α > 0 è ìîæåò ïðèíè-

ìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ìîæåò èìåòü

íå áîëåå îäíîãî ýêñòðåìóìà, ïðè÷åì ýòîò ýêñòðåìóì - ìàêñèìóì. Îòìå-

òèì, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò äâå ÊÒË, äëÿ îäíîé èç êîòîðûõ

ξ2 > 1 è ζ2 > 1/2, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãîé ξ2 < 0 è ζ2 < 1/2. Èç âñåãî

ýòîãî, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè è �öåíòðàëüíîé� ÊÒË, ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíî

ñóùåñòâîâàíèå 3, 5 èëè 7 ÊÒË. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ. 8.5. Íà ýòîì ðèñóíêå êîîðäèíàòû òî÷êåê êðèâîé HSG ïîä÷èíÿþòñÿ

ðàâåíñòâó

α =
2− 3 sin2 ϑ

16
, (8.9)

ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ îäíîé èç f1,2 ïðè ζ2 = 1/2, à êðèâàÿ PS, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ìàêñèìóìó ýòîé æå ôóíêöèè, áûëà ïîñòðîåíà ÷èñëåííî. Õà-

ðàêòåðíûå òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû: P (0, 3
√

3/8), H(0, 1/8), S(0.626016 =

35052′5′′, 0.60653), G(arctg
√

2, 0). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ òî÷åê êðèâûõ

PS è HS ñóùåñòâóþò 5 ÊÒË, à äëÿ òî÷åê êðèâîé SG (âêëþ÷àÿ òî÷êó G) -

3 ÊÒË. Ïðèìåðû, êîãäà êîëè÷åñòâî ÊÒË äëÿ �ñèììåòðè÷íîé� ãàíòåëè ðàâ-
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íî 3, 5 èëè 7 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 8.6, 8.7 8.8. Còðåëêàìè íà

ýòèõ ðèñóíêàõ ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ÊÒË ïðè óâåëè÷åíèè

α.

Ðèñóíîê 8.6 � µ = 1/2, ϑ = π/3, α = 0.2

Ðèñóíîê 8.7 � µ = 1/2, ϑ = π/4, α = 0.03

8.2.2 Ñëó÷àé �íåñèììåòðè÷íîé� ãàíòåëè� µ < 1/2

1) 0.1375.. < µ < 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îò 3 äî 7 ÊÒË. Êà-

÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ϑ è α,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íîìó êîëè÷åñòâó ÊÒË èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.9. Îá-

ëàñòè, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 3, 5 èëè 7 ÊÒË, îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè

öèôðàìè. Äëÿ òî÷åê êðèâûõ EF è BF ñóùåñòâóþò 6 ÊÒË, äëÿ òî÷åê êðè-

âûõ EA, AC, CF è FD ñóùåñòâóåò 4 ÊÒË, îäíàêî, â òî÷êå F ñóùåñòâóåò

5 ÊÒË.
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Ðèñóíîê 8.8 � µ = 1/2, ϑ = π/24, α = 0.15
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Ðèñóíîê 8.9 �
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2) µ = 0.1375.. ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8.9

òåì, ÷òî êðèâûå EA è FC êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, ò.å. îäíà èç îáëàñòåé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ 5 ÊÒË ðàçðûâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì â òî÷êå êàñàíèÿ

îêàçûâàåòñÿ 3 ÊÒË.
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Ðèñóíîê 8.10 �

3) 1/2 −
√

3/4 < µ < 0.1375.. Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäó-

ùèõ íàëè÷èåì òðåõ îáëàñòåé, â òî÷êàõ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò 5 ÊÒË è ñî-

õðàíåíèåì îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé 7 ÊÒË, ïðè÷åì â òî÷êàõ êðèâûõ, åå

îãðàíè÷èâàþùèõ, ñóùåñòâóþò 6 ÊÒË (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè F , â êîòîðîé

ïî-ïðåæíåìó 5 ÊÒË). Â òî÷êàõ îñòàëüíûõ "ïîãðàíè÷íûõ"êðèâûõ - 4 ÊÒË

(ðèñ. 8.10)

4) 0 < µ ≤ 1/2 −
√

3/4. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò îò 3 äî 5 ÊÒË

(ðèñ. 8.11). Íà "ïîãðàíè÷íûõ"êðèâûõ ñóùåñòâóþò 4 ÊÒË.

Íà ðèñ. 8.9-8.11 êîîðäèíàòû òî÷êè B îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (8.8). Îò-

ìåòèì òàêæå, ÷òî ýòè äèàãðàììû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åòíîå ÷èñëî ÊÒË âîç-

ìîæíî òîëüêî íà íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïðèìåðû ñèòóàöèé, êîãäà ÷èñëî ÊÒË ÷åòíî

(4 èëè 6) èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 8.12, 8.13. Ïî-ñóùåñòâó, ÷åòíîå

êîëè÷åñòâî ÊÒË âîçìîæíî, åñëè êàêèå-òî äâå èç íèõ �ñëèïëèñü�. (Ñîîòâåò-
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Ðèñóíîê 8.11 �

ñòâóþùèå ÊÒË íà ðèñ. 8.12, 8.13 îòìå÷åíû ñòðåëî÷êàìè).

Ðèñóíîê 8.12 � µ = 1/4, ϑ = π/12, α = 0.046

8.3 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÊÒË

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà ÊÒË, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè óðàâíåíèé äâè-
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Ðèñóíîê 8.13 � µ = 0.475, ϑ = π/24, α = 0.255

æåíèÿ èìååò âèä

λ6 + 2λ4 + A2λ
2 + A0 = 0, (8.10)

ãäå êîýôôèöèåíòû A2 è A0 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è êîîðäèíàò

èññëåäóåìîé ÊÒË. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

åñëè

A0 > 0, A2 > 0, d =

(
A0

2
− A2

3
+

8

27

)2

+

(
3A2 − 4

9

)3

< 0, (8.11)

òî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå x3+2x2+A2x+A0 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ îòðè-

öàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, ñëåäîâàòåëüíî, (8.10) èìååò òðè ðàçëè÷-

íûå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé, ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ ÊÒË óñòîé÷èâà â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Åñëè æå â (8.11) õîòÿ áû îäèí èç çíàêîâ íåðàâåíñòâà

çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî õîòÿ áû îäèí èç êîðíåé êóáè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ áóäåò ëèáî äåéñòâèòåëüíûì ïîëîæèòåëüíûì, ëèáî áóäåò èìåòü

íåíóëåâóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Â ýòîì ñëó÷àå (8.10) èìååò õîòÿ áû îäèí êî-

ðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ ÊÒË

íåóñòîé÷èâà.

Åñëè ãàíòåëü "âåðòèêàëüíà"(ϑ = 0), î÷åâèäíî, ÷òî âñå ÊÒË íåóñòîé÷è-
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âû, îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè ÑÎ. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïóñòü îäíîâðåìåííî ϑ = 0 è µ = 1/2, òîãäà A0 = 0, òî åñòü (8.10) èìååò

äâà íóëåâûõ êîðíÿ. Îñòàëüíûå êîðíè (8.10) áóäóò ÷èñòî ìíèìûìè, åñëè ÑÎ

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (8.7) èëè åñëè ζ2 = 1/2, òî åñòü åñëè ÑÎ ëåæèò

â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ C, è ξ̃ >
√

2/2. Â òî æå âðåìÿ,

åñëè ÑÎ òàêîâà, ÷òî ζ2 = 1/2 è ξ̃ <
√

2/2, îäèí èç êîðíåé (8.10) áóäåò èìåòü

ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ÑÎ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì âåòâåé ÃÌ íà ðèñ. 8.14, îòìå÷åííûõ çåëåíûì

öâåòîì, óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, à ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì

îòðåçêà ÃÌ, îòìå÷åííîãî êðàñíûì öâåòîì, íåóñòîé÷èâû. Íà ýòîì ðèñóíêå

òî÷êà A ñîîòâåòñòâóåò ξ̃ =
√

2/2, ζ2 = 1/2, â ýòîé òî÷êå α = 3
√

3/8. Ïðè

ýòîì ïðè ξ̃ →∞ âåëè÷èíà α ñòðåìèòñÿ ê ∞, ïðè ñòðåìëåíèè ê òî÷êàì m1

è m2 α→ 0, ïðè ñòðåìëåíèè ê C α→ 1/8.

Ðèñóíîê 8.14 �

Â ñëó÷àå "ãîðèçîíòàëüíîé"(ϑ = π/2) ãàíòåëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÊÒË,

äëÿ êîòîðûõ ξ2 < 0 è ξ2 > 1 (òàêèå ÊÒË ìîæíî íàçâàòü �âíåøíèìè�),

íåóñòîé÷èâû, òàê êàê äëÿ íèõ A0 < 0 äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé α è

µ (ýòîò ôàêò òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, àíàëîãè÷íîé

îïèñàííîé â [54] äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è). Â òî æå âðåìÿ ÊÒË, ðàñïîëî-
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æåííàÿ ìåæäó m1 è m2, îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè, çàêðàøåííîé íà ðèñ. 8.15. Íà ýòîì ðèñóíêå

âåðõíÿÿ ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ A0 = 0, à íèæíÿÿ - d = 0. Äëÿ çíà-

÷åíèé α è µ, cîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì, ëåæàùèì âíå çàêðàøåííîé îáëàñòè,

�âíóòðåííÿÿ� ÊÒË íåóñòîé÷èâà.

 α 

 µ  0  1/2 

 1/8 
 1/9 

Ðèñóíîê 8.15 �

Â ñëó÷àå ãàíòåëè, ñîñòîÿùåé èç ðàâíûõ ìàññ (µ = 1/2) ïðè ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ α è µ ñóùåñòâóåò "öåíòðàëüíàÿ"ÊÒË, ðàñïîëîæåííàÿ

â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå ãàíòåëè. Ïîäñòàâèâ åå êîîðäèíàòû â (8.11), ïîëó-

÷èì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòîé òî÷êè. Èç ýòèõ óñëîâèé â ÷àñòíîñòè ñëå-

äóåò, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ÊÒË ìîæåò áûòü óñòîé÷èâà òîëüêî åñëè êðîìå íåå

ñóùåñòâóþò åùå òîëüêî 2 äðóãèå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íåóñòîé÷èâûå

ÊÒË. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëü-

íèêè BCD è FEG, íàëîæåííûå íà äèàãðàììó êîëè÷åñòâà ÊÒË íà ðèñ. 8.5

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8.17. Ó÷àñòîê FG, íà êîòîðîì A0 = 0, îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì (8.9), ó÷àñòîê BC ïðÿìîëèíååí è ãîðèçîíòàëåí (íà íåì òàê-

æå A0 = 0), îñòàëüíûå ó÷àñòêè ãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì d = 0.

Çäåñü B(arccos(1/3); 1/8), C(π/2; 1/8), D(π/2; 1/9), E) arccos(1/3); 1/24),

F (arccos(
√

5/3); 1/24), G(arccos(1/
√

3); 0).
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÊÒË, îòëè÷íûõ îò öåí-

òðàëüíîé, èñêëþ÷èì ñ ïîìîùüþ (8.3) è (8.4) ïàðàìåòðû α è ϑ èç âûðàæå-

íèé äëÿ A0 è A2. Äëÿ íåêîòîðîãî óïðîùåíèÿ ñäåëàåì çàìåíó ξ2 = 1/2 + ξ3,

ζ2 = 1/2 + ζ3, ïîìåñòèâ òåì ñàìûì ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð O ãàíòåëè â íà-

÷àëî êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé èç îáëàñòåé ξ3 > 0 è ζ3 > 0 ïðè

ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò ïî îäíîé ÊÒË. Äëÿ

ýòèõ òî÷åê A0 < 0, ïîýòîìó îíè íåóñòîé÷èâû. Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè

ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè L2 è L3 èç ÎÊÇ3Ò (â íóìåðàöèè, ïðèíÿòîé â [54]),

ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî "âíåøíèå"ÊÒË íåóñòîé÷è-

âû. Äàëåå, â êâàäðàíòàõ ξ3 > 0, ζ3 < 0 è ξ3 < 0, ζ3 > 0 ñóùåñòâóþò

4 îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Äâå èç íèõ çàêðàøåíû íà ðèñ. 8.16. Îñòàâøèå-

ñÿ äâå ñèììåòðè÷íû èçîáðàæåííûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. (Íà

ðèñ. 8.16 A(0.342..,−0.407..)). Çàìåòèì, ÷òî (8.3) è (8.4) ïðè ôèêñèðîâàí-

oo

--

4

 1/2 

0

A

3ξ

3ζ

Ðèñóíîê 8.16 �

íîì µ ïî-ñóùåñòâó îïðåäåëÿþò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç ïëîñêîñòè ïåðå-

ìåííûõ ξ2, ζ2 (èëè èç ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ ξ3, ζ3) â ïëîñêîñòü ïàðàìåò-

ðîâ ϑ, α. Îáðàçîì êàæäîé èç äâóõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ïðèìûêàþùèõ

ê òî÷êå ξ3 = ζ3 = 0 ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê AFG íà 8.17, â
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òî âðåìÿ êàê îáðàçîì êàæäîé èç îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ïðèìûêàþùèõ ê

ξ3 = ±∞ áóäåò îáëàñòü OHPQ (òî÷êå A íà ðèñ. 8.16 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà

A(0.458..; 0.046..) íà ðèñ. 8.17, Q(0.07..; 0.012..)). Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé

òî÷êå ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì îáëàñòåé ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå óñòîé-

÷èâûå (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ãàí-

òåëè ÊÒË.

Â êàæäîé èç âíóòðåííèõ òî÷êåõ òðåóãîëüíèêà AFG îáùåå êîëè÷åñòâî

ÊÒË ðàâíî 5. Äâå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ �âíåøíèìè�, òî åñòü íåóñòîé÷èâû-

ìè. �Öåíòðàëüíàÿ� ÊÒË â ýòîì ñëó÷àå òàêæå íåóñòîé÷èâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

îñòàâøèåñÿ äâå ÊÒË ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, êàê ïðîîáðàçû ïðè ðàññìàò-

ðèâàåìîì îòîáðàæåíèè.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ÊÒË ïðè óìåíüøåíèè α è ôèêñèðîâàí-

íîì çíà÷åíèè ϑ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì îòîáðàæåíèè êàæäî-

ìó ÃÌ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ ϑ = const. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëîì ϑ ÃÌ îáÿçàòåëüíî ïåðåñå÷åò êàæäóþ èç �áåñêîíå÷íûõ� îáëàñòåé

óñòîé÷èâîñòè (òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ϑ = const îáÿçàòåëüíî ïå-

ðåñå÷åò îáëàñòü OHPQ). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α ñóùåñòâóþò òîëüêî

�âíåøíèå� ÊÒË. Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ α â òî÷êå, ãäå ïðÿìàÿ ϑ = const

ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé PS, âîçíèêàþò åùå äâå íåóñòîé÷èâûå (òàê êàê ýòà

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íå ëåæèò â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè) ÊÒË. Ïðè äàëüíåé-

øåì óìåíüøåíèè α êàæäàÿ èç ýòèõ ÊÒË ðàñïàäàåòñÿ íà äâå, ïðè÷åì äâå èç

ýòèõ ÷åòûðåõ òî÷åê ïåðåìåùàþòñÿ âäîëü ÃÌ â ñòîðîíó �öåíòðàëüíîé� ÊÒË

è â êàêîé-òî ìîìåíò ñëèâàþòñÿ ñ íåé, íå ïîïàäàÿ â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè.

Â òî æå âðåìÿ äðóãèå äâå òî÷êè ìîãóò ïîïàñòü â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â

ñèëó èõ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ãàíòåëè, êàæäàÿ â ñâîþ. Èç ýòîãî

è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê äðóãèõ ÊÒË âîçíèêíóòü íå

ìîæåò, à êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè OHPQ èìååò ïðîîáðàç. Ýòîò

æå ôàêò ìîæíî óñòàíîâèòü ïî-äðóãîìó (ïî-ñóùåñòâó, èäåéíî îïèðàÿñü íà
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[49, 87]), åñëè ðàññìîòðåòü α êàê ôóíêöèþ òî÷êè êàæäîé èç âåòâåé ÃÌ,

ñîåäèíÿþùèõ öåíòð ãàíòåëè ñ îäíèì èç ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ. Òàêàÿ

ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì) â òî÷êå, ñîîòâåòñòâó-

þùåé ïåðåñå÷åíèþ ϑ = const è PS, îòêóäà ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü α íà

ïåðåñå÷åíèè ÃÌ è êàæäîé èç áåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ

BCD è FEG ñóùåñòâóåò îäíà óñòîé÷èâàÿ (öåíòðàëüíàÿ) è äâå íåóñòîé-

÷èâûå ÊÒË, â êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêàõ AFG è OHQ - 2 óñòîé÷è-

âûå è 3 íåóñòîé÷èâûå ÊÒË, â QPH - 2 óñòîé÷èâûå è 5 íåóñòîé÷èâûõ

ÊÒË, âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îñòàëüíûõ îáëàñòåé óñòîé÷èâûõ ÊÒË íåò.

Êàæäàÿ èç îáëàñòåé íà ðèñ. 8.17 ïîìå÷åíà òàê: <êîëè÷åñòâî óñòîé÷èâûõ

ÊÒË>+<êîëè÷åñòâî íåóñòîé÷èâûõ ÊÒË>.

0
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0+3

ϑ π/2

α

Ðèñóíîê 8.17 �
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ÃËÀÂÀ 9

Òî÷êè ëèáðàöèè ïðåöåññèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà,

ñæàòîãî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

Â ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà äâèæåíèå

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðîèñõîäèëî â ïîëå òÿãîòåíèÿ òâåðäîãî òåëà, èìåþùå-

ãî âûòÿíóòóþ âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ôîðìó, ÷òî è ïîçâîëÿ-

ëî çàìåíèòü åãî ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèííûì ïîòåíöèàëîì ãàíòåëè. Åñëè æå

òâåðäîå òåëî ñæàòî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî åãî ãðàâèòàöè-

îííûé ïîòåíöèàë òàêæå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöè-

îííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ),

íî ìàññû è êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëàãàòü êîìïëåêñíû-

ìè. (Ðàíåå òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü âûñîêîòî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ

ïîòåíöèàëà Çåìëè - ñì. [1, 40, 113]). Êàê áûëî ïîêàçàíî â [40], èòîãîâûé

ïîòåíöèàë â ýòîì ñëó÷àå áóäåò äåéñòâèòåëüíûì, òîëüêî åñëè ìàññû ïðèòÿ-

ãèâàþùèõ öåíòðîâ áóäóò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, òî æå ìîæíî ñêàçàòü

è îá èõ êîîðäèíàòàõ. (Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðèòÿ-

ãèâàþùèå öåíòðû äîëæíû �ëåæàòü� íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè). Ïî-

ñóùåñòâó, çàìåíèâ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà ïîòåíöèàëîì

ýòèõ äâóõ öåíòðîâ, ìû ñíîâà îêàçûâàåìñÿ â ðàìêàõ ÎÎÊÇ3Ò. Â íàñòîÿ-

ùåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñîîò-

âåòñòâóþùèå åå ðàâíîâåñèÿì â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñÿìè ïðåöåñ-

ñèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ñæàòîãî òâåðäîãî òåëà. Òàêèå ðàâíîâåñèÿ,

êàê è âûøå, ìîæíî íàçâàòü òî÷êàìè ëèáðàöèè.
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9.1 Îáîçíà÷åíèÿ, êîîðäèíàòû, ïàðàìåòðû

Ðàññìîòðèì, êàê è ðàíüøå, äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m0,

ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé m òâåðäîãî òåëà, c öåíòðîì

ìàññ C è îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè Cz, ñîâåðøàþùåãî ðåãóëÿðíóþ

ïðåöåññèþ âîêðóã îñè Cz1. Íàïðàâèì îñü Cy2 ïåðïåíäèêóëÿðíî Cz1 òàê,

÷òîáû îñè Cz1, Cz è Cy2 ëåæàëè â îäíîé ïëîñêîñòè è óãîë ìåæäó îñÿìè

Cy2 è Cz áûë òóïûì. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó ϑ - óãîë íóòàöèè, à ω - óãëîâàÿ

ñêîðîñòü ïðåöåññèè Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî 0 ≤ ϑ ≤ π/2. Âûáåðåì îñü Cx òàê, ÷òîáû äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Cxy2z1 áûëà ïðàâîé (cì. ðèñ. 9.1).

ω

ϑ

2

1

z

x

y

z

C

Ðèñóíîê 9.1 �

Åñëè òâåðäîå òåëî ñæàòî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, åãî ãðà-

âèòàöèîííîå ïîëå, êàê è ðàíüøå, ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü êîìïîçèöèåé

ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1 è m2. Ïðè ýòîì, îä-

íàêî, ìàññû ýòèõ òî÷åê ñëåäóåò âûáðàòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè (ñóì-

ìà ýòèõ ìàññ äîëæíà áûòü ðàâíà ìàññå òâåðäîãî òåëà). Êðîìå òîãî, òî÷êè

m1 è m2 äîëæíû �ïðèíàäëåæàòü� îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, íî èõ êî-
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îðäèíàòû âäîëü ýòîé îñè òàêæå äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè

÷èñëàìè. Êàê ïîêàçàíî â [40], òîëüêî ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ãàðàíòèðóþò

äåéñòâèòåëüíîñòü èòîãîâîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó ïðèìåì

m1 = m(1 − iν)/2 è m2 = m(1 + iν)/2, ãäå i - ìíèìàÿ åäèíèöà, à ν - îò-

íîøåíèå ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòåé âòîðîé ìàññû (íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü ν ≥ 0). Êðîìå òîãî, ïîëîæèì â

ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy2z1 : m1(0, l(ν1 − i)(sinϑ)/2,−l(ν1 − i)(cosϑ)/2) è

m2(0, l(ν1 + i)(sinϑ)/2,−l(ν1 + i)(cosϑ)/2), ãäå l -íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå

ðàññòîÿíèå, a ν1 - îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîîðäèíàòû

âäîëü îñè Cz òî÷êè m2.

Ïðè îïèñàíèè ðàâíîâåñèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè m0 áóäåì, â ÷àñòíîñòè,

èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû ξ1, η1, ζ1, îïðåäåëÿåìûå, êàê è â

ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ, ôîðìóëàìè y2 = −lξ1, x = lη1, z1 = lζ1.

9.2 Ïîòåíöèàë, èíòåãðàë ßêîáè è óñëîâèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òî÷êèm0 ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå T = T2 + T1 + T0, ãäå T2 - êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ξ′1, η
′
1, ζ
′
1 (øòðèõîì, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíà

ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ = ωt), T1 - ëèíåéíàÿ ôîðìà ýòèõ

æå ñêîðîñòåé, à T0 = (ξ21 + η21)/2. Òîãäà èíòåãðàë ßêîáè ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

T2 − T0 + Π̃ = h0, (9.1)

ãäå h0 - êîíñòàíòà, à Π̃ - îáåçðàçìåðåííûé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåð-

äîãî òåëà, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Π̃ = −α
2

(
1 + iν

a+ ib
+

1− iν

a− ib

)
= −α a+ νb

a2 + b2
, (9.2)
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ãäå a± ib - áåçðàçìåðíûå �ðàññòîÿíèÿ� ìåæäó m0 è ïðèòÿãèâàþùèìè öåí-

òðàìè m1 è m2, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

äåéñòâèòåëüíîñòü Π̃, à áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â

ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ, ðàâåíñòâîì α = Gm/(ω2l3), â êîòîðîì G - Ãàóñ-

ñîâà êîíñòàíòà òÿãîòåíèÿ (α > 0). Ïðèìåì a ≥ 0, ò.ê. ïîòåíöèàë (9.2)

îïðåäåëÿåò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, à íå îòòàëêèâàíèÿ. Âåëè÷èíû a è b ñâÿçàíû

ñ ξ1, η1, ζ1 ôîðìóëàìè

a2 − b2 = ξ21 + η21 + ζ21 + ν1(ξ1 sinϑ+ ζ1 cosϑ) +
ν21
4
− 1

4
,

2ab = ξ sinϑ+ ζ cosϑ+
ν1
2

(9.3)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (9.3) îïðåäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ

ξ1, η1, ζ1 öåëóþ îêðóæíîñòü òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ a = b = 0. Êàæäàÿ èç

òî÷åê ýòîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïîòåíöèàëà (9.2), ïðè÷åì

â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òàêèõ òî÷åê Π̃ ìîæåò ïðè-

íèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü ýòè

îñîáûå òî÷êè �ôèêòèâíûìè ïðèòÿãèâàþùèìè öåíòðàìè�, íå ðàññìàòðèâàÿ

èõ êàê âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òî÷êè m0.

Èç (9.1)) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ òî÷êè m0 âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà Cxy2z1 èìåþò âèä

−ξ1 +
∂Π̃

∂ξ1
= 0, −η1 +

∂Π̃

∂η1
= 0,

∂Π̃

∂ζ1
= 0. (9.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ (9.3) ïî ξ, η, ζ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå∂a/∂ξ1 ∂a/∂η1 ∂a/∂ζ1

∂b/∂ξ1 ∂b/∂η1 ∂b/∂ζ1

=

=

a −b
b a

−1ξ1 + ν1(sinϑ)/2 η1 ζ1 + ν1(cosϑ)/2

(sinϑ)/2 0 (cosϑ)/2


(9.5)
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ñ ó÷åòîì êîòîðîãî, ñ÷èòàÿ, ÷òî a è b íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, (9.4)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ1

(
(a2 + b2)3

α
− P

)
=

sinϑ

2
(ν1P −Q), (9.6)

η1

(
(a2 + b2)3

α
− P

)
= 0, (9.7)

ζ1P +
cosϑ

2
(ν1P −Q) = 0, (9.8)

ãäå

P = a3 + 3νa2b− 3ab2 − νb3 (9.9)

Q = νa3 − 3a2b− 3νab2 + b3 (9.10)

Èç (9.7) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî η1 = 0, ëèáî P = (a2 + b2)3/α.

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òî÷êè m0, ñîîòâåòñòâóþùèå η1 = 0, ëåæàò â

ïëîñêîñòè Cy2z1. Áóäåì, êàê è ðàíüøå, íàçûâàòü èõ êîìïëàíàðíûìè òî÷-

êàìè ëèáðàöèè (ÊÒË).

Åñëè æå η1 6= 0, òî â îáùåì ñëó÷àå 0 < ϑ < π/2 èç(9.6) ñëåäóåò, ÷òî

ν1P = Q. (9.11)

Òàê êàê â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé a è b íå ðàâíû íóëþ îäíîâðå-

ìåííî, C > 0. Íî òîãäà èç (9.6) ñëåäóåò, ÷òî ζ1 = 0, òî åñòü ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûå îò ÊÒË, ìîãóò ëåæàòü òîëüêî â ïëîñêîñòè Cxy2.

Áóäåì, êàê è ðàíüøå, íàçûâàòü ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Òðåóãîëüíûìè

òî÷êàìè ëèáðàöèè (ÒÒË).

9.3 Òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè

Èçó÷èì ñíà÷àëà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òî÷êè m0 â ïëîñêîñòè Cxy2, òî

åñòü ÒÒË.
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Î÷åâèäíî, ÒÒË ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíê-

öèè J0 = Π̃−T0, îãðàíè÷åííîé íà ïëîñêîñòü ζ1 = 0. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ñëó÷àé ν1 = 0, êîãäà ïðèòÿãèâàþùèå öåíòðû èìåþò ÷èñòî ìíè-

ìûå êîîðäèíàòû. Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëèçèðóÿ ëèíèè óðîâíÿ J0 = const íà

ïëîñêîñòè ξ1η1, ìîæíî âûäåëèòü äâå ñèòóàöèè. Â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà

ðèñ. 9.2, ñåäëîâûå òî÷êè L1 è L2, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè Cξ1, ÿâ-

ëÿþòñÿ èñêîìûìè ÒÒË, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 9.3,

ÒÒË íå ñóùåñòâóþò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè N1 è N2 íà

ýòèõ ðèñóíêàõ, ëåæàùèå íà ïðÿìîé ξ1 âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè

ðàâíîâåñèÿ, ò.ê. â ýòèõ òî÷êàõ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9.6). Òî÷êà N3 íà

ðèñ. 9.3 ìîæåò â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ îêàçàòüñÿ îäíîé èç ÊÒË, ÿâëÿþùèõñÿ

àíàëîãàìè �âíåøíèõ� Ýéëåðîâûõ òî÷åê ëèáðàöèè êëàññè÷åñêîé Îãðàíè÷åí-

íîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë.

2O

1O

η

ξC
2N1N

2L

1L

1

1

Ðèñóíîê 9.2 �

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â ïëîñêîñòè ζ1 = 0 âåëè÷èíà a

ìîæåò áûòü íóëåâîé òîëüêî íà îòðåçêå O1O2 îñè η1 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ, äëÿ

êîòîðûõ η1 = ±1/2. Âñå òî÷êè ýòîãî îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè

ôóíêöèè J0, ïðè÷åì O1 è O2 îêàçûâàþòñÿ �ôèêòèâíûìè ïðèòÿãèâàþùèìè
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öåíòðàìè�. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ O1O2 ëèíèÿ äåé-

ñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîé ñèëû íå ïàðàëëåëüíà îñè Ox, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

âíóòðè ýòîãî îòðåçêà ÒÒË îòñóòñòâóþò. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëó÷àå â ëþáîé ÒÒË a > 0.

9.3.1 Êîîðäèíàòû Òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

Ïðåäïîëîæèì òàïåðü, ÷òî ν1 ïðîèçâîëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-

òî ÒÒË a = 0. Òîãäà åñëè νν1 6= −1, òî èç (9.9,9.10,9.11) ñëåäóåò, ÷òî è

b = 0, òî åñòü ìû ïîïàäàåì â �ôèêòèâíûé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð. Åñëè æå

νν1 = −1, òî èç (9.7) ñëåäóåò, ÷òî b3 = −να 6= 0. Òîãäà èç (9.3) ïîëó÷èì

ðàâåíñòâà

ξ1 = − ν1
2 sinϑ

, η1 = ±
√

1

4
− ν2/3α2/3 − ctg2 ϑ

4ν2
, (9.12)

îïðåäåëÿþùèå äâå ÒÒË â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæå-

íèÿ. (Åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, òî (9.12) îïðåäåëÿåò îäíó

òî÷êó ëèáðàöèè, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü êàê ÒÒË, òàê è ÊÒË.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a > 0. Â ýòîì ñëó÷àå (9.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü
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â âèäå

(1 + νν1)u
3 + 3(ν1 − ν)u2 − 3(1 + νν1)u− (ν1 − ν) = 0, (9.13)

ãäå u = b/a.Ïóñòü ν = tg 3δ è ν1 = tg 3δ1. (Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

0 ≤ ν < π/6 è −π/6 < ν1 < π/6). Ñ ïîìîùüþ çàìåíû u = tgψ óðàâíåíèå

(9.13) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

sin(3δ − 3δ1 − 3ψ) = 0, (9.14)

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êîðíè (9.13) ìîæíî çàïèñàòü êàê

u1 = tg(δ − δ1 − π/3), u2 = tg(δ − δ1), u3 = tg(δ − δ1 + π/3)

(â ñëó÷àå νν1 = −1 êîðåíü u3 íå ñóùåñòâóåò). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè

u = u1 è u = u3 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî P < 0, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó (9.7). Â òî

æå âðåìÿ ïðè ïîäñòàíîâêå b = u2a èç (9.7) ïîëó÷èì, ÷òî

a3 =
α cos3(δ − δ1) cos 3δ1

cos 3δ
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê 0 ≤ δ <

π/6, −π/6 < δ1 < π/6 è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, −π/6 < δ − δ1 < π/3. Òîãäà,

èñïîëüçóÿ (9.3), ìîæíî çàïèñàòü êîîðäèíàòû ÒÒË â âèäå

ξ1 =
1

sinϑ

(
α2/3 sin(2δ − 2δ1) cos2/3 3δ1

cos2/3 3δ
− tg 3δ1

2

)
, (9.15)

η21 =
α2/3 cos(2δ − 2δ1) cos2/3 3δ1

cos2/3 3δ
− α4/3 sin2(2δ − 2δ1) cos4/3 3δ1

cos4/3 3δ sin2 ϑ
+

+
α2/3ν1 sin(2δ − 2δ1) cos2/3 3δ1

cos2/3 3δ
ctg2 ϑ− ν21

4
ctg2 ϑ+

1

4

(9.16)

Åñëè ôîðìàëüíî âû÷èñëåííûå êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ñèñòåìû òî÷åê

m0 è m2 - íóëåâûå (òî åñòü åñëè ýòîò öåíòð ìàññ - òî÷êà C), òî ñïðàâåäëèâî
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ðàâåíñòâî ν1 = ν. (Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî íàçâàòü ñëó÷àåì Â.Ã.Äåìèíà [40]).

Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ÒÒË îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ξ1 = − ν

2 sinϑ
, (9.17)

η1 = ±
√
α2/3 − ν2

4
ctg2 ϑ+

1

4
(9.18)

Â ñëó÷àå ν1 = 0, êîãäà ïðèòÿãèâàþùèå öåíòðû èìåþò ÷èñòî ìíèìûå

ìàññû (ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî íàçâàòü ñëó÷àåì Âèíòè -[157, 158]), ôîðìóëû

(9.15,9.16) çàïèøóòñÿ êàê

ξ1 =
α2/3 sin(2δ)

sinϑ cos2/3(3δ)
, (9.19)

η1 = ±

√
1

4
+
α2/3 cos(2δ)

cos2/3(3δ)
− α4/3 sin2(2δ)

cos4/3(3δ) sin2 ϑ
. (9.20)

Åñëè æå êðîìå ýòîãî ν = 0, òî åñòü ïðèòÿãèâàþùèå öåíòðû èìåþò

äåéñòâèòåëüíûå ìàññû, òî (9.19,9.20) óïðîñòÿòñÿ ê âèäó

ξ1 = 0, η1 = ±
√
α2/3 + 1/4. (9.21)

9.3.2 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

Êàê ñëåäóåò èç (9.21), â ñëó÷àå ν = ν1 = 0 ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèÿõ α è ϑ ñóùåñòâóþò äâå ÒÒË, ëåæàùèå íà îñè Cx ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî C.

Â îáùåì ñëó÷àå ν ≥ 0, ν1 6= 0, ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè

(9.16), òàêæå ñóùåñòâóþò äâå ÒÒË, ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñè-

òåëüíî îñè Cy2 (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ νν1 = −1, êîãäà ìîãóò ñóùåñòâî-

âàòü åùå íå áîëåå äâóõ ÒÒË, êîîðäèíàòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëàìè (9.12)). Åñëè æå ïðàâàÿ ÷àñòü (9.16) ðàâíà íóëþ, òî ôîðìóëû (9.15) è
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(9.16) îïðåäåëÿþò îäíó òî÷êó ëèáðàöèè, ëåæàùóþ íà îñè Cy2, è êîòîðóþ

ìîæíî ñ÷èòàòü êàê ÒÒË, òàê è ÊÒË.

Â ñëó÷àå Â.Ã.Äåìèíà ν = ν1 óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÒÒË, êàê ñëåäóåò

èç (9.18), ìîæíî çàïèñàòü êàê

α ≥ 1

8

(
ν2 ctg2 ϑ− 1

)3/2
,

ïðè÷åì çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ ÒÒË,

à ðàâåíñòâî - ñóùåñòâîâàíèþ îäíîé òî÷êè ëèáðàöèè, êîòîðóþ ìîæíî îòíå-

ñòè êàê ê ÒÒË, òàê è ê ÊÒË.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé Âèíòè ν ≥ 0, ν1 = 0, êîãäà êî-

îðäèíàòû ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Î÷åâèäíî,

óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÊÒË ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ïîäêîðåííîãî

âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (9.20), ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíîñòü ýòîãî âûðàæå-

íèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ÒÒË, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Oy2.

Åñëè æå ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, òî â ïëîñêîñòè Oxy2 ñóùåñòâóåò òîëü-

êî îäíà òî÷êà ëèáðàöèè. Ýòà òî÷êà ëèáðàöèè òàêæå ìîæåò áûòü íàçâàíà

ÒÒË, ÿâëÿÿñü îäíîâðåìåííî ÊÒË. C ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè α óñëîâèå

ñóùåñòâîâàíèÿ ÒÒË ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

α ≤ f(δ, ϑ) =
cos 3δ sin3 ϑ

2
√

2 sin3/2 2δ

(
ctg 2δ +

√
ctg2 2δ +

1

sin2 ϑ

)3/2

. (9.22)

Ðàâåíñòâî α = f(δ, ϑ) îïðåäåëÿåò â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ (δ, ϑ, α) íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü. Ñå÷åíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñ-

êîñòüþ ϑ = const ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó A, äëÿ

êîòîðîé δ = 0 è α = ∞, c òî÷êîé B, äëÿ êîòîðîé δ = π/6 è α = 0

(cïëîøíàÿ êðèâàÿ ADB íà ðèñ. 9.4). Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íèæå ADB,

ñóùåñòâóþò äâå ÒÒË; äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ADB, â ïëîñêîñòè ζ1 = 0

ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà ëèáðàöèè, ñîâïàäàþùàÿ ñ îäíîé èç ÊÒË;

äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ âûøå ADB, ÒÒË íå ñóùåñòâóþò. Íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî f(δ, ϑ) < f(δ, π/2) = (ctg3 δ − 3 ctg δ)/8. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
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α ≥ (ctg3 δ − 3 ctg δ)/8, ò.å. äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ âûøå ïóíêòèðíîé êðèâîé

ACB íà ðèñ. 9.4, ÒÒË íå ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ

ϑ.

π/6 δ

α
oo

K

A
C

O

D

E
B

Ðèñóíîê 9.4 �

9.3.3 Ýâîëþöèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â ñëó÷àå ÷èñòî

ìíèìûõ êîîðäèíàò ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ

Õàðàêòåð ýâîëþöèè ÒÒË â ñëó÷àå Âèíòè ν1 = 0 ïðè èçìåíåíèè òîãî

èëè èíîãî ïàðàìåòðà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 9.5.

Êàê ñëåäóåò èç (9.22), ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ δ è ϑ ÒÒË ñó-

ùåñòâóþò òîëüêî åñëè 0 < α < αmax (îòðåçîê ED íà ðèñ. 9.4), ãäå

αmax = f(δ, ϑ). (Çàìåòèì, ÷òî åñëè ϑ → 0, òî è αmax → 0). Ïðè ýòîì ïðè

èçìåíåíèèè α îò 0 äî αmax (ò.å. ïðè óìåíüøåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåñ-

ñèè îò áåñêîíå÷íîñòè äî íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ)

ÒÒË ïåðåìåùàþòñÿ â ïëîñêîñòè Cξ1η1 ïî äóãàì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â

òî÷êå O1 ((ctg 2δ sinϑ)/2, 0) èç òî÷åê E1(0, 1/2) è E2(0,−1/2), ÷òîáû ïðè
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α = αmax ñëèòüñÿ â òî÷êå D(ξ1D, 0), ãäå

ξ1D =
1

2

(
ctg 2δ sinϑ+

√
ctg2 2δ sin2 ϑ+ 1

)
. (9.23)

Àíàëîãè÷íî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ α è ϑ ÒÒË ñóùåñòâóþò,

òîëüêî åñëè 0 ≤ δ < δmax (îòðåçîê KD íà ðèñ. 9.4), ãäå δmax îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ α = f(δmax, ϑ). (Çàìåòèì, ÷òî åñëè ϑ → 0, òî è

δmax → 0). Ïðè ýòîì ïðè èçìåíåíèèè δ îò 0 äî δmax ÒÒË ïåðåìåùàþò-

ñÿ âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé â ïëîñêîñòè Cξ1η1 èç òî÷åê K1(0,
√
α2/3 + 1/4)

è K2(0,−
√
α2/3 + 1/4), ÷òîáû ïðè α = αmax ñëèòüñÿ â òî÷êå D íà îñè Cξ1,

äëÿ êîòîðîé â ýòîì ñëó÷àå δ = δmax.

Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ α è δ ÒÒË ñóùåñòâóþò,

òîëüêî åñëè ϑmin < ϑ < π/2, ãäå

ϑmin = arcsin

(
2α2/3 sin 2δ

cos1/3 3δ
√

4α2/3 cos 2δ + cos2/3 3δ

)
. (9.24)

Ïðè ýòîì ïðè èçìåíåíèèè ϑ îò ϑmin äî π/2 ÒÒË ïåðåìåùàþòñÿ â ïëîñêîñòè

Cξ1η1 ïî äóãàì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O èç òî÷êè D íà îñè Ox,

äëÿ êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå

ξ1D =

√
1

4
+
α2/3 cos 2δ

cos2/3 3δ
(9.25)

â òî÷êè M1(ξ1, η1) è M2(ξ1,−η1), ãäå

ξ1 =
α2/3 sin 2δ

cos2/3 3δ
, η1 =

√
1

4
+ ξ1 ctg 2δ − ξ21 . (9.26)

9.3.4 Íåóñòîé÷èâîñòü òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ëèíåàðèçî-

âàííûõ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ëèáðàöèè, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

λ6 + 2λ4 + A2λ
2 + A0 = 0, (9.27)
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ãäå A0 - îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,

îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

A0 = PξξPηηPζζ + 2PξηPηζPξζ − P 2
ξζPηη − P 2

ξηPζζ−

−P 2
ηζPξξ + P 2

ξζ + P 2
ηζ + P 2

ζζ + Pζζ ,
(9.28)

â êîòîðîì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Pβγ =
∂2Π̃

∂β∂γ
, β ∈ {ξ, η, ζ}, γ ∈ {ξ, η, ζ}. (9.29)

âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ëèáðàöèè. (Ïðè âûâîäå (9.27) è (9.29) ó÷òåíî, ÷òî

∆Π̃ = Pξξ + Pηη + Pζζ = 0). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ 9.5 äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ âåëè÷èí a è b ïî ïåðåìåííûì ξ1, η1, ζ1, óñëîâèå ζ1 = 0, çàâèñèìîñòü

b = ua è ôîðìóëû (9.3,9.13,9.3,9.15,9.16), ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ðà-

âåíñòâî (9.28) ìîæíî çàïèñàòü êàê

A0 = −9

4

α2(1 + ν2) sin2 ϑ

a10(1 + u2)5
η1

2, (9.30)

ò.å. åñëè a 6= 0 è η1 6= 0, òî A0 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå x3+2x2+A2x+

A0 = 0 îáÿçàòåëüíî èìååò ïîëîæèòåëüíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü. Íî òî-

ãäà è óðàâíåíèå (9.27) îáÿçàòåëüíî èìååò ïîëîæèòåëüíûé äåéñòâèòåëüíûé
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êîðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, ÒÒË, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (9.15,9.16), íå ëå-

æàùèå íà îñè Cy2 (òî åñòü åñëè òàêèõ ÒÒË - äâå), íåóñòîé÷èâû.

9.4 Êîìïëàíàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè â ñëó÷àå ÷èñòî

ìíèìûõ êîîðäèíàò ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ

Â ñëó÷àå nu1 = 0 óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (9.7) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.

Åñëè ν1 = 0, òî (9.6) è (9.8) çàïèøóòñÿ êàê

ξ1

(
(a2 + b2)3

α
− P

)
+
Q sinϑ

2
= 0, (9.31)

ζ1P −
Q cosϑ

2
= 0, (9.32)

èëè, â ðàçâåðíóòîì âèäå, êàê

α
(
(a3−3ab2+3νba2−νb3)ξ + 1

2(3a2b− b3 − νa3 + 3νab2) sinϑ
)
−

−ξ(a2 + b2)3 = 0,

(9.33)

(a3 − 3ab2 + 3νba2 − νb3)ζ +
1

2
(3a2b− b3 − νa3 + 3νab2) cosϑ = 0 (9.34)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé, îãðàíè÷èâàÿñü îáùèì ñëó-

÷àåì 0 < ϑ < π/2, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå κ è χ, îïðåäåëÿåìûå

ôîðìóëàìè

κ = 2ζ/ cosϑ χ = 2ξ/ sinϑ. (9.35)

Î÷åâèäíî, KÒË ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíê-

öèè J0 = Π̃ − T0, îãðàíè÷åííîé íà ïëîñêîñòü η1 = 0. Àíàëèçèðóÿ ëèíèè

óðîâíÿ J0 = const íà ïëîñêîñòè ξ1ζ1, ìîæíî âûäåëèòü äâå ñèòóàöèè. Â ñëó-

÷àå ν = 0 öåíòð ìàññ C ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè J0 (ñì. ðèñ. 9.6), è,

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ �öåíòðàëüíîé� ÊÒË. (Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå â
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ñèëó ñèììåòðèè îáùåå ÷èñëî ÊÒË íå÷åòíî). Îäíàêî, J0 íå ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êàõ îòðåçêà A1A2 c êîíöàìè â �ôèêòèâíûõ ïðèòÿãè-

âàþùèõ öåíòðàõ� c êîîðäèíàòàìè A1(− ctg ϑ, tg ϑ) è A2(ctg ϑ,− tg ϑ). Åñëè

æå ν 6= 0, òî íà âñåì îòðåçêå A1A2 ôóíêöèÿ J0 íå îïðåäåëåíà è íè îäíó

åãî òî÷êó íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü, êàê ÊÒË (ñì. ðèñ. 9.7). Â òî æå âðåìÿ íà

îáîèõ ðèñóíêàõ ìîæíî çàìåòèòü ïî íåñêîëüêî ñåäëîâûõ òî÷åê, êîòîðûå è

ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ÊÒË.

χ

κ

2A

1A

4L

3L

2L

1L
C

Ðèñóíîê 9.6 �

9.4.1 Êâàäðàòíîå è êóáè÷åñêîå óðàâíåíèÿ, âûðàæåíèå äëÿ

óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè

Ðàâåíñòâà 9.3 â íàøåì ñëó÷àå çàïèøóòñÿ êàê

a2 − b2 = ξ21 + ζ21 −
1

4
, 2ab = ξ sinϑ+ ζ cosϑ (9.36)

Íàðÿäó ñ ðàíåå ââåäåííûìè ïåðåìåííûìè áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïåðåìåííûå γ, ψ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð δ,

îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

κ = tan(3γ) ν = tan(3δ) u = b/a = tan(ψ). (9.37)
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κ

2A

1A

4L

3L

2L

1L

C

Ðèñóíîê 9.7 �

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ν ≥ 0, ò.ê. çàìåíà

ν íà −ν è b íà −b ðàâíîñèëüíà çàìåíå ξ è ζ íà −ξ è −ζ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîýòîìó 0 ≤ δ < π/6, â òî âðåìÿ êàê −π/6 < γ < π/6, −π/2 < ψ < π/2.

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèÿ (9.36) äðóã íà äðóãà, c ó÷åòîì (9.35) ïîëó÷èì êâàä-

ðàòíîå îòíîñèòåëüíî χ óðàâíåíèå âèäà

χ2 − Φχ+ cot2 ϑ(κ2 − Φκ− 1)− 1 = 0, (9.38)

ãäå Φ = 1/u− u = 2 cot(2ψ). Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê

χ = − cot(2ψ)±
√
D/ sin(2ψ), (9.39)

ãäå äèñêðèìèíàíò D îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

D = 1−
(
κ2 sin2 2ψ + κ sin 4ψ − sin2 2ψ

)
cot2 ϑ (9.40)

Äàëåå, ïðåîáðàçîâûâàÿ (9.34) è èñïîëüçóÿ (9.35), ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå

îòíîñèòåëüíî u óðàâíåíèå

u3 +
3(κ− ν)

1 + κν
u2 − 3u− κ− ν

1 + κν
= 0, (9.41)
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èìåþùåå, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ u1, u2, u3

ïî îäíîìó íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞;−1/
√

3), (−1/
√

3; 1/
√

3) è

1/
√

3; +∞). Óðàâíåíèå (9.41) ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó tan 3(γ − δ) =

− tan 3ψ, îòêóäà c ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíû γ è δ ïîëó÷èì òðè

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿ ψ

ψ1 = δ − γ − π/3 ψ2 = δ − γ ψ3 = δ − γ + π/3 (9.42)

è ðàâåíñòâà

u1 = tan(ψ1) = tan(δ − γ − π/3),

u2 = tan(ψ2) = tan(δ − γ),

u3 = tan(ψ3) = tan(δ − γ + π/3).

(9.43)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçDn âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè (9.40), åñëè

âìåñòî ψ ïîäñòàâèòü ψn, n = 1, 2, 3

Íàêîíåö, âûðàçèì α èç (9.33). (Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð α õàðàêòåðè-

çóåò óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè òâåðäîãî òåëà). Èñïîëüçóÿ (9.35), ïîñëå

ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

α =
1

8

χ

κ− χ

(
χ sin2 ϑ+ κ cos2 ϑ

u

)3/2
(1 + u2)3(1 + νκ)

(3u2 − 1)(1 + ν2)
(9.44)

9.4.2 Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò êîìïëàíàðíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè

Ó÷èòûâàÿ (9.37), ïîäñòàâèì êàæäîå èç âûðàæåíèé (9.42) â êàæäîå èç

âûðàæåíèé (9.39). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì øåñòü âûðàæåíèé âèäà

χ = χmn(γ, δ, ϑ), (9.45)

ãäå n = 1, 2, 3 îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðîì ïîäñòàâëåííîãî êîðíÿ un, à m = 1, 2

äëÿ çíàêîâ �+�èëè �−� â (9.39) ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, ïîäñòàâèì â (9.44)
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êàæäîå èç χnm âìåñòî χ, à òàêæå um âìåñòî u. Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì (9.37),

ïîëó÷èì øåñòü ðàâåíñòâ âèäà

α = αmn(γ, δ, ϑ) (9.46)

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå γ̃ ëþáîãî èç óðàâíåíèé (9.46) ïðè çàäàííûõ

çíà÷åíèÿõ α, δ, ϑ îïðåäåëÿåò ÊÒË, äëÿ êîòîðîé κ = tan(3γ̃). Äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ âòîðîé êîîðäèíàòû ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü γ̃ â ñîîòâåòñòâó-

þùåå èç óðàâíåíèé (9.45). Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ÊÒË ñâîäèòñÿ ê ïîëíîìó

ðåøåíèþ âñåõ óðàâíåíèé (9.46) îòíîñèòåëüíî γ.

9.4.3 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äëÿ

îïðåäåëåíèÿ α

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ èç ïðàâûõ ÷àñòåé (9.46) â íàøåì ñëó÷àå äîëæ-

íà áûòü äåéñòâèòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé. Äåéñòâèòåëüíîñòü ïðè ýòîì

ãàðàíòèðóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ äèñêðèìèíàíòà (9.40) è âûðàæåíèÿ

(χ sin2 ϑ+ κ cos2 ϑ)/u. Èñïîëüçóÿ (9.38), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëèòåëü

ïîñëåäíåé äðîáè ìîæåò (õîòÿ è íå îáÿçàí) îáðàùàòüñÿ â 0, òîëüêî åñëè

γ = ±ϑ/3, â òî âðåìÿ êàê ðàâåíñòâî u = 0 âîçìîæíî, òîëüêî åñëè n = 2 è

γ = δ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (9.46) îáðàùàþòñÿ â 0, åñëè χ = 0,

è â áåñêîíå÷íîñòü ïðè χ = κ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, êàê ìîæíî ïîêàçàòü,

èñïîëüçóÿ (9.38), ìîæåò (íî íå îáÿçàíî) ðåàëèçîâûâàòüñÿ äëÿ n = 1, åñëè

γ = π/6− δ/2 èëè γ = −π/12− δ/2, äëÿ n = 2, åñëè γ = −δ/2, äëÿ n = 3,

åñëè γ = π/12 − δ/2. Äàëåå, ñ ó÷åòîì (9.35,9.43) óðàâíåíèÿ (9.46) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

α=αm1=
1

8

χm1

χm1 − κ

(
χm1 sin2 ϑ+κ cos2 ϑ

tan(δ − γ − π/3)

)3/2
cos 3δ

cos 3γ sin3(γ−δ−π/6)
(9.47)
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α=αm2=
1

8

χm2

χm2 − κ

(
χm2 sin2 ϑ+ κ cos2 ϑ

tan(δ − γ)

)3/2
cos 3δ

cos 3γ cos3(γ − δ)
(9.48)

α=αm3=
1

8

χm3

κ− χm3

(
χm3 sin2 ϑ+κ cos2 ϑ

tan(δ − γ + π/3)

)3/2
cos 3δ

cos 3γ sin3(γ−δ+π/6)
(9.49)

9.4.4 Êëàññèôèêàöèÿ è ýâîëþöèÿ êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèá-

ðàöèè

9.4.4.1 Âíóòðåííèå ÊÒË Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ äîïó-

ñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ϑ è δ óðàâíåíèå D1(γ) = 0 èìååò ðîâíî îäèí

êîðåíü γ∗ íà èíòåðâàëå (−π/6, γm), ãäå γm = min(−ϑ/3,−δ/2 − π/12). Èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî α11 ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî åñëè

γ ∈ [γ∗,−θ/3]. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå χ11(γ) = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü

γ∗∗ íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî α11

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé γ òîëüêî íà ïðîìåæóòêå

[γ∗, γ∗∗), ïðè÷åì, êàê ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëèçèðóÿ åå ïðîèçâîäíóþ, óáû-

âàþùåé.

Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è (9.47), íåòðóäíî

óñòàíîâèòü, ÷òî α21 ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

òîëüêî åñëè γ ∈ [γ∗,−δ/2 − π/12), ïðè÷åì åñëè γ → −δ/2 − π/12, òî

α21 → +∞. Àíàëèçèðóÿ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ α21 ïî γ, ìîæ-

íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ δ ñóùåñòâóåò òà-

êîå ϑ∗, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϑ ≤ ϑ∗ ôóíêöèÿ α21(γ) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé

íà èíòåðâàëå (γ∗,−δ/2 − π/12), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ëþáîãî ϑ > ϑ∗ ýòà

ôóíêöèÿ íà òîì æå ïðîìåæóòêå èìååò äâà ýêñòðåìóìà. (Ãðàôèê çàâèñè-

ìîñòè ϑ = ϑ∗(δ) ïðåäñòàâëåí êðèâîé AC íà ðèñ. 9.10. Íà ýòîì ðèñóíêå

A(1.54136, 0), B(1.549694, π/6))
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Ðèñóíîê 9.8 �

Òàê êàê α11(γ∗) = α21(γ∗), ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ϑ è δ ôóíê-

öèè α11 è α21 îïðåäåëÿþò â ïîëóïîëîñå −π/6 < γ < π/6, α > 0 íåïðå-

ðûâíóþ êðèâóþ l1, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ α = 0 è α = +∞

ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ϑ ≤ ϑ∗(δ), òî êàæäàÿ èç ïðÿ-

ìûõ α = const > 0 èìååò ñ l1 ðîâíî îäíî ïåðåñå÷åíèå (ñì. ðèñ. 9.8), ò.å.

äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî α ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ÊÒË Li1, ðàñïîëî-

æåííàÿ ìåæäó îòðèöàòåëüíûìè ëó÷àìè îñåé ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè. Ïðè èçìåíåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè îò 0 äî +∞ (ò.å.

ïðè èçìåíåíèè α îò +∞ äî 0) ýòà ÊÒË ïåðåìåùàåòñÿ ïî êðèâîé CD

(ñì. ðèñ. 9.8) îò òî÷êè C íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, äëÿ êîòîðîé

κ = χ = −(
√

1 + ν2 + 1 +ν)/(
√

1 + ν2 + 1−ν), â òî÷êó D íà îñè ïðåöåññèè,

äëÿ êîòîðîé κ < − tanϑ). (Íà ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ñòðåëêîé ïî-

êàçàíî íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÊÒË ñ ðîñòîì óãëîâîé

ñêîðîñòè ïðåöåññèè)

Åñëè æå ϑ > ϑ∗(δ), òî ñóùåñòâóþò òàêèå α∗ è α∗∗, çàâèñÿùèå îò ϑ è

δ, ÷òî ïðè α = α∗∗ èëè α = α∗ ïðÿìàÿ α = const > 0 èìååò äâå îáùèå
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òî÷êè ñ l1, äëÿ α∗ < α < α∗∗ ýòà ïðÿìàÿ èìååò ñ l1 òðè ïåðåñå÷åíèÿ (ñì.

ðèñ. 9.9), äëÿ îñòàëüíûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé α ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ . Òàêèì îáðàçîì, ïðè ϑ > ϑ∗(δ) ôóíêöèè α11 è α21

îïðåäåëÿþò îò îäíîé äî òðåõ ÊÒË. Ñ ðîñòîì óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè îò

0 äî +∞ ñíà÷àëà ñóùåñòâóåò îäíà ÊÒË Li1, ïîñòåïåííî îòõîäÿùàÿ îò òî÷êè

C íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ïîòîì â òî÷êå H âîçíèêàåò âòîðàÿ

ÊÒË, â äàëüíåéøåì ðàñïàäàþùàÿñÿ íà äâå (Li2 è L
i
3), èç êîòîðûõ îäíà ñî

âðåìåíåì ñëèâàåòñÿ â òî÷êå G ñ Li1 è îíè èñ÷åçàþò, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ

ïåðåìåùàåòñÿ ê òî÷êå D íà îñè ïðåöåññèè (ðèñ. 9.9.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

ϑ è δ óðàâíåíèå D3(γ) = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü γ∗ íà ïðîìåæóòêå

[γr, π/6), ãäå γr = max(π/12 − δ/2, ϑ/3). Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ D3

è èñïîëüçóÿ ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ñâîéñòâà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

åñëè ν < tan2(ϑ/2), òî α23 ïðè γ ∈ (0, π/6) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî åñëè γ ∈ (π/12− δ/2, γ∗), â òî âðåìÿ êàê

óðàâíåíèå χ13(γ) = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü γ∗∗ íà ïðîìåæóòêå (ϑ/3, γ∗),

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî α13 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ òîëüêî ïðè γ ∈ (γ∗∗, γ∗) è ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå âîçðàñòàþùåé

ôóíêöèåé γ. Åñëè æå ν ≥ tan2(ϑ/2), òî α13 íå ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæè-

òåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå χ23(γ) = 0

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü γ∗∗∗ íà ïðîìåæóòêå (π/12 − δ/2, γ∗), èç ÷åãî

ñëåäóåò, ÷òî α23 ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

ïîëîæèòåëüíûõ γ òîëüêî åñëè γ ∈ (π/12 − δ/2, γ∗∗∗). Àíàëèçèðóÿ ïåðâóþ

è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ α23 ïî γ, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïó-

ñòèìîãî çíà÷åíèÿ δ ñóùåñòâóåò òàêîå ϑ∗, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϑ ≤ ϑ∗ ôóíêöèÿ

α23(γ) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé íà èíòåðâàëå câîåé çíàêîïîëîæèòåëüíîñòè, â

òî âðåìÿ êàê äëÿ ëþáîãî ϑ > ϑ∗ ýòà ôóíêöèÿ íà òîì æå ïðîìåæóòêå èìååò

äâà ýêñòðåìóìà. (Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ϑ = ϑ∗(δ) ïðåäñòàâëåí êðèâîé AB
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íà ðèñ. 9.10. Íà ýòîì ðèñóíêå B(1.30000, π/6))

Òàê êàê α13(γ
∗) = α23(γ

∗), ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ϑ è δ ôóíêöèè

α13 è α23 îïðåäåëÿþò â ïîëóïîëîñå 0 < γ < π/6, α > 0 íåïðåðûâíóþ êðè-

âóþ l2, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ α = 0 è α = +∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ϑ ≤ ϑ∗(δ), êàæäàÿ èç ïðÿìûõ α = const > 0 èìå-

åò ñ l3 ðîâíî îäíî ïåðåñå÷åíèå (ñì. ðèñ. 9.8), ò.å. äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî α ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ÊÒË Li2, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó ïîëîæèòåëü-

íûìè ëó÷àìè îñåé ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðè èçìåíåíèè

óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè îò 0 äî∞ (ò.å. ïðè èçìåíåíèè α îò∞ äî 0) ýòà

ÊÒË ïåðåìåùàåòñÿ ïî êðèâîé AB(ñì. ðèñ. 9.8) îò òî÷êè A íà îñè äèíàìè-

÷åñêîé ñèììåòðèè, äëÿ êîòîðîé κ = χ = (
√

1 + ν2+1−ν)/(
√

1 + ν2+1+ν)

â òî÷êó B íà îñè ïðåöåññèè.

Åñëè æå ϑ > ϑ∗(δ), òî, êàê è êðèâàÿ l1, êðèâàÿ l2 îïðåäåëÿåò îò îäíîé

äî òðåõ ÊÒË (Li4, l
i
5 è L

i
6 íà ðèñ. 9.9) ñ òåì æå õàðàêòåðîì ýâîëþöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ÊÒË, ðàññìîòðåííûå â ýòîì ðàçäåëå, ïðè êàæäîì ôèê-

ñèðîâàííîì δ è äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äâóõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ

îñòàþòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òâåðäîãî òåëà, ïîýòîìó ýòè ÊÒË ìî-

ãóò áûòü íàçâàíû âíóòðåííèìè. Êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ ÊÒË, êàê ñëåäóåò

èç âûøåñêàçàííîãî, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìîæåò

ìåíÿòüñÿ îò 2 äî 6. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðÿìàÿ α = const ìîæåò ïåðå-

ñåêàòü êàæäóþ èç êðèâûõ l1 è l3 â òðåõ òî÷êàõ òîëüêî ïðè ϑ > 1.541365 è

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ν. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà òîëü-

êî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íèæå êðèâîé AD íà ðèñ. 9.10 (íà ýòîì ðèñóíêå

D(π/2, 0.00581)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ ëåâåå è íà êðèâîé

AB ñóùåñòâóþò ðîâíî 2 âíóòðåííèå ÊÒË, äëÿ òî÷åê ëåæàùèõ ïðàâåå AB

è âûøå èëè íà AD ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îò 2 äî 4 ÊÒË, äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ

íèæå AD ïðè ðàçëè÷íûõ α ìîãóò ñóùåcòâîâàòü îò 2 äî 6 âíóòðåííèõ ÊÒË.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, åñëè ν = 0, òî ê âíóòðåííèì ÊÒË òàêæå ñëå-
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äóåò îòíåñòè öåíòð ìàññ C. Â ñèëó ñèììåòðèè â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü

3, 5 èëè 7 âíóòðåííèõ ÊÒË. Äèàãðàììà êîëè÷åñòâà ÊÒË â ïëîñêîñòè ïà-

ðàìåòðîâ ϑ è α äëÿ ν = 0 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 9.11. Íà ýòîé äèàãðàììå

äëÿ òî÷åê ëåæàùèõ âíóòðè êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà DEF c âåðøè-

íàìè D(1.5414, 1.5634), E(π/2, 1.5814, F (π/2,
√

3) ñóùåñòâóþò 7 âíóòðåí-

íèõ ÊÒË, â òî÷êàõ ãðàíèöû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè D,

- 5 âíóòðåííèõ ÊÒË, âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ - 3 ÊÒË.

F

E
D

α

ϑ

1.74

1.55
1.54 π/2

Ðèñóíîê 9.11 �

9.4.4.2 Âíåøíèå ÊÒË Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äîïó-

ñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ δ è ϑ óðàâíåíèå D2(γ) = 0 èìååò ðîâíî

äâà êîðíÿ γl è γh íà èíòåðâàëå (−π/6, π/6), ïðè÷åì γl ∈ (−π/6,−ϑ/3),

γh ∈ (γq, π/6) (ãäå γq = max(δ, ϑ/3)) è D2 > 0 òîëüêî åñëè γ ∈ (γl, γh). Èç

ýòîãî, ó÷èòûâàÿ ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ñâîéñòâà è (9.49), íåòðóäíî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè δ < ϑ/6, òî α12 ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæè-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà èíòåðâàëå (γl,−ϑ/3) (íà êîòîðîì α12 ÿâëÿåòñÿ

óáûâàþùåé ôóíêöèåé γ) è íà èíòåðâàëå (ϑ/3, γh) (íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ

âîçðàñòàåò), â òî âðåìÿ êàê α22 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå (γl, δ) (íà êîòîðîì α22 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé
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ôóíêöèåé γ) è íà èíòåðâàëå (δ, γh) (íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò).

Åñëè æå δ ≥ ϑ/6, òî α12 ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ òîëüêî íà èíòåðâàëå (ϑ/3, γh), (íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ñ

ðîñòîì γ), â òî âðåìÿ êàê α22 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå (−ϑ/3, δ) (íà êîòîðîì α22 âîçðàñòàåò âìåñòå ñ γ)

è íà èíòåðâàëå (δ, γh) (íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò). Â îáîèõ ñëó÷à-

ÿõ α22 → +∞, åñëè γ → δ. Ò.ê. α12(γl) = α22(γl) è α12(γr) = α22(γr), òî

èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé δ è ϑ ôóíêöèè α12

è α22 îïðåäåëÿþò â ïîëóïîëîñå −π/6 < γ < π/6, α > 0 äâå êðèâûå: l21,

ñîåäèíÿþùóþ òî÷êó, äëÿ êîòîðîé γ = −ϑ/3, α = 0 ñ òî÷êîé, äëÿ êîòîðîé

γ = δ, α = +∞, è l22, îåäèíÿþùóþ òî÷êó, äëÿ êîòîðîé γ = ϑ/3, α = 0

ñ òî÷êîé, äëÿ êîòîðîé γ = δ, α = +∞. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè α12 è α22

íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ èõ çíàêîïîëîæèòåëüíîñòè, êàæäàÿ èç ïðÿìûõ

α = const > 0 èìååò ñ êàæäîé èç êðèâûõ l12 è l22 ïî îäíîìó ïåðåñå÷å-

íèþ (ñì. ðèñ. 9.12). Ñëåäîâàòåëüíî, (9.48) äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî

α îïðåäåëÿåò äâå ÊÒË. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè

ïðåöåññèè îò 0 äî +∞ (ò.å. ïðè èçìåíåíèè α îò +∞ äî 0) îäíà èç ýòèõ òî-

÷åê (Le1) ïåðåìåùàåòñÿ èç �áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êè� I1 ñ êîîðäèíàòàìè

χ = −∞, κ = ν â �ôèêòèâíûé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð� A1 c êîîðäèíàòàìè

χ = − cotϑ, κ = tanϑ, à âòîðàÿ (Le2) - èç �áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè� I2

ñ êîîðäèíàòàìè χ = +∞, κ = ν â �ôèêòèâíûé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð� A2 c

êîîðäèíàòàìè χ = cotϑ, κ = − tanϑ (ñì. ðèñ. 9.12). Ò.ê. ýòè äâå ÊÒË ìîãóò

íàõîäèòüñÿ êàê óãîäíî äàëåêî îò òâåðäîãî òåëà, îíè ìîãóò áûòü íàçâàíû

�âíåøíèìè� ÊÒË.

9.4.4.3 Öåíòðàëüíûå ÊÒË Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ñâîéñòâ

ñëåäóåò, ÷òî åñëè γ ∈ (−π/6, 0), òî ôóíêöèÿ α13 íå ìîæåò ïðèíèìàòü äåé-

ñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé, â òî âðåìÿ êàê ïðè θ > π/2−3δ ôóíêöèÿ α23 ìîæåò
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ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà èíòåðâàëå

(−ϑ/3, δ − π/6), ïðè÷åì α23 → 0, åñëè γ → ϑ/3 + 0, è α23 → αmax, åñëè

γ → δ − π/6− 0, ãäå

αmax =

(
1− cot2 ϑ

ν2

)3/2
cos2 ϑ

ν
. (9.50)

Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè γ → δ−π/6−0 òî χ23 → cot2 ϑ/ν.

Àíàëèç ïðîèçâîäíûõ α23 ïî γ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî

çíà÷åíèÿ δ ñóùåñòâóåò òàêîå ϑc1, ÷òî åñëè 0 < ϑ ≤ ϑc1 òî α23 ÿâëÿåòñÿ

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé γ íà ïðîìåæóòêå (−ϑ/3, δ − π/6), â òî âðåìÿ êàê

ïðè ϑ1c < ϑ < π/2 ýòà ôóíêöèÿ èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå äâà ýêñòðåìóìà.

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî δ ñóùåñòâóåò òàêîå ϑc2,

áîëüøåå ÷åì ϑc1, ÷òî åñëè 0 < ϑ < ϑc2, òî óðàâíåíèå χ23(γ) = 0 íå èìååò

êîðíåé íà (−ϑ/3, δ − π/6), â òî âðåìÿ êàê åñëè ϑc2 < ϑ < π/2, òî ýòî

óðàâíåíèå èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå äâà êîðíÿ. (Íà ðèñ. 9.16 çàâèñèìîñòü

ϑ = ϑc1(δ) ïðåäñòàâëåíà êðèâîé AD, à çàâèñèìîñòü ϑ = ϑc2(δ) - êðèâîé

AC, íà ýòîì ðèñóíêå C(0.954903, π/6), D(0.626631, π/6))
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ϑ ≤ ϑc1, òî óðàâíåíèå α = α23 îïðåäåëÿåò â ïîëó-

ïîëîñå −π/6 < γ < 0, α > 0 ñâÿçíóþ êðèâóþ l∗3, cîåäèíÿþùóþ òî÷êó, äëÿ

êîòîðîé γ = −ϑ/3, α = 0, ñ òî÷êîé, äëÿ êîòîðîé γ = δ − π/6, α = αmax,

è èìåþùóþ îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàæäîé èç ïðÿìûõ α = const

(0 < α < αmax). Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé π/2 − 3δ < ϑ ≤

ϑc1, 0 < α < αmax ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ÊÒË, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âíåøíåé

èëè âíóòðåííåé. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ÊÒË �öåíòðàëüíîé�. Ïðè èçìåíå-

íèè α îò αmax äî 0 ýòà ÊÒË (Lc1 íà ðèñ. 9.13) ïåðåìåùàåòñÿ èç îñîáîé

òî÷êè B ôóíêöèè J0, äëÿ êîòîðîé χ = cot2 ϑ/ν, κ = −1/ν, â �ôèêòèâíûé

ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð� A2.

Åñëè æå ϑc1 < ϑ ≤ ϑc2, òî ïðÿìàÿ α = const (0 < α < αmax) ìîæåò

èìåòü ñ l∗3 îäíî, äâà èëè òðè ïåðåñå÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåò áûòü 1, 2

èëè 3 öåíòðàëüíûõ ÊÒË. Ýâîëþöèÿ òàêèõ ÊÒË ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà α îò αmax äî 0 êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íà ýâîëþöèè âíóòðåííèõ

ÊÒË (ñì. ðèñ. 9.14).

Íàêîíåö, åñëè ϑc2 < ϑ < π/2, êðèâàÿ l∗3 còàíîâèòñÿ äâóñâÿçíîé. Ýâîëþ-

öèÿ öåíòðàëüíûõ ÊÒË â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè

óìåíüøåíèè α îò αmax äî 0 ñíà÷àëà ïîÿâëÿåòñÿ îäíà öåíòðàëüíàÿ ÊÒË (Lc1

íà ðèñ. 9.15, â äàëüíåéøåì ïåðåìåùàþùàÿñÿ ê òî÷êå G1 íà îñè ïðåöåññèè.

Ïðè íåêîòîðîì α∗∗∗ < αmax â òî÷êå H âîçíèêàåò âòîðàÿ öåíòðàëüíàÿ ÊÒË,

ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè α ðàñïàäàþùàÿñÿ íà äâå, îäíà èç êîòîðûõ

(Lc2) ïåðåìåùàåòñÿ ê òî÷êå G2 íà îñè ïðåöåññèè, à äðóãàÿ (Lc3) - â A2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê îáëàñòè OAE íà ðèñ. 9.16, âêëþ÷àÿ åå ãðàíè-

öû, öåíòðàëüíûõ ÊÒË íå ñóùåñòâóåò; äëÿ òî÷åê îáëàñòè ADE, âêëþ÷àÿ

êðèâóþ AD, ïðè α < αmax ñóùåñòâóåò îäíà öåíòðàëüíàÿ ÊÒË; âî âíóò-

ðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè ABC â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé α ìîæåò áûòü îò

0 äî 3 öåíòðàëüíûõ ÊÒË. (Â ÷àñòíîñòè, â ñèììåòðè÷íîé ñèòóàöèè ν = 0

öåíòðàëüíûõ ÊÒË íå ñóùåñòâóåò)
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè α < αmax, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå âíóò-

ðåííèå ÊÒË, òî åñòü ïðè ν 6= 0 îáùåå êîëè÷åñòâî ÊÒË íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå 4 è áîëüøå 8, à ïðè ν = 0 ìîæåò áûòü 5, 7 èëè 9 ÊÒË. Ïðèìåð

ðàñïîëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ÊÒË (âêëþ÷àÿ öåíòð ìàññ

C) ïðèâåäåí íà ðèñ. 9.17. Íà ýòîì ðèñóíêå L1 è L2 - âíåøíèå ÊÒË, à 6

âíóòðåííèõ ÊÒË îáîçíà÷åíû êàê L3, L4, L5, L6, L7 è L8.

8L

7L

6L

5L

4L

3L

2L

1L
1

1

z

C

ζ

ξ
1

0.1

Ðèñóíîê 9.17 � ν = 0, ϑ = 89o23′, α = 1.01
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ÃËÀÂÀ 10

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà,

çàêðåïëåííîãî íà ïðåöåññèðóþùåì òâåðäîì òåëå

Ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ çàäà÷à ïîèñêà è àíàëèçà óñòîé÷è-

âîñòè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíò ìîäåëüíîé çàäà÷è äèíàìèêè êîñìè÷åñêîé ñòàí-

öèè â îêðåñòíîñòè àñòåðîèäà, ÷üÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü åãî äèíàìè÷å-

ñêè ñèììåòðè÷íûì. Òàêóþ çàäà÷ó, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæíî êðàòêî ñôîðìó-

ëèðîâàòü ôðàçîé �Êàê óäåðæàòü êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ îêîëî àñòåðîèäà?�.

Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìáè-

íàöèþ òðåõ êîìïîíåíò.

Ïåðâîé êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà

àñòåðîèäà. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ïîòåíöèàë èíâàðèàíòåí îòíî-

ñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Âûøå ðàññìàò-

ðèâàëèñü ñèòóàöèè, êîãäà ýòîò ïîòåíöèàë ìîæíî áûëî òàê èëè èíà÷å àï-

ïðîêñèìèðîâàòü êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ.

Âòîðîé êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá óäåðæàíèÿ ñòàíöèè îêîëî àñòåðî-

èäà. Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû ñèòóàöèè, êîãäà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ìîäå-

ëèðóþùàÿ êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ, óäåðæèâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè òâåðäîãî òå-

ëà, ìîäåëèðóþùåãî àñòåðîèä, ôàêòè÷åñêè â ðåçóëüòàòå áàëàíñà ñèë ãðàâè-

òàöèè è ñèë èíåðöèè. Îäíàêî, áûëî îòìå÷åíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ìàòåðè-

àëüíàÿ òî÷êà, ñîâåðøàþùàÿ îäíî èç èçó÷åííûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé,

îñòàåòñÿ íà íåèçìåííîì ðàññòîÿíèè äî ïîëþñîâ òâåðäîãî òåëà, òî åñòü åñëè

ñîåäèíèòü ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ ïîëþñàìè íåâåñîìûìè íåðàñòÿæèìûìè
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òðîñàìè, ðàâíîâåñèå íå íàðóøèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå âûøå

òî÷êè ëèáðàöèè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ðàâíîâåñèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà

òðîñàõ, çàêðåïëåííûõ íà ïîëþñàõ àñòåðîèäà êàê ìèíèìóì â òðåõ ñèòóàöè-

ÿõ: åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîåäèíåíà îäíèì òðîñîì ñ îäíèì ïîëþñîì,

åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîåäèíåíà äâóìÿ òðîñàìè ñ äâóìÿ ïîëþñàìè è

åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ëååðå, êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû

â ïîëþñàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííîé òðîñàìè ñ ïîëþñàìè àñòåðîèäà, íå

îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåííûìè âûøå òî÷êàìè ëèáðàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì ÷åòûðå ñïîñîáà óäåðæèâàòü ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó

îêîëî òâåðäîãî òåëà, à èìåííî: áåç òðîñîâ (òî÷êè ëèáðàöèè), îäíèì òðî-

ñîì, äâóìÿ òðîñàìè è ëååðîì. Ïðè ýòîì òî÷êè ëèáðàöèè áóäóò îòëè÷àòüñÿ

îò îñòàëüíûõ ðàâíîâåñèé òåì, ÷òî åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ðàçìåùåííàÿ

íà òðîñå (èëè òðîñàõ) îêàçûâàåòñÿ â òî÷êå ëèáðàöèè, òî íàòÿæåíèå òðîñîâ

ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.

Òðåòüåé êîìïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Òà-

êèìè çàäà÷àìè ìîãóò áûòü: ïîèñê ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ,

àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé. (Ýòè çàäà÷è ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü âûøå äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íå ñòåñíåííîé òðîñàìè). Îä-

íàêî, òàêîé çàäà÷åé ìîæåò áûòü è îïèñàíèå êàêèõ-ëèáî äâèæåíèé ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè. Íàïðèìåð, åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñâÿçàíà ñ òâåðäûì

òåëîì äâóìÿ òðîñàìè, òî ñâÿçíîå äâèæåíèå ýòîé òî÷êè (òî åñòü äâèæåíèå

ñ íåíóëåâûìè ñèëàìè íàòÿæåíèÿ òðîñîâ) îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìåõàíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, îáëàäàþùåé èíòåãðàëîì ßêîáè,

òî åñòü çàâåäîìî èíòåãðèðóåìûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Åñëè æå ìàòå-

ðèàëüíàÿ òî÷êà ðàçìåùåíà íà ëååðå, òî âîçìîæíû äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà,

íî â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçíîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìåõàíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, è ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à ïîèñêà
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èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííîé òðîñàìè ñ ïîëþñàìè ïðåöåññèðóþùåãî äèíàìè-

÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîùåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èç âîñüìîé

ãëàâû è îïèñûâàþò êàê ñâîáîäíîå (ñ íóëåâûì íàòÿæåíèåì òðîñîâ) òàê è

ñâÿçíîå (ñ íåíóëåâûì íàòÿæåíèåì òðîñîâ) äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñÿìè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåò-

ðèè òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõî-

äèò ñâÿçíîå äâèæåíèå. Äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò

ñâÿçíîå äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà ñ êîíöàìè, çàêðåïëåííûìè â ïîëþñàõ òâåð-

äîãî òåëà, ïîòåíöèàë êîòîðîãî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã

îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, óêàçûâàþòñÿ äâà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿ âû-

âåäåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ: ñëó÷àé íóëåâîãî óãëà íóòàöèè è ÷àñòíûé

ñëó÷àé, êîãäà óãîë íóòàöèè ïðÿìîé è äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðî-

èñõîäÿò â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òâåðäîãî òåëà ïåðïåíäè-

êóëÿðíî îñè ïðåöåññèè. Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñâÿçíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè (ñ óêàçàíèåì îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè) â ýòèõ èíòåãðèðóåìûõ

ñëó÷àÿõ, åñëè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà ìîæåò áûòü àï-

ïðîêñèìèðîâàí êîìïîçèöèåé ïîòåíöèàëîâ äâóõ ðàâíûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, à

ïîëþñà òâåðäîãî òåëà ðàñïîëîæåíû íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà ìàññ

òâåðäîãî òåëà.

10.1 Ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ðàññìîòðèì òâåðäîå òåëî ñ öåíòðîì ìàññ C

(ìîäåëèðóþùåå àñòåðîèä ñ öåíòðîì ìàññ C) è îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåò-

ðèè Cz. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ðàíåå ïðåäïîëîæåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâè-
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æåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã C åñòü ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ âîêðóã îñè Cz1

ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è ñ ïîñòîÿííûì óãëîì íóòàöèè ϑ (ñì. ðèñ. 10.1).

Ïóñòü Cx1y1z1 - íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (èëè Ê�åíèãîâà ñèñòåìà

êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ öåíòðîì ìàññ àñòåðîèäà). Êàê è ðàíüøå, íå îãðà-

íè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ ϑ ≤ π/2. Êðîìå

òîãî, ïóñòü Cxyz - ñèñòåìà êîîðäèíàò, âðàùàþùàÿñÿ âîêðóã Cz1 ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ ω, òàêàÿ, ÷òî îñü Cx ëåæèò â ïëîñêîñòè Cx1y1 (ñîîòâåòñòâåííî

Cz1 ëåæèò â ïëîñêîñòè Cyz). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 è F2 ïîëþñà òâåðäîãî

òåëà (ò.å. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ïîâåðõíîñòè ñ îñüþ ïðåöåññèè Cz), à ÷å-

ðåç O - ñåðåäèíó F1F2. Íàïîìíèì, ÷òî âûøå èñïîëüçîâàëàñü âðàùàþùàÿñÿ

ñèñòåìà êîîðäèíàò Cxy2z1, â êîòîðîé îñü Cy2 âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà Cx

è íå ïîêèäàåò ïëîñêîñòü Cx1y1.
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Ðèñóíîê 10.1 �

Ïóñòü S - ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (ìîäåëèðóþùàÿ êîñìè÷åñêóþ ñòàíöèþ),

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà ñ ïîëþñàìè F1 è F2 òðîñàìè. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:

1) S ñîåäèíåíà ñ îäíèì ïîëþñîì òðîñîì SFi (i = 1, 2). Â ýòîì ñëó÷àå S íå

ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû øàðà c öåíòðîì â Fi. Î÷åâèäíî, ÷òî S íàõîäèòñÿ
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�íà ñâÿçè�, åñëè îíà íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî S �ñîøëà ñî ñâÿçè� è ñîâåðøàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå.

2) S ñîåäèíåíà òðîñàìè êàê ñ F1, òàê è ñ F2. Â ýòîì ñëó÷àå S íå ìîæåò

âûéòè çà ïðåäåëû ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ øàðîâ ñ öåíòðàìè â F1 è â F2, à åå

ñâÿçíîå äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé

îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè Cz ñ öåíòðîì íà ýòîé îñè.

3) S ïîìåùåíà íà ëååð (òðîñ, êîíöû êîòîðîãî çàêðåïëåíû â F1 è F2) è

ñïîñîáíà ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü íåãî ïî èíåðöèè è áåç òðåíèÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç 2a äëèíó ëååðà. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà S íå ìîæåò âûéòè

çà ïðåäåëû ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ñ ôîêóñàìè F1, F2, áîëüøîé ïîëóîñüþ a è

ýêñöåíòðèñèòåòîì e, ãäå e = c/a, c - ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè.

Ïóñòü O - ñåðåäèíà F1F2. Î÷åâèäíî, ÷òî c = F1O = F2O, 0 < e < 1. Â

ýòîì ñëó÷àå S íàõîäèòñÿ �íà ñâÿçè�, åñëè îíà íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè

ýëëèïñîèäà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî S �cîøëà ñî ñâÿçè� è

ñîâåðøàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé 1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé

ñëó÷àÿ 3), åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà òðîñà ðàâíà a, c = 0, e = 0 è òî÷êà O

ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì, â êîòîðîì çàêðåïëåí òðîñ, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå

2) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà S, êàê è â ñëó÷àå 3) íàõîäèòñÿ íà ëååðå, íî

äâèæåíèå âäîëü ëååðà çàïðåùåíî.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè S áóäåì èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêèå

áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ρ, ϕ, ζ, ñâÿçàííûå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z ôîð-

ìóëàìè

x = aρ cosϕ, y = aρ sinϕ, z = aζ, (10.1)

à òàêæå äåêàðòîâû áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ξ, η, ζ, îïðåäåëÿåìûå ôîð-

ìóëàìè x = aξ, y = aη, z = aζ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå 1) òî÷êà S áóäåò íàõîäèòñÿ íà ñâÿçè, åñëè

Qi =

(
z − ci
ai

)2

+
x2 + y2

a2i
− 1 = 0, (10.2)

ãäå ci - êîîðäèíàòà ïîëþñà Fi íà îñè Cz, ai - äëèíà òðîñà, i = 1 èëè i = 2.

Åñëè òî÷êà S ñîåäèíåíà äâóìÿ òðîñàìè ñ îáîèìè ïîëþñàìè (ñëó÷àé2)),

òî ïðè ñâÿçíîì äâèæåíèè Q1 = Q2 = 0.

Åñëè æå òî÷êà S ïîìåùåíà íà ëååð (ñëó÷àé3)), òî îíà áóäåò íàõîäèòñÿ

íà ñâÿçè, åñëè

F = (ζ − ed)2 + ρ2/(1− e2)− 1 = 0, (10.3)

ãäå d = z0/c, zO - êîîðäèíàòà òî÷êè O íà îñè Cz.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî Π çàâèñèò îò ρ è ζ, íî íå çàâèñèò îò ϑ, òî åñòü èíâàðèàíòåí

îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã Cz. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð,

åñëè òâåðäîå òåëî åñòü îäíîðîäíîå òåëî âðàùåíèÿ.

Ïðèìåðîì òàêîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë, èñïîëüçóåìûé â ãëà-

âàõ 7 è 8, òî åñòü ïîòåíöèàë ãàíòåëåâèäíîãî òâåðäîãî òåëà, ñîñòîÿùåãî èç

äâóõ îäíîðîäíûõ øàðîâ (M1 è M2 íà ðèñ. 10.1) ñ ìàññàìè m1 è m2, ñîåäè-

íåííûõ íåâåñîìûì ñòåðæíåì. Â ýòîì ñëó÷àå

Π = −Gm0

(
m1

SM1
+

m1

SM1

)
, (10.4)

ãäå G - ãàóññîâà êîíñòàíòà òÿãîòåíèÿ, m0 - ìàññà òî÷êè S, SM1 = aρ1,

SM2 = aρ2,

ρ21 = ρ2 + (ζ − (1− µ)ke)2 , ρ22 = ρ2 + (ζ + µke)2 , (10.5)

k = l/c, µ = m1/(m1 +m2), l = M1M2.

Äðóãèì ïðèìåðîì ìîæåò áûòü ïîòåíöèàë, êîòîðûì àïïðîêñèìèðóåò-

ñÿ ïîòåíöèàë ñæàòîãî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà,
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èñïîëüçóåìûé â ãëàâå 9, êîãäà êîîðäèíàòû òî÷åêM1 èM2 âäîëü z âûáèðà-

þòñÿ êîìïëåêñíîñîïðÿæåííûìè, òàêæå, êàê è ìàññû ýòèõ ïðèòÿãèâàþùèõ

öåíòðîâ.

10.2 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è óñëîâèÿ íàõîæäåíèÿ

íà ñâÿçè

Èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè S â âèäå

ρϕ′′ + 2ρ′ (ϕ′ + cosϑ)− 2ζ ′ sinϕ sinϑ+

cosϕ sinϑ (ρ sinϕ sinϑ+ ζ cosϑ) = 0

(10.6)

ζ ′′ − 2
d(ρ cosϕ)

dτ
sinϑ− (ζ sinϑ− ρ cosϑ sinϕ) sinϑ+

∂Π̃

∂ζ
= Λζ (10.7)

ρ′′ − ρϕ′(ϕ′ + 2 cosϕ) + 2ζ ′ sinϑ cosϕ+ ζ sinϕ sinϑ cosϑ−

−ρ(1− sin2 ϕ sin2 ϑ) +
∂Π̃

∂ρ
= Λρ

(10.8)

èëè â âèäå

ξ′′ + 2η′′ cosϑ− 2ζ ′′ sinϑ− ξ +
∂Π̃

∂ρ

ξ

ρ
= Λx (10.9)

η′′ − 2ξ′′ cosϑ− (η cosϑ− ζ sinϑ) cosϑ+
∂Π̃

∂ρ

η

ρ
= Λy (10.10)

ζ ′′ + 2ξ′ sinϑ+ (η cosϑ− ζ sinϑ) sinϑ+
∂Π̃

∂ζ
= Λζ , (10.11)
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ãäå øòðèõîì ()′, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàçìåðíîìó

âðåìåíè τ : (τ = ωt), à Π̃ åñòü îáåçðàçìåðåííûé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

(Π̃ = ∆Π, ∆ - íåêîòîðàÿ ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà). Íàïðèìåð, åñëè ïîòåíöèàë

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (10.4), òî

Π̃ = −αk3e3
(
µ

ρ1
+

1− µ
ρ2

)
, (10.12)

ãäå α = G(m1 +m2)/(ω
2l3).

Åñëè òî÷êà S ñîåäèíåíà ñ òâåðäûì òåëîì îäíèì òðîñîì, òî

Λζ = λ
∂Qi

∂ζ
, Λρ = λ

∂Qi

∂ρ
, Λx = λ

∂Qi

∂ξ
, Λy = λ

∂Qi

∂η
, (10.13)

ãäå i = 1 èëè i = 2.

Åñëè òî÷êà S ñîåäèíåíà ñ òâåðäûì òåëîì äâóìÿ òðîñàìè, òî

Λζ = λ
∂Q1

∂ζ
+ υ

∂Q2

∂ζ
, Λρ = λ

∂Q1

∂ρ
+ υ

∂Q2

∂ρ
,

Λx = λ
∂Q1

∂ξ
+ υ

∂Q2

∂ξ
, Λy = λ

∂Q1

∂η
+ υ

∂Q2

∂η
.

(10.14)

Íàêîíåö, åñëè òî÷êà S ðàñïîëîæåíà íà ëååðå, òî

Λζ = λ
∂F

∂ζ
= 2λ(ζ − de),Λρ = λ

∂F

∂ρ
=

2ρλ

1− e2
,

Λx =
2λξ

1− e2
,Λy =

2λη

1− e2

(10.15)

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (10.4) (èëè â

áåçðàçìåðíîé ôîðìå (10.12)), òî âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ÎÎÊÇ3Ò,

ïðè ýòîì äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

6 ïàðàìåòðàìè: òðåìÿ ïàðàìåòðàìè ÎÎÊÇ3Ò (α, µ, ϑ - cì. [13, 24, 99]) -

è âåëè÷èíàìè e, d, k. Ïðè ýòîì íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m1 ≤ m2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 0 < µ ≤ 1/2. Êðîìå

òîãî, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî −1 < d < 1 è 0 < k < 2.
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Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ (10.6) íå çàâèñèò îò

Π̃ è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, Π

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè Oz, òî åñòü íå çàâèñèò îò

varphi, è âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ ñâÿçåé ìîãóò áûòü

çàïèñàíû â ôîðìå òàêæå íåçàâèñÿùåé îò ϕ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ëàãðàíæà, åñëè ìíîæèòåëü λ îòðèöàòåëåí

(èëè îáà ìíîæèòåëÿ λ è υ îòðèöàòåëüíû), òî òðîñ (èëè òðîñû) íàïðÿ-

æåí(û), ÷òî ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå òî÷êè S íà ñâÿçè, åñëè λ = 0 (èëè

λ = υ = 0), òî ñèëà ðåàêöèè òðîñà (òðîñîâ) ðàâíà íóëþ è S ìîæåò êàê íà-

õîäèòüñÿ íà ñâÿçè, òàê è ñîâåðøàòü ñâîáîäíîå äâèæåíèå. Ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåìû èç-çà îäíîñòî-

ðîííîñòè íàëîæåííûõ ñâÿçåé.

10.3 Ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ

Óðàâíåíèÿ (10.6,10.7,10.8) äîïóñêàþò èíòåãðàë ßêîáè, îäíàêî äàæå åñ-

ëè âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà S íå ñõîäèò ñî ñâÿçè, òî åñòü

âûïîëíåíî óñëîâèå (10.3) èëè (10.2), ýòîãî íå äîñòàòî÷íî äëÿ èíòåãðèðóå-

ìîñòè. Ðàññìîòðèì òåì íå ìåíåå íåêîòîðûå ñèòóàöèè, êîãäà ýòè óðàâíåíèÿ

èíòåãðèðóåìû.

10.3.1 Äâèæåíèå íà äâóõ íàïðÿæåííûõ òðîñàõ

Íàèáîëåå ïðîñòî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè S èíòåãðèðóþòñÿ â ñëó÷àå,

êîãäà S ñîåäèíåíà ñ ïîëþñàìè äâóìÿ òðîñàìè è ñîâåðøàåò ñâÿçíîå äâèæå-

íèå. Â ýòîé ñèòóàöèè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè, îïðåäåëÿåìîé

ðàâåíñòâàìè ζ = ζ0 = const è ρ = ρ0 = const, ïðè÷åì óðàâíåíèÿ (10.7)

è 10.8 âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîêà òî÷êà S íå
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ñîøëà ñî ñâÿçè, åå äâèæåíèå íå çàâèñèò îò ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà

òâåðäîãî òåëà è îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ϑ è âåëè÷èíàìè ζ0 è ρ0. Êàê ñëå-

äóåò èç (10.6), ñâÿçíîå äâèæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîä÷èíÿåòñÿ

èíòåãðàëó ßêîáè

ϕ′
2 − cos2 ϕ sin2 ϑ+

ζ0
ρ0

sinϕ sin 2ϑ = h0 = const. (10.16)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ èíòåãðàëîì

(10.16) êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò ôàçîâîãî ïîðòðåòà ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìàÿòíèêà, îäíàêî, âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè. Åñëè −ρ0 ≤ ζ0 ctg ϑ ≤ ρ0, òî

åñòü îêðóæíîñòü ρ = ρ0, ζ = ζ0 èìååò ñ ïëîñêîñòüþ Cxy2 íå áîëåå îäíîé

îáùåé òî÷êè, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíî-

âåñèÿ òî÷êè S â ñèñòåìå îòñ÷åòà Cxyz, äëÿ êîòîðûõ ϕ = ±π/2, îäíî èç

êîòîðûõ óñòîé÷èâî, à äðóãîå - íåóñòîé÷èâî. Ýòè ðàâíîâåñèÿ íàõîäÿòñÿ â

òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ρ = ρ0, ζ = ζ0 ñ ïëîñêîñòüþ Cyz, ïðè÷åì

óñòîé÷èâûì ÿâëÿåòñÿ òî ðàâíîâåñèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç îñò-

ðûõ óãëîâ ìåæäó Cz è Cy2. Åñëè æå |ζ0 ctg ϑ| > ρ0, òî îáà ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ ϕ = ±π/2 îêàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, íî ñóùåñòâóþò åùå äâà ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ = − arcsin(ζ0 ctg ϑ/ρ0) è ϕ = π + arcsin(ζ0 ctg ϑ/ρ0),

íàõîäÿùèåñÿ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ρ = ρ0, ζ = ζ0 ñ ïëîñêîñòüþ

Cxy2. Ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåãäà óñòîé÷èâû.

10.3.2 Cëó÷àé íóëåâîãî óãëà íóòàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϑ = 0, ò.å. òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã "âåðòè-

êàëüíîé"îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ òî÷êè S íå çàâèñèò îò ϕ′ è èìååò ìåñòî öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë

ρ2(ϕ′ + 1) = c = const, (10.17)

ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþùèéñÿ èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è êîòî-

ðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ (10.6). Óðàâíåíèÿ
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(10.7,10.8) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïî Ðàóñó óïðî-

ùàþòñÿ äî âèäà

ζ ′′ − 2λ(ζ − ed) +
∂Π̃

∂ζ
= 0,

ρ′′ − c2

ρ3
− 2λρ

1− e2
+
∂Π̃

∂ρ
= 0

(10.18)

Îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà (10.3).

Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ γ ïî ôîðìóëàì

ρ =
√

1− e2 sin γ, ζ = de+ cos γ (10.19)

Â íàøåì ñëó÷àå 0 ≤ γ ≤ π. Èíòåãðàë ßêîáè, âûðàæåííûé ÷åðåç γ′ è γ,

ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

1

2
(1− e2 cos2 γ)γ′

2
+ Π̃ +

c2

2(1− e2) sin2 γ
= h = const (10.20)

Ïîäñòàâèâ (10.19) â (10.18) è èñêëþ÷èâ èç ïîëó÷èâùèõñÿ óðàâíåíèé

γ′′, óñëîâèå íàõîæäåíèÿ òî÷êè S íà ñâÿçè λ ≤ 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

íåðàâåíñòâà

γ′
2 − sin γ√

1− e2
∂Π̃

∂ρ
− cos γ

∂Π̃

∂ζ
+

(
c

(1− e2) sin γ

)2

≥ 0 (10.21)

Ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ òî÷êè S áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà Π̃ â

(10.20,10.21) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (10.12). Áîëåå òîãî, îãðàíè÷èìñÿ ïîë-

íîñòüþ ñèììåòðè÷íîé ñèòóàöèåé, êîãäà F1 è F2, ðàâíî êàê è M1 è M2 ñèì-

ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ C, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè µ = 1/2

è d = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè c = 0, òî S áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ñâÿçè âî âñå

âðåìÿ äâèæåíèÿ òîëüêî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ |γ′|. Ïðè ýòîì S áóäåò

âðàùàòüñÿ âîêðóã C â íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé Cz1.

Åñëè c 6= 0, ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ñõîäà ñî

ñâÿçè è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ e, α, k è c âîçìîæíû 6 òèïîâ
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ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Êàæäîìó èç ýòèõ òèïîâ îòâå÷àåò

îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñ. 10.2 èçîáðàæåíî ñå÷åíèå

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ e = const äëÿ
√

3/3 < e ≤ 0.9965. (Çäåñü ïî

âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ êîìáèíèðîâàííîãî ïàðàìåòðà

c1 = c2/(αk3), î÷åâèäíî, c1 > 0). Îòìåòèì, ÷òî ïðè e ≤
√

3/3 òàêîå ñå÷åíèå

áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû òîëüêî îáëàñòåé I,II,VI. Êðîìå òîãî, ïðè e >

0.9965 ñå÷åíèå îáëàñòè V îêàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì.

 H 

 G 

 F 

 E 

 D 

 C 

 B 

 A 

 1  c 

 k 

 V 

 VI 

 IV 

 III 

 II 

 I 

0 2

Ðèñóíîê 10.2 �

Òèïè÷íûé ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ îáëàñòè I èçîáðàæåí íà ðèñ. 10.3. Åäèí-

ñòâåííîé îñîáîé òî÷êå íà ýòîì ôàçîâîì ïîðòðåòå ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñèå

òî÷êè S íà ñåðåäèíå ëååðà. Ïðè ýòîì â àáñîëþòíîì äâèæåíèè òî÷êà S îïè-

ñûâàåò ýêâàòîð ýëëèïñîèäà (10.3). Îñòàëüíûå äâèæåíèÿ òî÷êè S â ýòîì

ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëåáàíèÿ íà ëååðå îêîëî åãî ñåðåäèíû ïðè

îäíîâðåìåííîì âðàùåíèè âìåñòå ñ ëååðîì âîêðóã Cz1.

Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ îáëàñòè II îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî íàëè÷èåì

âîêðóã ðàâíîâåñèÿ γ = π/2 îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè (îãðàíè÷åíà æèðíîé

ëèíèåé íà ðèñ. 10.4), ò.å. â îáëàñòè II äâèæåíèå òî÷êè S ïî ýêâàòîðó ýë-

ëèïñîèäà íåðåàëèçóåìî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê êðèâîé AD îáëàñòü ñõîäà
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ñî ñâÿçè ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè γ = π/2, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîå

äâèæåíèå ïî ýêâàòîðó ýëëèïñîèäà ïðîèñõîäèò ïðè íóëåâîé ñèëå ðåàêöèè

ëååðà.

 0  π  π/2 

 ’ 
  
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.3 �

 0  π  π/2 

 ’ 
  
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.4 �

Â îáëàñòè III îñîáàÿ òî÷êà γ = π/2 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, îäíàêî

ïîÿâëÿþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ (cì. ðèñ. 10.5), ñîîòâåòñòâóþùèå

äâèæåíèÿì òî÷êè S âäîëü äâóõ ïàðàëëåëåé ýëëèïñîèäà (10.3). Âñå äâèæå-
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íèÿ ïðîèñõîäÿò ïðè íåíóëåâîé ñèëå ðåàêöèè òðîñà, îáëàñòü ñõîäà ñî ñâÿçè

îòñóòñòâóåò. Äâèæåíèå ïî âåòâÿì ñåïàðàòðèñû ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿì

èçó÷àåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàìàòûâàþùèìñÿ íà ýêâàòîð ýëëèïñîèäà.

 π/2 

 ’ 
  
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.5 �

Ôàçîâûé ïîðòðåò â îáëàñòè IV îòëè÷àåòñÿ îò ôàçîâîãî ïîðòðåòà â îá-

ëàñòè III íàëè÷èåì äâóõ îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè, ïðè÷åì ïðè íåóñòîé÷è-

âîì äâèæåíèè âäîëü ýêâàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèì γ = π/2, ñõîä ñî ñâÿçè

íå ïðîèñõîäèò (ðèñ. 10.6). Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè ìîãóò êàê

íàõîäèòüñÿ öåëèêîì âíóòðè ïåòëè ñåïàðàòðèñû, òàê è âûõîäèòü çà ýòè ïðå-

äåëû.

Â îáëàñòè V òàêæå èìåþò ìåñòî äâå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè, îäíàêî

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ òàêèìè æå, êàê â îáëàñòè I (ðèñ. 10.7).

Íàêîíåö, â îáëàñòè VI ôàçîâûé ïîðòðåò àíàëîãè÷åí ôàçîâûì ïîðòðå-

òàì â îáëàñòÿõ III è IV, îäíàêî, âñå îñîáûå òî÷êè îêàçûâàþòñÿ âíóòðè

îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè (ðèñ. 10.8), ò.å. ðàâíîâåñèÿ òî÷êè S íà ëååðå íåðåà-

ëèçóåìû.

Íà ðèñ. 10.2 ãðàíèöû AD, DG, GC îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè I,BH - ê îá-
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 0  π  π/2 

 ’ 
   
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.6 �

 0  π  π/2 

 ’ 
   
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.7 �
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 0  π  π/2 

 ’ 
   
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.8 �

ëàñòè II, GE - ê îáëàñòè III, GH - ê îáëàñòè V. Äëÿ òî÷åê êðèâûõ DH è

HF ñóùåñòâóþò äâå îáëàñòè ñõîäà ñî ñâÿçè, êàñàþùèåñÿ â òî÷êå γ = π/2.

Êðèâàÿ ADHF îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

c1 =
8e3(1− e2)2

(4− 4e2 + k2e2)3/2
, (10.22)

à êðèâàÿ BHGC óðàâíåíèåì

c1 =
8e5(1− e2)(3k2 − 4 + 4 ∗ e2 − k2e2)

(4− 4e2 + k2e2)5/2
(10.23)

Êîîðäèíàòû òî÷êè D åñòü

k =

√
5 + 7e2 −

√
81e4 + 102e2 − 32

2e
,

c1 =
64(1− e2)2(

21− 9e2 −
√

81e4 + 102e2 − 32
)3/2 .

(10.24)
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10.3.3 Äâèæåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïðè ïðÿìîì

óãëå íóòàöèè

Â ñëó÷àå, êîãäà ϑ = π/2 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè S â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ ξ = x/a, η = y/a, ζ = z/a èìåþò âèä

ξ′′ + 2ζ ′ − ξ +
∂Π̃

∂ξ
=

2λξ

1− e2
, (10.25)

η′′ +
∂Π̃

∂η
=

2λη

1− e2
, (10.26)

ζ ′′ − 2ξ′′ − ζ +
∂Π̃

∂ζ
= 2λ(ζ − ed). (10.27)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Π̃ çàâèñèò òîëüêî îò ρ è ζ, òî ïðè η = 0 ∂Π̃/∂η = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèÿ òî÷êè S â ïëîñêîñòè η = 0, ò.å. â ïëîñêîñòè

Cxz, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàþùåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñ

Cx1y1, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (10.25,10.27). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå äâè-

æåíèÿ îãðàíè÷åíû íåêîòîðûì ýëëèïñîì, âðàùàþùèìñÿ â Cx1y1 âîêðóã Cz1

ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Îãðàíè÷èìñÿ äâèæåíèÿìè ïî ãðàíèöå ýòîãî ýëëèï-

ñà, äëÿ ÷åãî ââåäåì ïåðåìåííóþ γ ïî ôîðìóëàì

ξ =
√

1− e2 sin γ, ζ = cos γ + ed (10.28)

(Çäåñü 0 ≤ γ < 2π). Èíòåãðàë ßêîáè, âûðàæåííûé ÷åðåç γ′ è γ, èìååò âèä

1

2
(1− e2 cos2 γ)γ̇2 + Π̃− de cos γ − 1

2
e2 cos2 γ = h = const (10.29)

Ïîäñòàâèâ (10.28) â (10.25,10.27) è èñêëþ÷èâ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé

γ′′, ïîëó÷èì óñëîâèå λ ≤ 0 íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè êàê íåðàâåíñòâî

γ′
2

+
2(1− e2 cos2 γ)
√

1− e2
γ′ + 1 + de cos γ − ∂Π̃

∂ζ
cos γ − ∂Π̃

∂ξ

sin γ
√

1− e2
≥ 0 (10.30)
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Ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà Π̃ îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (10.12). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëíîé ñèììåòðèè, êîãäà µ = 1/2

è d = 0. Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

ñ èíòåãðàëîì ßêîáè (10.29) ëåæàò ëèáî â òî÷êàõ γ = π/2n, n = 0, 1, 2, 3,

ëèáî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

1

α
=

1

4e cos γ

(
2e cos γ − k

ρ
3/2
1

+
2e cos γ + k

ρ
3/2
2

)
(10.31)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè γ′ = 0, òî óñëîâèå íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè

(10.30) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

1

α
≥ 1

4e

(
2− ke cos γ

ρ
3/2
1

+
2 + ke cos γ

ρ
3/2
2

)
, (10.32)

è, êàê íå òðóäíî âèäåòü, ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåìûå (10.31) íàõîäÿòñÿ çà ïðå-

äåëàìè îáëàñòè íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè è íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû. Áîëåå

òîãî, ðàâíîâåñèÿ γ = 0 è γ = π îêàçûâàþòñÿ ðåàëèçóåìûìè òîëüêî ïðè

α ≤ (2− k2e2/2)2/(4 + k2e2) è â ýòîì ñëó÷àå îíè óñòîé÷èâû, à ðàâíîâåñèÿ

γ = ±π/2 îêàçûâàþòñÿ ðåàëèçóåìûìè òîëüêî ïðè α ≤ (1−e2+k2e2/4)3/2 è

â ýòîì ñëó÷àå îíè íåóñòîé÷èâû. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ ôàçîâûé ïîðò-

ðåò ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â èçó÷àåìîì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùå-

ñòâåííî áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì, ÷åì ôàçîâûé ïîðòðåò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìà-

ÿòíèêà, äâèæåíèÿ òî÷êè S, íå ïðèâîäÿùèå ê ñõîäó ñî ñâÿçè, ìîãóò áûòü

ëèáî, ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ |γ′|, �âðàùåíèÿìè�,

ïðè êîòîðûõ S ïåðèîäè÷åñêè ïðîáåãàåò óïîìÿíóòûé âûøå ýëëèïñ, èëè,

ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ |γ′|, �êîëåáàíèÿìè� âîêðóã óñòîé÷èâûõ ïîëîæå-

íèé ðàâíîâåñèÿ γ = 0 èëè γ = π. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà â êà÷åñòâåííî

íàèáîëåå ñëîæíîé ñèòóàöèè, êîãäà ñóùåñòâóåò 12 ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ,

10 èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ âíå îáëàñòè íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè, èçîáðàæåí íà

ðèñ. 10.9 (ãðàíèöà îáëàñòåé ñõîäà ñî ñâÿçè îáîçíà÷åíà æèðíîé ëèíèåé, ýòè
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îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, íà ðèñóíêå 10.9 èçîáðàæåíû òîëüêî èõ

�âåðõíèå� ÷àñòè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èññëåäîâàíèå êîëè÷åñòâà è óñòîé-

÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ, åñëè äîïóñòèòü

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ α (ò.å. ñèëû ïðèòÿæåíèÿ çàìåíèòü íà ñèëû îòòàë-

êèâàíèÿ) èëè æå, åñëè ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå òî÷êè ïî âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòè ýëëèïñîèäà (10.3).

 2π  0  3π/2  π  π/2 

 ’ 
   
 γ 

 γ 

Ðèñóíîê 10.9 �
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ÃËÀÂÀ 11

Ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå,

çàêðåïëåííîì íà ïðåöåññèðóþùåì òâåðäîì òåëå

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå â ïî-

äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñÿìè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà, â ïîëþñàõ êîòîðîãî çàêðåïëåíû êîíöû ëååðà.

Ïðèìåðàìè òàêèõ ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå íóëåâîé ñèëû ðåàêöèè ëååðà, î÷å-

âèäíî, ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííûå âûøå òî÷êè ëèáðàöèè, íî èìè íå èñ÷åðïû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàâíîâåñèé. Îòìåòèì, ÷òî èç-çà ñîáñòâåííîãî

âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, íàõîäÿùàÿñÿ â ðàâíîâåñèè

íà ëååðå, íåïîäâèæíà òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþñàì òâåðäîãî òåëà (òî

åñòü âî âðàùàþùèõñÿ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò Cxyz èëè Cxy2z1 íà ðèñ. 10.1),

íî ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî

òåëà, äâèæåòñÿ âîêðóã ýòîãî òåëà ïî íåêîòîðîé êðóãîâîé îðáèòå.

Êàê ñëåäóåò èç (10.6), ïðè 0 < ϑ < π/2 êîîðäèíàòû ïîëîæåíèé ðàâíî-

âåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè S âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò Cxyz â

ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë Π ãðàâèòèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

Cz (òî åñòü åñëè Π çàâèñèò òîëüêî îò ζ è ρ, íî íå çàâèñèò îò ϕ - ñì. (10.1)),

è ïðè ëþáîì èç îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ òðî-

ñîì èëè òðîñàìè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè S ñ ïîëþñàìè òâåðäîãî òåëà (èëè ïðè

îòñóòñòâèè òàêèõ ñîåäèíåíèé) ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ

sinϑ (ρ sinϕ sinϑ+ ζ cosϑ) = 0,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ϕ = ±π/2, ëèáî ρ = −ζ sinϕ cotϑ, òî åñòü ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ëèáî ïëîñêîñòè Czz1 (ïðî-
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õîäÿùåé ÷åðåç îñè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè), ëèáî ïëîñêîñòè

Cxy2 (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òâåðäîãî òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè

ïðåöåññèè). Ïî àíàëîãèè ñ ïðèíÿòîé âûøå êëàññèôèêàöèåé òî÷åê ëèáðà-

öèè, áóäåì íàçûâàòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðâîãî òèïà �êîìïëàíàðíû-

ìè�, à âòîðîãî òèïà - �òðåóãîëüíûìè�.

11.1 Ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå â

ñëó÷àå íóëåâîé ãðàâèòàöèè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà ãðàâèòàöèåé òâåðäîãî òåëà ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü, òî åñòü Π ≡ 0. (Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåõàíè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ïðîòÿæåííîé ïðåöåññèðóþùåé êîñìè÷å-

ñêîé ñòàíöèè, íàõîäÿùåéñÿ âäàëè îò ìàññèâíûõ íåáåñíûõ òåë è ñíàáæåííîé

ëååðîì, ïî êîòîðîìó ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ íåáîëüøîé çîíä).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë íóòàöèè ϑ - îñòðûé. Ñ÷èòàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè d ≥ 0 è àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèÿ (10.6,10.8,10.7) íåòðóäíî óñòàíî-

âèòü, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà Cxyz ñóùåñòâóþò 4 èëè 6 ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ òî÷êè S íà ýëëèïñîèäå (10.3). Äâà èç ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ åñòü

ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ñ Cz1, äëÿ êîòîðûõ ϕ = ±π/2, ζ = η cotϕ. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå λ = 0, ò.å. òðîñ íå íàïðÿæåí. Î÷åâèäíî, ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà Cz1 íåóñòîé÷èâû. Èçó÷àÿ ýêñòðåìóìû èíòåãðàëà

ßêîáè è îïèðàÿñü íà òåîðåìó À.Ï.Èâàíîâà [43, 44], ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

ξ = 0, η = − (1− e2) cosϑ√
1− e2 cos2 ϑ

, ζ = ed+
sinϑ√

1− e2 cos2 ϑ

âñåãäà óñòîé÷èâî, â òî âðåìÿ êàê ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

ξ = 0, η =
(1− e2) cosϑ√

1− e2 cos2 ϑ
, ζ = ed− sinϑ√

1− e2 cos2 ϑ
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óñòîé÷èâî òîëüêî åñëè

d <
e sinϑ√

1− e2 cos2 ϑ
(11.1)

Äâà ïîñëåäíèõ êîìïëàíàðíûõ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò òàêèì òî÷êàì ïå-

ðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà (10.3) è ïëîñêîñòè Cyz, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñ-

êîñòü ïàðàëëåëüíà îñè ïðåöåññèè Cz1.

Êðîìå îïèñàííûõ 4 êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïëîñêîñòè

Czz1, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11.1) â ïëîñêîñòè Cx1y1 ñóùåñòâóþò

äâà íåóñòîé÷èâûõ òðåóãîëüíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ

ϕ = π/2± arccos

(
d
√

1− e2 cotϑ√
e2 − d2

)
,

ρ =

√
1− e2

√
e2 − d2

e
, ζ = −d(1− e2)

e
.

11.2 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè �çàêðåïëåííûõ� ðàâíî-

âåñèé

Èçó÷èì òåïåðü âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçèðîâàòü ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè S íà ëååðå, ïðîñòî çàïðåòèâ äâèæåíèÿ âäîëü ëååðà. Îãðàíè÷èìñÿ òå-

ìè èç òàêèõ �çàêðåïëåííûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñèëà íà-

òÿæåíèÿ òðîñà íå ðàâíà íóëþ, èñêëþ÷èâ òåì ñàìûì èç ðàññìîòðåíèÿ òî÷êè

ëèáðàöèè. Êàê ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû À.Ï.Èâàíîâà [43, 44], â ýòîì

ñëó÷àå âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ñäåëàòü, çàìåíèâ íåóäåðæèâàþùèå

ñâÿçè óäåðæèâàþùèìè. Â íàøåì ñëó÷àå òàêàÿ çàìåíà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ϕ è èíòåãðàëîì ßêîáè

T2 − T0 = h = const, (11.2)

íå çàâèñÿùèì îò ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà àñòåðîèäà, ãäå

T2 =
1

2
ρ2ϕ′

2
, T0 =

1

2

(
(η cosϑ− ζ sinϑ)2 + x2

)
. (11.3)
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Î÷åâèäíî, äëÿ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (êàê, âïðî÷åì, è äëÿ

òðåóãîëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ) dT0/dϕ = 0. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ =

ρ cosϕ è η = ρ sinϕ, ïðè ξ = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d2T0
dϕ2

= η sinϑ (η sinϑ+ ζ cosϑ) . (11.4)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ðàâíîâåñèé, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî êîìïëà-

íàðíûìè è òðåóãîëüíûìè, d2T0/dϕ2 = d3T0/dϕ
3 = 0, íî

d4T0
dϕ4

= −3η2 sin2 ϑ. (11.5)

Èç (11.4,11.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íå

ëåæàùèõ íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

η (η sinϑ+ ζ cosϑ) ≤ 0 (11.6)

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì T0. Òàêèì îáðàçîì, �çàêðåïëåííûå� êîìïëàíàðíûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íå ëåæàùèå íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òâåð-

äîãî òåëà è äëÿ êîòîðûõ ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà íå ðàâíà íóëþ, óñòîé÷èâû

âíóòðè îñòðûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ îñÿìè Cz è Cy2 (âêëþ÷àÿ ðàâíîâåñèÿ,

ëåæàùèå íà Cy2). Àíàëèçèðóÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ëèíåàðèçî-

âàííûõ â îêðåñòíîñòè êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî åñëè ëåâàÿ ÷àñòü (11.6) ïîëîæèòåëüíà, ò.å. åñëè êîìïëàíàðíîå

ðàâíîâåñèå íàõîäèòñÿ âíóòðè òóïûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ îñÿìè Cz è Cy2,

òî îíî íåóñòîé÷èâî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

d2T0
dϕ2

= −ξ2 sin2 ϑ, (11.7)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå �çàêðåïëåííûå� òðåóãîëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

óñòîé÷èâû.

238



11.3 �Òðåóãîëüíûå� ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè íà ëååðå â óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò

Èçó÷èì òåïåðü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè íà ëååðå âî âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè ïðåöåññèè ïëîñêîñòè

Cxy2 â ñëó÷àå, åñëè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ,

òî åñòü â óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò.

Êàê ñëåäóåò èç (10.7,10.8) êîîðäèíàòû òðåóãîëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíî-

âåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

∂Π̃

∂ζ
+ 2λd− (1 + 2λ) ζ = 0,

∂Π̃

∂ρ
−
(

1 +
2λ

1− e2

)
ρ = 0 (11.8)

C÷èòàÿ, ÷òî Π â (11.8) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (10.4), óñëîâèå íà-

õîæäåíèÿ íà ñâÿçè λ ≤ 0 ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå
2ζ − ke (1 + 2µ)

eζ + d (1− e2)
≤ 0 (11.9)

Èñêëþ÷èâ λ èç (11.8) è èñïîëüçóÿ (10.3,10.4), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ êîîðäèíàòû ζ òðåóãîëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, íå çàâèñÿùåå îò ρ, ϕ, ϑ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå êàê çàâèñèìîñòü ìåæäó ζ è e ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ µ, d, k, α. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìíîæå-

ñòâà òðåóãîëüíûõ ðàâíîâåñèé äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òâåðäîãî òåëà (ò.å.

äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µ, d, k, α, ϑ) ïðè âñåâîçìîæ-

íûõ äîïóñòèìûõ äëèíàõ òðîñà (òî åñòü ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ e).

Çäåñü ìîæíî âûäåëèòü ïÿòü êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ "ïîëíîé

ñèììåòðèè"d = 0, µ = 1/2. Êàê ñëåäóåò èç (11.9), òðåóãîëüíûå ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òàêîãî òâåðäîãî òåëà ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî íà îñè
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Cx. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè α ≤ 1/8, òî âñå òî÷êè ïðÿìîé Cx ÿâëÿþòñÿ

òðåóãîëüíûìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿìè. Åñëè æå α > 1/8, òî ìíîæå-

ñòâî òðåóãîëüíûõ ðàâíîâåñèé ñîñòîèò èç äâóõ ëó÷åé |x| ≥ ke
√
α2/3 − 1/4,

íà÷èíàþùèõñÿ â ÒÒË. Àíàëèç óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â îêðåñò-

íîñòè êàæäîãî èç ðàâíîâåñèé, ëåæàùèõ íà Cx, ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå îíè

íåóñòîé÷èâû.

Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå àñòåðîèäà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ïîëåì

äâóõ òî÷åê ðàâíîé ìàññû (µ = 1/2), íî d 6= 0 âî âòîðîì ñëó÷àå. Áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d > 0. Âîçìîæíûå ìíîæåñòâà òðåóãîëü-

íûõ ðàâíîâåñèé äëÿ α > 1/8 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.1. Äëÿ 0 < ϑ < π/2

ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ ðàâíîâåñèé ïðåäñòàâëåíî êðèâîé β ñ êîíöàìè â

ÒÒË L1 è L2. Åñëè ϑ→ π/2, òî êðèâàÿ β ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ïðåäåëü-

íîé êðèâîé ω. Åñëè ϑ = 0, òî òðåóãîëüíûå ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò êðóã α,

öåëèêîì ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ëèáðàöèè ÎÎÊÇ3Ò. Åñëè æå α ≤ 1/8, òî ÒÒË

íå ñóùåñòâóþò [13, 24], ïîýòîìó β è ω ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè,

ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç C, à îêðóæíîñòü α èñ÷åçàåò.

Â òðåòüåì ñëó÷àå, êîãäà µ < 1/2, d = 0, ìíîæåñòâà òðåóãîëüíûõ ðàâ-

íîâåñèé ñòàíîâÿòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè (ñì. ðèñ. 11.2). Ïðè ýòîì äëÿ ϑ = 0

òðåóãîëüíûå ðàâíîâåñèÿ íå ñóùåñòâóþò. Åñëè æå óãîë íóòàöèè îñòðûé, òî

äëÿ α ≥ 1/8 ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ϑ òðåóãîëüíûå ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò

îäíîñâÿçíóþ êðèâóþ β. Ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ ϑ ýòî æå ìíîæåñòâî

ñîñòîèò èç äâóõ êðèâûõ γ, íà÷èíàþùèõñÿ â ÒÒË L1 è L2. γ → ω åñëè

ϑ→ π/2. Åñëè æå α < 1/8, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî êðèâûå òèïà β.

µ < 1/2, d < 0 äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà òðåóãîëüíûå ðàâíîâåñèÿ

ñóùåñòâóþò òîëüêî åñëè ϑ ≥ ϑmin, ãäå ϑmin çàâèñèò îò α, d, µ, k. (ñì.

ðèñ. 11.3). Íà ýòîì ðèñóíêå ÷åðåç Sm îáîçíà÷åíî åäèíñòâåííîå òðåóãîëüíîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñóùåñòâóþùåå ïðè ϑ = ϑmin. Îñòàëüíûå êðèâûå è

òî÷êè èìåþò òàêîé æå ñìûñë, êàê è â òðåòüåì ñëó÷àå.
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µ < 1/2, d > 0 äëÿ ïÿòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà òðåóãîëüíûå ðàâíîâåñèÿ îá-

ðàçóþò êðèâûå, îõâàòûâàþùèå C (ñì. ðèñ. 11.4). Îáîçíà÷åíèÿ íà ýòîì ðè-

ñóíêå èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïåðâîì è ÷åòâåðòîì ñëó÷àÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè e â ïåðâîì, âòîðîì è òðå-

òüåì ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ òðåóãîëüíûõ ðàâíîâåñèé, â òî âðåìÿ

êàê â ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ñëó÷àÿõ ÷èñëî ýòèõ ðàâíîâåñèé ìîæåò áûòü 4.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ñïðàâåäëèâ

ñëåäóþùèé êðèòåðèé. Åñëè òðåóãîëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðåàëèçóåò-

ñÿ ïðè íåíóëåâîé ñèëå ðåàêöèè òðîñà è îñòðîì óãëå íóòàöèè, òî îíî ñòà-

íîâèòñÿ óñòîé÷èâûì, êàê òîëüêî òî÷êà S ôèêñèðóåòñÿ íà ëååðå. Èíûìè

ñëîâàìè, çàïðåòèâ ìàòåðèàëüíîé òî÷êå äâèãàòüñÿ âäîëü òðîñà, ìîæíî ñòà-

áèëèçèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáîå òðåóãîëüíîå ðàâíîâåñèå.
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11.4 �Êîìïëàíàðíûå� ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè íà ëååðå â óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò â ñëó÷àå

ïîëíîé ñèììåòðèè

Â çàêëþ÷åíèå èçó÷èì ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè íà ëååðå âî âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè ïðåöåññèè ïëîñêî-

ñòè Cyz (ñîâïàäàþùåé ñ Cy2z1), êàê è âûøå, òî åñòü â óñëîâèÿõ ÎÎÊÇ3Ò,

îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì, êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî òåëà

àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîìïîçèöèåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ äâóõ ðàâíûõ

òî÷å÷íûõ ìàññ (µ = 1/2), à ïîëþñà òâåðäîãî òåëà íàõîäÿòñÿ íà ðàâíûõ

ðàññòîÿíèÿõ îò åãî öåíòðà ìàññ C (d = 0), òî åñòü ñèòóàöèåé, íàçâàííîé

ðàíüøå �ñëó÷àåì ïîëíîé ñèììåòðèè�.

Èç (10.9,10.10,10.11,10.15) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè S,

ïîìåùåííîé íà ëååð, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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ξ′′ + 2η′ cosϑ− 2ζ ′ sinϑ− ξ +
∂Π̃

∂ρ

ξ

ρ
=

2λξ

1− e2
(11.10)

η′′ − 2ξ′ cosϑ− (η cosϑ− ζ sinϑ) cosϑ+
∂Π̃

∂ρ

η

ρ
=

2λη

1− e2
(11.11)

ζ ′′ + 2ξ′ sinϑ+ (η cosϑ− ζ sinϑ) sinϑ+
∂Π̃

∂ζ
= 2λ(ζ − ed), (11.12)

Î÷åâèäíî, ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êàê è âûøå, âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ÎÎÊÇÒÒ

Â.Â.Áåëåöêîãî [13, 24], êîãäà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë àñòåðîèäà ñîâïà-

äàåò ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîìåùåí-

íûõ â òî÷êè M1 è M2 îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà. Îãðà-

íè÷èâàÿñü ñëó÷àåì �ïîëíîé ñèììåòðèè�, áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë òâåðäîãî

òåëà ìîæíî çàïèñàòü êàê

Π̃ = −αk
3e3

2

(
1

ρ1
+

1

ρ2

)
, (11.13)

ãäå ρ1 = |SF1|/a è ρ2 = |SF2|/a. (ñì. ðèñ. 10.1)

Áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñèÿ òî÷êè S íà ëååðå âî âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè

ξ = 0, ïîëîæèâ â (11.10,11.11,11.12) ξ = ξ′ = ξ′′ = η′ = η′′ = ζ ′ = ζ ′′ = 0.

Èñêëþ÷àÿ λ èç (11.11,11.12), è èñïîëüçóÿ (11.13), ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå

óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ â âèäå

α = f(γ, e;ϑ, k) =

4 sin γ sin2 ϑ
(
1 +
√

1− e2 ctg γ cotϑ
) (√

1− e2 ctg ϑ− ctg γ
)

k3e4
(
k
(
ρ−31 − ρ−32

)
− 2e cos γ

(
ρ−31 + ρ−32

)) (11.14)
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Óñëîâèå íàõîæäåíèÿ íà ñâÿçè òî÷êè S, ò.å. íåïîëîæèòåëüíîñòè λ, ìîæåò

áûòü çàïèñàíî êàê

1

e sin γ
· 1 +

√
1− e2 cot γ cotϑ√

1− e2 cotϑ− cot γ
· 2P (1− e2)− ke cos γ

k − 2P cos γ
≤ 1, (11.15)

ãäå P = (ρ31 +ρ32)/(ρ
3
2−ρ31). Î÷åâèäíî, ðàâåíñòâî â (11.15) äîñòèãàåòñÿ â

ñëó÷àå íóëåâîãî íàòÿæåíèÿ òðîñà, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëàíàðíûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ÊÒË.

Îïèøåì ìíîæåñòâà êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿå-

ìûõ ðàâåíñòâîì (11.14), äëÿ êîòîðûõ (11.15) - ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ïðè

ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðîñ ìîæåò èìåòü ëþáóþ äëèíó, íå ìåíüøóþ ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó ïîëþñàìè F1 è F2 òâåðäîãî òåëà, òî åñòü ýêñöåíòðèñèòåò e

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 1] (çíà÷åíèþ e = 0 ñîîò-

âåòñòâóåò òðîñ áåñêîíå÷íîé äëèíû,à çíà÷åíèþ e = 1 - ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ, ëåæàùèå íà îòðåçêå F1F2). Ôàêòè÷åñêè, â ýòîé ñèòóàöèè e è γ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè Cyz.

Àíàëèçèðóÿ (11.14), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå ìîãóò ëåæàòü íà îñÿõ Cy1 è Cz1

(çà èñêëþ÷åíèåì �öåíòðàëüíîé� ÊÒË, ñîâïàäàþùåé ñ öåíòðîì ìàññ C) è íå

ìîãóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè îñòðûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ îñÿìè Cz è Cz1. Ïî-

ýòîìó, ñëåäóÿ êëàññèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé äëÿ ÊÒË â [28], áóäåì íàçû-

âàòü êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèå âíóòðè îñòðûõ óãëîâ,

îáðàçîâàííûõ îñÿìè Cy1 è Cz, �âíåøíèìè�, à êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèå â ïåðâîì è òðåòüåì êâàäðàíòàõ, îáðàçóåìûõ îñÿìè

Cy1 è Cz1, �âíóòðåííèìè�. Êàê ñëåäóåò èç (11.6), âíåøíèå êîìïëàíàðíûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûå îò ÊÒË, ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè, åñëè

çàêðåïèòü ñòàíöèþ íà ëååðå, â òî âðåìÿ êàê âíóòðåííèå êîìïëàíàðíûå ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûå îò ÊÒË, âñåãäà íåóñòîé÷èâû. (Âûøå áûëî
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ïîêàçàíî, ÷òî âíåøíèå ÊÒË âñåãäà íåóñòîé÷èâû, â òî âðåìÿ êàê âíóòðåí-

íèå ÊÒË ìîãóò áûòü êàê óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

α < g(ϑ, k) =

(
4− k2

)2
sin2 ϑ

4k3 (4 + k2)
(11.16)

íà îñè Cz, êðîìå öåíòðàëüíîé ÊÒË, ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà êîìïëà-

íàðíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ K1 è K2, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêàì M1F1 è

M2F2 ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà Cz íåò êîìïëàíàðíûõ ïîëî-

æåíèé ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûõ îò C. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðà-

âåíñòâà (11.16) âíåøíèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò

â êàê óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê F1, K1, F2, K2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâà òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì (11.14),

íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå (11.15), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âíóòðåí-

íèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íûõ îò ÊÒË, â çàâèñè-

ìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, k è ϑ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîé èëè äâóìÿ

êðèâûìè, ñîåäèíÿþùèìè âíóòðåííèå ÊÒË, èëè æå òàêèå ðàâíîâåñèÿ íå

ñóùåñòâóþò. Êîëè÷åñòâî êðèâûõ, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé êî-

ëè÷åñòâà ÊÒË (ñì.ðèñ. 8.5). Ìíîæåñòâà âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ñîñòîÿò èç äâóõ èëè ÷åòûðåõ êðèâûõ, êîòîðûå, â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ìîãóò ñîåäèíÿòü ìåæäó

ñîáîé â ðàçíûõ êîìáèíàöèÿõ âíåøíþþ ÊÒË, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷-

êó, à òàêæå ïîëþñû F1 è F2 ñ òî÷êàìè K1 è K2 â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîñëåäíèõ. Ýòè êðèâûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Â öåëîì ìîæíî âûäåëèòü 12 êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìíîæåñòâ

êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.11.6-11.17), îïðåäåëÿåìûõ äèà-

ãðàììîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 11.5, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñå÷åíèå ïëîñ-

êîñòüþ k = const ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ α, k è ϑ. Ôàêòè÷åñêè ýòà äèà-

ãðàììà åñòü äèàãðàììà êîëè÷åñòâà ÊÒË èç âîñüìîé ãëàâû (äëÿ ñëó÷àÿ

246



 IX  VIII  VII 

 VI  V 

 IV 

 III 

 I 

 II 

 J 
 H 

 G 

 F 
 E  D 

 C 

 B 

 A 
O

α

ϑ π/2

Ðèñóíîê 11.5 �

µ = 1/2), ê êîòîðîé äîáàâëåíû êðèâàÿ OEFG ñ óðàâíåíèåì α = g(ϑ, k)

(ñì. (11.16)) è îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëåííî êðèâàÿ OHJG, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñåäëîâûì òî÷êàì ãðàôèêà ôóíêöèè f(e, γ) (ñì. (11.14)). Íàïîìíèì, ÷òî

êîëè÷åñòâî âíåøíèõ ÊÒË ðàâíî äâóì ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ α

è ϑ, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ ÊÒË, îòëè÷íûõ îò C, äëÿ îá-

ëàñòè OAEHCO ðàâíî 2, à äëÿ îáëàñòè ABFJDHEA - 4, êðèâàÿ AEHC

èìååò óðàâíåíèå α = 1/8 − 3/16 · sin2 ϑ, êðèâàÿ BFJD îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-

ëåííî, îðäèíàòà òî÷êè B ðàâíà 3
√

3/8.

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â îáëàñòè I (c ãðàíèöåé BFG,

êîòîðóþ òàêæå íàäî îòíåñòè ê ýòîé îáëàñòè), ãäå âíóòðåííèå êîìïëàíàð-

íûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóþò, à âíåøíèå ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâó-

ìÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî C êðèâûìè, ñîåäèíÿþùèìè êàæäóþ èç

âíåøíèõ ÊÒË L1 è L2 ñ áåñêîíå÷íîñòüþ (ðèñ. 11.6). (Íà ýòîì è ñëåäóþùèõ

ðèñ. âíåøíèå ÊÒË îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì �)

Â îáëàñòè II (ñ ãðàíèöåé FGJF , ïðè÷åì òîëüêî FJ ñëåäóåò îòíåñòè
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ê ýòîé îáëàñòè) ê ýòèì äâóì êðèâûì äîáàâëÿþòñÿ òàêæå ñèììåòðè÷íûå

îòíîñèòåëüíî C êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå F1, K1 è F2, K2 ñîîòâåòñòâåííî

(ðèñ. 11.7).

 JG 
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Íà êðèâîé GJ , ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòåé II è III, òàêæå îòñóò-

ñòâóþò âíóòðåííèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à âíåøíèå êîì-

ïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åòûðüìÿ ïîïàðíî ïå-

ðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè, ñîåäèíÿþùèìè ðàâíîâåñèÿ K1 è K2 ñ áåñêîíå÷-

íîñòüþ, è ïîëþñû F1 è F2 ñ âíåøíèìè ÊÒË (ðèñ. 11.8). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

êðèâûõ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò ñåäëîâîé òî÷êå ôóíêöèè f(e, γ).

Â îáëàñòè III (ñ ãðàíèöåé GJDC, ïðè÷åì JDC ñëåäóåò îòíåñòè ê ýòîé

îáëàñòè) òàêæå îòñóòñòâóþò âíóòðåííèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ, à âíåøíèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷å-

òûðüìÿ ïîïàðíî ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî C íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðè-

âûìè, ñîåäèíÿþùèìè ïîëþñû F1 è F2 ñ áåñêîíå÷íîñòüþ, è âíåøíèå ÊÒË

L1 è L2 ñ ïîëþñàìè F1 è F2 (ðèñ. 11.9).
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Â îáëàñòè IV (ñ ãðàíèöåé BFEA, ïðè÷åì òîëüêî ó÷àñòîê EF ñëåäó-

åò îòíåñòè ê ýòîé îáëàñòè) ìíîæåñòâî âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ êà÷åñòâåííî òàêîå æå, êàê â îáëàñòè I, íî ïîÿâëÿþòñÿ äâå ñèì-

ìåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî C êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå âíóòðåííèå ÊÒË L3, L5

è L4, L6, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæå-

íèé ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 11.10). (Íà ýòîì è ñëåäóþùèõ ðèñ. âíóòðåííèå ÊÒË

îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì ♦).

 (EFGHE)  V 

6L 5L

4L

3L

2K

1K

2L

1L

2F

1F

2M

1M

1z

1
yC

Ðèñóíîê 11.11 �

Â îáëàñòè V (ñ ãðàíèöåéEFJHF íå ïðèíàäëåæàùåé ýòîé îáëàñòè) ìíî-

æåñòâî âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ êà÷åñòâåííî òàêîå

æå, êàê â îáëàñòè II, à ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ � êàê â IV (ðèñ. 11.11).

Íà ãðàíèöå JH ìåæäó îáëàñòÿìè V è VI äëÿ âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèòóàöèÿ òàêàÿ æå êàê íà GJ , à äëÿ âíóòðåííèõ

êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ - êàê â IV (ðèñ. 11.12).

Â îáëàñòè VI c ãðàíèöåé DHJD, íå âõîäÿùåé â ýòó îáëàñòü, ìíîæå-
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Ðèñóíîê 11.13 �
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ñòâî âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ðàâíîâåñèé êà÷åñòâåííî òàêîå æå êàê â III, à

âíóòðåííèõ - êàê â IV (ðèñ. 11.13).
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Ðèñóíîê 11.14 �

Â îáëàñòè VII, òàêæå êàê è íà åå ãðàíèöå AEO, âíóòðåííèå êîìïëà-

íàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî C è

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ âíóòðåííèå ÊÒË L3 è

L4, â òî âðåìÿ êàê ìíîæåñòâî âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ êà÷åñòâåííî òàêîå æå, êàê â îáëàñòè I (ðèñ. 11.14).

Â îáëàñòè VIII, îãðàíè÷åííîé êðèâîé OEHO, âìåñòå ñ ó÷àñòêîì ýòîé

ãðàíèöû EH, ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâå-

ñèÿ êà÷åñòâåííî òàêîå æå êàê â VII, à ìíîæåñòâî âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ � êàê â II (ðèñ. 11.15).

Ãðàíèöå OH ìåæäó îáëàñòÿìè VIII è IX îòâå÷àåò ñèòóàöèÿ, êîãäà, êàê

è íà GJH, âíåøíèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ

ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè, à âíóòðåííèå êîìïëàíàðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ � êðèâîé, êà÷åñòâåííî òàêîé æå, êàê â îáëàñòè VII (ðèñ. 11.16).
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Ðèñóíîê 11.16 �
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Ðèñóíîê 11.17 �

Íàêîíåö, â îáëàñòè IX, îãðàíè÷åííîé ëîìàíîé OHDC, êàê è íà HD

äëÿ âíåøíèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî

òàêàÿ æå, êàê â îáëàñòè III, à äëÿ âíóòðåííèõ êîìïëàíàðíûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ - êàê â VII (ðèñ. 11.17).

Íà âñåõ ðèñ. 11.6-11.17 êîìïëàíàðíûå ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùèå íà æèðíûõ

ëèíèÿõ, ìîãóò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíû, îñòàëüíûå ÊÐ ðàñïîëîæåíû íà áîëåå

òîíêèõ ëèíèÿõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè âïåðâûå ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ëååðîì, òî åñòü òðîñîì, êîíöû êîòîðîãî çàêðåï-

ëåíû íà òâåðäîì òåëå, ïðè÷åì ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ

âäîëü ëååðà. Ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà ýòîé çàäà÷è: êîãäà ñèñòåìà äâè-

æåòñÿ âî âíåøíåì ñèëîâîì ïîëå è êîãäà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ

â ïîëå ïðåöåññèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà. Ïåðâûé âàðèàíò çàäà÷è ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü ïðîòÿæåííîé îðáèòàëüíîé ñòàíöèè, ñíàáæåííîé

çîíäîì, ñïîñîáíûì ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ëååðà, âòîðîé âàðèàíò - êàê ìîäåëü

åñòåñòâåííî-èñêóñòâåííîé êîñìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç àñòåðîèäà è

ñîåäèíåííîé ñ íèì òðîñîì êîñìè÷åñêîé ñòàíöèè. Çàäà÷à â öåëîì ïðåäñòàâ-

ëåíà êàê íàáîð ÷àñòíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ õàðàêòåðîì ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ, êîíêðåòíûì ñïîñîáîì ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ òâåðäûì òå-

ëîì è öåëÿìè èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîò íàáîð âêëþ÷åíû òàêæå ðÿä ñìåæíûõ

çàäà÷, êîòîðûå òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåé

ïðîáëåìû, îïèñûâàåìîé îáùèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, â òîì ÷èñëå îò-

íîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè ãðàâèòèðóþ-

ùåãî òâåðäîãî òåëà, ÿâëÿþùèåñÿ ôàêòè÷åñêè ðàâíîâåñèÿìè íà ëååðå ïðè

íóëåâîé ñèëå íàòÿæåíèÿ âåòâåé ëååðà, à òàêæå çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, ñîåäèíåííîé ñ òâåðäûì òåëîì îäíèì èëè äâóìÿ òðîñàìè.

Ðåøåí ðÿä çàäà÷ èç ýòîãî íàáîðà, à èìåííî: äëÿ ãàíòåëåâèäíîãî òâåð-

äîãî òåëà âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå äàíî: îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî-

ãî äâèæåíèÿ ëååðíîé ñâÿçêè, íàõîäÿùåéñÿ âñå âðåìÿ â îäíîé ïëîñêîñòè,

â îäíîðîäíîì ñèëîâîì ïîëå; èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè

îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé ëååðíîé ñâÿçêè, äâèãàþùåéñÿ ïî êðóãîâîé îð-

áèòå â öåíòðàëüíîì ñèëîâîì ïîëå; â òåõ æå óñëîâèÿõ: îïèñàíèå äâèæåíèÿ
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ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîñòè îðáèòû âäîëü ëååðà îòíîñèòåëüíî òâåð-

äîãî òåëà, ñòàáèëèçèðîâàííîé â îäíîì èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â îðáè-

òàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â òîì ÷èñëå, äâèæåíèé, ïðè êîòîðûõ îñëàáëåíèå

è íàòÿæåíèå òðîñà ïðîèñõîäÿò áåçóäàðíî; èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè çà-

õâàòà íåóïðàâëÿåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ëååðíîé ñâÿçüþ; àíàëèòè÷åñêîå

è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàëîé

ìàññû âäîëü ëååðà íà îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ãàíòåëè, â òîì ÷èñëå àíà-

ëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðàçðóøåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãàíòåëè. Äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïðåöåññèðóþ-

ùåãî ãðàâèòèðóþùåãî òâåðäîãî òåëà: â ñëó÷àå òåëà, âûòÿíóòîãî âäîëü îñè

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè � èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé îòíîñè-

òåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

íå ñòåñíåííîé òðîñàìè, â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ òâåð-

äîãî òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðåöåññèè; èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è

óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (êîìïëàíàðíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íå ñòåñíåííîé òðîñàìè, â ïëîñêîñòè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç îñè ïðåöåññèè è äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè; îïèñàíèå äâèæåíèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëååðà â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ; îïèñàíèå ìíîæåñòâ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè íà ëååðå è âûâîä êðèòåðèÿ âîçìîæíîñòè èõ ñòàáèëèçàöèè;

â ñëó÷àå òâåðäîãî òåëà, ñæàòîãî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè - èñ-

ñëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

è ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìà-

öèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òâåðäîãî òåëà ïîëåì äâóõ òî÷å÷íûõ êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííûõ ìàññ.
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