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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñîáîå ìåñòî â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàíè-

ìàþò ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ñëóæàò áàçîé äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì ïî èõ ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû

èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþò ðÿä íîâûõ çàäà÷

òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òðåáóþùèõ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ðåøåíèé ñèñòåìû.

Îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà-

òåëåé, êîòîðûå áûëè ââåäåíû À.Ì. Ëÿïóíîâûì1 â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì

óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, à òàêæå ââåäåííûõ ïîçæå ïîêàçàòå-

ëåé Ïåððîíà, Áîëÿ, Âèíîãðàäà, Ìèëëèîíùèêîâà è Èçîáîâà, îòâå÷àþùèõ çà

ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåì.

Èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñàìûõ ðàçíûõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé è ñè-

ñòåì çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê òåõ

èç íèõ, êòî âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä, Á.Ô. Áû-

ëîâ, Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ, Þ.Ñ. Áîãäàíîâ, Í.À. Èçîáîâ, Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ,

È.Í. Ñåðãååâ, Å.Ê. Ìàêàðîâ, Ñ.Í. Ïîïîâà, Å.À. Áàðàáàíîâ, Î.È. Ìîðîçîâ,

À.Ñ. Ôóðñîâ, À.Í. Âåòîõèí, Â.Â. Áûêîâ, Þ.È. Äåìåíòüåâ è äðóãèå. Èñ÷åð-

ïûâàþùóþ (íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò) áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì âîïðîñàì

ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ2,3 è ìîíîãðàôèÿõ4,5.

Êàæäàÿ ñèñòåìà èç m ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (ò. å. ñ m-ìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì) èìååò

ðîâíî m ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà4,6, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå íåñòðîãîãî

1Ëÿïóíîâ À.Ì. Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. ×åðåïîâåö: Ìåðêóðèé-

ÏÐÅÑÑ, 2000.
2Èçîáîâ Í.À. Ëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Èòî-

ãè íàóêè è òåõíèêè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. 1974. Ò.12. Ñ. 71�146.
3Èçîáîâ Í.À. Èññëåäîâàíèÿ â Áåëàðóñè ïî òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1993. 29. �12. Ñ. 2034�2055.
4Áûëîâ Á.Ô. Âèíîãðàä Ð.Ý., Ãðîáìàí Ä.Ì., Íåìûöêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà è åå ïðèëîæåíèÿ ê âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1966.
5Èçîáîâ Í.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ìèíñê: ÁÃÓ, 2006.
6Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967.
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âîçðàñòàíèÿ. Åñëè ñòàðøèé (m-é) ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí, òî íó-

ëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à åñëè ïîëîæèòåëåí � òî

íåóñòîé÷èâî. Àíàëîãè÷íî, i-é ïîêàçàòåëü õàðàêòåðèçóåò óñëîâíóþ óñòîé÷è-

âîñòü îòíîñèòåëüíî i-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Î. Ïåððîíà7 èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå m-ìåðíûõ ñè-

ñòåì ñ ðàâíîìåðíîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè íîðìîé, èìååò òî÷êè ðàçðûâà.

Âñëåäñòâèå ýòîãî, â òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷èëî ðàçâè-

òèå öåëîå íàïðàâëåíèå, ñîñòîÿùåå â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.

Ð.Ý. Âèíîãðàä ââåë âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè8, îãðà-

íè÷èâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó è ñíèçó ïîäâèæíîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿ-

ïóíîâà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé ñèñòåìû. Â.Ì. Ìèë-

ëèîíùèêîâ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî èì ìåòîäà ïîâîðîòîâ óñòàíîâèë9,

÷òî ýòè ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ò. å. îíè äîñòèæèìû ïðè

ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m òî÷íûå íèæ-

íÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè i-ãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íàçûâàþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì i-ìè ïîêàçàòåëÿìè. Èç óïî-

ìÿíóòûõ ðàáîò Ð.Ý. Âèíîãðàäà è Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà ñëåäóåò, ÷òî ìèíè-

ìàëüíûé ìëàäøèé ïîêàçàòåëü ñîâïàäàåò ñ íèæíèì öåíòðàëüíûì, à ìàêñè-

ìàëüíûé ñòàðøèé � ñ âåðõíèì öåíòðàëüíûì ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû.

Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ïîêàçàòåëè îòâå÷àþò çà ñòàáèëèçèðóå-

ìîñòü è äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ñèñòåìû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ìèíèìàëü-

íûé ñòàðøèé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû íåïîëîæèòåëåí, òî îíà ñòàáèëèçèðóåìà

ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè (ò. å. â ñêîëü óãîäíî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà), à åñëè ïîëîæèòåëåí � íå ñòàáèëèçèðóåìà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìàêñèìàëüíûé ñòàðøèé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû íåîòðè-

öàòåëåí, òî îíà äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè, à åñëè

îòðèöàòåëåí � íå äåñòàáèëèçèðóåìà. Àíàëîãè÷íóþ ðîëü, íî ïî îòíîøåíèþ

ê óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè, èãðàþò îñòàëüíûå ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå

7Perron O. Die Stabilit�atsfrage bei Di�erentialgleichungen // Mathematische Zeitschrift.

1930. Bd. 32, Hft. 5. S. 703�728.
8Âèíîãðàä Ð.Ý. Î öåíòðàëüíîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïîêàçàòåëå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé // Ìàòåì. ñáîðíèê. 1957. 42. �2. Ñ. 207�222.
9Ìèëëèîíùèêîâ Â.Ì. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ëèíåé-

íûõ ñèñòåì // Ñèáèðñê. ìàòåì. æóðíàë. 1969. 10. �1. Ñ. 99�104.
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ïîêàçàòåëè.

Â òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íàðÿäó ñ ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùå-

íèÿìè ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå è áåñêîíå÷íî ìàëûå (ò. å. óáûâàþùèå ê íóëþ

ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè) âîçìóùåíèÿ. Èçâåñòíî4,10, ÷òî âñå

ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå (ñëåäîâàòåëüíî, è öåíòðàëüíûå) ïîêàçàòåëè

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ïðè èññëåäîâà-

íèè ïîäâèæíîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëþáîå áåñêîíå÷íî ìàëîå âîçìóùå-

íèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñêîëü óãîäíî ìàëîå, íî íå íàîáîðîò. Òåì íå

ìåíåå11,12,13, â êëàññå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé òàêæå äîñòèæèìû âñå

ìàêñèìàëüíûå è ìëàäøèå (çàâåäîìî ïåðâûé è âòîðîé) ìèíèìàëüíûå ïîêàçà-

òåëè.

Ð.Ý. Âèíîãðàäîì4 óñòàíîâëåíà îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëü-

íûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì ïðè ÷åòíîìm. Â ðàáîòå Ò.Å. Íóæ-

äîâîé14 äîêàçàíà îäíîâðåìåííàÿ èõ äîñòèæèìîñòü äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà,

íî ëèøü ïðè m = 2. Îêîí÷àòåëüíîå æå (ïðè ïðîèçâîëüíîì m) ðåøåíèå çà-

äà÷è îá îäíîâðåìåííîé äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷åíî

Ê.À. Äèáîì15.

Ïóñòü òåïåðü m ÷åòíî: çäåñü è äàëåå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ÷åòíîìåðíîì ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ÷èòàåì m = 2n. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå. Òàêèå ñèñòåìû

âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, êàê ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ âäîëü ðåøåíèé ïðîèçâîëü-

íûõ (íåëèíåéíûõ) ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

10Ñåðãååâ È.Í. Èíâàðèàíòíîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé,

ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1980. 16. �9. Ñ. 1719.
11Ñåðãååâ È.Í. Òî÷íûå âåðõíèå ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîâåäåíèå ïîêàçàòåëåé ïðè âîçìóùåíèÿõ, ñòðåìÿùèõñÿ

ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1980. 16. �3. Ñ. 438�448.
12Ñåðãååâ È.Í. Ê òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé // Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. Âûï. 9. Ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà. 1983.

Ñ. 111�166.
13Ñåðãååâ È.Í. Î äîñòèæèìîñòè ìèíèìàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â êëàññå áåñêîíå÷íî ìàëûõ

âîçìóùåíèé // Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì. Ìåõàí. 2000. �3. Ñ. 61�63.
14Íóæäîâà Ò.Å. Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé äâóìåðíûõ ëè-

íåéíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1972. 8. �8. Ñ. 1416�1422.
15Äèá Ê.À. Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé // Äèôôåðåíö.

óðàâíåíèÿ. 1974. 10. �12. Ñ. 2125�2136.
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Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î äîñòèæèìîñòè â êëàññå

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé, à òàêæå îñòàëüíûõ ìàêñè-

ìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçà-

òåëåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n â êëàññå ðàâíîìåðíî ìà-

ëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé óñòàíîâèë Ôàì Ôó16,17, à àíàëîãè÷íóþ äî-

ñòèæèìîñòü ïðîèçâîëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ � Â.Â. Âåðåìåíþê18.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà:

• 2n-ìåðíî ñòàáèëèçèðóåìà è 1-ìåðíî äåñòàáèëèçèðóåìà ìàëûìè â ñðåä-

íåì ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè19;

• n-ìåðíî äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè ãàìèëüòîíîâûìè âîç-

ìóùåíèÿìè20 è n-ìåðíî æå ñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè ãà-

ìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè21;

• ñîäåðæèò â ëþáîé ñâîåé îêðåñòíîñòè ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ó êîòîðîé

n-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí, à òàêæå èìååò áåñêîíå÷íî ìàëî

âîçìóùåííóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ó êîòîðîé n-é ïîêàçàòåëü Ëÿïó-

íîâà íåïîëîæèòåëåí22;

• ïðè n = 1 çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî âñå åå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå

ïîêàçàòåëè äîñòèæèìû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìó-

ùåíèÿõ23 (ò. å. ïî îòíîøåíèþ ê ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà ãàìèëüòîíîâû

âîçìóùåíèÿ ýôôåêòèâíû).

16Ôàì Ôó. Î äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

I // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1980. 16. �11. Ñ. 2012�2022.
17Ôàì Ôó. Î äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

II // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1980. 16. �12. Ñ. 2062�2176.
18Âåðåìåíþê Â.Â. Êðèòåðèé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó i-ãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ëè-

íåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.

1982. 18. �3. Ñ. 371�383.
19Ñåðãååâ È.Í. Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Óñïåõè ìàòåì.

íàóê, 1985. 40. Âûï. 5. Ñ. 230.
20Ìîðîçîâ Î.È., Ñåðãååâ È.Í. Äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

// Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì. Ìåõàí. 1986. �4. Ñ. 38�41.
21Ñåðãååâ È.Í. Óñëîâíàÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Äèô-

ôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1992. 28. �11. Ñ. 2007.
22Ñåðãååâ È.Í. Î ïîäâèæíîñòè çíàêîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1993. 48. Âûï. 4. Ñ. 204�205.
23Ñåðãååâ È.Í. Îá ýôôåêòèâíîñòè âîçìóùåíèé â êëàññå ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2003. 39. �6. Ñ. 856.
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È.Í. Ñåðãååâûì áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è îá îäíîâðåìåííîé äîñòèæèìî-

ñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, îá îäíîâðåìåí-

íîé óñëîâíîé (îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåð-

íîñòè) ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äåñòàáèëèçèðóåìîñòè â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì, à òàêæå îá ýôôåêòèâíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé (â ðàáîòå24

óæå ðàññìàòðèâàëàñü ïîõîæàÿ çàäà÷à îá ýôôåêòèâíîñòè ðàçðûâíûõ îðòîãî-

íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò).

Öåëü ðàáîòû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

è ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðè ãàìèëüòîíîâûõ

âîçìóùåíèÿõ èõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-

íîâà è òåîðèè ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ìåòîä ïîâîðîòîâ

Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà9, àäàïòèðîâàííûé Ôàìîì Ôó16 äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì, à òàêæå èäåè èç ðàáîò È.Í. Ñåðãååâà12,25.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

• äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé èëè ÷åòûðåõìåðíîé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû äîêàçàíà îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü âåðõíåãî è íèæíåãî öåí-

òðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ïðè ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûõ è äàæå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû,

íå âûâîäÿùèõ åå èç êëàññà ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì;

• äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îäíîâðåìåííî

óñëîâíî (îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåð-

íîñòè) êàê ñòàáèëèçèðóåìà, òàê è äåñòàáèëèçèðóåìà áåñêîíå÷íî ìàëû-

ìè ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè;

24Ñàëîâà Ò.Â. Ê âîïðîñó î ïðåäåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ðàçðûâíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé êîîðäèíàò // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2001. 37. �11. C. 1579.
25Ñåðãååâ È.Í. Òî÷íûå ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ ãàìèëü-

òîíîâûõ ñèñòåì ïðè ìàëûõ â ñðåäíåì âîçìóùåíèÿõ // Òðóäû ñåìèíàðà èì. È.Ã. Ïåòðîâ-

ñêîãî. Âûï. 14. Ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1989. Ñ. 125�139.
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• äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îäíîâðåìåííî

óñëîâíî (îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåð-

íîñòè) ýêñïîíåíöèàëüíî ñòàáèëèçèðóåìà è äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåð-

íî ìàëûìè ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè;

• óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòå-

ëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ

åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè ðàâíî-

ìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ òîé æå ñèñòåìû;

• óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé

ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ åå âîçìóùå-

íèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ

ãàìèëüòîíîâûõ åå âîçìóùåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ÷àñòè÷íûé ïîëîæèòåëüíûé îò-

âåò íà âîïðîñ îá îäíîâðåìåííîé äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â

êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîé óñëîâíîé (îò-

íîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè) ñòàáèëèçè-

ðóåìîñòè è äåñòàáèëèçèðóåìîñòè â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå

î ïðåäåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé ïî îòíîøåíèþ ê

ñïåêòðó ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè ïî êà-

÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

ñåìèíàðàõ:

1) ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êà-

ôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-

òåòà ÌÃÓ ïîä ðóê. ïðîô. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô. À.Â. Áîðîâñêèõ, ïðîô.

Í.Õ. Ðîçîâà, ïðîô. È.Í. Ñåðãååâà (2006 ã., ìíîãîêðàòíî 2014 ã.);

2) ñåìèíàð ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ¿

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóê. àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîô.

Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (2014 ã.);
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3) ñåìèíàð ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóê. ïðîô. Î.Ã. Ñìîëÿíîâà, ïðîô.

Å.Ò. Øàâãóëèäçå, ïðîô. Í.Í. Øàìàðîâà (2015 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ êîíôå-

ðåíöèÿõ:

1) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íàó÷íîå íàñëåäèå Âëàäèìèðà Ìèõàé-

ëîâè÷à Ìèëëèîíùèêîâà¿ (ã. Ìîñêâà, äåêàáðü 2014 ã.);

2) Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Òåîðèÿ

óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðîô.

Í.Â. Àçáåëåâà è ïðîô. Å.Ë. Òîíêîâà (ã. Èæåâñê, èþíü 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 6 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 5 ñòàòåé â æóðíà-

ëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ðàáîò â ñîàâòîðñòâå íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îá-

ùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 90 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 70

íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäåíèå

Â êðàòêîì ââåäåíèè îïèñûâàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîñòàíîâêà çàäà÷.

Ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è óêàçûâàåòñÿ èõ ìåñòî â

ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ãëàâà 1

Â ðàçäåëå 1.1 ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ ñ îïèñàíèåì

èõ îáùèõ ñâîéñòâ.

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Mm ëèíåé-

íûõ ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rm, t ∈ R+ ≡ [0,∞),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé A : R+ → EndRm. Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ
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ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ Mm îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(A), à ÷åðåç XA(t, τ), ãäå

t, τ ∈ R+, áóäåì îáîçíà÷àòü åå îïåðàòîð Êîøè.

ÌíîæåñòâîMm íàäåëèì ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ åñòåñòâåí-

íûìè äëÿ îïåðàòîð-ôóíêöèé îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâè-

òåëüíîå ÷èñëî. ÏðîñòðàíñòâîMm ïðåâðàòèì â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

ââåäÿ â íåì ðàâíîìåðíóþ íà ïîëóïðÿìîé R+ íîðìó

∥A∥ = sup
t∈R+

∥A(t)∥,

ãäå

∥A(t)∥ = sup
|x|=1

|A(t)x|, |x| =
√

x2
1 + . . .+ x2

m, x = (x1, . . . , xm).

Îïðåäåëåíèå I6. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóîñè t ∈ R+,

íå ïðèíèìàåò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì

Ëÿïóíîâà ýòîé ôóíêöèè âåëè÷èíó

χ(x) ≡ lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|.

Äëÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà áóäåì ñ÷èòàòü íåîïðåäåëåííûì.

Îïðåäåëåíèå II1,26. Íàçîâåì ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm

÷èñëà

λi(A) ≡ inf
F∈Gi

lim
t→∞

1

t
ln ∥XA|F (t, 0)∥, i = 1, . . . ,m,

ãäå Gi � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm, à XA|F �

ñóæåíèå îïåðàòîðà Êîøè ñèñòåìû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî F ⊂ Rm.

Èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå

íåñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λm(A).

Îïðåäåëåíèå III4. Âåðõíèì Ω(A) è ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì ω(A) öåí-

òðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû A ∈ Mm íàçûâàþòñÿ ÷èñëà

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ∥XA(sT, (s− 1)T )∥,

26Ìèëëèîíùèêîâ Â.Ì. Áýðîâñêèå êëàññû ôóíêöèé è ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà. I // Äèô-

ôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1980. 16. �8. Ñ. 1408�1416.
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ω(A) ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ∥XA((s− 1)T, sT )∥−1.

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå ïîêàçà-

òåëè ñèñòåì èç ïðîñòðàíñòâà Mm áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûå íà

íåì ôóíêöèîíàëû λ1, . . . , λm,Ω, ω : Mm → R.

Åñëè m ÷åòíî è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rm çàäàí îðòîãîíàëüíûé êî-

ñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð J (ò. å. J−1 = J∗ = −J), òî â ïðîñòðàíñòâå Mm

ìîæíî âûäåëèòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hm òàê íàçûâàå-

ìûõ ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, îòëè÷àþùèõñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîé

èç íèõ îïåðàòîð JA(t) ñèììåòðè÷åí ïðè êàæäîì t ∈ R+.

Îïðåäåëåíèå IV12. Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû A ∈ Mm (A ∈ Hm) îáîçíà÷èì:

a) ÷åðåç Mε(A) (Hε(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm (B ∈ Hm), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∥B−A∥ < ε, à âîçìóùåíèÿ òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü

ðàâíîìåðíî ìàëûìè;

b) ÷åðåç M0(A) (H0(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm (B ∈ Hm), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∥B(t)−A(t)∥ → 0, t → ∞, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî

âîçìóùåíèå B − A íàçîâåì áåñêîíå÷íî ìàëûì.

Â ðàçäåëå 1.2 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàçäåëå 1.3 äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé èëè ÷åòûðåõìåðíîé ëèíåéíîé ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû äîêàçàíà îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü âåðõíåãî è íèæíåãî

öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ïðè ñêîëü óãîäíî ðàâíî-

ìåðíî ìàëûõ è äàæå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòå-

ìû, íå âûâîäÿùèõ åå èç êëàññà ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà I. Ïðè m = 2, 4 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Hm ñóùåñòâóåò

ñèñòåìà B ∈ H0(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

λ1(B) = ω(A), λm(B) = Ω(A).

Òåîðåìà II. Ïðè m = 2, 4 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Bε ∈ Hε(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

λ1(Bε) = ω(A), λm(Bε) = Ω(A).
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Ãëàâà 2

Â ðàçäåëå 2.1 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷è-

âîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Îïðåäåëåíèå V. Ñèñòåìà A ∈ Mm ïðè íåêîòîðîì k ∈ N íàçûâàåòñÿ:

1) k-ìåðíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

S ðåøåíèé ñèñòåìû A, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ïðè

êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó |x(0)| < δ,

óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó |x(t)| < ε ïðè âñåõ t ∈ R+;

2) k-ìåðíî íåóñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A è òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå T ∈ R+, ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåí-

ñòâó |x(0)| = δ, óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó sup
t∈[0,T ]

|x(t)| > ε;

3) k-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé), åñëè ñóùåñòâó-

åò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A, ÷òî ëþáîå íåíó-

ëåâîå ðåøåíèå x ∈ S èìååò îòðèöàòåëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.

Â ðàçäåëå 2.2 äîêàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ óñëîâíàÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòü è

äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íî ìàëûìè

ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè.

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

B ∈ H0(A), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî è n-ìåðíî óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî íåóñòîé-

÷èâà.

Â ðàçäåëå 2.3 äîêàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ óñëîâíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ

ñòàáèëèçèðóåìîñòü è äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

ðàâíîìåðíî ìàëûìè ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò ñèñòåìà B ∈ Hε(A), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî è n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî

óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâà.

Ãëàâà 3

Â ðàçäåëå 3.1 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà, ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî ñïåê-

òðà è ãàìèëüòîíîâî ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà, áåñêîíå÷íî ìàëî âîç-

ìóùåííîãî ñïåêòðà è ãàìèëüòîíîâî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííîãî ñïåêòðà,
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à òàêæå äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü çàäàí êàêîé-ëèáî ïîêàçàòåëü

κ : S∗ → R, S∗ ≡
⋃

A∈Mm

S∗(A),

îïðåäåëåííûé íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå VI27. Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Mm íàçîâåì

ìíîæåñòâî

Spκ(A) ≡ {κ(x) | x ∈ S∗(A)}.

Îïðåäåëåíèå VII. Ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñè-

ñòåìû A ∈ Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

LMSpκ(A) ≡ Lim
Mm∋B→A

Spκ(B)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäóòñÿ

ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

|κ(x) − µ| < ε. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî m íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî ðàâ-

íîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå

(ñ çàìåíîé âñþäó M íà H) ìíîæåñòâî

LHSpκ(A) ≡ Lim
Hm∋B→A

Spκ(B).

Îïðåäåëåíèå VIII. Áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïîêàçà-

òåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

M0Spκ(A) ≡
⋃

B∈M0(A)

Spκ(B)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ M0(A)

è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó κ(x) = µ. Êðîìå òîãî,

â ñëó÷àå ÷åòíîãî m íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì

ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäó M
íà H) ìíîæåñòâî

H0Spκ(A) ≡
⋃

B∈H0(A)

Spκ(B).

27Ñåðãååâ È.Í. Õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé äèô-

ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåì. 2012. Ò.76. �1. Ñ. 149�172.
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Â ðàçäåëå 3.2 óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷å-

íèé ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè ðàâíîìåðíî

ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè ðàâ-

íîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ òîé æå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî,

óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ëè-

íåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíà-

ëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ

åå âîçìóùåíèÿõ.

Ëåììà I. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm è âñÿêîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ Mδ(A) è ëþáî-

ãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ

ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Ëåììà II. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm, ëþáîé

ñèñòåìû B ∈ M0(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

C ∈ H0(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Òåîðåìà V. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî

ïîêàçàòåëÿ κ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LHSpκ(A) = LMSpκ(A).

Òåîðåìà VI. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî

ïîêàçàòåëÿ κ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H0Spκ(A) = M0Spκ(A).

Òåîðåìà VII. Ðàâåíñòâà èç òåîðåì V è VI ñïðàâåäëèâû, â ÷àñòíîñòè,

êîãäà ïîêàçàòåëü κ ÿâëÿåòñÿ:

1) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà χ (âåðõíèì);

2) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà5 π (íèæíèì);

3) âåðõíåé (íèæíåé) ïîëíîé σ èëè âåêòîðíîé ζ ÷àñòîòîé27;

4) âåðõíåé (íèæíåé) ñêîðîñòüþ áëóæäàíèÿ µ27;

5) âåðõíèì (íèæíèì) ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè ρ èëè áëóæäàíèÿ η27.

Îïðåäåëåíèå IX12. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé ïîêàçàòåëü

Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Hm èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ (ãàìèëüòîíîâûõ ) âîçìóùåíèé, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ M0(A)

(ñîîòâåòñòâåííî, B ∈ H0(A)) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λi(B) = λi(A).
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Òåîðåìà VIII. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿ-

ïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Hm èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîç-

ìóùåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíà íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Èãîðþ

Íèêîëàåâè÷ó Ñåðãååâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü

â ðàáîòå. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðíà äîöåíòó Áûêîâó Âëàäèìèðó Âëàäèñëàâî-

âè÷ó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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