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Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè êà÷å-
ñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îñîáîå ìåñòî â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé çàíèìàþò ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ñëóæàò áàçîé äëÿ èçó÷å-
íèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî èõ ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ëèíåéíûå
íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êîòî-
ðûå ïîðîæäàþò ðÿä íîâûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òðåáó-
þùèõ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå áûëè ââåäåíû À.Ì. Ëÿïóíîâûì [31]
â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ,
à òàêæå ââåäåííûõ ïîçæå ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà, Áîëÿ, Âèíîãðàäà,
Ìèëëèîíùèêîâà è Èçîáîâà, îòâå÷àþùèõ çà ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ïåðå÷èñëåíûõ ïîêàçàòåëåé ðåøå-

íèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàíèìàëèñü ìíîãèå ìà-
òåìàòèêè. Ïðèâåäåì äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê òåõ èç íèõ, êòî âíåñ
çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä [16, 17], Á.Ô. Áû-
ëîâ [7, 9], Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ [34, 35, 36], Í.À. Èçîáîâ [23, 25, 26],
Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ [43, 44], È.Í. Ñåðãååâ [53, 59], Â.Â. Âåðåìåíþê
[11, 12], Å.Ê. Ìàêàðîâ [32, 33], Ñ.Í. Ïîïîâà [41, 42], Å.À. Áàðàáà-
íîâ [2, 3], Î.È. Ìîðîçîâ [37, 38], À.Ñ. Ôóðñîâ [66, 67], À.Í. Âåòîõèí
[14, 15], Â.Â. Áûêîâ [4, 5], Þ.È. Äåìåíòüåâ [19, 20] è äðóãèå. Çäåñü
óêàçàíû ëèøü ïî 2�3 ðàáîòû êàæäîãî àâòîðà, à èñ÷åðïûâàþùóþ (íà
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ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò) áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî
íàéòè â îáçîðàõ [24, 27] è ìîíîãðàôèÿõ [6, 28].
Êàæäàÿ ñèñòåìà èç m ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (ò. å. ñ m-ìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì) èìååò ðîâíî m ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [6, 21], çàíóìåðîâàí-
íûõ â ïîðÿäêå íåñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ. Åñëè ñòàðøèé (m-é) ïîêàçà-
òåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî, à åñëè ïîëîæèòåëåí � òî íåóñòîé÷èâî. Àíàëî-
ãè÷íî, i-é ïîêàçàòåëü õàðàêòåðèçóåò óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü îòíîñè-
òåëüíî i-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Î. Ïåððîíà [70] èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé ïî-

êàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàí-
ñòâå m-ìåðíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
íîðìîé, èìååò òî÷êè ðàçðûâà. Âñëåäñòâèå ýòîãî, â òåîðèè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷èëî ðàçâèòèå öåëîå íàïðàâëåíèå,
ñîñòîÿùåå â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðè
ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.
Ð.Ý. Âèíîãðàä ââåë âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå ïîêàçàòå-

ëè [17], îãðàíè÷èâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñâåðõó è ñíèçó ïîäâèæ-
íîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîç-
ìóùåíèé ñèñòåìû. Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî
èì ìåòîäà ïîâîðîòîâ óñòàíîâèë [34], ÷òî ýòè ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ò. å. îíè äîñòèæèìû ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m òî÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
ãðàíèöû ïîäâèæíîñòè i-ãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íàçûâàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì i-ìè ïîêàçàòåëÿìè. Èç
óïîìÿíóòûõ ðàáîò Ð.Ý. Âèíîãðàäà è Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà ñëåäóåò,
÷òî ìèíèìàëüíûé ìëàäøèé ïîêàçàòåëü ñîâïàäàåò ñ íèæíèì öåí-
òðàëüíûì, à ìàêñèìàëüíûé ñòàðøèé � ñ âåðõíèì öåíòðàëüíûì ïî-
êàçàòåëÿìè ñèñòåìû.
Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ïîêàçàòåëè îòâå÷àþò çà ñòàáè-

ëèçèðóåìîñòü è äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ñèñòåìû. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
åñëè ìèíèìàëüíûé ñòàðøèé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû íåïîëîæèòåëåí, òî
îíà ñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè (ò. å. â ñêîëü
óãîäíî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà), à åñëè
ïîëîæèòåëåí � íå ñòàáèëèçèðóåìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìàêñè-
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ìàëüíûé ñòàðøèé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû íåîòðèöàòåëåí, òî îíà äåñòà-
áèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè, à åñëè îòðèöàòå-
ëåí � íå äåñòàáèëèçèðóåìà. Àíàëîãè÷íóþ ðîëü, íî ïî îòíîøåíèþ
ê óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè, èãðàþò îñòàëüíûå ìèíèìàëüíûå è ìàêñè-
ìàëüíûå ïîêàçàòåëè.
Â òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íàðÿäó ñ ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîç-

ìóùåíèÿìè ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå è áåñêîíå÷íî ìàëûå (ò. å. óáûâà-
þùèå ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè) âîçìóùå-
íèÿ. Èçâåñòíî [6, 52], ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå (ñëå-
äîâàòåëüíî, è öåíòðàëüíûå) ïîêàçàòåëè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ïðè èññëåäîâàíèè ïîäâèæíîñòè ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëþáîå áåñêîíå÷íî ìàëîå âîçìóùåíèå ñèñòåìû
ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñêîëü óãîäíî ìàëîå, íî íå íàîáîðîò. Òåì íå
ìåíåå [51, 53, 60], â êëàññå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé òàêæå äî-
ñòèæèìû âñå ìàêñèìàëüíûå è ìëàäøèå (çàâåäîìî ïåðâûé è âòîðîé)
ìèíèìàëüíûå ïîêàçàòåëè.
Ð.Ý. Âèíîãðàäîì [6, ñ. 180] óñòàíîâëåíà îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæè-

ìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì ïðè ÷åò-
íîì m. Â ðàáîòå [40] Ò.Å. Íóæäîâîé äîêàçàíà îäíîâðåìåííàÿ èõ
äîñòèæèìîñòü äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà, íî ëèøü ïðèm = 2. Îêîí÷à-
òåëüíîå æå (ïðè ïðîèçâîëüíîìm) ðåøåíèå çàäà÷è îá îäíîâðåìåííîé
äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷åíî Ê.À. Äèáîì [22].

Ïóñòü òåïåðü m ÷åòíî: çäåñü è äàëåå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ÷åòíî-
ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ÷èòàåì m = 2n. Òîãäà â ïðîñòðàí-
ñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûäå-
ëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, èãðàþ-
ùèõ âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå. Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò, â ÷àñòíî-
ñòè, êàê ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ âäîëü ðåøåíèé ïðîèçâîëüíûõ (íåëè-
íåéíûõ) ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâûì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î äîñòèæèìîñòè

â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé, à òàêæå
îñòàëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Äîñòèæè-
ìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî n â êëàññå ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé
óñòàíîâèë Ôàì Ôó [63, 64], à àíàëîãè÷íóþ äîñòèæèìîñòü ïðîèçâîëü-
íîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ � Â.Â. Âåðåìåíþê [12, 13].
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Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà:

• 2n-ìåðíî ñòàáèëèçèðóåìà è 1-ìåðíî äåñòàáèëèçèðóåìà ìàëûìè
â ñðåäíåì ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè [54];

• n-ìåðíî äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè ãàìèëüòîíîâû-
ìè âîçìóùåíèÿìè [39] è n-ìåðíî æå ñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî
ìàëûìè ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè [56];

• ñîäåðæèò â ëþáîé ñâîåé îêðåñòíîñòè ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ó
êîòîðîé n-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí, à òàêæå èìååò
áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ó êîòîðîé
n-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íåïîëîæèòåëåí [57];

• ïðè n = 1 çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî âñå åå ìàêñèìàëüíûå è ìè-
íèìàëüíûå ïîêàçàòåëè äîñòèæèìû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ [61] (ò. å. ïî îòíîøåíèþ ê ïîêàçàòå-
ëÿì Ëÿïóíîâà ãàìèëüòîíîâû âîçìóùåíèÿ ýôôåêòèâíû).

È.Í. Ñåðãååâûì áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è îá îäíîâðåìåííîé äîñòè-
æèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,
îá îäíîâðåìåííîé óñëîâíîé (îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè) ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äåñòàáèëèçèðó-
åìîñòè â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå îá ýôôåêòèâíîñòè
ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé (â ðàáîòå [45] óæå ðàññìàòðèâàëàñü ïî-
õîæàÿ çàäà÷à îá ýôôåêòèâíîñòè ðàçðûâíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé êîîðäèíàò).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

îòíîñÿòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ñâîéñòâ óñòîé-
÷èâîñòè ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðè ãàìèëüòîíîâûõ âîç-
ìóùåíèÿõ èõ êîýôôèöèåíòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû äàþòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ
ñ îïèñàíèåì èõ îáùèõ ñâîéñòâ è äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé èëè ÷åòûðåõìåðíîé ëèíåéíîé ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äîêàçàíà îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü âåðõ-
íåãî è íèæíåãî öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà
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ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ è äàæå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, íå âûâîäÿùèõ åå èç êëàññà ëèíåéíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîâîðîòîâ

Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà [34], àäàïòèðîâàííûé Ôàìîì Ôó [63] äëÿ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå èäåè, çàèìñòâîâàííûå èç ðàáîò
È.Í. Ñåðãååâà [53, 55].

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ
ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îäíîâðåìåííî óñëîâíî (îòíîñèòåëü-
íî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè) êàê ñòàáè-
ëèçèðóåìà, òàê è äåñòàáèëèçèðóåìà áåñêîíå÷íî ìàëûìè ãàìèëüòî-
íîâûìè âîçìóùåíèÿìè, à òàêæå îäíîâðåìåííî óñëîâíî ýêñïîíåíöè-
àëüíî ñòàáèëèçèðóåìà è äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè ãà-
ìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè.

Òðåòüÿ ãëàâà ðàáîòû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ýôôåêòèâíîñòè
ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé ïî îòíîøåíèþ ê ñïåêòðó êàêîãî-ëèáî
ïîêàçàòåëÿ (â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà). À èìåííî, óñòà-
íîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòå-
ëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè ðàâíîìåðíî ìà-
ëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè
ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ òîé æå ñèñòåìû.
Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè áåñêîíå÷-
íî ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì
ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ åå âîçìóùåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ÷àñòè÷íûé ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà âîïðîñ îá îäíîâðåìåííîé äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ
ïîêàçàòåëåé â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ðåøåíà çàäà÷à îá îä-
íîâðåìåííîé óñëîâíîé (îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïî-
ëîâèííîé ðàçìåðíîñòè) ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äåñòàáèëèçèðóåìîñòè â
êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå î ïðåäåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè
ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé ïî îòíîøåíèþ ê ñïåêòðó ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ åå àâ-

òîðà [46�50].
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Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíà ïðîôåññîðó Èãîðþ Íèêîëàåâè÷ó
Ñåðãååâó çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü
â ðàáîòå. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðíà äîöåíòó Áûêîâó Âëàäèìèðó Âëà-
äèñëàâîâè÷ó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëàm ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîMm

ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rm, t ∈ R+ ≡ [0,∞),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé îãðàíè÷åííîé êóñî÷-
íî íåïðåðûâíîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé A : R+ → EndRm. Ìíîæåñòâî
âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ Mm îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(A),
à ÷åðåç XA(t, τ), ãäå t, τ ∈ R+, áóäåì îáîçíà÷àòü åå îïåðàòîð Êîøè.
Ìíîæåñòâî Mm íàäåëèì ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ åñòåñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîð-ôóíêöèé îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. ÏðîñòðàíñòâîMm ïðåâðàòèì
â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ââåäÿ â íåì ðàâíîìåðíóþ íà ïîëó-
ïðÿìîé R+ íîðìó

‖A‖ = sup
t∈R+

‖A(t)‖,

ãäå

‖A(t)‖ = sup
|x|=1

|A(t)x|, |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
m, x = (x1, . . . , xm).

Îïðåäåëåíèå I [21, c. 125]. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ
íà ïîëóîñè t ∈ R+, íå ïðèíèìàåò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Íàçîâåì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ýòîé ôóíêöèè âåëè÷èíó

χ(x) ≡ lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|.

Äëÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ïîíÿòèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà áóäåì ñ÷èòàòü íåîïðåäåëåííûì.

Îïðåäåëåíèå II [31, 36]. Íàçîâåì ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñè-
ñòåìû A ∈Mm ÷èñëà

λi(A) ≡ inf
F∈Gi

lim
t→∞

1

t
ln ‖XA|F (t, 0)‖, i = 1, . . . ,m,
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ãäå Gi � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm, à
XA|F � ñóæåíèå îïåðàòîðà Êîøè ñèñòåìû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
F ⊂ Rm.
Èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà çàíóìåðîâàíû â

ïîðÿäêå íåñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ

λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λm(A).

Îïðåäåëåíèå III [6, c. 116]. Âåðõíèì Ω(A) è ñîîòâåòñòâåííî
íèæíèì ω(A) öåíòðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû A ∈Mm íà-
çûâàþòñÿ ÷èñëà

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XA(sT, (s− 1)T )‖,

ω(A) ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XA((s− 1)T, sT )‖−1.

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå
ïîêàçàòåëè ñèñòåì èç ïðîñòðàíñòâà Mm áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
îïðåäåëåííûå íà íåì ôóíêöèîíàëû

λ1, . . . , λm,Ω, ω :Mm → R.

Åñëè m ÷åòíî è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rm çàäàí îðòîãîíàëü-
íûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð J (ò. å. J−1 = J∗ = −J), òî â ïðî-
ñòðàíñòâå Mm ìîæíî âûäåëèòü ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Hm òàê íàçûâàåìûõ ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,
îòëè÷àþùèõñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ îïåðàòîð JA(t) ñèììåò-
ðè÷åí ïðè êàæäîì t ∈ R+.

Îïðåäåëåíèå IV [53]. Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû A ∈ Mm (A ∈ Hm)
îáîçíà÷èì:
a) ÷åðåçMε(A) (Hε(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈Mm (B ∈ Hm),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖B −A‖ < ε, à âîçìóùåíèÿ òàêîãî òèïà
áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíî ìàëûìè;
b) ÷åðåçM0(A) (H0(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈Mm (B ∈ Hm),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖B(t) − A(t)‖ → 0, t → ∞, ïðè âûïîë-
íåíèè êîòîðîãî âîçìóùåíèå B − A íàçîâåì áåñêîíå÷íî ìàëûì.
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Òåîðåìà I (òåîðåìà 1 â ï. 1.3). Ïðè m = 2, 4 äëÿ ëþáîé ñèñòå-
ìû A ∈ Hm ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ H0(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ðàâåíñòâàì

λ1(B) = ω(A), λm(B) = Ω(A).

Òåîðåìà II (ñëåäñòâèå 1 â ï. 1.3). Ïðè m = 2, 4 äëÿ ëþáîé ñè-
ñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Bε ∈ Hε(A),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

λ1(Bε) = ω(A), λm(Bε) = Ω(A).

Îïðåäåëåíèå V. Ñèñòåìà A ∈Mm ïðè íåêîòîðîì k ∈ N íàçû-
âàåòñÿ:
1) k-ìåðíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0, ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó |x(0)| < δ, óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó |x(t)| < ε ïðè
âñåõ t ∈ R+;
2) k-ìåðíî íåóñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêîå k-ìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A è òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå T ∈ R+, ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó |x(0)| = δ, óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó

sup
t∈[0,T ]

|x(t)| > ε;

3) k-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A,
÷òî ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå x ∈ S èìååò îòðèöàòåëüíûé (ïîëîæè-
òåëüíûé) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà III (òåîðåìà 2 â ï. 2.2). Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ H0(A), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî è n-ìåðíî
óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî íåóñòîé÷èâà.

Òåîðåìà IV (òåîðåìà 3 â ï. 2.3). Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n

è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ Hε(A), êîòîðàÿ îäíîâðå-
ìåííî è n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî ýêñïîíåí-
öèàëüíî íåóñòîé÷èâà.
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Ïóñòü çàäàí êàêîé-ëèáî ïîêàçàòåëü

κ : S∗ → R, S∗ ≡
⋃

A∈Mm

S∗(A),

îïðåäåëåííûé íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì.

Îïðåäåëåíèå VI [62]. Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû
A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

Spκ(A) ≡ {κ(x) | x ∈ S∗(A)}.

Îïðåäåëåíèå VII. Ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçà-
òåëÿ κ ñèñòåìû A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

LMSpκ(A) ≡ Lim
Mm3B→A

Spκ(B)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðè ëþáîì ε > 0
íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâî-
ðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x) − µ| < ε. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî
m íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêà-
çàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäóM íà H)
ìíîæåñòâî

LHSpκ(A) ≡ Lim
Hm3B→A

Spκ(B).

Îïðåäåëåíèå VIII. Áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì
ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

M0Spκ(A) ≡
⋃

B∈M0(A)

Spκ(B)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäóòñÿ ñèñòåìà
B ∈ M0(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó
κ(x) = µ. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî m íàçîâåì ãàìèëüòîíî-
âî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû
A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäóM íà H) ìíîæåñòâî

H0Spκ(A) ≡
⋃

B∈H0(A)

Spκ(B).

Ëåììà I (ëåììà 15 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé
ñèñòåìû A ∈ Hm è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ
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ëþáîé ñèñòåìû B ∈ Mδ(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Ëåììà II (ëåììà 16 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé
ñèñòåìû A ∈ Hm, ëþáîé ñèñòåìû B ∈ M0(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ
x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà C ∈ H0(A), òàêæå èìåþùàÿ ðå-
øåíèå x ∈ S∗(C).

Òåîðåìà V (òåîðåìà 5 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé
ñèñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ κ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LHSpκ(A) = LMSpκ(A).

Òåîðåìà VI (òåîðåìà 6 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé
ñèñòåìû A ∈ Hm è ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ κ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H0Spκ(A) =M0Spκ(A).

Òåîðåìà VII (ñëåäñòâèå 2 â ï. 3.2). Ðàâåíñòâà èç òåîðåì V è
VI ñïðàâåäëèâû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà ïîêàçàòåëü κ ÿâëÿåòñÿ:
1) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà χ (âåðõíèì);
2) íèæíèì ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà π [28, �2] (î ñïåêòðå íèæíèõ

ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà ëèíåéíîé ñèñòåìû ñì. ðàáîòû [23, 2]);
3) âåðõíåé (íèæíåé) ïîëíîé σ èëè âåêòîðíîé ζ ÷àñòîòàìè [62];
4) âåðõíåé (íèæíåé) ñêîðîñòüþ áëóæäàíèÿ µ [62];
5) âåðõíèì (íèæíèì) ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè ρ èëè áëóæ-

äàíèÿ η [62].

Îïðåäåëåíèå IX [53]. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈Mm óñòîé÷èâûì ïðè ðàâíîìåð-
íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, åñëè ôóíêöèîíàë λi íåïðåðûâåí â òî÷êå
A ∈Mm.

Îïðåäåëåíèå X [53]. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìûA ∈ Hm èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî áåñêîíå÷íî ìàëûõ (ãàìèëüòîíîâûõ ) âîçìóùåíèé, åñëè äëÿ ëþ-
áîé ñèñòåìû B ∈ M0(A) (ñîîòâåòñòâåííî, B ∈ H0(A)) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî λi(B) = λi(A).

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû V âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
(ñì. òåîðåìó 7 â �3.2), âûâîäèìîå òàêæå è èç ðàáîò [8, 35, 11]: äëÿ
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ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëàm âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îíè óñòîé÷èâû ïðè
ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà VIII (òåîðåìà 8 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m âñå îä-
íîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Hm èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âñå îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé.

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Â ãëàâàõ äèññåðòàöèè ïðèíÿòà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë (ïåð-
âîå ÷èñëî îáîçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðîå ÷èñëî � íîìåð ôîðìóëû),
ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, ñâîéñòâ, ëåìì, òåîðåì è èõ ñëåä-
ñòâèé.
Ïðèâåäåì ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå îáîçíà-

÷åíèé:

• m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà;

• N, R � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîîò-
âåòñòâåííî;

• R+ = [0;∞) � âðåìåíí�àÿ ïîëóîñü;

• Mm � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì m-ãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè-
÷åííûìè êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè íà ïîëóïðÿìîé R+ îïåðàòîð-
ôóíêöèÿìè;

• Hm � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì m-ãî ïîðÿä-
êà ñ îãðàíè÷åííûìè êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè íà ïîëóïðÿìîé R+

îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè;

• S∗(A) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈Mm;

• EndRm � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
èç Rm â Rm;

• ‖A‖ = sup
t∈R+

‖A(t)‖ � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâåMm;
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• XA(t, τ) � îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû A ∈Mm;

• λi(A) � i-é ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈Mm;

• Ω(A), ω(A) � âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ñè-
ñòåìû A ∈Mm ñîîòâåòñòâåííî;

• σi � i-å ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà A : Rm → Rm;

• δi � i-å ëîãàðèôìè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî íåâûðîæäåííîãî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Rm → Rm;

• χtτ(x) � ðîñò ôóíêöèè x îò τ äî t;

• χ(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ôóíêöèè x;

• J : R2n → R2n � îðòîãîíàëüíûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð;

• 〈x, y〉 � ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå x, y ∈ R2n;

• Mε(A) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ ‖B − A‖ < ε;

• Hε(A) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Hm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
‖B − A‖ < ε;

• M0(A) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ ‖B(t)− A(t)‖ → 0, t→∞;

• H0(A) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Hm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
‖B(t)− A(t)‖ → 0, t→∞;

• L(e1, . . . , ek) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ e1, . . . , ek íåêîòîðî-
ãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà;

• L⊥(e1, . . . , ek) � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L(e1, . . . , ek);

• In, I : Rn → Rn � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð;

• PG � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî G ⊂ Rm;

• ](x, y) ∈ [0, π] � óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x, y ∈ Rm;

• ](M,N) ≡ inf
x∈M, y∈N

](x, y) � óãîë ìåæäó ìíîæåñòâàìè

M,N ⊂ Rm;
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• κ : S∗ → R � ïîêàçàòåëü, îïðåäåëåííûé íà S∗ ≡
⋃

A∈Mm

S∗(A);

• Spκ(A) ≡ {κ(x)|x ∈ S∗(A)} � cïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû
A ∈Mm;

• LMSpκ(A) ≡ Lim
Mm3B→A

Spκ(B) � ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûé ñïåêòð

ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈Mm;

• LHSpκ(A) ≡ Lim
H2n3B→A

Spκ(B) � ãàìèëüòîíîâî ðàâíîìåðíî ïðå-

äåëüíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ H2n;

• M0Spκ(A) � áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûé ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ
κ ñèñòåìû A ∈Mm;

• H0Spκ(A) � ãàìèëüòîíîâî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûé
ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ H2n.
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Ãëàâà 1

Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü

öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé

ìàëîìåðíûõ ëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
îäíîâðåìåííîé äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé äâóìåðíûõ
è ÷åòûðåõìåðíûõ ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â êëàññå ðàâíî-
ìåðíî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëàm ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîMm

ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rm, (1.1)

ñ îãðàíè÷åííûìè êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè íà ïîëóïðÿìîé
R+ ≡ [0,∞) îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè

A : R+ → EndRm.

Â äàëüíåéøåì, ïîëüçóÿñü âîëüíîñòüþ ðå÷è, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ñèñòåìó (1.1) ñ îïåðàòîð-ôóíêöèåé A, ôèãóðèðóþùåé â çàïèñè ýòîé
ñèñòåìû.
Ìíîæåñòâî Mm íàäåëèì ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ åñòåñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîð-ôóíêöèé îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ïðîñòðàíñòâî Mm ïðåâðàòèì â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
ââåäÿ â íåì ðàâíîìåðíóþ íà ïîëóïðÿìîé R+ íîðìó

‖A‖ = sup
t∈R+

‖A(t)‖,

ãäå
‖A(t)‖ = sup

|x|=1

|A(t)x|,

|x| =
√

(x, x) =
√
x2

1 + . . .+ x2
m, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

Òàê êàê îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A ∈ Mm îãðàíè÷åíà íà ïîëóïðÿìîé
R+, òî åå íîðìà

aA ≡ ‖A‖ = sup
t∈R+

‖A(t)‖ (1.2)

êîíå÷íà.
Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû A ∈ Mm óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç

XA(t, τ), ãäå t, τ ∈ R+, åå îïåðàòîð Êîøè, ò. å. ëèíåéíûé îïåðà-
òîð, äåéñòâóþùèé èç Rm â Rm è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

XA(t, τ)x(τ) = x(t).

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òàêîãî îïåðàòîðà äîêàçàíà â [21,
c. 72].

Îïðåäåëåíèå 1 [31, 36]. Íàçîâåì ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñè-
ñòåìû A ∈Mm ÷èñëà

λi(A) ≡ inf
F∈Gi

lim
t→∞

1

t
ln ‖XA|F (t, 0)‖, i = 1, . . . ,m, (1.3)

ãäå Gi � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm, à
XA|F � ñóæåíèå îïåðàòîðà Êîøè ñèñòåìû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
F ⊂ Rm.
Èç ôîðìóëû (1.3) ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà çàíóìåðîâà-

íû â ïîðÿäêå íåñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ

λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λm(A).

Îïðåäåëåíèå 2 [6, c. 116]. Âåðõíèì Ω(A) è ñîîòâåòñòâåííî íèæ-
íèì ω(A) öåíòðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû A ∈Mm íàçûâà-
þòñÿ ÷èñëà

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XA(sT, (s− 1)T )‖, (1.4)
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ω(A) ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XA((s− 1)T, sT )‖−1. (1.5)

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå
ïîêàçàòåëè ñèñòåì èç ïðîñòðàíñòâà Mm áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
îïðåäåëåííûå íà íåì ôóíêöèîíàëû

λ1, . . . , λm,Ω, ω :Mm → R.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè íåâûðîæäåííîãî ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà A : Rm → Rm íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
îïåðàòîðà

√
A∗A.

Îáîçíà÷èì èõ σ1 6 σ2 6 ... 6 σm. Çàìåòèì, ÷òî âñå îíè ïîëîæè-
òåëüíû â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà À.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-ì ñèíãó-
ëÿðíûì ÷èñëîì íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA : Rm → Rm

÷èñëî
σ′i ≡ inf

L∈Gi
max
x∈L
|x|=1

|Ax|,

ãäå Gi � ìíîæåñòâî âñåõ i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm.
Çàìåòèì, ÷òî σ′1 6 σ′2 6 ... 6 σ′m.

Óòâåðæäåíèå 1. Îïðåäåëåíèÿ 3 è 4 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî

σ′i 6 σi. (1.6)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæäåííûé îïåðàòîð A : Rm → Rm. Ïî
îïðåäåëåíèþ íîðìû

inf
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

|Ax| = inf
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

√
(A∗Ax, x).

Îïåðàòîð A, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè íåâûðîæ-
äåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà [18, ñ. 174], äîïóñêàåò ïîëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå A = US, ãäå U � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, à S � ïîëîæè-
òåëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Ïî òåîðåìå î ñîáñòâåííîì áàçèñå
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà [18, ñ. 156] ìàòðèöà îïåðàòîðà S â ýòîì
áàçèñå äèàãîíàëüíà, ò. å. S = Q−1DQ, ãäå ìàòðèöà D � äèàãîíàëü-
íàÿ, à Q � îðòîãîíàëüíàÿ. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Q äåéñòâèòåëüíàÿ
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è îðòîãîíàëüíàÿ, äëÿ íåå âûïîëíåíî Q∗ = Q−1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

S = Q−1DQ = Q∗DQ, A = UQ∗DQ, A∗ = Q∗D∗QU ∗.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D∗ = D, ïîëó÷èì A∗ = Q∗DQU ∗. Òîãäà

A∗A = Q∗DQU ∗UQ∗DQ = Q∗D2Q.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì öåïî÷êó:

σ′i = inf
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

√
(A∗Ax, x) = inf

L∈Gi
max
x∈L
|x|=1

√
(Q∗D2Qx, x) =

= inf
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

√
(D2Qx,Qx) = inf

QL∈Gi
max
Qx∈QL
|Qx|=1

√
(D2Qx,Qx) =

= inf
L∈Gi

max
y∈L
|y|=1

√
(D2y, y) = inf

L∈Gi
max
y∈L
|y|=1

√√√√ m∑
k=1

σ2
ky

2
k 6 max

y∈L0
|y|=1

√√√√ m∑
k=1

σ2
ky

2
k = σi,

ãäå â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà L0 áåðåòñÿ
L0 = {y : y = (y1, ..., yi, 0, ..., 0)}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ e1, ..., em, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ D, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì σ1, ..., σm. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
k ∈ {1, . . . ,m} ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà Rm−k+1 = L(ek, ..., em)
è ïðîèçâîëüíîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lk. Âîçüìåì y ∈ Rm−k+1,

òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ξi ∈ R, i = k, . . . ,m, ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî y = ξkek + ...+ ξmem. Âû÷èñëèì

(D2y, y) = (ξkσ
2
kek + ...+ ξmσ

2
mem, ξkek + ...+ ξnem) =

= ξ2
kσ

2
k + ...+ ξ2

mσ
2
m > σ2

k(y, y).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Lk
⋂
Rm−k+1 6= {0}, ñóùåñòâóåò x0 ∈ Lk

⋂
Rm−k+1,

x0 6= 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü |x0| = 1. Òîãäà

(D2x0, x0) > σ2
k(x0, x0) = σ2

k.

Ñëåäîâàòåëüíî,
max
x∈Lk

|x|=1

(D2x, x) > σ2
k,
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à çíà÷èò
max
x∈Lk

|x|=1

√
(D2x, x) > σk.

Òàê êàê Lk áðàëîñü ïðîèçâîëüíîå, òî

σ′k = inf
L∈Gk

max
x∈L
|x|=1

√
(D2x, x) > σk. (1.7)

Ó÷èòûâàÿ (1.6) è (1.7), ïîëó÷àåì

σi = inf
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

|Ax|.

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1. Â îïðåäåëåíèè 4 íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ,
ò. å.

σ′i ≡ min
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

|Ax|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç äîêà-
çàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1.
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ (D2x, x), x ∈ Rm, êîòîðàÿ

íà åäèíè÷íîé ñôåðå (êîìïàêò) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà (σ′m)2 â íåêî-
òîðîé òî÷êå x′, ãäå |x′| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ Rm, äëÿ
êîòîðûõ |x| = 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (D2x, x) 6 (σ′m)2, ïðè÷åì
(D2x′, x′) = (σ′m)2.

Èç òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ñïðàâåäëèâî

(D2x, x) 6 (σ′m)2(x, x),

ñëåäóåò, ÷òî
(D2x− (σ′m)2x, x) 6 0,

ïðè÷åì
(D2x′ − (σ′m)2x′, x′) = 0.

Äàëüíåéøåìó äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøëåì ëåììó 1.

Ëåììà 1. Ïóñòü B: Rm → Rm � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è
äëÿ ëþáîãî x ∈ Rm ñïðàâåäëèâî

(Bx, x) 6 0. (1.8)
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Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà l ∈ Rm âåðíî ðàâåíñòâî

(Bl, l) = 0, (1.9)

òî è Bl = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà h ∈ Rm

èìååì (Bl, h) = 0. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì âåêòîð x = l + th, ãäå t �
ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ (1.8) áó-
äåì èìåòü

(B(l + ht), l + ht) = (Bl, l) + t(Bl, h) + t(Bh, l) + t2(Bh, h) 6 0.

Òàê êàê B � ñàìîñîïðÿæåííûé, òî

(Bl, h) = (l, B∗h) = (l, Bh).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî è (1.9), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2t(Bl, h) + t2(Bh, h) 6 0, (1.10)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî t è ëþáîãî h. Ýòî ïàðà-
áîëà (åñëè (Bh, h) < 0) ñ âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè âíèç, òàê êàê
(Bh, h) 6 0 ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîë-
íåíî äëÿ ëþáîãî t è ëþáîãî h òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè (Bl, h) = 0,
à çíà÷èò Bl = 0.
Åñëè æå (Bh, h) = 0, òî íåðàâåíñòâî (1.10) ïðèìåò âèä

2t(Bl, h) 6 0, äëÿ ëþáîãî t è ëþáîãî h, à çíà÷èò (Bl, h) = 0, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî Bl = 0.
Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäîâàòåëüíî,

D2x′ − (σ′m)2x′ = 0,

à çíà÷èò (σ′m)2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèåD2. Ñëåäîâàòåëüíî, σ′m = σm.
Âîçüìåì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê âåêòîðó x′.Ïîëó÷èì Lm−1 �

(m − 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî D2.
Äîñòèãàåì ìàêñèìóìà íà Lm−1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïî-
ëó÷èì σ′i = σi, i = 1, . . . ,m. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû i-ìåðíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà Li, i = 1, . . . ,m, íà êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ σ′i.
Çàìå÷àíèå 1 äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì ÷èñëà δi = lnσi, i = 1, . . . ,m, ëîãà-
ðèôìè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A : Rm → Rm.
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Äàäèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. ×èñëà

δi = min
L∈Gi

max
x∈L
|x|=1

ln |Ax|, i = 1, . . . ,m,

ãäå Gi � ìíîæåñòâî âñåõ i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm,
íàçîâåì ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè íåâûðîæäåííî-
ãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ∈ AutRm (çàìåòèì, ÷òî îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò íåðàâåíñòâàì δ1 6 . . . 6 δm).

Çàìå÷àíèå 2. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 5 è 6 ñëåäóåò èç
ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé 3 è 4.
Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå R ÷èñëîâîé îñè çàäàíû ÷èñëà

t 6= τ è âåêòîð-ôóíêöèÿ x, ïðèíèìàþùàÿ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 7 [53]. Íàçîâåì ðîñòîì ôóíêöèè x îò τ äî t ÷èñëî

χtτ(x) ≡ 1

t− τ
ln
|x(t)|
|x(τ)|

. (1.11)

Îïðåäåëåíèå 8 [53]. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ íà ïî-
ëóîñè t ∈ R+, íå ïðèíèìàåò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Íàçîâåì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ýòîé ôóíêöèè âåëè÷èíó (ñì.
ôîðìóëó (1.11))

χ(x) ≡ lim
t→∞

χt0(x).

Äëÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ïîíÿòèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà è ïîíÿòèå ðîñòà áóäåì ñ÷èòàòü
íåîïðåäåëåííûìè.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè χtτ , âûòåêàþùèå èç ôîð-

ìóëû (1.11) [53].

1◦. Âåðíî ðàâåíñòâî χtτ(x) = χτt (x).

2◦. Åñëè c � íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà, òî

χtτ(cx) = χtτ(x).

Åñëè x � íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A ∈Mm, òî èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå îöåíêè (âûòåêàþùèå èç îãðàíè÷åííîñòè (1.2) îïåðàòîð-
ôóíêöèè A):
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3◦. −aA 6 χtτ(x) 6 aA.

4◦. |χtτ(x)− χsσ(x)| 6 2aA(|t−s|+|τ−σ|)
|t−τ | .

Ïóñòü m ÷åòíî: çäåñü è äàëåå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ÷åòíîìåðíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñ÷èòàåì m = 2n. È ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå R2n çàäàí îðòîãîíàëüíûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð
J (ò. å. J−1 = J∗ = −J). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà â R2n ìàòðèöà
îïåðàòîðà J áóäåò èìåòü âèä

J =

(
0 In
−In 0

)
.

Îïðåäåëåíèå 9 [1, 21, 30]. Ãàìèëüòîíîâîé (êàíîíè÷åñêîé) íà-
çûâàåòñÿ cèñòåìà âèäà{

q̇ = ∂H(t,q,p)
∂p

ṗ = −∂H(t,q,p)
∂q

, (t, q, p) ∈ G ⊆ R× Rn × Rn, H : G→ R,

∂H

∂q
= colon

(
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qn

)
,

∂H

∂p
= colon

(
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn

)
.

Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû èãðàþò âàæäóþ ðîëü â ìåõàíèêå, ãäå ïåðå-
ìåííûå q1, . . . , qn � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, p1, . . . , pn � îáîáùåí-
íûå èìïóëüñû, t � âðåìÿ, H(t, q, p) � ãàìèëüòîíèàí, à â àâòîíîìíîì
ñëó÷àå � ïåðâûé èíòåãðàë (îáîáùåííûé èíòåãðàë ýíåðãèè).
Åñëè äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëîæèòü x = (q, p) ∈ R2n è

âçÿòü

J =

(
0 In
−In 0

)
,

òî ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî îíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ẋ = J
∂H

∂x
.

Îïðåäåëåíèå 10. Ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íàÿ cèñòåìà âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ R2n, t ∈ R+,

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ JA(t) ñèììåòðè÷íà ïðè êàæäîì t ∈ R+.
Ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó òàêæå ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

ẋ = JB(t)x, x ∈ R2n, t ∈ R+, (1.12)
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ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ B(t) ñèììåòðè÷íà ïðè êàæäîì t ∈ R+.
Ââèäó òîãî, ÷òî â ÿâíîì âèäå â îáùåäîñòóïíîé ëèòåðàòóðå ïî òåî-

ðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íå äîêàçàíà êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ
10, ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëèíåéíà è ãàìèëüòîíîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòå-
ìà (1.12). Ëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, à ãàìèëüòîíîâîñòü
äîêàçàíà â [21, ñ. 209].
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (çàìåòèì,

÷òî âñÿêóþ ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå ẋ = JB(t)x, x ∈ R2n, t ∈ R+) è ïîñìîòðèì, êîãäà îíà áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ãàìèëüòîíîâîé. Äëÿ ýòîãî äîëæíà íàéòèñü òàêàÿ ôóíêöèÿ
H(t, x), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

2n∑
k=1

b1k(t)xk = ∂H(t,x)
∂x1

2n∑
k=1

b2k(t)xk = ∂H(t,x)
∂x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
2n∑
k=1

b2n,k(t)xk = ∂H(t,x)
∂x2n

.

(1.13)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî x1 ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.13), ïîëó÷èì

H(t, x) =
b11(t)

2
x2

1 +
2n∑
k=2

b1k(t)xkx1 + ϕ1(x2, . . . , x2n, t), (1.14)

ãäå ϕ1(x2, . . . , x2n, t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî
x2 ðàâåíñòâî (1.14) è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.13).
Áóäåì èìåòü

2n∑
k=1

b2k(t)xk = b12(t)x1 +
∂ϕ1(x2, . . . , x2n, t)

∂x2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂ϕ1(x2, . . . , x2n, t)

∂x2
= (b21(t)− b12(t))x1 +

2n∑
k=2

b2k(t)xk. (1.15)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.15) íå çàâèñèò îò x1. ×òîáû ðàâåí-
ñòâî (1.15) âûïîëíÿëîñü, ïðàâàÿ ÷àñòü òîæå íå äîëæíà çà-
âèñåòü îò x1, à ýòî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b21(t) = b12(t), t ∈ R+. Çíà÷èò, (1.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂ϕ1(x2, . . . , x2n, t)

∂x2
=

2n∑
k=2

b2k(t)xk. (1.16)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî x2 ðàâåíñòâî (1.16) è ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå
(1.14):

H(t, x) =
b11(t)

2
x2

1 +
b22(t)

2
x2

2+

+
2n∑
k=2

b1k(t)xkx1 +
2n∑
k=3

b2k(t)xkx2 + ϕ2(x3, . . . , x2n, t),

ãäå ϕ2(x3, . . . , x2n, t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì ïî x3 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïîäñòàâèì â òðåòüå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû (1.13). Ïîëó÷èì

2n∑
k=1

b3k(t)xk = b13(t)x1 + b23(t)x2 +
∂ϕ2(x3, . . . , x2n, t)

∂x3
,

îòêóäà

∂ϕ2(x3, . . . , x2n, t)

∂x3
= (b31(t)−b13(t))x1+(b32(t)−b23(t))x2+

2n∑
k=3

b3k(t)xk.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

b31(t) = b13(t), b32(t) = b23(t), t ∈ R+.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïîëó÷èì

bij(t) = bji(t), i, j = 1, . . . , 2n, t ∈ R+,

ò. å. îïåðàòîð-ôóíêöèÿ B(t) ñèììåòðè÷íà ïðè êàæäîì t ∈ R+.

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà, èñïîëüçóåìûå â äàëü-

íåéøåì (ñì. [1, 21, 55, 63, 64]).
Â ïðîñòðàíñòâå R2n çàäàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉,

ñâÿçàííîå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) ôîðìóëîé

〈x, y〉 = (Jx, y), x, y ∈ R2n.
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Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé íåâûðîæäåííîé ôîðìîé. Áèëèíåéíîñòü âûòåêàåò èç áèëè-
íåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà J, à êî-
ñîñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà J :

〈x, y〉 = (Jx, y) = (x, J∗y) = −(Jy, x) = −〈y, x〉.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R2n ñ çàäàííûì íà í¼ì ñèìïëåêòè÷å-

ñêèì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì.
Ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà J , íà-

çûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì (ñ èíäóöèðîâàííûì ñèìïëåêòè÷åñêèì
ïðîèçâåäåíèåì).
Áàçèñ e1, . . . , e2n â R2n íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè

〈ei, ej〉 =

{
0, i+ j 6= 2n+ 1,

1, i+ j = 2n+ 1, i < j.
(1.17)

Îïåðàòîð X íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè îí ñîõðàíÿåò ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

〈Xx,Xy〉 = 〈x, y〉, x, y ∈ R2n.

Íàêîíåö, îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû.

5◦. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 〈x, y〉 = −〈y, x〉 è 〈x, x〉 = 0.

6◦. Ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå áàçèñû (ñîäåð-
æàùèå â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåêòîðà ëþáîé íàïåðåä çàäàííûé íåíóëå-
âîé âåêòîð), ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ ìîæíî íîðìèðîâàòü ñ ñîõðàíå-
íèåì ñèìïëåêòè÷íîñòè.

7◦. Åñëè îïåðàòîðû X, Y ñèìïëåêòè÷íû, òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
è îïåðàòîðû X∗, X−1, XY, ïðè÷åì detX = 1.

8◦. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1.1) ñ îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé
îïåðàòîð-ôóíêöèåé A ãàìèëüòîíîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
îïåðàòîð Êîøè XA(t, s) ñèìïëåêòè÷åí ïðè âñåõ t, s ∈ R+.
Èç ñâîéñòâà 8◦ âûòåêàåò ñâîéñòâî

9◦. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé x è y ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì èõ ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

〈x(t), y(t)〉 = const, t ∈ R+.
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Îïðåäåëåíèå 11. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèè a è b íå ïðèíèìàþò íó-
ëåâîãî çíà÷åíèÿ è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà T > 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì

a(0)⊥b(0), a(T )⊥b(T ), γ = χT0 (a), β = χT0 (b),

à ôóíêöèÿ u ≡ c1a + c2b, (c1, c2 ∈ R) òàêîâà, ÷òî
](u(0), a(0)) = ϕ ∈ (0, π2 ), òî íàçîâåì âåëè÷èíó l(γ, ϕ, β) ≡ χT0 (u)
ïðîìåæóòî÷íûì ðîñòîì (ìåæäó γ è β) ôóíêöèè u îò 0 äî T .
Îòìåòèì ñâîéñòâà ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà, èñïîëüçóåìûå â äàëü-

íåéøåì.

10◦. Ôóíêöèÿ l(γ, ϕ, β) âîçðàñòàåò ïî γ.

11◦. Ôóíêöèÿ l(γ, ϕ, β) âîçðàñòàåò ïî β.

12◦. Åñëè γ < β, òî ôóíêöèÿ l(γ, ϕ, β) âîçðàñòàåò ïî ϕ ∈ (0, π2 ).

13◦. Äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l(γ + ∆, ϕ, β + ∆) = l(γ, ϕ, β) + ∆.

Ñâîéñòâà 10◦ è 11◦ äîêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ïîýòî-
ìó ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñâîéñòâà 10◦. Áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |a(0)| = |b(0)| = |u(0)| = 1.
Ïóñòü γ1 < γ2. Ïîêàæåì, ÷òî l(γ1, ϕ, β) < l(γ2, ϕ, β). Ïî îïðåäåëå-

íèþ ðåøåíèÿ u

u(0) = a(0) cosϕ+ b(0) sinϕ, u(T ) = a(T ) cosϕ+ b(T ) sinϕ.

Ïîñêîëüêó

χT0 (a(t)) =
1

T
ln |a(T )| = γ,

òî |a(T )| = eγT . Àíàëîãè÷íî |b(T )| = eβT . Òîãäà

l(γ1, ϕ, β) =
1

T
ln

√
e2γ1T cos2 ϕ+ e2βT sin2 ϕ =

=
1

2T
ln e2βT ((e2(γ1−β)T−1) cos2 ϕ+1) = β+

1

2T
ln((e2(γ1−β)T−1) cos2 ϕ+1).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

l(γ2, ϕ, β) = β +
1

2T
ln((e2(γ2−β)T − 1) cos2 ϕ+ 1).
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Îòñþäà, â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ýêñïîíåòû è ëîãàðèôìà, ñëåäóåò òðåáó-
åìîå íåðàâåíñòâî l(γ1, ϕ, β) < l(γ2, ϕ, β).
Äîêàæåì ñâîéñòâî 12◦. Ïóñòü ϕ1 < ϕ2. Ïîêàæåì, ÷òî

l(γ, ϕ1, β) < l(γ, ϕ2, β).

l(γ, ϕ1, β) =
1

T
ln

√
e2γT cos2 ϕ1 + e2βT sin2 ϕ1 =

= γ +
1

2T
ln(1− sin2 ϕ1 + e2(β−γ)T sin2 ϕ1) =

= γ +
1

2T
ln(1 + (e2(β−γ)T − 1) sin2 ϕ1).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

l(γ, ϕ2, β) = γ +
1

2T
ln(1 + (e2(β−γ)T − 1) sin2 ϕ2).

Ïîñêîëüêó γ < β ïî óñëîâèþ, òî e2(β−γ)T − 1 > 0. Ó÷èòûâàÿ âîçðàñ-
òàíèå ëîãàðèôìà è âîçðàñòàíèå ñèíóñà íà (0, π2 ), ïîëó÷àåì

l(γ, ϕ1, β) < l(γ, ϕ2, β).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 13◦.

l(γ + ∆, ϕ, β + ∆) =
1

2T
ln(e2(γ+∆)T cos2 ϕ+ e2(β+∆)T sin2 ϕ) =

= ∆ +
1

2T
ln(e2γT cos2 ϕ+ e2βT sin2 ϕ) = ∆ + l(γ, ϕ, β).

Îïðåäåëåíèå 12 [53]. Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû A ∈ Mm (A ∈ Hm)
îáîçíà÷èì:
a) ÷åðåçMε(A) (Hε(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈Mm (B ∈ Hm),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖B −A‖ < ε, à âîçìóùåíèÿ òàêîãî òèïà
áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíî ìàëûìè;
b) ÷åðåçM0(A) (H0(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈Mm (B ∈ Hm),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖B(t) − A(t)‖ → 0, t → ∞, ïðè âûïîë-
íåíèè êîòîðîãî âîçìóùåíèå B − A íàçîâåì áåñêîíå÷íî ìàëûì.

1.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ ε, T > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà Cε

T ∈ H2n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
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1) δ′1 6 δ1 − εT è δ′2n > δ2n + εT, ãäå δ1, δ2n � ëîãàðèôìè÷åñêèå
ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XA(T, 0), à δ′1, δ

′
2n � ëîãàðèôìè÷åñêèå

ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XCε
T
(T, 0);

2) sup
06t6T

‖A(t)− Cε
T (t)‖ 6 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû A, ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.2 èç [55], äîïóñêàåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå XA(T, 0) = US,
â êîòîðîì êàê îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð U , òàê è ïîëîæèòåëüíûé
ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Ïî ëåì-
ìå 2.1 èç [55] S èìååò ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé ñèìïëåêòè-
÷åñêèé áàçèñ {ei} (i = 1, ..., 2n) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè âèäà
α1, ..., αn, α

−1
n , ..., α−1

1 ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî

α1 6 ... 6 αn 6 α−1
n 6 ... 6 α−1

1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖S‖ = |Se2n|, à â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè îïåðàòîðà U
ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XA(T, 0) ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ïðè÷åì âåêòîðû XA(T, 0)ei (i = 1, ..., 2n)
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â R2n è ‖XA(T, 0)‖ = |XA(T, 0)e2n|.
Áàçèñ {ei} (i = 1, ..., 2n) íàçîâåì ñèíãóëÿðíûì áàçèñîì îïåðàòîðà
XA(T, 0), à ÷åðåç xi îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ xi(0) = ei.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå

Qε(t) = −εPL(x1(t)) + εPL(Jx1(t)), t ∈ [0, T ].

Ïîëîæèì

Cε
T (t) = A(t)− εPL(x1(t)) + εPL(Jx1(t)), t ∈ [0, T ]. (1.18)

Äîêàæåì, ÷òî Cε
T ∈ H2n. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

JQε ÿâëÿëñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì, ò. å. ÷òîáû äëÿ ëþáûõ
âåêòîð-ôóíêöèé x è y âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(JQεx(t), y(t)) = (x(t), JQεy(t)), t ∈ [0, T ].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè x(t), y(t), t ∈ [0, T ].
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ [0, T ]. Òîãäà

x(t) = α̃1z1(t)+α̃2Jz1(t)+α̃3z2(t), y(t) = β̃1z1(t)+β̃2Jz1(t)+β̃3z3(t),

ãäå
z1(t) ∈ L(x1(t)), z2(t), z3(t) ∈ L⊥(x1(t), Jx1(t)),
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|z1(t)| = |z2(t)| = |z3(t)| = 1, α̃1, α̃2, α̃3, β̃1, β̃2, β̃3 ∈ R.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè àðãóìåíò t áóäåì îïóñêàòü:

(JQεx, y) = (J(−εPL(x1) + εPL(Jx1))(α̃1z1 + α̃2Jz1 + α̃3z2), y) =

= (−εα̃1Jz1 − εα̃2z1, β̃1z1 + β̃2Jz1 + β̃3z3) =

= −εα̃1β̃2 − εα̃2β̃1 = −ε(α̃1β̃2 + α̃2β̃1),

òàê êàê z1⊥z2, z1⊥z3, z1⊥Jz1, Jz1⊥z2, Jz1⊥z3.
Àíàëîãè÷íî

(x, JQεy) = (x, J(−εPL(x1) + εPL(Jx1))(β̃1z1 + β̃2Jz1 + β̃3z3)) =

= (α̃1z1 + α̃2Jz1 + α̃3z2,−εβ̃1Jz1 − εβ̃2z1) =

= −εα̃1β̃2 − εα̃2β̃1 = −ε(α̃1β̃2 + α̃2β̃1).

Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî (JQεx, y) = (x, JQεy). Ñëåäîâàòåëüíî,
Cε
T ∈ H2n, t ∈ [0, T ].
Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ y1(t) = e−εtx1(t) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1.18). Ïðîâåðèì ýòî, ïîä-
ñòàâèâ âåêòîð-ôóíêöèþ y1 â âîçìóùåííóþ ñèñòåìó (1.18)

(e−εtx1)
′ = (A− εPL(x1) + εPL(Jx1))e

−εtx1.

Ðàñêðûâàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû A, ïîëó÷àåì âåðíîå ðàâåíñòâî:

−εe−εtx1 + e−εtẋ1 = e−εtAx1 − εe−εtx1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñèñòåìû Cε
T åñòü òàêîå ðåøåíèå y1, ÷òî

χT0 (y1) = χT0 (x1)− ε.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî δ′1 6 δ1−εT, à â ñèëó ñèììåòðèè δ′2n > δ2n+εT.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Èç ðàâåíñòâà (1.18) è ñâîéñòâ íîðìû

ñëåäóåò, ÷òî
sup

06t6T
‖A(t)− Cε

T (t)‖ 6 2ε.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 ≡ t0 < t1 < . . . ,
ε1, ε2, . . . > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
C ∈ H2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèÿì:
1) δ′1(j) 6 δ1(j) − εj(tj − tj−1) è δ′2(j) > δ2(j) + εj(tj − tj−1),

ãäå δ1(j), δ2(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
XA(tj, tj−1), à δ

′
1(j), δ

′
2(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà

îïåðàòîðà XC(tj, tj−1);
2) sup

tj−1<t6tj
‖A(t)− C(t)‖ 6 2εj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t = 0 ïîëîæèì C(0) = A(0). Äàëåå, íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå (tj−1, tj], j = 1, 2, . . . , ïîëîæèì

C(t) ≡ C
εj
tj−tj−1(t− tj−1),

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Cε
T îïèñàíà â ëåììå 2. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ëåììû 2.
Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ ε, T > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H4 ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà Cε

T ∈ H4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) δ′2 > δ′1 + ε

2T è δ′3 < δ′4 − ε
2T, ãäå δ

′
i (i = 1, 2, 3, 4) � ëîãàðèôìè-

÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XCε
T
(T, 0);

2) sup
06t6T

‖A(t)− Cε
T (t)‖ 6 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû Cε
T âîçüìåì ñèñòåìó, ïî-

ñòðîåííóþ â ëåììå 2. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå
â ëåììå 2, ñ ïîïðàâêîé íà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû. Äàëåå âî âñåõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ ñ÷èòàåì, ÷òî t ∈ [0, T ].
1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû Cε

T , ðàâ-
íî êàê è íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû A, íà÷èíàëèñü âî ìíîæåñòâå
L⊥(Jx1(0)), òî îíè äëÿ ëþáîãî t îñòàþòñÿ âî ìíîæåñòâå L⊥(Jx1(t)).
Äîêàæåì ýòî ñíà÷àëà äëÿ ñèñòåìû A.
Ïóñòü x � òàêîå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû A, ÷òî

x(0) ∈ L⊥(Jx1(0)). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé ëèíåéíîé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì èõ ñèìïëåêòè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå (ñì. ñâîéñòâî 9◦), òî

〈x1(t), x(t)〉 = 〈x1(0), x(0)〉 = 0.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîëó÷àåì

〈x1(t), x(t)〉 = (Jx1(t), x(t)) = 0,

ò. å. x(t) ⊥ Jx1(t), à çíà÷èò x(t) ∈ L⊥(Jx1(t)).
Ïóñòü y � òàêîå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Cε

T , ÷òî
y(0) ∈ L⊥(Jx1(0)). Ðåøåíèå ñèñòåìû Cε

T , êîòîðîå íà÷èíàëîñü â
x1(0), áóäåò èìåòü âèä e−εtx1(t) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2). Òîãäà

0 = 〈x1(0), y(0)〉 = 〈e−εtx1(t), y(t)〉 =

= e−εt〈x1(t), y(t)〉 = e−εt(Jx1(t), y(t)),

ò. å. y(t) ⊥ Jx1(t), à çíà÷èò y(t) ∈ L⊥(Jx1(t)).
2. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü â L⊥(Jx1(t)), ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç âåêòîð x1(t), íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîçìóùåíèåì. Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè x è y � òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåì A è Cε

T ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî x(0) = y(0) ∈ L⊥(Jx1(0)), òî y(t) ∈ L(x1(t), x(t)).
Áîëåå òîãî,

y(t) = x(t) + α(t)x1(t),

ãäå α(t) � íåêîòîðàÿ òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî α(0) = 0. Ïîä-
ñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ y â âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

(x+ αx1)
′ = (A− εPL(x1) + εPL(Jx1))(x+ αx1).

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå â ï. 1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ẋ+ α̇x1 + αẋ1 = Ax− εPL(x1)x+ αAx1 − εαx1.

Ïîñêîëüêó

PL(x1)x =
(x, x1)

(x1, x1)
x1,

òî áóäåì èìåòü (
α̇ + εα + ε

(x, x1)

(x1, x1)

)
x1 = 0.

Òàê êàê x1(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t, òî ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

α̇ + εα = f, α(0) = 0, (1.19)

ãäå f ≡ −ε (x,x1)
(x1,x1) � íåïðåðûâíàÿ ïî t ôóíêöèÿ. Ïîëó÷èëè çàäà÷ó

Êîøè (1.19) äëÿ ôóíêöèè α, êîòîðàÿ ïðè t ∈ [0, T ] èìååò ðåøåíèå,
ïðè÷åì åäèíñòâåííîå [65, c. 34].
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3. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

H(t) ≡ L(x1(t), Jx1(t)), M(t) ≡ H⊥(t).

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x′ âîçìóùåííîé ñèñòåìû Cε
T , íà÷èíà-

þùååñÿ â M(0), ðàñòåò íå ìåäëåííåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå (ñ òåì
æå íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì) ðåøåíèå x ñèñòåìû A, ò. e.

χT0 (x′) > χT0 (x),

åñëè x′(0) = x(0) ∈M(0).
Ïî äîêàçàííîìó â ï. 2

x′(t) = x(t) + α(t)x1(t).

Òîãäà PM(t)x(t) = PM(t)x
′(t). Ïîñêîëüêó x(0) ∈ M(0), òî

x(0) ⊥ x1(0), x(0) ⊥ Jx1(0). Òàê êàê {ei} � ñèíãóëÿð-
íûé áàçèñ, òî x(T ) ⊥ x1(T ), x(T ) ⊥ Jx1(T ). Ïîýòîìó
PM(T )x(T ) = x(T ) = PM(T )x

′(T ), ñëåäîâàòåëüíî, |x′(T )| > |x(T )|.
Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ðîñòà (1.11) ñëåäóåò, ÷òî

χT0 (x′) > χT0 (x).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ x(0) ∈M(0), âåðíî íåðàâåíñòâî

χT0 (x) >
δ2

T
,

òî

χT0 (x′) >
δ2

T
. (1.20)

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà, äîêàçàííûå â ïï. 1�3, ñïðàâåäëèâû äëÿ
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ÷åòû-
ðåõ.
4. Çäåñü è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðåõìåðíûå ãàìèëüòî-

íîâû ñèñòåìû.
Ïóñòü a1, a2, a3, a4 � ñèíãóëÿðíûé áàçèñ îïåðàòîðà XCε

T
(T, 0).

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ α = ε
2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

δ′2 > δ′1 + αT.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: δ′2 6 δ′1 + αT. Ïóñòü òîãäà
δ′2 = δ′1 + α0T, α0 ∈ [0, α].
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a) Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü P (t), ÷òî
P (0) = L(a1, a2) (íàòÿíóòàÿ íà äâà ñàìûõ ìåäëåííûõ âåêòîðà a1 è
a2 ñèíãóëÿðíîãî áàçèñà), â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ t ñèìïëåê-
òè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, à ðîñòû
âñåõ åå ðåøåíèé ëåæàò íà îòðåçêå[

δ′1
T
,
δ′2
T

]
=

[
δ′1
T
,
δ′1
T

+ α0

]
.

Ïðè ýòîì ðîñòû âñåõ ðåøåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â ïëîñêîñòè
JP (0) = L(a3, a4) (íàòÿíóòîé íà äâà ñàìûõ áûñòðûõ âåêòîðà a3

è a4 ñèíãóëÿðíîãî áàçèñà), ëåæàò íà îòðåçêå[
δ′3
T
,
δ′4
T

]
=

[
δ′3
T
,
δ′3
T

+ α0

]
.

á) Ðåøåíèå x′1 ñèñòåìû Cε
T òàêîå, ÷òî x′1(0) = x1(0), â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ P óãîë

φ1 ≡ ](x′1(0), P (0)) = ](x′1(0), g1) > ](x′1(0), G1) = ](H(0), G1),

ãäå g1 ∈ P (0), G1 = L(g1, Jg1).
Äîêàæåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ ≡ ](x′1(0), G1), ϕ ∈ [0, π2 ], è ïîêàæåì, ÷òî

](H(0), G1) = ϕ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

](x′1(0), G1) 6 ](H(0), G1).

Ïóñòü
](x′1(0), G1) = ](x′1(0), g̃1),

ãäå g̃1 ∈ G1, |g̃1| = 1. Òîãäà

|Jx′1(0)| = 1, |Jg̃1| = 1, (Jx′1(0), Jg̃1) = (x′1(0), g̃1) = cosϕ

â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè îïåðàòîðà J. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå åäèíè÷-
íûå âåêòîðû u ∈ H(0), v ∈ G1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ψ, θ ∈ [0, 2π)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

u = x′1(0) cosψ + Jx′1(0) sinψ, v = g̃1 cos θ + Jg̃1 sin θ.

Âû÷èñëèì êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè u è v.

cos∠(u, v) = (u, v) = (x′1(0) cosψ+Jx′1(0) sinψ, g̃1 cos θ+Jg̃1 sin θ) =
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= (x′1(0), g̃1) cosψ cos θ + (Jx′1(0), Jg̃1) sinψ sin θ+

+(Jx′1(0), g̃1) sinψ cos θ + (x′1(0), Jg̃1) cosψ sin θ =

= (x′1(0), g̃1) cosψ cos θ + (x′1(0), g̃1) sinψ sin θ−
−(x′1(0), Jg̃1) sinψ cos θ + (x′1(0), Jg̃1) cosψ sin θ =

= cos(ψ − θ) cosϕ+ (x′1(0), Jg̃1) sin(θ − ψ).

Ïîêàæåì, ÷òî
(x′1(0), Jg̃1) = 0.

Ïðåäñòàâèì
x′1(0) = g̃1 cosϕ+ h,

ãäå h ∈ L⊥(g̃1, Jg̃1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(x′1(0), Jg̃1) = (g̃1 cosϕ+ h, Jg̃1) = (g̃1, Jg̃1) cosϕ+ (h, Jg̃1) = 0.

Òàê êàê ϕ ∈ [0, π2 ], òî cosϕ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

cos](u, v) = cos(ψ − θ) cosϕ 6 cosϕ, ψ, θ ∈ [0, 2π),

à çíà÷èò ∠(u, v) > ϕ, ò. å. ∠(x′1(0), G1) 6 ](H(0), G1). Òàêèì îáðà-
çîì, ðàâåíñòâî ](x′1(0), G1) = ](H(0), G1) äîêàçàíî.
â) Ïóñòü g2 ∈ P (0) è g2 ⊥ g1, |g2| = 1. Îáîçíà÷èì G2 ≡ L(g2, Jg2).

Äîêàæåì, ÷òî
](H(0), G1) = ](M(0), G2). (1.21)

Âñïîìíèì, ÷òî M(0) = H⊥(0), è çàìåòèì, ÷òî G2 = G⊥1 . Îáîçíà÷èì

γ ≡ ](M(0), G2), γ ∈ [0,
π

2
].

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå âåêòîðû gm ∈M(0), |gm| = 1, g̃2 ∈ G2, |g̃2| = 1,
÷òî γ = ](gm, g̃2).
Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå R4 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

x1, Jx1, gm, Jgm, ãäå x1 ≡ x′1(0) = x1(0). Âûøå äîêàçàíî,
÷òî

](x′1(0), G1) = ](H(0), G1) = ](x′1(0), g̃1) = ϕ,

ãäå g̃1 ∈ G1, |g̃1| = 1. Òîãäà (g̃1, x1) = cosϕ è âåêòîðû x1 è PH(0)g̃1

êîëëèíåàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2 ∈ R ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

g̃1 = x1 cosϕ+ c1gm + c2Jgm, cos2 ϕ+ c2
1 + c2

2 = 1.
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Òàê êàê (g̃2, gm) = cos γ è âåêòîðû gm è PM(0)g̃2 êîëëèíåàðíû, òî äëÿ
íåêîòîðûõ k1, k2 ∈ R ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

g̃2 = k1x1 + k2Jx1 + gm cos γ, k2
1 + k2

2 + cos2 γ = 1.

Ïîñêîëüêó G2 = G⊥1 , òî (g̃2, g̃1) = 0 è (Jg̃2, g̃1) = 0. Ïîýòîìó

(k1x1+k2Jx1+gm cos γ, x1 cosϕ+c1gm+c2Jgm) = k1 cosϕ+c1 cos γ = 0,

(k1Jx1−k2x1+Jgm cos γ, x1 cosϕ+c1gm+c2Jgm) = −k2 cosϕ+c2 cos γ = 0.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé
k1 cosϕ+ c1 cos γ = 0

−k2 cosϕ+ c2 cos γ = 0

cos2 ϕ+ c2
1 + c2

2 = 1

k2
1 + k2

2 + cos2 γ = 1,

(1.22)

êîòîðàÿ äîëæíà èìåòü ðåøåíèå. Èç íåå ñëåäóåò ñèñòåìà
k2

1 cos2 ϕ = c2
1 cos2 γ

k2
2 cos2 ϕ = c2

2 cos2 γ

1− cos2 ϕ = c2
1 + c2

2

1− cos2 γ = k2
1 + k2

2.

Ïðèáàâèâ âòîðîå óðàâíåíèå ê ïåðâîìó è ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ
c2

1 + c2
2 è k2

1 + k2
2 èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé, ïðåîáðàçóåì

ñèñòåìó 
(1− cos2 γ) cos2 ϕ = (1− cos2 ϕ) cos2 γ

k2
2 cos2 ϕ = c2

2 cos2 γ

1− cos2 ϕ = c2
1 + c2

2

1− cos2 γ = k2
1 + k2

2.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì cos2 γ = cos2 ϕ. Ïîñêîëüêó
ϕ, γ ∈ [0, π2 ], èìååì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå γ = ϕ. Íåñëîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ïðè γ = ϕ èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.22) èìååò ðåøåíèå. Ðà-
âåíñòâî (1.21) äîêàçàíî.
ã) Äîêàæåì, ÷òî

ϕ = ](M(0), G2) = ](M(0), g2). (1.23)
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Çàìåòèì, ÷òî

M(0) = L⊥(x1(0), Jx1(0)) = L(gm, Jgm).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

](M(0), G2) 6 ](M(0), g2).

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð g̃m ∈ M(0), |g̃m| = 1, ÷òî
](g̃m, g2) = ϕ. Òàê êàê g2, g̃2 ∈ G2, G2 � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü,
òî äëÿ íåêîòîðûõ q1, q2 ∈ R ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

g2 = q1g̃2 + q2Jg̃2, q2
1 + q2

2 = 1.

Ðàññìîòðèì âåêòîð

g̃m = q1gm + q2Jgm, g̃m ∈M(0).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(g̃m, g2) = (q1gm + q2Jgm, q1g̃2 + q2Jg̃2) =

= q2
1(gm, g̃2) + q2

2(Jgm, Jg̃2) + q1q2(gm, Jg̃2) + q1q2(Jgm, g̃2) =

= q2
1(gm, g̃2) + q2

2(Jgm, Jg̃2) + q1q2〈g̃2, gm〉+ q1q2〈gm, g̃2〉 =

= (q2
1 + q2

2) cosϕ = cosϕ,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ](g̃m, g2) = ϕ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1.23)
äîêàçàíî.
ä) Ïîñêîëüêó g2 ∈ P (0), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

](g̃m, g2) > ](g̃m, P (0)) = ](g̃m, g3)

äëÿ íåêîòîðîãî g3 ∈ P (0).
Åñëè âçÿòü òàêîå ðåøåíèå x′ ñèñòåìû Cε

T , ÷òî x
′(0) = g̃m ∈M(0),

òî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïï. á)�ã), áóäåì èìåòü

φ1 = ](x′1(0), g1) > ](x′(0), g3) ≡ φ.

Ðåøåíèå x′ íà÷èíàåòñÿ â ïëîñêîñòè äâóõ íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ
y(0) = g3 ⊥ z(0), ðåøåíèå x′1 � â ïëîñêîñòè äâóõ íà÷àëüíûõ âåêòî-
ðîâ y1(0) = g1 ⊥ z1(0), ãäå y(0), y1(0) ∈ P (0), z(0), z1(0) ∈ JP (0).
Ïóñòü y, y1, z, z1 � ðåøåíèÿ ñèñòåìû Cε

T , íà÷èíàþùèåñÿ â âåêòîðàõ
y(0), y1(0), z(0), z1(0) ñîîòâåòñòâåííî.
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Òîãäà

χT0 (x′) = l(χT0 (y), φ, χT0 (z)), χT0 (x′1) = l(χT0 (y1), φ1, χ
T
0 (z1)).

Ó÷èòûâàÿ ï. à), èìååì

χT0 (y), χT0 (y1) ∈
[
δ′1
T
,
δ′1
T

+ α0

]
, χT0 (z), χT0 (z1) ∈

[
δ′3
T
,
δ′3
T

+ α0

]
.

Ïóñòü v1, v2, v3, v4 � ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â âåêòîðàõ a1, a2, a3, a4

ñèíãóëÿðíîãî áàçèñà îïåðàòîðà XCε
T
(T, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ

íèõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

χT0 (v1) 6 χT0 (v2) 6 χT0 (v3) 6 χT0 (v4),

ïðè÷åì èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå, à
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà, èìååì

χT0 (v1) < χT0 (v3).

Ñëåäîâàòåëüíî,

χT0 (y), χT0 (y1) ∈ [χT0 (v1), χ
T
0 (v2)], χT0 (z), χT0 (z1) ∈ [χT0 (v3), χ

T
0 (v4)].

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 10◦�13◦, ïîëó÷àåì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

χT0 (x′1) = l(χT0 (y1), φ1, χ
T
0 (z1)) > l(χT0 (v1), φ1, χ

T
0 (v3)) >

> l(χT0 (v1), φ, χ
T
0 (v3)) = l(χT0 (v1) + α0, φ, χ

T
0 (v3) + α0)− α0 =

= l(χT0 (v2), φ, χ
T
0 (v4))− α0 > l(χT0 (y), φ, χT0 (z))− α0 =

= χT0 (x′)− α0 > χT0 (x′)− α.
Ñëåäîâàòåëüíî,

χT0 (x′) 6 χT0 (x′1) + α =
δ1

T
− ε+ α =

δ1

T
− α < δ2

T
,

÷òî íåâåðíî, òàê êàê ðåøåíèå x′ íà÷èíàåòñÿ â M(0), à çíà÷èò

χT0 (x′) >
δ2

T
.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.20). Ïîýòîìó

δ′2 > δ′1 +
ε

2
T,
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à â ñèëó ñèììåòðèè âåðíî íåðàâåíñòâî

δ′3 < δ′4 −
ε

2
T.

Óòâåðæäåíèå 2) ëåììû 4 ñëåäóåò èç ëåììû 2.
Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 ≡ t0 < t1 < . . . ,
ε1, ε2, . . . > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H4 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
C ∈ H4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèÿì:
1) δ′1(j) 6 δ1(j) − εj(tj − tj−1) è δ′4(j) > δ4(j) + εj(tj − tj−1), ãäå

δi(j) (i = 1, 2, 3, 4) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòî-
ðà XA(tj, tj−1), à δ

′
i(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïå-

ðàòîðà XC(tj, tj−1);
2) δ′2(j) > δ′1(j) +

εj
2 (tj − tj−1) è δ′3(j) < δ′4(j)−

εj
2 (tj − tj−1);

3) sup
tj−1<t6tj

‖A(t)− C(t)‖ 6 2εj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t = 0 ïîëîæèì C(0) = A(0). Äàëåå, íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå (tj−1, tj], j = 1, 2, . . . , ïîëîæèì

C(t) ≡ C
εj
tj−tj−1(t− tj−1),

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Cε
T îïèñàíà â ëåììå 2. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ëåìì 2 è 4.
Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáûõ ε, T > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà Cε

T ∈ H2n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) δ′n 6 δ′n+1 − 2εT, ãäå δ′n, δ

′
n+1 � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå

÷èñëà îïåðàòîðà XCε
T
(T, 0);

2) sup
06t6T

‖A(t)− Cε
T (t)‖ 6 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ei} (i = 1, ..., 2n) � ñèíãóëÿðíûé áà-
çèñ îïåðàòîðà Êîøè XA(T, 0), îïèñàííûé â ëåììå 2, à xi � ðåøåíèÿ,
äëÿ êîòîðûõ xi(0) = ei.
Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå

Qε(t) = −εPL(x1(t),...,xn(t)) + εPL⊥(x1(t),...,xn(t)), t ∈ [0, T ].

Ïîëîæèì

Cε
T (t) = A(t)− εPL(x1(t),...,xn(t)) + εPL⊥(x1(t),...,xn(t)), t ∈ [0, T ]. (1.24)
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Äîêàæåì, ÷òî Cε
T ∈ H2n. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

JQε ÿâëÿëñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì, ò. å. ÷òîáû äëÿ ëþáûõ
âåêòîð-ôóíêöèé x è y âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(JQε(t)x(t), y(t)) = (x(t), JQε(t)y(t)), t ∈ [0, T ].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè x(t), y(t), t ∈ [0, T ].
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ [0, T ]. Òîãäà

x(t) = z1
x(t) + z2

x(t), y(t) = z1
y(t) + z2

y(t),

ãäå

z1
x(t), z

1
y(t) ∈ L(x1(t), . . . , xn(t)), z2

x(t), z
2
y(t) ∈ L⊥(x1(t), . . . , xn(t)).

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè àðãóìåíò t áóäåì îïóñêàòü:

(JQεx, y) = (J(−εPL(x1,...,xn) + εPL⊥(x1,...,xn))(z
1
x + z2

x), z
1
y + z2

y) =

= (−εJz1
x + εJz2

x, z
1
y + z2

y) = ε〈−z1
x + z2

x, z
1
y + z2

y〉 =

= ε(−〈z1
x, z

1
y〉 − 〈z1

x, z
2
y〉+ 〈z2

x, z
1
y〉+ 〈z2

x, z
2
y〉).

Ïîñêîëüêó x1(t), . . . , x2n(t) � ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ äëÿ
âñåõ t ∈ [0, T ] (ñì. (1.17)), òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]
L(x1(t), . . . , xn(t)) � íóëåâàÿ ïëîñêîñòü, ò. å. â íåé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ.
L⊥(x1(t), . . . , xn(t)) = L(Jx1(t), . . . , Jxn(t)) � òîæå íóëåâàÿ ïëîñ-
êîñòü. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷èì

(JQεx, y) = ε〈z2
x, z

1
y〉+ ε〈z2

y , z
1
x〉.

Àíàëîãè÷íî

(x, JQεy) = (z1
x + z2

x, J(−εPL(x1,...,xn) + εPL⊥(x1,...,xn))(z
1
y + z2

y)) =

= (z1
x + z2

x,−εJz1
y + εJz2

y) = ε〈−z1
y + z2

y , z
1
x + z2

x〉 =

= ε(−〈z1
y , z

1
x〉 − 〈z1

y , z
2
x〉+ 〈z2

y , z
1
x〉+ 〈z2

y , z
2
x〉) = ε〈z2

x, z
1
y〉+ ε〈z2

y , z
1
x〉.

Ïîëó÷èëè (JQεx, y) = (x, JQεy). Ñëåäîâàòåëüíî, Cε
T ∈ H2n,

t ∈ [0, T ].
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè yi(t) = e−εtxi(t),

i = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè âîçìóùåííîé ñèñòåìû (1.24). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ó ñèñòåìû Cε

T åñòü òàêèå ðåøåíèÿ yi, i = 1, . . . , n, ÷òî

χT0 (yi) = χT0 (xi)− ε,
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ïîýòîìó δ′i 6 δi − εT, i = 1, . . . , n, ãäå δj � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãó-
ëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XA(T, 0), δ′j � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿð-
íûå ÷èñëà îïåðàòîðà XCε

T
(T, 0), j = 1, . . . , 2n. À â ñèëó ñèììåòðèè

âåðíî δ′i > δi + εT, i = n+ 1, . . . , 2n. Òîãäà èç íåðàâåíñòâ

δ′n 6 δn − εT, δ′n+1 > δn+1 + εT

ñëåäóåò, ÷òî
δ′n + εT 6 δn 6 δn+1 6 δ′n+1 − εT,

à çíà÷èò δ′n 6 δ′n+1 − 2εT. Óòâåðæäåíèå 1) ëåììû 6 äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2) ñëåäóåò èç (1.24) è ñâîéñòâ íîðìû.
Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 ≡ t0 < t1 < . . . ,

ε1, ε2, . . . > 0 è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
C ∈ H2n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèÿì:
1) δ′n(j) 6 δ′n+1(j)− 2εj(tj− tj−1), ãäå δ

′
n(j), δ

′
n+1(j) � ëîãàðèôìè-

÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XC(tj, tj−1);
2) sup

tj−1<t6tj
‖A(t)− C(t)‖ 6 2εj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t = 0 ïîëîæèì C(0) = A(0). Äàëåå, íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå (tj−1, tj], j = 1, 2, . . . , ïîëîæèì

C(t) ≡ C
εj
tj−tj−1(t− tj−1),

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Cε
T îïèñàíà â ëåììå 6. Óòâåðæäåíèÿ ëåììû

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ëåììû 6.
Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8 [53].Ïóñòü ðåøåíèÿ a, b è c ∈ L(a, b) ñèñòåìû A ∈Mm

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

a(τ) ⊥ b(τ), a(t) ⊥ b(t)

äëÿ íåêîòîðûõ t, τ ∈ R+, ãäå t − τ ≡ T. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) ](c(τ),L(b(τ))) > α ∈ (0, π2 );
2) χtτ(a)− χtτ(b) > δ > 0;
3) [χtτ(a)− χtτ(c)] sgnT 6 ε ∈ (0,∞);
4) ](c(t),L(a(t))) 6 β ∈ (0, π2 ).
Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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A) äëÿ ëþáûõ α, ε ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ1(α, ε), ÷òî ïðè
|T | > θ1(α, ε) èç óñëîâèÿ 1) âûòåêàåò óñëîâèå 3);
Á) äëÿ ëþáûõ α, β, δ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θ2(α, β, δ), ÷òî ïðè

T > θ2(α, β, δ) èç óñëîâèé 1) è 2) âûòåêàåò óñëîâèå 4).

Ëåììà 9. Ïóñòü a, b ∈ R2n � íåíóëåâûå âåêòîðû, ïðè÷åì
](a, b) = ϕ ∈ (0, π2 ), |a| = |b|. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå
ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïîâîðîò) Z, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð
a â âåêòîð b, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ‖Z − I‖ 6 2ϕ.
Óòâåðæäåíèå ýòîé ëåììû ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 1, 2, 3 [63].
Îáîçíà÷èì

σ(χ(x), t, T, k) ≡ 1

k

k∑
s=1

χt+sTt+(s−1)T (x), kT 6= 0,

Dt
τ(A) ≡ 1

t− τ
ln ‖XA(t, τ)‖, t 6= τ, (1.25)

dtτ(A) ≡ 1

t− τ
ln ‖XA(τ, t)‖−1, t 6= τ. (1.26)

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà òîëüêî ÷òî ââåäåííûõ
ôóíêöèé [53].

14◦. σ(χ(x), t, T, k) = χt+kTt (x).

15◦. σ(d, t, T, k) 6 dt+kTt ïðè kT > 0 .
Òåïåðü âåðõíèé Ω(A) è íèæíèé ω(A) öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ñè-

ñòåìû A çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè:

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
k→∞

σ(D(A), t0, T, k), (1.27)

ω(A) ≡ sup
T>0

lim
k→∞

σ(d(A), t0, T, k). (1.28)

Îáîçíà÷èì äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . , 2n}

U(x1, x2, . . . , xk, α, t) ≡ {y ∈ R2n|](L(x1(t), x2(t), . . . , xk(t)), y) 6 α},

VA(x1, x2, . . . , xk, α, τ, t) ≡ XA(τ, t)U(x1, x2, . . . , xk, α, t).

Ëåììà 10. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë {εj}, {∆j} ïðè j = 1, 2, . . . , è {αj}, αj < 1

39 , ïðè j = 0, 1, . . . ,
à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 ≡ t0 < t1 < t2 < . . . ,
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óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . íåðàâåíñòâó

tj − tj−1 > max{1, θ1(αj−1, εj), θ
1(αj, εj),

θ2(αj−1, αj,∆j), θ
2(αj, αj−1,∆j)},

(1.29)

ãäå ôóíêöèè θ1 è θ2 îïèñàíû â ëåììå 8. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
C ∈ H2n, òàêîé, ÷òî

δ2(j) > δ1(j)+∆j(tj−tj−1), δ2n−1(j) < δ2n(j)−∆j(tj−tj−1), (1.30)

ãäå δi(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
XC(tj, tj−1), i = 1, . . . , 2n, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ H2n, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèÿì:
1) íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå b ýòîé ñèñòåìû, ÷òî

χ
tj
tj−1(b) > D

tj
tj−1(C)− εj,

2) íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå s ýòîé ñèñòåìû, ÷òî

χ
tj
tj−1(s) 6 d

tj
tj−1(C) + εj,

3) sup
tj−1<t6tj

‖B(t)− C(t)‖ < 20παj(2aC + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü e1(tj−1), . . . , e2n(tj−1) � ñèíãóëÿð-
íûé áàçèñ îïåðàòîðà Êîøè XC(tj, tj−1), j = 1, 2, . . . , îïèñàííûé â
ëåììå 2, fi(tj) ≡ XC(tj, tj−1)ei(tj−1), i = 1, . . . , 2n.
Áóäåì ñòðîèòü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó B ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè, âûïîëíåííûìè ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . .:

VB

(
e2n(tj−1),

π

2
− αj−1, tj, tj−1

)
⊆ U

(
e2n(tj),

π

2
− αj, tj

)
; (1.31)

U (e1(tj), αj, tj) ⊆ U
(
f̃1(tj),

π

2
− αj, tj

)
, (1.32)

ãäå f̃1(tj) = XB(tj, tj−1)e1(tj−1), j = 1, 2, . . . ;

VB

(
f̃1(tj+1),

π

2
− αj+1, tj, tj+1

)
⊆ U

(
f̃1(tj),

π

2
− αj, tj

)
. (1.33)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.30), âûáîðà äëèí îòðåçêîâ [tj−1, tj]
(1.29) è ëåììû 8 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

VC

(
e2n(tj−1),

π

2
− αj−1, tj, tj−1

)
⊆ U(f2n(tj), αj, tj),
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VC

(
f1(tj),

π

2
− αj, tj−1, tj

)
⊆ U(e1(tj−1), αj−1, tj−1).

Ïðè t = 0 ïîëîæèì B = C. Áóäåì ñòðîèòü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó
B íà ïðîìåæóòêàõ (tj−1, tj] ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî íîìåðó ïðîìå-
æóòêà j = 1, 2, . . .
Ïðè j = 1 ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê (t0, t1] è ïîñòðîèì íà íåì

âîçìóùåííóþ ñèñòåìó B ≡ B(t0, α0, t1, α1).
2. à) Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé n = 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåãî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

](f2(t1),L(e2(t1))) = ](f1(t1),L(e1(t1))), (1.34)

ïîñêîëüêó e1(t1) ⊥ e2(t1), f1(t1) ⊥ f2(t1).
Âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:
1) ](f2(t1),L(e2(t1))) 6 π

2 − 2α1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

VC

(
e2(t0),

π

2
− α0, t1, t0

)
⊆ U(f2(t1), α1, t1) ⊆ U

(
e2(t1),

π

2
− α1, t1

)
è, â ñèëó ðàâåíñòâà (1.34), âêëþ÷åíèå

U (e1(t1), α1, t1) ⊆ U(f1(t1),
π

2
− α1, t1).

Òîãäà ïîëîæèì Z = I.

2) ](f2(t1),L(e2(t1))) >
π
2 − 2α1.

Òîãäà ïîâîðà÷èâàåì âåêòîð f2(t1) â ñòîðîíó L(e2(t1))
íà óãîë ϕ ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà Z â ïëîñêîñòè
L(e1(t1), e2(t1)) ≡ L(e1(t1), Je1(t1)) òàê, ÷òîáû

](Zf2(t1),L(e2(t1))) 6
π

2
− 2α1. (1.35)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 èç [63], ïîâîðîò Z ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì, ïðè÷åì ‖Z − I‖ 6 ϕ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ
óãîë ϕ 6 2α1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.35). Ñëåäîâàòåëüíî, âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖Z − I‖ 6 2α1.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò óãëû

ìåæäó âåêòîðàìè è ðàâåíñòâî (1.34), ïîëó÷èì âêëþ÷åíèÿ

ZVC
(
e2(t0),

π
2 − α0, t1, t0

)
⊆ ZU(f2(t1), α1, t1) =

= U(Zf2(t1), α1, t1) ⊆ U
(
e2(t1),

π
2 − α1, t1

)
,
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U (e1(t1), α1, t1) ⊆ ZU
(
f1(t1),

π

2
− α1, t1

)
= U

(
Zf1(t1),

π

2
− α1, t1

)
.

á) Ïðè n > 2 âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:
1) ](f2n(t1),L(e2n(t1))) 6 π

2 − 4α1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

VC
(
e2n(t0),

π
2 − α0, t1, t0

)
⊆ U(f2n(t1), α1, t1) ⊆

⊆ U
(
e2n(t1),

π
2 − α1, t1

) (1.36)

c �çàïàñîì 2α1�. Òîãäà ïîëîæèì Z ′ = I.
2) ](f2n(t1),L(e2n(t1))) >

π
2 − 4α1.

Òîãäà ïîâîðà÷èâàåì âåêòîð f2n(t1) â ñòîðîíó L(e2n(t1)) íà óãîë ϕ
ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà Z ′, êîòîðûé, ñîãëàñíî ëåììå 9, âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü ñèìïëåêòè÷åñêèì, òàê, ÷òîáû

](Z ′f2n(t1),L(e2n(t1))) 6
π

2
− 4α1. (1.37)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ óãîë ϕ 6 4α1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ (1.37). Òîãäà ïî ëåììå 9 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖Z ′ − I‖ 6 8α1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñî-
õðàíÿåò óãëû ìåæäó âåêòîðàìè, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

Z ′VC
(
e2n(t0),

π
2 − α0, t1, t0

)
⊆ Z ′U(f2n(t1), α1, t1) =

= U(Z ′f2n(t1), α1, t1) ⊆ U
(
e2n(t1),

π
2 − α1, t1

)
c �çàïàñîì 2α1�. Ïðè ýòîì f1(t1) òîæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîâåðíåòñÿ è
ïåðåéäåò â Z ′f1(t1) ≡ f ′1(t1).
Ïðè ýòîì âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:
1) ](f ′1(t1),L(e1(t1))) 6 π

2 − 2α1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

U(e1(t1), α1, t1) ⊆ U
(
f ′1(t1),

π

2
− α1, t1

)
. (1.38)

Òîãäà ïîëîæèì Z ′′ = I.
2) ](f ′1(t1),L(e1(t1))) >

π
2 − 2α1.

Òîãäà ïîâîðà÷èâàåì âåêòîð f ′1(t1) â ñòîðîíó L(e1(t1)) íà óãîë ψ
ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà Z ′′, êîòîðûé, ñîãëàñíî ëåììå 9, âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü ñèìïëåêòè÷åñêèì, òàê, ÷òîáû

](Z ′′f ′1(t1),L(e1(t1))) 6
π

2
− 2α1. (1.39)
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ óãîë ψ 6 2α1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ (1.39). Òîãäà ïî ëåììå 9 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖Z ′′ − I‖ 6 4α1. Ïîñêîëüêó ïåðâûé ïîâîðîò Z ′ áûë ñäåëàí c �çàïà-
ñîì 2α1�, òî, ïðèìåíèâ êîìïîçèöèþ ïîâîðîòîâ Z ≡ Z ′′Z ′, ïîëó÷èì,
÷òî

Z ′′Z ′VC

(
e2n(t0),

π

2
− α0, t1, t0

)
⊆ U

(
e2n(t1),

π

2
− α1, t1

)
,

U (e1(t1), α1, t1) ⊆ Z ′′Z ′U
(
f1(t1),

π
2 − α1, t1

)
=

= U
(
Z ′′Z ′f1(t1),

π
2 − α1, t1

)
.

Ïðè ýòîì

‖Z − I‖ = ‖Z ′′Z ′ − I‖ = ‖Z ′′Z ′ − Z ′ + Z ′ − I‖ 6

6 ‖Z ′′ − I‖ · ‖Z ′‖+ ‖Z ′ − I‖ 6 4α1 + 8α1 = 12α1 < 13α1.

3. Ïî òåîðåìå 2.5 èç [55] äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî îïåðàòîðà Z ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Z(τ), τ ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) îïåðàòîð Z(τ) îðòîãîíàëåí è ñèìïëåêòè÷åí ïðè êàæäîì

τ ∈ [0, 1];
2) Z(0) = I, Z(1) = Z;
3) íåêîòîðîå ÷èñëî φ ∈ [0, π] îñóùåñòâëÿåò îöåíêó ‖Ż(τ)‖ 6 φ è,

åñëè

‖Z − I‖ < θ <
1

3
,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

φ < arcsin 3θ.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ αj < 1
39 (äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî αj < 1
9 , ïîñêîëüêó

‖Z − I‖ 6 2α1 < 3α1), òî

‖Z − I‖ < 13α1 <
1

3
.

Òîãäà

‖Ż(τ)‖ 6 φ < arcsin 3θ = arcsin 39α1 < 39α1 ·
π

2
< 20πα1.
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Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ

‖Z(τ)− I‖ 6 φ < 20πα1.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè ‖Z(τ) − I‖ < 5πα1 è
‖Ż(τ)‖ < 5πα1.
Ïîëîæèì

B(t) =

{
C(t), t ∈ (t0, t1 − 1),

Z(τ)C(t)Z−1(τ) + Ż(τ)Z−1(τ), t ∈ [t1 − 1, t1],

ãäå τ = t − t1 + 1. Òîãäà îïåðàòîðû Êîøè XC(t, t0) è XB(t, t0),
t ∈ (t0, t1], ñèñòåì C è B ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

XB(t, t0) =

{
XC(t, t0), t ∈ (t0, t1 − 1),

Z(τ)XC(t, t0), t ∈ [t1 − 1, t1],

ïðè÷åì èç ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðîâ XC(t, t0) è Z(τ) ñëåäóåò
ñèìïëåêòè÷íîñòü îïåðàòîðà XB(t, t0), t ∈ (t0, t1], ñëåäîâàòåëüíî,
B ∈ H2n, t ∈ (t0, t1]. Ïðè t ∈ (t0, t1], ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü
Z(τ), èìååì

‖B(t)− C(t)‖ 6 ‖Z(τ)C(t)Z−1(τ)− C(t) + Ż(τ)Z−1(τ)‖ =

= ‖Z(τ)C(t)Z−1(τ)− C(t)Z−1(τ) + C(t)Z−1(τ)− C(t)Z−1(τ)Z(τ)+

+Ż(τ)Z−1(τ)‖ = ‖(Z(τ)− I)C(t)Z−1(τ) + C(t)Z−1(τ)(I − Z(τ))+

+Ż(τ)Z−1(τ)‖ 6 ‖Z(τ)− I‖‖C(t)‖‖Z−1(τ)‖+
+‖C(t)‖‖Z−1(τ)‖‖I − Z(τ)‖+ ‖Ż(τ)‖‖Z−1(τ)‖ < 20πα1(2aC + 1).

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 áóäåì èìåòü îöåíêó

‖B(t)− C(t)‖ < 5πα1(2aC + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà òàêàÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìàB íà îòðåç-
êå [t0, t1], ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.31), (1.32) è óñëîâèå 3) ëåììû.
Äàëåå, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j > 1 óæå ïîñòðîåíà âîçìóùåííàÿ

ñèñòåìà B íà ïðîìåæóòêå (tj−1, tj]. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïîñòðîåíà ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì (1.31), (1.32) è óñëîâèþ 3) ëåììû.
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Íà ïðîìåæóòêå (tj, tj+1] ïîëîæèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

B ≡ B(tj, αj, tj+1, αj+1).

Íà ýòîì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, à ñ íèì è ïîñòðîåíèå âîçìóùåííîé
ñèñòåìû B çàêîí÷åíû.
Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè âîçìóùåííîé ñèñòåìû B èñïîëüçîâà-

ëèñü òîëüêî ïîâîðîòû, òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ñèíãóëÿðíûé
áàçèñ e1(tj−1), . . . , e2n(tj−1) îïåðàòîðà Êîøè XC(tj, tj−1) áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ è ñèíãóëÿðíûì áàçèñîì îïåðàòîðà Êîøè XB(tj, tj−1) ñ òåìè
æå ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè, è ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

‖XC(tj, tj−1)‖ = ‖XB(tj, tj−1)‖.
Òîãäà èç óñëîâèé (1.30), âûáîðà äëèí îòðåçêîâ [tj−1, tj] (1.29), ëåì-
ìû 8 è âêëþ÷åíèé (1.32) âûòåêàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.33).
4. Âîçüìåì òàêîå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå b ñèñòåìû B, ÷òî

b(t0) ∈ U
(
e2n(t0),

π

2
− α0, t0

)
.

Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû B äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå

b(tj) ∈ U
(
e2n(tj),

π

2
− αj, tj

)
.

Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç ej−1
1 (t), . . . , ej−1

2n (t)
òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ej−1

1 (tj−1) = e1(tj−1), . . . , e
j−1
2n (tj−1) = e2n(tj−1).

Ïîñêîëüêó äëèíû îòðåçêîâ [tj−1, tj] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(1.29), òî èç ëåììû 8 ñëåäóåò îöåíêà

χ
tj
tj−1(e

j−1
2n )− χtjtj−1(b) 6 εj.

Ó÷èòûâàÿ âûøåïåðå÷èñëåííîå, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

χ
tj
tj−1(b) > χ

tj
tj−1(e

j−1
2n )− εj =

1

tj − tj−1
ln ‖XB(tj, tj−1)‖ − εj =

=
1

tj − tj−1
ln ‖XC(tj, tj−1)‖ − εj = D

tj
tj−1(C)− εj.

5. Ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû B äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ

VB

(
f̃1(tj+1),

π

2
− αj+1, tj, tj+1

)
⊆ U

(
f̃1(tj),

π

2
− αj, tj

)
.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Kj ≡
{
y

|y|

∣∣∣∣ y ∈ XB(t0, tj)U
(
f̃1(tj),

π

2
− αj, tj

)
, y 6= 0

}
, j = 1, 2, . . . ,

ÿâëÿþùèåñÿ âëîæåííûìè êîìïàêòàìè: K1 ⊇ K2 ⊇ . . . Ïî òåîðåìå î
ïåðåñå÷åíèè âëîæåííûõ êîìïàêòîâ [68, ñ.141]

∞⋂
j=1

Kj 6= ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå s ñèñòåìû
B, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

s(t0) ∈
∞⋂
j=1

Kj.

Ïîñêîëüêó äëèíû îòðåçêîâ [tj−1, tj] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.29),
òî èç ëåììû 8 ñëåäóåò îöåíêà

χ
tj−1
tj (s)− χtj−1tj (ej−1

1 ) 6 εj.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e1(tj−1), ..., e2n(tj−1) � ñèíãóëÿðíûé áàçèñ îïåðàòîðîâ
Êîøè XC(tj, tj−1), XB(tj, tj−1), ðàâåíñòâî

‖XC(tj−1, tj)‖ = ‖XB(tj−1, tj)‖

è ñâîéñòâî 1◦, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

χ
tj
tj−1(s) 6 χ

tj−1
tj (ej−1

1 ) + εj =
1

tj−1 − tj
ln ‖XB(tj−1, tj)‖+ εj =

=
1

tj − tj−1
ln ‖XC(tj−1, tj)‖−1 + εj = d

tj
tj−1(C) + εj.

Ëåììà 10 äîêàçàíà.

Ëåììà 11. Ïóñòü çàäàíî n ∈ N è çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {εj}, {∆j} ïðè j = 1, 2, . . . è {αj}, αj < 1

6n+3 ,
ïðè j = 0, 1, . . . , à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 ≡ t0 < t1 < t2 < . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . íåðàâåíñòâó

tj − tj−1 > max{1, θ1(αj−1, εj), θ
1(αj, εj),

θ2(αj−1, αj,∆j), θ
2(αj, αj−1,∆j)},

(1.40)
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ãäå ôóíêöèè θ1 è θ2 îïèñàíû â ëåììå 8. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
C ∈ H2n, òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . .

δn(j) 6 δn+1(j)−∆j(tj − tj−1), (1.41)

ãäå δi(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
XC(tj, tj−1), i = 1, . . . , 2n, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ H2n, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèÿì:
1) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû B ïðåäñòàâèìî â âèäå

E(B) = En
1 (B)⊕ En

2 (B), dimEn
1 (B) = dimEn

2 (B) = n, ïðè÷åì
a) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ s ∈ En

1 (B) âûïîëíåíî

χ
tj
tj−1(s) 6

1

tj − tj−1
δn(j) + εj;

á) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ b ∈ En
2 (B) âûïîëíåíî

χ
tj
tj−1(b) >

1

tj − tj−1
δn+1(j)− εj;

2) sup
tj−1<t6tj

‖B(t)− C(t)‖ < (3n+ 2)παj(2aC + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèÿ
ëåìì 10 è 11 (c ó÷åòîì îöåíîê äëÿ ñëó÷àÿ n = 1, ïðèâåäåííûõ â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 10) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ëåììó 11 äëÿ n > 2.
1. Ïóñòü e1(tj−1), . . . , e2n(tj−1) � ñèíãóëÿðíûé áàçèñ îïåðàòî-

ðà Êîøè XC(tj, tj−1), j = 1, 2, . . . , îïèñàííûé â ëåììå 2,
fi(tj) ≡ XC(tj, tj−1)ei(tj−1), i = 1, . . . , 2n.
Áóäåì ñòðîèòü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó B ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè, âûïîëíåííûìè ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . .:

VB
(
en+1(tj−1), . . . , e2n(tj−1),

π
2 − αj−1, tj, tj−1

)
⊆

⊆ U
(
en+1(tj), . . . , e2n(tj),

π
2 − αj, tj

)
;

(1.42)

U (e1(tj), . . . , en(tj), αj, tj) ⊆
⊆ U

(
f̃1(tj), . . . , f̃n(tj),

π
2 − αj, tj

)
,

(1.43)

ãäå äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . f̃i(tj) = XB(tj, tj−1)ei(tj−1), i = 1, . . . , n;

VB

(
f̃1(tj+1), . . . , f̃n(tj+1),

π
2 − αj+1, tj, tj+1

)
⊆

⊆ U
(
f̃1(tj), . . . , f̃n(tj),

π
2 − αj, tj

)
.

(1.44)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.41), âûáîðà äëèí îòðåçêîâ [tj−1, tj]
(1.40) è ëåììû 8 ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

VC
(
en+1(tj−1), . . . , e2n(tj−1),

π
2 − αj−1, tj, tj−1

)
⊆

⊆ U(fn+1(tj), . . . , f2n(tj), αj, tj),
(1.45)

VC
(
f1(tj), . . . , fn(tj),

π
2 − αj, tj−1, tj

)
⊆

⊆ U(e1(tj−1), . . . , en(tj−1), αj−1, tj−1).

Ïðè t = 0 ïîëîæèì B = C. Áóäåì ñòðîèòü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó
B íà ïðîìåæóòêàõ (tj−1, tj] ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî íîìåðó ïðîìå-
æóòêà j = 1, 2, . . .
Ïðè j = 1 ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê (t0, t1] è ïîñòðîèì íà íåì

âîçìóùåííóþ ñèñòåìó B ≡ B(t0, α0, t1, α1).
Îáîçíà÷èì Φi(t1) ≡ L(ei(t1), Jei(t1)) = L(ei(t1), e2n+1−i(t1)),

i = 1, . . . , n, � äâóìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïëîñêîñòè, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà J (îòìåòèì, ÷òî îíè ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíû è R2n = Φ1⊕ . . .⊕Φn). Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ðàññìîòðèì

Gi(t1) ≡ L(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)) ∩ Φi(t1).

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n} dimGi(t1) = 2. Òî-
ãäà Gi(t1) = Φi(t1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ Gi(t1), òî è Jx ∈ Gi(t1), à
çíà÷èò x, Jx ∈ L(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)). Íî L(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)) �
íóëåâàÿ ïëîñêîñòü (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî
áàçèñà (1.17)). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëó÷àé dimGi(t1) = 0 òàêæå íåâîçìîæåí. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî dimL(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)) = n, à òîãäà íàøåëñÿ áû òàêîé íîìåð
k ∈ {1, . . . , n}, ÷òî dimGk(t1) = 2, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n dimGi(t1) = 1, ò. å.

Gi(t1) = L(gi(t1)), ãäå gi(t1) ∈ Φi(t1), |gi(t1)| = 1. Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

L(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)) = L(g1(t1), . . . , gn(t1)). (1.46)

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ.
1) ](gi(t1),L(Jei(t1))) 6 π

2 − 2α1.
Òîãäà ïîëîæèì Zi = I.
2) ](gi(t1),L(Jei(t1))) >

π
2 − 2α1.
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Òîãäà ïîâîðà÷èâàåì âåêòîð gi(t1) â ïëîñêîñòè L(ei(t1), Jei(t1)) íà
óãîë ϕi ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà Zi, åäèíè÷íîãî íà L⊥(ei(t1), Jei(t1)),
òàê, ÷òîáû

](Zigi(t1),L(Jei(t1))) 6
π

2
− 2α1. (1.47)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ óãîë ϕi 6 2α1, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ (1.47). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 [63] ïðåîáðàçîâàíèå
Zi ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì è âûïîëíåíî ‖Zi − I‖ 6 2α1.
Äîêàæåì, ÷òî, ïðèìåíèâ ïîâîðîò Z = Zn · · ·Z1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó âåêòîðàìè,
ìû ïîëó÷èì

ZVC
(
en+1(t0), . . . , e2n(t0),

π
2 − α0, t1, t0

)
⊆

⊆ U
(
en+1(t1), . . . , e2n(t1),

π
2 − α1, t1

)
.

(1.48)

Â ñèëó (1.45) è (1.46) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

ZU(g1(t1), . . . , gn(t1), α1, t1) ⊆
⊆ U

(
en+1(t1), . . . , e2n(t1),

π
2 − α1, t1

)
.

(1.49)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

g(t1) = a1Zg1(t1) + . . .+ anZgn(t1) ∈ ZL(g1(t1), . . . , gn(t1)),

ãäå a1, . . . , an ∈ R, a2
1 + . . . + a2

n = 1. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîâîðîòà Z
äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n èìååì

](Zgi(t1),L(Jei(t1))) 6
π

2
− 2α1.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü

](Zgi(t1),L(Jei(t1))) = ](Zgi(t1), Jei(t1))

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå gi(t1) ìîæíî äîìíîæèòü íà−1, ÷òî íèêàê íå îò-
ðàçèòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå). À ïîñêîëüêó ](Zgi(t1), Jei(t1)) ∈ [0, π2 ],
òî

cos](Zgi(t1), Jei(t1)) > cos(
π

2
− 2α1).

Ðàññìîòðèì âåêòîð

e(t1) = a1Je1(t1) + . . .+ anJen(t1) ∈ L(en+1(t1), . . . , e2n(t1)).

Äîêàæåì, ÷òî
](g(t1), e(t1)) 6

π

2
− 2α1.

52



Äåéñòâèòåëüíî,
cos](g(t1), e(t1)) =

= (a1Zg1(t1) + . . .+ anZgn(t1), a1Je1(t1) + . . .+ anJen(t1)) =

= a2
1(Zg1(t1), Je1(t1)) + . . .+ a2

n(Zgn(t1), Jen(t1)) >

> (a2
1 + . . .+ a2

n) cos
(π

2
− 2α1

)
= cos

(π
2
− 2α1

)
,

à çíà÷èò
](g(t1), e(t1)) 6

π

2
− 2α1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ZL(g1(t1), . . . , gn(t1)) ⊆ U
(
en+1(t1), . . . , e2n(t1),

π

2
− α1, t1

)
ñ �çàïàñîì α1�, à çíà÷èò áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå (1.49).
Çàìåòèì, ÷òîL(f1(t1), . . . , fn(t1)) = L⊥(fn+1(t1), . . . , f2n(t1)) � íó-

ëåâàÿ ïëîñêîñòü è L(f1(t1), . . . , fn(t1))∩Φi(t1) = L(Jgi). Òîãäà ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

L(f1(t1), . . . , fn(t1)) = L(Jg1(t1), . . . , Jgn(t1)).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

](Zgi(t1), Jei(t1)) 6
π

2
− 2α1,

òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

](ZJgi(t1),L(ei(t1))) 6
π

2
− 2α1.

Òîãäà ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå

U (e1(t1), . . . , en(t1), α1, t1) ⊆
⊆ ZU

(
f1(t1), . . . , fn(t1),

π
2 − α1, t1

) (1.50)

áóäåò âûïîëíåíî.
Ïðè ýòîì

‖Z− I‖ = ‖Zn · · ·Z1− I‖ = ‖Zn · · ·Z1−Zn−1 · · ·Z1 + . . .+Z1− I‖ 6

6 ‖Zn−1 · · ·Z1‖‖Z1 − I‖+ . . .+ ‖Z1 − I‖ 6 2nα1 < (2n+ 1)α1.

Ïî òåîðåìå 2.5 èç [55] äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà Z ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ Z(τ), τ ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
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1) îïåðàòîð Z(τ) îðòîãîíàëåí è ñèìïëåêòè÷åí ïðè êàæäîì
τ ∈ [0, 1];
2) Z(0) = I, Z(1) = Z;
3) íåêîòîðîå ÷èñëî φ ∈ [0, π] îñóùåñòâëÿåò îöåíêó ‖Ż(τ)‖ 6 φ è,

åñëè

‖Z − I‖ < θ <
1

3
,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

φ < arcsin 3θ.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ αj <
1

6n+3 , òî

‖Z − I‖ < (2n+ 1)α1 <
1

3
.

Òîãäà

‖Ż(τ)‖ 6 φ 6 arcsin 3θ = arcsin(6n+3)α1 < (6n+3)α1·
π

2
< (3n+2)πα1.

Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ

‖Z(τ)− I‖ 6 φ < (3n+ 2)πα1.

Ïîëîæèì

B(t) =

{
C(t), t ∈ (t0, t1 − 1),

Z(τ)C(t)Z−1(τ) + Ż(τ)Z−1(τ), t ∈ [t1 − 1, t1],

ãäå τ = t − t1 + 1. Òîãäà îïåðàòîðû Êîøè XC(t, t0) è XB(t, t0),
t ∈ (t0, t1], ñèñòåì C è B ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

XB(t, t0) =

{
XC(t, t0), t ∈ (t0, t1 − 1),

Z(τ)XC(t, t0), t ∈ [t1 − 1, t1],

ïðè÷åì èç ñèìïëåêòè÷íîñòè îïåðàòîðîâ XC(t, t0) è Z(τ) ñëåäóåò
ñèìïëåêòè÷íîñòü îïåðàòîðà XB(t, t0), t ∈ (t0, t1], ñëåäîâàòåëüíî,
B ∈ H2n, t ∈ (t0, t1]. Ïðè t ∈ (t0, t1], ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü
Z(τ), èìååì

‖B(t)− C(t)‖ 6 ‖Z(τ)C(t)Z−1(τ)− C(t) + Ż(τ)Z−1(τ)‖ =

= ‖Z(τ)C(t)Z−1(τ)− C(t)Z−1(τ) + C(t)Z−1(τ)− C(t)Z−1(τ)Z(τ)+
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+Ż(τ)Z−1(τ)‖ = ‖(Z(τ)− I)C(t)Z−1(τ) + C(t)Z−1(τ)(I − Z(τ))+

+Ż(τ)Z−1(τ)‖ 6 ‖Z(τ)− I‖‖C(t)‖‖Z−1(τ)‖+
+‖C(t)‖‖Z−1(τ)‖‖I−Z(τ)‖+‖Ż(τ)‖‖Z−1(τ)‖ < (3n+2)πα1(2aC+1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà òàêàÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà B íà îòðåçêå
[t0, t1], ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2) ëåììû è óñëîâèÿ (1.48), (1.50), èç
êîòîðûõ ñëåäóþò óñëîâèÿ (1.42), (1.43) ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j > 1 óæå ïîñòðîåíà âîçìóùåííàÿ

ñèñòåìà B íà ïðîìåæóòêå (tj−1, tj].
Íà ïðîìåæóòêå (tj, tj+1] ïîëîæèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

B ≡ B(tj, αj, tj+1, αj+1).

Íà ýòîì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, à ñ íèì è ïîñòðîåíèå âîçìóùåííîé
ñèñòåìû B çàêîí÷åíû.
Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè âîçìóùåííîé ñèñòåìû B èñïîëüçîâà-

ëèñü òîëüêî ïîâîðîòû, òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ñèíãóëÿðíûé áà-
çèñ e1(tj−1), . . . , e2n(tj−1) îïåðàòîðà Êîøè XC(tj, tj−1) áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ è ñèíãóëÿðíûì áàçèñîì îïåðàòîðà Êîøè XB(tj, tj−1) ñ òåìè æå
ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè. Òîãäà èç óñëîâèé (1.41),
âûáîðà äëèí îòðåçêîâ [tj−1, tj] (1.40), ëåììû 8 è âêëþ÷åíèé (1.43)
âûòåêàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.44).
2. Ðàññìîòðèì ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Gn2n [69, ñ.25] n-ìåðíûõ

ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R2n. Íàäåëèì êîìïàêòíîå ãðàññìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå Gn2n ìåòðèêîé

ρ(Γ1,Γ2) = max
x∈Γ1

min
y∈Γ2

](x, y), Γ1,Γ2 ∈ Gn2n,

èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-
ñòðàíñòâà R2n. Òîãäà

U
(
f1(tj), . . . , fn(tj),

π
2 − αj, tj

)
=

=
{

Γ ∈ Gn2n | ρ(Γ,L(f1(tj), . . . , fn(tj))) 6 π
2 − αj

}
, j = 1, 2, . . .

Ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû B äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå (1.44). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Kj ≡
{

Γ ∈ Gn2n | Γ ∈ XB(t0, tj)U
(
f̃1(tj), . . . , f̃n(tj),

π

2
− αj, tj

)}
,
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j = 1, 2, . . . , ÿâëÿþùèåñÿ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåïó-
ñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ K1 ⊇ K2 ⊇ . . . êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïî òåîðåìå Êàíòîðà [68, ñ.141]

∞⋂
j=1

Kj 6= ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî òàêîå n-ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé En

1 (B), ÷òî

En
1 (B)(t0) ∈

∞⋂
j=1

Kj.

Âîçüìåì òàêîå ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå s ñèñòåìû B, ÷òî
s ∈ En

1 (B). Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû B, äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . .

s(tj) ∈ U
(
f̃1(tj), . . . , f̃n(tj),

π

2
− αj, tj

)
.

Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç ej−1
1 (t), . . . , ej−1

2n (t)
òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ej−1

1 (tj−1) = e1(tj−1), . . . , e
j−1
2n (tj−1) = e2n(tj−1).

Ïîñêîëüêó äëèíû îòðåçêîâ [tj−1, tj] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(1.40), òî èç ëåììû 8 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

χ
tj
tj−1(s) 6 χ

tj
tj−1(e

j−1
n ) + εj, j = 1, 2, . . . .

Ó÷èòûâàÿ âûøåïåðå÷èñëåííîå, ïîëó÷èì îöåíêè

χ
tj
tj−1(s) 6

1

tj − tj−1
δn(j) + εj, j = 1, 2, . . . .

3. Âîçüìåì òàêîå ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå b ñèñòåìû B,
÷òî

b(t0) ∈ U
(
en+1(t0), . . . , e2n(t0),

π

2
− α0, t0

)
.

Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû B, äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå

b(tj) ∈ U
(
en+1(tj), . . . , e2n(tj),

π

2
− αj, tj

)
.

Ïîñêîëüêó äëèíû îòðåçêîâ [tj−1, tj] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.40),
òî ïî ëåììå 8 èìååì îöåíêè

χ
tj
tj−1(b) > χ

tj
tj−1(e

j−1
n+1)− εj, j = 1, 2, . . .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e1(tj−1), ..., e2n(tj−1) � ñèíãóëÿðíûé áàçèñ îïåðàòîðîâ
Êîøè XC(tj, tj−1), XB(tj, tj−1) è ðàâåíñòâî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñèíãó-
ëÿðíûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ Êîøè XC(tj, tj−1), XB(tj, tj−1), ïîëó÷èì
îöåíêè

χ
tj
tj−1(b) >

1

tj − tj−1
δn+1(j)− εj, j = 1, 2, . . .

Òîãäà â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà En
2 (B) âîçüìåì

En
2 (B)(t) = L(e0

n+1(t), . . . , e
0
2n(t)), dimEn

2 (B) = n.

Ëåììà 11 äîêàçàíà.

1.3 Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòå-
ëåé äâóìåðíûõ è ÷åòûðåõìåðíûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 13 [53]. Ôóíêöèîíàë λ, îïðåäåëåííûé íà ïðî-
ñòðàíñòâå Mm, íàçîâåì îñòàòî÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû
îïåðàòîð-ôóíêöèé A(t), B(t) ∈Mm, ñîâïàäàþùèõ íà âñåé ïîëóîñè
t ∈ R+, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî îòðåçêà êîíå÷íîé äëèíû,
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

λ(A) = λ(B).

Çàìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé
öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëûå âîçìóùåíèÿ

ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî ìàëûìè, êîãäà ðå÷ü èäåò î êàêèõ-ëèáî
îñòàòî÷íûõ ôóíêöèîíàëàõ.

Ëåììà 12 [53]. Ïóñòü B ∈M0(A), à λ � îñòàòî÷íûé ôóíêöèî-
íàë. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ñèñòåìà Bε ∈Mm, ÷òî

‖A−Bε‖ 6 ε, λ(Bε) = λ(B).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñëåäóåò, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå,
êîãäà B ∈ H0(A), à Bε ∈ H2n.

Óòâåðæäåíèå èçëîæåííîé íèæå òåîðåìû, âîçìîæíî, ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ è íà ëèíåéíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿä-
êà.
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Òåîðåìà 1. Ïðè n = 1, 2 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà B ∈ H0(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

λ1(B) = ω(A), λ2n(B) = Ω(A).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 8.1 [53].
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî 0 < ε < 1

39 è ÷èñëà Tk, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèÿì

Tk > max{1, θ1
(

ε
2k−1

, ε
2k

)
, θ1
(
ε
2k
, ε

2k

)
,

θ2
(

ε
2k−1

, ε
2k
, ε

2k+1

)
, θ2
(
ε
2k
, ε

2k−1
, ε

2k+1

)
}, (1.51)

k = 0, 1, 2, . . . , òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . ÷èñëî Tk+1

áûëî êðàòíî ÷èñëó Tk.
Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tj} íàáîðàìè ïî íåñêîëüêó

÷èñåë ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî íîìåðó íàáîðà k = 0, 1, 2, . . . .
Ïðè k = 0 íàáîð ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà t0 = 0. Ïóñòü óæå

ïîñòðîåíî k > 0 íàáîðîâ, ò. å. çàäàíû ÷èñëà t0, t1, . . . , tjk. Òîãäà ïî-
ëîæèì

tjk+m ≡ tjk +mTk,

ãäåm ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . ,mk1, à ÷èñëîmk1 > 1 îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ

σ(D(A), tjk, Tk,mk1) >

> Ω(A)− ε
2k

+
tjk

tjk+mk1

· 2(aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1))). (1.52)

Âûáîð òàêîãî mk1 âîçìîæåí, ïîñêîëüêó âåðõíèé ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (1.52) ïðè mk1 →∞ ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.27) íå ìåíüøå
Ω(A), à ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí Ω(A)− ε

2k
.

Âûáåðåì ÷èñëî lk ∈ N èç óñëîâèÿ, ÷òîáû äëÿ âñåõ l > lk

σ(d(A), tjk, Tk+1, l) 6

6 ω(A) + ε
2k
− tjk+Tk+1

tjk+lTk+1
· 2(aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1))).

(1.53)

Âûáîð òàêîãî lk âîçìîæåí, òàê êàê âåðõíèé ïðåäåë â ëåâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (1.53) ïðè l→∞ ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.28) íå ïðåâûøàåò
ω(A), à ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí ω(A) + ε

2k
. Ïîëîæèì

mk2 ≡
Tk+1

Tk
lk.
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Âîçüìåì mk ∈ N òàêîå, ÷òî mk > max{mk1,mk2} è mkTk
Tk+1

≡ l′k ∈ N
(çàìåòèì, ÷òî l′k > lk). Òåïåðü ïîëîæèì

tjk+1
≡ tjk+mk

= tjk +mkTk = tjk + l′kTk+1.

Íà ýòîì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, à ñ íèì è ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {tj} çàêîí÷åíû.
Ïðèìåíÿÿ ê ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tj} ëåììó 5, âçÿâ

εj = ε
2k
, jk < j 6 jk+1, è ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (1.25), ïîëó÷èì ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû C ∈ H2n, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . .
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

sup
tjk<t6tjk+1

‖C(t)− A(t)‖ 6 ε

2k−1
,

D
tj
tj−1(C) > D

tj
tj−1(A) +

ε

2k
, d

tj
tj−1(C) 6 d

tj
tj−1(A)− ε

2k
, jk < j 6 jk+1,

ïðè÷åì ñèñòåìà C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 10. Òî-
ãäà ïî ëåììå 10, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (1.51) è âçÿâ
εj = αj = ε

2k
, jk < j 6 jk+1, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå ñèñòå-

ìû B ∈ H2n è ðåøåíèé b è s ýòîé ñèñòåìû, ÷òî äëÿ êàæäîãî
k = 0, 1, 2, . . . âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

sup
tjk<t6tjk+1

‖B(t)− C(t)‖ 6 20π
ε

2k
(2aC + 1),

χ
tj
tj−1(b) > D

tj
tj−1(C)− ε

2k
, χ

tj
tj−1(s) 6 d

tj
tj−1(C) +

ε

2k
, jk < j 6 jk+1.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî aC 6 aA + 2ε, ïîëó÷èì

sup
tjk<t6tjk+1

‖A(t)−B(t)‖ 6 ε
2k

(2 + 20π(2aC + 1)) 6

6 ε
2k

(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1)),
(1.54)

χ
tj
tj−1(b) > D

tj
tj−1(A), jk < j 6 jk+1, (1.55)

χ
tj
tj−1(s) 6 d

tj
tj−1(A), jk < j 6 jk+1. (1.56)

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (1.54) ñëåäóåò, ÷òî
B ∈ H0(A), aB 6 aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε + 1)). Èç ñâîéñòâ
4◦, 14◦, èìååì äëÿ ðåøåíèÿ b

χ
tjk+1

0 (b) > χ
tjk+1

tjk
(b)− 2aBtjk

tjk+1

>

> σ(χ(b), tjk, Tk,mk)−
tjk
tjk+1

· 2(aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1))).
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Äàëåå, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (1.52), (1.55), ïîëó÷àåì

χ
tjk+1

0 (b) > σ(D(A), tjk, Tk,mk)−
− tjk
tjk+1

· 2(aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1))) > Ω(A)− ε
2k

äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . , à çíà÷èò,

Ω(A) 6 χ(b) 6 λ2n(B).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ t ∈ [tjk+1

, tjk+2
) ïðè íåêîòîðîì k ∈ {0, 1, 2, . . .}, âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî
χt0(s) 6 ω(A) +

ε

2k
. (1.57)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì òàêîå ÷èñëî m ∈ {1, 2, . . . ,mk+1}, ÷òî
tjk+1+m−1 6 t < tjk+1+m.

Îáîçíà÷èì
τl ≡ tjk + lTk+1,

ãäå l = 0, 1, 2, . . . , l′k + m. Òîãäà åñëè l < l′k, òî τl ∈ [tjk, tjk+1
), à

âñëåäñòâèå ñâîéñòâ 14◦, 15◦ è íåðàâåíñòâ (1.56) ïîëó÷àåì

χτl+1
τl

(s) = σ(χ(s), τl, Tk,
Tk+1

Tk
) 6 σ(d(A), τl, Tk,

Tk+1

Tk
) 6 dτl+1

τl
(A).

Åñëè æå l > l′k, òî τl > tjk+1
è èç íåðàâåíñòâ (1.56) òàêæå èìååì

χτl+1
τl

(s) 6 dτl+1
τl

(A).

Èç ýòèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ s, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà 4◦, 14◦, ïîëó÷àåì

χt0(s) 6 σ(χ(s), τ0, Tk+1, l
′
k +m) +

2aB(τ0 + Tk+1)

t
6

6 σ(d(A), tjk, Tk+1, l
′
k +m)+

+
tjk + Tk+1

tjk + (l′k +m− 1)Tk+1
· 2(aA + ε(2 + 20π(2aA + 4ε+ 1))).

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (1.57) âûòåêàåò èç îöåíêè (1.53). Òàêèì îáðàçîì,
èç îöåíîê (1.57) âûòåêàåò, ÷òî

ω(A) > χ(s) > λ1(B).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
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Èç òåîðåìû 1 ñ ó÷åòîì îñòàòî÷íîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ëåì-
ìû 12 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n = 1, 2 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n è
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Bε ∈ Hε(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ðàâåíñòâàì

λ1(Bε) = ω(A), λ2n(Bε) = Ω(A).
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Ãëàâà 2

Óñëîâíàÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòü è

äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ëþáàÿ ëè-
íåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îäíîâðåìåííî óñëîâíî (îòíîñèòåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè) ñòàáèëèçèðóåìà è äåñòà-
áèëèçèðóåìà áåñêîíå÷íî ìàëûìè ãàìèëüòîíîâûìè âîçìóùåíèÿìè,
à òàêæå îäíîâðåìåííî óñëîâíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñòàáèëèçèðóåìà è
äåñòàáèëèçèðóåìà ðàâíîìåðíî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè.

2.1 Îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äåñòàáè-
ëèçèðóåìîñòè

Îïðåäåëåíèå 14. Ñèñòåìà A ∈Mm ïðè íåêîòîðîì k ∈ N íàçû-
âàåòñÿ:
1) k-ìåðíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0, ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó |x(0)| < δ, óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó |x(t)| < ε ïðè
âñåõ t ∈ R+;
2) k-ìåðíî íåóñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêîå k-ìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A è òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå T ∈ R+, ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó |x(0)| = δ, óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó

sup
t∈[0,T ]

|x(t)| > ε.
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Îïðåäåëåíèå 15. Ñèñòåìà A ∈Mm ïðè íåêîòîðîì k ∈ N íàçû-
âàåòñÿ:
1) k-ìåðíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S îãðàíè-
÷åíî íà ïîëóïðÿìîé R+;
2) k-ìåðíî íåóñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêîå k-ìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A è òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ > 0 è êàæäîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðà-
âåíñòâó |x(0)| < δ, íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ R+, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|x(t)| > ε. (2.1)

Óòâåðæäåíèå 3. Îïðåäåëåíèÿ 14 è 15 ýêâèâàëåíòíû, ò. å. äëÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì òðåáîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî S â ï. 1) èëè ï. 2)
îïðåäåëåíèÿ 14 ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî ñðàçó âñå íåíóëåâûå ðåøå-
íèÿ x ∈ S ïðîñòî îãðàíè÷åíû èëè íåîãðàíè÷åíû ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 14 ñëå-
äóåò îïðåäåëåíèå 15.
1. Äîêàæåì, ÷òî èç ï. 1) îïðåäåëåíèÿ 15 ñëåäóåò ï. 1) îïðåäåëå-

íèÿ 14.
Âûáåðåì òàêóþ ñèñòåìó ðåøåíèé x1, . . . , xk èç ïîäïðîñòðàí-

ñòâà S ñèñòåìû A, ÷òî x1(0), . . . , xk(0) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è
|x1(0)| = . . . = |xk(0)| = 1. Èç îãðàíè÷åííîñòè ëþáîãî ðåøåíèÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà S ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ xi (i = 1, . . . , k)
èç âûáðàíîé ñèñòåìû ðåøåíèé íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî Mi ∈ R, ÷òî
|xi(t)| < Mi, t ∈ R+. Îáîçíà÷èì M = max{M1, . . . ,Mk}.
Ðàññìîòðèì òàêîå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x ∈ S, ÷òî |x(0)| = 1.

Òîãäà äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(t) = α1x1(t) + . . .+ αkxk(t), t ∈ R+,

ïðè÷åì

x(0) = α1x1(0) + . . .+ αkxk(0), α1
2 + . . .+ αk

2 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x(t)| 6 |α1|M1 + . . .+ |αk|Mk 6 kM ≡ M̃.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

x(t) = XA|S(0)(t, 0)x(0), |x(0)| = 1.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x(t) ïîëó÷èì ‖XA|S(0)(t, 0)‖ 6 M̃, t ∈ R+.
Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå y ∈ S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå
y(t) = XA|S(0)(t, 0)y(0), t ∈ R+.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|y(t)| 6 ‖XA|S(0)(t, 0)‖ |y(0)| 6 M̃ |y(0)| < ε,

åñëè òîëüêî
|y(0)| < ε

M̃
= δ.

À ýòî è åñòü ï. 1) îïðåäåëåíèÿ 14.
2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî èç ï. 2) îïðåäåëåíèÿ 15 ñëåäóåò

ï. 2) îïðåäåëåíèÿ 14 âîñïîëüçóåìñÿ èäååé äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.2
ï. Á èç [53].
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ï. 2) îïðåäåëåíèÿ 14 íå âûïîëíåí,

ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ δ > 0, âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü tj → ∞, j = 1, 2, . . . , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ðåøå-
íèé {xj} ∈ S, j = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |xj(0)| = δ,

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,tj ]

|xj(t)| 6 ε.

Îáîçíà÷èì Sδ(0) = {x ∈ S(0)| |x| = δ}. Çàìåòèì, ÷òî Sδ(0) � êîì-
ïàêò. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ xj(0) ∈ Sδ(0) âûáåðåì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåíóëåâîìó âåêòîðó a ∈ Sδ(0)
(ïî òåîðåìå 2 [29, ñ.99] ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíî-
æåñòâà Sδ(0)) è ñîõðàíèì äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷åíèå
{xj} j = 1, 2, . . . .
Ðåøåíèå x ∈ S ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = a óäîâëåòâîðÿåò äëÿ

êàæäîãî k = 1, 2, . . . íåðàâåíñòâó

sup
t∈[0,tk]

|x(t)| 6 ε, (2.2)

òàê êàê ýòîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò âñå ðåøåíèÿ xj ñ íîìå-
ðàìè j > k, à ïîñêîëüêó ξ 7→ |XA(t, 0)ξ| � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
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òî îöåíêà íå íàðóøèòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè j →∞. Òîãäà
èç íåðàâåíñòâà (2.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |x(t)| 6 ε, t ∈ R+, êîòî-
ðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.1). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì
ïðåäïîëîæåíèåì.
Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 16. Ñèñòåìà A ∈Mm ïðè íåêîòîðîì k ∈ N íàçû-
âàåòñÿ:
1) k-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé), åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî S ðåøåíèé ñèñòåìû A,
÷òî ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå x ∈ S èìååò îòðèöàòåëüíûé (ïîëîæè-
òåëüíûé) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà;
2) k-ìåðíî ñòàáèëèçèðóåìîé (k-ìåðíî äåñòàáèëèçèðóåìîé) â

íåêîòîðîì êëàññå H(A), åñëè ñóùåñòâóåò k-ìåðíî óñòîé÷èâàÿ (k-
ìåðíî íåóñòîé÷èâàÿ) ñèñòåìà B ∈ H(A).

2.2 Îäíîâðåìåííàÿ óñëîâíàÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòü è äåñòà-
áèëèçèðóåìîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
B ∈ H0(A), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî è n-ìåðíî óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî
íåóñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 8.1 [53].
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî 0 < ε < 1

2(6n+3) è ÷èñëà Tk, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì

Tk > max{1, θ1
(

ε
2k−1

, ε
2k

)
, θ1
(
ε
2k
, ε

2k

)
,

θ2
(

ε
2k−1

, ε
2k
, ε

2k−2

)
, θ2
(
ε
2k
, ε

2k−1
, ε

2k−2

)
}, (2.3)

k = 0, 1, 2, . . . , òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . ÷èñëî Tk+1

áûëî êðàòíî ÷èñëó Tk.
Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tj} íàáîðàìè ïî íåñêîëüêó

÷èñåë ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî íîìåðó íàáîðà k = 0, 1, 2, . . . .
Ïðè k = 0 íàáîð ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà t0 = 0. Ïóñòü óæå

ïîñòðîåíî k > 0 íàáîðîâ, ò. å. çàäàíû ÷èñëà t0, t1, . . . , tjk. Òîãäà ïî-
ëîæèì

tjk+m ≡ tjk +mTk,
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ãäåm ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . ,mk1, à ÷èñëîmk1 > 1 îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèé:

tjk
tjk+mk1

· 2(aA + ε(4 + (3n+ 2)π(2aA + 8ε+ 1))) <
ε

2k+1
, (2.4)

tjk +mk1Tk > 22k+2. (2.5)

Âûáîð òàêîãîmk1 âîçìîæåí, ïîñêîëüêó ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà (2.4) ïðè mk1 → ∞ ðàâåí 0, à ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(2.5) ïðè mk1 →∞ ðàâåí ∞.
Âûáåðåì ÷èñëî lk ∈ N èç óñëîâèÿ, ÷òîáû äëÿ âñåõ l > lk

tjk + Tk+1

tjk + lTk+1
· 2(aA + ε(4 + (3n+ 2)π(2aA + 8ε+ 1))) <

ε

2k+2
. (2.6)

Âûáîð òàêîãî lk âîçìîæåí, òàê êàê ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(2.6) ïðè l → ∞ ðàâåí 0. Ïîëîæèì mk2 ≡

Tk+1

Tk
lk. Âîçüìåì mk ∈ N

òàêîå, ÷òî mk > max{mk1,mk2} è mkTk
Tk+1

≡ l′k ∈ N (çàìåòèì, ÷òî
l′k > lk). Òåïåðü ïîëîæèì

tjk+1
≡ tjk+mk

= tjk +mkTk = tjk + l′kTk+1.

Íà ýòîì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, à ñ íèì è ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {tj} çàêîí÷åíû.
Ïðèìåíÿÿ ê ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tj} ëåììó 7, âçÿâ

εj = ε
2k−1

, jk < j 6 jk+1, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû
C ∈ H2n, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) δn(j) 6 δn+1(j)− ε

2k−2
Tk,

à çíà÷èò

δn(j) 6 −
εTk
2k−1

, δn+1(j) >
εTk
2k−1

, jk < j 6 jk+1, (2.7)

ãäå δn(j), δn+1(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
XC(tj, tj−1);
2) sup

tjk<t6tjk+1

‖A(t)− C(t)‖ 6 ε
2k−2

.

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî aC 6 aA+4ε, ïðè÷åì ñèñòåìà C óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû 11. Òîãäà ïî ëåììå 11, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (2.3)
è âçÿâ α0 = 2ε, εj = αj = ε

2k
, jk < j 6 jk+1, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå

òàêîé ñèñòåìû B ∈ H2n, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . âûïîëíåíû
óñëîâèÿ:
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1) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû B ïðåäñòàâèìî â âèäå
E(B) = En

1 (B)⊕ En
2 (B), dimEn

1 (B) = dimEn
2 (B) = n, ïðè÷åì

a) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ s ∈ En
1 (B) âûïîëíåíî

χ
tj
tj−1(s) 6

δn(j)

Tk
+

ε

2k
, jk < j 6 jk+1, (2.8)

á) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ b ∈ En
2 (B) âûïîëíåíî

χ
tj
tj−1(b) >

δn+1(j)

Tk
− ε

2k
, jk < j 6 jk+1, (2.9)

2) sup
tjk<t6tjk+1

‖C(t)−B(t)‖ < (3n+ 2)π ε
2k

(2aC + 1).

Òîãäà ïîëó÷èì

sup
tjk<t6tjk+1

‖A(t)−B(t)‖ < ε

2k−2
+ (3n+ 2)π

ε

2k
(2aC + 1) 6

6
ε

2k−2
+ (3n+ 2)π

ε

2k
(2aA+ 8ε+ 1) =

ε

2k
(4 + (3n+ 2)π(2aA+ 8ε+ 1)),

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B ∈ H0(A), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

aB 6 aA + ε(4 + (3n+ 2)π(2aA + 8ε+ 1)).

Èç (2.7) è (2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ
s ∈ En

1 (B) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

χ
tj
tj−1(s) 6 −

ε

2k
, jk < j 6 jk+1. (2.10)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ t ∈ [tjk+1

, tjk+2
) ïðè íåêîòîðîì k ∈ {0, 1, 2, . . .}, âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî
χt0(s) 6 −

ε

2k+2
.

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì òàêîå ÷èñëî m ∈ {1, 2, . . . ,mk+1}, ÷òî
tjk+1+m−1 6 t < tjk+1+m. Îáîçíà÷èì

τl ≡ tjk + lTk+1,

ãäå l = 0, 1, 2, . . . , l′k + m. Åñëè l < l′k, òî τl ∈ [tjk, tjk+1
). Òîãäà èç

(2.10) è ñâîéñòâà 14◦ èìååì

χτl+1
τl

(s) 6 − ε

2k
.
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Åñëè æå l > l′k, òî τl > tjk+1
è èç íåðàâåíñòâ (2.7) è (2.8) ñëåäóåò

χτl+1
τl

(s) 6 − ε

2k+1
.

Èç ýòèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ s, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 4◦ è ó÷èòûâàÿ
(2.6), ïîëó÷àåì

χt0(s) 6 χ
tjk+(l′k+m)Tk+1

tjk
(s) + 2aB

tjk + Tk+1

t
6 χ

tjk+(l′k+m)Tk+1

tjk
(s)+

+2(aA + ε(4 + (3n+ 2)π(2aA + 8ε+ 1)))
tjk + Tk+1

tjk + (l′k +m− 1)Tk+1
<

< − ε

2k+1
+

ε

2k+2
= − ε

2k+2
.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (2.5), èìååì

|s(t)| < |s(0)| exp(−ε2k).

Åñëè æå t ∈ [0, tj1), òî èç ñâîéñòâà 3
◦ ñëåäóåò îöåíêà

|s(t)| 6 |s(0)| exp(aBtj1).

Òîãäà ñóùåñòâóåò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé En
1 (B), ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε̃ > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 (δ = ε̃
exp(aBtj1)), ÷òî äëÿ âñåõ

s ∈ En
1 (B), òàêèõ ÷òî |s(0)| < δ, âûïîëíÿåòñÿ |s(t)| < ε̃, t ∈ R+, ò. å.

ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíî óñòîé÷èâîé.
Èç (2.7) è (2.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ

b ∈ En
2 (B) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

χ
tj
tj−1(b) >

ε

2k
, jk < j 6 jk+1.

Èç ñâîéñòâà 4◦, ó÷èòûâàÿ (2.4) è ñâîéñòâî 14◦, èìååì

χ
tjk+1

0 (b) > χ
tjk+1

tjk
(b)− 2aBtjk

tjk+1

>

>
ε

2k
− tjk
tjk+1

·2(aA+ε(4+(3n+2)π(2aA+8ε+1))) >
ε

2k
− ε

2k+1
=

ε

2k+1
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.5), ïîëó÷èì îöåíêó

|b(tjk+1
)| > |b(0)| exp(ε2k+1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
En

2 (B) è ε̃ = 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 è âñåõ b ∈ En
2 (B), òàêèõ

÷òî |b(0)| = δ, íàéäåòñÿ t = tjk+1
∈ R+, ãäå k ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ

2k+1 > − ln δ

ε
,

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |b(tjk+1
)| > 1, ò. å. ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ

n-ìåðíî íåóñòîé÷èâîé.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

2.3 Îäíîâðåìåííàÿ óñëîâíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñòàáèëè-
çèðóåìîñòü è äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ðàâíîìåðíî ìàëû-
ìè âîçìóùåíèÿìè

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n è ëþáîãî ε > 0 ñó-
ùåñòâóåò ñèñòåìà B ∈ Hε(A), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî è n-ìåðíî
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, è n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé-
÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ H2n è ïðî-
èçâîëüíîãî ε > 0 ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . .

εj =
ε

6
, α ≡ α0 = αj =

ε

(3n+ 2)π(6aA + 2ε+ 3)
<

1

6n+ 3
.

È ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 ≡ t0 < t1 < t2 < . . . óäîâëåòâîðÿåò
ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëîâèþ

T ≡ tj − tj−1 > max
{

1, θ1
(
α,

ε

12

)
, θ2
(
α, α,

ε

3

)}
, (2.11)

ãäå ôóíêöèè θ1 è θ2 îïèñàíû â ëåììå 8. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿì {εj}, {tj} ëåììó 7, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñèñòåìû
C ∈ H2n, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) δn(j) 6 δn+1(j) − ε

3T, ãäå δn(j), δn+1(j) � ëîãàðèôìè÷åñêèå
ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà XC(tj, tj−1) (çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà δn(j) 6 −ε

6T, δn+1(j) > ε
6T );

2) ‖A− C‖ 6 ε
3 (çíà÷èò, aA −

ε
3 6 aC 6 aA + ε

3).
Ïðè ýòîì ñèñòåìà C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 11. Òîãäà ïî

ëåììå 11, ó÷èòûâàÿ (2.11), äëÿ ýòîé ñèñòåìû C ∈ H2n ñóùåñòâóåò
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ñèñòåìà B ∈ H2n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . óñëî-
âèÿì:
1) ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû B ïðåäñòàâèìî â âèäå

E(B) = En
1 (B)⊕ En

2 (B), dimEn
1 (B) = dimEn

2 (B) = n, ïðè÷åì
a) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ s ∈ En

1 (B) âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

χjT(j−1)T (s) 6
1

T
δn(j) +

ε

12
;

á) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ b ∈ En
2 (B) âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

χjT(j−1)T (b) >
1

T
δn+1(j)−

ε

12
;

2) ‖C −B‖ < ε(2aC+1)
6aA+2ε+3 6 ε

6aA+2ε+3

(
2aA + 2ε

3 + 1
)

= ε
3 .

Òîãäà ïî ñâîéñòâó íîðìû

‖A−B‖ < 2ε

3
< ε.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ s ∈ En
1 (B) âåðíî

íåðàâåíñòâî
χ(s) 6 − ε

12
.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

χ(s) = lim
t→∞

1

t
ln |s(t)| =

= lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

1

t
ln

(
|s(T )|
|s(0)|

· |s(2T )|
|s(T )|

· . . . · |s(kT )|
|s((k − 1)T )|

· |s(t)|
|s(kT )|

)
,

ãäå k ∈ N, ïîëó÷èì îöåíêè

χ(s) = lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

T

t

(
k∑
j=1

1

T
ln

|s(jT )|
|s((j − 1)T )|

+
1

T
ln
|s(t)|
|s(kT )|

)
=

= lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

T

t

(
k∑
j=1

χjT(j−1)T (s) + χtkT (s)

)
6

6 lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

T

t

(
k∑
j=1

(
1

T
δn(j) +

ε

12

)
+ χtkT (s)

)
6
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6 lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

T

t

(
−εk

12
+ χtkT (s)

)
6

6 lim
k→∞,

t∈[kT,(k+1)T ]

kT

t

(
− ε

12

)
+ lim

k→∞,
t∈[kT,(k+1)T ]

T

t
χtkT (s) = − ε

12
,

ïîñêîëüêó χtkT (s) îãðàíè÷åí (ñì. ñâîéñòâî 3◦). Çíà÷èò, âñå ðåøåíèÿ
(êðîìå íóëåâîãî) èç ïîäïðîñòðàíñòâà En

1 (B) èìåþò îòðèöàòåëüíûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ b ∈ En

2 (B) âåðíî
íåðàâåíñòâî

χ(b) >
ε

12
.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

χ(b) = lim
t→∞

1

t
ln |b(t)| > lim

k→∞

1

kT
ln |b(kT )|,

ãäå k ∈ N, îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêè

χ(b) > lim
k→∞

1

kT
ln

(
|b(T )|
|b(0)|

· |b(2T )|
|b(T )|

· . . . · |b(kT )|
|b((k − 1)T )|

)
=

= lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

1

T
ln

|b(jT )|
|b((j − 1)T )|

= lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

χjT(j−1)T (b) >

> lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

(
1

T
δn+1(j)−

ε

12

)
> lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

(ε
6
− ε

12

)
=

ε

12
.

Çíà÷èò, âñå ðåøåíèÿ (êðîìå íóëåâîãî) èç ïîäïðîñòðàíñòâà En
2 (B)

èìåþò ïîëîæèòåëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ H2n íàøëàñü ñèñòåìà
B ∈ Hε(A), ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâîé è n-ìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâîé.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Îá ýôôåêòèâíîñòè âîçìóùåíèé â

êëàññå ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì

Óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè ðàâíîìåð-
íî ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì
ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ òîé æå ñèñòå-
ìû. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷åíèé
ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àå-
ìûì ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ åå âîçìóùåíèÿõ.

3.1 Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(A) ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñè-
ñòåìû A ∈Mm.
Ïóñòü çàäàí êàêîé-ëèáî ïîêàçàòåëü

κ : S∗ → R, S∗ ≡
⋃

A∈Mm

S∗(A), (3.1)

îïðåäåëåííûé íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì.

Îïðåäåëåíèå 17 [62]. Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ (3.1) ñèñòåìû
A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

Spκ(A) ≡ {κ(x) | x ∈ S∗(A)}.
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Îïðåäåëåíèå 18. Ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòå-
ëÿ κ (3.1) ñèñòåìû A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

LMSpκ(A) ≡ Lim
Mm3B→A

Spκ(B) (3.2)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðè ëþáîì ε > 0
íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâî-
ðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x) − µ| < ε. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî
m íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêà-
çàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäóM íà H)
ìíîæåñòâî

LHSpκ(A) ≡ Lim
Hm3B→A

Spκ(B). (3.3)

Íàðÿäó ñ ââåäåííûì âûøå ïîíÿòèåì ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî
ñïåêòðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûé ñïåêòð.

Îïðåäåëåíèå 19. Áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïî-
êàçàòåëÿ κ (3.1) ñèñòåìû A ∈Mm íàçîâåì ìíîæåñòâî

M0Spκ(A) ≡
⋃

B∈M0(A)

Spκ(B) (3.4)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäóòñÿ ñèñòåìà
B ∈ M0(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó
κ(x) = µ. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî m íàçîâåì ãàìèëüòîíî-
âî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû
A ∈ Hm àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäóM íà H) ìíîæåñòâî

H0Spκ(A) ≡
⋃

B∈H0(A)

Spκ(B). (3.5)

Ëåììà 13. Â ñëó÷àå, êîãäà κ ≡ χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïî-
êàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî (3.2) èëè (3.3) ñîâïàäàåò ñ îáú-
åäèíåíèåì ïî i = 1, . . . ,m ìíîæåñòâ LMλi(A) èëè LHλi(A) âñåõ
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé â òî÷êå A ∈Mm èëè A ∈ Hm â îòäåëüíîñòè
êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ1 6 . . . 6 λm, ðàññìàòðèâàå-
ìûõ êàê ôóíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâåMm èëè Hm ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî

X ≡ LMSpχ(A) =
m⋃
i=1

LMλi(A) ≡ Λ
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(àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî LHSpχ(A) =
m⋃
i=1

LHλi(A)).

Âêëþ÷åíèå X ⊇ Λ âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî λi(A) ∈ Spχ(A) ïðè
ëþáîì i = 1, . . . ,m. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå X ⊆ Λ. Âîçüìåì ïðî-
èçâîëüíîå µ ∈ X. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî ñïåê-
òðà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è åå ðåøåíèå
x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |χ(x) − µ| < ε. Âîçüìåì
áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = ε

2k
> 0 (k ∈ N).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N íàéäóòñÿ ñèñòåìà Bk ∈ Mεk(A) è åå ðåøå-
íèå xk ∈ S∗(Bk), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |χ(xk) − µ| < εk.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû Bk êîíå÷íî, òî
íàéäóòñÿ òàêèå i ∈ {1, . . . ,m} è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
kl (l ∈ N), ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |λi(Bkl) − µ| < εkl, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî µ ∈ Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå X ⊆ Λ òàêæå âû-
ïîëíåíî.
Ëåììà 13 äîêàçàíà.

Ëåììà 14. Â ñëó÷àå, êîãäà κ ≡ χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêà-
çàòåëü Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî (3.4) èëè (3.5) ñîâïàäàåò ñ îáúåäè-
íåíèåì ïî i = 1, . . . ,m ìíîæåñòâ M0λi(A) èëè H0λi(A) âñåõ áåñ-
êîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûõ çíà÷åíèé â òî÷êå A ∈Mm èëè A ∈ Hm

â îòäåëüíîñòè êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ1 6 . . . 6 λm,
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâå Mm èëè Hm

ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 14 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13.

3.2 Ýôôåêòèâíîñòü ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé

Ëåììà 15. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm

è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
B ∈ Mδ(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì m = 2n. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íîå ðåøåíèå x ∈ S∗(B). Îáîçíà÷èì

x(t)

|x(t)|
= e(t) ≡ (e1(t), . . . , e2n(t)).
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Èç òîãî, ÷òî ðåøåíèå x ∈ S∗(B) è x(t) íåïðåðûâíî ïî t ∈ R+, ñëå-
äóåò íåïðåðûâíîñòü ei(·) íà R+ äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , 2n, ïðè÷åì
|e(t)| = 1, t ∈ R+. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî t ∈ R+ íàéäåòñÿ òàêîé
íîìåð i(t) ∈ {1, . . . , 2n}, ÷òî |ei(t)(t)| > 1√

2n
, è íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

δ(t) > 0, ÷òî |ei(t)(τ)| > 1
2
√

2n
, τ ∈ Uδ(t)(t).

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî T > 0. Òîãäà R+ =
∞⋃
k=1

Ik, ãäå

Ik = [(k − 1)T, kT ]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N ðàññìîòðèì îòðå-
çîê Ik. Îí ïîêðûâàåòñÿ ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ Uδ(t)(t), t ∈ Ik, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî

|ei(t)(τ)| > 1

2
√

2n
, τ ∈ Uδ(t)(t).

Ïî ëåììå î êîíå÷íîì ïîêðûòèè èç âñÿêîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùåé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ìîæíî âû-
áðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ mk ∈ N, ÷òî
Ik ⊂

mk⋃
j=1

Ik,j. Êîíöû èíòåðâàëîâ Ik,j, j = 1, . . . ,mk, çàäàþò êîíå÷íîå

ðàçáèåíèå îòðåçêà Ik. Òîãäà R+ =
∞⋃
j=1

[tj−1, tj), ãäå t0 = 0, ïðè÷åì äëÿ

êàæäîãî ïðîìåæóòêà [tj−1, tj), j = 1, 2, . . . , íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð
i(j) ∈ {1, . . . , 2n}, ÷òî |ei(j)(τ)| > 1

2
√

2n
, t ∈ [tj−1, tj). Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . áóäåì ñ÷èòàòü i(j) = 1.
Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê [tj−1, tj) è ïî-

ñòðîèì íà íåì êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó C ∈ Hε(A). Äëÿ óïðî-
ùåíèÿ çàïèñè àðãóìåíò t ∈ [tj−1, tj) áóäåì îïóñêàòü. Ïîñêîëüêó ìû
ñòðîèì ñèñòåìó C, äëÿ êîòîðîé x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(C − A)e = (B − A)e, (3.6)

ãäå C − A ∈ H2n, à çíà÷èò,

C − A =

(
D F
G −D∗

)
, (3.7)

ãäå F è G � ñèììåòðè÷íûå n×n ìàòðèöû, D � ïðîèçâîëüíàÿ n×n
ìàòðèöà. Èç ñèììåòðè÷íîñòè F è G ïîëó÷àåì

fij = fji, gij = gji, 1 6 i < j 6 n. (3.8)
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Îáîçíà÷èì s ≡ (B − A)e. Èç óñëîâèé B ∈ Mδ(A) è |e| = 1 ñëåäóåò,
÷òî |s| < δ, à çíà÷èò |si| < δ, i = 1, . . . , 2n.
Èç (3.6), ó÷èòûâàÿ (3.7) è (3.8), ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 2n óðàâíåíèé

ñ 2n2 + n íåèçâåñòíûìè

d11e1 + . . .+ d1nen + f11en+1 + . . .+ f1ne2n = s1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dn1e1 + . . .+ dnnen + f1nen+1 + . . .+ fnne2n = sn

g11e1 + . . .+ g1nen − d11en+1 − . . .− dn1e2n = sn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g1ne1 + . . .+ gnnen − d1nen+1 − . . .− dnne2n = s2n.

(3.9)

Çàïèñàâ ñèñòåìó (3.9) â ìàòðè÷íîì âèäå, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ðàâåí 2n (ïîñêîëüêó e1 6= 0 ïî íàøåìó ïðåäïîëîæå-
íèþ) è ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, à çíà÷èò ñèñòåìà
ñîâìåñòíà. Èç ñèñòåìû (3.9) ïîëó÷èì:

dj1 = 1
e1

(
sj −

n∑
i=2

eidji −
n∑
i=1

en+ifji

)
, j = 1, . . . , n,

(fij = fji, i, j = 1, . . . , n, )

g1j = 1
e1

(
sn+j −

n∑
i=2

eigji +
n∑
i=1

en+idij

)
, j = 2, . . . , n,

(gij = gji, i, j = 1, . . . , n, )

g11 = 1
e1

(
sn+1 −

n∑
i=2

eig1i +
n∑
i=1

en+idi1

)
,

ãäå dij (i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , n), fij (fij = fji, i, j = 1, . . . , n),
gij (gij = gji, i, j = 2, . . . , n, ) ïðîèçâîëüíûå. Ïîëîæèì âñå èõ ðàâ-
íûìè íóëþ. Ïîëó÷èì:

dj1 =
sj
e1
, j = 1, . . . , n,

g1j =
sn+j

e1
, g1j = gj1, j = 2, . . . , n,

g11 = 1
e1

(
sn+1 −

n∑
i=2

sn+i

e1
ei +

n∑
i=1

si
e1
en+i

)
.

Ïðåîáðàçóåì g11:

g11 =
1

e2
1

(
sn+1e1 −

n∑
i=2

sn+iei +
n∑
i=1

sien+i

)
=

1

e2
1

(s̃, e),
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ãäå âåêòîð s̃ ≡ (sn+1,−sn+2, . . . ,−s2n, s1, . . . , sn) (îòìåòèì, ÷òî
|s̃| = |s| < δ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |e| = 1 è |e1| > 1

2
√

2n
, ïîëó÷èì îöåíêè

|g11| 6
1

e2
1

|s| < 8nδ.

Òîãäà 
|dj1| < 2

√
2nδ, j = 1, . . . , n,

|g1j| < 2
√

2nδ, g1j = gj1, j = 2, . . . , n,

|g11| < 8nδ.

Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ

max
i,j=1,...,2n

|cij − aij| <
ε

4n
(3.10)

ñëåäóåò îöåíêà ‖C − A‖ < ε. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà |x| = 1
ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

|(C − A)x| =

√√√√( 2n∑
i=1

(c1i − a1i)xi

)2

+ . . .+

( 2n∑
i=1

(c2n,i − a2n,i)xi

)2

.

Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , 2n îáîçíà÷èì âåêòîð
(cj1 − aj1, . . . , cj,2n − aj,2n) = cj − aj. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî èç
óñëîâèÿ (3.10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|cj − aj| <
ε

2
√

2n
.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|(C − A)x| =

√√√√ 2n∑
j=1

(cj − aj, x)2 6

√√√√ 2n∑
j=1

|cj − aj|2 <
ε

2
,

‖C − A‖ = sup
t∈R+

sup
|x|=1

|(C(t)− A(t))x| 6 ε

2
< ε,

à êà÷åñòâå δ ìîæíî âçÿòü

δ =
ε

32n2
=

ε

8m2
.

Ëåììà 15 äîêàçàíà.
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Ëåììà 16. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm,
ëþáîé ñèñòåìû B ∈ M0(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùå-
ñòâóåò ñèñòåìà C ∈ H0(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû C âîçüìåì ñèñòåìó, ïî-
ñòðîåííóþ â ëåììå 15 è ïîêàæåì, ÷òî C ∈ H0(A). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
B ∈M0(A), äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ïîëó÷èì

sup
t∈[tj−1,tj)

‖A(t)−B(t)‖ = δj,

ïðè÷åì
lim
j→∞

δj = 0.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 15 èìååì

sup
t∈[tj−1,tj)

‖A(t)− C(t)‖ < 8m2δj,

à çíà÷èò
lim
t→∞
‖A(t)− C(t)‖ = 0,

ò. å. C ∈ H0(A).
Ëåììà 16 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ëåììû 15 è 16 îñòàþòñÿ âåðíû, åñëè ñèñòåìà A
áóäåò íåîãðàíè÷åííîé.

Îïðåäåëåíèå 20 [53]. Ñêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé ñèñòåìû A â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ

E(A) = E1 ⊕ E2 ⊕ . . .⊕ Er, dimEj > 0, j = 1, . . . , r

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà r èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíî, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû a è T , ÷òî

χtτ(xi)− χtτ(xj) > a

äëÿ âñåõ ðåøåíèé xi ∈ Ei, xj ∈ Ej (1 6 j < i 6 r) è âñåõ t− τ > T .
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé E(A) âûáðàíî ïîäïðîñòðàíñòâî

F . Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñóæåíèå XF îïåðàòîðà Êîøè íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî F , à òàêæå âåðõíèé ΩF è íèæíèé ωF öåíòðàëüíûå
ïîêàçàòåëè ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì [53]:

XF (t, τ) ≡ X(t, τ) |F (τ), t, τ ∈ R+,
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ΩF ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XF (sT, (s− 1)T )‖, (3.11)

ωF ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k∑
s=1

ln ‖XF ((s− 1)T, sT )‖−1. (3.12)

Îïðåäåëåíèå 21 [53]. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈Mm óñòîé÷èâûì ïðè ðàâíîìåð-
íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, åñëè ôóíêöèîíàë λi íåïðåðûâåí â òî÷êå
A ∈Mm.

Îïðåäåëåíèå 22 [53]. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìûA ∈ Hm èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî áåñêîíå÷íî ìàëûõ (ãàìèëüòîíîâûõ ) âîçìóùåíèé, åñëè äëÿ ëþ-
áîé ñèñòåìû B ∈ M0(A) (ñîîòâåòñòâåííî, B ∈ H0(A)) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî λi(B) = λi(A).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, äîêàçàííîé â ðàáîòå [53], ïðèâîäÿòñÿ íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè k ìëàäøèõ ïîêàçàòå-
ëåé Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 4 [53]. Äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . ,m} è ëþáîé ñèñòåìû
A ∈Mm ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.
1. Ïîêàçàòåëè λ1(A) 6 . . . 6 λk(A) óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî

ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.
2. Ïîêàçàòåëè λ1(A) 6 . . . 6 λk(A) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
3. Ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîå ðàçáèåíèå

E(A) = E1 ⊕ . . .⊕ Er ⊕ Er+1,

îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:
à) ωEj

= ΩEj
äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , r;

á) dimE1 + . . .+ dimEr > k.

Ëåììà 17. Ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
ñèñòåìû A ∈ Mm óñòîé÷èâ ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
(ò. å. LMSpχ(A) = Spχ(A)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îäíî-
âðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm óñòîé÷èâû ïðè
ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòå-
ëÿ ñèñòåìû A óñòîé÷èâ, ò. å.

LMSpχ(A) = Spχ(A) ≡ {λ1(A), . . . , λm(A)}. (3.13)

1. Èç ðàâåíñòâà (3.13) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëÿ λ1 ñèñòå-
ìû A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çíà÷åíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ
ïîêàçàòåëÿ λ1 â òî÷êå A íå ñîâïàäàþò, òî âñå åãî ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû
â ýòîé òî÷êå çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ äâóõ çíà÷å-
íèÿõ (ñì. [58]), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà
Spχ(A) (3.13).
2. Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå 4 èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíî

ðàçäåëåííîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

E(A) = E1(A)⊕ E2(A),

ïðè÷åì ωE1
= ΩE1

. Òîãäà åñëè dimE1(A) = k > 1, òî

ωE1
= λ1(A) = . . . = λk(A) = ΩE1

è ïîêàçàòåëè λ1, . . . , λk ñèñòåìû A óñòîé÷èâû, ïðè÷åì

0 6 dimE2(A) = n− k < n.

3. Åñëè k < n, òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2.9◦ èç [53], áóäåì èìåòü

ΩE1
< ωE2

6 λk+1(A).

Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà (3.13) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëÿ
λk+1 ñèñòåìû A, òàê êàê åñëè çíà÷åíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ
ïîêàçàòåëÿ λk+1 (êîòîðûé òåïåðü èãðàåò ðîëü ìëàäøåãî ïîêàçàòåëÿ
äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà E2(B), è ïîýòîìó ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà
èç ðàáîòû [58]) â òî÷êå A íå ñîâïàäàþò, òî âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû â
ýòîé òî÷êå çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ äâóõ çíà÷åíè-
ÿõ, ÷òî îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà (3.13).
4. Ðàññóæäàÿ òàê è äàëåå, â èòîãå ïîëó÷èì óñòîé÷èâîñòü âñåõ îä-

íîâðåìåííî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ëåììû 17 âåðíî, ïîñêîëüêó èç

ðàâåíñòâ
LMλi(A) = {λi(A)}, i = 1, . . . ,m,
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îçíà÷àþùèõ óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈Mm,
âûòåêàåò öåïî÷êà

LMSpχ(A) =
m⋃
i=1

LMλi(A) =
m⋃
i=1

{λi(A)} = Spχ(A)

(ñì. ëåììó 13), à çíà÷èò, è óñòîé÷èâîñòü åå ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ.
Ëåììà 17 äîêàçàíà.

Ëåììà 18. Ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Mm èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî
ìàëûõ âîçìóùåíèé (ò. å. M0Spχ(A) = Spχ(A)) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû
A ∈ Mm èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùå-
íèé.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 18 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 17.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm

è ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ κ (3.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LHSpκ(A) = LMSpκ(A). (3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå LHSpκ(A) ⊆ LMSpκ(A) ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì âêëþ÷åíèÿ Hm ⊂ Mm. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå
LHSpκ(A) ⊇ LMSpκ(A).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå µ ∈ LMSpκ(A) è ε > 0. Äëÿ äàííîãî ε

âîçüìåì δ = ε
8m2 > 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 15). Ïî îïðåäåëå-

íèþ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà äëÿ äàííîãî δ íàéäóòñÿ ñèñòå-
ìà B ∈Mδ(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó
|κ(x)− µ| < δ.
Ñîãëàñíî ëåììå 15, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ Mδ(A) è ëþáîãî

ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ
ðåøåíèå x ∈ S∗(C).
Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε íàøëèñü ñèñòåìà

C ∈ Hε(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(C), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
ñòâó |κ(x)− µ| < δ < ε. Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå µ ∈ LHSpκ(A), à
ñ íèì è äîêàçûâàåìîå âêëþ÷åíèå.
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm

è ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ κ (3.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H0Spκ(A) =M0Spκ(A). (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.

Ñëåäñòâèå 2. Ðàâåíñòâà (3.14) è (3.15) ñïðàâåäëèâû, â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè κ ÿâëÿåòñÿ:
1) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà χ (âåðõíèì);
2) íèæíèì ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà π [28, �2] (î ñïåêòðå íèæíèõ

ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà ëèíåéíîé ñèñòåìû ñì. ðàáîòû [23, 2]);
3) âåðõíåé (íèæíåé) ïîëíîé σ èëè âåêòîðíîé ζ ÷àñòîòàìè [62];
4) âåðõíåé (íèæíåé) ñêîðîñòüþ áëóæäàíèÿ µ [62];
5) âåðõíèì (íèæíèì) ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè ρ èëè áëóæ-

äàíèÿ η [62].

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà m âñå îäíîâðåìåííî ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm óñòîé÷èâû
ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âêëþ÷åíèÿ Hm ⊂ Mm ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm óñòîé÷èâû
ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, òî îíè óñòîé÷èâû è ïðè ðàâ-
íîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Äîêàæåì, ÷òî èç òîãî, ÷òî âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïó-

íîâà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî
ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñëåäóåò, ÷òî
îíè óñòîé÷èâû è ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ {1, . . . ,m}, ÷òî λi(A) íå óñòîé-
÷èâ â êëàññå ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Òîãäà ïî ëåììå 17
LMSpχ(A) 6= Spχ(A), à ïî òåîðåìå 5 LHSpχ(A) = LMSpχ(A). Ñëå-
äîâàòåëüíî, LHSpχ(A) 6= Spχ(A). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìà-
ëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Çíà÷èò, âñå λi(A)
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.
Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

82



Çàìå÷àíèå 4. Òåîðåìó 7 ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ÿâíî ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè âñåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â
îáùåì [8, 35] è â ãàìèëüòîíîâîì [10, 11] ñëó÷àÿõ (ïîä÷åðêíåì, ÷òî â
ðàáîòå ïîñëåäíåãî àâòîðà ýòîò êðèòåðèé äîêàçàí ëîãè÷åñêè íåçàâè-
ñèìî îò ïðåäûäóùèõ).

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòå-
ëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Hm èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îíè èí-
âàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîç-
ìóùåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.
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