
ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ �ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
èìåíè Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ�

ÌÅÕÀÍÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Âàñèëüåâà Àíàñòàñèÿ Àíäðååâíà

ÒÅÎÐÅÌÛ ÂËÎÆÅÍÈß È ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÈ ÂÅÑÎÂÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ

(ñïåöèàëüíîñòü - 01.01.01 - âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç)

ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈß
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé êîíñóëüòàíò � äîêòîð
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð È.Ã. Öàðüêîâ

Ìîñêâà 2015



Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 4

1 Ïîïåðå÷íèêè è s-÷èñëà âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îáëàñòè ñ
óñëîâèåì Äæîíà 31
1.1 Äðåâîïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà . . . . . . . . . 31
1.2 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ äåðåâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.3 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ îáëàñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
1.4 Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó s-÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.5 Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó s-÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2 Òåîðåìû âëîæåíèÿ è ïîïåðå÷íèêè âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ
âåñàìè, ìîíîòîííûìè ïî îäíîé ïåðåìåííîé 74
2.1 Ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ êóáà ïî ôóíêöèè ìíîæåñòâà . . 74
2.2 Ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè èç êëàññà W r
∞ ïîëèíîìîì

÷åðåç èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
2.3 Îöåíêà íîðìû äâóõâåñîâîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà . . . . . . . . . 121
2.4 Îöåíêè s-÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

3 Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà äåðåâå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
íà âåñà 144
3.1 Äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû Ýâàíñà � Õàððèñà � Ïèêà . . . . . . . . . 144
3.2 Îöåíêà íîðìû âåñîâîãî îïåðàòîðà

ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå: ñëó÷àé p < q . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3.3 Îöåíêà íîðìû âåñîâîãî îïåðàòîðà

ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå: ñëó÷àé p > q . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

4 Òåîðåìû âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-ìíîæåñòâà 163
4.1 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ äåðåâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
4.2 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê äèñêðåòíîìó íåðàâåíñòâó òèïà Õàðäè íà äåðåâå . 172
4.3 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà . . . . . . 177

5 Ïîïåðå÷íèêè ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ íà ìíîæåñòâå ñ äðåâîïîäîáíîé
ñòðóêòóðîé 186
5.1 Îáùàÿ òåîðåìà îá îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ ñâåðõó . . . . . . . . . . . . . 186
5.2 Ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ

êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-ìíîæåñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

2



6 Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà ñ âåñàìè, èìåþùèìè
îñîáåííîñòü â òî÷êå 221
6.1 Îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ

êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå . . . . . . . . . . . . . . . . 221
6.2 Îöåíêè ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ

êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå . . . . . . . . . . . . . . . . 229
6.3 Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà . . . . . . . . . . . . . . 233

3



Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîïåðå÷-
íèêîâ ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèìèñÿ îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, èìåþùèìè
ïðèëîæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [14, 32, 45, 60, 88, 90, 94, 96, 114, 115,
129, 154, 156, 169, 177], òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [144, 145, 147, 149] è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
[12,13,23].

Äèññåðòàöèÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Îñíîâíîé öåëüþ
ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ òåîðåì âëîæåíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà
îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà è ïîëó÷åíèå ïîðÿäêîâûõ îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà, à òàêæå ïîïåðå÷íèêîâ
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (ò.å. îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî), g, v :
Ω → R+ � èçìåðèìûå ôóíêöèè. Äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè
φ : Ω → Rm, φ = (φk)16k6m, è äëÿ êàæäîãî p ∈ [1, ∞] ïîëîæèì

∥φ∥Lp(Ω) =
∥∥∥ max

16k6m
|φk|

∥∥∥
Lp(Ω)

=


(∫

Ω

max16k6m |φk(x)|p dx
)1/p

, p <∞,

ess supx∈Ω max16k6m |φk(x)|, p = ∞.

Ïóñòü β = (β1, . . . , βd) ∈ Zd+ := (N ∪ {0})d, |β| = β1 + . . . + βd. Äëÿ êàæäîé

îáîáùåííîé ôóíêöèè f íà Ω îáîçíà÷èì ∇rf =
(
∂rf/∂xβ

)
|β|=r

(çäåñü ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå), mr � ÷èñëî êîìïîíåíò îáîáùåííîé
âåêòîð-ôóíêöèè ∇rf . Âåñîâûì êëàññîì Ñîáîëåâà íàçîâåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé

W r
p,g(Ω) =

{
f : Ω → R

∣∣ ∃φ : Ω → Rmr : ∥φ∥Lp(Ω) 6 1, ∇rf = g · φ
}

(1)(
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ φ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

∇rf

g
; äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ïîëàãàåì
∇rf(x)

g(x)
= 0 â òî÷êàõ x ∈ Ω òàêèõ, ÷òî g(x) = 0

)
. Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýòîãî

ìíîæåñòâà íàçîâåì âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà.1

Îáîçíà÷èì

∥f∥Lq,v(Ω)=∥f∥q,v=∥fv∥Lq(Ω), Lq,v(Ω) = {f : Ω → R| ∥f∥q,v <∞} . (2)

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî W r
p,g(Ω) ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè

íå âûøå r − 1 (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Pr−1(Ω)). Ïîýòîìó çàäà÷ó î íåïðåðûâíîì
(êîìïàêòíîì) âëîæåíèè âåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà â Lq,v(Ω) åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè îãðàíè÷åííîå (ïðåäêîìïàêòíîå) â Lq,v(Ω)

1Îáû÷íî â ëèòåðàòóðå ïðè îïðåäåëåíèè âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà áåðóòñÿ íå òîëüêî
îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r, íî è ðàçëè÷íîãî ðîäà óñëîâèÿ íà ïðîèçâîäíûå ìåíüøèõ
ïîðÿäêîâ.
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ìíîæåñòâî M òàêîå, ÷òî W r
p,g(Ω) ⊂ Pr−1(Ω) + M? Âîçìîæíà òàêæå ñëåäóþùàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ñóùåñòâóþò ëè êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Lq,v(Ω) è
îãðàíè÷åííîå (ïðåäêîìïàêòíîå) â Lq,v(Ω) ìíîæåñòâîM òàêèå, ÷òîW r

p,g(Ω) ⊂ L+M?
Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è èõ îáîáùåíèé èçëîæåíû

â êíèãàõ [60, 87, 94, 129, 174, 178] è â îáçîðíîé ñòàòüå [33]. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â âåñîâîå
ïðîñòðàíñòâî Lq áûëè ïîëó÷åíû Êóäðÿâöåâûì [32], Íå÷àñîì [155], Êóôíåðîì [127�
129], ßêîâëåâûì [62], Òðèáåëåì [60], Ìàçüåé [41], Ëèçîðêèíûì è Îòåëáàåâûì [37,38],
Ãóðêîé è Îïèöåì [105�107], Áåñîâûì [4�7], Êóñàèíîâîé [35], Àíòî÷è [67], Ãîëüäøòåé-
íîì è Óõëîâûì [103], Êàçî è Ä'Àìáðîçèî [81] è äðóãèìè àâòîðàìè. Îòìåòèì, ÷òî â
ýòèõ ðàáîòàõ â îïðåäåëåíèè âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ïðèñóòñòâîâàëî îãðàíè÷åíèå
íå òîëüêî íà ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r, íî è íà ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, n ∈ Z+. ×åðåç Ln(X) îáîçíà÷èì
ñîâîêóïíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ â X ðàçìåðíîñòè íå âûøå n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(X, Y ) ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî Y , ÷åðåç rkA îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü îáðàçà îïåðàòîðà A : X → Y , à
÷åðåç ∥A∥X→Y � åãî íîðìó. ×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X,
÷åðåç BX � åäèíè÷íûé øàð â X.

Êîëìîãîðîâñêèì n-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà M ⊂ X â ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(M, X) = inf
L∈Ln(X)

sup
x∈M

inf
y∈L

∥x− y∥X ,

ëèíåéíûì n-ïîïåðå÷íèêîì � âåëè÷èíà

λn(M, X) = inf
A∈L(X,X), rkA6n

sup
x∈M

∥x− Ax∥X ,

ãåëüôàíäîâñêèì n-ïîïåðå÷íèêîì � âåëè÷èíà

dn(M, X) = inf
x∗1, ..., x

∗
n∈X∗

sup{∥x∥ : x ∈M, x∗j(x) = 0, 1 6 j 6 n} =

= inf
A∈L(X,Rn)

sup{∥x∥ : x ∈M ∩ kerA}.

Êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå À.Í. Êîëìîãîðîâà [125]
â 1936 ã. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî è ãåëüôàíäîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà áûëî ââåäåíî Â.Ì.
Òèõîìèðîâûì â [56].

À. Ïè÷ [157] ââåë ïîíÿòèå s-÷èñåë äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (ïîçäíåå áûëî
ââåäåíî îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ, è òåïåðü s-÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì
èç ðàáîòû [157], íàçûâàþòñÿ ñòðîãèìè s-÷èñëàìè). Ïðèìåðàìè ñòðîãèõ s-÷èñåë
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Êîëìîãîðîâà, ÷èñëà Ãåëüôàíäà è àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà. ×èñëà
Êîëìîãîðîâà îïåðàòîðà A ∈ L(X, Y ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

dn(A : X → Y ) = dn(A(BX), Y ),

àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà � êàê

an(A : X → Y ) = inf{∥A− An∥X→Y : rkAn 6 n},

÷èñëà Ãåëüôàíäà � êàê

cn(A : X → Y ) = inf
{x∗j}nj=1⊂X∗

sup{∥Ax∥ : x ∈ ∩nj=1 kerx
∗
j , ∥x∥ 6 1}.

Áóäåì îáîçíà÷àòü λn(A(BX), Y ) =: λn(A : X → Y ), dn(A(BX), Y ) =: dn(A : X →
Y ), an(A : X → Y ) =: an(A(BX), Y ), cn(A : X → Y ) =: cn(A(BX), Y ). Åñëè
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Id � êîìïàêòíûé îïåðàòîð âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y , òî èç
ðåçóëüòàòîâ Õåéíðèõà [118] (ñì. òåîðåìó 3.1) ñëåäóåò, ÷òî

an(Id : X → Y ) = λn(A(BX), Y ), cn(Id : X → Y ) = dn(A(BX), Y ). (3)

Åñëè X è Y ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëûìè è ðàâíîìåðíî ãëàäêèìè (ñì.
îïðåäåëåíèÿ â [86]) è A : X → Y � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñ íóëåâûì
ÿäðîì è ïëîòíûì â Y îáðàçîì, òî

cn(A : X → Y ) = dn(A(BX), Y ) (4)

(ñì. ðàáîòó Ýäìóíäñà è Ëàíãà [91]). Ïðèìåðàìè ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ
îäíîâðåìåííî ðàâíîìåðíî âûïóêëûìè è ðàâíîìåðíî ãëàäêèìè, ÿâëÿþòñÿ Lp(Ω, Σ, µ)
ïðè 1 < p <∞ (çäåñü Σ � ñèãìà-àëãåáðà íà ìíîæåñòâå Ω, µ � ìåðà); äîêàçàòåëüñòâî
ñì., íàïðèìåð, â [86].

Ïóñòü 1 6 p 6 ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lnp ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìîé

∥(x1, . . . , xn)∥p ≡ ∥(x1, . . . , xn)∥lnp =

{
(|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p, p <∞,
max{|x1|, . . . , |xn|}, p = ∞,

÷åðåç Bn
p îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé øàð â lnp .

Âñþäó äëÿ 1 6 p 6 ∞ ÷åðåç p′ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîïðÿæåííûé ïîêàçàòåëü: p′ =
p
p−1

.
Èç ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè ìåæäó êîëìîãîðîâñêèìè è ãåëüôàíäîâñêèìè

ïîïåðå÷íèêàìè [25] ñëåäóåò, ÷òî dn(Bν
p , l

ν
q ) = dn(Bν

q′ , l
ν
p′). Â [26] ïîêàçàíî ñîîòíîøåíèå

äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ëèíåéíûìè ïîïåðå÷íèêàìè âèäà λn(Bν
p , l

ν
q ) = λn(B

ν
q′ , l

ν
p′).

Â 60�80-å ãîäû XX âåêà èçó÷àëèñü çàäà÷è îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèî-
íàëüíûõ êëàññîâ â Lq (ñì. [3, 14�16, 26, 29, 30, 34, 43, 44, 53�56], à òàêæå [57, 58, 158])
è êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ Bn

p â lnq . Äëÿ p > q Ïè÷ [157] è Ñòåñèí [51] íàøëè
òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí dn(B

ν
p , l

ν
q ) è λn(B

ν
p , l

ν
q ). Â ñëó÷àå p < q òî÷íîå çíà÷åíèå

ïîïåðå÷íèêà dn(B
ν
p , l

ν
q ) èçâåñòíî òîëüêî ïðè p = 1, q = 2 (ñì. ðàáîòû À.Í.

Êîëìîãîðîâà, À.À. Ïåòðîâà è Þ.Ì. Ñìèðíîâà [31] è Ñ.Á. Ñòå÷êèíà [52]). Äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ p < q (êðîìå íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ) â ðàáîòàõ Á.Ñ.
Êàøèíà [29], Å.Ä. Ãëóñêèíà [20, 21] è À.Þ. Ãàðíàåâà è Å.Ä. Ãëóñêèíà [19]
íàéäåíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ ñ òî÷íîñòüþ
äî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ êîíñòàíò, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò p è q. Äëÿ êîëìîãîðîâñêèõ
ïîïåðå÷íèêîâ ïîðÿäêîâûå îöåíêè íå ïîëó÷åíû â ñëó÷àå p < 2, q = ∞, äëÿ
ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ � â ñëó÷àå p = 1, q > 2, äëÿ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
� â ñëó÷àå p = 1, q = ∞. Ïðè p < 2, q = ∞ Á.Ñ. Êàøèíûì â [27, 28] ïîëó÷åíû
îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ, òî÷íûå â ñòåïåííîé øêàëå.

Ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ íåâåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ïîëó÷åíû â
ðàáîòàõ Òèõîìèðîâà, Áèðìàíà è Ñîëîìÿêà, Èñìàãèëîâà, Ìàéîðîâà, Ìàêîâîçà,
Êàøèíà, ÄåÂîðà, Øàðïëè è Ðèìåíøíàéäåðà [3, 10, 26, 29, 43, 44, 56, 84]. Íåêîòîðûå
îáîáùåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íà d-ìåðíîì òîðå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Êàøèíà,
Òåìëÿêîâà, Ãàëååâà, Êóëàíèíà è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [15,16,30,34,53�55]).

Ñôîðìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà d-ìåðíîì
êóáå.

Ïóñòü X, Y � ìíîæåñòâà, f1, f2 : X × Y → R+. Ìû ïèøåì f1(x, y) .
y
f2(x, y)

(èëè f2(x, y) &
y
f1(x, y), èëè f1(x, y)

x

. f2(x, y), èëè f2(x, y)
x

& f1(x, y)), åñëè äëÿ

ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò c(y) > 0 òàêîå, ÷òî f1(x, y) 6 c(y)f2(x, y) äëÿ ëþáîãî
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x ∈ X; f1(x, y) ≍
y
f2(x, y) èëè f1(x, y)

x≍ f2(x, y), åñëè f1(x, y) .
y
f2(x, y) è f2(x, y) .

y

f1(x, y).
Âñþäó äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ϑn = dn, q̂ = q ïðè îöåíêå êîëìîãîðîâñêèõ ÷èñåë

(ïîïåðå÷íèêîâ), ϑn = an (ϑn = λn), q̂ = min{q, p′} ïðè îöåíêå àïïðîêñèìàòèâíûõ
÷èñåë (ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ), ϑn = cn (ϑn = dn), q̂ = p′ ïðè îöåíêå
ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë (ñîîòâåòñòâåííî ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ).

Ïóñòü 1 6 p 6 ∞, 1 6 q 6 ∞, r ∈ N. Âñþäó äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü

δ = r +
d

q
− d

p
.

Ïîëîæèì

θp,q,r,d =


δ
d
−
(

1
q
− 1

p

)
+
, åñëè p > q èëè p < q, q̂ 6 2,

min
{
δ
d
+min

{
1
p
− 1

q
, 1

2
− 1

q̂

}
, q̂δ

2d

}
, åñëè p < q, q̂ > 2.

(5)

Òåîðåìà A. (ñì., íàïðèìåð, [10, 29, 43, 56, 84]). Ïóñòü r ∈ N, 1 6 p, q 6 ∞, δ > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå p < q è q̂ > 2 âûïîëíåíî

δ

d
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
̸= q̂δ

2d
. (6)

Òîãäà äëÿ êîëìîãîðîâñêèõ (ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ) ïîïåðå÷-
íèêîâ âûïîëíåíà îöåíêà

ϑn(W
r
p ([0, 1]

d), Lq([0, 1]
d)) ≍

r,d,p,q
n−θp,q,r,d .

Â [9] Î.Â. Áåñîâûì áûëà ðàññìîòðåíà îáëàñòü òèïà ïèêà:

Kσ = {(x1, . . . , xd−1, xd) : |(x1, . . . , xd−1)|1/σ < xd < 1},

ãäå σ > 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèåì êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W r
p (Kσ) â Lq(Kσ)

ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå r − [σ(d − 1) + 1]
(

1
p
− 1

q

)
+
> 0 (ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ

Ä.À. Ëàáóòèíà, Â.Ã. Ìàçüè è Ñ.Â. Ïîáîð÷åãî [36, 42]). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå

dn(W
r
p (Kσ), Lq(Kσ)) ≍

p,q,r,d,σ
dn(W

r
p ([0, 1]

d), Lq([0, 1]
d))

(åñëè p < q è q > 2, òî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå (6)).
Äëÿ r = 1, p = q è áîëåå îáùèõ îáëàñòåé ñ îñîáåííîñòÿìè îöåíêè àïïðîêñèìà-

òèâíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà âëîæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Ýâàíñîì è Õàððèñîì [96].
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà

ïîÿâèëèñü â 60-70å ãîäû XX âåêà â ðàáîòàõ Áèðìàíà è Ñîëîìÿêà, Ýëü Êîëëè
è Òðèáåëÿ [10,60,95]. Èíòåíñèâíî ýòà çàäà÷à ñòàëà èçó÷àòüñÿ ñ 90-õ ãîäîâ.

Ñëó÷àé d = 1 ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ Êîíîâàëîâà è Ëåâèàòàíà, Ëèôøèöà è
Ëèíäå, Ýäìóíäñà, Ëàíãà, Ëîìàêèíîé è Ñòåïàíîâà è äðóãèõ àâòîðîâ [40,89,126,140,
144,150]. Â ñòàòüå Êîíîâàëîâà è Ëåâèàòàíà [126] áûëè ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè
ïîïåðå÷íèêîâ â ñëó÷àå ñòåïåííûõ âåñîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ âåñîâ â ñëó÷àå
êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ W r

p,g[0, 1] â Lq,v[0, 1] ïîïåðå÷íèêè èìåþò òàêèå æå ïîðÿäêè
óáûâàíèÿ, êàê äëÿ g ≡ 1, v ≡ 1. Â ðàáîòàõ [40, 89, 140, 144, 150] áûëè ïîëó÷åíû
ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âåñà g è v, ïðè êîòîðûõ ïîðÿäêè ïîïåðå÷íèêîâ
òàêèå æå, êàê äëÿ g ≡ 1, v ≡ 1.

Çàäà÷è îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ è àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ
âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêèõ äåðåâüÿõ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
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Ýâàíñà, Õàððèñà, Ëàíãà è Ñîëîìÿêà [97, 168] (ìåòðè÷åñêîå äåðåâî � ýòî äåðåâî,
â êîòîðîì ðåáðà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îòðåçêè çàäàííîé äëèíû; ôîðìàëüíûå
îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû â ãëàâå 3).

Â ðàáîòå Áèðìàíà è Ñîëîìÿêà [10] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ êîë-
ìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà êóáå K â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå
Lq,v(K). Óñëîâèÿ íà âåñ v áûëè òàêèìè, ÷òîáû â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è
òåîðåìû Ñîáîëåâà âûïîëíÿëàñü öåïî÷êà âëîæåíèé W r

p (K) ⊂ Lq̃(K) ⊂ Lq,v(K) äëÿ
íåêîòîðîãî q̃. Ïðè q > max{p, 2} ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå áûëà òî÷íîé ïî ïîðÿäêó
(äàæå â íåâåñîâîì ñëó÷àå ñòàëî âîçìîæíûì ïîëó÷àòü òî÷íûå îöåíêè òîëüêî ïîñëå
ðåçóëüòàòîâ Á.Ñ. Êàøèíà [29] îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ).

Â [95] Ýëü Êîëëè íàøåë ïîðÿäêè óáûâàíèÿ âåëè÷èí dn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)), ãäå Ω

� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, p = q, à âåñà g è v ðàâíû ñòåïåíè
ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû Ω; ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèþ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, Òðèáåëü
[60] ðàñïðîñòðàíèë îöåíêè ñâåðõó âåëè÷èí dn(W r

p,g(Ω), Lq,v(Ω)) íà ñëó÷àé p 6 q.
Îöåíêè ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà Rd ñ âåñàìè âèäà

wα(x) = (1 + ∥x∥22)α/2 ïîëó÷åíû Ìûíáàåâûì è Îòåëáàåâûì â [45].
Â ðàáîòå Òðèáåëÿ [177] äëÿ âåñà g(x) = |x|−r(1+| log |x||)−α áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè

àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë âåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà â ïðîñòðàíñòâå Lp íà åäèíè÷íîì
åâêëèäîâîì øàðå. Â ñëó÷àå 0 < α 6 1 + r

d
îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó ðàçëè÷àëèñü.

Ïîäðîáíåå îá ýòîì ðåçóëüòàòå (à òàêæå î ðåçóëüòàòå èç [60]) áóäåò ñêàçàíî íèæå.
Äëÿ âåñîâ îáùåãî âèäà îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ è ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ

âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Lq áûëè ïîëó÷åíû Ëèçîðêèíûì,
Îòåëáàåâûì, Àéòåíîâîé è Êóñàèíîâîé [1, 2, 39, 46]. Çäåñü â îïðåäåëåíèå âåñîâîãî
êëàññà Ñîáîëåâà òàêæå âõîäèëî îãðàíè÷åíèå íà ñàìó ôóíêöèþ (è ýòî óñëîâèå
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëîñü).

Äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåñå÷åíèé âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà êóáå ñ âåñàìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ ñòåïåíüþ ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû, ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ
áûëè ïîëó÷åíû Áîéêîâûì [11,73].

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ðÿäà îòêðûòûõ
çàäà÷ î âëîæåíèÿõ è îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ íà
ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.

• Ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âåñà, ïðè êîòîðûõ ïîïåðå÷íèêè âåñîâûõ
êëàññîâ Ñîáîëåâà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà íà îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà
èìåþò òàêèå æå ïîðÿäêè óáûâàíèÿ, êàê äëÿ íåâåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà íà
êóáå.

• Ïîëó÷èòü ïîðÿäêîâûå îöåíêè íîðì äâóõâåñîâûõ îïåðàòîðîâ ñóììèðîâàíèÿ íà
äåðåâå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà âåñà (ïðè ýòîì îöåíêè äîëæíû èìåòü
ïðîñòîé è óäîáíûé äëÿ ïðèëîæåíèé âèä).

• Ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà
îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà äëÿ âåñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ äî
íåêîòîðîãî h-ìíîæåñòâà; â ñëó÷àå, êîãäà ýòè ôóíêöèè è ôóíêöèÿ h èìåþò
ñïåöèàëüíûé âèä, ïîëó÷èòü ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ.

• Ïîëó÷èòü ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà ñ âåñàìè,
èìåþùèìè ñèëüíóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé,
òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, à
òàêæå ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû
àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âåñà, ïðè êîòîðûõ ïîðÿäêîâûå îöåíêè
ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà òàêèå æå, êàê ó íåâåñîâûõ êëàññîâ
Ñîáîëåâà íà êóáå.

• Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà
îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùè-
ìèñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðîãî h-ïîäìíîæåñòâà ãðàíèöû îáëàñòè;
áîëåå òîãî, ïîëó÷åíû îöåíêè êîíñòàíòû âëîæåíèÿ íà ïîäîáëàñòè, ïîðîæäåííîé
íåêîòîðûì ïîääåðåâîì.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ,
çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå ñ äðåâîïîäîáíîé ñòðóêòóðîé è óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñïåöèàëüíûì àêñèîìàì.

• Ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îáëàñòè ñ óñëîâèåì
Äæîíà â âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôóíêöèåé
ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðîãî h-ïîäìíîæåñòâà ãðàíèöû îáëàñòè.

• Ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàí-
íîé íîðìå â íåêîòîðûõ ðàíåå íå èññëåäîâàííûõ ñëó÷àÿõ.

• Ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà ñ âåñàìè,
èìåþùèìè îñîáåííîñòü â òî÷êå; èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ýòà îñîáåííîñòü
âëèÿåò íà àñèìïòîòèêó.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòü-

ñÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ è òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ðàçäåëû äèññåðòàöèè ìîãóò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ
äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëü-
íîñòè �ìàòåìàòèêà�.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íåîäíîêðàòíî íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè

ïðèáëèæåíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà È.Ã. Öàðüêîâà â 2009�2014
ãã, íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,
ïðîôåññîðà Á.Ñ. Êàøèíà è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Ñ.Â. Êîíÿãèíà â 2011 è
2012 ãã, íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è
åå ïðèëîæåíèÿì ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Ñåìèíàðå Íèêîëüñêîãî) ïîä
ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Î.Â. Áåñîâà â 2011�2014 ãã, íà ñåìèíàðå ïî
áåñêîíå÷íîìåðíîìó àíàëèçó è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåññîðà Î.Ã. Ñìîëÿíîâà è ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Å.Ò. Øàâãóëèäçå â 2011�2012
ãã, íà ñåìèíàðå ïî çàäà÷àì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ
ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà À.Â. Ôóðñèêîâà, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â.Ì.
Òèõîìèðîâà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Ì.È. Çåëèêèíà è ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà
Â.Þ. Ïðîòàñîâà â 2012 ã., íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-
ì.í., ïðîôåññîðà Á.È. Ãîëóáîâà, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî, àêàäåìèêà
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ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Á.Ñ. Êàøèíà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Ñ.Â. Êîíÿãèíà â 2014 ã.,
íà ñåìèíàðå îòäåëà àíàëèçà è ãåîìåòðèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà
ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà â 2015 ã., ìåæäóíà-
ðîäíûõ øêîëàõ ïî òåîðèè ôóíêöèé èì. Ñ.Á. Ñòå÷êèíà (Ìèàññ, 2010, 2013, 2014
ãã.), íà 15�17-é Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ øêîëàõ ïî òåîðèè ôóíêöèé (Ñàðàòîâ, 2010,
2012, 2014 ãã.), íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ øêîëàõ ïî òåîðèè ôóíêöèé (Âîðîíåæ, 2011,
2013 ãã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2011 ã.),
íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Function Spaces, Di�erential Operators, Nonlinear
Analysis� (Tabarz, 2011 ã.), íà 4-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîáëåìû
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà (Ìîñêâà,
2013 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíê-
öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé�, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ Ñ.Ë
Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, 2013 ã.), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Íåëèíåéíûå
àïïðîêñèìàöèè è ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ Â.Í. Òåìëÿêîâà (Ìîñêâà,
2013 ã.), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ìîñêâà, 2014 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [181�201], èç íèõ
[181�194] � â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå,
íåò.

Ïåðåéäåì ê îáçîðó ãëàâ äèññåðòàöèè.
Â ãëàâå 1 ïîëó÷åíû îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ, ãåëüôàíäîâñêèõ è àïïðîêñèìàòèâ-

íûõ ÷èñåë îïåðàòîðà âëîæåíèÿ ïðèâåäåííîãî âåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà â âåñîâîå
ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà. Óñëîâèÿ íà âåñà òàêîâû, ÷òî ïîðÿäêè ýòèõ s-÷èñåë òàêèå
æå, êàê ó îïåðàòîðà âëîæåíèÿ íåâåñîâîãî êëàññà Ñîáîëåâà íà êóáå â íåâåñîâîå
ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà.

Äëÿ x ∈ Rd, ρ > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bρ(x) çàìêíóòûé åâêëèäîâ øàð â Rd

ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå x.
Ïóñòü | · | � íåêîòîðàÿ íîðìà íà Rd, E, E ′ ⊂ Rd, x ∈ Rd. Ïîëîæèì

diam|·|E = sup{|y − z| : y, z ∈ E}, dist|·| (x, E) = inf{|x− y| : y ∈ E}, (7)

dist|·| (E
′, E) = inf{|x− y| : x ∈ E, y ∈ E ′}. (8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AC[t0, t1] ìíîæåñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
îòðåçêå [t0, t1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, a > 0. Ñêàæåì, ÷òî Ω ∈
FC(a), åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà x∗ ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ñóùåñòâóþò T (x) > 0
è êðèâàÿ γx : [0, T (x)] → Ω ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. γx ∈ AC[0, T (x)],
∣∣∣dγx(t)dt

∣∣∣ = 1 ï.â.,

2. γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,

3. äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Bat(γx(t)) ⊂ Ω.

Åñëè Ω ∈ FC(a) è òî÷êà x∗ òàêàÿ, êàê â îïðåäåëåíèè 1, òî

diam|·| Ω .
d,a,|·|

dist|·| (x∗, ∂Ω). (9)
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñêàæåì, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè Ω ∈ FC(a)
äëÿ íåêîòîðîãî a > 0.

Äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè óñëîâèå Äæîíà ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ãèáêîãî êîíóñà
(îïðåäåëåíèå ñì. â [8]). Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà òàêèõ îáëàñòåé îïèñàíû â [65,71,85,179].

Â ðàáîòàõ Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà [47, 48] íàéäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
ôóíêöèé íà îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Äæîíà, ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà r. Èç ýòîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è òåîðåìû Ñîáîëåâà [49] (ñì.
òàêæå åå îáîáùåíèÿ â [63, 64]) ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > 1, 1 6 q < ∞ è r

d
+ 1

q
− 1

p
> 0

(ñîîòâåòñòâåííî r
d
+ 1

q
− 1

p
> 0) êëàññ W r

p (Ω) íåïðåðûâíî (ñîîòâåòñòâåííî êîìïàêòíî)
âëîæåí â ïðîñòðàíñòâî Lq(Ω) (òî åñòü óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî è êîìïàêòíîãî
âëîæåíèÿ òàêèå æå, êàê äëÿ Ω = [0, 1]d).

Ïóñòü r, d ∈ N, 1 < p 6 ∞, 1 6 q <∞. Ïîëîæèì

κ =

(
r

d
+

1

q
− 1

p

)−1

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr−1(Rd) ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ íà Rd ñòåïåíè íå âûøå r− 1.
Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rd ïîëîæèì

Pr−1(E) = {f |E : f ∈ Pr−1(Rd)}. (10)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Ω ∈ FC(a), r ∈ N, 1 < p 6 ∞,
1 6 q <∞, r

d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Ïóñòü Γ′, Γ′′ ⊂ ∂Ω � íåïóñòûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà,

g(x) = g0(x)g̃(x), v(x) = v0(x)ṽ(x), x ∈ Ω, g0 ∈ Lα(Ω, R+), v0 ∈ Lβ(Ω, R+), 1 < α, β 6
∞, β > q, 1

p
+ 1

α
< 1, 1

κ̃ := r
d
+ 1

q
− 1

β
− 1

p
− 1

α
> 0; åñëè 1

κ̃ = 0, òî g̃ = ṽ = 1; åñëè
1
κ̃ > 0, òî g̃ṽ ∈ Lκ̃(Ω),

g̃(x) = φg̃ (dist (x, Γ
′)) , ṽ(x) = φṽ (dist (x, Γ

′′)) , (11)

ãäå φg̃ : (0, +∞) → R+ óáûâàåò, φṽ : (0, +∞) → R+ âîçðàñòàåò, è ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà c0 > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ m ∈ Z, t, s ∈ [2m−1, 2m+1]

c−1
0 6 φg̃(t)

φg̃(s)
6 c0, c−1

0 6 φṽ(t)

φṽ(s)
6 c0. (12)

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ïðîåêòîð P̂ : spanW r

p,g(Ω) →
Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî {f − P̂ f : f ∈ W r

p,g(Ω)} îãðàíè÷åíî â Lq,v(Ω).

Çàìå÷àíèå 1. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è óñëîâèÿ g̃ṽ ∈ Lκ̃(Ω) ñëåäóåò, ÷òî gv ∈
Lκ(Ω), W r

p,g(Ω) ⊂ W r
p̃,g̃(Ω) è Lq̃, ṽ(Ω) ⊂ Lq,v(Ω), ãäå 1

p̃
= 1

p
+ 1

α
, 1
q̃
= 1

q
− 1

β
.

Ïîëîæèì
Ŵ r
p,g(Ω) = {f − P̂ f : f ∈ W r

p,g(Ω)}.

Òîãäà span Ŵ r
p,g(Ω) ñ íîðìîé ∥f∥W r

p,g(Ω) :=
∥∥∥∇rf

g

∥∥∥
Lp(Ω)

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Ïóñòü I : span Ŵ r
p,g(Ω) → Lq,v(Ω) � îïåðàòîð âëîæåíèÿ, ò.å. I(f) = f . Òîãäà I

îãðàíè÷åí â ñèëó òåîðåìû 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+(Ω) êëàññ ôóíêöèé w : Ω → R+ òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé wn : Ω → R+, n ∈ N, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• 0 6 wn(x) 6 w(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω;

• ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåïåðåêðûâàþùèõñÿ êóáîâ Kn,i ⊂ Ω, 1 6 i 6
Nn, òàêîå, ÷òî wn|Kn,i = const, wn(x) = 0 ïðè x ∈ Ω\ ∪Nni=1 Kn,i;
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• wn(x) →
n→∞

w(x) ïî÷òè âñþäó íà Ω.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ñëó÷àå p < q è q̂ > 2 âûïîëíåíî (6). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå n0 = n0(r, d, q, p, a, g, v),
÷òî ïðè n > n0 âûïîëíåíî

ϑn(Ŵ
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) .

r,d,q,p,a,α,β,c0

∥gv∥Lκ(Ω)n
−θp,q,r,d .

Åñëè g, v ∈ L+(Ω), òî íàéäåòñÿ òàêîå n1 = n1(r, d, q, p, a, g, v), ÷òî ïðè n > n1

âûïîëíåíî
ϑn(Ŵ

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

r,d,q,p

∥gv∥Lκ(Ω)n
−θp,q,r,d .

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî òàêèå æå îöåíêè âûïîëíåíû äëÿ ëèíåéíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ
ïîïåðå÷íèêîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 íà îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà ââîäèòñÿ
äðåâîïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà (ñì. òåîðåìó 1.1.1) è èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðàçáèåíèÿ
äåðåâüåâ.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 â ÷àñòíîì ñëó÷àå åäèíè÷íûõ âåñîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
îáëàñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, òî îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ íåâåñîâûõ êëàññîâ
Ñîáîëåâà òàêèå æå, êàê äëÿ êóáà. Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî
ïðåäëîæåíî Î.Â. Áåñîâûì [9].

Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíû îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè,
ìîíîòîííûìè ïî îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùèìè ëèïøèöåâû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

Äëÿ x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk ïîëîæèì

|x| =
√
x21 + · · ·+ x2k.

Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü D ⊂ Rk èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ ∂D íàéäóòñÿ åå îêðåñòíîñòü U , îïåðàòîð ïîâîðîòà T : Rk → Rk, îòêðûòîå
ìíîæåñòâî V ⊂ Rk−1 è ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ φ : V → R òàêèå, ÷òî

T ((∂D) ∩ U) = {(x′, φ(x′)) ∈ Rk : x′ ∈ V }.

Ïóñòü d ∈ N∩ [2, ∞), D ⊂ Rd−1 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé,
D � åå çàìûêàíèå, τ− : D → R, τ+ : D → R � ëèïøèöåâû ôóíêöèè, τ−(x) < τ+(x)
äëÿ ëþáîãî x ∈ D,

Ω = {(x′, xd) : x′ ∈ D, τ−(x
′) < xd < τ+(x

′)}, (13)

Γ0(Ω) = {(x′, τ−(x′)) : x′ ∈ D}.
Ïóñòü f ∈ W r

p,g(Ω). Åñëè ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè Γ0(Ω), òî äëÿ
ëþáîãî k = 0, . . . , r − 1 âåêòîð-ôóíêöèÿ ∇kf |Γ0(Ω) ∈ Lp(Γ0(Ω), Rmk) êîððåêòíî
îïðåäåëåíà (ýòî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè è òåîðåìû
Àäàìñà î ïîòåíöèàëàõ; ñì. [41,63,64]). Îáîçíà÷èì â ýòîì ñëó÷àå

Ŵ r
p,g(Ω) = {f ∈ W r

p,g(Ω) : ∇kf |Γ0(Ω) = 0, 0 6 k 6 r − 1}

è íà span Ŵ r
p,g(Ω) îïðåäåëèì íîðìó

∥f∥Ŵ r
p,g(Ω) =

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

. (14)
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü îáëàñòü Ω èìååò âèä (13), g, v : Ω → R+ � èçìåðèìûå
ôóíêöèè, Λ > 0. Ñêàæåì, ÷òî (g, v) ∈ EΛ, åñëè ñóùåñòâóþò ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé
Λ (îòíîñèòåëüíî íîðìû | · |) ôóíêöèè φik : D → R, k ∈ Z, i = 0, 1, òàêèå ÷òî

τ−(x) 6 . . . 6 φik(x) 6 φik+1(x) 6 . . . 6 τ+(x),

τ±(x) = lim
k→±∞

φik(x), 2
k−1 6 g(x′, xd) 6 2k+1 ïðè φ0

k(x
′) < xd 6 φ0

k+1(x
′), 2−k−1 6

v(x′, xd) 6 2−k+1 ïðè φ1
k(x

′) < xd 6 φ1
k+1(x

′).

Êàê è ðàíüøå, áóäåì îáîçíà÷àòü κ =
(
r
d
+ 1

q
− 1

p

)−1

. ×èñëî θp,q,r,d îïðåäåëèì

ôîðìóëîé (5).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü d ∈ N ∩ [2, ∞), r ∈ N, îáëàñòü Ω èìååò âèä (13), 1 < p 6 ∞,
1 6 q < ∞, r

d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Ïóñòü g, v : Ω → R+ � èçìåðèìûå ôóíêöèè, gv ∈ Lκ(Ω)

è (g, v) ∈ EΛ äëÿ íåêîòîðîãî Λ > 0.
Òîãäà êëàññ Ŵ r

p,g(Ω) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà
Lq,v(Ω). Åñëè ïðè ýòîì â ñëó÷àå p < q, q̂ > 2 âûïîëíåíî (6), òî

ϑn(Ŵ
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) .

p,q,r,d,Λ,Ω

∥gv∥Lκ(Ω)n
−θp,q,r,d .

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N âûïîëíåíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñíèçó:

ϑn(Ŵ
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

p,q,r,d

∥gv∥Lκ(Ω)n
−θp,q,r,d .

Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíû òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðì äâóõâåñîâûõ îïåðàòîðîâ
ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñà.

Íåðàâåíñòâà âèäà(
∞∑
k=0

wqk

∣∣∣∣∣
k∑
j=0

ujfj

∣∣∣∣∣
q) 1

q

6 C

(
∞∑
k=0

|fk|p
) 1

p

, (fk)k∈Z+ ∈ lp, (15)

èçó÷àëèñü Ëåéíäëåðîì [142], Áåííåòòîì [68�70], Áðàâåðìàíîì è Ñòåïàíîâûì [75],
Ãðîññå-Ýðäìàííîì [104] è Ãîëüäìàíîì [22, 102]. Âïåðâûå òî÷íûå äâóñòîðîííèå
îöåíêè ìèíèìàëüíîé êîíñòàíòû C â (15) áûëè ïîëó÷åíû Áåííåòòîì [70] (ïðè
1 6 p, q 6 ∞ îöåíêè ñâåðõó áûëè äîêàçàíû Õàéíèãîì è Àíäåðñåíîì [66, 117]).
Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p, q > 0, êðîìå 0 < q < p < 1, îöåíêè áûëè
ÿâíûìè. Áðàâåðìàí è Ñòåïàíîâ [75] ïðèâåëè àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
0 < q < 1 < p <∞. Ãðîññå-Ýðäìàíí [104] è Ãîëüäìàí [102] (ñì. òàêæå [22]) ïîëó÷èëè
ÿâíûå îöåíêè äëÿ 0 < q < p < 1.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõâåñîâûõ îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïîëóîñè
áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ Òàëåíòè [170], Òîìàçåëëè [171], Ìàêåíõàóïòà [153],
Áðýäëè [74], Ìàçüè è Ðîçèíà [41, �1.3], Ñîéåðà [162], Ñèííàìîíà [165], Ñèííàìîíà è
Ñòåïàíîâà [166]. Ïîäðîáíåå ýòè ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â êíèãàõ [104,130,132].

Ïðè p = q = 2 Íàéìàðê è Ñîëîìÿê [154] ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à îá îöåíêå íîðìû
âåñîâîãî îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ðåãóëÿðíîì ìåòðè÷åñêîì äåðåâå ñ âåñàìè,
çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ îò êîðíÿ, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å îá îöåíêå
íîðìû íåêîòîðîãî âåñîâîãî îïåðàòîðà òèïà Õàðäè íà ïîëóîñè.

Êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè äâóõâåñîâîãî îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìåòðè÷åñ-
êîì äåðåâå è òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè åãî íîðìû ïîëó÷åíû â ðàáîòå Ýâàíñà,
Õàððèñà è Ïèêà [98]. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îöåíêå íîðìû
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îïåðàòîðà ñóììèðîâàíèÿ íà êîìáèíàòîðíîì äåðåâå ïðè 1 < p 6 q < ∞ (ñì. �3.1).
Îäíàêî ýòà îöåíêà â îáùåì ñëó÷àå èìååò äîâîëüíî ñëîæíûé âèä. Ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà âåñà áóäóò ïîëó÷åíû îöåíêè, èìåþùèå áîëåå ïðîñòîé
âèä è áîëåå óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé.

Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà äåðåâüÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè òåîðåì
âëîæåíèÿ äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îáëàñòè (ñì. [96] è ãëàâó 4) è ïðè îöåíêå
ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ, s-÷èñåë è ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ
âëîæåíèÿ (ñì. [96,97,146�148,168] è ãëàâó 5).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ òåðìèíîâ èç òåîðèè ãðàôîâ. Âñþäó äàëåå
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàô íå èìååò êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü.

Ïóñòü G � ãðàô ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí. Ìíîæåñòâî âåðøèí
G áóäåì îáîçíà÷àòü V(G), ìíîæåñòâî ðåáåð � E(G). Äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû,
ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè îäíîãî è òîãî æå ðåáðà, áóäåì íàçûâàòü ñîñåäíèìè; ðåáðà
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ïàðàìè ñîñåäíèõ âåðøèí. Åñëè âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì
ðåáðà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà è ðåáðî èíöèäåíòíû. Åñëè ξi ∈ V(G),
1 6 i 6 n, ïðè÷åì âåðøèíû ξi è ξi+1 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n−1,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ1, . . . , ξn) áóäåì íàçûâàòü ïóòåì (äëèíû n − 1); åñëè âñå
âåðøèíû ξi ðàçëè÷íû, òî òàêîé ïóòü áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì; åñëè n > 4,
(ξ1, . . . , ξn−1) � ïðîñòîé ïóòü è ξ1 = ξn, òî òàêîé ïóòü áóäåì íàçûâàòü öèêëîì.
Íàçîâåì ïóòü (ξ1, . . . , ξn−1, ξn) ïî÷òè ïðîñòûì, åñëè ïóòü (ξ1, . . . , ξn−1) ïðîñòîé
(â ÷àñòíîñòè, ïðîñòûå ïóòè è öèêëû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïðîñòûìè). Åñëè ãðàô G
îðèåíòèðîâàííûé è äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n− 1 âåðøèíà ξi ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì, à ξi+1

� êîíöîì ðåáðà (ξi, ξi+1), òî ïóòü (ξ1, . . . , ξn) áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûì;
ïðè ýòîì, ξ1 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëîì, à ξn � êîíöîì ýòîãî ïóòè. Ãðàô áóäåì
íàçûâàòü ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå åãî äâå âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü êîíå÷íûì ïóòåì.
Åñëè ñâÿçíûé ãðàô íå èìååò öèêëîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Ïóñòü (T , ξ0) � äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì) ξ0. Òîãäà íà ìíîæåñòâå
V(T ) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: ξ′ > ξ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïóòü (ξ0, ξ1, . . . , ξn, ξ

′) òàêîé, ÷òî ξ = ξk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ 0, n. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëîæèì ρT (ξ, ξ

′) = ρT (ξ
′, ξ) = n + 1 − k è íàçîâåì ýòó âåëè÷èíó ðàññòîÿíèåì

ìåæäó ξ è ξ′. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì ρT (ξ, ξ) = 0. Åñëè ξ′ > ξ èëè ξ′ = ξ, òî áóäåì
ïèñàòü ξ′ > ξ è îáîçíà÷èì [ξ, ξ′] := {ξ′′ ∈ V(T ) : ξ 6 ξ′′ 6 ξ′}. Äëÿ j ∈ Z+, ξ ∈ V(T )
ïîëîæèì

Vj(ξ) := VT
j (ξ) := {ξ′ > ξ : ρT (ξ, ξ

′) = j}. (16)

Äëÿ âåðøèíû ξ ∈ V(T ) îáîçíà÷èì Tξ = (Tξ, ξ) ïîääåðåâî â T , ìíîæåñòâîì âåðøèí
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

{ξ′ ∈ V(T ) : ξ′ > ξ}. (17)

Ââåäåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà äåðåâå T èíäóöèðóåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà
êàæäîì åãî ïîääåðåâå.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äåðåâà (T , ξ0): åñëè åãî âåðøèíû ξ′ è ξ′′

íåñðàâíèìû, òî V(Tξ′) ∩V(Tξ′′) = ∅.
Ïóñòü T � äåðåâî. Åñëè T1, T2 � ïîääåðåâüÿ â T è V(T1) ⊂ V(T2), òî áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî T1 ⊂ T2.
Ïóñòü W ⊂ V(T ). Ñêàæåì, ÷òî G ⊂ T � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â T íà

ìíîæåñòâå âåðøèí W, åñëè V(G) = W è ëþáûå âåðøèíû ξ′, ξ′′ ∈ W, ÿâëÿþùèåñÿ
ñîñåäíèìè â T , òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè â G.

Ïóñòü T1 ⊂ T è T2 ⊂ T � ïîääåðåâüÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1\T2 (ñîîòâåòñòâåííî
T1 ∪ T2, T1 ∩ T2) ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí V(T1)\V(T2)
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(ñîîòâåòñòâåííî V(T1) ∪ V(T2), V(T1) ∩ V(T2)). Åñëè V(T1) ∩ V(T2) = ∅, òî
òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü T1 ∪ T2 = T1 ⊔ T2.

Äëÿ ïîäãðàôà G â (T , ξ0) îáîçíà÷èì ÷åðåç Vmax(G) è Vmin(G) ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ âåðøèí â G.

Ïóñòü G � ãðàô, f : V(G) → R. Ïîëîæèì

∥f∥lp(G) =

 ∑
ξ∈V(G)

|f(ξ)|p
1/p

, åñëè 0 < p <∞, ∥f∥l∞(G) = sup
ξ∈V(G)

|f(ξ)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lp(G) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f : V(G) → R ñ êîíå÷íîé íîðìîé
∥f∥lp(G).

Ïóñòü G � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äåðåâüåâ (Tj, ξj), 1 6 j 6 k. Òîãäà
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êàæäîì äåðåâå Tj ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà G.
Ïóñòü u, w : V(G) → [0, ∞) � âåñîâûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ Su,w,G ïî ôîðìóëå

Su,w,Gf(ξ) = w(ξ)
∑
ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′), ξ ∈ V(G), f : V(G) → R.

Ïóñòü 0 < p, q 6 ∞. ×åðåç Sp,q
G,u,w îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ êîíñòàíòó C â

íåðàâåíñòâå ∑
ξ∈V(G)

wq(ξ)

∣∣∣∣∣∑
ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′)

∣∣∣∣∣
q
1/q

6 C

 ∑
ξ∈V(G)

|f(ξ)|p
1/p

, f : V(G) → R

(ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè ïðè p = ∞ èëè q = ∞).

Â ñëó÷àå p > 1, q > 1 âåëè÷èíà Sp,q
G,u,w ÿâëÿåòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà Su,w,G : lp(G) →

lq(G).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî, u, w : V(A) → (0, ∞), 1 < p < q < ∞.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò K > 1, l0 ∈ N è λ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

cardVA
1 (ξ) 6 K, ξ ∈ V(A), (18)

u(ξ′)

u(ξ)
6 K,

∥w∥lq(Aξ′′ )
∥w∥lq(Aξ)

6 λ, ξ ∈ V(A), ξ′ ∈ VA
1 (ξ), ξ′′ ∈ VA

l0
(ξ). (19)

Òîãäà Sp,q
A,u,w ≍

K,λ,l0,p,q
supξ∈V(A) u(ξ)∥w∥lq(Aξ).

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò C∗ > 1 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ Z+, j

′ > j, ξ ∈ VA
j (ξ0)

C−1
∗ · 2θs(j′−j)Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)
6 cardVA

j′−j(ξ) 6 C∗ · 2θs(j
′−j)Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)
; (20)

çäåñü θ > 0, s ∈ N, Λ∗ : (0, ∞) → (0, ∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,

÷òî lim
y→∞

yΛ′
∗(y)

Λ∗(y)
= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ ∈ VA

j (ξ0)

u(ξ) = uj = 2
θsj
q Ψu(2

sj), w(ξ) = wj = 2−
θsj
q Ψw(2

sj), (21)

ãäå Ψu, Ψw : (0, ∞) → (0, ∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

lim
y→∞

yΨ′
u(y)

Ψu(y)
= lim

y→∞

yΨ′
w(y)

Ψw(y)
= 0.
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Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4 è ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p < q < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (20) è
(21). Îáîçíà÷èì Z = (u, w, θ, s, Λ∗, C∗, p, q). Äëÿ j0 ∈ Z+ ïîëîæèì

Mj0 = sup
j∈Z+, j>j0

Ψu(2
sj)

(∑
i>j

Ψq
w(2

si)
Λ∗(2

si)

Λ∗(2sj)

) 1
q

.

Ïóñòü Mj0 <∞, ξ∗ ∈ VA
j0
(ξ0). Òîãäà Sp,q

Aξ∗ ,u,w
≍
Z
Mj0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

Λ∗(y) = (log2 y + 1)γ∗ , Ψu(y) = (log2 y + 1)−αu , Ψw(y) = (log2 y + 1)−αw , (22)

αu, αw, γ∗ ∈ R, αw > γ∗+1
q
, αu + αw > 1

q
, òî Sp,q

A,u,w < ∞ è äëÿ ξ∗ ∈ VA
j0
(ξ0) ïîëó÷àåì

Sp,q
Aξ∗ ,u,w

≍
Z
j
−αu−αw+ 1

q

0 , j0 ∈ N.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò C∗ > 1 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáûõ j ∈ Z+, j

′ > j, ξ ∈ VA
j (ξ0),

C−1
∗ · (j

′)γ∗τ∗(j
′)

jγ∗τ∗(j)
6 cardVA

j′−j(ξ) 6 C∗ ·
(j′)γ∗τ∗(j

′)

jγ∗τ∗(j)
; (23)

çäåñü γ∗ > 0, τ∗ : (0, ∞) → (0, ∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

lim
y→∞

yτ ′∗(y)
τ∗(y)

= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ VA
j (ξ0)

u(ξ) = uj = j−αuρu(j), w(ξ) = wj = j−αwρw(j), (24)

ãäå ρu, ρw : (0, ∞) → (0, ∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

lim
y→∞

yρ′u(y)
ρu(y)

= lim
y→∞

yρ′w(y)
ρw(y)

= 0.

Â äàííîì ïðèìåðå óñëîâèÿ òåîðåìû 4 íå âûïîëíåíû. Îäíàêî íàéòè ïîðÿäêîâûå
îöåíêè äëÿ Sp,q

Aξ∗ ,u,w
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì. Äëÿ ýòîãî ñòðîÿòñÿ äåðåâî AJ è

âåñîâûå ôóíêöèè uJ , wJ : V(AJ) → (0, ∞), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 4,
è ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà 3.2.3 èç �3.3. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 < p < q < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (23) è
(24). Îáîçíà÷èì Z = (u, w, γ∗, τ∗, C∗, p, q). Ïóñòü j0 = 2k0, k0 ∈ Z+, ξ∗ ∈ VA

j0
(ξ0).

1. Ïóñòü −αw+ 1
q
+ γ∗

q
< 0. Ïîëîæèì α = αu+αw, ρ(t) = ρu(t)ρw(t). Åñëè Mj0 :=

supj>j0 j
−α+ 1

q
+ 1
p′ ρ(j) <∞, òî Sp,q

Aξ∗ ,u,w
≍
Z
Mj0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè −α+ 1

q
+ 1
p′
< 0,

òî Sp,q
Aξ∗ ,u,w

≍
Z
j
−α+ 1

q
+ 1
p′

0 ρ(j0).

2. Ïóñòü −αw + 1
q
+ γ∗

q
= 0, −αu + 1

p′
− γ∗

q
= 0,

M̃k0 := sup
k∈Z+

ρu(2
k0+k)

(∑
t>k

ρqw(2
k0+t)

τ∗(2
k0+t)

τ∗(2k0+k)

) 1
q

<∞.

Òîãäà Sp,q
Aξ∗ ,u,w

≍
Z
M̃k0.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî
ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ ψ :
R+ → R+ è êîíñòàíòà C∗ > 1 òàêèå, ÷òî ψ(0) = 0, ψ(x) →

x→∞
∞ è äëÿ ëþáîãî

0 6 j 6 j′ <∞, ξ ∈ VA
j (ξ0)

C−1
∗ · 2ψ(j′)−ψ(j) 6 cardVA

j′−j(ξ) 6 C∗ · 2ψ(j
′)−ψ(j) (25)

(òàêèå äåðåâüÿ íàçîâåì ñëàáî ðåãóëÿðíûìè). Ïóñòü u, w : V(A) → (0, ∞),

u(ξ) = uj, w(ξ) = wj ïðè ξ ∈ VA
j (ξ0), (26)

w ∈ lq(A).
Ïóñòü σ = σ(p, q) > 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

σ 6 min

{
1

16
,

(
p′

4p

)3
}
, (27)

a0

(
1− 2p

p′
σ

1
3

)− 1
p

6 ã, ãp
′ 1

1− σ
1
3

6 ap
′

∗ , (28)

ãäå

a0 = max

{
2

1
q
− 1
p ,
(
ε
p
q

0 + (1− ε0)
p
q

)− 1
p

}
, ã =

a0 + 1

2
, a∗ =

ã+ 1

2
, (29)

ε0 = ε0(p, q) ∈
(
0, 1

3

)
òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1− ε)
p
q + ε

p
q

2
> 1.

Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {jk}k∈Z+ . Ïîëîæèì j0 = 0. Ïóñòü jk
îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z+. Ïîëîæèì

jk+1 = min

{
j > jk :

∞∑
i=j

wqi · 2ψ(i)−ψ(j) 6 C−2
∗ σ(p, q)q

∞∑
i=jk

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk)
}
. (30)

Äëÿ ëþáîãî j > jk
∞∑
i=j

wqi · 2ψ(i)−ψ(j) 6 2ψ(jk)−ψ(j)
∞∑
i=jk

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk).

Òàê êàê âûïîëíåíî (25), w ∈ lq(A) è ψ(j) →
j→∞

∞, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî jk+1 êîððåêòíî

îïðåäåëåíî è jk+1 > jk + 1. Êðîìå òîãî,

åñëè jk 6 j < jk+1, òî 2ψ(j)−ψ(jk) 6 C2
∗σ(p, q)

−q. (31)

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 1 < p < q < ∞, (A, ξ0) è u, w : V(A) → (0, ∞) óäîâëåòâîðÿþò
(25) è (26) äëÿ 0 6 j < ∞, w ∈ lq(A). Ïóñòü {jk}k∈Z+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
îïðåäåëåííàÿ âûøå. Ïîëîæèì Z = (p, q, C∗). Òîãäà

Sp,q
A,u,w ≍

Z
sup
k>0

 ∑
jk6i6jk+1−1

up
′

i

1/p′ ∞∑
i=jk+1−1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1−1)

1/q

≍
Z

≍ sup
j>0

(∑
06i6j

up
′

i

)1/p′ ( ∞∑
i=j

wqi · 2ψ(i)−ψ(j)
)1/q

.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1 6 p 6 ∞, 0 < q <∞, p > q.
Ïóñòü N ∈ N ∪ {+∞}, (A, ξ0) � äåðåâî, òàêîå, ÷òî Vmax(A) = VA

N(ξ0).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ ψ : R+ → R+ è êîíñòàíòà C∗ > 1
òàêèå, ÷òî ψ(0) = 0 è äëÿ ëþáîãî 0 6 j 6 j′ < N + 1, ξ ∈ VA

j (ξ0) âûïîëíåíî (25).
Ïóñòü u, w : V(A) → (0, ∞) óäîâëåòâîðÿþò (26).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S
p,q

A,u,w ìèíèìàëüíóþ êîíñòàíòó C â íåðàâåíñòâå ∑
ξ∈V(A)

wq(ξ)

(∑
ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′)

)q
 1

q

6 C∥f∥lp(A),

f : V(A) → R+, f(ξ) = fj, ξ ∈ VA
j (ξ0), 0 6 j < N + 1.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé f ∑
ξ∈V(A)

wq(ξ)

(∑
ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′)

)q
 1

q

(25),(26)
≍
C∗,q

(
N∑
j=0

wqj · 2ψ(j)
(

j∑
i=0

uifi

)q) 1
q

,

∥f∥lp(A)

(25)
≍
C∗

(
N∑
j=0

fpj · 2ψ(j)
) 1

p

(åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíû òî÷íûå ðàâåíñòâà). Ïîëîæèì

ŵj = wj · 2
ψ(j)
q , ûj = uj · 2−

ψ(j)
p , 0 6 j < N + 1. (32)

Òîãäà S
p,q

A,u,w ≍
C∗,q

Sp,q
û,ŵ, ãäå S

p,q
û,ŵ � íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå

(
N∑
j=0

ŵqj

(
j∑
i=0

ûiφi

)q) 1
q

6 C

(
N∑
j=0

φpj

) 1
p

, φj > 0, 0 6 j < N + 1. (33)

Êðîìå òîãî, åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíî òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 6 p 6 ∞, 0 < q 6 ∞, p > q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (25) è (26). Òîãäà

Sp,q
A,u,w ≍

p,q,C∗
Sp,q
û,ŵ ≍

C∗,q
S
p,q

A,u,w; (34)

åñëè C∗ = 1, òî Sp,q
A,u,w = Sp,q

û,ŵ = S
p,q

A,u,w.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ âåñîâûõ îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìåòðè÷åñêîì
äåðåâå áóäåò ñôîðìóëèðîâàí â êîíöå ãëàâû 3 (ñì. òåîðåìó 3.3.1); â òîì ÷èñëå, áóäåò
ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Íàéìàðê è Ñîëîìÿêà [154]. Îïðåäåëåíèå ýòèõ
îïåðàòîðîâ äàíî â �3.1.

Îöåíêè âåëè÷èí Sp,q
û,ŵ áûëè ïîëó÷åíû Õàéíèãîì, Àíäåðñåíîì è Áåííåòòîì [66,

70,117]. Èõ ðåçóëüòàò ïðè p > 1 ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà B. [66,70,117]. Ïóñòü 1 6 p 6 ∞, 0 < q 6 ∞, û = {ûn}n∈Z+, ŵ = {ŵn}n∈Z+

� íåîòðèöàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå, ÷òî

Mû,ŵ := sup
m∈Z+

( ∞∑
n=m

ŵqn

) 1
q
( m∑
n=0

ûp
′

n

) 1
p′
<∞ ïðè 1 < p 6 q <∞,
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Mû,ŵ := sup
m∈Z+

ûm

∞∑
n=m

ŵn ïðè p = q = 1,

Mû,ŵ :=

 ∞∑
m=0

(( ∞∑
n=m

ŵqn

) 1
p
( m∑
n=0

ûp
′

n

) 1
p′

) pq
p−q

ŵqm

 1
q
− 1
p

<∞

ïðè 1 6 p 6 ∞, q < p.

Ïóñòü Sp,q
û,ŵ � ìèíèìàëüíàÿ êîíñòàíòà C â íåðàâåíñòâå(

∞∑
n=0

∣∣∣∣∣ŵn
n∑
k=0

ûkfk

∣∣∣∣∣
q)1/q

6 C

∑
n∈Z+

|fn|p
1/p

, {fn}n∈Z+ ∈ lp.

Òîãäà Sp,q
û,ŵ ≍

p,q
Mû,ŵ.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü 1 < p = q < ∞, (A, ξ0) è u, w � òàêèå, êàê â ïðèìåðå 1 ñ
Λ∗, Ψu, Ψw, óäîâëåòâîðÿþùèìè (22). Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8. Çäåñü

2ψ(j) = 2θsj(sj+1)γ∗, ŵj = (sj+1)−αw+
γ∗
q , ûj = (sj+1)−αu−

γ∗
q . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó B,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Sp,q
A,u,w <∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αw >

1+γ∗
q

è αu+αw > 1.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (18) è (19), è M0 < ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà αw >

1+γ∗
q

è αu+αw > 1
q
(çäåñü M0 òàêîå, êàê â òåîðåìå 5; ýòî äîêàçûâàåòñÿ

òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå 1 < p < q < ∞). Òåì ñàìûì, òåîðåìà 4 íåâåðíà ïðè
p = q.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ êëàññà W r
p,g(Ω) â ïðîñòðàí-

ñòâî Lq,v(Ω) â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, à âåñà g è v
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðîãî h-ìíîæåñòâà Γ ⊂ Ω.

Òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ îáëàñòè Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé è âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ äî k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Γ ⊂ Ω, áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòàõ [59, 62, 95, 120�124, 127, 128, 131, 155]. Ñëó÷àé r = 1, p = q áûë èçó÷åí â
ðàáîòàõ Íå÷àñà [155] (ñòåïåííûå âåñà, Γ = ∂Ω), Êóôíåðà [127] (âåñà � ñòåïåííûå
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè), ßêîâëåâà [62] (âåñà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ
äî k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè), Êàäëåöà è Êóôíåðà [123, 124] (ñëó÷àé ñòåïåííûõ âåñîâ
ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì, Γ = ∂Ω), Êóôíåðà [128] (âåñà � ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî ∂Ω). Ïðè p = q, r ∈ N, Γ = ∂Ω äëÿ ñòåïåííûõ âåñîâ
òåîðåìà âëîæåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà À. Ýëü Êîëëè [95]. Ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèþ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, Õ. Òðèáåëü [59] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ
p 6 q. Â ñëó÷àå p = q, r = 1, k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Γ è âåñîâ îáùåãî âèäà Êóôíåð è
Îïèö [131] ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé. Äëÿ p > q,
r ∈ N, ïðîèçâîëüíîé k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Γ è ñòåïåííûõ âåñîâ êðèòåðèé âëîæåíèÿ
áûë ïîëó÷åí â [120�122]. Â [122] ïðè r = 1 òàêæå áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé â ñëó÷àå
âåñîâ îáùåãî âèäà, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî ïîâåðõíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè p > q ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì âëîæåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü
äâóõâåñîâîå íåðàâåíñòâî Õàðäè.

Â [77,119] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è î âëîæåíèÿõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà
íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñòåïåíüþ ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû
îáëàñòè.

Â [105] áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ â ñëó÷àå r = 1 è
âåñîâ îáùåãî âèäà (íå ÿâëÿþùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ
äî ìíîæåñòâà). Íîðìà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà îïðåäåëÿëàñü êàê

19



∥f∥g,w =
∥∥∥∇f

g

∥∥∥
Lp(Ω)

+ ∥wf∥Lp(Ω). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì.

Ïî âåñîâûì ôóíêöèÿì ñòðîèëîñü ïîêðûòèå Áåçèêîâè÷à îáëàñòè Ω, íà êàæäîì èç
øàðîâ ïðèìåíÿëàñü òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, çàòåì ïðîâîäèëîñü ñóììèðîâàíèå
ïî øàðàì. Çäåñü ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ âòîðîé âåñ w, íà êîòîðûé áûëè
íàëîæåíû äîñòàòî÷íî æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè ãðàíèöà ∂Ω ëèïøèöåâà, âåñîâûå
ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû, òî îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ
w ìîæíî îñëàáèòü, ïðèìåíèâ äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà (ñ èñïîëüçîâàíèåì
íåðàâåíñòâà Õàðäè). Â [106] áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû âëîæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà Ω
èìååò ãåëüäåðîâó ãðàíèöó, à âåñà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ðàññòîÿíèÿ äî ∂Ω.

Â [4�7, 35, 37, 38, 81] áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïîðÿäêà r ñ âåñàìè îáùåãî âèäà. Çäåñü ñíîâà â îïðåäåëåíèå
âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà âõîäèëè óñëîâèÿ íà ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå.
Â [35,37,38,81] ýòè óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü è âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè.
Ýòî ïîçâîëÿëî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îáëàñòè.

Â [4�7] óñëîâèÿ íà ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå âáëèçè ãðàíèöû áûëè íå î÷åíü
îãðàíè÷èòåëüíûìè èëè äàæå îòñóòñòâîâàëè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàëàñü ãåîìåòðèÿ
îáëàñòè (ïðåäïîëàãàëîñü óñëîâèå ãèáêîãî σ-êîíóñà). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿëà â
ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè è îöåíêè íîðìû ñïåöèàëüíûõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ñíà÷àëà äîêàçûâàëèñü ñëàáûå îöåíêè, à çàòåì ïðèìåíÿ-
ëèñü èíòåðïîëÿöèîííûå ìåòîäû. Çäåñü ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå p < q.
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ñòåïåííûõ âåñîâ (ñì. [7]) ôóíêöèÿ v áûëà îãðàíè÷åííîé.

Òàêæå îòìåòèì ðàáîòó [141], â êîòîðîé äëÿ r = 1, p = q è âåñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ñòåïåíüþ ðàññòîÿíèÿ äî íåðåãóëÿðíîé ãðàíèöû îáëàñòè, ïîëó÷åíà òåîðåìà âëîæåíèÿ
W̊ 1
p,g(Ω) â Lp,v(Ω). Çäåñü W̊ 1

p,g(Ω) � çàìûêàíèå C∞
0 (Ω) ∩ W 1

p,g(Ω) îòíîñèòåëüíî

ïîëóíîðìû ∥f∥W 1
p,g(Ω) :=

∥∥∥∇f
g

∥∥∥
Lp(Ω)

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî íåóáûâàþùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà (0, 1].

Ââåäåì ïîíÿòèå h-ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ [76].

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � íåïóñòîé êîìïàêò, h ∈ H. Ñêàæåì, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ
h-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóþò c∗ > 1 è êîíå÷íàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà µ íà Rd

òàêèå, ÷òî suppµ = Γ è äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ, t ∈ (0, 1] âûïîëíåíî

c−1
∗ h(t) 6 µ(Bt(x)) 6 c∗h(t). (35)

Çàìåòèì, ÷òî ìåðà µ íåîòðèöàòåëüíà.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Γ ⊂ Rd � ëèïøèöåâà ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè k, 0 6 k < d.
Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ h-ìíîæåñòâîì ñ h(t) = tk.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü Γ ⊂ R2 � ñíåæèíêà Êîõà. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ h-ìíîæåñòâîì ñ
h(t) = tlog 4/ log 3 (ñì. [151, p. 66-68]).

Ïîíÿòèå h-ìíîæåñòâà äëÿ ôóíêöèé h ñïåöèàëüíîãî âèäà âîçíèêëî ðàíüøå (ñì.
ðàáîòû Ýäìóíäñà, Òðèáåëÿ è Ìîóðà [92,93,152,175]). Â ýòèõ è äðóãèõ ðàáîòàõ (ñì.,
íàïðèìåð, [76, 80, 159, 160, 176]) èçó÷àëèñü ñâîéñòâà îïåðàòîðà tr|Γ îãðàíè÷åíèÿ íà
h-ìíîæåñòâî èëè åãî êîìïîçèöèè ñ îïåðàòîðîì (∆)−1 â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà
è Òðèáåëÿ � Ëèçîðêèíà. Â [109] èçó÷àëèñü ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà ñ âåñàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà, è â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàëèñü
âåñà, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-ìíîæåñòâà, ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ.
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Ïóñòü Ω ∈ FC(a) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Γ ⊂ ∂Ω � h-ìíîæåñòâî. Äàëåå äëÿ
óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî Ω ⊂

(
−1

2
, 1

2

)d
(çäåñü Ω � çàìûêàíèå Ω). Îáùèé ñëó÷àé ìîæíî

ñâåñòè ê ýòîìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü |·| � íåêîòîðàÿ íîðìà íà Rd. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà îïðåäåëèì

ôîðìóëîé (7). Ðàññìîòðèì âåñà âèäà

g(x) = φg(dist|·| (x, Γ)), v(x) = φv(dist|·| (x, Γ)), (36)

ãäå φg, φv : (0, ∞) → (0, ∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò c0 > c∗ òàêîå, ÷òî

h(t)

h(s)
6 c0,

φg(t)

φg(s)
6 c0,

φv(t)

φv(s)
6 c0, j ∈ N, t, s ∈ [2−j−1, 2−j+1]. (37)

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé g è v ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî âëîæåíèÿ W r

p,g(Ω) â Lq,v(Ω).
Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì íà Rd è (37), áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî |(x1, . . . , xd)| = max16i6d |xi|.
Âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 1 < p 6 ∞, 1 6 q <∞, r ∈ N, δ > 0. Ïóñòü

uj = φg(2
−j) · 2−(r−

d
p)j, wj = φv(2

−j) · 2−
dj
q . (38)

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ Pr−1(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (10).
Îáîçíà÷èì Z = (p, q, r, d, a, c0).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü uj, wj îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (38), 1 < p < q < ∞, δ > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò l0 ∈ N è λ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî(

∞∑
i=j+l0

h(2−4(j+l0))
h(2−4i)

wq4i

)1/q

(
∞∑
i=j

h(2−4j)
h(2−4i)

wq4i

)1/q
6 c

−18/q
0 λ, j > 0. (39)

Ïóñòü

M := sup
j>0

uj

(
∞∑
i=j

h(2−j)

h(2−i)
wqi

)1/q

<∞.

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P :

Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r
p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω) .
Z, λ, l0

M

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü uj, wj îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (38), 1 < p < q < ∞, δ > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M := sup
j>0

(∑
06i6j

up
′

i

)1/p′ ( ∞∑
i=j

wqi ·
h(2−j)

h(2−i)

)1/q

<∞.

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P :

Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r
p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω) .
Z

M

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

.
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Òåîðåìà 11. Ïóñòü uj, wj îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (38), 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞,

p > q. Ïîëîæèì ŵj = wj ·
[
h(2−j)
h(1)

]− 1
q
, ûj = uj ·

[
h(2−j)
h(1)

] 1
p
. Ïóñòü

M := sup
06j<∞

( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
q
( j∑
i=0

ûp
′

i

) 1
p′
<∞, åñëè 1 < p = q <∞,

M :=

 ∞∑
j=0

(( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
p
( j∑
i=0

ûp
′

i

) 1
p′

) pq
p−q

ŵqj


1
q
− 1
p

<∞, åñëè q < p.

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P :

Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r
p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω) .
Z

M

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Â ãëàâå 5 ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà
íà îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà è ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-
ìíîæåñòâà.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ h ∈ H, â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìåþùóþ âèä

h(t) = tθΛ(t), 0 6 θ < d, (40)

ãäå Λ : (0, +∞) → (0, +∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

tΛ′(t)

Λ(t)
→
t→+0

0. (41)

Âñþäó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå log x = log2 x.
Ïóñòü Ω ∈ FC(a) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Γ ⊂ ∂Ω � h-ìíîæåñòâî. Ñíîâà áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω ⊂
(
−1

2
, 1

2

)d
. Ïóñòü 1 < p 6 ∞, 1 6 q <∞, r ∈ N, δ := r+ d

q
− d

p
>

0, βg, βv ∈ R, g(x) = φg(dist|·|(x, Γ)), v(x) = φv(dist|·|(x, Γ)) (ò.å. âûïîëíåíî (36)),

φg(t) = t−βgΨg(t), φv(t) = t−βvΨv(t), (42)

ãäå Ψg è Ψv � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

tΨ′
g(t)

Ψg(t)
→
t→+0

0,
tΨ′

v(t)

Ψv(t)
→
t→+0

0. (43)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé

βv <
d− θ

q
. (44)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

a) βg + βv < δ − θ

(
1

q
− 1

p

)
+

èëè b) βg + βv = δ − θ

(
1

q
− 1

p

)
+

, (45)

ïðè ýòîì

Λ(t) = | log t|γτ(| log t|), Ψg(t) = | log t|−αgρg(| log t|),
Ψv(t) = | log t|−αvρv(| log t|) â ñëó÷àå b),

(46)
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ãäå ρg, ρv è τ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

lim
y→+∞

yτ ′(y)

τ(y)
= lim

y→+∞

yρ′g(y)

ρg(y)
= lim

y→+∞

yρ′v(y)

ρv(y)
= 0, (47)

α := αg + αv > (1− γ)

(
1

q
− 1

p

)
+

; γ < 0 ïðè θ = 0. (48)

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè Λ, Ψg è Ψv óäîâëåòâîðÿþò (41) è (43)
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ôóíêöèè Ψg è Ψv (ρg è ρv) óäîâëåòâîðÿþò (43) (ñîîòâåòñòâåííî
(47)), òî èõ ïðîèçâåäåíèå è ëþáàÿ èõ ñòåïåíü óäîâëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå 3. Áðèêêè â [76] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå h-ìíîæåñòâà Γ ⊂
(
−1

2
, 1

2

)d
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ h. Åñëè θ > 0, òî h(t) = tθΛ(t) óäîâëåòâîðÿåò
ýòèì óñëîâèÿì. Åñëè θ = 0 è Λ óäîâëåòâîðÿåò (46), (47), òî, ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè, òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü h-ìíîæåñòâî.
Êðîìå òîãî, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ω :=

(
−1

2
, 1

2

)d \Γ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ
óñëîâèåì Äæîíà è Γ ⊂ ∂Ω.

Ïîëîæèì

β = βg + βv, ρ(y) = ρg(y)ρv(y), Ψ(y) = Ψg(y)Ψv(y),

Z = (r, d, p, q, g, v, h, a, c∗), Z∗ = (Z, R), ãäå c∗ � êîíñòàíòà èç îïðåäåëåíèÿ 5 è
R = diamΩ.

Îáîçíà÷èì ψΛ(y) =
1

Λ( 1
y )
. Òîãäà ψΛ ∈ AC(0, ∞) è lim

y→∞
yψ′

Λ(y)

ψΛ(y)
= 0.

Ïóñòü γ∗ > 0, ψ∗ ∈ AC(0, ∞), lim
y→∞

yψ′
∗(y)

ψ∗(y)
= 0. Áóäåò ïîêàçàíî (ñì. ëåììó 5.1.1),

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x óðàâíåíèå

yγ∗ψ∗(y) = x

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x). Áîëåå òîãî,

y(x) = x
1
γ∗φ∗(x),

ãäå φ∗ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è lim
x→∞

xφ′
∗(x)

φ∗(x)
= 0. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ φ∗

÷åðåç φγ∗,ψ∗ .

Òåîðåìà 12. Ñóùåñòâóåò n0 = n0(Z) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü θ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), a).

• Ïóñòü p > q èëè p < q, q̂ 6 2. Ïîëîæèì

θ1 =
δ

d
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, θ2 =
δ − β

θ
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, (49)

σ1(n) = 1, σ2(n) = Ψ(n−1/θφ−1
θ,ψΛ

(n))φβ−δθ,ψΛ
(n). (50)

Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ1 ̸= θ2, j∗ ∈ {1, 2},
θj∗ = min{θ1, θ2}.

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).
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• Ïóñòü p < q, q̂ > 2. Îáîçíà÷èì

θ1 =
δ

d
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ2 =

q̂δ

2d
, (51)

θ3 =
δ − β

θ
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ4 =

q̂(δ − β)

2θ
, (52)

σ1(n) = σ2(n) = 1, σ3(n) = Ψ(n−1/θφ−1
θ,ψΛ

(n))φβ−δθ,ψΛ
(n),

σ4(n) = σ3(n
q̂/2).

(53)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j∗ ∈ {1, 2, 3, 4} òàêîå, ÷òî

θj∗ < min
j ̸=j∗

θj. (54)

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), b). Òîãäà

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
(log n)

−α+(1−γ)( 1
q
− 1
p)+ρ(log n)τ

−( 1
q
− 1
p)+(log n).

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), b). Îáîçíà÷èì τ−1(x) =
1

τ(x)
.

• Ïóñòü p > q èëè p < q, q̂ 6 2. Ïîëîæèì

θ1 =
δ

d
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, θ2 =
α

1− γ
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, (55)

σ1(n) = 1, σ2(n) = ρ
(
n

1
1−γφ1−γ,τ−1(n)

)
φ−α
1−γ,τ−1(n). (56)

Ïóñòü θ1 ̸= θ2, j∗ ∈ {1, 2},

θj∗ = min{θ1, θ2}.

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).

• Ïóñòü p < q è q̂ > 2. Îáîçíà÷èì

θ1 =
δ

d
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ2 =

q̂δ

2d
, (57)

θ3 =
α

1− γ
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ4 =

q̂α

2(1− γ)
, (58)

σ1(n) = σ2(n) = 1, σ3(n) = ρ
(
n

1
1−γφ1−γ,τ−1(n)

)
φ−α
1−γ,τ−1(n),

σ4(n) = σ3(n
q̂/2).

(59)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j∗ ∈ {1, 2, 3, 4} òàêîå, ÷òî

θj∗ < min
j ̸=j∗

θj. (60)

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).
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4. Ïóñòü θ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), a).

• Åñëè p > q èëè p < q, q̂ 6 2, òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n
− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+ .

• Ïóñòü p < q, q̂ > 2, θ1 =
δ
d
+min

{
1
p
− 1

q
, 1

2
− 1

q̂

}
, θ2 =

q̂δ
2d
, θ1 ̸= θ2. Òîãäà

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−min{θ1, θ2}.

Òàêæå ïîêàçàíî (ñì. çàìå÷àíèå 5.2.1), ÷òî åñëè âìåñòî (45), à) âûïîëíåíî

βg + βv > δ − θ
(

1
q
− 1

p

)
+
, èëè åñëè âûïîëíåíî (45), b) è α < (1 − γ)

(
1
q
− 1

p

)
+
, òî

ìíîæåñòâî W r
p,g(Ω) ∩ C∞

0 (Ω) íåîãðàíè÷åííî â Lq,v(Ω). Êðîìå òîãî (ñì. çàìå÷àíèå
5.2.2), ϑn(W r

p,g(Ω), Lq,v(Ω)) = ∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+. Âçÿâ ϑn = dn, ïîëó÷àåì,
÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ Lq,v(Ω) è îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà M ⊂ Lq,v(Ω) òàêèõ, ÷òî W r

p,g(Ω) ⊂ L+M .
Â ñëó÷àå, êîãäà Γ � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, òåì æå ìåòîäîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè èç ïóíêòà 3 òåîðåìû 12 ñ γ = 0 è τ ≡ 1
(áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî îïèñàíî â [190]).

Åñëè âìåñòî W r
p,g(Ω) ðàññìîòðåòü ïðèâåäåííûé êëàññ Ñîáîëåâà Ŵ r

p,g(Ω) = {f −
Pf : f ∈ W r

p,g(Ω)}, ãäå P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
èç òåîðåì 9, 11, òî ïîïåðå÷íèêè èìåþò òå æå ïîðÿäêè. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð âëîæåíèÿ I : span Ŵ r

p,g(Ω) → Lq,v(Ω), è îïðåäåëèòü äëÿ
íåãî àïïðîêñèìàòèâíûå è ãåëüôàíäîâñêèå ÷èñëà. Îöåíêè ýòèõ ÷èñåë ïîëó÷àþòñÿ èç
(3) è îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ.

Â ðàáîòå Òðèáåëÿ [177] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü

g(x) = |x|−r(1 + | log |x||)−α.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cr
0(B1(0)) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå ïîðÿäêà íå âûøå r è òàêèõ, ÷òî supp f ⊂ intB1(0). Äëÿ f ∈ Cr
0(B1(0)) ïîëîæèì

∥f∥W r
p,g(B1(0)) =

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(B1(0))

. Ïóñòü W̊ r
p,g(B1(0)) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà{

f ∈ Cr
0(B1(0)) : ∥f∥W r

p,g(B1(0)) 6 1
}

â Lp(B1(0)) îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥W r
p,g(B1(0)). Åñëè α > 1 + r

d
, òî

an(W̊
r
p,g(B1(0)), Lp(B1(0))) ≍

r,d,p,α
n− r

d ,

à åñëè 0 < α 6 1 + r
d
, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

n−min{α, r/d} .
r,d,p,α

an(W̊
r
p,g(B1(0)), Lp(B1(0))) .

r,d,p,α,ε

n−α r
r+d

+ε.

Â ñëó÷àå, êîãäà Ω èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó, Γ = ∂Ω è θ1 := δ
d
̸= δ−β

d−1
=: θ2, â [60]

ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó

dn(W̊
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) .

Z

n−min{θ1, θ2}.

Òåì ñàìûì, òåîðåìà 12 è åå ïðåäåëüíûé âàðèàíò ñ îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì Γ
äàþò îáîáùåíèå è óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ [60,177].
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé

βv =
d− θ

q
, αv >

1− γ

q
. (61)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

h(t) = tθ| log t|γτ(| log t|), 0 < θ < d, (62)

φg(t) = t−βg | log t|−αgρg(| log t|), φv(t) = t−βv | log t|−αvρv(| log t|), (63)

ãäå ρg, ρv è τ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (47). Ñíîâà
ïîëîæèì β = βg + βv, α = αg + αv, ρ(y) = ρg(y)ρv(y), Z = (r, d, p, q, g, v, h, a, c∗),
Z∗ = (Z, R).

Òåîðåìà 13. Ñóùåñòâóåò n0 = n0(Z) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1. Ïóñòü β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
+
< 0. Îáîçíà÷èì

σ∗(n) = (log n)−α+
1
q
+

(β−δ)γ
θ ρ(log n)τ

β−δ
θ (log n).

• Ïóñòü p > q èëè p < q, q̂ 6 2. Ïîëîæèì

θ1 =
δ

d
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, θ2 =
δ − β

θ
−
(
1

q
− 1

p

)
+

, (64)

σ1(n) = 1, σ2(n) = σ∗(n). (65)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ1 ̸= θ2, j∗ ∈ {1, 2},

θj∗ = min{θ1, θ2}.

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).

• Ïóñòü p < q, q̂ > 2. Ïîëîæèì

θ1 =
δ

d
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ2 =

q̂δ

2d
, (66)

θ3 =
δ − β

θ
+min

{
1

p
− 1

q
,
1

2
− 1

q̂

}
, θ4 =

q̂(δ − β)

2θ
, (67)

σ1(n) = σ2(n) = 1, σ3(n) = σ4(n) = σ∗(n). (68)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå j∗ ∈ {1, 2, 3, 4}, ÷òî

θj∗ < min
j ̸=j∗

θj. (69)

Òîãäà
ϑn(W

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
n−θj∗σj∗(n).
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2. Ïóñòü β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
+
= 0. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî α0 := α − 1

q
> 0 â

ñëó÷àå p < q è α0 := α− 1− (1− γ)
(

1
q
− 1

p

)
> 0 â ñëó÷àå p > q. Òîãäà

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) ≍

Z∗
(log n)−α0ρ(log n)τ

−( 1
q
− 1
p)+(log n).

Êðîìå òîãî (ñì. çàìå÷àíèå 5.2.4), åñëè âûïîëíåíî (61) è ïðè ýòîì β − δ +

θ
(

1
q
− 1

p

)
+

= 0, α < 1
q
â ñëó÷àå 1 < p < q < ∞ è α < 1 + (1 − γ)

(
1
q
− 1

p

)
â

ñëó÷àå p > q, òî ϑn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) = ∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+. Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ

ϑn = dn, ïîëó÷èì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ Lq,v(Ω)
è îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Lq,v(Ω) òàêèõ, ÷òî W r

p,g(Ω) ⊂ L+M .
Îöåíêè â òåîðåìàõ 12 (ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî (62)

è (63)) è 13 îòëè÷àþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè ïðè ëîãàðèôìàõ.

Çàìå÷àíèå 4. Èç òåîðåìû A ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ−β
θ

> δ
d
ïîðÿäêîâûå îöåíêè

ïîïåðå÷íèêîâ â òåîðåìàõ 12 è 13 òàêèå æå, êàê â íåâåñîâîì ñëó÷àå.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 12 è 13 ïîçâîëÿþò
ïîëó÷àòü îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêèõ äåðåâüÿõ.
Ïîäðîáíåå ýòîò ðåçóëüòàò îïèñàí â [192].

Â ãëàâå 6 ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà ñ
âåñàìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòü â òî÷êå.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [111].

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü w : Rd → (0, +∞) � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
1 < p < ∞. Ñêàæåì, ÷òî w ïðèíàäëåæèò êëàññó Ìàêåíõàóïòà Ap, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà A > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ Rd âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:  1

|B|

∫
B

w(x) dx

1/p 1

|B|

∫
B

w−p′/p(x) dx

1/p′

6 A. (70)

Ïîëîæèì A∞ = ∪p>1Ap.
Ïóñòü w : Rd → (0, +∞), 0 < p < +∞, f : Rd → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Îáîçíà÷èì

∥f∥Lp(w) =

∫
Rd

|f(x)|pw(x) dx

1/p

,

∥f∥L∞(w) = ∥f∥L∞ .
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S(Rd) è S ′(Rd) ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà

è åãî ñîïðÿæåííîå. Äëÿ f ∈ S ′(Rd) îáîçíà÷èì ÷åðåç F(f) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè f .

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ ∈ S(Rd) òàêîâà, ÷òî

suppφ ⊂ {y ∈ Rd : |y| < 2}, φ(x) = 1 äëÿ |x| 6 1,

φ0 = φ, φj(x) = φ(2−jx)− φ(2−j+1x), j ∈ N.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü 0 < p 6 ∞, 0 < q 6 ∞, w ∈ A∞. Âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì
Áåñîâà Bs

p,q(Rd, w) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé f ∈ S ′(Rd) òàêèõ,
÷òî íîðìà

∥f∥Bsp,q(Rd, w) :=

(
∞∑
j=0

2jsq∥F−1(φjFf)∥qLp(w)

)1/q

êîíå÷íà. Â ñëó÷àå q = ∞ îïðåäåëåíèå ìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
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Ïðîñòðàíñòâî Bs
p,q(Rd, w) ÿâëÿåòñÿ êâàçèáàíàõîâûì, à åñëè p > 1 è q > 1, òî ýòî

ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâî.
Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ñ âåñîì w ≡ 1 îïèñàíû â ìîíîãðàôèÿõ Òðèáåëÿ

[60, 172�175]. Â [94, 108] ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà ñ äîïóñòèìûìè âåñàìè.
Ïðèìåðàìè òàêèõ âåñîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè w(x) = (1 + ∥x∥22)α/2, ãäå ∥ · ∥2 �
ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà íîðìà íà Rd. Ñëó÷àé w ∈ A∞ âïåðâûå áûë èçó÷åí â
ðàáîòå [78], áîëåå îáùèå âåñà ðàññìîòðåíû â [72,99]. Â ðàáîòàõ Õàðîñêå, Ñêðûï÷àêà,
Ïèîòðîâñêîé è Øíàéäåðà [109�111] èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ïðî-
ñòðàíñòâ Áåñîâà ñ âåñàìè Ìàêåíõàóïòà (íàïðèìåð, àòîìàðíûå ðàçëîæåíèÿ, îïèñàíèå
â ïîìîùüþ âñïëåñêîâ, îöåíêè ðîñòà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç | · | ïðîèçâîëüíóþ íîðìó íà Rd.
Çàäà÷è îá îöåíêå ýíòðîïèéíûõ è àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Òðèáåëÿ, Õàðîñêå, Ñêðûï÷àêà,
Êþíà, Ëåîïîëüäà, Çèêåëÿ, Êåòàíî [79,111�113,115,116,133�135,137�139,167]; êîëìî-
ãîðîâñêèå è ãåëüôàíäîâñêèå ïîïåðå÷íèêè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [100,163,164],
à ÷èñëà Âåéëÿ � â ðàáîòå [100]. Êðîìå òîãî, ïîðÿäêîâûå îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ,
ãåëüôàíäîâñêèõ è ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ íåâåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïîëó÷åíû â ðàáîòå Âûáèðàëà [180].
Â [79, 116, 137, 163, 164, 167] ðàññìîòðåíû âåñà âèäà wα(x) = (1 + ∥x∥22)α/2. Â [111]
ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè àïïðîêñèìàòèâíûõ è ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà
Id : Bs1

p1, q1
(Rd, w) → Bs2

p2, q2
(Rd) äëÿ

w(x) =

{
|x|α, |x| 6 1,
|x|β, |x| > 1.

Â [112] íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà âåñ w (â òåðìèíàõ óñëîâèÿ Ìàêåíõàóïòà), ïðè
êîòîðîì àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ Id : Bs1

p1, q1
(Q, w) → Bs2

p2, q2
(Q)

èìåþò òàêèå æå ïîðÿäêè óáûâàíèÿ, êàê â íåâåñîâîì ñëó÷àå. Çäåñü Q ⊂ Rd � êóá,

Bs
p,q(Q, w) = {f |Q : f ∈ Bs

p,q(Rd, w)}.

Â [113] äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè

w(x) =

{
|x|α1(1− log |x|)β1 , |x| 6 1,
|x|α2(1 + log |x|)β2 , |x| > 1,

ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Id : Bs1
p1, q1

(Rd, w) →
Bs2
p2, q2

(Rd) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîì, ïàðàìåòðû α1 è β1
íå âëèÿþò íà àñèìïòîòèêó. Â [100, 139] ðàññìîòðåíû âåñà ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà.
Ïðèìåðàìè òàêèõ âåñîâ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
c1(log |x|)α 6 w(x) 6 c2(log |x|)α äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x| (0 < c1 6 c2 <∞).

Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ðàäèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà èçó÷àëèñü â [101,136].
Äëÿ s1, s2 ∈ R, 1 < p1, q1 6 +∞, 1 6 p2, q2 < +∞ ïîëîæèì δ := s1 − s2 +

d
p2

− d
p1
.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé 1 < p1 6 p2 <∞, 1 < q1 6 q2 <∞.
Ïóñòü δ > 0, βg, βv ∈ R, βg + βv = δ, βg > − d

p1
, βv < d

p2
, γg > − d

p1
, γv < d

p2
,

γg + γv > δ, αg + αv > 0, ρg, ρv : [1, +∞) → (0, +∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

lim
y→+∞

yρ′g(y)

ρg(y)
= 0, lim

y→+∞

yρ′v(y)

ρv(y)
= 0, (71)

g(x) =

{
|x|−βg | log2 |x||−αgρg(| log2 |x||), åñëè |x| 6 1

2
,

|x|−γg , åñëè |x| > 1
2
,
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v(x) =

{
|x|−βv | log2 |x||−αvρv(| log2 |x||), åñëè |x| 6 1

2
,

|x|−γv , åñëè |x| > 1
2
.

Îáîçíà÷èì w1(x) = g−p1(x), w2(x) = vp2(x).
Ïîëîæèì α = αg + αv, ρ(y) = ρg(y)ρv(y). Òîãäà α > 0,

lim
y→+∞

yρ′(y)

ρ(y)
= 0. (72)

Äëÿ 1 6 p1 6 p2 6 ∞ òàêèõ, ÷òî p2 > 2, ìû îáîçíà÷èì p = (p1, p2),

λ(p) = min

{
1
p1

− 1
p2

1
2
− 1

p2

, 1

}
(73)

(åñëè p2 = 2, òî ïîëàãàåì λ(p) = 1). Îòìåòèì, ÷òî åñëè p2 > 2, òî

λ(p) < 1 ⇔ p1 > 2. (74)

Îáîçíà÷èì

J∗ = J∗(p1, q1, p2, q2) =


{1, 2, 3, 4}, p2 > 2, q2 > 2,
{1, 2, 3}, p2 > 2, q2 = 2,
{2, 3, 4}, p2 = 2, q2 > 2,

J∗∗ = J∗∗(p1, q1, p2, q2) =


{1, 2, 3, 4}, min{p2, p′1} > 2, min{q2, q′1} > 2,
{1, 2, 3}, min{p2, p′1} > 2, min{q2, q′1} = 2,
{2, 3, 4}, min{p2, p′1} = 2, min{q2, q′1} > 2.

Òåîðåìà 14. 1. Ïóñòü 1 < p1 6 p2 <∞, 1 < q1 6 q2 <∞, p2 > 2, q2 > 2,

θ1 =
δ

d
+
λ(p)

2
− λ(p)

p2
, θ2 =

p2δ

2d
,

θ3 = α+
λ(q)

2
− λ(q)

q2
, θ4 =

q2α

2
,

σ1 = σ2 = 0, σ3 = 1, σ4 = q2
2
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j∗ ∈ J∗ òàêîå,

÷òî θj∗ < minj∈J∗\{j∗} θj. Òîãäà

dn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ n−θj∗ρ(nσj∗ ).

2. Ïóñòü 1 < p1 6 2 6 p2 <∞, 1 < q1 6 2 6 q2 <∞,

θ̃1 =
δ

d
+min

{
1

2
− 1

p2
,
1

p1
− 1

2

}
, θ̃2 =

min{p2, p′1}δ
2d

,

θ̃3 = α+min

{
1

2
− 1

q2
,
1

q1
− 1

2

}
, θ̃4 =

min{q2, q′1}α
2

,

σ̃1 = σ̃2 = 0, σ̃3 = 1, σ̃4 =
min{q2, q′1}

2
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j∗ ∈ J∗∗

òàêîå, ÷òî θ̃j∗ < minj∈J∗∗\{j∗} θ̃j. Òîãäà

an(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)) =

= λn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ n−θ̃j∗ρ(nσ̃j∗ ).
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3. Ïóñòü 1 < p1 6 p2 <∞, 1 < q1 6 q2 <∞. Åñëè p2 6 2, q2 6 2 è α ̸= δ
d
, òî

dn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍

≍ λn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)) =

= an(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ max{n− δ

d , n−αρ(n)}.
Åñëè p1 > 2, q1 > 2 è α ̸= δ

d
, òî

λn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)) =

= an(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ max{n− δ

d , n−αρ(n)}.

Îöåíêè ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë (èëè ïîïåðå÷íèêîâ) òàêæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.

Ñðàâíèì òåîðåìó 14 ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè. Åñëè w2(x) ≡ 1, òî βg = δ,
αg = α è ρg = ρ. Åñëè α > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî è θ̃1 ̸= θ̃2, òî

λn
(
Id : Bs1

p1,q1
(Rd, w1) → Bs2

p2,q2
(Rd, w2)

) n≍ n−min{θ̃1, θ̃2}. (75)

Â [111] ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ w1 = g−p1(x) ñ βg < δ, αg = 0, ρg(x) ≡ 1. Ïóñòü
γg > δ. Òîãäà Bs1

p1,q1
(Rd, w1) ⊂ Bs1

p1,q1
(Rd, w1), è ðåçóëüòàò ðàáîòû [111] îá îöåíêå

àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë ñëåäóåò èç (75). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî åñëè α äîñòàòî÷íî
ìàëî, òî àñèìïòîòèêà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ q1 è q2. Â ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòàõ (ñì.,
íàïðèìåð, [111�113, 163]), ïîðÿäêè ïîïåðå÷íèêîâ è ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë íå çàâèñåëè
îò qi (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà qi ñîäåðæàëèñü â
ïîêàçàòåëå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14 îñíîâàíî íà îöåíêàõ êîëìîãîðîâñêèõ è ëèíåéíûõ
ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå (ñì. òåîðåìû 6.1.1 è 6.2.1).
Äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ
ïîëó÷åíû Èçààêîì è Ãàëååâûì [17, 18, 24]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìîòðåíû ñëó÷àè
p1 = 1, q1 = ∞, p2 = 2 èëè 1 < p2 6 min{q2, 2}, 1 6 q2 6 ∞.
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Ãëàâà 1

Ïîïåðå÷íèêè è s-÷èñëà âåñîâûõ
êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îáëàñòè ñ

óñëîâèåì Äæîíà

1.1 Äðåâîïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà îáëàñòè ñ óñëîâèåì

Äæîíà

Â ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâå â êà÷åñòâå íîðìû | · | ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ
åâêëèäîâó íîðìó: |(x1, . . . , xd)| =

√
x21 + · · ·+ x2d.

Ïóñòü T , T1, . . . , Tk � äåðåâüÿ, íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí, ξ1, . . . , ξk ∈ V(T ),
ηj ∈ V(Tj), j = 1, . . . , k (k ∈ N ∪ {∞}). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

J(T , T1, . . . , Tk; ξ1, η1, . . . , ξk, ηk) (1.1)

äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç T , T1, . . . , Tk ñîåäèíåíèåì ðåáðîì âåðøèí ξj è ηj, j =
1, . . . , k.

Ïóñòü K � ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ êóáîâ â Rd ñ îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò. Äëÿ êóáàK ∈ K è s ∈ Z+ îáîçíà÷èì Ξs(K) ðàçáèåíèåK íà 2sd çàìêíóòûõ
îäèíàêîâûõ ïî ðàçìåðó íåïåðåêðûâàþùèõñÿ êóáîâ, Ξ(K) :=

∪
s∈Z+

Ξs(K). Îòìåòèì
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà Ξ(K), K ∈ K: åñëè ∆1, ∆2 ∈ Ξ(K), òî ëèáî ∆1 è ∆2

íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ëèáî ∆1 ∈ Ξ(∆2), ëèáî ∆2 ∈ Ξ(∆1).
Âñþäó äàëåå ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà A ⊂ Rd áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç mesA èëè

|A|.
Ïóñòü Θ ⊂ Ξ([0, 1]d) � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ êóáîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü G � ãðàô, F : V(G) → Θ � áèåêöèÿ. Ñêàæåì, ÷òî
îòîáðàæåíèå F ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà G, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
óñëîâèå: äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ âåðøèí ξ′, ξ′′ ∈ V(G) ìíîæåñòâî Γξ′,ξ′′ := F (ξ′)∩F (ξ′′)
èìååò ðàçìåðíîñòü d− 1.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Åñëè îòîáðàæåíèå F ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé ãðàôà G,
âåðøèíû ξ′ è ξ′′ ñîñåäíèå è mesF (ξ′) > mesF (ξ′′), òî F (ξ′) ∩ F (ξ′′) ÿâëÿåòñÿ
(d− 1)-ìåðíîé ãðàíüþ êóáà F (ξ′′).

Ïóñòü (T , ξ∗) � äåðåâî, F : V(T ) → Θ � áèåêöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñî ñòðóêòóðîé
äåðåâà T . Äëÿ ñîñåäíèõ âåðøèí ξ′, ξ′′ îáîçíà÷èì Γ̊ξ′,ξ′′ = int d−1Γξ′,ξ′′ è äëÿ êàæäîãî
ïîääåðåâà T ′ â T ïîëîæèì

ΩT ′,F =
(
∪ξ∈V(T ′)intF (ξ)

)
∪
(
∪(ξ′,ξ′′)∈E(T ′)Γ̊ξ′,ξ′′

)
. (1.2)
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Äëÿ ξ ∈ V(T ), ∆ = F (ξ) îáîçíà÷èì

Ω6∆ = Ω[ξ∗, ξ],F . (1.3)

Ïóñòü ξ′, ξ′′ � ñîñåäíèå âåðøèíû â T , Γξ′,ξ′′ ñîâïàäàåò ñ (d − 1)-ìåðíîé ãðàíüþ
F (ξ′) (òîãäà mesF (ξ′) 6 mesF (ξ′′)), x′, x′′ � öåíòðû F (ξ′) è F (ξ′′) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç y îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè x′ íà Γξ′,ξ′′ ,

γξ′ξ′′(t) =

{
|x′−y|−t
|x′−y| x

′ + t
|x′−y|y, 0 6 t 6 |x′ − y|,

|x′′−y|+|x′−y|−t
|x′′−y| y + t−|x′−y|

|x′′−y| x
′′, |x′ − y| 6 t 6 |x′′ − y|+ |x′ − y|,

γξ′′ξ′(t) =

{
|x′′−y|−t
|x′′−y| x

′′ + t
|x′′−y|y, 0 6 t 6 |x′′ − y|,

|x′−y|+|x′′−y|−t
|x′−y| y + t−|x′′−y|

|x′−y| x
′, |x′′ − y| 6 t 6 |x′′ − y|+ |x′ − y|.

Ïóñòü ∆ ∈ Ξ([0, 1]d). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(∆) òàêîå m ∈ Z+, ÷òî ∆ ∈ Ξm([0, 1]
d)

(ò.å. 2−m(∆) � äëèíà ñòîðîíû ∆). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ξ ∈ V(T ) ïîëîæèì

mξ = m(F (ξ)). (1.4)

Ïóñòü γ � êðèâàÿ â Rd. ×åðåç |γ| áóäåì îáîçíà÷àòü åå äëèíó.

Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü (T , v∗) � äåðåâî, áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : V(T ) → Θ
ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé äåðåâà T . Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå l∗, k∗ ∈ N, ÷òî
äëÿ ëþáûõ âåðøèí v′, v′′ ∈ V(T ), v′ > v′′, âûïîëíåíî

l∗(mv′ −mv′′) > ρT (v
′, v′′)− k∗. (1.5)

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå â = â(k∗, l∗, d), ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà T ′ äåðåâà T
ìíîæåñòâî ΩT ′,F ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ èç êëàññà FC(â). Ïðè ýòîì, êðèâóþ γx èç
îïðåäåëåíèÿ 1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

Bât(γx(t)) ⊂ Ω6F (w), åñëè x ∈ F (w), (1.6)

à â êà÷åñòâå x∗ âçÿòü öåíòð êóáà F (v), ãäå v � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T ′.
Êðîìå òîãî,

mesΩT ′,F ≍̂
a,d

mesF (v). (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T ′ � ïîääåðåâî â T , v � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T ′,
xv � öåíòð êóáà F (v), z ∈ ΩT ′,F . Òîãäà z ∈ F (v′), ãäå v′ � âåðøèíà T ′. Ïîñòðîèì
êðèâóþ γz ñ íà÷àëîì â òî÷êå z è êîíöîì â xv ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü v1 > v2 >
· · · > vk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí â T ′ òàêàÿ, ÷òî v1 = v′, vk = v, ρT (vj, vj+1) =
1, j = 1, . . . , k−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xj öåíòðû êóáîâ F (vj), sj = |γvj−1vj |, τ1 = |z−x1|,
τj = τj−1 + sj, 2 6 j 6 k,

γ(t) =

{
τ1−t
τ1
z + t

τ1
x1, 0 6 t 6 τ1,

γvj−1vj(t− τj−1), τj−1 6 t 6 τj, 2 6 j 6 k,

Et =

{
F (v1), 0 6 t 6 τ1,
F (vj−1) ∪ F (vj), τj−1 6 t 6 τj, 2 6 j 6 k.

Äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, τk] ÷åðåç at îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ îòêðûòîãî øàðà ñ
öåíòðîì â òî÷êå γ(t), ñîäåðæàùåãîñÿ â Et. Ïîêàæåì, ÷òî

at &
d,k∗,l∗

t. (1.8)

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû è (1.6).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç σj äëèíó ñòîðîíû êóáà F (vj). Òîãäà τ1 .
d

σ1, sj ≍
d
max{σj, σj−1}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t ∈ [0, τ1] âûïîëíåíî at &
d

t. Ïóñòü j > 2, τj−1 6 t 6 τj, t̃j ∈ [τj−1, τj]

òàêîâî, ÷òî γ(t̃j) ∈ Γvj−1,vj . Èìååì

τj−1 = τ1 +
j−1∑
i=2

si .
d

σ1 +
j−1∑
i=2

max{σi, σi−1} 6
j−1∑
i=1

2σi =
j−1∑
i=1

2−mvi+1 =

= 2−mvj−1+1
j−1∑
i=1

2−mvi+mvj−1

(1.5)

.
d,k∗,l∗

σj−1

j−1∑
i=1

2
i−j
l∗ .

l∗

σj−1.

(1.9)

Ïîêàæåì, ÷òî

at &
k∗,l∗,d

max{t− t̃j, σj−1}. (1.10)

Â ñàìîì äåëå, åñëè t ∈ [τj−1, t̃j), òî max{t − t̃j, σj−1} = σj−1; åñëè t ∈ [t̃j, τj], òî

at > t−t̃j
2(τj−t̃j)

σj =
t−t̃j

2|γ(t̃j)−xj |
σj &

d

t − t̃j. Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî min{σj, σj−1} &
k∗,l∗,d

σj−1.

Íàêîíåö, at &
d

min{σj, σj−1}, îòêóäà ïîëó÷àåì (1.10).

Äîêàæåì (1.8). Åñëè t− t̃j 6 σj−1, òî

t 6 t̃j + σj−1 = τj−1 + (t̃j − τj−1) + σj−1

(1.9)

.
d,l∗,k∗

σj−1

(1.10)

.
d,l∗,k∗

at.

Ïóñòü t− t̃j > σj−1. Åñëè t− t̃j 6 t
2
, òî

t 6 2t̃j = 2τj−1 + 2(t̃j − τj−1)
(1.9)

.
d,l∗,k∗

σj−1

(1.10)

.
d,l∗,k∗

at.

Åñëè t− t̃j >
t
2
, òî at

(1.10)

&
k∗,l∗,d

t− t̃j >
t
2
.

Ñîîòíîøåíèå (1.7) âûïîëíåíî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ F (v) ⊂ ΩT ′,F è (9).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü Γ� êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, v∗ ∈ V(Γ), k ∈ N.
Ñêàæåì, ÷òî (Γ, v∗) ∈ Gk, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ V(Γ) ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé
ïðîñòîé ïóòü ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v∗ è êîíöîì â v, ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ïóòè íå
ïðåâîñõîäèò k.

Ëåììà 1.1.2. Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, v∗ ∈ V(Γ), k ∈ N,
(Γ, v∗) ∈ Gk. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî v∗ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì âñåõ ðåáåð,
èíöèäåíòíûõ v∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî T ñ êîðíåì v∗, ÿâëÿþùååñÿ ïîäãðàôîì
Γ, òàêîå, ÷òî V(T ) = V(Γ) è äëÿ ëþáîãî v ∈ V(T ) âûïîëíåíî ρT (v, v∗) 6 k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ãðàô Γ ñâÿçíûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S
ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïî÷òè ïðîñòûõ ïóòåé ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v∗
(ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íîå). Äëÿ v ̸= v∗ ÷åðåç Sv îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïóòåé,
ïðèíàäëåæàùèõ S, ñ êîíöîì â âåðøèíå v. Ñêàæåì, ÷òî ïóòü ïðèíàäëåæèò S̃ = S̃(Γ),
åñëè îí ïðèíàäëåæèò Sv äëÿ íåêîòîðîãî v ̸= v∗ è cardSv > 2.

Ïîêàæåì, ÷òî

1. åñëè S̃ = ∅, òî Γ � äåðåâî;

2. åñëè S̃ ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò ãðàô Γ̃, ïîëó÷àþùèéñÿ èç Γ óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà
(ñ ñîõðàíåíèåì âåðøèí), òàêîé, ÷òî (Γ̃, v∗) ∈ Gk.
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Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì Γ0 =
Γ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z+ ïîñòðîåí ãðàô Γn, ïîëó÷àþùèéñÿ óäàëåíèåì n
ðåáåð èç Γ è òàêîé, ÷òî (Γn, v∗) ∈ Gk. Åñëè S̃(Γn) = ∅, òî Γn � èñêîìîå äåðåâî,
èíà÷å ïðèìåíÿåì 2 ê (Γn, v∗) è îïðåäåëÿåì ãðàô Γn+1. Òàê êàê ãðàô Γ êîíå÷íûé, òî
íàéäåòñÿ òàêîå m ∈ N, ÷òî S̃(Γm) = ∅.

Äîêàæåì 1. Ïóñòü Γ íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Òîãäà Γ èìååò öèêë. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
âåðøèíà v, êîòîðóþ ìîæíî ñîåäèíèòü ñ v∗ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïðîñòûìè ïóòÿìè
(íå îáÿçàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè). Òàê êàê (Γ, v∗) ∈ Gk, òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé
îðèåíòèðîâàííûé ïóòü s = (v∗, v1, . . . , vn) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v∗ è êîíöîì â
âåðøèíå v = vn. Ïóñòü

s = (v∗, v
′
1, . . . , v

′
l, vm+1, . . . , vn)

� äðóãîé ïðîñòîé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé v∗ è v, ïðè ýòîì v′l ̸= vm. Îáîçíà÷èì v′l+1 =
vm+1, v′l+2 = vm, v′0 = v∗. Ïóñòü W ⊂ {v′0, . . . , v′l, v′l+1} � ìíîæåñòâî âåðøèí v′j,
ÿâëÿþùèõñÿ íà÷àëîì ðåáðà (v′j, v

′
j+1). Ïî óñëîâèþ ëåììû, v′0 ∈ W. Êðîìå òîãî,

v′l+1 /∈ W (òàê êàê ïóòü s îðèåíòèðîâàííûé è èìååò íà÷àëî â âåðøèíå v∗). Ïóñòü

l̂ = max{j ∈ 0, l : v′j ∈ W}.

Ïîêàæåì, ÷òî cardSv′
l̂+1

> 2. Â ñàìîì äåëå, ïî óñëîâèþ ëåììû ñóùåñòâóþò îðèåí-

òèðîâàííûå ïðîñòûå ïóòè σ′ ∈ Sv′
l̂
è σ′′ ∈ Sv′

l̂+2
. Äîáàâèì ê íèì â êîíåö âåðøèíó

v′
l̂+1

è ïîëó÷èì äâà ïóòè, ïðèíàäëåæàùèõ Sv′
l̂+1

(çàìåòèì, ÷òî v′
l̂+1

/∈ {v′
l̂
, v′

l̂+2
}). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ïóòè ðàçëè÷íû, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî v′
l̂
̸= v′

l̂+2
.

Â ñàìîì äåëå, åñëè l̂ 6 l − 1, òî ýòî âåðíî, òàê êàê ïóòü s ïðîñòîé, à åñëè l̂ = l, òî
ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ v′l ̸= vm.

Äîêàæåì 2. Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò ïóòü (v∗, v1, . . . , vk0) ∈ S̃ òàêîé, ÷òî

k0 = max{|s| : s ∈ S̃}, (1.11)

ãäå |s| � äëèíà ïóòè s. Òàê êàê cardSvk0 > 2, òî â ñèëó (1.11) è óñëîâèÿ Γ ∈ Gk

ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ïóòü s′ = (v∗, v
′
1, . . . , v

′
l, vk1 , . . . , vk0) ∈ Svk0

òàêîé, ÷òî

|s′| = min{|s| : s ∈ Svk0} (1.12)

è v′l ̸= vk1−1. Óäàëèì ðåáðî (vk1−1, vk1) è ïîëó÷èì ãðàô Γ̃. Ïîêàæåì, ÷òî (Γ̃, v∗) ∈ Gk.
Ïóñòü v ∈ V(Γ̃). Òîãäà â Γ ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ïóòü sv ∈ Sv, òàêîé
÷òî |sv| 6 k. Åñëè sv íå ñîäåðæèò ðåáðî (vk1−1, vk1), òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïóòåì â
Γ̃. Ïóñòü sv ñîäåðæèò ðåáðî (vk1−1, vk1), òî åñòü sv ñîñòîèò èç äâóõ ïóòåé

s1 = (v∗, w1, . . . , wν , vk1−1, vk1) è s2 = (vk1 , u1, . . . , uµ, v).

Ðàññìîòðèì ïóòü
s′′ = (v∗, v

′
1, . . . , v

′
l, vk1 , u1, . . . , uµ, v).

Òîãäà s′′ íå ñîäåðæèò ðåáðî (vk1−1, vk1). Óäàëèâ, åñëè íóæíî, öèêëè÷åñêèå ó÷àñòêè
â s′′, ïîëó÷èì ïðîñòîé ïóòü s′′′ ∈ Sv, íå ñîäåðæàùèé ðåáðî (vk1−1, vk1). Îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî |s′′′| 6 k. Â ñàìîì äåëå,

|s′′′| 6 |s′′| 6 l + 1 + |s2|
(1.12)

6 |s1|+ |s2| = |sv| 6 k.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Óèòíè î ïîêðûòèè.
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Òåîðåìà C. (ñì., íàïðèìåð, [143, ñòð. 562]). Ïóñòü Ω ⊂ (0, 1)d � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèõ-
ñÿ êóáîâ Θ(Ω) = {∆j}j∈N ⊂ Ξ([0, 1]d) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ω = ∪j∈N∆j;

2. dist (∆j, ∂Ω) ≍
d
2−m(∆j);

3. åñëè dim(∆i ∩∆j) = d− 1, òî

m(∆j)− 2 6 m(∆i) 6 m(∆j) + 2; (1.13)

4. äëÿ ëþáîãî j ∈ N

card {i ∈ N : dim(∆i ∩∆j) = d− 1} 6 12d. (1.14)

Ëåììà 1.1.3. Ïóñòü a > 0, Ω ∈ FC(a), Ω ⊂ (0, 1)d. Òîãäà ñóùåñòâóþò äåðåâî
(T , ξ0), îòîáðàæåíèå F : V(T ) → Θ(Ω), ñîãëàñîâàííîå ñî ñòðóêòóðîé äåðåâà T ,
k∗ = k∗(a, d) ∈ N è l∗ = l∗(a, d) ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðøèí v′ > v′′ âûïîëíåíî
(1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì êóáû {∆i,j}j∈Z+, 16i6rj èç ìíîæåñòâà Θ(Ω) òàê, ÷òîáû
r0 = 1, m(∆i,j) = µj ∈ Z+, 1 6 i 6 rj, ïðè ýòîì

µ0 6 µ1, µj < µj+1, j ∈ N. (1.15)

Ïóñòü x∗ � öåíòð ∆1,0. Òàê êàê Ω ∈ FC(a), òî íàéäåòñÿ b = b(a, d) òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ Ω ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ γx : [0, T0(x)] → Ω ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) γx ∈ AC[0, T0(x)],
∣∣∣dγx(t)dt

∣∣∣ = 1 ï.â.;

b) γx(0) = x, γx(T0(x)) = x∗;
c) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T0(x)] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Bbt(γx(t)) ⊂ Ω;
d) çâåíüÿ ëîìàíîé γx íå ïàðàëëåëüíû íè îäíîé èç d − 1-ìåðíûõ êîîðäèíàòíûõ

ïëîñêîñòåé è äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ Θ(Ω) ìíîæåñòâî γx([0, T0(x)]) íå ïåðåñåêàåò ∆ íè â
îäíîé òî÷êå k-ìåðíûõ ãðàíåé, k 6 d− 2.

Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåðåâüåâ {Tn}n∈Z+ ñ êîðíåì ξ0,
ñåìåéñòâ êóáîâ Θn ⊂ Θ(Ω) è áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé Fn : V(Tn) → Θn,
ñîãëàñîâàííûõ ñî ñòðóêòóðîé Tn, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Tn ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì Tn+1, Fn+1|V(Tn) = Fn, Θn ⊃ {∆i,n}16i6rn , n ∈ N,
F0(ξ0) = ∆1,0;

2. ñóùåñòâóåò c∗(d, a) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v äåðåâà Tn âûïîëíåíî
mv 6 µn + c∗(d, a);

3. ñóùåñòâóåò c∗∗(d, a) ∈ N òàêîå, ÷òî åñëè v, v′ ∈ Tn\Tn−1, v′ > v, òî ρTn(v
′, v) 6

c∗∗(d, a);

4. Tn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 1.1.1 ñ

l∗ = 1 + (c∗∗(d, a) + 1)(c∗(d, a) + 2), (1.16)

k∗ = l∗c∗(d, a) + (c∗∗(d, a) + 1)(c∗(d, a) + 2). (1.17)
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Â êà÷åñòâå T0 âîçüìåì äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû ξ0; ïîëîæèì
Θ0 = {∆1,0}, F0(ξ0) = ∆1,0. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ, ñâîéñòâî 2 ñëåäóåò
èç ðàâåíñòâà mξ0 = m(∆1,0) = µ0, ñâîéñòâà 3 è 4 äëÿ n = 0 òðèâèàëüíû.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ïîñòðîåíû äåðåâî Tn−1, ñåìåéñòâî êóáîâ Θn−1 è
îòîáðàæåíèå Fn−1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1�4. Ïîñòðîèì Tn, Θn è Fn.

Åñëè {∆i,n}rni=1 ⊂ Θn−1, òî ïîëàãàåì Tn = Tn−1, Θn = Θn−1, Fn = Fn−1. Ïóñòü

In := {i = 1, . . . , rn : ∆i,n /∈ Θn−1} ̸= ∅.

Ðàññìîòðèì i ∈ In. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi,n öåíòð êóáà ∆i,n, τi,n = T0(xi,n), γi,n = γxi,n ,

ti,n = min{t ∈ [0, τi,n] : γi,n(t) ∈ ΩTn−1,Fn−1}.

Òîãäà

ti,n < τi,n. (1.18)

Ïóñòü k = k(i), {Qi
1, . . . , Q

i
k} ⊂ Θ(Ω)\Θn−1 � ìíîæåñòâî âñåõ êóáîâ òàêèõ, ÷òî

γi,n([0, ti,n]) ∩Qi
j ̸= ∅. Òîãäà

m(Qi
j) > µn (1.19)

â ñèëó ñâîéñòâà 1 äåðåâà Tn−1 è (1.15). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿ òàêîå c1(d, a) ∈ N,
÷òî

m(Qi
j) 6 µn + c1(d, a). (1.20)

Â ñàìîì äåëå, åñëè Qi
j = ∆i,n, òî ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ µn. Åñëè Qi

j ̸= ∆i,n,
òî äëÿ ëþáîãî t òàêîãî, ÷òî γi,n(t) ∈ Qi

j, âûïîëíåíî |xi,n − γi,n(t)| > 2−µn−1, ïîýòîìó
t &
d

2−µn . Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì c) ëîìàíîé γi,n è òåîðåìîé C.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ðàçëè÷íûõ êóáîâ Qi
j1
, . . . , Qi

jν , ν = ν(i), 1 6
js 6 k, òàêóþ, ÷òî Qi

j1
= ∆i,n, γi,n(ti,n) ∈ Qi

jν è dim(Qi
js ∩ Qi

js+1
) = d − 1, à òàêæå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t̃1 < · · · < t̃ν òàêóþ, ÷òî γi,n(t̃s) ∈ Qi
js , 1 6 s 6 ν. Ïîëîæèì

t̃0 = 0, t̃1 = max{t ∈ [0, ti,n] : γi,n(t) ∈ Qi
j1
}.

Ïóñòü ïîñòðîåíû êóáû Qi
j1
= ∆i,n, Qi

j2
, . . . , Qi

js è t̃0 < t̃1 < · · · < t̃s, ïðè ýòîì

t̃σ = max{t ∈ [t̃σ−1, ti,n] : γi,n(t) ∈ Qi
jσ}, 1 6 σ 6 s. (1.21)

Åñëè t̃s = ti,n, òî ïîñòðîåíèå çàêîí÷åíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t̃s < ti,n. ×åðåç Js
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî j′ ∈ {1, . . . , k}\{j1, . . . , js} òàêèõ, ÷òî

dim(Qi
js ∩Q

i
j′) = d− 1.

Äîêàæåì, ÷òî Js ̸= ∅. Â ñàìîì äåëå, èç ñâîéñòâà d) ëîìàíîé γi,n è (1.21) ñëåäóåò, ÷òî
γi,n(t̃s) ∈ intd−1(Q

i
js ∩Q) äëÿ íåêîòîðîãî Q ∈ Θ(Ω), Q ̸= Qi

js . Áîëåå òîãî, Q /∈ ∪s−1
σ=1Q

i
jσ

â ñèëó (1.21). Íàêîíåö, èç îïðåäåëåíèÿ ti,n è óñëîâèÿ t̃s < ti,n ñëåäóåò, ÷òî Q /∈ Θn−1,
òàê ÷òî Q ∈ {Qi

1, . . . , Q
i
k}\{Qi

j1
, . . . , Qi

js}.
Ïîëîæèì t̃s+1 = max{t ∈ [t̃s, ti,n] : γi,n(t) ∈ ∪j′∈JsQi

j′}, js+1 ∈ Js îïðåäåëÿåì èç
ðàâåíñòâà γi,n(t̃s+1) ∈ Qi

js+1
. Ïîêàæåì, ÷òî js+1 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü γi,n(t̃s+1) ∈ Qi
j′ ∩ Qi

j′′ , j
′, j′′ ∈ Js, j′ ̸= j′′. Èç ñâîéñòâà d) ëîìàíîé γi,n ñëåäóåò,

÷òî γi,n(t̃s+1) ∈ intd−1(Q
i
j′ ∩ Qi

j′′). Â ñèëó (1.18), t̃s+1 < τi,n. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå
δ ∈ (0, τi,n − t̃s+1), ÷òî γi,n(t̃s+1 + δ) ∈ intQi

j′ ∪ intQi
j′′ (ýòî ñíîâà ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
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d) ëîìàíîé γi,n). Ïîýòîìó t̃s+1 < ti,n è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì t̃s+1.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî t̃s+1 = max{t ∈ [t̃s, ti,n] : γi,n(t) ∈ Qi

js+1
}.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ 1, ν − 1 îáîçíà÷èì J̃s ìíîæåñòâî

j′ ∈ {1, . . . , k}\{j1, . . . , js+1}

òàêèõ, ÷òî Qi
js+1

∩Qi
j′ ̸= ∅. Â ñèëó (1.19) è (1.20) (èëè â ñèëó òåîðåìû C), íàéäåòñÿ

òàêîå c2(d, a) ∈ N, ÷òî card J̃s 6 c2(d, a). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ∈ N òàêîãî, ÷òî
t̃s+c2(d, a)+2 < ti,n, âûïîëíåíî

t̃s+c2(d, a)+3 − t̃s+1 > 2−µn−c1(d, a). (1.22)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü jσ ∈ J̃s äëÿ ëþáîãî σ ∈ {s + 2, . . . , s + c2(d, a) + 3}. Òàê êàê
âñå jσ ðàçëè÷íû, òî card J̃s > c2(d, a) + 1 � ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
σ ∈ {s+2, . . . , s+c2(d, a)+3}, ÷òî jσ /∈ J̃s. Òîãäà Qi

js+1
∩Qi

jσ = ∅. Òàê êàê γi,n(t̃s+1) ∈
Qi
js+1

è γi,n(t̃σ) ∈ Qi
jσ , òî

t̃σ − t̃s+1 > |γi,n(t̃σ)− γi,n(t̃s+1)|
(1.20)

> 2−µn−c1(d, a),

îòêóäà ñëåäóåò (1.22).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê γi,n(ti,n) ∈ Qi

jν , òî â ñèëó (1.19) è òåîðåìû C íàéäåòñÿ
òàêîå c3(d) ∈ N, ÷òî dist (γi,n(ti,n), ∂Ω) 6 2−µn+c3(d), ïîýòîìó ti,n 6 2−µn+c4(d, a) äëÿ
íåêîòîðîãî c4(d, a) ∈ N (â ñèëó ñâîéñòâà c) ëîìàíîé γi,n). Îòñþäà è èç (1.22)
ïîëó÷àåì, ÷òî ν 6 c5(d, a) äëÿ íåêîòîðîãî c5(d, a) > 0.

Ïîëîæèì ΘIn = {Qi
js , i ∈ In, 1 6 s 6 ν(i)}. Ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G

(áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü) è áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå Φ : V(G) → ΘIn : ñ÷èòàåì,
÷òî âåðøèíû v′, v′′ ñîñåäíèå è v′′ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì, à v′ � êîíöîì ðåáðà (v′′, v′), òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò i ∈ In è s ∈ 1, . . . , ν(i)− 1 òàêîå, ÷òî Φ(v′) = Qi

js ,
Φ(v′′) = Qi

js+1
. Òàê êàê dim

(
Qi
js ∩Q

i
js+1

)
= d− 1, òî Φ ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé G.

Ïóñòü {Φ−1(Qi
jν(i)

)}i∈In = {w1, . . . , wr′n}. Äîáàâèì ê ãðàôó G åùå îäíó âåðøèíó v̂
è ñîåäèíèì åå ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè wi′ , 1 6 i′ 6 r′n, ñ÷èòàÿ, ÷òî v̂ � íà÷àëî êàæäîãî
èç ýòèõ ðåáåð. Ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ĝ, òàêîé, ÷òî (Ĝ, v̂) ∈ Gc5(d, a) (ñì.
îïðåäåëåíèå 1.1.2). Ïî ëåììå 1.1.2, ñóùåñòâóåò äåðåâî T ′ ñ êîðíåì v̂, ÿâëÿþùååñÿ
ïîäãðàôîì Ĝ, òàêîå, ÷òî V(T ′) = V(Ĝ) è äëÿ ëþáîãî v ∈ V(T ′) âûïîëíåíî

ρT ′(v̂, v) 6 c5(d, a). (1.23)

Òàê êàê γi,n(ti,n) ∈ Qi
jν(i)

= Φ(wi′) äëÿ íåêîòîðîãî i′ ∈ {1, . . . , r′n}, òî èç
îïðåäåëåíèÿ ti,n è ñâîéñòâà d) ëîìàíîé γi,n ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ âåðøèíà
ui′ ∈ V(Tn−1) è êóá Q̃i′ = Fn−1(ui′), òàêèå, ÷òî dim(Q̃i′ ∩ Φ(wi′)) = d− 1. Ïîëîæèì

Tn = J(Tn−1, (T ′)w1 , . . . , (T ′)wr′n
; u1, w1, . . . , ur′n , wr′n),

Fn(v) =

{
Fn−1(v), åñëè v ∈ Tn−1,
Φ(v), åñëè v ∈ V((T ′)wi), 1 6 i 6 r′n,

Θn = Fn(V(Tn)). Òîãäà îòîáðàæåíèå Fn áèåêòèâíî è ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé
äåðåâà Tn (ýòî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ, îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G è ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè).

Ñâîéñòâà 1�2 äåðåâà Tn ñëåäóþò èç ïîñòðîåíèÿ, (1.15) è (1.20), ñâîéñòâî 3 � èç
(1.23). Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 4. Ïóñòü v′, v′′ ∈ V(Tn), v′ > v′′. Åñëè v′, v′′ ∈ V(Tn−1),
òî ýòî âûïîëíåíî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ïóñòü v′ ∈ V(Tn)\V(Tn−1). Åñëè
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äëÿ ëþáîãî v ∈ [v′′, v′] âûïîëíåíî mv > µn, òî v′′ ∈ V(Tn)\V(Tn−c∗(d,a)−2). Â ñàìîì
äåëå, åñëè v ∈ V(Tn−j) è mv > µn, òî

µn−j + j − 1
(1.15)

6 µn−j+1 + j − 1
(1.15)

6 µn−j+2 + j − 2
(1.15)

6 · · ·
(1.15)

6
6 µn 6 mv 6 µn−j + c∗(d, a)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2 äåðåâà Tn−j), îòêóäà j 6 1 + c∗(d, a).
Çíà÷èò, â ñèëó ñâîéñòâà 3 äåðåâüåâ Tk, 1 6 k 6 n,

ρTn(v
′, v′′) 6 (c∗∗(d, a) + 1)(c∗(d, a) + 2); (1.24)

â ñèëó ñâîéñòâà 2 äåðåâà Tn, mv′ −mv′′ > µn − (µn + c∗(d, a)) = −c∗(d, a), òî åñòü

l∗(mv′ −mv′′) > −l∗c∗(d, a)
(1.17)
= (c∗∗(d, a) + 1)(c∗(d, a) + 2)− k∗

(1.24)

> ρTn(v
′, v′′)− k∗.

Ïóñòü òåïåðü v′ ∈ V(Tn)\V(Tn−1) è W := {v ∈ [v′′, v′] : mv 6 µn − 1} ̸= ∅.
Ïîëîæèì v∗ = maxW . Òîãäà èç (1.19) ñëåäóåò, ÷òî

v∗ ∈ V(Tn−1), v∗ < v′. (1.25)

×åðåç v∗∗ îáîçíà÷èì âåðøèíó â [v∗, v
′], ñëåäóþùóþ çà v∗. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.24),

ïðèìåíåííîãî ê v′′ := v∗∗, (1.25) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè èìååì

l∗(mv′ −mv′′) = l∗(mv′ −mv∗) + l∗(mv∗ −mv′′) > l∗ + ρTn(v∗, v
′′)− k∗ =

= (l∗ − 1− ρTn(v
′, v∗∗)) + ρTn(v

′, v′′)− k∗ >
> (l∗ − 1− (c∗∗(d, a) + 1)(c∗(d, a) + 2)) + ρTn(v

′, v′′)− k∗
(1.16)
= ρTn(v

′, v′′)− k∗.

Îñòàåòñÿ âçÿòü â êà÷åñòâå T äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ñ÷åòíîì ïîâòîðåíèè
èíäóêöèîííûõ øàãîâ, à â êà÷åñòâå F � òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî F |Tn = Fn.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü Ω ⊂ [0, 1]d, Ω ∈ FC(a). Òîãäà ñóùåñòâóþò äåðåâî
T è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå F : V(T ) → Θ(Ω), ñîãëàñîâàííîå ñî
ñòðóêòóðîé T è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà T ′ â T

ΩT ′,F ∈ FC(b∗), ãäå b∗ = b∗(a, d) > 0; (1.26)

2. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

cardV1(ξ) .
d

1, ξ ∈ V(T ); (1.27)

3. åñëè x ∈ F (ξ), òî êðèâàÿ γx èç îïðåäåëåíèÿ 1 ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî
Bb∗t(γx(t)) ⊂ Ω6F (ξ) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)]; åñëè T ′ � ïîääåðåâî â T è ξT ′

� ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà T ′, òî öåíòð êóáà F (ξT ′) ìîæåò áûòü âûáðàí â
êà÷åñòâå òî÷êè x∗ èç îïðåäåëåíèÿ 1 äëÿ ΩT ′,F ∈ FC(b∗). Êðîìå òîãî,

mesΩT ′,F ≍
a,d

mesF (ξT ′). (1.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü T è F � äåðåâî è îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííûå
â ëåììå 1.1.3. Èç ëåììû 1.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

ΩT ′,F ∈ FC(â(k∗(a, d), l∗(a, d), d));

ñîîòíîøåíèÿ (1.27) è (1.28) ñëåäóþò èç (1.14) è (1.7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ ÷àñòü
ñâîéñòâà 3 òàêæå ñëåäóåò èç ëåììû 1.1.1.
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1.2 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ äåðåâà

Ïóñòü T1, . . . , Tl � ïîääåðåâüÿ â T , ∪lj=1Tj = T è Ti ∩ Tj = ∅ äëÿ ëþáûõ i ̸= j.
Òîãäà {T1, . . . , Tl} áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì äåðåâà T . Åñëè S � ðàçáèåíèå T , A
� ïîääåðåâî â T , òî ïîëîæèì

S|A = {A ∩ T ′ : T ′ ∈ S, A ∩ T ′ ̸= ∅}.

Ïóñòü T � äåðåâî, Ψ : 2V(T ) → R+. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü Ψ(T ′) := Ψ(V(T ′))
äëÿ ïîääåðåâà T ′ â T .

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü (T , v∗) � äåðåâî ñ êîðíåì, èìåþùåå íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå
÷èñëî âåðøèí, Ψ : 2V(T ) → R+ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Ψ(V1 ∪ V2) > Ψ(V1) + Ψ(V2), V1, V2 ⊂ V(T ), V1 ∩ V2 = ∅; (1.29)

åñëè {vn}n∈N ⊂ V(T ), v1 < · · · < vn < . . . , òî lim
n→∞

Ψ(Tvn) = 0. (1.30)

Ïóñòü γ > 0, Ψ(T ) > 2γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà v̂ ∈ V(T )
òàêàÿ, ÷òî

Ψ(Tv̂) > Ψ(T )− γ (1.31)

è äëÿ ëþáîãî v′ ∈ V1(v̂)

Ψ(Tv′) 6 Ψ(T )− γ. (1.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

E = {v ∈ V(T ) : Ψ(Tv) > Ψ(T )− γ}.

Òàê êàê v∗ ∈ E, òî E ̸= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî E ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è êîíå÷íî. Ñíà÷àëà
ïðîâåðèì, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû â E ñðàâíèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v′, v′′ ∈ E
íåñðàâíèìû. Òîãäà Tv′ ∩ Tv′′ = ∅ è

Ψ(T )
(1.29)

> Ψ(Tv′) + Ψ(Tv′′) > 2Ψ(T )− 2γ,

òî åñòü Ψ(T ) < 2γ � ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Èòàê, E ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.
Äîêàæåì, ÷òî E êîíå÷íî. Â ñàìîì äåëå, èíà÷å ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{vn}n∈N ⊂ E òàêàÿ, ÷òî v1 < · · · < vn < . . . è Ψ(Tvn) > Ψ(T ) − γ > γ. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò (1.30).

Â êà÷åñòâå v̂ âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ âåðøèíó â E. Òàê êàê E ÿâëÿåòñÿ öåïüþ,
òî âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû (1.31) è (1.32), åäèíñòâåííà.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.2.1, v̂ � âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà (1.31) è (1.32). Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå Σ(T , γ) äåðåâà T ïî ôîðìóëå

Σ(T , γ) = {T \Tv̂} ∪ {v̂} ∪ {Tv′}v′∈V1(v̂). (1.33)

Ïóñòü x ∈ R. ×åðåç ⌈x⌉ (ñîîòâåòñòâåííî ⌊x⌋) áóäåì îáîçíà÷àòü áëèæàéøåå ñâåðõó
(ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó) ê x öåëîå ÷èñëî.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå (êîìáèíàòîðíîãî) äåðåâà.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåòðè÷åñêîãî äåðåâà ïîõîæåå ðàçáèåíèå áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòå
[168].
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Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äåðåâà T ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì
÷èñëîì âåðøèí è ñ êîðíåì v∗, òàêîãî, ÷òî

cardV1(v) 6 k, v ∈ V(T ), (1.34)

äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ Ψ : 2V(T ) → R+ óäîâëåòâîðÿþùåãî (1.29) è (1.30), è äëÿ
ëþáîãî γ > 0 íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå S(T , γ) äåðåâà T ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ïóñòü u ∈ V(T ), S(Tu, γ) ⊂ S(T , γ); åñëè Ψ(Tu) > (k + 1)γ,

Σ(Tu, γ) = {Tu\Tv̂u} ∪ {v̂u} ∪ {Tv′}v′∈V1(v̂u),

òî

S(Tu, γ) = {Tu\Tv̂u} ∪ {v̂u}
∪ ∪

v′∈V1(v̂u)

S(Tv′ , γ)

 , (1.35)

ïðè ýòîì Ψ(Tv̂u) > Ψ(Tu) − γ, Ψ(Tu\Tv̂u) < γ; åñëè Ψ(Tu) 6 (k + 1)γ, òî
S(Tu, γ) = {Tu};

2. åñëè T ′ ∈ S(T , γ) è Ψ(T ′) > (k + 2)γ, òî cardV(T ′) = 1;

3. åñëè
⌈
Ψ(T )
γ

⌉
> k + 2, òî cardS(T , γ) 6 (k + 2)

⌈
Ψ(T )
γ

⌉
− (k + 1)(k + 2), èíà÷å

cardS(T , γ) = 1;

4. ïóñòü v > v∗; òîãäà cardS(T , γ)|Tv 6 (k + 2)
(⌈

Ψ(Tv)
γ

⌉
+ 1
)
;

5. åñëè A ∈ S(T , γ) è cardV(A) > 2, òî ëèáî A = Tv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V(T ),
ëèáî A = Tv\Tw äëÿ íåêîòîðûõ v, w ∈ V(T ), w > v; ïðè ýòîì, âî âòîðîì
ñëó÷àå Ψ(A) < γ è Ψ(Tw) > Ψ(Tv)− γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ Z+, T � äåðåâî. Ñêàæåì, ÷òî (T , Ψ) ∈ Rm,γ, åñëè
(m− 1)γ < Ψ(T ) 6 mγ.

Åñëè v ∈ V(T ), òî ïîëîæèì µ(v) = µ(v, T ) =
⌈
Ψ(Tv)
γ

⌉
. Òîãäà (Tv, Ψ) ∈ Rµ(v),γ.

Ïîñòðîèì èíäóêöèåé ïî m ∈ Z+ ðàçáèåíèå S(T , γ) äëÿ âñåõ T òàêèõ, ÷òî
(T , Ψ) ∈ Rm,γ. Åñëè m 6 k + 1, òî ïîëîæèì S(T , γ) = {T }. Ïóñòü

m > k + 1 (1.36)

è ðàçáèåíèå S(T , γ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì 1�5, ïîñòðîåíî äëÿ âñåõ (T , Ψ) ∈
Rm′,γ, m′ 6 m. Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå äëÿ âñåõ (T , Ψ) ∈ Rm+1,γ. Â ýòîì ñëó÷àå

mγ < Ψ(T ) 6 (m+ 1)γ. (1.37)

Âîçüìåì ðàçáèåíèå Σ(T , γ), çàäàííîå ôîðìóëîé (1.33). Òîãäà

Ψ(T \Tv̂)
(1.29)

6 Ψ(T )−Ψ(Tv̂)
(1.31)
< γ. (1.38)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî v′ ∈ V1(v̂)

Ψ(Tv′)
(1.32)

6 Ψ(T )− γ 6 mγ, µ(v′) = µ(v′, T ) 6 m, (1.39)
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òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå S(Tv′ , γ). Ïîëîæèì

S(T , γ) = {T \Tv̂} ∪ {v̂}
∪ ∪

v′∈V1(v̂)

S(Tv′ , γ)

 . (1.40)

Íà ýòîì èíäóêöèîííîì øàãå ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå Ψ(Tv̂) ∈ (mγ, (m+ 1)γ]

åñëè Σ(Tv̂, γ) = {v̂} ∪ {Tv′}v′∈V1(v̂), òî S(Tv̂, γ) = {v̂}
∪ ∪

v′∈V1(v̂)

S(Tv′ , γ)

 ,

(1.41)

åñëè Tv̂\Tw ∈ Σ(Tv̂, γ) äëÿ íåêîòîðîãî w > v̂, òî Tv̂\Tw ∈ S(Tv̂, γ). (1.42)

Â ñëó÷àå Ψ(Tv̂) 6 mγ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (ñì. ïóíêò 1) òàêæå âûïîëíåíû
(1.41) è (1.42).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 1. Åñëè u = v∗, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ è (1.38).
Åñëè u > v∗, òî â ñèëó (1.40) ïîëó÷àåì, ÷òî Tu ⊂ Tv′ äëÿ íåêîòîðîãî v′ ∈ V1(v̂)
èëè u = v̂. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè Ψ(Tv̂) 6 (k+1)γ, òî ïî ïîñòðîåíèþ S(Tv̂, γ) = {Tv̂}

(ñì. áàçó èíäóêöèè). Çíà÷èò, S(Tv̂, γ)
(1.40)

̸⊂ S(T , γ). Ïóñòü Ψ(Tv̂) > (k + 1)γ. Èç
(1.42), (1.40) è âêëþ÷åíèÿ S(Tv̂, γ) = S(Tu, γ) ⊂ S(T , γ) ñëåäóåò, ÷òî Σ(Tv̂, γ) =
{v̂} ∪ {Tv′}v′∈V1(v̂). Çíà÷èò, (1.35) ñëåäóåò èç (1.41).

Èç (1.38), (1.40) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò ñâîéñòâî 2.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. Ïî îïðåäåëåíèþ µ(v′),∑
v′∈V1(v̂)

µ(v′)γ 6
∑

v′∈V1(v̂)

(Ψ(Tv′) + γ)
(1.29), (1.34)

6 Ψ(T ) + kγ
(1.37)

6 (m+ 1)γ + kγ,

òî åñòü ∑
v′∈V1(v̂)

µ(v′) 6 m+ 1 + k. (1.43)

Îáîçíà÷èì

V′ = {v′ ∈ V1(v̂) : µ(v
′) > k + 2}, V′′ = {v′ ∈ V1(v̂) : µ(v

′) < k + 2}.

Åñëè cardV′ > 2, òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè

cardS(T , γ)
(1.40)

6 2 +
∑
v′∈V′

((k + 2) · µ(v′)− (k + 1)(k + 2))+

+cardV′′
(1.43)

6 2− 2(k + 1)(k + 2) + (k + 2)(m+ 1 + k) + k =
= (k + 2)(m+ 1)− (k + 1)(k + 2).

Åñëè cardV′ = 1, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

cardS(T , γ)
(1.39),(1.40)

6 2 + (k + 2)m− (k + 1)(k + 2) + k =

= (k + 2)(m+ 1)− (k + 1)(k + 2).

Åñëè cardV′ = 0, òî

cardS(T , γ) 6 2 + k = (k + 2)(k + 2)− (k + 1)(k + 2)
(1.36)

6
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6 (k + 2)(m+ 1)− (k + 1)(k + 2).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 4. Åñëè v > v̂, òî Tv ⊂ Tv′ äëÿ íåêîòîðîãî v′ ∈ V1(v̂)
è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Åñëè v, v̂ íåñðàâíèìû, òî
Tv ⊂ T \Tv̂ è cardS(T , γ)|Tv = 1. Åñëè v 6 v̂, òî cardS(T , γ)|Tv 6 cardS(T , γ) è

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà 3 è íåðàâåíñòâ Ψ(Tv) > Ψ(Tv̂)
(1.31)
>

Ψ(T )− γ.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 5. Òàê êàê cardV(A) > 1, òî â ñèëó (1.40) åñòü äâå

âîçìîæíîñòè: a) A ∈ S(Tv′ , γ) äëÿ íåêîòîðîãî v′ ∈ V1(v̂) (òîãäà ñâîéñòâî 5
âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè); b) A = T \Tv̂ (òîãäà ñâîéñòâî 5 ñëåäóåò èç
ýòîãî ðàâåíñòâà è (1.38)).

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.2.2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
c(k) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ γ > 0 è

γ′ > γ

2
(1.44)

ëþáîé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ S(T , γ) ïåðåñåêàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì c(k) ýëåìåíòàìè
S(T , γ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T̃ � ýëåìåíò S(T , γ), l � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ S(T , γ′),
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ T̃ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l > 1. Òîãäà T̃ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
äâå âåðøèíû. Ïî ëåììå 1.2.2 (ñâîéñòâî 5), èìååì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü T̃ = Tv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ T . Ïðèìåíèì ëåììó 1.2.2. Ïî
ñâîéñòâó 2, Ψ(T̃ ) 6 (k + 2)γ. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâàì 3 è 4

l = cardS(T , γ′)|Tv 6 (k + 2)

(⌈
(k + 2)

γ

γ′

⌉
+ 1

)
(1.44)

6 (k + 2)(2k + 5).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü T̃ = Tv\Tw, v, w ∈ V(T ), w > v, ïðè ýòîì

Ψ(Tv\Tw) < γ. (1.45)

Ïîëîæèì
Ẽ = {u ∈ V(T ) : Tv ⊂ Tu, S(Tu, γ′) ⊂ S(T , γ′)}.

Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò v∗. Äàëåå, Ẽ ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, ïîñêîëüêó
åñëè âåðøèíû u1 è u2 íåñðàâíèìû, òî Tu1 è Tu2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íàêîíåö, ρT (v∗, v) >
ρT (v∗, u) äëÿ ëþáîãî u ∈ Ẽ, òàê ÷òî Ẽ ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò u0.

Òàê êàê l > 1, òî ïî ëåììå 1.2.2 (ñâîéñòâî 1) íàéäåòñÿ âåðøèíà û > u0 òàêàÿ, ÷òî

S(Tu0 , γ′) = {Tu0\Tû} ∪ {û}
∪ ∪

v′∈V1(û)

S(Tv′ , γ′)

 . (1.46)

Ïîêàæåì, ÷òî

v 6 û. (1.47)

Â ñàìîì äåëå, åñëè v è û íåñðàâíèìû, òî Tv ⊂ Tu0\Tû, è

l = cardS(T , γ′)|T̃ 6 cardS(T , γ′)|Tv = cardS(Tu0 , γ′)|Tv = 1.

Åñëè v > û, òî v ∈ Tv′ äëÿ íåêîòîðîãî v′ ∈ V1(û), òî åñòü v′ ∈ Ẽ â ñèëó (1.46) è
v′ > u0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî u0 = max Ẽ.

Ïóñòü u ∈ V(T ),S(Tu, γ′) ⊂ S(T , γ′), u > v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lu ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ðàçáèåíèÿ S(Tu, γ′), ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ Tv\Tw.

42



Îáîçíà÷èì òàêæå

U = {u > v : S(Tu, γ′) ⊂ S(T , γ′), lu > 1}. (1.48)

Óòâåðæäåíèå (⋆). Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå φ : U → V(T ) òàêîå, ÷òî φ(u) > u
äëÿ ëþáîãî u ∈ U ,

S(Tφ(u), γ′) ⊂ S(Tu, γ′), Ψ(Tφ(u)) 6 Ψ(Tu)− γ′ è lu 6 k + 1 + lφ(u), (1.49)

è åñëè lφ(u) > 1, òî

φ(u) < w. (1.50)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (⋆). Ïî ëåììå 1.2.2 (ñâîéñòâî 1), äëÿ êàæäîãî
u ∈ U íàéäåòñÿ âåðøèíà ũ > u òàêàÿ, ÷òî

S(Tu, γ′) = {Tu\Tũ} ∪ {ũ}
∪ ∪

v′∈V1(ũ)

S(Tv′ , γ′)

 ,

ïðè ýòîì Ψ(Tv′)
(1.32)

6 Ψ(Tu)− γ′ äëÿ ëþáîãî v′ ∈ V1(ũ). Ïîýòîìó lu 6 2 +
∑

v′∈V1(ũ)

lv′ , à

äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ â (1.49), äîñòàòî÷íî âûáðàòü
φ(u) ∈ V1(ũ).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè lv′ > 1, òî v′ < w. Åñëè v′ > w, òî lv′ = 0. Åñëè v′ è w

íåñðàâíèìû, òî Tv′ ⊂ Tv\Tw (ïîñêîëüêó v′ > u
(1.48)

> v è Tw ∩ Tv′ = ∅). Òîãäà

Ψ(Tv′) 6 Ψ(Tv\Tw)
(1.45)
< γ

(1.44)

6 2γ′,

îòêóäà lv′ 6 cardS(Tv′ , γ′) = 1 (ñì. ñâîéñòâî 3 â ëåììå 1.2.2).
Ïîëîæèì Au = {v′ ∈ V1(ũ) : lv′ > 1}. Èç ñîîòíîøåíèÿ card {v′ ∈ V1(ũ) : v′ <

w} 6 1 ñëåäóåò, ÷òî cardAu 6 1. Åñëè cardAu = 1, òî â êà÷åñòâå φ(u) áåðåì ýëåìåíò
ìíîæåñòâà Au (è â ñèëó äîêàçàííîãî âûïîëíåíî (1.50)). Åñëè Au = ∅, òî â êà÷åñòâå
φ(u) áåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà V1(ũ). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (1.49). Óòâåðæäåíèå (⋆) äîêàçàíî.

Èç (1.46) ñëåäóåò, ÷òî S(Tu′ , γ′) ⊂ S(T , γ′) äëÿ ëþáîãî u′ ∈ V1(û) è u′ > û
(1.47)

> v.
Çíà÷èò, åñëè lu′ > 1, òî u′ ∈ U .

Â ñèëó (1.46) è óñëîâèÿ u0 ∈ Ẽ,

l 6 2 +
∑

u′∈V1(û)

lu′ . (1.51)

Îöåíèì lu′ äëÿ êàæäîãî u′ ∈ V1(û) òàêîãî, ÷òî lu′ > 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
(1.49). Åñëè lφ(u′) 6 1, òî lu′ 6 k + 2. Ïóñòü lφ(u′) > 1. Òîãäà φ(u′) ∈ U . Ñíîâà
ïðèìåíèâ (1.49), ïîëó÷àåì, ÷òî lu′ 6 k + 1 + k + 1 + lφ(φ(u′)), ïðè ýòîì

Ψ(Tφ(φ(u′)))
(1.49)

6 Ψ(Tφ(u′))− γ′
(1.49)

6 Ψ(Tu′)− 2γ′
(1.44)

6 Ψ(Tu′)− γ.

Åñëè lφ(φ(u′)) > 1, òî φ(φ(u′))
(1.50)
< w, è Ψ(Tw) 6 Ψ(Tφ(φ(u′))). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïî ëåììå 1.2.2 (ñâîéñòâî 5), Ψ(Tw) > Ψ(Tv) − γ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå u′ > û
(1.47)

> v,
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

Ψ(Tv)− γ < Ψ(Tw) 6 Ψ(Tφ(φ(u′))) 6 Ψ(Tu′)− γ 6 Ψ(Tv)− γ.

Çíà÷èò, lφ(φ(u′)) 6 1, lu′ 6 2k + 3 è l
(1.51)

6 2 + k(2k + 3).
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Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.2.2, Ψ(T ) > 0. Òîãäà
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C(k) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå
Sn = S(T , Ψ(T )/n) äåðåâà T íà íå áîëåå, ÷åì C(k)n ïîääåðåâüåâ Tj òàêèõ, ÷òî
Ψ(Tj) 6 (k+2)Ψ(T )

n
äëÿ ëþáîãî j, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ cardV(Tj) > 2. Ïðè

ýòîì, íàéäåòñÿ òàêîå C1(k) > 0, ÷òî åñëè m 6 2n, òî êàæäûé ýëåìåíò Sn

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C1(k) ýëåìåíòàìè Sm.

1.3 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ îáëàñòè

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ðàçáèåíèå êóáà.
Ïóñòü Φ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

ïîäìíîæåñòâàõ Rd, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

Φ(A1) + Φ(A2) 6 Φ(A1 ∪ A2), ãäå A1, A2 ⊂ Rd íå ïåðåêðûâàþòñÿ; (1.52)

åñëè mesAn → 0, òî Φ(An) → 0 (n→ ∞). (1.53)

×åðåç R îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà K\K ′, ãäå K ∈ K, K ′ ∈ Ξ(K),
K ′ ̸= K.

Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿ Q(K, γ), P (K, γ) êóáà K.

Ëåììà 1.3.1. Äëÿ ëþáîãî γ > 0 è ëþáîãî K ∈ K òàêîãî, ÷òî Φ(K) > 3γ,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçáèåíèå Q(K, γ) = {R, ∆1, . . . , ∆2d} êóáà K íà
íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :

R ∈ R, ∆̂ :=
2d∪
j=1

∆j ∈ Ξ(K), ∆j ∈ Ξ1(∆̂), j = 1, . . . , 2d, (1.54)

Φ(∆̂) > Φ(K)− γ, (1.55)

Φ(∆j) 6 Φ(K)− γ. (1.56)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S ÷èñåë s ∈ Z+ òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò
êóá ∆s,γ

∗ ∈ Ξs(K), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

Φ(∆s,γ
∗ ) > Φ(K)− γ. (1.57)

Ìíîæåñòâî S êîíå÷íî â ñèëó ñîîòíîøåíèé Φ(K) > 3γ, (1.53) è (1.57) è ñîäåðæèò
0 (∆0,γ

∗ = K). Ïîëîæèì s∗ = maxS, ∆̂ = ∆s∗,γ
∗ , R = K\∆̂, {∆1, . . . , ∆2d} =

Ξ1(∆̂). Òîãäà ñâîéñòâî (1.54) âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ, íåðàâåíñòâî (1.55) ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ s∗ ∈ S, íåðàâåíñòâî (1.56) � èç óñëîâèÿ s∗ + 1 /∈ S. Ñóùåñòâîâàíèå Q(K, γ)
äîêàçàíî.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äðóãîå ðàçáèåíèå {R′, ∆′
1, . . . , ∆

′
2d
}

ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ∆̂′ =
∪2d

j=1 ∆
′
j, ∆̂

′ ̸= ∆̂. Èç (1.55) è (1.56) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àè

∆̂′ ∈ Ξ(∆̂) è ∆̂ ∈ Ξ(∆̂′) íåâîçìîæíû. Ïîýòîìó îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ∆̂ è ∆̂′ íå
ïåðåêðûâàþòñÿ. Òîãäà

Φ(K)
(1.52)

> Φ(∆̂) + Φ(∆̂′)
(1.55)
> 2Φ(K)− 2γ,

îòêóäà Φ(K) < 2γ � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ëåììà 1.3.2. Äëÿ ëþáûõ K ∈ K è γ > 0 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå P (K, γ) êóáà K
íà íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. åñëè ∆ ∈ P (K, γ), òî ∆ ∈ Ξ(K) èëè ∆ ∈ R;

2. Φ(∆) 6 3γ äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ P (K, γ), ïðè ýòîì åñëè ∆ ∈ R, òî Φ(∆) < γ;

3. åñëè ⌈Φ(K)γ−1⌉ 6 m ∈ Z+, òî ðàçáèåíèå P (K, γ) ñîäåðæèò íå áîëåå 1+2d(m−
3)+ ýëåìåíòîâ; â ÷àñòíîñòè, åñëè Φ(K) 6 3γ, òî P (K, γ) = {K};

4. åñëè R ∈ R∩P (K, γ), òî ñóùåñòâóåò êóá ∆ ∈ Ξ(K) òàêîé, ÷òî R ∈ Q(∆, γ)
è P (∆, γ) ⊂ P (K, γ);

5. åñëè ∆ ∈ Ξ(K), P (∆, γ) ⊂ P (K, γ), Φ(∆) > 3γ, òî äëÿ ëþáîãî êóáà ∆′ ∈
Q(∆, γ) âûïîëíåíî P (∆′, γ) ⊂ P (K, γ);

6. åñëè Φ(K) > 3γ, Q(K, γ) = {R, ∆1, . . . , ∆2d}, R = K\∆ ∈ R, ∆j ∈ Ξ1(∆),

1 6 j 6 2d, òî P (K, γ) = {R}∪
(
∪2d

j=1P (∆j, γ)
)
; åñëè Q(K, γ) = {∆1, . . . , ∆2d},

∆j ∈ Ξ1(K), 1 6 j 6 2d, òî P (K, γ) = ∪2d

j=1P (∆j, γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî m ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç Km = Km(γ) ìíîæåñòâî
êóáîâ K ∈ K òàêèõ, ÷òî ⌈Φ(K)γ−1⌉ = m. Ïóñòü òàêæå K′

m =
∪m
l=0 Kl, ò. å. K′

m = {K ∈
K: ⌈Φ(K)γ−1⌉ 6 m}.

Ðàçáèåíèå P (K, γ) ñòðîèòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì P (K, γ) = {K} äëÿ âñåõK ∈
K′

3. Ïóñòü P (K, γ) ñî ñâîéñòâàìè 1�6 ïîñòðîåíî äëÿ âñåõK ∈ K′
m−1,m > 4. Ïîñòðîèì

P (K, γ) äëÿ âñåõK ∈ Km. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèåQ(K, γ) = {R, ∆1, . . . , ∆2d}. Òîãäà
â ñèëó (1.56)

Φ(∆j)6Φ(K)− γ 6 mγ − γ = (m− 1)γ, ò. å. ∆j ∈ K′
m−1. (1.58)

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , 2d â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè îïðåäåëåíî
ðàçáèåíèå P (∆j, γ) = {∆j,k}16k6nj , óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì 1�6. Ïîëîæèì

P (K, γ) = {R} ∪ P (∆1, γ) ∪ . . . ∪ P (∆2d , γ) =
= {R, ∆j,k, j = 1, . . . , 2d, k = 1, . . . , nj}

(1.59)

(åñëè R = ∅, òî åãî â ðàçáèåíèå íå âêëþ÷àåì). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ P (K, γ) âûïîëíåíû
ñâîéñòâà 1�6. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè

Φ(∆j,k) 6 3γ, j = 1, . . . , 2d, k = 1, . . . , nj,

à åñëè ∆j,k ∈ R, òî Φ(∆j,k) < γ. Êðîìå òîãî,

Φ(R)
(1.52)

6 Φ(K)− Φ
( 2d∪
j=1

∆j

) (1.55)
< γ.

Çíà÷èò, âûïîëíåíî ñâîéñòâî 2.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè
çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: åñëè ∆ ∈ K è ⌈Φ(∆)γ−1⌉ 6 l ∈ Z+ (3 6 l 6 m− 1),
òî ðàçáèåíèå P (∆, γ) ñîäåðæèò íå áîëåå 1+2d(l−3) ýëåìåíòîâ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìû
äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

cardP (K, γ) = 1 +
2d∑
j=1

cardP (∆j, γ) 6 1 + 2d(m− 3) äëÿ K ∈ Km.

45



Òàê êàê ∆j ∈ K′
m−1 â ñèëó (1.58), òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

cardP (∆j, γ) 6 1 + 2d(m− 4) (m > 4). (1.60)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìíîæåñòâî òåõ j, äëÿ êîòîðûõ Φ(∆j) > 3γ, è ïóñòü θ = card J .
Åñëè θ = 0, òî P (∆j, γ) = {∆j} è cardP (K, γ) = 1 + 2d 6 1 + 2d(m − 3). Åñëè
θ = 1, J = {j′}, òî cardP (∆j′ , γ) 6 1 + 2d(m − 4) â ñèëó (1.60). Çíà÷èò, P (K, γ)
ñîäåðæèò íå áîëåå 1+(2d−1)+1+2d(m−4) = 1+2d(m−3) ýëåìåíòîâ. Ïóñòü θ > 2 è
mj = ⌊Φ(∆j)γ

−1⌋, j ∈ J . Òàê êàê ⌈Φ(∆j)γ
−1⌉ 6 mj+1, òî cardP (∆j, γ) 6 1+2d(mj−2)

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ïîñêîëüêó

∑
j∈J

mjγ 6 Φ(R) +
2d∑
j=1

Φ(∆j)
(1.52)

6 Φ(K) 6 mγ,

òî ∑
j∈J

mj 6 m. (1.61)

Çíà÷èò, ÷èñëî ýëåìåíòîâ P (K, γ) íå ïðåâîñõîäèò

1 + (2d − θ) +
∑
j∈J

(
1 + 2d(mj − 2)

)
= 1 + 2d − θ + θ(1− 2 · 2d) + 2d

∑
j∈J

mj

(1.61)

6 1 + 2d − 2 · 2dθ + 2dm 6 1 + 2d(m− 3).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî θ > 2. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 3
äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 6 ñðàçó ñëåäóåò èç (1.59).
Äîêàæåì ñâîéñòâî 4. Ïóñòü R′ ∈ R∩ P (K, γ). Òîãäà ëèáî R′ = R è â êà÷åñòâå ∆

ìîæíî âçÿòü K, ëèáî R′ ∈ P (∆j, γ) äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, . . . , 2d. Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò êóá ∆ ∈ Ξ(∆j) òàêîé, ÷òî R′ ∈ Q(∆, γ) è
P (∆, γ) ⊂ P (∆j, γ). Íî P (∆j, γ) = {∆j,k}16k6nj ⊂ P (K, γ) ïî ïîñòðîåíèþ, òàê ÷òî
P (∆, γ) ⊂ P (K, γ).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 5. Ïóñòü ∆ ∈ Ξ(K), Φ(∆) > 3γ è P (∆, γ) ⊂ P (K, γ), ∆′ ∈
Q(∆, γ). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî P (∆′, γ) ⊂ P (K, γ). Åñëè ∆ = K, òî ýòî ñëåäóåò
èç (1.59). Åñëè ∆ ̸= K, òî ∆ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ R è ïîýòîìó ∆ ⊂ ∪2d

j=1∆j. Åñëè
∆ ∈ Ξ(∆j) äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , 2d}, òî ñíîâà â ñèëó (1.59) ïîëó÷àåì, ÷òî
P (∆, γ) ⊂ P (∆j, γ). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, P (∆′, γ) ⊂ P (∆j, γ) ⊂ P (K, γ).
Åñëè ∆ = ∪2d

j=1∆j, òî Q(∆, γ) = {∆j}2
d

j=1. Â ñàìîì äåëå, èíà÷å Q(∆, γ) ñîäåðæèò
ýëåìåíò R′ ∈ R. Îòìåòèì, ÷òî ∆ ∈ K′

m. Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà 6, R′ ∈
P (∆, γ) ⊂ P (K, γ) � ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.59). Èòàê, ∆′ = ∆j äëÿ íåêîòîðîãî j è îïÿòü
P (∆j, γ) ⊂ P (K, γ) â ñèëó (1.59).

Ëåììà 1.3.3. Ïóñòü K ∈ K, Φ(K) > 0, n ∈ N, Tn = Tn(K) := P (K, n−1Φ(K)).
Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ Tn íå ïðåâîñõîäèò 2dn;

2. äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ Tn âûïîëíåíî Φ(∆) 6 3n−1Φ(K);

3. ëþáîé ýëåìåíò Tn ïðèíàäëåæèò Ξ(K) èëè R;
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4. ñóùåñòâóåò C(d) ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè l 6 2m (l, m ∈ N) ëþáîé ýëåìåíò
ðàçáèåíèÿ Tm ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C(d) ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ Tl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1, 2 è 3 ñëåäóþò èç óòâåðæäåíèé 1, 2 è 3 ëåììû 1.3.2
äëÿ ðàçáèåíèÿ P (K, n−1Φ(K)).

Äîêàæåì ñâîéñòâî 4.
Äëÿ êàæäîãî ∆ ∈ Ξ(K) ïîñòðîèì êóá K∆ ñî ñâîéñòâàìè:

(a) ∆ ⊂ K∆;
(b) P

(
K∆, l

−1Φ(K)
)
⊂ Tl = P

(
K, l−1Φ(K)

)
;

(c) åñëè Φ(K∆) > 3l−1Φ(K), òî íè îäèí èç êóáîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçáèåíèþ
Q
(
K∆, l

−1Φ(K)
)
, íå ñîäåðæèò ∆.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êóáîâ K ′ ∈ Ξ(K) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(a′) ∆ ⊂ K ′;
(b′) P

(
K ′, l−1Φ(K)

)
⊂ Tl.

Ýòî ñåìåéñòâî íåïóñòî (òàê êàê ñîäåðæèò K) è êîíå÷íî. Â êà÷åñòâå K∆ âîçüìåì
åãî ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò. Ñâîéñòâà (a) è (b) òîãäà âûïîëíåíû
àâòîìàòè÷åñêè. Ñâîéñòâî (c) äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü Φ(K∆) > 3l−1Φ(K) è
êóá ∆′ ∈ Q

(
K∆, l

−1Φ(K)
)
ñîäåðæèò ∆. Â ñèëó ñâîéñòâà 5 ðàçáèåíèÿ P (K, l−1Φ(K))

P (∆′, l−1Φ(K)) ⊂ P (K, l−1Φ(K)),

ò. å. ∆′ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (a′) è (b′) è K∆ � íå ìèíèìàëüíûé.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò Tm ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè k ýëåìåíòîâ Tl,

òî îí ïåðåêðûâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ k ýëåìåíòàìè Tl.
Ïóñòü ∆ ∈ Tm ÿâëÿåòñÿ êóáîì. Åñëè Φ(K∆) 6 3l−1Φ(K), òî K∆ ∈ Tl.
Ïóñòü Φ(K∆) > 3l−1Φ(K). Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Q

(
K∆, l

−1Φ(K)
)
, ñîñòîÿùåå

èç êóáîâ ∆j, j = 1, . . . , 2d, è ìíîæåñòâà R ∈ R. Â ñèëó ñâîéñòâà 6, R ∈
P (K∆, l

−1Φ(K)) ⊂ Tl. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

• ∆′ :=
∪2d

j=1 ∆j è ∆ íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Òîãäà ∆ ⊂ R ∈ Tl, ïîýòîìó ∆
ïåðåêðûâàåòñÿ ðîâíî ñ îäíèì ýëåìåíòîì Tl.

• ∆ ⊂ ∆′, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå. Òîãäà ∆ ⊂ ∆j äëÿ íåêîòîðîãî j, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ K∆, ò. å. ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

• ∆ ⊃ ∆′. Òîãäà ∆\∆′ ⊂ R ∈ Tl. Äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , 2d èìååì Φ(∆j) 6
Φ(∆) 6 3m−1Φ(K) 6 6l−1Φ(K) (òàê êàê m > l/2). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ëåììû 2,
ðàçáèåíèå P

(
∆j, l

−1Φ(K)
)
ñîäåðæèò íå áîëåå 1 + 2d · 3 6 2d+2 ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, ∆

ïåðåêðûâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ 1 + 2d · 2d+2 ýëåìåíòàìè Tl.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé êóá èç Tm ïåðåêðûâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ 1 + 2d · 2d+2

ýëåìåíòàìè Tl.
Ïóñòü R ∈ R ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ðàçáèåíèÿ Tm. Â ñèëó ñâîéñòâà 4 ðàçáèåíèÿ

P
(
K, m−1Φ(K)

)
, ñóùåñòâóåò êóá ∆ òàêîé, ÷òî R ∈ Q

(
∆, m−1Φ(K)

)
è ýëåìåíòû

P
(
∆, m−1Φ(K)

)
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè Tm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆j (j = 1, . . . , 2d) êóáû

èç Q
(
∆, m−1Φ(K)

)
.

Ïóñòü Φ(K∆) 6 3l−1Φ(K). Òîãäà K∆ ∈ Tl, è ∆ ïåðåêðûâàåòñÿ ðîâíî ñ îäíèì
ýëåìåíòîì Tl.

Ïóñòü Φ(K∆) > 3l−1Φ(K). Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ Q
(
K∆, l

−1Φ(K)
)
÷åðåç

∆′
j, j = 1, . . . , 2d, è R′ ∈ R. Èç ñâîéñòâ 5 è 6 ðàçáèåíèÿ P

(
K∆, l

−1Φ(K)
)
ïîëó÷àåì

R′ ∈ Tl è

P
(
∆′
j, l

−1Φ(K)
)
⊂ Tl. (1.62)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó èìååì òðè ñëó÷àÿ:
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• ∆ ⊂ R′ ∈ Tl, ò. å. ∆ ïåðåêðûâàåòñÿ ðîâíî ñ îäíèì ýëåìåíòîì Tl;
• ∆ ⊂ ∆′

j äëÿ íåêîòîðîãî j; ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
K∆;

• ∆ ⊃
∪2d

j=1 ∆
′
j.

Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Äëÿ êàæäîãî ∆′
j åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

• ∆′
j è
∪2d

i=1 ∆i íå ïåðåêðûâàþòñÿ;

• ∆′
j ⊂

∪2d

i=1 ∆i;

• ∆′
j ⊃

∪2d

i=1 ∆i (ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå).
Îöåíèì ÷èñëî ýëåìåíòîâ Tl, ïåðåêðûâàþùèõñÿ ñ ∆′

j ∩ R. Â ïåðâîì ñëó÷àå ∆′
j ⊂ R,

ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ëåììû 1.3.2

Φ(∆′
j) 6 m−1Φ(K)

l62m

6 3l−1Φ(K),

îòêóäà ∆′
j ∈ Tl. Çíà÷èò, ∆′

j ∩ R ïåðåêðûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ýëåìåíòîì Tl.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ∆′

j ∩ R = ∅. Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé (îí âîçìîæåí íå áîëåå,
÷åì äëÿ îäíîãî êóáà ∆′

j). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(∆′
j) > 3l−1Φ(K) (èíà÷å ∆′

j ∈ Tl).
Èç (1.55), íåðàâåíñòâà l 6 2m è âêëþ÷åíèÿ ∆ ⊃ ∆′

j ñëåäóåò, ÷òî

Φ
( 2d∪
i=1

∆i

)
> Φ(∆)−m−1Φ(K) > Φ(∆′

j)− 2l−1Φ(K). (1.63)

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ Q
(
∆′
j, l

−1Φ(K)
)
÷åðåç ∆′

j,s, s = 1, . . . , 2d, è R′
j ∈ R.

Â ñèëó ñâîéñòâà 6 ðàçáèåíèÿ P
(
∆′
j, l

−1Φ(K)
)
è âêëþ÷åíèÿ (1.62) âûïîëíåíî R′

j ∈ Tl.
Çàôèêñèðóåì s. Åñëè ∆′

j,s ⊂ R, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ëåììû 1.3.2

Φ(∆′
j,s) 6 Φ(R) 6 m−1Φ(K)

l62m

6 3l−1Φ(K), ïîýòîìó ∆′
j,s ∈ Tl.

Åñëè ∆′
j,s ⊂

∪2d

i=1 ∆i, òî ∆′
j,s ∩ R = ∅. Ïóñòü ∆′

j,s ⊃
∪2d

i=1 ∆i è âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãèì. Òàê êàê Φ(∆′
j,s)

(1.56)

6 Φ(∆′
j)− l−1Φ(K), òî èç (1.63) ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ
( 2d∪
i=1

∆i

)
> Φ(∆′

j,s)− l−1Φ(K). (1.64)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∆′
j,s ∩ R ñîäåðæèòñÿ â ýëåìåíòå Tl. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü S1 =

{s ∈ {1, . . . , 2d} : ∆′
j,s ∈ Tl}. Äëÿ s ∈ S1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü s /∈ S1.

Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5 ëåììû 1.3.2

P
(
∆′
j,s, l

−1Φ(K)
)
⊂ P

(
∆′
j, l

−1Φ(K)
)
⊂ P

(
K∆, l

−1Φ(K)
)
⊂ Tl. (1.65)

Ïîýòîìó Φ(∆′
j,s) > 3l−1Φ(K), èíà÷å P

(
∆′
j,s, l

−1Φ(K)
)

= {∆′
j,s} è ∆′

j,s ∈ Tl.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Q

(
∆′
j,s, l

−1Φ(K)
)
, ñîñòîÿùåå èç êóáîâ ∆′

j,s,t, t = 1, . . . , 2d,
è äîïîëíåíèÿ R′

j,s ∈ R. Â ñèëó (1.65) è ñâîéñòâà 6 ðàçáèåíèÿ P
(
∆′
j,s, l

−1Φ(K)
)

âûïîëíåíî R′
j,s ∈ Tl. Äîêàæåì, ÷òî ∆′

j,s ∩R ⊂ R′
j,s. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü

âêëþ÷åíèå
∪2d

i=1 ∆i ⊃
∪2d

t=1 ∆
′
j,s,t. Åñëè îíî íå âûïîëíåíî, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

•
∪2d

i=1 ∆i ⊂ ∆′
j,s,t∗ äëÿ íåêîòîðîãî t∗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî t èìååì

Φ(∆′
j,s,t) 6 Φ(∆′

j,s) − l−1Φ(K)
(
â ñèëó (1.56) äëÿ Q(∆′

j,s, l
−1Φ(K))

)
, òàê ÷òî

Φ
(∪2d

i=1 ∆i

)
6 Φ(∆′

j,s)− l−1Φ(K), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.64).
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•
∪2d

i=1 ∆i ⊂ R′
j,s. Òîãäà

l−1Φ(K) > Φ(R′
j,s) > Φ

( 2d∪
i=1

∆i

) (1.64)
> Φ(∆′

j,s)− l−1Φ(K),

îòêóäà Φ(∆′
j,s) 6 2l−1Φ(K), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Φ(∆′

j,s) > 3l−1Φ(K).
Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ∆′

j,s ∩ R ⊂ R′
j,s ∈ Tl. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R

ïåðåêðûâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ 1 + 2d + 2d ýëåìåíòàìè Tl: R′, ∆′
ν (ν ̸= j), R′

j,
∆′
j,s (s ∈ S1), R′

j,s (s /∈ S1).
Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîõîæåå ðàçáèåíèå áûëî ïîñòðîåíî â [83]. Äëÿ íåãî áûëè äîêàçàíû
ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿì 1�3 ëåììû 1.3.3 (ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè
â îöåíêàõ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ è âåëè÷èíû Φ(∆)). Êðîìå òîãî, ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ Φ â [10] ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå íà êóáû ñî
ñâîéñòâàìè 1�3 (òàêæå ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè.
Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Φ è Ψ. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, Ω ∈

FC(a), α1, . . . , αl∗ > 0,
l∗∑
j=1

αj = 1, µ1, . . . , µl∗ � êîíå÷íûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå

ìåðû íà Ω. Èç òåîðåìû Ðàäîíà � Íèêîäèìà è àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà
Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî

µj(A) → 0 ïðè mesA→ 0. (1.66)

Äëÿ èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà A ⊂ Rd ïîëîæèì

Φ(A) =
l∗∏
j=1

(µj(A ∩ Ω))αj . (1.67)

Èç (1.66) è óñëîâèÿ αj > 0 ñëåäóåò (1.53). Äàëåå, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

l∗∏
j=1

(bj + cj)
αj >

l∗∏
j=1

b
αj
j +

l∗∏
j=1

c
αj
j , bj > 0, cj > 0, (1.68)

îòêóäà ñëåäóåò (1.52).
Ïóñòü T è F � äåðåâî è îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1.3.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : 2V(T ) → R+ ïî ôîðìóëå

Ψ(W) = Φ (∪v∈WF (v)) , W ⊂ V(T ). (1.69)

Èç (1.52) ñëåäóåò (1.29). Äîêàæåì (1.30). Ïóñòü {vj}j∈N ⊂ V(T ), v1 < · · · < vn < . . . .
Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî mvn →

n→∞
∞. Çíà÷èò, mesF (vn) →

n→∞
0, è â ñèëó (1.28) ïîëó÷àåì

mesΩTvn ,F →
n→∞

0. Ïîýòîìó (1.30) ñëåäóåò èç (1.53).

Òåîðåìà 1.3.1. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé {Bn,m}m∈Z+

îáëàñòè Ω ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. cardBn,m .
d

2mn;

2. åñëè E ∈ Bn,m, òî
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(a) ëèáî E = ΩT ′,F äëÿ íåêîòîðîãî ïîääåðåâà T ′ ⊂ T , ëèáî E ⊂ F (w) äëÿ
íåêîòîðîé âåðøèíû w ∈ V(T ) è E ∈ Ξ(F (w)) ∪R;

(b) Φ(E) .
d

Φ(Ω)
2mn

;

3. íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C∗(d) òàêàÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò Bn,m ïåðåêðûâàåòñÿ ñ
íå áîëåå, ÷åì C∗(d) ýëåìåíòàìè Bn,m±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî Φ(Ω) > 0 (èíà÷å ïîëàãàåì Bn,m = {ΩT ,F}). Èç (1.27)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V(T ) âûïîëíåíî cardV1(T ) .

d

1. Ïî ñëåäñòâèþ

1.2.1, äëÿ ëþáûõ n ∈ N, m ∈ Z+ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå S2mn = {T m,n
j }j∗(m,n)j=1 äåðåâà

T ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. T m,n
j ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì;

2. j∗(m, n) .
d

2mn;

3. åñëè cardV(T m,n
j ) > 2, òî Ψ(T m,n

j ) .
d

Ψ(T )
2mn

;

4. ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà Ĉ(d) > 0 òàêàÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò S2mn ïåðåñåêàåòñÿ ñ
íå áîëåå, ÷åì Ĉ(d) ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ S2m±1n.

Îáîçíà÷èì

Jm,n =

{
j ∈ 1, j∗(m, n) : cardV(T m,n

j ) = 1, Ψ(T m,n
j ) > Ψ(T )

2mn

}
. (1.70)

Ïóñòü j ∈ Jm,n, V(T m,n
j ) = {vm,nj }. Ïîëîæèì ∆m,n

j := F ({vm,nj }),

lj,m,n =

⌈
2mnΦ(∆m,n

j )

Φ(Ω)

⌉
. (1.71)

Òîãäà∑
j∈Jm,n

lj,m,n 6 j∗(m, n) +
∑
j∈Jm,n

2mnΦ(∆m,n
j )

Φ(Ω)

(1.52)

6 j∗(m, n) + 2mn .
d

2mn. (1.72)

Ïóñòü Tlj,m,n(∆
m,n
j ) � ðàçáèåíèå êóáà ∆m,n

j , ïîñòðîåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé
1.3.3. Ïîëîæèì

Bn,m = {ΩT m,nj ,F}j /∈Jm,n
∪ ∪

j∈Jm,n

Tlj,m,n(∆
m,n
j )

 .

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 1:

cardBn,m 6 j∗(m, n) +
∑
j∈Jm,n

2dlj,m,n
(1.72)

.
d

2mn.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 2. Ïóíêò a) ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ è ïóíêòà 3 ëåììû 1.3.3.
Ïðîâåðèì ïóíêò b). Ïóñòü E = ΩT m,nj ,F , ãäå j /∈ Jm,n. Èç ñâîéñòâà 3 ðàçáèåíèÿ
S2mn è îïðåäåëåíèÿ Jm,n ïîëó÷àåì

Φ(E)
(1.2)
= Φ

(
∪v∈V(T m,nj )F (v)

)
(1.69)
= Ψ(T m,n

j ) .
d

Ψ(T )

2mn

(1.69)
=

Φ(Ω)

2mn
. (1.73)
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Ïóñòü E ∈ Tlj,m,n(∆
m,n
j ) äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Jm,n. Èç ïóíêòà 2 ëåììû 1.3.3 ñëåäóåò,

÷òî
Φ(E) 6 3l−1

j,m,nΦ(∆
m,n
j )

(1.71)

6 3Φ(Ω)

2mn
.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 3. Ïóñòü E = ΩT m,nj ,F , j /∈ Jm,n. Îáîçíà÷èì

I±j = {i ∈ Jm±1,n : vm±1,n
i ∈ V(T m,n

j )}. (1.74)

Òîãäà

card I±j · Ψ(T )

2mn

(1.70)

6 2
∑
i∈I±j

Ψ({vm±1,n
i })

(1.29)

6 2Ψ(T m,n
j )

(1.73)

.
d

Ψ(T )

2mn
,

ïîýòîìó

card I±j .
d

1. (1.75)

Çíà÷èò, â ñèëó ïóíêòà 1 ëåììû 1.3.3 è ñâîéñòâà 4 ðàçáèåíèÿ S2mn,

card {E ′ ∈ Bn,m±1 : (intE ′) ∩ (intE) ̸= ∅} 6 Ĉ(d) +
∑
i∈I±j

2dli,m±1,n

(1.71)

6

6 Ĉ(d) + 2d
∑
i∈I±j

(
2m±1nΦ(∆m±1,n

i )

Φ(Ω)
+ 1

)
(1.69),(1.75)

.
d

. 1 +
∑
i∈I±j

2m±1nΨ({vm±1,n
i })

Ψ(T )

(1.29),(1.74)

.
d

1 +
2m±1nΨ(T m,n

j )

Ψ(T )

(1.73)

.
d

1.

Ïóñòü E ∈ Tlj,m,n(∆
m,n
j ) äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Jm,n è E ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå ìåíåå, ÷åì

äâóìÿ ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ Bn,m±1. Òîãäà ∆
m,n
j = ∆m±1,n

i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ Jm±1,n,
è

card {E ′ ∈ Bn,m±1 : (intE ′) ∩ (intE) ̸= ∅} =
= card {E ′ ∈ Tli,m±1,n

(∆m±1,n
i ) : (intE ′) ∩ (intE) ̸= ∅} =

= card {E ′ ∈ Tli,m±1,n
(∆m,n

j ) : (intE ′) ∩ (intE) ̸= ∅} 6 C(d)

â ñèëó ïóíêòà 4 ëåììû 1.3.3, îïðåäåëåíèÿ lj,m,n è li,m±1,n è íåðàâåíñòâà ⌈2a⌉ 6 2⌈a⌉.

1.4 Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó s-÷èñåë

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 1 è âåðõíþþ îöåíêó s-÷èñåë èç òåîðåìû 2.
Â [47, 48] áûëî ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà

îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Äæîíà, ÷åðåç åå ïðîèçâîäíûå r-ãî ïîðÿäêà.
Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà
íåêîòîðîì øàðå, è çàòåì áîëåå ïîäðîáíî ïðîâåäåì íåêîòîðûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà
èç [47,48].

Â [47] äàíî ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ Äæîíà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè ñóùåñòâóþò
0 < ρ < R è x∗ ∈ Ω òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω íàéäåòñÿ êðèâàÿ γx ñî ñâîéñòâàìè
1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ 1, ïðè ýòîì T (x) 6 R è äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)] âûïîëíåíî

dist (γx(t), ∂Ω) >
ρ

T (x)
t. (1.76)
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Ïðîâåðèì ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 1.4.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè îáëàñòü Ω
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.4.1, òî Ω ∈ FC(a) äëÿ a < ρ

R
.

Îáðàòíî, ïóñòü Ω ∈ FC(a). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a < 1.
Ïóñòü R0 = dist (x∗, ∂Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω âûïîëíåíî a ·T (x) 6 R0. Ïîëîæèì

R =
R0

a
, ρ =

aR0

2
. (1.77)

Ïðîâåðèì (1.76). Åñëè T (x) > R0

2
, òî

dist (γx(t), ∂Ω) > at =
2ρ

R0

t > ρ

T (x)
t.

Åñëè T (x) < R0

2
, òî |γx(t)− x∗| < R0

2
äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)], ïîýòîìó

dist (γx(t), ∂Ω) >
R0

2
> aR0

2
· t

T (x)
=

ρ

T (x)
t.

Çàìåòèì, ÷òî

ρ

R
=
a2

2
. (1.78)

Òåîðåìà D. [47, 48]. Ïóñòü Ω ∈ FC(a), òî÷êà x∗ è êðèâûå γx � èç îïðåäåëåíèÿ
1, R0 = dist (x∗, ∂Ω), r ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ôóíêöèè Hβ : Ω ×
Ω → R, β = (β1, . . . , βd) ∈ Zd+, |β| = r, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω âûïîëíåíî
suppHβ(x, ·) ⊂ ∪t∈[0, T (x)]Bat(γx(t)), |Hβ(x, y)| .

a,d,r

|x − y|r−d è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ C∞(Ω), f |BR0/2
(x∗) = 0, âûïîëíåíî

f(x) =
∑
|β|=r

∫
Ω

Hβ(x, y)∇βf(y) dy. (1.79)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a < 1. Èç ôîðìóë (5.10), (5.14), (5.20) è (5.22) ðàáîòû [47]
ñëåäóåò, ÷òî

f(x) =

∫
Bρ̂(x∗)

f(y)θ(y − x∗) dy +
d∑
j=1

∫
Ω

Hj(x, y)
∂f

∂yj
(y) dy,

ãäå θ(·) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â øàðå Bρ̂(0), ρ̂ = ρ

2(1+
√
d)

(1.77)
=

aR0

4(1+
√
d)

6 R0

2
, Hj(x, y) =

∑
ν∈N

ων(x)Hj,ν(x, y), ων � íåêîòîðîå ãëàäêîå ðàçáèåíèå

åäèíèöû, à èçìåðèìûå ôóíêöèè Hj,ν èìåþò âèä

Hj,ν(x, y) =

T (x)∫
0

ψj,ν(x, y, t)θ

(
R
y − γx(t)

t

)
dt

(âèä ôóíêöèé ψj,ν îïðåäåëåí â ôîðìóëå (5.14)); ïðè ýòîì,

|Hj(x, y)| .
d

(
R

ρ

)d
|x− y|1−d (1.78)

=

(
2

a2

)d
|x− y|1−d. (1.80)
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Òàê êàê ρ̂ 6 R0

2
, òî â ñëó÷àå f |BR0/2

(x∗) = 0 ïîëó÷àåì

f(x) =
d∑
j=1

∫
Ω

Hj(x, y)
∂f

∂yj
(y) dy. (1.81)

Åñëè |y − γx(t)| > at äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)], òî â ñèëó a < 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

|y − γx(t)| >
a2

4(1 +
√
d)
t
(1.77),(1.78)

=
ρ̂

R
t;

òàê êàê supp θ ⊂ Bρ̂(0), òî Hj,ν(x, y) = 0. Çíà÷èò, suppHj(x, ·) ⊂ ∪t∈[0, T (x)]Bat(γx(t)).
Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ∈ N â

ñîîòâåòñòâèè ñ [48]. Ïóñòü

φ(x, ξ) =
∑

|β|6r−1

(x− ξ)β

β!
∇βf(ξ).

Òîãäà, åñëè f |BR0/2
(x∗) = 0, òî φ(x, ·)|BR0/2

(x∗) = 0, è â ñèëó (1.81) ïîëó÷àåì

φ(x, ξ) =
d∑
j=1

∫
Ω

Hj(ξ, y)
∂φ

∂yj
(x, y) dy.

Ïîäñòàâèâ ξ = x, ïîëó÷èì

f(x) =
d∑
j=1

∫
Ω

Hj(x, y)
∂φ

∂yj
(x, y) dy.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó (5) èç ðàáîòû [48]:

∂φ

∂yj
(x, y) =

∑
|β|=r−1

(x− y)β

β!
∇β+δjf(y),

ãäå δj = (δj,1, . . . , δj,d), δj,i � ñèìâîë Êðîíåêåðà, è ó÷åñòü (1.80).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [49]; ñì. òàêæå [143, ñòð. 566] è îáîáùåíèÿ ýòîãî
ðåçóëüòàòà â [63,64], è [41, ñòð. 51].

Òåîðåìà E. [49]. Ïóñòü 1 < p̃ < q̃ <∞, d ∈ N, r > 0, r
d
+ 1

q̃
− 1

p̃
= 0,

Tf(x) =

∫
Rd

f(y)|x− y|r−d dy.

Òîãäà îïåðàòîð T : Lp̃(Rd) → Lq̃(Rd) îãðàíè÷åí.

Èç òåîðåì D, E, íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è ðåçóëüòàòîâ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [50]
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà F. [47�49]. Ïóñòü Ω ∈ FC(a), r ∈ N, 1 < p 6 ∞, 1 6 q <∞, r
d
+ 1

q
− 1

p
> 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð P : Lq(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p (Ω)

∥f − Pf∥Lq(Ω) .
p,q,r,d,a

(mesΩ)
δ
d∥∇rf∥Lp(Ω). (1.82)

Åñëè 1 6 k 6 r − 1, 1 6 qk <∞, r−k
d

+ 1
qk

− 1
p
> 0, òî

∥∇k(f − Pf)∥Lqk (Ω) .
p,q,r,d,a

(mesΩ)
r−k
d

+ 1
qk

− 1
p∥∇rf∥Lp(Ω). (1.83)
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Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà:(
n∑
i=1

xsi

)1/s

6
(

n∑
i=1

xti

)1/t

, 0 < t 6 s <∞, xi > 0, 1 6 i 6 n, (1.84)

(
n∑
i=1

xsi

)1/s

6 n
1
s
− 1
t

(
n∑
i=1

xti

)1/t

, 0 < s 6 t <∞, xi > 0, 1 6 i 6 n. (1.85)

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Äëÿ ëþáîãî êóáà ∆ ∈ Θ(Ω) è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ∆ âûïîëíåíî

g̃(x)

g̃(y)
≍
c0,d

1,
ṽ(x)

ṽ(y)
≍
c0,d

1. (1.86)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè g̃ (äëÿ ṽ äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íîå). Â ñèëó (11) è (12), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, y ∈ ∆
âûïîëíåíî dist (x, Γ′) ≍

d
dist (y, Γ′). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dist (x, Γ′) = dist (∆, Γ′).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó C, ïîëó÷àåì

dist (∆, Γ′) 6 dist (y, Γ′) 6 dist (∆, Γ′) + diam∆ .
d

. dist (∆, Γ′) + dist (∆, ∂Ω) 6 2dist (∆, Γ′).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χE õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ E.

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü E ⊂ Rd, {Ek}k∈Z � ñèñòåìà èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ â
E, Ek ⊃ Ek+1 äëÿ ëþáîãî k ∈ Z, ∩k∈ZEk = ∅, ∪k∈ZEk = E. Ïóñòü ìíîæåñòâî
G ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì â ïðîñòðàíñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå E è ñîäåðæèò ôóíêöèè χEk , k ∈ Z; ïóñòü ôóíêöèè
F : G → R+ ∪ {+∞}, F0 : G → R+ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. F, F0 � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà 1;

2. ôóíêöèÿ F− F0 âûïóêëà;

3. åñëè g1 6 g2 ï.â., òî F0(g1) 6 F0(g2);

4. äëÿ ëþáîãî k ∈ Z âûïîëíåíî F(χEk) 6 F0(χEk);

5. åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ E ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(x) âîçðàñòàåò, g(x) =
lim
n→∞

gn(x), g ∈ G, òî F(gn) → F(g) ïðè n→ ∞.

Ïóñòü f ∈ G, f |Ek\Ek+1
= ck > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck}k∈Z âîçðàñòàåò. Òîãäà

F(f) 6 F0(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn, òàêàÿ ÷òî

fn(x) →
n→∞

f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ E è fn =
mn∑
j=1

λj,nχEkj,n , λj,n > 0. Â ñèëó ñâîéñòâ 1, 2 è

4, F(fn) 6 F0(fn). Èç ñâîéñòâ 3 è 5 ïîëó÷àåì F0(f) > F0(fn) > F(fn) →
n→∞

F(f).
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Ëåììà 1.4.2. Ïóñòü r, d ∈ N, Ω ∈ FC(a) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd, 1 < p̃ 6 ∞,
1 6 q̃ < ∞, 1

κ̃ = r
d
+ 1

q̃
− 1

p̃
> 0, ôóíêöèè g̃, ṽ : Ω → R+ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

òåîðåìû 1. Ïóñòü T , F : V(T ) → Θ(Ω) � äåðåâî è îòîáðàæåíèå èç òåîðåìû 1.1.1,
T̃ � ïîääåðåâî â T , Ω̃ = ΩT̃ ,F . Òîãäà W

r
p̃,g̃(Ω̃) ⊂ Lq̃,ṽ(Ω̃) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð P : Lq̃,ṽ(Ω̃) → (Pr−1(Ω̃), ∥·∥Lq̃, ṽ(Ω̃)) òàêîé, ÷òî äëÿ äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ W r
p̃,g̃(Ω̃)

∥f − Pf∥Lq̃,ṽ(Ω̃) .
p̃,q̃,r,d,a,c0

∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

. (1.87)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.1.1, Ω̃ ∈ FC(b∗), ãäå b∗ = b∗(a, d) > 0. Ïóñòü γx :
[0, T (x)] → Ω̃ � êðèâûå èç îïðåäåëåíèÿ 1, γx(T (x)) = x∗. Èç ïóíêòà 3 òåîðåìû 1.1.1
ñëåäóåò, ÷òî γx ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

∪t∈[0, T (x)]Bb∗t(γx(t)) ⊂ Ω̃6F (ξ), åñëè x ∈ F (ξ) (1.88)

(ñì. îáîçíà÷åíèå (1.3)) è x∗ � öåíòð êóáà F (ξ∗), ãäå ξ∗ � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà
äåðåâà T̃ .

Ìíîæåñòâî C∞(Ω) ∩W r
p̃,g̃(Ω) ïëîòíî â W

r
p̃,g̃(Ω) (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â

íåâåñîâîì ñëó÷àå, ñì., íàïðèìåð, [41], ñòð. 16).1 Çíà÷èò, (1.87) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Øàã 1. Ïóñòü R0 = dist∥·∥∞(x∗, ∂Ω̃). Òàê êàê âåðøèíû êóáà F (ξ∗) ïðèíàäëåæàò
∂Ω̃ (ñì. (1.2)), òî BR0(x∗) ⊂ F (ξ∗). Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî

g̃(x)

g̃(y)
≍
c0, d

1,
ṽ(x)

ṽ(y)
≍
c0, d

1, x, y ∈ B3R0/4(x∗). (1.89)

Äîêàæåì, ÷òî (1.87) ñëåäóåò èç îöåíêè

∥f∥Lq̃,ṽ(Ω̃) .
p̃,q̃,r,d,a,c0

∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

, f ∈ C∞(Ω), f |BR0/2
(x∗) = 0. (1.90)

Èç òåîðåìû F ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P :
Lq̃,ṽ(Ω̃) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî åñëè r − k + d

q̃k
− d

p̃
> 0, òî

∥∇k(f − Pf)∥Lq̃k (B3R0/4
(x∗)) .

p̃,q̃,r,d

R
r−k+ d

q̃k
− d
p̃

0 ∥∇rf∥Lp̃(B3R0/4
(x∗)), 0 6 k 6 r − 1 (1.91)

(ñì. îöåíêè (1.82) è (1.83)). Îòîáðàæåíèå P ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì: áåðåòñÿ îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(B3R0/4(x∗)), çàòåì
îí ïðîäîëæàåòñÿ íà L1(B3R0/4(x∗)) ïî íåïðåðûâíîñòè (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê
ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè íà øàðå) è ïîñëå ýòîãî ñóæàåòñÿ íà
Lq̃,ṽ(B3R0/4(x∗)) (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ (1.89)). Çàòåì áåðåòñÿ êîìïîçèöèÿ ñ îïåðàòîðîì
ïðîäîëæåíèÿ ïîëèíîìà íà Ω̃ (ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ñíîâà áóäåò íåïðåðûâåí, òàê
êàê âåñ ṽ ïî óñëîâèþ òåîðåìû îãðàíè÷åí).

Ïóñòü ψ0 : Rd → [0, 1], ψ0 ∈ C∞(Rd), suppψ0 ⊂ B3/4(0), ψ0|B1/2(0) = 1, ψ(x) =

ψ0

(
x−x∗
R0

)
. Òîãäà

∥ψ(f − Pf)∥Lq̃(Ω̃) 6 ∥f − Pf∥Lq̃(B3R0/4
(x∗))

(1.91)

.
p̃,q̃,r,d

R
r+ d

q̃
− d
p̃

0 ∥∇rf∥Lp̃(B3R0/4
(x∗)). (1.92)

1Çäåñü ïîä C∞(Ω) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ãëàäêèõ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω,
íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðîäîëæàþùèõñÿ äî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà âñåì Rd.
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Â ñèëó (1.89) è ðàâåíñòâà 1
κ̃ = r

d
+ 1

q̃
− 1

p̃
,

∥f − Pf∥Lq̃,ṽ(Ω̃) 6 ∥ψ(f − Pf)∥Lq̃,ṽ(Ω̃) + ∥(1− ψ)(f − Pf)∥Lq̃,ṽ(Ω̃)

(1.89),(1.90),(1.92)

.
p̃,q̃,r,d,a,c0

. ∥g̃ṽ∥Lκ̃(B3R0/4
(x∗))

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(B3R0/4

(x∗))

+

+∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

∥∥∥∥∇r[(1− ψ)(f − Pf)]

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

6

6 ∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

(
2

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

+

∥∥∥∥∇r[ψ(f − Pf)]

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(B3R0/4

(x∗))

)
.

p̃,r,d,ψ0

. ∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

2

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

+
r∑

k=0

Rk−r
0

∥∥∥∥∇k(f − Pf)

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(B 3R0

4

(x∗))


(1.91),(1.89)

.
p̃,r,d,c0

∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(Ω̃)

.

Øàã 2. Ïóñòü f ∈ C∞(Ω), f |BR0/2
(x∗) = 0, φ(x) = |∇rf(x)|

g̃(x)
. Èç òåîðåìû D ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω̃ íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî

Gx ⊂ ∪t∈[0, T (x)]Bb∗t(γx(t)) (1.93)

òàêîå, ÷òî {(x, y) ∈ Ω̃× Ω̃ : y ∈ Gx} èçìåðèìî (ýòî ñëåäóåò èç èçìåðèìîñòè ôóíêöèé
Hβ) è

|f(x)|
(1.79)

.
r,d,a

∫
Gx

|x− y|r−dg̃(y)φ(y) dy.

Òåì ñàìûì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.90) äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó∫̃
Ω

ṽq̃(x)

(∫
Gx

|x− y|r−dg̃(y)φ(y) dy

)q̃

dx

1/q̃

.
p̃,q̃,r,d,c0,a

. ∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)∥φ∥Lp̃(Ω̃), φ > 0.

(1.94)

Ìû ýòî íåðàâåíñòâî äîêàæåì äëÿ r > 0 (íå îáÿçàòåëüíî öåëûõ) òàêèõ, ÷òî 1
κ̃ :=

r
d
+ 1

q̃
− 1

p̃
> 0.

Øàã 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1
κ̃ > 0. Ïóñòü T ′, T ′′ � äâà ïîääåðåâà â T̃ ñ

ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗, E ′ = Ω̃\ΩT ′,F , E ′′ = ΩT ′′,F . Ïîêàæåì, ÷òî (1.94)
âûïîëíåíî äëÿ g̃ = χE′ , ṽ = χE′′ . Â ñàìîì äåëå, E ′ ∩ E ′′ = ⊔iEi, ãäå Ei = ΩAi,F ,
Ai ⊂ T � äåðåâüÿ ñ ïîïàðíî íåñðàâíèìûìè ìèíèìàëüíûìè âåðøèíàìè. Èç (1.88)
ñëåäóåò, ÷òî åñëè x ∈ ΩT ′,F , òî Gx ⊂ ΩT ′,F è Gx ∩ E ′ = ∅, à åñëè x ∈ Ei, òî
Gx ∩ E ′ ⊂ Ei. Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü (1.94) íå ïðåâîñõîäèò∑

i

∫
Ei

∫
Ei

|x− y|r−dφ(y) dy

q̃

dx

1/q̃

=:M.

Ïî òåîðåìå 1.1.1, Ei ∈ FC(b∗), ïîýòîìó (diamEi)
d

(9)

.
a,d

mesEi. Ïî òåîðåìå E è

íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà,

M .
p̃,q̃,r,d,a

(∑
i

(mesEi)
q̃
κ̃ ∥φ∥q̃Lp̃(Ei)

) 1
q̃

6
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6 (mes (E ′ ∩ E ′′))1/κ̃∥φ∥Lp̃(Ω̃) = ∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)∥φ∥Lp̃(Ω̃)

(ïðè p̃ 6 q̃ âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1.84) ñ t = p̃, s = q̃, à ïðè
p̃ > q̃ � èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è (1.84) ñ t = 1 è s = p̃q̃

κ̃(p̃−q̃)).

Øàã 4. Ïóñòü 1
κ̃ > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïîääåðåâüåâ {T ′
j }j∈Z+ è {T ′′

j }j∈Z+ äåðåâà T è ôóíêöèè ĝ, v̂ : Ω → R+ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. T ′
0 = T ′′

0 = ∅, T ′
j ⊂ T ′

j+1, T ′′
j ⊂ T ′′

j+1, j ∈ Z+, ∪j∈Z+T ′
j = ∪j∈Z+T ′′

j = T ;

2. ĝ|ΩT ′
j
,F \ΩT ′

j−1
,F

= C ′
j, v̂|ΩT ′′

j
,F \ΩT ′′

j−1
,F

= C ′′
j , j ∈ N;

3. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {C ′
j}j∈N âîçðàñòàåò, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {C ′′

j }j∈N óáûâàåò;

4. g̃(x) ≍
a,d,c0

ĝ(x), ṽ(x) ≍
a,d,c0

v̂(x).

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ĝ (ôóíêöèÿ v̂ ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü Γ′ ⊂ ∂Ω� ìíîæåñòâî
èç óñëîâèÿ òåîðåìû 1, T ′ � ïîääåðåâî â T , ξ′ � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà T ′, m ∈ Z,
dist (F (ξ′), Γ′) ∈ [2−m, 2−m+1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ST ′ ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ
äåðåâî èç ìíîæåñòâà äåðåâüåâ S ′ ⊂ T ′ ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ′ òàêèõ, ÷òî

dist (F (ξ), Γ′) > 2−m, ξ ∈ V(S ′). (1.95)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ξ ∈ V(ST ′), x ∈ F (ξ) âûïîëíåíî

dist (x, Γ′) .
a,d

2−m. (1.96)

Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì x′ ∈ F (ξ′) òàê, ÷òî dist (x′, Γ′) < 2−m+1. Òàê êàê ΩST ′ ,F ∈
FC(b∗(a, d)) (ñì. òåîðåìó 1.1.1), òî èç (9) ñëåäóåò, ÷òî |x−x′| .

a,d

2−m(F (ξ′)). Ïî òåîðåìå

C, 2−m(F (ξ′)) ≍
d
dist (x′, ∂Ω). Çíà÷èò,

dist (x, Γ′) 6 |x− x′|+ dist (x′, Γ′) .
a,d

. dist (x′, ∂Ω) + 2−m 6 dist (x′, Γ′) + 2−m 6 2−m+2.

Äåðåâüÿ T ′
j ñòðîèì èíäóêöèåé ïî j ∈ Z+. Ïîëàãàåì T ′

0 = ∅, m0 = m − 1, C ′
0 =

φg̃(2
−m0). Ïóñòü ïîñòðîåíû äåðåâüÿ T ′

i , i ∈ {0, . . . , j}, è îïðåäåëåíû ÷èñëà C ′
i =

φg̃(2
−mi) (ñì. (11)), mi ∈ Z, i ∈ {0, . . . , j}, m0 6 . . . 6 mj. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì,

÷òî T = T ′
j ⊔
(
⊔s0(j)s=1 T ′

j,s

)
, ãäå T ′

j,s � äåðåâüÿ ñ ìèíèìàëüíûìè âåðøèíàìè ξj,s, s0(j) ∈
N ∪ {∞}, ïðè ýòîì ξj,s ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ê íåêîòîðûì âåðøèíàì äåðåâà T ′

j è

dist (F (ξj,s), Γ
′) ∈ [2−mj,s , 2−mj,s+1), mj,s ∈ Z, mj,s > mj + 1

(îòìåòèì, ÷òî ïðè j = 0 âûïîëíåíî s0(0) = 1 è m0,1 = m = m0 + 1). Ïîëîæèì
mj+1 = min16s6s0(j)mj,s, C ′

j+1 = φg̃(2
−mj+1),

Ij =
{
s ∈ 1, s0(j) : mj,s = mj+1

}
,

T ′
j+1 = T ′

j ∪
(
∪s∈IjST ′

j,s

)
, ĝ|ΩT ′

j+1
,F \ΩT ′

j
,F

= C ′
j+1. Òîãäà ñâîéñòâà 1 è 2 âûïîëíåíû ïî

ïîñòðîåíèþ, ñâîéñòâî 3 âûïîëíåíî, òàê êàê ôóíêöèÿ φg̃ óáûâàåò, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {mj}j∈N âîçðàñòàåò. Ñâîéñòâî 4 ñëåäóåò èç (12), (1.95) è (1.96). Ïî ïîñòðîåíèþ,
T = T ′

j+1 ⊔
(
⊔s0(j+1)
s=1 T ′

j+1,s

)
, ãäå T ′

j+1,s � äåðåâüÿ ñ ìèíèìàëüíûìè âåðøèíàìè ξj+1,s,
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s0(j + 1) ∈ N ∪ {∞}, ïðè ýòîì ξj+1,s ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ê íåêîòîðûì âåðøèíàì
äåðåâà T ′

j+1. Èç îïðåäåëåíèÿ ST ′
j,s
ñëåäóåò, ÷òî

dist (F (ξj,s), Γ
′) ∈ [2−mj,s , 2−mj,s+1), mj,s ∈ Z, mj,s > mj + 1.

Øàã 5. Äîêàæåì (1.94). Åñëè 1
κ̃ = 0, òî ýòî ñëåäóåò òåîðåìû E, (9) è íåðàâåíñòâà

Ãåëüäåðà (íàïîìíèì, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 â ýòîì ñëó÷àå g̃ = 1 è ṽ = 1). Ïóñòü
1
κ̃ > 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g̃ = ĝ, ṽ = v̂, ãäå ĝ è v̂ � ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå íà øàãå
4.

Ëåâàÿ ÷àñòü (1.94) âûïóêëà ïî g̃ è ïî ṽ. Åñëè κ̃ 6 1, òî â ñèëó îáðàòíîãî
íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî [61, òåîðåìà 198] ïðàâàÿ ÷àñòü (1.94) âîãíóòà ïî g̃ è ïî ṽ,
ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.4.1 íåðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ g̃ = χE′ , ṽ = χE′′ ,
E ′ = Ω̃\ΩT ′,F , E ′′ = ΩT ′′,F (T ′, T ′′ ⊂ T̃ � äåðåâüÿ ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗), ÷òî
ñäåëàíî íà øàãå 3.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé κ̃ > 1. Ïóñòü ñíà÷àëà p̃ < q̃. Âûáåðåì ρ > 0 òàê, ÷òîáû
ρ
d
+ 1

q̃
− 1

p̃
= 1, β̃ := κ̃−1(ρ− d), γ̃ := κ̃−1. Ïîëîæèì h(x) = g̃κ̃(x), w(x) = ṽκ̃(x). Òîãäà∫

Ω̃

ṽq̃(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃(y)φ(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

κ̃/q̃

=

=

∫
Ω̃

wq̃/κ̃(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

h1/κ̃(y)φ(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

κ̃/q̃

6

6

∫
Ω̃

wq̃/κ̃(x)

∫
Gx

h(y)φγ̃κ̃(y)|x− y|β̃κ̃ dy

q̃/κ̃

×

×

∫
Gx

φ(1−γ̃)κ̃′
(y)|x− y|(r−d−β̃)κ̃′

dy

q̃(1−κ̃−1)

dx


κ̃/q̃

6

6

∫
Ω̃

wq̃(x)

∫
Gx

h(y)|x− y|ρ−dφ(y) dy

q̃

dx

1/q̃

×

×

∫
Ω̃

∫
Gx

|x− y|(r−d−β̃)κ̃′
φ(1−γ̃)κ̃′

(y) dy

q̃

dx


κ̃−1
q̃

.

Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ κ̃ 6 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü
íå ïðåâîñõîäèò ïî ïîðÿäêó ∥φ∥Lp̃(Ω̃)∥hw∥L1(Ω̃) = ∥φ∥Lp̃(Ω̃)∥g̃ṽ∥κ̃Lκ̃(Ω̃)

. Çàìåòèì, ÷òî (1−
γ̃)κ̃′ = 1. Ïîëîæèì l − d = (r − d− β̃)κ̃′. Åñëè l

d
+ 1

q̃
− 1

p̃
= 0, òî â ñèëó òåîðåìû E è

óñëîâèÿ 1 < p̃ < q̃ <∞∫
Ω̃

∫
Gx

|x− y|l−dφ(y) dy

q̃

dx


κ̃−1
q̃

.
q̃,p̃,r,d

∥φ∥κ̃−1

Lp̃(Ω̃)
,

îòêóäà ñëåäóåò (1.94). Ïîêàæåì, ÷òî l
d
+ 1

q̃
− 1

p̃
= 0. Â ñàìîì äåëå,

l

d
+

1

q̃
− 1

p̃
=

(
r

d
− 1− β̃

d

)
κ̃′ + 1 +

1

q̃
− 1

p̃
,
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è íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

−r
d
+ 1 +

β̃

d
=

(
1− r

d
− 1

q̃
+

1

p̃

)(
1 +

1

q̃
− 1

p̃

)
.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå β̃ è ρ, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà

−r
d
+ 1−

(
r

d
+

1

q̃
− 1

p̃

)(
1

q̃
− 1

p̃

)
,

îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1 < q̃ 6 p̃ < ∞. Âûáåðåì 1 < q1 < p1 < ∞, 1 < p2 <

q2 < ∞ òàê, ÷òîáû r
d
+ 1

q1
− 1

p1
> 1, r

d
+ 1

q2
− 1

p2
> 0, 1

p̃
= λ0

p1
+ 1−λ0

p2
, 1
q̃
= λ0

q1
+ 1−λ0

q2
äëÿ

íåêîòîðîãî λ0 ∈ (0, 1). Ïîëîæèì

1

κ1

=
r

d
+

1

q1
− 1

p1
,

1

κ2

=
r

d
+

1

q2
− 1

p2
,

γ0 = 1
λ0
, β0 = γ0p1

p̃
, θ = γ0q1

q̃
, α0 = γ0κ1

κ̃ . Òîãäà γ0 > 1, β0 > 1, θ > 1, 1
κ̃ = λ0

κ1
+ 1−λ0

κ2
,

p2 =
p̃β′

0

γ′0
, q2 = q̃θ′

γ′0
, κ2 =

κ̃α′
0

γ′0
. Ïîêàæåì, ÷òî α0 > 1. Ýòî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

1
κ̃ >

1
γ0κ1

, ò.å.
λ0
κ1

+
1− λ0
κ2

>
λ0
κ1

.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âåðíî, ïîñêîëüêó κ2 > 0.
Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì∫

Ω̃

ṽq̃(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃(y)φ(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

1/q̃

6

6

∫
Ω̃

ṽ
q̃θ
α0 (x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃
γ0
α0 (y)φ

γ0
β0 (y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃θ
γ0

dx


1/q̃θ

×

×

∫
Ω̃

ṽ
q̃θ′
α′0 (x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃
γ′0
α′0 (y)φ

γ′0
β′0 (y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃θ′
γ′0

dx


1/q̃θ′

.

Ïîëîæèì g1 = g̃
γ0
α0 , v1 = ṽ

γ0
α0 , f1 = φ

γ0
β0 , g2 = g̃

γ′0
α′0 , v2 = ṽ

γ′0
α′0 , f2 = φ

γ′0
β′0 . Òîãäà ïåðâûé

ìíîæèòåëü èìååò âèä∫
Ω̃

vq11 (x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g1(y)f1(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q1

dx

1/q1γ0

.
q1,p1,r,d

. ∥g1v1∥
1
γ0

Lκ1 (Ω̃)
∥f1∥

1
γ0

Lp1 (Ωφ̃)
= ∥g̃ṽ∥

1
α0

Lκ̃(Ω̃)
∥φ∥

1
β0

Lp̃(Ω̃)

(çäåñü èñïîëüçîâàëîñü óæå äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (1.94) äëÿ κ1 < 1). Àíàëîãè÷íî

âòîðîé ìíîæèòåëü îöåíèâàåòñÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíîé ∥g̃ṽ∥
1
α′0
Lκ̃(Ω̃)

∥φ∥
1
β′0
Lp̃(Ω̃)

, ïðè ýòîì

èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (1.94) äëÿ p2 < q2. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ
îöåíêà.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p̃ = ∞, 1
κ̃ = r

d
+ 1

q̃
< 1. Íóæíî äîêàçàòü ïîðÿäêîâîå

íåðàâåíñòâî ∫
Ω̃

ṽq̃(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

1/q̃

.
q̃,r,d

∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃). (1.97)

Ïîëîæèì w = ṽκ̃. Òîãäà (1.97) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå∫
Ω̃

w
q̃
κ̃ (x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

κ̃/q̃

.
q̃,r,d

∫
Ω̃

g̃κ̃(x)w(x) dx.

Òàê êàê q̃
κ̃ > 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü âûïóêëà ïî w. Â ñèëó ëåììû 1.4.1, ñîîòíîøåíèå (1.97)

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ôóíêöèé ṽ âèäà ṽ(x) = χE′′ , E ′′ = ΩT ′′,F , ãäå äåðåâî T ′′ ⊂ T̃
èìååò ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó ξ∗ (ñì. øàã 3). Çíà÷èò, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîðÿäêîâîå
íåðàâåíñòâî ∫

E′′

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g̃(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q̃

dx

1/q̃

.
q̃,r,d

∥g̃∥Lκ̃(E′′). (1.98)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ E ′′, òî Gx ⊂ E ′′, è (1.98) ñëåäóåò èç òåîðåìû E, óñëîâèé
κ̃ > 1, q̃ <∞ è ðàâåíñòâà r

d
+ 1

q̃
− 1

κ̃ = 0.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé q̃ = 1. Òîãäà 1

κ̃ = r
d
+ 1
p̃′
. Íóæíî äîêàçàòü ïîðÿäêîâîå

íåðàâåíñòâî ∫
Ω̃

ṽ(x)

∫
Gx

g̃(y)φ(y)|x− y|r−d dy dx .
p̃,r,d

∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω̃)∥φ∥Lp̃(Ω̃). (1.99)

Ïîëîæèì
G̃y =

{
x ∈ Ω̃ : y ∈ Gx

}
.

Ïåðåñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè (1.99), ïîëó÷àåì, ÷òî îíà íå
ïðåâîñõîäèò ∫

Ω̃

φ(y)g̃(y)

∫
G̃y

ṽ(x)|x− y|r−d dx dy 6

6 ∥φ∥Lp̃(Ω̃)

∫
Ω̃

g̃p̃
′
(y)

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G̃y

ṽ(x)|x− y|r−d dx

∣∣∣∣∣∣∣
p̃′

dy


1/p̃′

.

Äàëåå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ p̃ = ∞ è
ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîðÿäêîâîå íåðàâåíñòâî∫

E′

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G̃y

ṽ(x)|x− y|r−d dx

∣∣∣∣∣∣∣
p̃′

dy


1/p̃′

.
r,d,p̃

∥ṽ∥Lκ̃(E′), (1.100)

ãäå E ′ = Ω̃\ΩT ′,F , T ′ ⊂ T̃ � äåðåâî ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗. Èìååì
E ′ = ⊔i0i=1ΩDi,F , ãäå Di ⊂ T̃ � äåðåâüÿ ñ ïîïàðíî íåñðàâíèìûìè ìèíèìàëüíûìè
âåðøèíàìè. Åñëè y ∈ ΩDi,F , òî G̃y ⊂ ΩDi,F â ñèëó (1.88) è (1.93). Èç óñëîâèé κ̃ > 1,
p̃ > 1, ðàâåíñòâà r

d
+ 1

p̃′
− 1

κ̃ = 0 ñëåäóåò (1.100).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âîçüìåì T̃ = T , 1
p̃
= 1

p
+ 1

α
, 1
q̃
= 1

q
− 1

β
, îïåðàòîð

P̂ = P îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.4.2. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è ëåììû
1.4.2 ñëåäóåò, ÷òî W r

p,g(Ω) ⊂ W r
p̃,g̃(Ω) ⊂ Lq̃, ṽ(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ W r
p,g(Ω)

∥f − P̂ f∥Lq,v(Ω) 6 ∥v0∥Lβ(Ω)∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω)∥g0∥Lα(Ω)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

6

6 ∥v0∥Lβ(Ω)∥g̃ṽ∥Lκ̃(Ω)∥g0∥Lα(Ω).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Îïåðàòîð P̂ îïðåäåëåí òàê, ÷òî

P̂ |C∞
0 (Ω) : (C

∞
0 (Ω), ∥ · ∥W r

p (Ω)) → Lq(Ω)

îãðàíè÷åí (çäåñü ∥f∥W r
p (Ω) = ∥∇rf∥Lp(Ω)).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè s-÷èñåë.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Ïóñòü m ∈ N, kj ∈ Z+, kj 6 2m − 1, j = 1, . . . , d. Ïóñòü

A =
d∏
j=1

( kj
2m
,
kj + 1

2m

)
, B = (0, 1)d\A.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2d ïàðàëëåëåïèïåäîâ Πi =
∏d

j=1[aij, bij] (1 6 i 6 k)

òàêèõ, ÷òî
∪k
i=1 Πi = B è äëÿ ëþáûõ i, j, s

|bij − aij| 6 2|bis − ais|. (1.101)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî kj + 1 6 2m−1 äëÿ
ëþáîãî j (ò. å. A ⊂ [0, 1/2]d, èíà÷å ñäåëàåì îòðàæåíèå) è k1 > . . . > kd. Ïîëîæèì
d0 = max{j = 1, . . . , d : kj > 0},

Πj = [0, 1]j−1 ×
[
kj + 1

2m
, 1

]
× [0, 1]d−j, 1 6 j 6 d,

Πd+j =

j−1∏
s=1

[
ks
2m
,
ks + kj
2m

]
×
[
0,

kj
2m

]
×

d∏
s=j+1

[
0,
kj + 1

2m

]
, 1 6 j 6 d0.

Òàê êàê 1 − kj + 1

2m
> 1

2
è kj > 1 ïðè j 6 d0, òî âûïîëíÿåòñÿ (1.101). Êðîìå òîãî,

ks + kj
2m

6 2m−1 + 2m−1

2m
= 1. Åñëè x = (x1, . . . , xd) ∈ A, òî äëÿ ëþáîãî j èìååì

kj
2m

< xj <
kj + 1

2m
, ïîýòîìó x /∈ Πj (1 6 j 6 d) è x /∈ Πd+j (1 6 j 6 d0). Ïóñòü

x ∈ B. Åñëè xj >
kj + 1

2m
äëÿ íåêîòîðîãî j, òî x ∈ Πj. Ïóñòü xj <

kj + 1

2m
, 1 6 j 6 d.

Òîãäà ìíîæåñòâî J èíäåêñîâ j, äëÿ êîòîðûõ xj 6
kj
2m

è kj > 0, íåïóñòî. Ïîëîæèì

l = min{j : j ∈ J}. Òîãäà

xs >
ks
2m

ïðè s < l, ò. å.
ks
2m

6 xs <
ks + 1

2m
6 kl + ks

2m
,

xl 6
kl
2m

è ïðè s > l 0 6 xs <
ks + 1

2m
6 kl + 1

2m
,

òàê ÷òî x ∈ Πd+l.
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Ïóñòü G ⊂ Ω � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, T = {Ωi}i0i=1 � åå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå.
Îáîçíà÷èì

Sr,T (G) = {S : G→ R : S|Ωi ∈ Pr−1(Ωi), 1 6 i 6 i0, S|Ω\G = 0}; (1.102)

äëÿ f ∈ Lq,v(G) ïîëîæèì

∥f∥p,q,T,v =

(
i0∑
i=1

∥f∥σp,qLq,v(Ωi)

) 1
σp,q

, (1.103)

ãäå σp,q = min{p, q}. Îáîçíà÷èì Lp,q,T,v(G) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ Lq,v(G) ñ
íîðìîé ∥ · ∥p,q,T,v. Çàìåòèì, ÷òî ∥f∥p,q,T,v > ∥f∥Lq,v(G).

Ëåììà 1.4.3. Ïóñòü U ⊂ Rd � îáëàñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì
êóáîâ, g, v : U → R+ � èçìåðèìûå ôóíêöèè, g ∈ Lα(Ω, R+), v ∈ Lβ(Ω, R+),
1 < α, β 6 ∞, β > q, 1

p
+ 1

α
< 1, 1

κ̃ := r
d
+ 1

q
− 1

β
− 1

p
− 1

α
> 0. Òîãäà ∥gv∥Lκ̃(U) <∞ è äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N, n > N(ε), m ∈ Z+

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T̂m,n,ε = T̂m,n,ε(U) = {Gm,n,ε
j }νm,nj=1 îáëàñòè U ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1. νm,n .
d

2mn;

2. ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Sm,n,ε : span Ŵ r
p,g(U) →

(Sr,T̂m,n,ε(U), ∥ · ∥Lq,v(U)) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r
p,g(U)

∥f − Sm,n,ε(f)∥p,q,T̂m,n,ε,v .
d,p,q,r,α,β

(∥gv∥κ + ε)(2mn)
− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+ ; (1.104)

3. äëÿ ëþáîãî Gm,n,ε
j

card {i ∈ {1, . . . , νm±1,n} : mes (Gm,n,ε
j ∩Gm±1,n,ε

i ) > 0} .
d

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ =
∏d

j=1[aj, bj], ïðè ýòîì

|bj − aj| 6 2|bs − as| (1.105)

äëÿ ëþáûõ j, s = 1, . . . , d. Ïóñòü f ∈ W r
p,g(∆), g ∈ Lα(∆), v ∈ Lβ(∆), β > q, α > p′.

Îïðåäåëèì p̃ è q̃ èç ðàâåíñòâ 1
p̃
= 1

p
+ 1
α
, 1
q̃
= 1

q
− 1
β
. Òàê êàê r

d
+ 1
q̃
− 1
p̃
> 0, òî ïî òåîðåìå F

ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P∆ : Lq̃(∆) → (Pr−1(∆), Lq̃(∆)) òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p̃ (∆)

∥f − P∆f∥Lq̃(∆) .
p̃,q̃,r,d

(mes∆)
r
d
+ 1
q
− 1
β
− 1
p
− 1
α∥∇rf∥Lp̃(∆). (1.106)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

∥f − P∆f∥Lq,v(∆) 6 ∥v∥Lβ(∆)∥f − P∆f∥Lq̃(∆), (1.107)

∥∇rf∥Lp̃(∆) 6 ∥g∥Lα(∆)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(∆)

. (1.108)

Ïóñòü λ > 0, x0 ∈ Rd, ÷èñëî d0 è ìíîæåñòâà B è Πi îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â
ïðåäëîæåíèè 1.4.2,

∆ = λB + x0, (1.109)
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∆i = λΠi + x0. Ïîëîæèì ∆̃1 = ∆1, ∆̃i+1 = ∆i+1\(
∪i
j=1 ∆j) ïðè 1 6 i 6 d + d0 − 1.

Ïîëîæèì P∆f(x) = P∆if(x) ïðè x ∈ ∆̃i. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ∆i âûïîëíÿåòñÿ (1.106)
è ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ ∆i íå ïðåâîñõîäèò 2d, òî (1.106) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ∆;
êðîìå òîãî, âûïîëíåíû (1.107) è (1.108).

Ïóñòü ∆ èëè îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ (1.109) (ò.å. ∆ ∈ R), èëè ÿâëÿåòñÿ êóáîì.
Òîãäà â ñèëó (1.106), (1.107) è (1.108)

∥f − P∆f∥Lq,v(∆) .
p̃,q̃,r,d

(mes∆)
r
d
+ 1
q
− 1
p
− 1
α
− 1
β ∥v∥Lβ(∆)∥g∥Lα(∆)

∥∥∥∇rf

g

∥∥∥
Lp(∆)

. (1.110)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

Φ(A) = Φg,v(A) =

= (mesA)

r
d
+ 1
q
− 1
p
− 1
β
− 1
α

r
d
+ 1
q
− 1
p

(∫
A

|g(x)|α dx
) 1

α
r
d
+ 1
q
− 1
p

(∫
A

|v(x)|β dx
) 1

β
r
d
+ 1
q
− 1
p ,

ãäå A� èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî U . Ôóíêöèÿ Φ èìååò âèä (1.67), òàê ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1.52) è (1.53).

Äëÿ ëþáîãî ε′ > 0 ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå U íà êóáû Ki, i = 1, . . . , i0, è ôóíêöèè
g1 > 0, v1 > 0, ïîñòîÿííûå íà Ki, g1|Ki = ai, v1|Ki = bi, è òàêèå, ÷òî

∥g − g1∥Lα(U) 6 ε′, ∥v − v1∥Lβ(U) 6 ε′ (1.111)

(ε′ áóäåò ïîçæå âûáðàíî ïî ε).
Ïóñòü n > i0, m ∈ Z+. Ïîëîæèì

ni,m = 2m
([ Φ(Ki)∑

j

Φ(Kj)
n
]
+ 1
)
. (1.112)

Òîãäà
∑

i ni,m 6 2m(n + i0) 6 2m+1n. Äëÿ êàæäîãî i òàêîãî, ÷òî Φ(Ki) > 0, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.3.3 âîçüìåì ðàçáèåíèå

P
(
Ki,

Φ(Ki)

ni,m

)
= {∆m

ij , 1 6 j 6 ji,m}.

Â ñèëó ëåììû 1.3.3,

Φ(∆m
ij ) 6 3n−1

i,mΦ(Ki), (1.113)

ji,m 6 2dni,m äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , i0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tm ðàçáèåíèå îáëàñòè U ,
ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ∆m

ij , i = 1, . . . , i0, j = 1, . . . , ji,m. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ Tm
íå áîëüøå 2d+m+1n. Ïîëîæèì (Sm,n,εf)|∆mij = P∆mij

f . Òîãäà

∥f − Sm,n,εf∥p,q,Tm,v =
(∑

i,j

∥f − P∆mij
f∥σp,qLq,v(∆mij )

)1/σp,q (1.110)

.
p̃,q̃,r,d

.
(∑

i,j

Φ(∆m
ij )

σp,q( rd+
1
q
− 1
p)
∥∥∥∇rf

g

∥∥∥σp,q
Lp(∆mij )

)1/σp,q
=:Mσp,q .

Ïóñòü f ∈ W r
p,g(U). Åñëè p > q, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

Mq =
(∑

i,j

Φ(∆m
ij )

q( rd+
1
q
− 1
p)
∥∥∥∇rf

g

∥∥∥q
Lp(∆mij )

)1/q
6
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6
(∑

i,j

Φ(∆m
ij )

pqr
d(p−q)+1

)p−q
qp

(1.113)

.
r,d

(∑
i

n
− pqr
d(p−q)

i,m Φ(Ki)
pqr

d(p−q)+1

)p−q
qp (1.112)

6

6 (2mn)−
r
d

(∑
i

Φ(Ki)
) δ
d
.

Åñëè p 6 q, òî
Mp =

(∑
i,j

Φ(∆m
ij )

p( rd+
1
q
− 1
p)
∥∥∥∇rf

g

∥∥∥p
Lp(∆mij )

)1/p
6

6 max
i,j

Φ(∆m
ij )

r
d
+ 1
q
− 1
p

(1.113)

.
r,d

max
i
n
− δ
d

i,mΦ(Ki)
δ
d

(1.112)

6 (2mn)−
δ
d

(∑
i

Φ(Ki)
) δ
d
.

Îöåíèì ñâåðõó
∑

iΦ(Ki). Ïîëîæèì v2 = v − v1, g2 = g − g1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , i0

∥g∥κLα(Ki)∥v∥
κ
Lβ(Ki)

(1.84),(1.85)

6 4max(0,κ−1)

2∑
j,l=1

∥gj∥κLα(Ki)∥vl∥
κ
Lβ(Ki)

,

ïîýòîìó (∑
i

Φ(Ki)
) δ
d 6 4

(∑
i

2∑
j,l=1

Φgj ,vl(Ki)
) r
d
+ 1
q
− 1
p

(1.52)

6

6 4
(∑

i

|Ki|1−κ(1/β+1/α)(aαi |Ki|)κ/α(bβi |Ki|)κ/β+

+Φg1,v2(U) + Φg2,v1(U) + Φg2,v2(U)
)1/κ

=

= 4
(
∥g1v1∥κLκ(U) + Φg1,v2(U) + Φg2,v1(U) + Φg2,v2(U)

)1/κ (1.111)
=

= 4∥gv∥Lκ(U) + o(1), ε′ → 0.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå U íà êóáû Ki òàêîå, ÷òî(∑
i

Φ(Ki)
) δ
d 6 4

(
∥gv∥Lκ(U) + ε

)
,

òàê ÷òî
∥f − Sm,n,εf∥p,q,Tm,v .

p̃,q̃,r,d

(2mn)
− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+
(
∥gv∥Lκ(U) + ε

)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà ðàçáèåíèé îáëàñòè Ω.

Ëåììà 1.4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N, n > N(ε), m ∈ Z+ ñóùåñòâóåò
ðàçáèåíèå T̂m,n,ε = T̂m,n,ε(Ω) = {Gm,n,ε

j }νm,nj=1 îáëàñòè Ω ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. νm,n .
d

2mn;

2. ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Sm,n,ε : span Ŵ r
p,g(Ω) →

(Sr,T̂m,n,ε(Ω), ∥ · ∥Lq,v(Ω)) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g(Ω)

∥f − Sm,n,ε(f)∥p,q,T̂m,n,ε,v .
a,d,p,q,r,c0,α,β

(∥gv∥κ + ε)(2mn)
− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+ ; (1.114)

3. äëÿ ëþáîãî Gm,n,ε
j

card {i ∈ {1, . . . , νm±1,n} : mes (Gm,n,ε
j ∩Gm±1,n,ε

i ) > 0} .
d

1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé α < ∞ è β < ∞ (åñëè α = ∞
èëè β = ∞, òî ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè
â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Φ). Ïóñòü µ1(E) =

∫
E

gα0 (x) dx, µ2(E) =
∫
E

vβ0 (x) dx. Åñëè

1
κ̃ := r

d
+ 1

q
− 1

p
− 1

α
− 1

β
> 0, òî ïîëàãàåì l∗ = 3, µ3(E) =

∫
E

g̃κ̃(x)ṽκ̃(x) dx,

α1 =
1
α

r
d
+ 1

q
− 1

p

, α2 =

1
β

r
d
+ 1

q
− 1

p

, α3 =

r
d
+ 1

q
− 1

p
− 1

α
− 1

β

r
d
+ 1

q
− 1

p

; (1.115)

åñëè r
d
+ 1

q
− 1

p
− 1

α
− 1

β
= 0, òî ïîëàãàåì l∗ = 2 è îïðåäåëÿåì α1 è α2 ôîðìóëîé (1.115).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φ ôîðìóëîé (1.67), ò.å.

Φ(A) =

=
(∫
E

gα0 (x) dx
) 1

α
r
d
+1
q−

1
p

(∫
E

vβ0 (x) dx
) 1

β
r
d
+1
q−

1
p

(∫
E

g̃κ̃(x)ṽκ̃(x) dx
) r
d
+1
q−

1
p− 1

α− 1
β

r
d
+1
q−

1
p .

(1.116)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì 1
p̃
= 1

p
+ 1

α
, 1
q̃
= 1

q
− 1

β
. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî p̃ > 1

è q̃ <∞.
Øàã 2. Ïóñòü (T , ξ0) è F � äåðåâî è áèåêöèÿ, ïîñòðîåííûå â òåîðåìå 1.1.1. Äëÿ

k ∈ N îáîçíà÷èì T6k ïîääåðåâî â T òàêîå, ÷òî

V(T6k) = {ξ ∈ V(T ) : ρT (ξ0, ξ) 6 k}.
Òàê êàê cardV1(ξ) <∞ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ V(T ), òî ìíîæåñòâî V(T6k) êîíå÷íî.

Ôèêñèðóåì ε∗ > 0 è âûáåðåì k ∈ N òàê, ÷òîáû

εk := Φ(Ω\ΩT6k,F ) 6 ε∗. (1.117)

Òîãäà T = T6k ⊔
(
⊔l0(k)l=1 Tk,l

)
, ãäå Tk,l � äåðåâüÿ ñ ìèíèìàëüíûìè âåðøèíàìè ŵk,l,

l0(k) ∈ N. Ïîëîæèì εk,l = Φ
(
ΩTk,l,F

)
.

Øàã 3.Îáëàñòü ΩT6k,F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì êóáîâ F (ξ), ξ ∈ V(T6k).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F (ξ) âûïîëíåíî g̃(x)
g̃(y)

≍
c0,d

1, ṽ(x)
ṽ(y)

≍
c0,d

1.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.4.3, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N îïðåäåëèì ðàçáèåíèå

T̂m,n,ε/2;k = T̂m,n,ε/2(ΩT6k,F )

ñî ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè 1�3. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå Sm,n,ε/2;k : span Ŵ r

p,g(Ω) → (Sr,T̂m,n,ε/2;k(ΩT6k,F ), Lq,v(Ω)) òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g(Ω)

∥f − Sm,n,ε/2;k(f)∥p,q,T̂m,n,ε/2;k,v .
a,d,p,q,r,c0,α,β

(
∥gv∥κ +

ε

2

)
(2mn)

− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+ , (1.118)

è îòîáðàæåíèå f 7→ Sm,n,ε/2;k(f) ëèíåéíî.
Øàã 4. Ïóñòü n > l0(k). Äëÿ êàæäîãî l ∈ {1, . . . , l0(k)} ïîëîæèì

nl =

{ ⌈
n
εk,l
εk

⌉
, åñëè εk,l > 0,

1, åñëè εk,l = 0.
(1.119)

Òîãäà, åñëè εk = 0, òî
l0(k)∑
l=1

nl = l0(k) 6 n, à åñëè εk > 0, òî

l0(k)∑
l=1

nl 6 n
l0(k)∑
l=1

εk,l
εk

+ l0(k) =

= n
l0(k)∑
l=1

Φ(ΩTk,l,F )
Φ(Ω\ΩT6k,F )

+ l0(k)
(1.52)

6 n+ l0(k) 6 2n.

(1.120)
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Øàã 5. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî l ∈ {1, . . . , l0(k)}, n > l0(k), m ∈ Z+

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T lm,n = {Gm,n
j,l }νm,n,lj=1 ìíîæåñòâà ΩTk,l,F ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1. νm,n,l .
d

2mnl;

2. ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ŝm,n,l : span Ŵ r
p,g(Ω) →

(Sr,T lm,n(ΩTk,l,F ), ∥ · ∥Lq,v(Ω)) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g(Ω)

∥f − Ŝm,n,l(f)∥p,q,T lm,n,v .
p,q,r,d,α,β,a,c0

( ε∗
2mn

) δ
d

 ∑
E∈T lm,n

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥σp,q
Lp(E)

 1
σp,q

; (1.121)

3. äëÿ ëþáîãî Gm,n
j,l

card {i ∈ {1, . . . , νm±1,n,l} : mes (Gm,n
j,l ∩Gm±1,n

i,l ) > 0} .
d

1. (1.122)

Ïóñòü ïîêðûòèå Bnl,m = {Em,nl
j,l }ν̃m,n,lj=1 îáëàñòè ΩTk,l,F ïîñòðîåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ

òåîðåìîé 1.3.1. Èç ïóíêòà 1 òåîðåìû 1.3.1 ñëåäóåò, ÷òî

ν̃m,n,l .
d

2mnl. (1.123)

Â ñèëó ïóíêòà 2, a), ëèáî Em,nl
j,l ⊂ F (ξ) (ïðè÷åì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå) è Em,nl

j,l ∈ R ∪
Ξ(F (ξ)) äëÿ íåêîòîðîãî ξ = ξm,nlj,l ∈ V(Tk,l) (ìíîæåñòâî òàêèõ j îáîçíà÷èì J1

m,n,l),
ëèáî Em,nl

j,l = ΩT m,nlj,l ,F äëÿ íåêîòîðîãî ïîääåðåâà T m,nl
j,l ⊂ Tk,l (ìíîæåñòâî òàêèõ j

îáîçíà÷èì J2
m,n,l). Èç ïóíêòà 2, b) ñëåäóåò, ÷òî

Φ(Em,nl
j,l ) .

d

Φ(ΩTk,l,F )

2mnl
=

εk,l
2mnl

(1.119)

6 εk
2mn

(1.117)

6 ε∗
2mn

. (1.124)

Ïóñòü j ∈ J1
m,n,l. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Em,nl

j,l

âûïîëíåíî g̃(x)
g̃(y)

≍
c0,d

1 è ṽ(x)
ṽ(y)

≍
c0,d

1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå Πj,l ìíîæåñòâà E
m,nl
j,l

íà íå áîëåå, ÷åì 2d èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ è ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
Sj,l : span Ŵ r

p,g(Ω) → (Sr,Πj,l(E
m,nl
j,l ), Lq,v(Ω)) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈

Ŵ r
p,g(Ω)

∥f − Sj,l(f)∥p,q,Πj,l,v .
p,q,r,d,α,β,c0

. Φ(Em,nl
j,l )

1
κ

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E

m,nl
j,l )

(1.124)

.
d,κ

(
ε∗

2mn

) δ
d

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E

m,nl
j,l )

(1.125)

(ñì. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.4.3).
Ïóñòü j ∈ J2

m,n,l. Ïî ëåììå 1.4.2, ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
Pj,l : Lq̃,ṽ(E

m,nl
j,l ) → (Pr−1(E

m,nl
j,l ), ∥ · ∥Lq̃,ṽ(Em,nlj,l )) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈

W r
p̃,g̃(E

m,nl
j,l )

∥f − Pj,l(f)∥Lq̃,ṽ(Em,nlj,l ) .
p̃,q̃,r,d,a,c0

∥g̃ṽ∥Lκ̃(E
m,nl
j,l )

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp̃(E

m,nl
j,l )

.
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Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g(Ω)

∥f − Pj,l(f)∥Lq,v(Em,nlj,l ) .
p,q,α,β,r,d,a,c0

. ∥v0∥Lβ(Em,nlj,l )∥g̃ṽ∥Lκ̃(E
m,nl
j,l )∥g0∥Lα(Em,nlj,l )

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E

m,nl
j,l )

(1.116)
=

= Φ(Em,nl
j,l )

δ
d

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E

m,nl
j,l )

(1.124)

.
d,κ

(
ε∗

2mn

) δ
d

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E

m,nl
j,l )

.

(1.126)

Ïîëîæèì T lm,n =
(
∪j∈J1

m,n,l
Πj,l

)
∪ {Em,nl

j,l }j∈J2
m,n,l

, Ŝm,n,l(f)|Em,nlj,l
= Sj,l(f), j ∈

J1
m,n,l, Ŝm,n,l(f)|Em,nlj,l

= Pj,l(f), j ∈ J2
m,n,l. Òîãäà ñâîéñòâî 1 è (1.122) ñëåäóþò èç

(1.123), óñëîâèÿ cardΠj,l 6 2d è ïóíêòà 3 òåîðåìû 1.3.1. Èç (1.125), (1.126) è óñëîâèÿ
cardΠj,l 6 2d ñëåäóåò (1.121).

Øàã 6. Ïîëîæèì T̂m,n,ε = T̂m,n,ε/2;k ∪
(
∪l0(k)l=1 T

l
m,n

)
, Sm,n,ε(f)|ΩT6k,F

= Sm,n,ε/2;k(f),

Sm,n,ε(f)|ΩTk,l,F
= Ŝm,n,l(f). Ñâîéñòâî 1 ñëåäóåò èç îöåíêè

card T̂m,n,ε = card T̂m,n,ε/2;k +

l0(k)∑
l=1

νm,n,l .
d

2mn+

l0(k)∑
l=1

2mnl
(1.120)

.
d

2mn. (1.127)

Íåðàâåíñòâî (1.114) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε∗ > 0 ñëåäóåò èç (1.118), (1.121), (1.127)
è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà. Ñâîéñòâî 3 ðàçáèåíèÿ T̂m,n,ε ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3 ðàçáèåíèÿ
T̂m,n,ε/2;k (ñì. ëåììó 1.4.3) è (1.122).

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Åñëè g(x) ≡ c1 > 0, v(x) ≡ c2 > 0, òî äëÿ n ∈ N, m ∈ Z+

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Tm,n îáëàñòè Ω òàêîå, ÷òî

1. cardTm,n .
d

2mn,

2. äëÿ ëþáîãî E ∈ Tm,n ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð PE :
Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − PEf∥Lq,v(Ω) .
p,q,r,d,a

c1c2(mesE)
δ
d (2mn)−

δ
d

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(E)

,

3. äëÿ E ∈ Tm,n âûïîëíåíî card {E ′ ∈ Tm±1,n : mes(E ∩ E ′) > 0} .
d

1.

Ëåììà 1.4.5. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞, U ⊂ Rd � îãðàíè÷åííîå èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî, v ∈ Lq(U), T = {Ui}ki=1 � êîíå÷íîå ðàçáèåíèå U , νi = dim(Pr−1(Ui), ∥ ·

∥Lq,v(Ui)), ν =
k∑
i=1

νi. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì A : (Sr,T (U), ∥ ·

∥Lq,v(U)) → Rν òàêîé, ÷òî

∥A∥Lp,q,T,v(U)→lνp .
r,d,p

1, ∥A−1∥lνq→Lq,v(U) .
r,d,q

1. (1.128)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

νi .
r,d

1, (1.129)

òî ïî òåîðåìå Äæîíà îá ýëëèïñîèäå (ñì. [161], ãë. 1 è 3) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
èçîìîðôèçì Ai : (Pr−1(Ui), ∥ · ∥Lq,v(Ui)) → lνi2 òàêîé, ÷òî

∥Ai∥Lq,v(Ui)→l
νi
2
= 1, ∥A−1

i ∥lνi2 →Lq,v(Ui)
.
r,d

1. (1.130)
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð A : Sr,T (U) → Rν ïî ôîðìóëå

Aφ = (Ai (φ|Ui))
k
i=1 .

Ïóñòü φ ∈ Sr,T (U), Ai (φ|Ui) = (ci,s)16s6νi . Òîãäà

∥φ∥qLq,v(U) =
∑
i

∫
Ui

|φ(x)v(x)|q dx 6

6
∑
i

∥(Ai)−1∥q
l
νi
q →Lq,v(Ui)

νi∑
s=1

|ci,s|q
(1.129),(1.130)

.
q,r,d

∥(ci,s)∥qlνq ,

îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî (1.128). Äàëåå,

∥(ci,s)∥plνp 6
∑
i

∥Ai∥pLq,v(Ui)→l
νi
p
∥φ∥pLq,v(Ui)

(1.129),(1.130)

.
p,r,d

∥φ∥pLp,q,T,v(U).

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå (1.128).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ,
äîêàçàííûå Ïè÷åì [157], Ñòåñèíûì [51], Êàøèíûì [29] è Ãëóñêèíûì [21].

Òåîðåìà G. [51,157]. Ïóñòü p > q, c1 > c2 > . . . > cν > 0, c = (c1, . . . , cν), cν+1 = 0,

Bν
p (c) =

{
(x1, . . . , xν) ∈ Rν :

(
x1
c1
, . . . ,

xν
cν

)
∈ Bν

p

}
.

Òîãäà äëÿ 0 6 n 6 ν

ϑn(B
ν
p (c), l

ν
q ) =


(

ν∑
j=n+1

c
pq
p−q
j

) 1
q
− 1
p

ïðè p > q,

cn+1 ïðè p = q.

(1.131)

Â ÷àñòíîñòè,

ϑn(B
ν
p , l

ν
q ) = (ν − n)

1
q
− 1
p , n ∈ Z+, ν ∈ N, n 6 ν. (1.132)

Òåîðåìà H. [21, 29]. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞. Òîãäà

dn(B
ν
p , l

ν
q ) ≍

q,p
Φ(n, ν, p, q), (1.133)

λn(B
ν
p , l

ν
q ) ≍

q,p
Ψ(n, ν, p, q), (1.134)

dn(Bν
p , l

ν
q ) ≍

q,p
Ψ(n, ν, q′, p′), (1.135)

ãäå

Φ(n, ν, p, q) =


min

{
1,
(
ν1/qn−1/2

)( 1
p
− 1
q )/(

1
2
− 1
q )
}
, 2 6 p 6 q <∞,

max
{
ν

1
q
− 1
p , min

(
1, ν

1
qn− 1

2

) (
1− n

ν

)1/2}
, 1 < p < 2 6 q <∞,

max

{
ν

1
q
− 1
p ,
(
1− n

ν

)( 1
q
− 1
p)/(1−

2
p)
}
, 1 < p 6 q 6 2,

Ψ(n, ν, p, q) =

{
Φ(n, ν, p, q), 1

p
+ 1

q
> 1,

Φ(n, ν, q′, p′), 1
p
+ 1

q
6 1.
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Äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ ïðèìåíÿåì ìåòîä äèñêðåòèçàöèè
Â.Å. Ìàéîðîâà [43].

Ëåììà 1.4.6. Ïóñòü 1 < p 6 q < ∞, q̂ > 2, δ > 0, ν(m) .
q,p,r,d

2mn, m ∈ Z+,

n ∈ N. Åñëè δ
d
+ min

{
1
p
− 1

q
, 1

2
− 1

q̂

}
̸= q̂δ

2d
, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{k(m)}m∈Z+ ⊂ {0, . . . , ν(m)} òàêàÿ, ÷òî
∑
k∈Z+

k(m) .
q,p,r,d

n è

∞∑
k=0

ϑk(m)(B
ν(m)
p , lν(m)

q )(2mn)−
δ
d .
q,p,r,d

n−θp,q,r,d .

Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïðè îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ Ñîáîëåâà èëè Áåñîâà
(ñì., íàïðèìåð, [84], [158], [180]) è èñïîëüçóåò òåîðåìó H.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: îöåíêà ñâåðõó. Ïðè p > q è p < q, q̂ 6 2
îöåíêà ñëåäóåò èç ëåììû 1.4.4. Â ñàìîì äåëå, äëÿ îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ è
àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà áåðåòñÿ
Sr,T̂0,n,ε(Ω), à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ � S0,n,ε. Ïðè îöåíêå ÷èñåë Ãåëüôàíäà áåðåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâî {f ∈ span Ŵ r
p,g(Ω) : S0,n,εf = 0}. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà

dim Sr,T̂0,n,ε(Ω) .
r,d

n, (1.136)

à òàêæå ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ S0,n,ε.
Ïóñòü p < q è q̂ > 2. Ïðèìåíèì ìåòîä äèñêðåòèçàöèè Â.Å. Ìàéîðîâà [43]. Èç

ëåììû 1.4.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g(Ω) âûïîëíåíî

f = S0,n,εf +
∑
m∈Z+

(Sm+1,n,εf − Sm,n,εf) (1.137)

(ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Lq,v(Ω)).
Ïóñòü T̃m,n,ε � ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ Gm,n,ε

j ∩ Gm+1,n,ε
i (ñì.

îáîçíà÷åíèÿ â ëåììå 1.4.4) òàêèõ, ÷òî mes (Gm,n,ε
j ∩ Gm+1,n,ε

i ) > 0. Òîãäà Sm+1,n,εf −
Sm,n,εf ∈ Sr,T̃m,n,ε(Ω).

Ïóñòü ν̃m,n = dim(Sr,T̃m,n,ε(Ω), ∥ · ∥Lq,v(Ω)). Èç ïóíêòîâ 1 è 3 ëåììû 1.4.4 ñëåäóåò,
÷òî

ν̃m,n .
d

2mn. (1.138)

Ïî ëåììå 1.4.5, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Am,n : (Sr,T̃m,n,ε(Ω), ∥·∥Lq,v(Ω)) → Rν̃m,n òàêîé,
÷òî

∥Am,n∥Lp,q,T̃m,n,ε,v(Ω)→l
ν̃m,n
p

.
r,d,p

1, ∥A−1
m,n∥lν̃m,nq →Lq,v(Ω)

.
r,d,q

1. (1.139)

Ïóñòü {km,n}m∈Z+ ⊂ Z+, ∑
m∈Z+

km,n = Nn .
p,q,r,d

n, (1.140)

Λm,n ⊂ l
ν̃m,n
q � ýêñòðåìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ϑkm,n(B

ν̃m,n
p , l

ν̃m,n
q ), Em,n :

l
ν̃m,n
q → Λm,n � ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå. ×åðåç Im,n îáîçíà÷èì
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Rν̃m,n . Ïîëîæèì

Ef = S0,n,ε(f) +
∑
m∈Z+

A−1
m,nEm,nAm,n(Sm+1,n,ε(f)− Sm,n,ε(f)) (1.141)
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(ýòà ñóììà êîíå÷íàÿ). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {km,n}m∈Z+

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

∥f − Ef∥Lq,v(Ω) .
r,d,q,p,a,α,β,c0

(∥gv∥κ + ε)n−θp,q,r,d . (1.142)

Â ñàìîì äåëå, èç (1.136) è (1.140) ñëåäóåò, ÷òî E(span Ŵ r
p,g(Ω)) ñîäåðæèòñÿ â

ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè Ñn .
p,q,r,d

n. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ

Em,n ëèíåéíû (ýòî òðåáóåòñÿ ïðè îöåíêå àïïðîêñèìàòèâíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ
÷èñåë), òî îòîáðàæåíèå E ëèíåéíî è íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó èç (1.142) ñëåäóþò
òðåáóåìûå îöåíêè äëÿ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà è àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë. Ïðè îöåíêå
÷èñåë Ãåëüôàíäà ðàññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî Λn, çàäàííîå ðàâåíñòâàìè

S0,n,ε(f) = 0, Em,nAm,n(Sm+1,n,ε(f)− Sm,n,ε(f)) = 0

(òîãäà codimΛn .
p,q,r,d

n è Ef = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Λn).

Èç (1.138) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå C∗(d), ÷òî ν̃m,n 6 C∗(d) · 2mn. Ïîëîæèì
νm,n = ⌈C∗(d) · 2mn⌉, γm = ϑkm,n(B

νm,n
p , l

νm,n
q ). Îòìåòèì, ÷òî

ϑkm,n(B
ν̃m,n
p , lν̃m,nq ) 6 γm. (1.143)

Ïóñòü f ∈ Ŵ r
p,g(Ω). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïóíêòû 2 è 3 ëåììû 1.4.4, ïîëó÷àåì

∥Sm+1,n,ε(f)− Sm,n,ε(f)∥Lp,q,T̃m,n,ε,v(Ω) 6
6 ∥f − Sm+1,n,ε(f)∥Lp,q,T̃m,n,ε,v(Ω) + ∥f − Sm,n,ε(f)∥Lp,q,T̃m,n,ε,v(Ω) .

p,q,r,d

. ∥f − Sm+1,n,ε(f)∥Lp,q,T̂m,n,ε,v(Ω) + ∥f − Sm,n,ε(f)∥Lp,q,T̂m,n,ε,v(Ω)

(1.114)

.
r,d,q,p,a,α,β,c0

. (∥gv∥κ + ε)(2mn)−
δ
d .

Îòñþäà, èç (1.137), (1.139), (1.141) è (1.143) ñëåäóåò, ÷òî

∥f − Ef∥Lq,v(Ω) 6

6
∑
m∈Z+

∥A−1
m,n(Im,n − Em,n)Am,n(Sm+1,n,ε(f)− Sm,n,ε(f))∥Lq,v(Ω) .

r,d,q,p,a,α,β,c0

. (∥gv∥κ + ε)
∑
m∈Z+

γm · (2mn)−
δ
d .

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.4.6.

1.5 Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó s-÷èñåë

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè ñíèçó òàêæå èñïîëüçóåì îáîáùåíèå ìåòîäà äèñêðåòèçà-
öèè Â.Å. Ìàéîðîâà [43].

Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, B ⊂ X, A ∈ L(X, Y ). Òîãäà

dn(A(B), Y ) 6 ∥A∥dn(B, X). (1.144)

Åñëè Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, J : Z → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
èíúåêòèâíûé îïåðàòîð, òî èç îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàòèâíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ
÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî

an(AJ) 6 ∥A∥an(J), cn(AJ) 6 ∥A∥cn(J). (1.145)
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Ëåììà 1.5.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü, W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω), G1, . . . , Gm ⊂ Ω �

ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèåñÿ îáëàñòè, è ïóñòü ψ1, . . . , ψm ∈ W r
p,g(Ω),

∥∥∥∇rψj
g

∥∥∥
Lp(Ω)

=

1, suppψj ⊂ Gj,

∥ψj∥Lq,v(Gj) >M, 1 6 j 6 m. (1.146)

Ïóñòü B = W r
p,g(Ω) ∩ span {ψj}mj=1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ {0, . . . , m}

ϑn(B, Lq,v(Ω)) >M · ϑn(Bm
p , l

m
q ).

Åñëè p > q è âìåñòî(1.146) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥ψj∥Lq,v(Gj) >Mj, 1 6 j 6 m, (1.147)

ãäå M1 >M2 > . . . >Mm > 0, òî

ϑn(B, Lq,v(Ω)) >
(

m∑
j=n+1

M
pq
p−q
j

) 1
q
− 1
p

. (1.148)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = span {ψj}mj=1 ⊂ Lq,v(Ω). Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë
Ãåëüôàíäà è òåîðåìû Õàíà � Áàíàõà ñëåäóåò, ÷òî

cn(B, Lq,v(Ω)) = cn(B, X).

Äîêàæåì, ÷òî

dn(B, Lq,v(Ω)) > dn(B, X), an(B, Lq,v(Ω)) > an(B, X).

Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïðîåêòîð Q : Lq,v(Ω) → X òàêîé, ÷òî ∥Q∥ 6 1 è ïðèìåíèì
(1.144), (1.145). Ïóñòü Xj = span {ψj}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(j)

q,v(Ω) ìíîæåñòâî ôóíêöèé
â Lq,v(Ω) ñ íîñèòåëåì â Gj. Òàê êàê dimXj = 1, òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð Qj :

L
(j)
q,v(G) → Xj, ∥Qj∥ 6 1. Ïîëîæèì Q(f) =

m∑
j=1

Qj(fχGj). Òàê êàê ìíîæåñòâà Gj

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ∥Q∥ 6 1.
Îïðåäåëèì èçîìîðôèçì T : X → Rm ðàâåíñòâîì

T

(
m∑
j=1

cjψj

)
= (c1, . . . , cm).

Òàê êàê
∥∥∥∇rψj

g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1, òî
m∑
j=1

cjψj ∈ W r
p,g(Ω) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(c1, . . . , cm) ∈ Bm
p . Ïîýòîìó T (W r

p,g(Ω) ∩ X) = Bm
p . Äîêàæåì, ÷òî ∥T∥Lq,v(G)→lmq 6

M−1. Â ñàìîì äåëå, åñëè f =
m∑
j=1

cjψj, òî ∥Tf∥lmq =

(
m∑
j=1

|cj|q
)1/q

,

∥f∥Lq,v(G) =

(
m∑
j=1

|cj|q∥ψj∥qLq,v(Gj)

)1/q

>M∥Tf∥lmq .

Â ñèëó (1.144) è (1.145),

ϑn(B
m
p , l

m
q ) = ϑn(T (B), lmq ) 6

6 ∥T∥Lq,v(G)→lmq ϑn(B, X) 6M−1ϑn(B, X).

Îöåíêà (1.148) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ ïðèìåíåíèåì (1.131). Ëåììà äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî èç ýòîé ëåììû ñëåäóþò îöåíêè ñíèçó äëÿ ãåëüôàíäîâñêèõ è
ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâà W r

p,g(Ω).

Ñëåäñòâèå 1.5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.5.1. Òîãäà

dn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) >M · dn(Bm

p , l
m
q ),

λn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) >M · λn(Bm

p , l
m
q ),

dn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) >M · dn(Bm

p , l
m
q ).

Ëåììà 1.5.2. Ïóñòü U ⊂ Ω � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå êóáîâ ∆i, 1 6 i 6 i0, g|∆i = ai,
v|∆i = bi, g|Ω\U = 0, v|Ω\U = 0. Ïîëîæèì W r

p,g,U(Ω) = W r
p,g(Ω) ∩ C∞

0 (U). Òîãäà

lim
n→∞

ϑn(W
r
p,g,U(Ω), Lq,v(Ω))n

θp,q,r,d &
p,q,r,d

∥gv∥κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J = {i ∈ 1, i0 : aibi ̸= 0} ̸= ∅, K̃ =
∪
i∈J ∆i, N > n. Äëÿ

êàæäîãî i ∈ J ïîëîæèì

ni =

([(
(aibi)

κ|∆i|∑
j∈J

(ajbj)κ|∆j|
2N

)1/d]
+ 1

)d

, m :=
∑
i∈J

ni.

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N

2
(aibi)

κ|∆i|∑
j∈J

(ajbj)κ|∆j|
N 6 ni 6 4

(aibi)
κ|∆i|∑

j∈J
(ajbj)κ|∆j|

N, 2N 6 m 6 4N. (1.149)

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ0 ∈ C∞
0 (R,R+) èìååò íîñèòåëü â (0, 1), φ0 ̸≡ 0. Ïîëîæèì φ(x) =

c
∏d

l=1 φ0(xl), ãäå xl � l-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè x ∈ Rd, à c âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû∫
[0, 1]d

|∇rφ(x)|p dx = 1.

Ïóñòü i ∈ J . Ðàçäåëèì ∆i íà ni ðàâíûõ êóáîâ

∆i,j = xij +

(
|∆i|
ni

)1/d

[0, 1]d

è ïîëîæèì φij(x) = ai|∆i,j|
r
d
− 1
pφ
((

ni
|∆i|

)1/d
(x− xij)

)
. Òîãäà

∥∥∥∇rφij
g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1,

∥φij∥Lq,v(Ω) ≍
p,q,r,d

aibi|∆i,j|
r
d
+ 1
q
− 1
p = aibi

(
|∆i|
ni

) 1
κ (1.149)

≍
p,q,r,d

≍

(∑
j∈J

(ajbj)
κ|∆j|

) 1
κ

= ∥gv∥κN− δ
d .

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 1.5.1 è òåîðåìû G, H, âçÿâ N = n, à òàêæå N = ⌈nq̂/2⌉ â
ñëó÷àå p < q, q̂ > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü {gk}k∈N, {vk}k∈N � âîçðàñòà-
þùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, òàêàÿ ÷òî gk(x) →

k→∞
g(x),

vk(x) →
k→∞

v(x) (ñì. îïðåäåëåíèå êëàññà L+(Ω)). Ïî òåîðåìå Á. Ëåâè, ∥gkvk∥κ →
k→∞

∥gv∥κ.
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Çàôèêñèðóåì k ∈ N è îáîçíà÷èì ĝ = gk, v̂ = vk. Òîãäà W r
p,ĝ(Ω) ⊂ W r

p,g(Ω) è
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî U ⊂ Ω, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì êóáîâ ∆i, 1 6
i 6 i0, òàêèì, ÷òî ĝ|∆i = const, v̂|∆i = const, ĝ|Ω\U = 0, v̂|Ω\U = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî Ŵ r
p,g(Ω) = {f − P̂ f : f ∈ W r

p,g(Ω)}. Ïîëîæèì

W = {f − P̂ f : f ∈ W r
p,ĝ,U(Ω)}

(ñì. îáîçíà÷åíèå â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 1.5.2). Òîãäà W ⊂ Ŵ r
p,g(Ω), ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî ϑn(W, Lq,v̂(Ω)) &
p,q,r,d

∥ĝv̂∥κn−θp,q,r,d .
Òàê êàê âåñà ĝ, v̂ îãðàíè÷åíû, òî èç çàìå÷àíèÿ 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð P̂ :

spanW r
p,ĝ,U(Ω) → Lq,v̂(Ω) îãðàíè÷åí.

Ñíà÷àëà îöåíèì ñíèçó êîëìîãîðîâñêèå è àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà. Ïóñòü
Λ ⊂ Lq,v̂(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå âûøå n, T : spanW → Λ (ïðè îöåíêå
àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå T ëèíåéíî è íåïðåðûâíî).
Ïîëîæèì T̃ f = P̂ f + T (f − P̂ f). Òîãäà îáðàç îòîáðàæåíèÿ T̃ ñîäåðæèòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå Λ + Pr−1(Ω) ðàçìåðíîñòè n + dimPr−1(Ω). Åñëè îòîáðàæåíèå T
ëèíåéíî è íåïðåðûâíî, òî òàêèì æå ÿâëÿåòñÿ T̃ : spanW r

p,ĝ,U(Ω) → Lq,v̂(Ω). Èç
ëåììû 1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

sup
h∈W

∥h− Th∥Lq,v̂(Ω) = sup
f∈W r

p,ĝ,U (Ω)

∥f − P̂ f − T (f − P̂ f)∥Lq,v̂(Ω) =

= sup
f∈W r

p,ĝ,U (Ω)

∥f − T̃ f∥Lq,v̂(Ω) &
p,q,r,d

∥ĝv̂∥κn−θp,q,r,d .

Òåïåðü îöåíèì ÷èñëà Ãåëüôàíäà. Ïóñòü T : spanW → Rn � ëèíåéíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå T̂ : spanW → Rn × Pr−1(Ω),
T̂ (f) = (T (f), P̂ (f)). Ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî è íåïðåðûâíî. Îòñþäà è èç ëåììû
1.5.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

sup{∥f∥Lq,v̂(Ω) : Tf = 0, f ∈ W} =

= sup{∥f − P̂ f∥Lq,v̂(Ω) : T (f − P̂ f) = 0, f ∈ W r
p,ĝ,U(Ω)} >

> sup{∥f∥Lq,v̂(Ω) : Tf = 0, P̂ f = 0, f ∈ W r
p,ĝ,U(Ω)} &

p,q,r,d

∥ĝv̂∥κn−θp,q,r,d .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èç (3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
λn(Ŵ

r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) âûïîëíåíû òàêèå æå ïîðÿäêîâûå îöåíêè, êàê äëÿ àïïðîêñèìà-

òèâíûõ ÷èñåë, à äëÿ ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ dn(Ŵ r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) � òàêèå æå

ïîðÿäêîâûå îöåíêè, êàê äëÿ ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë.
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Ãëàâà 2

Òåîðåìû âëîæåíèÿ è ïîïåðå÷íèêè

âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè,

ìîíîòîííûìè ïî îäíîé ïåðåìåííîé

Â ýòîé ãëàâå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 3.

2.1 Ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ êóáà ïî

ôóíêöèè ìíîæåñòâà

Îáîçíà÷åíèÿ K, Ξs(K), Ξ(K) òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

×åðåç R îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ R
d
= ∆\∆′, ãäå ∆ ∈ K, ∆′ ∈

Ξ(∆)\{∆}. Çàìåòèì, ÷òî çàìûêàíèÿ êóáîâ ∆ è ∆′ ïî ìíîæåñòâó R ∈ R íàõîäÿòñÿ
îäíîçíà÷íî. Áóäåì èõ îáîçíà÷àòü ∆R è ∆′

R ñîîòâåòñòâåííî:

R = ∆R\∆′
R. (2.1)

Ïóñòü ∆
d
=
∏d

j=1[αj, βj] � ïàðàëëåëåïèïåä. Ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä
ìíîæåñòâîì ∆:

pd−1(∆) =
d−1∏
j=1

[αj, βj],

Γ0(∆) =

(
d−1∏
j=1

(αj, βj)

)
× {αd}, Γ1(∆) =

(
d−1∏
j=1

(αj, βj)

)
× {βd},

∆+ =

(
d−1∏
j=1

[αj, βj]

)
× [βd, 2βd − αd],

∆− =

(
d−1∏
j=1

[αj, βj]

)
× [2αd − βd, αd], (2.2)

∆λ = pd−1(∆)× [λαd + (1− λ)βd, βd] , λ ∈ [0, 1], (2.3)

∆(µ) = pd−1(∆)× [αd, αd + µ(βd − αd)], µ ∈ N. (2.4)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̃ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà M = R\(∆′
R)+, ãäå R ∈ R è

Γ1(∆
′
R) ∩ Γ1(∆R) = ∅. Ïðè ýòîì îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâîì

M :

∆M = ∆R, ∆′
M = ∆′

R, ∆′′
M = ∆′′

R = (∆′
R)+. (2.5)

Äëÿ M ∈ Ξ(K) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∆′
M = ∆′′

M = ∅, ∆M =M. (2.6)

Åñëè M ∈ R è Γ1(∆
′
M) ⊂ Γ1(∆M), òî òàêæå ïîëîæèì ∆′′

M = ∅.
Äëÿ R ∈ R è R̃ ∈ R̃ îáîçíà÷èì

Γ0(R) = Γ0(∆R)\Γ0(∆′
R), Γ1(R) = Γ1(∆R)\Γ1(∆′

R),

Γ0(R̃) = Γ0(∆R̃)\Γ0(∆′
R̃
), Γ1(R̃) = Γ1(∆R̃)\Γ1(∆′′

R̃
)

(÷åðòà íàä ìíîæåñòâîì çäåñü îçíà÷àåò çàìûêàíèå),

R± = (∆R)±, R̃± = (∆R̃)±. (2.7)

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Åñëè M , N ∈ Ξ(K) ∪R ∪ R̃ è Γ0(M) ∩ Γ0(N) ̸= ∅ (èëè Γ1(M) ∩
Γ1(N) ̸= ∅), òî M è N ïåðåêðûâàþòñÿ.

Äëÿ ìíîæåñòâ âèäà E = E ′ × {z}, ãäå E ′ ⊂ Rd−1, z ∈ R, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
E 7→ zd(E) ðàâåíñòâîì zd(E) := z.

Äëÿ êàæäîãî K ∈ K îïðåäåëèì ðàçáèåíèå Qs(K) èíäóêöèåé ïî s ∈ Z+. Ïîëîæèì
Q0(K) = {K}. Ïóñòü ðàçáèåíèå Qs(K) ïîñòðîåíî äëÿ ëþáîãî K ∈ K. Ïîñòðîèì
Qs+1(K). Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû Ξ1(K) = {∆1

j , j = 1, 2d} òàê, ÷òîáû

{∆1
j , j = 2d−1 + 1, 2d} = {∆1

j ∈ Ξ1(K) : Γ0(∆
1
j) ⊂ Γ0(K)}. (2.8)

Ïîëîæèì

Qs+1(K) = {∆1
j : j = 1, 2d−1}

∪2d−1∪
k=1

Qs(∆
1
k+2d−1)

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̃s(K) ñåìåéñòâî êóáîâ ∆ ∈ Qs(K) òàêèõ, ÷òî Γ0(∆) ⊂ Γ0(K).

Ëåììà 2.1.1. 1. Âñå ýëåìåíòû Qs(K) ïðèíàäëåæàò ∪sl=0Ξl(K); ïðè ýòîì,

{∆ ∈ Qs(K) : Γ1(∆) ⊂ Γ1(K)} = Q1(K)\Q̃1(K), åñëè s > 1, (2.9)

Q̃s(K) = {∆ ∈ Ξs(K) : Γ0(∆) ⊂ Γ0(K)}; (2.10)

2. cardQs(K) = 2s(d−1) +
s∑

k=1

2k(d−1);

3. card Q̃s(K) = 2s(d−1);

4. äëÿ ëþáûõ s, t ∈ Z+ âûïîëíåíî

(Qs(K)\Q̃s(K))
∪ ∪

∆∈Q̃s(K)

Qt(∆)

 = Qs+t(K);

5. åñëè ∆ ∈ Ξt(K), t ∈ Z+, è Γ0(∆) ∩ Γ0(K) = ∅, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ Z+ êóá ∆
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ Qs(K);
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Q1HKL Q2HKL Q3HKL

Ðèñ. 2.1:

6. åñëè ∆ ∈ Qs(K)\Q̃s(K), òî íàéäåòñÿ òàêîå t 6 s, ÷òî ∆ ∈ Qt(K)\Q̃t(K),
∆− ∈ Q̃t(K).

Íà ðèñóíêå 2.1 èçîáðàæåíû ðàçáèåíèÿ Qs(K) ïðè s = 1, 2, 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè s = 0 ñâîéñòâà 1�6 ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Ïóñòü Qs(K) èìååò
ýòè ñâîéñòâà äëÿ ëþáîãî K ∈ K è ëþáîãî s 6 m. Äîêàæåì èõ äëÿ Qm+1(K). Â ñàìîì
äåëå, â ñèëó (2.8) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ýëåìåíòû Qm(∆

1
j), j = 2d−1 + 1, 2d,

ïðèíàäëåæàò ∪ml=0Ξl(∆
1
j) ⊂ ∪m+1

l=1 Ξl(K). Ðàâåíñòâî (2.9) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
Qm+1(K). Íàêîíåö, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

Q̃m+1(K) = ∪2d−1

k=1 Q̃m(∆
1
k+2d−1) =

= ∪2d−1

k=1 {∆ ∈ Ξm(∆
1
k+2d−1) : Γ0(∆) ⊂ Γ0(∆

1
k+2d−1)} =

= {∆ ∈ Ξm+1(K) : Γ0(∆) ⊂ Γ0(K)}.
Òåì ñàìûì, äîêàçàíî ñâîéñòâî 1. Äàëåå,

cardQm+1(K) = 2d−1 +
2d−1∑
k=1

cardQm(∆
1
k+2d−1) = 2d−1 + 2(m+1)(d−1) +

m∑
j=1

2(j+1)(d−1),

card Q̃m+1(K) =
2d−1∑
k=1

card Q̃m(∆
1
k+2d−1) = 2(m+1)(d−1)

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò 2 è 3.
Äîêàæåì 4. Ïóñòü t ∈ Z+. Èìååì

(Qm+1(K)\Q̃m+1(K))
∪ ∪

∆∈Q̃m+1(K)

Qt(∆)

 =

= {∆1
j : j = 1, 2d−1}

∪2d−1∪
k=1

Qm(∆
1
k+2d−1)\Q̃m(∆

1
k+2d−1)

∪
∪2d−1∪

k=1

∪
∆∈Q̃m(∆1

k+2d−1 )

Qt(∆)

 =

= {∆1
j : j = 1, 2d−1}

∪2d−1∪
k=1

Qm+t(∆
1
k+2d−1)

 = Qm+1+t(K).

Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïîñëåäíåå �
ïî îïðåäåëåíèþ Qm+1+t(K).
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Äîêàæåì 5. Çàìåòèì, ÷òî t > 1. Åñëè ∆ ⊂ ∆1
j , j = 1, 2d−1, òî óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî. Ïóñòü ∆ ⊂ ∆1
j , j = 2d−1 + 1, 2d. Òîãäà ∆ ∈ Ξt−1(∆

1
j) è Γ0(∆) ∩ Γ0(∆

1
j) =

∅. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ∆ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ
Qm(∆

1
j), êîòîðûé ïðèíàäëåæèò Qm+1(K).

Äîêàæåì 6. Åñëè ∆ ∈ Q1(K)\Q̃1(K), òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî (â ýòîì ñëó÷àå
t = 1). Åñëè ∆ ∈ Qm(∆

1
k+2d−1)\Q̃m(∆

1
k+2d−1) äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, . . . , 2d−1, òî ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäåòñÿ òàêîå t 6 m, ÷òî ∆ ∈ Qt(∆
1
k+2d−1)\Q̃t(∆

1
k+2d−1) è

∆− ∈ Q̃t(∆
1
k+2d−1). Çíà÷èò, ∆ ∈ Qt+1(K)\Q̃t+1(K) è ∆− ∈ Q̃t+1(K).

Îáîçíà÷èì
n(s, d) =

s∑
k=1

2k(d−1) + 2s(d−1),

n1(s, d) =
s∑

k=1

2k(d−1), s ∈ Z+, d ∈ N ∩ [2, ∞).

Ïóñòü K ∈ K, A ⊂ K, P � ðàçáèåíèå K. Îáîçíà÷èì

P |A = {M ∩ A|M ∈ P, mes (M ∩ A) > 0}.

Äëÿ ïàðû êóáîâ ∆1, ∆2 ∈ Ξ(∆1) îáîçíà÷èì ÷åðåç s(∆2, ∆1) òàêîå s ∈ Z+, ÷òî
∆2 ∈ Ξs(∆1); äëÿ R ∈ R òàêîãî, ÷òî ∆R ∈ Ξ(∆1), ïîëîæèì s(R, ∆1) = s(∆R, ∆1).

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ñêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå T êóáà Q èìååò ñâîéñòâî (∗), åñëè

• êàæäûé ýëåìåíò T ïðèíàäëåæèò Ξ(Q) èëè R;

• åñëè R ∈ R ∩ T , òî ∆R ∈ Ξ(Q).

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü K ⊂ Rd � çàìêíóòûé êóá, T = T (K−) � ðàçáèåíèå K− ñî
ñâîéñòâîì (∗). Ïîëîæèì

T ′ = T ′(K−) = {M ∈ T : Γ1(M) ⊂ Γ1(K−)},

N(T ) = cardT ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T+(K) êóáà K ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. êàæäûé ýëåìåíò T+(K) ïðèíàäëåæèò Ξ(K) èëè R;

2. åñëè R ∈ R ∩ T+(K), òî ∆R ∈ Ξ(K);

3. {M ∈ T+(K) : Γ1(M) ⊂ Γ1(K)} ëèáî ñîâïàäàåò ñ Q1(K)\Q̃1(K), ëèáî
ñîâïàäàåò ñ {K}, ëèáî èìååò âèä {R}, ãäå R ∈ R, ∆R = K è Γ0(∆

′
R) ⊂ Γ0(K);

4. åñëè M ∈ T+(K) è Γ0(M) ∩ Γ0(K) = ∅, òî M ∈ Ξ(K), Γ0(M−) ⊂ Γ0(K)
è {M̃ ∈ T+(K) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} ëèáî ñîâïàäàåò ñ Q1(M−)\Q̃1(M−),
ëèáî ñîâïàäàåò ñ {M−}, ëèáî èìååò âèä {RM}, ãäå RM ∈ R, ∆RM = M− è
Γ0(∆

′
RM

) ⊂ Γ0(K);

5. åñëè M ∈ T+(K)∩Ξ(K) è Γ0(M) ⊂ Γ0(K), òî ëèáî M− ∈ T ′, ëèáî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò RM ∈ T ′ ∩R òàêîé, ÷òî ∆RM =M− è Γ1(∆

′
RM

) ∩ Γ0(K) = ∅;

6. åñëè R ∈ T+(K) ∩R, òî Γ0(∆
′
R) ⊂ Γ0(K) è (∆R)−\(∆′

R)− ∈ T ′;

7. âûïîëíåíà îöåíêà

cardT+(K) 6 6N(T )− 3; (2.11)
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8. ïóñòü K1 ∈ Ξ(K), Γ0(K1) ⊂ Γ0(K), T1 := T |(K1)−, τ(K, K1, T ) � ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ T+(K), íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ñ K1. Òîãäà

(T1)+(K1) = T+(K)|K1

è åñëè K1 ̸= K, òî

card τ(K, K1, T ) 6
max{9 card {M ∈ T ′(K−) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3, 0} ; (2.12)

9. ïóñòü K1 ∈ Ξ(K), Γ0(K1) ∩ Γ0(K) = ∅. Òîãäà T+(K)|K1 = {K1};

10. åñëè M ∈ T ′(K)∩R, ∆M = K− è Γ1(∆
′
M) ⊂ Γ0(K), òî T+(K) = {K\(∆′

M)+} ∪
(T |∆′

M
)+((∆

′
M)+), à åñëè ŝ := min{s(M̃, K−) : M̃ ∈ T ′} > 1, òî

T+(K) = (Qŝ(K)\Q̃ŝ(K))
∪ ∪

∆∈Q̃ŝ(K)

{M̃ ∈ T+(K) : M̃ ⊂ ∆}

 .

Íà ðèñóíêå 2.2 èçîáðàæåíû äâà ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèÿ T+(K) ïî
çàäàííîìó ðàçáèåíèþ T êóáà K−.

1 2

Ðèñ. 2.2:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî êóáà K ∈ K è ðàçáèåíèÿ T = T (K−) ñî ñâîéñòâîì
(∗) îáîçíà÷èì

s∗(K, T ) = min{s(M, K−) :M ∈ T ′},
s∗(K, T ) = max{s(M, K−) :M ∈ T ′}.

Ïîñòðîèì T+(K) èíäóêöèåé ïî s∗(K, T ). Åñëè s∗(K, T ) = 0 (ò.å. T = {K−} èëè
T = {R}, R ∈ R, Γ1(∆

′
R) ∩ Γ0(K) = ∅), òî ïîëàãàåì T+(K) = {K}. Âñå ñâîéñòâà

ðàçáèåíèÿ T+(K) â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Ïóñòüm ∈ Z+ è ðàçáèåíèÿ T+(K)
îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ ïàð (K, T ) òàêèõ, ÷òî s∗(K, T ) 6 m; ïðè ýòîì, äëÿ T+(K)
âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1�10. Ïîñòðîèì T+(K) äëÿ âñåõ (K, T ) òàêèõ, ÷òî s∗(K, T ) =
m+ 1.
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Ñëó÷àé 1. Åñëè s∗(K, T ) = 0, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò M1 ∈ T ′ òàêîé, ÷òî
s(M1, K−) = 0. Òàê êàê m + 1 > 0, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò M2 ∈ T ′ òàêîé, ÷òî
s(M2, K−) > 0. Çíà÷èò, M1 ∈ R è Γ1(∆

′
M1

) ⊂ Γ0(K). Ïîëîæèì ∆̃ = ∆′
M1
, ∆ = (∆̃)+,

T̃ = T̃ (∆̃) = {M ∈ T :M ⊂ ∆̃}, T̃ ′ = T̃ ′(∆̃) = {M ∈ T̃ : Γ1(M) ⊂ Γ1(∆̃)},

R = K\∆. Òàê êàê ∆̃ ∈ Ξs1(K−) äëÿ íåêîòîðîãî s1 ∈ N, òî ðàçáèåíèå T̃ (∆̃) êóáà
∆̃ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗) è äëÿ êàæäîãî M ∈ T̃ âûïîëíåíî s(M, ∆̃) = s(M, K) −
s1. Çíà÷èò, s∗(∆, T̃ ) = m + 1 − s1 6 m. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îïðåäåëåíî
ðàçáèåíèå T̃+(∆), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1�10. Ïîëîæèì

T+(K) = {R} ∪ {M :M ∈ T̃+(∆)}.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ T+(K) âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1�10. Ñâîéñòâà 1, 2, 3 è 10 ñðàçó
âûòåêàþò èç ïîñòðîåíèÿ.

Äîêàæåì 4. Ïóñòü M ∈ T+(K), Γ0(M) ∩ Γ0(K) = ∅. Òîãäà M ⊂ ∆ è â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, M ∈ Ξ(∆) ⊂ Ξ(K) è Γ0(M−) ⊂ Γ0(∆) ⊂ Γ0(K). Åñëè
M̃ ∈ T+(K) è Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅, òî M̃ ∈ T̃+(∆). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

{M̃ ∈ T̃+(∆) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} =

 Q1(M−)\Q̃1(M−),
{M−},
{RM}, ãäå RM ∈ R.

Ïðè ýòîì, â òðåòüåì ñëó÷àå ∆RM =M− è Γ0(∆
′
RM

) ⊂ Γ0(∆) ⊂ Γ0(K).
Äîêàæåì 5. Ïóñòü ∆1 ∈ T+(K)∩Ξ(K) è Γ0(∆1) ⊂ Γ0(K). Òîãäà ∆1 ∈ T̃+(∆)∩Ξ(∆)

è Γ0(∆1) ⊂ Γ0(∆). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, (∆1)− ∈ T̃ ′(∆̃) ⊂ T ′(K−) èëè
(∆1)− = R∆1 ∪∆′

R∆1
, ãäå R∆1 ∈ R ∩ T̃ ′(∆̃) ⊂ R ∩ T ′(K−) è Γ1(∆

′
R∆1

) ∩ Γ0(∆) = ∅ (à
çíà÷èò, Γ1(∆

′
R∆1

) ∩ Γ0(K) = ∅).
Äîêàæåì 6. Ïóñòü R1 ∈ T+(K)∩R. Åñëè R1 ⊂ ∆, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

Γ0(∆
′
R1
) ⊂ Γ0(∆) ⊂ Γ0(K), (∆R1)−\(∆′

R1
)− ∈ T̃ ′(∆̃) ⊂ T ′(K−). Åñëè R1 = R, òî

(∆R1)− = K−, (∆′
R1
)− = ∆− = ∆̃, K−\∆̃ =M1 ∈ T ′ è Γ0(∆

′
R1
) = Γ0(∆) ⊂ Γ0(K).

Äîêàæåì 7. Çàìåòèì, ÷òî N(T̃ ) = N(T ) − 1. Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü
ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

cardT+(K) = 1 + card T̃+(∆) 6 1 + 6N(T̃ )− 3 =

= 1 + 6(N(T )− 1)− 3 6 6N(T )− 3.

Äîêàæåì 8. Åñëè K1 = K, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü K1 ∈ Ξs(K), s > 1.
Åñëè K1 ⊂ R, òî T1 = {(K1)−}, (T1)+(K1) = {K1} = T+(K)|K1 , τ(K, K1, T ) =
T̃+(∆). Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà 7 äëÿ T̃+(∆), êîòîðîå âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè,

card τ(K, K1, T ) = card T̃+(∆) 6
6 6N(T̃ )− 3 = 6 card{M ∈ T ′(K−) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3.

Åñëè K1 ⊃ ∆ è âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òî

T1 = {M1 ∩ (K1)−} ∪ T̃ = {(K1)−\∆̃} ∪ T̃ ,

ïîýòîìó s∗(K1, T1) 6 s∗(K, T )− 1 = m è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (ñì. ñâîéñòâî
10)

(T1)+(K1) = {K1\∆} ∪ T̃+(∆).

Çíà÷èò,

(T1)+(K1) = {R ∩K1} ∪ T̃+(∆) = T+(K)|K1 , card τ(K, K1, T ) = 0.
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Ïóñòü K1 ⊂ ∆. Òîãäà T1 = {mes (M ∩ (K1)−) > 0|M ∈ T̃}. Ïîýòîìó, â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, (T1)+(K1) = T̃+(∆)|K1 = T+(K)|K1 . Äàëåå, τ(K, K1, T ) =
{R} ∪ τ(∆, K1, T̃ ),

{M ∈ T ′(K−) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} =

= {M1} ∪ {M ∈ T̃ ′(∆̃) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅},
òàê ÷òî

card τ(K, K1, T ) = 1 + card τ(∆, K1, T̃ ) 6
6 1 + max{9 card {M ∈ T̃ ′ : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3, 0} 6

6 9 card {M ∈ T ′ : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3.

Äîêàæåì 9. Òàê êàê Γ0(∆) ⊂ Γ0(K) è Γ0(K1) ∩ Γ0(K) = ∅, òî ëèáî K1 ⊂ R, ëèáî
K1 ⊂ ∆. Â ïåðâîì ñëó÷àå T+(K)|K1 = {R ∩ K1} = {K1}, âî âòîðîì ñëó÷àå â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè T̃+(∆)|K1 = {K1}, òàê ÷òî T+(K)|K1 = T̃+(∆)|K1 = {K1}.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü s∗ = s∗(K, T ) > 1. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå

Qs∗(K) = {∆s∗
j , j = 1, n(s∗, d)};

ïðè ýòîì,

{j : Γ0(∆
s∗
j ) ⊂ Γ0(K)} = {n1(s∗, d) + 1, . . . , n1(s∗, d) + 2s∗(d−1)}.

Ïîëîæèì ∆j = ∆s∗
j+n1(s∗, d)

, ∆̃j = (∆j)−, j = 1, 2s∗(d−1). Òîãäà â ñèëó (2.10)

{∆̃j : j = 1, 2s∗(d−1)} = {∆̃ ∈ Ξs∗(K−) : Γ1(∆̃) ⊂ Γ0(K)}.

Èç îïðåäåëåíèÿ s∗(K, T ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ∈ T ′ âûïîëíåíî ∆M ∈
∪s>s∗Ξs(K−), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , 2s∗(d−1)} òàêîå, ÷òî M ⊂ ∆̃j. Ïîëîæèì

T̃j = T̃j(∆̃j) = T |∆̃j ,

T̃ ′
j(∆̃j) = {M ∈ T̃j(∆̃j) : Γ1(M) ⊂ Γ0(K)} = {M ∈ T ′(K−) :M ⊂ ∆̃j}.

Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî M ∈ T̃ ′
j(∆̃j) âûïîëíåíî s(M, ∆̃j) = s(M, K−) − s∗(K, T ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s∗(∆j, T̃j) 6 s∗(K, T ) − s∗(K, T ) 6 m + 1 − 1 = m. Çíà÷èò, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ êàæäîãî j = 1, 2s∗(d−1) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå T̂j =
(T̃j)+(∆j) êóáà ∆j ñî ñâîéñòâàìè 1�10. Ïîëîæèì

T+(K) = {∆s∗
j : j = 1, n1(s∗, d)}

∪(∪2s∗(d−1)

j=1 T̂j

)
=

= (Qs∗(K)\Q̃s∗(K))
∪(∪2s∗(d−1)

j=1 T̂j

)
.

(2.13)

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà 1�10 äëÿ ðàçáèåíèÿ T+(K). Ñâîéñòâà 1, 2 è 10 âûïîëíåíû ïî
ïîñòðîåíèþ, ñâîéñòâî 3 âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó

{M ∈ T+(K) : Γ1(M) ⊂ Γ1(K)} =

= {M ∈ Qs∗(K) : Γ1(M) ⊂ Γ1(K)} (2.9)
= Q1(K)\Q̃1(K).

Äîêàæåì 4. ÏóñòüM ∈ T+(K), Γ0(M)∩Γ0(K) = ∅. ÅñëèM ∈ Qs∗(K)\Q̃s∗(K), òî
èç ëåììû 2.1.1 (ñâîéñòâî 6) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå t 6 s∗, ÷òîM ∈ Qt(K)\Q̃t(K)
è M− ∈ Q̃t(K). Çíà÷èò, Γ0(M−) ⊂ Γ0(K) ïî îïðåäåëåíèþ Q̃t(K). Îáîçíà÷èì G(M) =
{M̃ ∈ T+(K) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅}. Åñëè t < s∗, òî

G(M) = {M̃ ∈ Qs∗(K)\Q̃s∗(K) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} =

= {M̃ ∈ Qs∗(K) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅}.
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Â ñèëó ëåììû 2.1.1 (ñâîéñòâî 4)

Qs∗(K) = (Qt(K)\Q̃t(K))
∪ ∪

∆̂∈Q̃t(K)

Qs∗−t(∆̂)

 ,

ïîýòîìó

G(M) = {M̃ ∈ Qs∗−t(M−) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} (2.9)
= Q1(M−)\Q̃1(M−).

Åñëè t = s∗, òî M = (∆j)+ äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, 2s∗(d−1) è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ñâîéñòâà 3 ðàçáèåíèÿ T̂j.

Åñëè M ∈ T̂j, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè M ∈ Ξ(∆j) ⊂ Ξ(K) è Γ0(M−) ⊂
Γ0(∆j) ⊂ Γ0(K). Äàëåå,

{M̃ ∈ T+(K) : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} =

= {M̃ ∈ T̂j : Γ1(M̃) ∩ Γ0(M) ̸= ∅} =

 Q1(M−)\Q̃1(M−),
{M−},
{RM}, ãäå RM ∈ R

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ïðè ýòîì, â òðåòüåì ñëó÷àå ∆RM = M− è
Γ0(∆

′
RM

) ⊂ Γ0(∆j) ⊂ Γ0(K).
Äîêàæåì 5. Åñëè M ∈ T+(K) ∩ Ξ(K) è Γ0(M) ⊂ Γ0(K), òî íàéäåòñÿ òàêîå j =

1, 2s∗(d−1), ÷òî M ⊂ ∆j. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, M− ∈ T̃ ′
j(∆̃j) ⊂ T ′(K−) èëè

M− = RM ∪ ∆′
RM

, ãäå RM ∈ R ∩ T̃ ′
j(∆̃j) ⊂ R ∩ T ′(K−) è Γ1(∆

′
RM

) ∩ Γ0(∆j) = ∅ (à
çíà÷èò, Γ1(∆

′
RM

) ∩ Γ0(K) = ∅).
Äîêàæåì 6. Åñëè R ∈ T+(K) ∩R, òî íàéäåòñÿ òàêîå j = 1, 2s∗(d−1), ÷òî ∆R ⊂ ∆j.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ0(∆
′
R) ⊂ Γ0(∆j) ⊂ Γ0(K) è (∆R)−\(∆′

R)− ∈ T̃ ′
j(∆̃j) ⊂

T ′(K−).
Äîêàæåì 7. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ôîðìóëû (2.13), ðàâåíñòâà

2s∗(d−1)∑
j=1

N(T̃j) = N(T )

è óñëîâèé d > 2, s∗ > 1 ïîëó÷àåì

cardT+(K) =
s∗∑
k=1

2k(d−1) +
2s∗(d−1)∑
j=1

card T̂j 6

6 2d−1 · 2
s∗(d−1) − 1

2d−1 − 1
+

2s∗(d−1)∑
j=1

(6N(T̃j)− 3) 6

6 2 · (2s∗(d−1) − 1) + 6N(T )− 3 · 2s∗(d−1) = 6N(T )− 2s∗(d−1) − 2 6 6N(T )− 3.

Äîêàæåì 8. Ïîëîæèì s = s(K1, K) (ñì. îáîçíà÷åíèå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé
ëåììû). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: s∗(K, T ) > s è s∗(K, T ) < s.

Ïóñòü s∗(K, T ) > s. Åñëè s = 0, òî K1 = K è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü s > 1.
Êàæäûé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ Qs∗(K) ëèáî íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ K1, ëèáî ñîäåðæèòñÿ
â K1. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∆ ∈ Qs∗(K) è âûïîëíåíî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå ∆ ⊃ K1, òî
∆ ∈ Q̃s∗(K) (òàê êàê Γ0(K1) ⊂ Γ0(K)). Â ñèëó (2.10), ∆ ∈ Ξs∗(K), ïîýòîìó s∗ < s �
ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè s∗ = s, òî K1 = ∆k∗ äëÿ íåêîòîðîãî k∗ ∈ {1, . . . , 2s∗(d−1)} è T+(K)|K1

(2.13)
=

T̂k∗ ,
(T1)+(K1) = (T |(K1)−)+(K1) = (T̃k∗)+(∆k∗) = T̂k∗ .
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Ïóñòü s∗ > s. Îáîçíà÷èì

J1 = {j : ∆s∗
j ∈ Qs∗(K)\Q̃s∗(K), ∆s∗

j ⊂ K1},
J2 = {j : ∆s∗

j ∈ Q̃s∗(K), ∆s∗
j ⊂ K1}.

Òîãäà

T+(K)|K1 = {∆s∗
j : j ∈ J1} ∪ {M ∈ (T̃k)+(∆k), k + n1(s∗, d) ∈ J2}. (2.14)

Èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî K1 ∈ Q̃s(K) è

∆̂ ∈ Q̃s∗−s(K1) ⇔ ∃k ∈ N : k + n1(s∗, d) ∈ J2, ∆̂ = ∆k. (2.15)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4 èç ëåììû 2.1.1 èìååì

{∆s∗
j : j ∈ J1} = Qs∗−s(K1)\Q̃s∗−s(K1). (2.16)

Çàìåòèì, ÷òî σ := s∗(K1, T1) > s∗ − s > 1, s∗(K1, T1) 6 s∗(K, T ) − s = m + 1 −
s 6 m è ðàçáèåíèå T1 èìååò ñâîéñòâî (∗). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îïðåäåëåíî
ðàçáèåíèå (T1)+(K1) ñî ñâîéñòâàìè (1)�(10). Â ÷àñòíîñòè (ñì. ñâîéñòâî 10),

(T1)+(K1) = (Qσ(K1)\Q̃σ(K1))
∪ ∪

∆̂∈Q̃σ(K1)

{M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆̂}

 .

Ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 4 èç ëåììû 2.1.1, ïîëó÷àåì

(T1)+(K1) =

(Qs∗−s(K1)\Q̃s∗−s(K1))
∪(∪

∆̂∈Q̃s∗−s(K1)
Qσ−s∗+s(∆̂)\Q̃σ−s∗+s(∆̂)

)∪∪(∪
∆̂∈Q̃σ(K1)

{M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆̂}
)
=

= (Qs∗−s(K1)\Q̃s∗−s(K1))
∪(∪

∆̂∈Q̃s∗−s(K1)
{M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆̂}

)
(2.15)
=

= (Qs∗−s(K1)\Q̃s∗−s(K1))
∪(∪

k+n1(s∗, d)∈J2{M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆k}
)
.

(2.17)

Ïîñêîëüêó

T̃k(∆̃k) = T |∆̃k = (T |(K1)−)|∆̃k = T1|∆̃k , k + n1(s∗, d) ∈ J2,

è ðàçáèåíèå T1 èìååò ñâîéñòâî (∗), òî â ñèëó ñâîéñòâà (8) ðàçáèåíèÿ (T1)+(K1),
ïðèìåíåííîãî ê ∆k, âûïîëíåíî

(T̃k)+(∆k) = (T1)+(K1)|∆k
(2.17)
= {M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆k}. (2.18)

Òåì ñàìûì,
T+(K)|K1

(2.14),(2.16),(2.18)
= (Qs∗−s(K1)\Q̃s∗−s(K1))

∪
∪ ∪

k+n1(s∗, d)∈J2

{M ∈ (T1)+(K1) :M ⊂ ∆k}

 (2.17)
= (T1)+(K1).

Äîêàæåì îöåíêó äëÿ card τ(K, K1, T ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kj, j = 2, 2s(d−1),
ýëåìåíòû Q̃s(K), íå ïåðåêðûâàþùèåñÿ ñ K1. Ïóñòü Tj = T |(Kj)− ,

T ′
j = {M ∈ T ′ :M ⊂ (Kj)−}

(ëþáîé ýëåìåíò T ′ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó T ′
j , ïîñêîëüêó s∗(K, T ) > s). Òàê æå,

êàê äëÿ j = 1, ïîëó÷àåì

(Tj)+(Kj) = T+(K)|Kj = {M ∈ T+(K) :M ⊂ Kj}.
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Â ñèëó ñâîéñòâà (4) èç ëåììû 2.1.1,

Qs∗(K)\Q̃s∗(K) = (Qs(K)\Q̃s(K))
∪2s(d−1)∪

j=1

Qs∗−s(Kj)\Q̃s∗−s(Kj)

 .

Çíà÷èò,

card τ(K, K1, T ) =
s∑

k=1

2k(d−1) +
2s(d−1)∑
j=2

cardT+(K)|Kj =

= 2d−1 · 2
s(d−1) − 1

2d−1 − 1
+

2s(d−1)∑
j=2

card (Tj)+(Kj)
(2.11)

6

6 2(2s(d−1) − 1) +
2s(d−1)∑
j=2

(6 cardT ′
j − 3) 6 6

2s(d−1)∑
j=2

cardT ′
j 6 9

2s(d−1)∑
j=2

cardT ′
j − 3

(â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå s(d − 1) > 1). Îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî

{M ∈ T ′ : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} = ∪2s(d−1)

j=2 T ′
j .

Ïóñòü s∗(K, T ) < s. Òîãäà ñóùåñòâóåò j = 1, 2s∗(d−1) òàêîå, ÷òî K1 ⊂ ∆j. Ïîýòîìó

T1 = T |(K1)− = (T |∆̃j)|(K1)− = T̃j|(K1)− .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (ò.ê. s∗(∆j, T̃j) 6 m) è ðàâåíñòâà T̂j = T+(K)|∆j
(êîòîðîå ñëåäóåò èç (2.13)) ïîëó÷àåì

(T1)+(K1) = (T̃j)+(∆j)|K1 = T̂j|K1 = (T+(K)|∆j)|K1 = T+(K)|K1 .

Äîêàæåì îöåíêó äëÿ card τ(K, K1, T ). Èìååì

card τ(K, K1, T ) =
s∗∑
k=1

2k(d−1) +
∑
i̸=j

card T̂i + card τ(∆j, K1, T̃j)
(2.11),(2.12)

6

6 2(2s∗(d−1) − 1) +
∑
i̸=j

(6 card T̃ ′
i (∆̃i)− 3)+

+max{0, 9 card {M ∈ T̃ ′
j(∆̃j) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3} 6

6 6
∑
i̸=j

card T̃ ′
i (∆̃i) + 9 card {M ∈ T̃ ′

j(∆̃j) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} 6

6 9
∑
i̸=j

card T̃ ′
i (∆̃i)− 3 + 9 card {M ∈ T̃ ′

j(∆̃j) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} 6

6 9 card {M ∈ T ′(K−) : Γ1(M) ∩ Γ0(K1) = ∅} − 3

(â ïðåäïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå s∗(d− 1) > 1).
Äîêàæåì 9. Òàê êàê Γ0(K1) ∩ Γ0(K) = ∅, òî â ñèëó ëåììû 2.1.1 (ñâîéñòâî 5)

ëèáî K1 ⊂ ∆s∗
k äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, n1(s∗, d), ëèáî K1 ⊂ ∆j äëÿ íåêîòîðîãî

j = 1, 2s∗(d−1). Â ïåðâîì ñëó÷àå T+(K)|K1 = {∆s∗
k ∩ K1} = {K1}, âî âòîðîì ñëó÷àå

T+(K)|K1 = T̂j|K1 = {K1} â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

Ïóñòü ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå P (K, γ) èç ëåììû 1.3.2. Ïîñòðîèì ïî íåìó ðàçáèåíèÿ
P̃ (K, γ) è P∗(K, γ). Ïîëîæèì (ñì. ôîðìóëû (2.5) è (2.6))

P̃ (K, γ) = {∆′′
M : ∆′′

M ⊂M, ∆′′
M ̸= ∅, M ∈ P (K, γ)}∪

{M\∆′′
M :M ∈ P (K, γ)}

(òî åñòü âìåñòî ýëåìåíòîâ M ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ ðàçáèåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâà:
∆′′
M è åãî äîïîëíåíèå äî M).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ðàçáèåíèå P∗(K, γ), ñíà÷àëà ïîñòðîèì ðàçáèåíèå
PM äëÿ êàæäîãî M ∈ P̃ (K, γ). Åñëè Γ0(M) ⊂ Γ0(K), òî ïîëîæèì TM− = {M−},
PM = {M}. Ïóñòü Γ0(M)∩Γ0(K) = ∅. Íàïîìíèì, ÷òîM− çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (2.2)
è (2.7), à ∆M � ôîðìóëàìè (2.1), (2.5) è (2.6). Ïîëîæèì

TM− = P (K, γ)|M− , PM = (TM−)+(∆M)|M , (2.19)

P∗(K, γ) = ∪M∈P̃ (K, γ)PM . (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Z ∈ P∗(K, γ), òî íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà M ∈ P̃ (K, γ) è A ∈
(TM−)+(∆M) òàêèå, ÷òî Z =M ∩ A.

Íà ðèñóíêå 2.3 èçîáðàæåí ïðèìåð ðàçáèåíèÿ P (K, γ) (a) è ïîñòðîåííûõ ïî íåìó
ðàçáèåíèé P̃ (K, γ) (b) è P∗(K, γ) (c).

a b c

Ðèñ. 2.3:

Ïóñòü M ∈ P̃ (K, γ). Ñêàæåì, ÷òî M ∈ M1, åñëè M ∈ Ξ(K) èëè Γ0(∆
′
M) ∩

Γ0(∆M) = ∅ (çàìåòèì, ÷òî P̃ (K, γ)∩R ⊂ M1), è îáîçíà÷èì M2 = P̃ (K, γ)\M1 (ò.å.
M ∈ M2, åñëè M ∈ R̃ è Γ0(∆

′
M) ⊂ Γ0(∆M)).

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Ïóñòü K ∈ K, T � ðàçáèåíèå êóáà K ñî ñâîéñòâîì (∗) èç
îïðåäåëåíèÿ 2.1.1. Ïóñòü ∆ ∈ Ξ(K). Òîãäà

card {M ∈ T :M ∩∆
d

̸= ∅, ∆M\∆
d

̸= ∅} 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1, M2 ∈ T , M1 ̸= M2, Mi ∩∆
d

̸= ∅, ∆Mi
\∆

d

̸= ∅, i = 1, 2.

Òîãäà ∆Mi
⊃ ∆, i = 1, 2, ïîýòîìó ∆M1 ∩ ∆M2

d

̸= ∅. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

∆M1 ⊃ ∆M2 . Òàê êàê T ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì, òî ∆M2 ⊂ ∆′
M1
. Èç óñëîâèéM2∩∆

d

̸= ∅

è∆M2\∆
d

̸= ∅ ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì∆′
M1

∩∆
d

̸= ∅ è∆′
M1

\∆
d

̸= ∅. Çíà÷èò,∆ ⊂ ∆′
M1

è M1 ∩∆
d
= ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 2.1.3. Âûïîëíåíà îöåíêà

cardP∗(K, γ) .
d

⌊
Φ(K)

γ

⌋
+ 1. (2.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Φ(K) 6 3γ, òî P (K, γ) = P̃ (K, γ) = P∗(K, γ) = {K} è â
ýòîì ñëó÷àå (2.21) äîêàçàíî.

Ïóñòü Φ(K) > 3γ. Òîãäà

card P̃ (K, γ) 6 2 cardP (K, γ). (2.22)
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Ïóñòü M ∈ P̃ (K, γ). Ïîëîæèì

T ′
M− = {M̃ ∈ TM− : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(∆M)}.

Èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

cardPM 6 6 cardT ′
M− . (2.23)

Ýòîé îöåíêîé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè M ∈ M1. Åñëè M ∈ M2, òî

PM = {M̃ ∩M : M̃ ∈ (TM−)+(∆M), M̃ ∩∆′
M

d
= ∅, M̃ ∩M

d

̸= ∅}∪
{M̃ ∩M : M̃ ∈ (TM−)+(∆M), M̃ ∩∆′

M

d

̸= ∅, M̃ ∩M
d

̸= ∅}
⊂ {M̃ ∩M : M̃ ∈ (TM−)+(∆M), M̃ ∩∆′

M
d
= ∅}∪

{M̃ ∩M : M̃ ∈ (TM−)+(∆M), M̃ ∩∆′
M

d

̸= ∅, ∆M̃\∆′
M

d

̸= ∅}.
Âòîðîå èç ìíîæåñòâ â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 2.1.1. Îòñþäà è èç (2.12) ïîëó÷àåì

cardPM 6 9 card {M̃ ∈ T ′
M− : Γ1(M̃) ∩ Γ0(∆

′
M) = ∅}+ 1. (2.24)

Åñëè M̃ ∈ T ′
M−

, òî ëèáî M̃ ∈ P (K, γ) è M̃ ⊂ M−, ëèáî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî E ∈

P (K, γ) òàêîå, ÷òî M̃ = E ∩M−
d

̸= ∅ è ∆E\M−
d

̸= ∅. Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ
2.1.1

cardT ′
M− 6 card {M̃ ∈ P (K, γ) : M̃ ⊂M−, Γ1(M̃) ⊂ Γ0(∆M)}+ 1 =

= card {M̃ ∈ P (K, γ) : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(∆M)}+ 1,
card {M̃ ∈ T ′

M− : Γ1(M̃) ∩ Γ0(∆
′
M) = ∅} 6

6 card {M̃ ∈ P (K, γ) : M̃ ⊂M−, Γ1(M̃) ⊂ Γ0(M)}+ 1 =
= card {M̃ ∈ P (K, γ) : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(M)}+ 1.

Ïîýòîìó äëÿ M ∈ M1 ïîëó÷àåì

cardPM
(2.23)

6 6 card {M̃ ∈ P (K, γ) : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(M)}+ 6, (2.25)

à äëÿ M ∈ M2 �

cardPM
(2.24)

6 9 card {M̃ ∈ P (K, γ) : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(M)}+ 10. (2.26)

Îáîçíà÷èì
Λ(M) = {M̃ ∈ P (K, γ) : Γ1(M̃) ⊂ Γ0(M)}.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè M , N ∈ P̃ (K, γ), M ̸= N , M̃ ∈ Λ(M), Ñ ∈ Λ(N), òî M̃ ̸= Ñ . Â
ñàìîì äåëå, åñëè M̃ = Ñ , òî Γ0(M) ∩ Γ0(N) ̸= ∅. Òîãäà M è N ïåðåêðûâàþòñÿ (ñì.
çàìå÷àíèå 2.1.1) � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì,

cardP∗(K, γ)
(2.20)
=

∑
M∈P̃ (K, γ)

cardPM =
∑

M∈M1

cardPM +
∑

M∈M2

cardPM
(2.25),(2.26)

6

6
∑

M∈M1

6 cardΛ(M) + 6 cardM1 +
∑

M∈M2

9 cardΛ(M) + 10 cardM2 6

6 10 card P̃ (K, γ) + 9
∑

M∈P̃ (K, γ)

cardΛ(M) 6 19 card P̃ (K, γ).

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ (2.22) è îöåíêîé ÷èñëà ýëåìåíòîâ P (K, γ).
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Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå P∗∗(K, γ), ÿâëÿþùååñÿ èçìåëü÷åíèåì P∗(K, γ). Ïóñòü Z ∈
P∗(K, γ), Z = M ∩ A, ãäå M � ýëåìåíò P̃ (K, γ), ñîäåðæàùèé Z, A ∈ (TM−)+(∆M).
Åñëè A ∈ R, ∆′

M ̸= ∅ è ∆′
M ⊂ ∆′

A (ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå), òî Z ðàçáèâàåì
íà äâà ïîäìíîæåñòâà Z\(∆′

A)+ è Z ∩ (∆′
A)+ è âêëþ÷àåì èõ â P∗∗(K, γ). Â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ â P∗∗(K, γ) âêëþ÷àåì ñàìî Z.
Èç ëåììû 2.1.3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Âûïîëíåíà îöåíêà

cardP∗∗(K, γ) .
d

⌊
Φ(K)

γ

⌋
+ 1.

Ïóñòü Z ∈ P∗∗(K, γ). Îáîçíà÷èì ÷åðåçMZ ýëåìåíò P̃ (K, γ), ñîäåðæàùèé Z; åñëè
MZ ∈ R̃, òî ïîëîæèì RZ = MZ ∪ ∆′′

MZ
∈ P (K, γ), â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì

RZ =MZ (è òîãäà RZ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ P (K, γ)).
Ïóñòü E ⊂ Rd � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ñêàæåì, ÷òî E ∈ R∗,

åñëè E
d
= Π\(Π1 ∪ Π2), ãäå Π =

∏d
j=1[αj, βj], Πi =

∏d
j=1[α

i
j, β

i
j] ⊂ Π èëè Πi = ∅,

i = 1, 2, Π1 è Π2 íå ïåðåêðûâàþòñÿ; ïðè ýòîì, pd−1(Π) ÿâëÿåòñÿ êóáîì,

pd−1(Πi) ∈ ∪k>1Ξk(pd−1(Π)), åñëè Πi ̸= ∅, i = 1, 2, (2.27)

β1 − α1 6 βd − αd 6 2(β1 − α1), βi1 − αi1 6 βid − αid 6 4(βi1 − αi1), i = 1, 2. (2.28)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

Γ0(E) = Γ0(Π)\(Γ0(Π1) ∪ Γ0(Π2)) (åñëè ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî).

Ëåììà 2.1.4. Ïóñòü γ > 0, Z ∈ P∗∗(K, γ). Òîãäà Z ∈ R∗. Ïðè ýòîì, ñîîòâåòñòâó-
þùèå çàìêíóòûå ïàðàëëåëåïèïåäû Π = Π(Z), Π1 = Π1(Z) ⊂ Π(Z), Π2 = Π2(Z) ⊂
Π(Z) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Π(Z) ∈ Ξ(K);

2. åñëè

j ∈ J(Z) := {i = 1, 2 : Πi(Z) ̸= ∅, Γ1(Πi(Z)) ∩ Γ1(Π(Z)) = ∅},

òî Πj(Z)
1/4 ⊂ RZ;

3. ìíîæåñòâà èç ñèñòåìû

{Πj(Z)
1/4 : Z ∈ P∗∗(K, γ), j ∈ J(Z)}

ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 2.4 ïðèâåäåíû òðè ïðèìåðà. Èçîáðàæåíû ìíîæåñòâà ∆MZ
, èõ

ðàçáèåíèÿ (T(MZ)−)+(∆MZ
) è êóáû ∆′

MZ
, ∆′′

MZ
. Æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíà ãðàíèöà

ìíîæåñòâà Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z̃ � ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ P∗(K, γ), ñîäåðæàùèé Z. Òîãäà
Z̃ = MZ ∩ A, ãäå A ∈ (T(MZ)−)+(∆MZ

). Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êóáû ∆MZ
,

∆′
MZ

, ∆′′
MZ

, ∆A, ∆′
A è ∆′′

A çàìêíóòû.
Åñëè Z = Z̃, òî ∆′

MZ
è ∆′

A íå ïåðåêðûâàþòñÿ èëè ∆′
MZ

⊃ ∆′
A (ïî ïîñòðîåíèþ

P∗∗(K, γ)), Π(Z) = ∆A ∈ Ξ(K) è ñâîéñòâî 1 äîêàçàíî. Ïîëîæèì

Π1(Z) = (∆′
MZ

∪∆′′
MZ

) ∩ Π(Z), Π2(Z) = ∆′
A\∆′

MZ
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Ðèñ. 2.4:

(ò.å. åñëè ∆′
MZ

è ∆′
A íå ïåðåêðûâàþòñÿ, òî Π2(Z) = ∆′

A, åñëè ∆′
MZ

⊃ ∆′
A, òî Π2(Z) =

∅). ×òîáû ïîëó÷èòü Z = Π(Z)\(Π1(Z) ∪ Π2(Z)) ∈ R∗, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
∆′′
MZ

è ∆′
A íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∆′

A ̸=∅, òî Γ0(∆
′
A) ⊂ Γ0(∆MZ

) (ñì.
ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 6). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Γ0(∆

′′
MZ

) ∩ Γ0(∆MZ
) = ∅, òàê ÷òî åñëè

∆′′
MZ

∩ ∆′
A

d

̸= ∅, òî ∆′′
MZ

⊂ ∆′
A è âêëþ÷åíèå ñòðîãîå. Çíà÷èò, âûïîëíåíî ñòðîãîå

âêëþ÷åíèå ∆′
MZ

⊂ ∆′
A � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 2. Ïóñòü j ∈ J(Z). Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

• j = 1, ò.å. Πj(Z) = (∆′
MZ

∪∆′′
MZ

) ∩ Π(Z). Â ýòîì ñëó÷àå Πj(Z)
1/4 ⊂ (∆′′

MZ
)1/2 ⊂

RZ .

• j = 2, ò.å. Πj(Z) = ∆′
A. Òîãäà Πj(Z) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ∆′

MZ
(èíà÷å Π2(Z) = ∅),

ïîýòîìó Πj(Z)
1/4 ⊂ Πj(Z) ⊂ RZ .

Ïóñòü Z ̸= Z̃. Òîãäà ∆′
MZ

̸= ∅, âûïîëíåíî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå ∆′
MZ

⊂ ∆′
A, ∆

′′
MZ

⊂
∆′
A∪∆′′

A è ëèáî Z = Z̃ ∩∆′′
A = ∆′′

A\∆′′
MZ

, ëèáî Z = Z̃\∆′′
A = ∆A\(∆′

A∪∆′′
A). Â ïåðâîì

ñëó÷àå Π(Z) = ∆′′
A, Π1(Z) = ∅ èëè Π1(Z) = ∆′′

MZ
⊂ RZ , Π2(Z) = ∅. Âî âòîðîì

ñëó÷àå Π(Z) = ∆A, Π1(Z) = ∆′
A ∪ ∆′′

A, Π2(Z) = ∅, Π1(Z)
1/4 = (∆′′

A)
1/2 ⊂ RZ . Òåì

ñàìûì, ñâîéñòâà 1 è 2 âûïîëíåíû.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 3. Ïóñòü Z1, Z2 ∈ P∗∗(K, γ), Z̃1, Z̃2 � ýëåìåíòû P∗(K, γ),

ñîäåðæàùèå Z1 è Z2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Z̃i =MZi ∩Ai, ãäå Ai ∈ (T(MZi
)−)+(∆MZi

),

i = 1, 2. Åñëè ∆MZ1
∩∆MZ2

d
= ∅ èëè ∆A1 ∩∆A2

d
= ∅, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ∆MZ1
⊃ ∆MZ2

, à êóáû ∆A1 è ∆A2 ïåðåêðûâàþòñÿ. Òàê êàê

P̃ (K, γ)|∆MZ1
= {MZ1} ∪

(
P̃ (K, γ)|∆′

MZ1

)
∪
(
{∆′′

MZ1
}\{∅}

)
, 1

òî åñòü òðè âîçìîæíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ MZ1 è MZ2 :
à) ∆MZ2

⊂ ∆′
MZ1

, á) MZ2 = ∆′′
MZ1

, â) MZ1 =MZ2 .
Â ñëó÷àå â) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∆A1 ⊃ ∆A2 .
Ïóñòü Z1 = Z̃1. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

1. ∆MZ2
⊂ ∆′

MZ1
. Åñëè 1 ∈ J(Z1), òî Π1(Z1) = (∆′

MZ1
∪∆′′

MZ1
) ∩∆A1 , Π1(Z1)

1/4 ⊂
∆′′
MZ1

, ïîýòîìóΠ1(Z1)
1/4 íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ∆MZ2

è, òåì áîëåå, ñΠj(Z2)
1/4. Åñëè

2 ∈ J(Z1), òî ∆′
A1

= Π2(Z1) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′
MZ1

è, òåì áîëåå, Π2(Z1)
1/4 íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Πj(Z2)
1/4.

2. MZ2 = ∆′′
MZ1

. Òîãäà Π1(Z2) = ∅. Åñëè J(Z2) ̸= ∅, òî A2 ∈ R è Γ0(∆
′
A2
) ⊂

Γ0(∆MZ2
) = Γ0(∆

′′
MZ1

) (ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 6). Ïîýòîìó Π2(Z2) = ∆′
A2

1Òî åñòü ìíîæåñòâî ∆′′
MZ1

âêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèå, åñëè îíî íåïóñòî
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íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (∆′′
MZ1

)1/2 ⊃ Π1(Z1)
1/4 (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî â

ñëó÷àå 1 ∈ J(Z1)). Åñëè Π2(Z1) ̸= ∅, òî Π2(Z1) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′′
MZ1

. Â
ñàìîì äåëå, Π2(Z1) = ∆′

A1
è â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 6),

Γ0(∆
′
A1
) ⊂ Γ0(∆MZ1

). (2.29)

Åñëè êóáû Π2(Z1) è ∆′′
MZ1

ïåðåêðûâàþòñÿ, òî ëèáî ∆′
A1

⊂ ∆′′
MZ1

è Γ0(∆
′
A1
) ∩

Γ0(∆MZ1
) = ∅ (ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.29)), ëèáî ∆′

A1
⊃ ∆′

MZ1
è âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãèì, à çíà÷èò, Z1 ̸= Z̃1 ïî îïðåäåëåíèþ P∗∗(K, γ).

3. MZ1 = MZ2 , ∆A1 ⊃ ∆A2 . Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, èíà÷å Z1 =
Z2. Ïîýòîìó

∆A2 ⊂ ∆′
A1
, (2.30)

òàê êàê A2 ∈ (T(MZ1
)−)+(∆MZ1

). Èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 6) ñëåäóåò, ÷òî

Γ0(∆
′
A1
) ⊂ Γ0(∆MZ1

). (2.31)

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ∆′
MZ1

è ∆′
A1
. Ñëó÷àé ∆′

MZ1
⊃

∆′
A1

íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó òîãäà Z2 ⊂ ∆A2 ⊂ ∆′
A1

⊂ ∆′
MZ1

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ
MZ1 = MZ2 . Ñëó÷àé ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ ∆′

A1
⊃ ∆′

MZ1
̸= ∅ òàêæå íåâîçìîæåí,

ïîñêîëüêó òîãäà Z1 ̸= Z̃1. Çíà÷èò,

∆′
MZ1

∩∆′
A1

d
= ∅, ∆′′

MZ1
∩∆′

A1

d
= ∅ (2.32)

(âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ (2.31) è ïåðâîãî ðàâåíñòâà). Ïîýòîìó
Π1(Z1) = (∆′

MZ1
∪ ∆′′

MZ1
) ∩ ∆A1 , Π2(Z1) = ∆′

A1
. Òåì ñàìûì, åñëè 1 ∈ J(Z1),

òî Π1(Z1)
1/4 ⊂ ∆′′

MZ1
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′

A1
è, òåì áîëåå, ñ Πj(Z2)

1/4, òàê êàê

Πj(Z2)
1/4 ⊂ ∆A2

(2.30)
⊂ ∆′

A1
. Ïîêàæåì, ÷òî Π2(Z1)

1/4 íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Πj(Z2)
1/4

ïðè j ∈ J(Z2). Â ñàìîì äåëå, èç (2.30), (2.32) è âêëþ÷åíèÿ ∆′
A2

⊂ ∆A2 ñëåäóåò,
÷òî ∆′

MZ2
= ∆′

MZ1
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′

A2
, ïîýòîìó Z2 = Z̃2. Çíà÷èò,

Π1(Z2) = (∆′
MZ2

∪∆′′
MZ2

) ∩∆A2 = (∆′
MZ1

∪∆′′
MZ1

) ∩∆A2

(2.30),(2.32)
= ∅,

Π2(Z2) = ∆′
A2
. Èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 6) ñëåäóåò, ÷òî

Γ0(∆
′
A2
) ⊂ Γ0(∆MZ2

) = Γ0(∆MZ1
),

è â ñèëó (2.30) ïîëó÷àåì ñòðîãîå âêëþ÷åíèå Γ0(∆
′
A2
) ⊂ Γ0(∆

′
A1
). Çíà÷èò, ∆′

A2
⊂

∆′
A1
\(∆′

A1
)1/2. Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (∆′

A1
)1/4 = Π2(Z1)

1/4;
òåì áîëåå, Π2(Z2)

1/4 = (∆′
A2
)1/4 íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π2(Z1)

1/4.

Ïóñòü Z1 ̸= Z̃1. Òîãäà èç ïîñòðîåíèÿ P∗∗(K, γ) è îïðåäåëåíèÿ Πj(Z1) ïîëó÷àåì
Z1 = ∆A1\(∆′

A1
∪∆′′

A1
) èëè Z1 = ∆′′

A1
\∆′′

MZ1
,

∆′
MZ1

̸= ∅, ∆′
MZ1

⊂ ∆′
A1

(ñòðîãîå âêëþ÷åíèå), Π1(Z1)
1/4 ⊂ ∆′′

A1
, Π2(Z1) = ∅.

(2.33)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ∆′′
MZ1

⊂ ∆′
A1
, ëèáî ∆′′

MZ1
∈ Ξk(∆

′′
A1
) äëÿ íåêîòîðîãî k > 1

è Γ0(∆
′′
MZ1

) ⊂ Γ0(∆
′′
A1
), ïîýòîìó

(∆′′
A1
)1/2 ∩∆′′

MZ1

d
= ∅. (2.34)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
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1. ∆MZ2
⊂ ∆′

MZ1
. Èç (2.33) ïîëó÷àåì, ÷òî Π1(Z1)

1/4 ⊂ ∆′′
A1

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ

(Πj(Z2))
1/4 ⊂ ∆MZ2

⊂ ∆′
MZ1

⊂ ∆′
A1
.

2. MZ2 = ∆′′
MZ1

. Òîãäà Z2 = Z̃2 è

åñëè J(Z2) ̸= ∅, òî J(Z2) = {2},
∃k > 1 : Π2(Z2) ∈ Ξk(∆

′′
MZ1

) è Γ0(Π2(Z2)) ⊂ Γ0(∆
′′
MZ1

)
(2.35)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 6).

Åñëè Z1 = ∆A1\(∆′
A1

∪ ∆′′
A1
), òî â ñèëó (2.34) ìíîæåñòâî Π1(Z1)

1/4 = (∆′′
A1
)1/2

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′′
MZ1

⊃ (Πj(Z2))
1/4. Ïóñòü Z1 = ∆′′

A1
\∆′′

MZ1
. Èç (2.35)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ J(Z2) ïàðàëëåëåïèïåä Πj(Z2) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì Π1(Z1)

1/4, êîòîðîå ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîâïàäàåò ñ (∆′′
MZ1

)1/4.

3. MZ1 = MZ2 è ∆A2 ⊂ ∆A1 . Åñëè âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, òî ∆A2 ⊂ ∆′
A1

è ∆A2 ∩
∆′′
A1

d
= ∅. Çíà÷èò, èç (2.33) ïîëó÷àåì, ÷òî Π1(Z1)

1/4 ⊂ ∆′′
A1

íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ Πj(Z2)

1/4 ⊂ ∆A2 . Åñëè ∆A1 = ∆A2 , òî Z̃1 = Z̃2 è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî Z1 = ∆A1\(∆′

A1
∪ ∆′′

A1
), Z2 = ∆′′

A1
\∆′′

MZ1
. Â ýòîì ñëó÷àå ëèáî J(Z2) = ∅,

ëèáî J(Z2) = {1} è Π1(Z2)
1/4 ⊂ ∆′′

MZ1
. Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî â ñèëó (2.34) íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (∆′′
A1
)1/2 = Π1(Z1)

1/4.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

• åñëè Z = Z̃, òî Π(Z) = ∆A, Π1(Z) = (∆′
MZ

∪∆′′
MZ

)∩∆A, Π2(Z) = ∆′
A\∆′

MZ
(ïðè

ýòîì, ∆′
A íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′

MZ
èëè ∆′

A ⊂ ∆′
MZ

),

• åñëè Z ̸= Z̃, òî Π(Z) = ∆A, Π1(Z) = ∆′
A∪∆′′

A, Π2(Z) = ∅ èëè Π(Z) = ∆′′
A ⊂ ∆A,

Π1(Z)
d
= ∆′′

MZ
∩ ∆′′

A, Π2(Z) = ∅ (ïðè ýòîì, ∆′
MZ

̸= ∅ è âûïîëíåíî ñòðîãîå
âêëþ÷åíèå ∆′

MZ
⊂ ∆′

A).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ A ∩ Π(Z)
d

̸= ∅. Çäåñü Z̃ =MZ ∩ A, A ∈ (T(MZ)−)+(∆MZ
).

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Åñëè Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî Π2(Z) = ∅, à äëÿ Π1(Z) åñòü òðè
âîçìîæíîñòè: 1) Π1(Z) = ∅, 2) Π1(Z) ∈ Ξ(Π) è Γ1(Π1(Z)) ⊂ Γ1(Π(Z)), 3) (Π1(Z))

1/2 ∈
Ξ(Π(Z)) è Γ1(Π1(Z)) ∩ Γ1(Π(Z)) = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Ïóñòü K ∈ K, ∆, ∆̃ ∈ Ξ(K), |∆̃| 6 |∆| è ∆̃ ïåðåêðûâàåòñÿ ñ
∆ ∪∆−. Òîãäà

∆̃
d
⊂ ∆ èëè ∆̃

d
⊂ ∆−. (2.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè pd−1(∆̃) ∩ pd−1(∆)
d−1
= ∅, òî ∆̃ è ∆ ∪∆− íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà |∆̃| 6 |∆| ïîëó÷àåì, ÷òî pd−1(∆̃)
d−1
⊂ pd−1(∆).

Ïóñòü ∆
d
= pd−1(∆) × [α, β], ∆̃

d
= pd−1(∆̃) × [α̃, β̃]. Òîãäà [α̃, β̃] ⊂ [α, β] èëè

[α̃, β̃] ⊂ [2α− β, α]. Îòñþäà ñëåäóåò (2.36).

Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü γ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî Z ∈ P∗∗(K, γ) òàêîãî, ÷òî Γ0(Π(Z))∩
Γ0(K) = ∅, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B(Z) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. B(Z) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå E(Z) ðàçáèåíèÿ P (K, γ);

2. Z ∪ B(Z) ∈ R∗. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàìêíóòûå ïàðàëëåëåïèïåäû Π = Π̂(Z),
Π1 = Π̂1(Z), Π2 = Π̂2(Z) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû Πj(Z) ⊂ Π̂j(Z) ⊂ Π̂(Z),

j = 1, 2, Π(Z) = Π̂(Z)2/3 è B(Z) ⊂ Π̂(Z)\Π(Z). Åñëè Π̂j(Z) íå ïåðåêðûâàåòñÿ

ñ Π(Z), òî ((Π̂j(Z))
1/5)+ òàêæå íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z).

Ïðè ýòîì,

{B(Z) : Z ∈ P∗∗(K, γ),Γ0(Π(Z)) ∩ Γ0(K) = ∅} (2.37)

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.

Íà ðèñóíêå 2.5 ïðèâåäåíû òðè ïðèìåðà. Èçîáðàæåíû ìíîæåñòâà ∆MZ
, èõ

ðàçáèåíèÿ (T(MZ)−)+(∆MZ
), êóáû ∆′

MZ
, ∆′′

MZ
, ïàðàëëåëåïèïåäû Π̂(Z), Π̂1(Z) è Π̂2(Z).

Æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíà ãðàíèöà ìíîæåñòâà Z ∪B(Z).

Ðèñ. 2.5:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z̃ � ýëåìåíò P∗(K, γ), ñîäåðæàùèé Z. Îáîçíà÷èì ∆ =
∆MZ

, T = P (K, γ)|∆− , T
′(∆−) = {U ∈ T : Γ1(U) ⊂ Γ1(∆−)}. Òîãäà Z̃ = MZ ∩ A, ãäå

A ∈ T+(∆). Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∆MZ
, ∆′

MZ
, ∆′′

MZ
, ∆A, ∆′

A è ∆′′
A çàìêíóòû,

è åñëè A ∈ K, òî A çàìêíóòî.
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B(Z), ïðîâåðèì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2 è,

êðîìå òîãî, äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå (⋆). Åñëè Z1 ∈ P∗∗(K, γ), Z1 ̸= Z, Π(Z1) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂(Z) è

|Π(Z1)| 6 |Π(Z)|, òî Π(Z1)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z).

Äëÿ òàêèõ Z1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Z̃1 ýëåìåíò P∗(K, γ), ñîäåðæàùèé Z1, ÷åðåç
A1 � ýëåìåíò (T(MZ1

)−)+(∆MZ1
), ñîäåðæàùèé Z̃1.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè MZ ∈ R̃, òî RZ = MZ ∪ ∆′′
MZ

, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ RZ =

MZ . Èç îïðåäåëåíèÿ P̃ (K, γ) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ∆′
MZ

̸= ∅, òî RZ ∈ P (K, γ), à åñëè

∆′
MZ

= ∅, òî ëèáî RZ ∈ P (K, γ), ëèáî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî R̂Z ∈ P (K, γ) òàêîå,

÷òî RZ = ∆′′
R̂Z

⊂ R̂Z .

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü Γ0(A) ∩ Γ0(∆) = ∅. Òîãäà A ∈ Ξ(∆),

Γ0(A−) ⊂ Γ0(∆) (2.38)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 4) è Z = Z̃ ïî îïðåäåëåíèþ P∗∗(K, γ). Åñëè A− ⊂ ∆′
MZ

èëè A ⊂ ∆′
MZ

, òî A ⊂ ∆′
MZ

∪ ∆′′
MZ

, ò.å. A íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ MZ � ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, åñòü òðè ïîäñëó÷àÿ:

1. A ∪ A− ⊂ RZ , 2. ∆′
MZ

∈ ∪k>1Ξk(A), 3. ∆′
MZ

∈ ∪k>1Ξk(A−). (2.39)
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Â ïîäñëó÷àå 1 ìíîæåñòâî A íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′′
MZ

(äåéñòâèòåëüíî, åñëè A ⊂

∆′′
MZ

, òî A ∩ MZ
d
= ∅, åñëè A ⊃ ∆′′

MZ

d

̸= ∅, òî ∆′
MZ

⊂ A ∪ A−). Çíà÷èò, Z = A.

Ïîëîæèì B(Z) = A
1/2
− . Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ñ E(Z) = RZ èëè E(Z) = R̂Z , ñâîéñòâî

2 âûïîëíåíî ñ Π̂(Z) = A ∪ A1/2
− , Π̂1(Z) = Π̂2(Z) = ∅.

Â ïîäñëó÷àå 2 èìååì A− ⊂MZ . Ïîëàãàåì

B(Z) = A
1/2
− \(∆′

MZ
)−. (2.40)

Òîãäà ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ñ E(Z) = RZ ∈ P (K, γ), ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ Π̂(Z) =
A ∪ A1/2

− ,

Π̂1(Z) =
(
A ∩ (∆′

MZ
∪∆′′

MZ
)
)
∪
(
A

1/2
− ∩ (∆′

MZ
)−

)
, Π̂2(Z) = ∅.

Â ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî Π(Z) = Π̂(Z)2/3 è âêëþ÷åíèÿ B(Z) ⊂ Π̂(Z)\Π(Z), Πj(Z) ⊂
Π̂j(Z), j = 1, 2, ñëåäóþò èç çàìå÷àíèÿ 2.1.2, âêëþ÷åíèÿ Π̂j(Z) ⊂ Π̂(Z) âûïîëíåíû ïî
ïîñòðîåíèþ. Äàëåå, Π̂1(Z) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z), à ìíîæåñòâî ((Π̂2(Z))

1/5)+ ïóñòî.
Â ïîäñëó÷àå 3 ïîëîæèì

B(Z) = A
1/2
− \(∆′

MZ
∪ (∆′

MZ
)− ∪ ((∆′

MZ
)1/2)+). (2.41)

Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ñ E(Z) = RZ ∈ P (K, γ), ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ Π̂(Z) =

A ∪ A1/2
− ,

Π̂1(Z) =
(
A ∩∆′′

MZ

)
∪
(
A

1/2
− ∩ (∆′

MZ
∪ ((∆′

MZ
)1/2)+ ∪ (∆′

MZ
)−)
)
, Π̂2(Z) = ∅.

Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè Π̂1(Z) ∩ Π(Z)
d
= ∅, òî ((Π̂1(Z))

1/5)+ ∩ Π(Z)
d
= ∅; îñòàëüíûå

óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïîäñëó÷àå 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Π̂1(Z) ̸=

∅. Òàê êàê ∆′
MZ

⊂ A−, òî ∆′′
MZ

⊂ A ∪ A−. Åñëè ∆′′
MZ

⊂ A, òî Π̂1(Z) ∩ Π(Z)
d

̸= ∅.
Çíà÷èò, ∆′′

MZ
⊂ A−, ïîýòîìó (Π̂1(Z))

1/5 ⊂ ((∆′
MZ

)1/2)+, ((Π̂1(Z))
1/5)+ ⊂ ∆′′

MZ
.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (⋆). Ïóñòü Z1 ∈ P∗∗(K, γ), Z1 ̸= Z, |Π(Z1)| 6 |Π(Z)| è

Π(Z1) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂(Z). Òàê êàê Π(Z1) ∩ Π̂(Z)
d

̸= ∅ è |Π(Z1)| 6 |Π(Z)|, òî

Π(Z1) ⊂ A ∪ A− (2.42)

(ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.2).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé MZ1 = MZ . Òîãäà A1 ∈ T+(∆). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ

2.1.2, åñëè Z1 = Z̃1, òî Π(Z1) = ∆A1 , à åñëè Z1 ̸= Z̃1, òî Π(Z1) = ∆A1 èëè Π(Z1) =
(∆′

A1
)+.

Ïóñòü Π(Z1) = ∆A1 . Òîãäà ëèáî ∆A1 ⊂ A, ëèáî ∆A1 ⊂ A−. Åñëè ∆A1 ⊂ A, òî
A1 = A (ïîñêîëüêó A ∈ T+(∆) è A1 ∈ T+(∆)) è Z1 = Z̃1 = Z � ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü

∆A1 ∈ Ξ(A−). Òîãäà ∆A1 ∩ (A−)
1/2

d

̸= ∅. Ïîëîæèì

S = {Ã ∈ T+(∆) : Γ1(Ã) ∩ Γ0(A) ̸= ∅}.

Ïî ëåììå 2.1.2 (ñì. ñâîéñòâî 4), åñòü òðè âîçìîæíîñòè:

• S = Q1(A−)\Q̃1(A−). Òîãäà ìíîæåñòâî

{Ã ∈ T+(∆) : Ã ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)
1/2}

ñîâïàäàåò ñ S, òàê ÷òî A1 ∈ Q1(A−)\Q̃1(A−). Çíà÷èò, Π(Z1)− = (A1)− ∈ Q̃1(A−)
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)

1/2 ⊃ B(Z).
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• S = {A−}. Òîãäà Π(Z1) = A1 = A− è Π(Z1)− = (A1)− = (A−)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ (A−)

1/2.

• S = {R̂}, R̂ ∈ R, ∆R̂ = A−, Γ0(∆
′
R̂
) ⊂ Γ0(∆). Òîãäà Π(Z1) = ∆A1 = ∆R̂ è

Π(Z1)− = (∆R̂)− = (A−)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)
1/2.

Ïóñòü Π(Z1) = (∆′
A1
)+. Èç (2.42) ñëåäóåò, ÷òî (∆′

A1
)+ ⊂ A èëè (∆′

A1
)+ ⊂ A−.

Òàê êàê ∆′
A1

⊂ ∆ è âûïîëíåíî (2.38), òî ∆′
A1

⊂ A ∪ A−. Ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ),
∆′
MZ

= ∆′
MZ1

⊂ ∆′
A1

⊂ A ∪A−. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ïîäñëó÷àåâ 2 è 3 èç (2.39).
Ïóñòü Π(Z1) ⊂ A. Åñëè Π(Z1) = (∆′

A1
)+ ∈ ∪k>1Ξk(A), òî Γ0(∆

′
A1
) ∩ Γ0(∆) = ∅

(èíà÷å Γ0(A) ⊂ Γ0(∆)). Òàê êàê A1 ∈ T+(∆), òî â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñì. ñâîéñòâî
6) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Γ0(∆

′
A1
) ⊂ Γ0(∆) � ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì, Π(Z1) = A,

ïîýòîìó A1 è A = (∆′
A1
)+ ïåðåêðûâàþòñÿ, íî íå ñîâïàäàþò � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,

÷òî A è A1 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ T+(∆).

Ïóñòü Π(Z1) ⊂ A−. Åñëè Π(Z1) = A−, òî Γ0((∆
′
A1
)+) = Γ0(Π(Z1)) = Γ0(A−)

(2.38)
⊂

Γ0(∆). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Γ0((∆
′
A1
)+) ∩ Γ0(∆) = ∅. Åñëè Π(Z1) ∈

∪k>1Ξk(A−), òî Π(Z1) ⊂ (A−)
1/2. Â ñàìîì äåëå, åñëè Π(Z1) ⊂ A−\(A−)

1/2, òî
Π(Z1) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ A ∪ (A−)

1/2 = Π̂(Z). Òåì ñàìûì, (∆′
A1
)+ ⊂ (A−)

1/2. Òàê
êàê Γ0(∆

′
A1
) ⊂ Γ0(∆) (ëåììà 2.1.2, ñâîéñòâî 6), òî Π(Z1) ∈ Q1(A−)\Q̃1(A−). Çíà÷èò,

Π(Z1)− ⊂ A−\A1/2
− , òàê ÷òî Π(Z1)− ∩B(Z)

d
= ∅.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå (⋆) äëÿ ñëó÷àÿ MZ1 ̸= MZ . Çàìåòèì, ÷òî MZ1

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ A ∪ A− ⊂ ∆MZ
(òàê êàê Z1 ⊂ Π(Z1)

(2.42)
⊂ A ∪ A− è Z1 ⊂ MZ1).

Ïîýòîìó MZ1 ⊂ ∆′
MZ

èëè MZ1 = ∆′′
MZ

. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ïîäñëó÷àåâ (2.39).

• Ïóñòü A∪A− ⊂ RZ . Cëó÷àéMZ1 ⊂ ∆′
MZ

íåâîçìîæåí, òàê êàê Π(Z1) ⊂ A∪A− íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′

MZ
. Â ñëó÷àå MZ1 = ∆′′

MZ
ìíîæåñòâî ∆′′

MZ
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ

A∪A−; òàê êàê∆′
MZ

⊂ ∆ è âûïîëíåíî (2.38), òî∆′
MZ

⊂ A∪A− � ïðîòèâîðå÷èå.

• Ïóñòü ∆′
MZ

∈ ∪k>1Ξk(A). Åñëè MZ1 = ∆′′
MZ

, òî Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ ∆′′
MZ

íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) (òàê êàê ∆′

MZ
⊂ A, B(Z) ⊂ A−). Åñëè MZ1 ⊂ ∆′

MZ
,

òî Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) (ïîñêîëüêó ∆′
MZ

⊂ A,
B(Z) ⊂ A−, à (∆′

MZ
)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) â ñèëó (2.40)).

• Ïóñòü ∆′
MZ

∈ ∪k>1Ξk(A−). Åñëè MZ1 ⊂ ∆′
MZ

, òî Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− è
ïîýòîìó íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) â ñèëó (2.41). Ïóñòü MZ1 = ∆′′

MZ
. Òîãäà

Z̃1 = Z1 ïî îïðåäåëåíèþ P∗∗(K, γ), Π(Z1) = ∆A1 , Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ ∆′′
MZ

è

Π(Z1)− ̸= ∆′′
MZ

. Åñëè Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪((∆′
MZ

)1/2)+, òî Π(Z1)−∩B(Z)
d
= ∅ â ñèëó

(2.41). Ïóñòü Π(Z1)− ⊂ (∆′′
MZ

)1/2. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Γ0(∆A1)∩Γ0(MZ1) = ∅,
òî ïî ëåììå 2.1.2 (ñâîéñòâî 4) ïîëó÷àåì A1 = ∆A1 = Z1 è Γ0((A1)−) ⊂ Γ0(MZ1).
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî (∆A1)− = Π(Z1)− ⊂ (∆′′

MZ
)1/2 = (MZ1)

1/2.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü Γ0(A) ⊂ Γ0(∆). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

1. A ∈ Ξ(∆). Òîãäà Z = Z̃ (ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ)) è ëèáî A− ∈ T ′(∆−), ëèáî
A− = R ∪∆′

R, ãäå R ∈ R ∩ T ′(∆−) è

Γ1(∆
′
R) ∩ Γ0(A) = ∅ (2.43)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 5). Ïîëàãàåì â ïåðâîì ñëó÷àå B(Z) = A
1/2
− \(∆′

MZ
)−,

âî âòîðîì �

B(Z) = A
1/2
− \(∆′

R ∪ (∆′
R)− ∪ ((∆′

R)
1/2)+ ∪ (∆′

MZ
)−).
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Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 1. Ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ
Π̂(Z) = A ∪ (A−)

1/2,

Π̂1(Z) =
(
A ∩ (∆′

MZ
∪∆′′

MZ
)
)
∪ (A

1/2
− ∩ (∆′

MZ
)−),

Π̂2(Z) = ∅ â ïåðâîì ñëó÷àå,

Π̂2(Z) =
(
A

1/2
− ∩

(
∆′
R ∪ ((∆′

R)
1/2)+ ∪ (∆′

R)−
))

\(∆′
MZ

)−

âî âòîðîì ñëó÷àå. Â ñàìîì äåëå, èç çàìå÷àíèÿ 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî Π(Z) = A,
Π1(Z) = A ∩ (∆′

MZ
∪ ∆′′

MZ
), Π2(Z) = ∅, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî Πj(Z) ⊂ Π̂j(Z),

Π(Z) = Π̂(Z)2/3 è B(Z) ⊂ Π̂(Z)\Π(Z).
Ïóñòü Π̂1(Z) íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z). Ïîêàæåì, ÷òî Π̂1(Z) = ∅. Â ñàìîì äåëå,

A ∩ (∆′
MZ

∪∆′′
MZ

)
d
= ∅. Åñëè Π̂1(Z) ̸= ∅, òî (∆′

MZ
)− ∩ A1/2

−
d

̸= ∅ è pd−1(∆
′
MZ

) ∩

pd−1(A)
d−1

̸= ∅. Èç óñëîâèÿ Γ0(A) ⊂ Γ0(∆) ïîëó÷àåì Γ0(∆
′
MZ

) ⊂ Γ0(∆) (èíà÷å

(∆′
MZ

)− ⊂ ∆ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)
1/2). Çíà÷èò,∆′

MZ
∩A

d

̸= ∅ è Π̂1(Z)∩Π(Z)
d

̸=
∅.
Ïóñòü Π̂2(Z) ̸= ∅. Òîãäà ((∆′

R)
1/2)+ ⊂ (∆′

R)+ ⊂ A
1/2
− â ñèëó (2.43). Åñëè (∆′

MZ
)−

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ A1/2
− ∩ (∆′

R∪ ((∆′
R)

1/2)+∪ (∆′
R)−), òî (Π̂2(Z))

1/5 ⊂ ((∆′
R)

1/2)+
è ((Π̂2(Z))

1/5)+ ⊂ (∆′
R)+ ⊂ A

1/2
− . Ïóñòü (∆′

MZ
)− ïåðåêðûâàåòñÿ ñ A1/2

− ∩ (∆′
R ∪

((∆′
R)

1/2)+ ∪ (∆′
R)−). Òàê êàê ∆′

MZ
⊂ ∆, òî â ýòîì ñëó÷àå Γ1((∆

′
MZ

)−) ⊂ Γ0(∆);

îòñþäà è èç (2.43) ïîëó÷àåì, ÷òî (∆′
R)+ ⊂ (∆′

MZ
)−. Çíà÷èò, ëèáî Π̂2(Z) =

A
1/2
− ∩ (∆′

R)− è ∆′
R ⊂ (∆′

MZ
)−, ëèáî Π̂2(Z) = A

1/2
− ∩ (∆′

R ∪ (∆′
R)−). Ïîýòîìó

((Π̂2(Z))
1/5)+ ⊂ (∆′

MZ
)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (⋆). Òàê êàê Π(Z1) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂(Z) = A∪ (A−)
1/2

è |Π(Z1)| 6 |Π(Z)|, òî

Π(Z1) ⊂ A ∪ A− (2.44)

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèé Z1 ⊂ Π(Z1), Z1 ⊂ MZ1

ñëåäóåò, ÷òîMZ1 ïåðåêðûâàåòñÿ ñ A∪A−. Çíà÷èò, åñòü ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

(a)MZ1 =MZ , (b)MZ1 = ∆′′
MZ
, (c)MZ1 ⊂ ∆′

MZ
,

(d) ∆MZ1
⊃ A−, MZ1 ∩ A

d
= ∅,

(e) A− = R ∪∆′
R, MZ1 = ∆′′

R, (f) A− = R ∪∆′
R, MZ1 ⊂ ∆′

R,
(g) A− ∈ T ′(∆−), MZ1 = ∆′′

Ê
∈ ∪k>1Ξk(A−), ãäå Ê ∈ P (K, γ).

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ.

(a) MZ1 = MZ . Åñëè Π(Z1) = ∆′′
A1
, òî Π(Z1)− = ∆′

A1
⊂ ∆MZ

è ïîýòîìó íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z). Ïóñòü Π(Z1) = ∆A1 . Èç (2.44) ñëåäóåò, ÷òî ∆A1 ⊂ A

èëè ∆A1 ⊂ A−. Âî âòîðîì ñëó÷àå ∆A1 ∩MZ1

d
= ∅ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,

∆A1 ⊂ A; òàê êàê A1, A ∈ T+(∆), òî A1 = A è Z1 = Z. Òåì ñàìûì, ñëó÷àé
Π(Z1) = ∆A1 íåâîçìîæåí.

(b) MZ1 = ∆′′
MZ

. Òîãäà (Π(Z1))− ⊂ ∆′′
MZ

∪ ∆′
MZ

⊂ ∆ è ïîýòîìó íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) ⊂ ∆−.

(c) MZ1 ⊂ ∆′
MZ

. Òîãäà (Π(Z1))− ⊂ ∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) ⊂
A

1/2
− \(∆′

MZ
)−.
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(d) ∆MZ1
⊃ A−, MZ1 ∩ A

d
= ∅.

Ïóñòü Π(Z1) = ∆′′
A1
. Òîãäà Π(Z1)− = ∆′

A1
è Γ0(Π(Z1)−) = Γ0(∆

′
A1
) ⊂

Γ0(∆MZ1
) â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Π(Z1))−

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)
1/2. Åñëè Π(Z1)− ⊂ (A−)

1/2, òî Γ0(Π(Z1)−)∩Γ0(A−) =
∅; òàê êàê A− ⊂ ∆MZ1

, òî Γ0(Π(Z1)−) ∩ Γ0(∆MZ1
) = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü Π(Z1)− ⊃ A−. Òàê êàê

|Π(Z1)−| = |Π(Z1)| 6 |Π(Z)| = |A| = |A−|,

òî Π(Z1)− = A− è Π(Z1) = A, ò.å. Π(Z1) ∩MZ1

d
= ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü Π(Z1) = ∆A1 . Åñëè Γ0(∆A1) ⊂ Γ0(∆MZ1
), òî (∆A1)− = (Π(Z1))− íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆MZ1
è, òåì áîëåå, ñ (A−)

1/2 ⊃ B(Z). Åñëè Γ0(∆A1) ∩
Γ0(∆MZ1

) = ∅, òî A1 ∈ Ξ(∆MZ1
) è

Γ0((A1)−) ⊂ Γ0(∆MZ1
) (2.45)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 4). Ïîêàæåì, ÷òî (Π(Z1))− = (A1)− íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (A−)

1/2 ⊃ B(Z). Â ñàìîì äåëå, èíà÷å èç (2.45) è
âêëþ÷åíèÿ A− ⊂ ∆MZ1

ñëåäóåò, ÷òî (A1)− ⊃ A−. Òàê êàê |∆A1 | =
|Π(Z1)| 6 |Π(Z)| = |A|, òî (A1)− = A− è A1 = A íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ MZ1

� ïðîòèâîðå÷èå.

(e) A− = R ∪ ∆′
R, MZ1 = ∆′′

R. Òîãäà Z1 = Z̃1 ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ),
Π(Z1) = ∆A1 , ïðè ýòîì (Π(Z1))− ⊂ ∆′

R èëè (Π(Z1))− ⊂ ∆′′
R. Â ïåðâîì

ñëó÷àå Π(Z1)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) ïî îïðåäåëåíèþ B(Z). Âî âòîðîì
ñëó÷àå Γ0(A1) ∩ Γ0(∆

′′
R) = ∅, ïîýòîìó A1 ∈ Ξ(∆′′

R) è Γ0((A1)−) ⊂ Γ0(∆
′′
R)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 4). Çíà÷èò, (Π(Z1))− = (A1)− ⊂ ∆′′
R\(∆′′

R)
1/2 =

((∆′
R)

1/2)+ è ïîýòîìó (Π(Z1))− ∩B(Z)
d
= ∅.

(f) A− = R ∪∆′
R, MZ1 ⊂ ∆′

R. Òîãäà (Π(Z1))− ⊂ ∆′
R ∪ (∆′

R)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ B(Z).

(g) A− ∈ T ′(∆−),MZ1 = ∆′′
Ê
∈ ∪k>1Ξk(A−), ãäå Ê ∈ P (K, γ). Òîãäà (Π(Z1))− ⊂

∆′
Ê
∪ ∆′′

Ê
. Òàê êàê A− ∈ T ′(∆−), òî Γ0(∆

′′
Ê
) ⊂ Γ0(A−) è ∆′

Ê
∩ A−

d
= ∅,

∆′′
Ê
∩ (A−)

1/2 d
= ∅. Çíà÷èò, (∆′

Ê
∪∆′′

Ê
) ∩B(Z)

d
= ∅.

2. A ∈ R. Òîãäà Γ0(∆
′
A) ⊂ Γ0(∆), B̃(Z) := (∆A)−\(∆′

A)− ∈ T ′(∆−) (ñì. ëåììó
2.1.2, ñâîéñòâî 6) è ïîýòîìó B̃(Z) ñîäåðæèòñÿ â ýëåìåíòå Ẽ(Z) ðàçáèåíèÿ
P (K, γ). Êðîìå òîãî, Γ0(∆A) ⊂ Γ1(∆Ẽ(Z)). Â ñàìîì äåëå, èíà÷å ∆Ẽ(Z) ⊃ ∆,

∆′
Ẽ(Z)

= (∆′
A)−, ∆

′′
Ẽ(Z)

= ∆′
A è Ẽ(Z)\∆′′

Ẽ(Z)
∈ P̃ (K, γ) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆.

Ïîýòîìó Ẽ(Z)\∆′′
Ẽ(Z)

⊂ ∆ è ∆Ẽ(Z) ⊂ ∆ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, Γ1(∆
′
Ẽ(Z)

) =

Γ1((∆
′
A)−) ⊂ Γ1(∆Ẽ(Z)). Òåì ñàìûì, ïî îïðåäåëåíèþ P̃ (K, γ),

(∆A)−\(∆′
A)− ⊂ Ẽ(Z) ∈ P̃ (K, γ). (2.46)

Îáîçíà÷èì CMZ
:= (∆′

MZ
)−, CA := (∆′

A)−.

• Åñëè ∆′
A ⊂ ∆′

MZ
, òî Z = Z̃ ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ); òîãäà ïîëàãàåì

B(Z) = (∆A)
1/2
− \((∆′

MZ
)− ∪ (CMZ

)−);
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òàê êàê (∆′
A)− ⊂ (∆′

MZ
)−, òî

B(Z) ⊂ B̃(Z) ⊂ Ẽ(Z) =: E(Z)

è

B(Z) ∩ ((∆′
A)− ∪ (CA)−)

d
= ∅. (2.47)

Ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ Π̂(Z) = ∆A ∪ (∆A)
1/2
− ,

Π̂1(Z) = (∆′′
MZ

∪∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− ∪ (CMZ
)−) ∩ Π̂(Z), Π̂2(Z) = ∅

â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.2 è âêëþ÷åíèÿ ∆′
MZ

⊂ ∆A = Π(Z).

• Åñëè ∆′
MZ

̸= ∅, ∆′
A ⊃ ∆′

MZ
è âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.2

ëèáî Z = ∆A\(∆′
A ∪∆′′

A), ëèáî Z = ∆′′
A\∆′′

MZ
. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

B(Z) = (∆A)
1/2
− \((∆′

A)− ∪ (CA)−).

Òîãäà B(Z) ⊂ B̃(Z) ⊂ Ẽ(Z) =: E(Z),

B(Z) ∩ (∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)−)
d
= ∅. (2.48)

Ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ Π̂(Z) = ∆A ∪ (∆A)
1/2
− ,

Π̂1(Z) = (∆′′
A ∪∆′

A ∪ (∆′
A)− ∪ ((∆′

A)−)−) ∩ Π̂(Z), Π̂2(Z) = ∅

â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.2 è âêëþ÷åíèÿ ∆′
A ⊂ ∆A = Π(Z). Âî âòîðîì ñëó÷àå

ïîëàãàåì

B(Z) = (∆′
A)

1/2\(∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− ∪ ((∆′
MZ

)1/2)+). (2.49)

Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó B(Z) ⊂ RZ =: E(Z), ñâîéñòâî 2
âûïîëíåíî ñ

Π̂(Z) = ∆′′
A ∪ (∆′

A)
1/2,

Π̂1(Z)
d
= (∆′′

MZ
∩∆′′

A) ∪
((
∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− ∪ ((∆′
MZ

)1/2)+
)
∩ (∆′

A)
1/2
)
,

Π̂2(Z) = ∅. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Π̂1(Z) íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z), òî (Π̂1(Z)

1/5)+ òàêæå íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z)
(îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç çàìå÷àíèÿ 2.1.2). Òàê êàê ∆′

MZ
⊂ ∆′

A

è ∆′′
MZ

∩∆′′
A

d
= ∅, òî ∆′′

MZ
⊂ ∆′

A. Äàëåå, Π̂1(Z)
1/5 ⊂ ((∆′

MZ
)1/2)+ è ïîýòîìó

(Π̂1(Z)
1/5)+ ⊂ ∆′′

MZ
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′′

A = Π(Z).

• Åñëè ∆′
MZ

= ∅ èëè íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆′
A, òî Z = Z̃ ïî ïîñòðîåíèþ

P∗∗(K, γ). Ïîëàãàåì

B(Z) = (B̃(Z) ∩ (∆A)
1/2
− )\((∆′

MZ
)− ∪ (CA)−) ⊂ Ẽ(Z) =: E(Z).

Ñâîéñòâî 2 âûïîëíåíî ñ

Π̂(Z) = ∆A ∪ (∆A)
1/2
− ,

Π̂1(Z)
d
= ((∆′

MZ
)− ∩ (∆A)

1/2
− ) ∪ ((∆′

MZ
∪∆′′

MZ
) ∩∆A),

Π̂2(Z) = ∆′
A ∪ (((∆′

A)− ∪ (CA)−) ∩ (∆A)
1/2
− ).

Â ñàìîì äåëå, ∆′
A ⊂ ∆A è Π̂2(Z) ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z) = ∆A; åñëè Π̂1(Z)

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z), òî ∆′
MZ

∪∆′′
MZ

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆A ∪ (∆A)−

è (∆′
MZ

)− ∩ (∆A)
1/2
−

d
= ∅, òî åñòü Π̂1(Z)

d
= ∅. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ

ñëåäóþò èç çàìå÷àíèÿ 2.1.2. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî Π̂1(Z) ∩ Π̂2(Z)
d
= ∅.
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (⋆). Ïóñòü Z1 ∈ P∗∗(K, γ), Z1 ̸= Z, Π(Z1) ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ Π̂(Z) è |Π(Z1)| 6 |Π(Z)|. Ïðîâåðèì, ÷òî Π(Z1)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z).

Ïóñòü Π(Z) = ∆A. Òîãäà MZ1 ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆A èëè ñ (∆A)− (â ñàìîì äåëå,
Z1 ⊂MZ1 è

Z1 ⊂ Π(Z1) ⊂ ∆A ∪ (∆A)− (2.50)

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2). Çíà÷èò, åñòü ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

(a)MZ1 =MZ , (b)MZ1 = ∆′′
MZ
, (c)MZ1 ⊂ ∆′

MZ
,

(d) ∆MZ1
⊃ A−, MZ1 ∩∆A

d
= ∅, (e) ∆MZ1

∈ ∪k>1Ξk(A−).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (e)MZ1 ⊂ (∆′
A)−. Â ñàìîì äåëå, èíà÷åMZ1 ïåðåêðûâàåòñÿ

ñ (∆A)−\(∆′
A)− ⊂ Ẽ(Z) ∈ P̃ (K, γ) (ñì. (2.46)). Òàê êàê P̃ (K, γ) ÿâëÿåòñÿ

ðàçáèåíèåì, òî òîãäà MZ1 = Ẽ(Z) è ∆MZ1
⊃ A−.

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ñëó÷àåâ (a)�(e).

(a) MZ1 = MZ . Åñëè Π(Z1) = ∆′′
A1
, òî Π(Z1)− = ∆′

A1
⊂ ∆MZ

è ïîýòîìó íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z). Ïóñòü Π(Z1) = ∆A1 . Èç (2.50) ñëåäóåò, ÷òî ∆A1 ⊂
∆A èëè ∆A1 ⊂ (∆A)−. Âî âòîðîì ñëó÷àå ∆A1 ∩MZ1

d
= ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, ∆A1 ⊂ ∆A. Òàê êàê Z1 ̸= Z, òî ∆A1 ⊂ ∆′
A è Π(Z1)− = (∆A1)− ⊂

∆′
A∪ (∆′

A)− è ïîýòîìó íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) ïî îïðåäåëåíèþ B(Z) èëè
â ñèëó (2.47).

(b) MZ1 = ∆′′
MZ

. Òîãäà Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ ∆′′
MZ

⊂ ∆MZ
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ

B(Z) ⊂ A−.

(c) MZ1 ⊂ ∆′
MZ

. Òîãäà Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) ïî
ïîñòðîåíèþ èëè â ñèëó (2.48).

(d) ∆MZ1
⊃ A−, MZ1 ∩ ∆A

d
= ∅. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî òî÷íî òàêîå æå, êàê â

ñëó÷àå (d) äëÿ A ∈ Ξ(∆).

(e) MZ1 ⊂ (∆′
A)−. Òîãäà Π(Z1)− ⊂ (∆′

A)− ∪ ((∆′
A)−)− è ïîýòîìó íå ïåðåêðûâà-

åòñÿ ñ B(Z) ïî îïðåäåëåíèþ B(Z) èëè â ñèëó (2.47).

Ïóñòü Π(Z) = ∆′′
A, ò.å. Z = ∆′′

A\∆′′
MZ

(ñì. çàìå÷àíèå 2.1.2). Òîãäà ìíîæåñòâî
B(Z) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.49). Äàëåå, Π(Z1) ⊂ ∆′′

A èëè Π(Z1) ⊂ ∆′
A â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2. Çíà÷èò, MZ1 ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆MZ
, òàê ÷òî ïîëó÷àåì òðè

ñëó÷àÿ:

(a) MZ1 = MZ . Òîãäà A1, A ∈ T+(∆), A1 ∩ Π(Z1)
d

̸= ∅ (òàê êàê îáà ýòè
ìíîæåñòâà ñîäåðæàò Z1), Π(Z1) ⊂ ∆′

A ∪∆′′
A ⊂ ∆A, è, çíà÷èò, ëèáî A1 = A,

ëèáî A1 ⊂ ∆′
A. Â ïåðâîì ñëó÷àå Π(Z1) = ∆′′

A (òàê êàê |∆A| > |∆′′
A|,

|Π(Z1)| 6 |Π(Z)|) è Z1 = Z � ïðîòèâîðå÷èå. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.
Ïóñòü Γ0(∆A1) ∩ Γ0(∆

′
A) = ∅. Òîãäà A1 ∈ Ξ(∆′

A), Γ0((A1)−) ⊂ Γ0(∆
′
A)

(ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 4) è Π(Z1) = A1 (ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ) è â
ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.2). Çíà÷èò, Π(Z1)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (∆′

A)
1/2 è, òåì

áîëåå, ñ B(Z) (ñì. (2.49)). Ïóñòü Γ0(∆A1) ⊂ Γ0(∆
′
A). Åñëè Π(Z1) = ∆A1 , òî

Π(Z1)− ⊂ (∆′
A)− è ïîýòîìó íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z). Åñëè Π(Z1) = ∆′′

A1
,

òî Π(Z1)− = ∆′
A1

íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ (∆′
A)

1/2 ⊃ B(Z), òàê êàê Γ0(∆
′
A1
) ⊂

Γ0(∆A1) ⊂ Γ0(∆
′
A) è ∆′

A1
∈ ∪k>1Ξk(∆A1).
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(b) MZ1 = ∆′′
MZ

. Òîãäà Z1 = Z̃1 ïî ïîñòðîåíèþ P∗∗(K, γ) è Π(Z1) = ∆A1 â ñèëó
çàìå÷àíèÿ 2.1.2. Åñëè Γ0(∆A1) ⊂ Γ0(∆

′′
MZ

), òî Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

è ïîýòîìó
íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) â ñèëó (2.49). Åñëè Γ0(∆A1) ∩ Γ0(∆

′′
MZ

) = ∅, òî
A1 ∈ Ξ(∆′′

MZ
) è Γ0((A1)−) ⊂ Γ0(∆

′′
MZ

) (ñì. ëåììó 2.1.2, ñâîéñòâî 4). Çíà÷èò,
(A1)− ⊂ ((∆′

MZ
)1/2)+ è ïîýòîìó Π(Z1)− íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ B(Z) â ñèëó

(2.49).

(c) MZ1 ⊂ ∆′
MZ

. Òîãäà Π(Z1)− ⊂ ∆′
MZ

∪ (∆′
MZ

)− è ïîýòîìó íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ B(Z) â ñèëó (2.49).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî (2.37) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Z, Z1 ∈ P∗∗(K, γ), Z ̸= Z1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, |Π(Z1)| 6
|Π(Z)|. Åñëè Π(Z1) ∩ Π̂(Z)

d

̸= ∅, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (⋆) ìíîæåñòâî B(Z) íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π(Z1)− è, òåì áîëåå, ñ B(Z1). Åñëè Π(Z1)∩ Π̂(Z)
d
= ∅, òî Π(Z1)− íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂(Z)\Π(Z). Çíà÷èò, B(Z) ∩B(Z1)
d
= ∅.

Ïóñòü K ∈ K, Φ(K) > 0, n ∈ N, Tn := P (K, n−1Φ(K)), T̃n = P̃ (K, n−1Φ(K)),
T ∗
n = P∗ (K, n

−1Φ(K)).
Èç ïóíêòà 4 ëåììû 1.3.3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1.2. Ïóñòü l, m ∈ N, l 6 2m. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ T̃m
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì 2C(d) ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ T̃l.

Ëåììà 2.1.6. Ïóñòü l, m ∈ N, l 6 2m. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ T ∗
m

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C∗(d) := 36C2(d) ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ T ∗
l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ∈ T ∗
m, M � ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ T̃m òàêîé, ÷òî Z ⊂ M .

Åñëè Γ0(Z) ∩ Γ0(K) = ∅, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ∈ (Tm|(∆M )−)+(∆M) òàêîå, ÷òî
Z = A ∩M . Åñëè Γ0(Z) ⊂ Γ0(K), òî Z =M ; â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì A = ∆M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Uj}kj=1 ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ T̃l, ïåðåêðûâàþùèõñÿ
ñ Z. Èç ñëåäñòâèÿ 2.1.2 âûòåêàåò, ÷òî k 6 2C(d). Ïóñòü j ∈ {1, . . . , k} è Γ0(∆Uj) ∩
Γ0(K) = ∅. Ïîëîæèì Tl,+(∆Uj) := (Tl|(∆Uj )−)+(∆Uj). Èç (2.19) è (2.20) ñëåäóåò, ÷òî
T ∗
l |Uj = Tl,+(∆Uj)|Uj . Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ýëåìåíòîâ Tl,+(∆Uj), ïåðåêðûâàþùèõñÿ ñ
Z.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü zd(Γ0(∆A)) > zd(Γ0(Uj)). Òîãäà ∆A ⊂ ∆Uj è Γ0(∆A) ∩ Γ0(∆Uj) =
∅. Çíà÷èò, ïî ëåììå 2.1.2 (ñâîéñòâî 9), Tl,+(∆Uj)|∆A = {∆A} è ïîýòîìó Z
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ îäíèì ýëåìåíòîì ðàçáèåíèÿ Tl,+(∆Uj).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü zd(Γ0(∆A)) = zd(Γ0(Uj)). Òîãäà zd(Γ0(M)) 6 zd(Γ0(Uj)).
Ïîëîæèì TZ,j = Tl|(∆A)−∩(∆Uj )− .

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ∈ Tl òàêîå, ÷òî E∩(∆A)−∩(∆Uj)−
d

̸= ∅, zd(Γ1(E∩
(∆A)− ∩ (∆Uj)−)) = zd(Γ0(Uj)) è zd(Γ1(E)) > zd(Γ0(Uj)). Òîãäà ∆E ïåðåêðûâàåòñÿ ñ

∆Uj . Òàê êàê Tl ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì è Uj ∈ T̃l, òî ∆′
E ⊃ ∆Uj ; òàê êàê E∩(∆Uj)−

d

̸= ∅,
òî Γ0(∆Uj) ⊂ Γ0(∆

′
E). Çíà÷èò, Tl|(∆Uj )− = {(∆Uj)−}. Â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñì. ñâîéñòâî

7), cardTl,+(∆Uj) 6 3.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî

zd(Γ1(E)) = zd(Γ0(Uj)) äëÿ ëþáîãî E ∈ Tl òàêîãî, ÷òî

E ∩ (∆A)− ∩ (∆Uj)−
d

̸= ∅, zd(Γ1(E ∩ (∆A)− ∩ (∆Uj)−)) = zd(Γ0(Uj)).
(2.51)
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1. Ïóñòü zd(Γ0(M)) < zd(Γ0(Uj)). Òîãäà

(∆A)− ⊂ ∆M . (2.52)

Åñëè ∆′
M ⊃ (∆A)−, òî ∆A ⊂ ∆′

M ∪ ∆′′
M , òî åñòü A íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ M �

ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó (∆A)−\∆′
M

d

̸= ∅ è Γ1(∆
′
M) ̸⊃ Γ0(∆A). Çíà÷èò, åñòü äâå

âîçìîæíîñòè:

(a) Γ1(∆
′
M) ∩ Γ0(∆A) = ∅. Â ñèëó (2.52), ìíîæåñòâî (∆A)−\∆′

M ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ Tm, ïîýòîìó èç ëåììû 1.3.3 è çàìå÷àíèÿ
2.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

card {Ẽ ∈ TZ,j : Γ1(Ẽ) ⊂ Γ0(∆Uj ∩∆A)}
(2.51)
=

= card {Ẽ ∈ Tl : Γ1(Ẽ) ∩ Γ0(∆Uj ∩∆A) ̸= ∅} 6
6 card {Ẽ ∈ Tl : Γ1(Ẽ) ∩ Γ1((∆A)−) ̸= ∅} =

= card {Ẽ ∈ Tl : Γ1(Ẽ) ∩ Γ1((∆A)−\∆′
M) ̸= ∅} 6

6 card {Ẽ ∈ Tl : Ẽ ∩ ((∆A)−\∆′
M)

d

̸= ∅} 6 C(d).

Çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñì. ñâîéñòâà 7 è 8) ïîëó÷àåì

cardTl,+(∆Uj)|∆A = card (TZ,j)+(∆A ∩∆Uj) 6 6C(d),

òî åñòü Z ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì 6C(d) ýëåìåíòàìè Tl,+(∆Uj).

(b) ∆′
M ̸= ∅, Γ1(∆

′
M) ⊂ Γ0(∆A), ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå ñòðîãîå. Òîãäà ∆′′

M ⊂ ∆A

è R := (∆A)−\∆′
M

(2.52)
⊂ M = ∆M\(∆′

M ∪∆′′
M). Â ñèëó ëåììû 1.3.3,

card {Ẽ ∈ Tl : Ẽ ∩R
d

̸= ∅} 6 C(d). (2.53)

Òàê êàê zd(Γ0(M)) < zd(Γ0(A)), òî èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 4) ñëåäóåò,
÷òî A ∈ Ξ(∆M) è Z = A ∩M = ∆A\∆′′

M . Â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 8),
ïðåäëîæåíèÿ 2.1.1 è çàìå÷àíèÿ 2.1.1

Tl,+(∆Uj)|∆A = (TZ,j)+(∆Uj ∩∆A),

cardTl,+(∆Uj)|Z 6 card {E\∆′′
M

d

̸= ∅ : E ∈ (TZ,j)+(∆Uj ∩∆A)} 6
6 card {E ∈ (TZ,j)+(∆Uj ∩∆A) : E ∩∆′′

M
d
= ∅}+

+card {E ∈ (TZ,j)+(∆Uj ∩∆A) : E ∩∆′′
M

d

̸= ∅, ∆E\∆′′
M

d

̸= ∅} 6
6 card {E ∈ (TZ,j)+(∆Uj ∩∆A) : E ∩∆′′

M
d
= ∅}+ 1

(2.12)

6
6 9 card {Ẽ ∈ TZ,j : Γ1(Ẽ) ⊂ Γ0(∆Uj ∩∆A), Γ1(Ẽ) ∩ Γ0(∆

′′
M) = ∅}+ 1

(2.51)

6 9 card {Ẽ ∈ Tl : Γ1(Ẽ) ∩ Γ1(R) ̸= ∅}+ 1 6
6 9 card {Ẽ ∈ Tl : Ẽ ∩R

d

̸= ∅}+ 1
(2.53)

6 18C(d).

Çíà÷èò, Z ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì 18C(d) ýëåìåíòàìè Tl,+(∆Uj).

2. Ïóñòü zd(Γ0(∆A)) = zd(Γ0(M)) = zd(Γ0(∆Uj)). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
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(a) A ∈ Ξ(K). Îáîçíà÷èì

T ′
m|A− = {E ∈ Tm|A− : Γ1(E) ⊂ Γ0(A)}.

Òîãäà èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 5) ñëåäóåò, ÷òî cardT ′
m|A− = 1, òî åñòü

T ′
m|A− = {E0}. Â ñèëó ëåììû 1.3.3, E0 ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C(d)
ýëåìåíòàìè Tl. Çíà÷èò, (∆Uj)− ∩ E0 ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C(d)
ýëåìåíòàìè Tl. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.1,

card {E ∈ Tl|(∆Uj∩A)− : Γ1(E) ⊂ Γ0(∆Uj ∩ A)} 6

6 card {E ∈ Tl|(∆Uj∩A)− : E ∩ E0

d

̸= ∅} 6 C(d).

Èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâà 7, 8) ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçáèåíèå Tl,+(∆Uj)|A =
(Tl|(∆Uj∩A)−)+(∆Uj ∩ A) ñîäåðæèò íå áîëåå 6C(d) ýëåìåíòîâ.

(b) A ∈ R. Â ñèëó ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 6), Γ0(∆
′
A) ⊂ Γ0(∆A) è R :=

(∆A)−\(∆′
A)− ∈ Tm|(∆A)− . Ïî ëåììå 1.3.3, R ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì

C(d) ýëåìåíòàìè Tl. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.1, ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 8)
è çàìå÷àíèÿ 2.1.1,

card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩ A
d

̸= ∅} =

= card {E ∈ Tl,+(∆Uj)|∆A : E\∆′
A

d

̸= ∅} 6
6 card {E ∈ (TZ,j)+(∆A ∩∆Uj) : E ∩∆′

A
d
= ∅}+

+card {E ∈ (TZ,j)+(∆A ∩∆Uj) : E ∩∆′
A

d

̸= ∅, ∆E\∆′
A

d

̸= ∅} 6
6 card {E ∈ (TZ,j)+(∆A ∩∆Uj) : E ∩∆′

A
d
= ∅}+ 1

(2.12)

6
6 9 card {Ẽ ∈ TZ,j : Γ1(Ẽ) ⊂ Γ0(∆A ∩∆Uj), Γ1(Ẽ) ∩ Γ0(∆

′
A) = ∅}+ 1

(2.51)

6 9 card {Ẽ ∈ Tl : Ẽ ∩R
d

̸= ∅}+ 1 6 18C(d).

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü zd(Γ0(∆A)) < zd(Γ0(Uj)). Òîãäà ∆Uj ∪ (∆Uj)− ⊂ ∆A ⊂ ∆M .
Åñëè ∆′

M ⊃ (∆Uj)−, òî Uj ⊂ ∆′
M ∪ ∆′′

M è ïîýòîìó Uj íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Z.

Çíà÷èò, (∆Uj)−\∆′
M

d

̸= ∅. Êðîìå òîãî, Γ1(∆
′
M) ̸⊃ Γ0(∆Uj). Ïîýòîìó îñòàþòñÿ äâå

âîçìîæíîñòè.

1. Γ1(∆
′
M) ∩ Γ0(∆Uj) = ∅. Òîãäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.1 è ëåììû 1.3.3

card {E ∈ Tl|(∆Uj )− : Γ1(E) ⊂ Γ0(∆Uj)} 6

6 card {E ∈ Tl|(∆Uj )− : E ∩ ((∆Uj)−\∆′
M)

d

̸= ∅} 6

6 card {E ∈ Tl|(∆Uj )− : E ∩ (∆M\∆′
M)

d

̸= ∅} 6 C(d).

Èç ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî 7) ïîëó÷àåì, ÷òî cardTl,+(∆Uj) 6 6C(d).

2. ∆′
M ̸= ∅, Γ1(∆

′
M) ⊂ Γ0(∆Uj) è âêëþ÷åíèå ñòðîãîå. Òàê êàê ∆′

A = ∅ èëè

Γ0(∆
′
A) ⊂ Γ0(∆A), (∆Uj)− ⊂ ∆A è Uj ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Z = A∩M , òî ∆′

A∩∆Uj
d
=

∅, ïîýòîìó Z ∩ ∆Uj = ∆Uj\∆′′
M . Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.1, ëåììû 2.1.2 (ñâîéñòâî

8) è ëåììû 1.3.3 ñëåäóåò, ÷òî

card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩ Z
d

̸= ∅} =

= card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩ (∆Uj\∆′′
M)

d

̸= ∅} 6
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6 card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩∆′′
M

d
= ∅}+

+card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩∆′′
M

d

̸= ∅, ∆E\∆′′
M

d

̸= ∅} 6
6 card {E ∈ Tl,+(∆Uj) : E ∩∆′′

M
d
= ∅}+ 1

(2.12)

6
6 9 card {Ẽ ∈ Tl|(∆Uj )− : Γ1(Ẽ) ⊂ Γ1((∆Uj)−), Γ1(Ẽ) ∩ Γ0(∆

′′
M) = ∅}+ 1 6

6 9 card {Ẽ ∈ Tl|(∆Uj )− : Γ1(Ẽ) ∩ Γ1((Uj)−\∆′
M)

d

̸= ∅}+ 1 6

6 9 card {Ẽ ∈ Tl|(∆Uj )− : Ẽ ∩M
d

̸= ∅}+ 1 6 18C(d)

(ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 2.1.1 è âêëþ÷åíèÿ (∆Uj)− ⊂
∆M).

Èòàê, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Z ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì
18C(d) ýëåìåíòàìè Tl,+(∆Uj), j = 1, k. Òàê êàê k 6 2C(d), òî Z ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå
áîëåå, ÷åì 36C2(d) ýëåìåíòàìè T ∗

l .

Èç ñëåäñòâèÿ 2.1.1 è ëåììû 2.1.6 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1.3. Ïóñòü T ∗∗
n = P∗∗ (K, n

−1Φ(K)). Òîãäà
(1) cardT ∗∗

n .
d

n;

(2) ñóùåñòâóåò C∗∗(d) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ l, m ∈ N, l 6 2m, âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ëþáîé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ T ∗∗

m ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå,
÷åì C∗∗(d) ýëåìåíòàìè ðàçáèåíèÿ T ∗∗

l .

Ïóñòü E =
∏d

j=1[αj, βj], β1 − α1 = · · · = βd−1 − αd−1. Îáîçíà÷èì l(E) = β1 − α1,
h(E) = βd − αd.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.3. Ïóñòü γ > 0, Z ∈ P∗∗(K, γ), Z = Π\(Π1 ∪ Π2), Π = Π(Z),
Π1 = Π1(Z), Π2 = Π2(Z) îïðåäåëåíû â ëåììå 2.1.4; åñëè Γ0(Π) ∩ Γ0(K) = ∅, òî
Π̂ = Π̂(Z), Π̂1 = Π̂1(Z), Π̂2 = Π̂2(Z) îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.1.5, åñëè
Γ0(Π) ⊂ Γ0(K), òî Π̂ := Π ∪ (Π−)

1/2, Π̂i := Πi, i = 1, 2. Ïóñòü I ⊂ {1, 2}, E ⊂ Π �
ïàðàëëåëåïèïåä, íå ïåðåêðûâàþùèéñÿ ñ ∪i∈IΠ̂i, ïðè ýòîì

pd−1(E) ∈ Ξ(pd−1(Π)) è l(E) 6 l(Πi), i ∈ I. (2.54)

Ïóñòü ν = h(E)
l(E)

. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå P ìíîæåñòâà E çàìêíóòûìè êóáàìè
Kj ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. cardP .
d

⌈ν⌉;

2. åñëè K̂j � ïàðàëëåëåïèïåä, òàêîé, ÷òî (K̂j)
2/3 = Kj, òî K̂j ⊂ Π̂ è K̂j íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i\(Πi)
1/4, i ∈ I; åñëè ïðè ýòîì Γ1(Πi) ⊂ Γ1(Π), òî K̂j íå

ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i;

3. pd−1(Kj) ∈ Ξ4(pd−1(E));

4. zd(Γ0(E)) < zd(Γ1(Kj)) 6 zd(Γ1(E)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî Π∩ Π̂i = Πi è, çíà÷èò, pd−1(Πi) = pd−1(Π̂i). Ñëó÷àé
Γ0(Π) ⊂ Γ0(K) òðèâèàëåí. Ïóñòü Γ0(Π) ∩ Γ0(K) = ∅. Òîãäà Πi ⊂ Π ∩ Π̂i ïî ëåììàì
2.1.4 è 2.1.5. Ïîñêîëüêó Πi è Π ∩ Π̂i ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè, òî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (Π∩ Π̂i)\Πi èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, i = 1. Ïóñòü x ∈ (Π∩ Π̂1)\Π1. Òîãäà èç óñëîâèÿ x ∈ Π̂1 ñëåäóåò, ÷òî x /∈ Z;
ïðè ýòîì, x ∈ Π, òàê ÷òî x ∈ Π1 ∪ Π2. Íî x /∈ Π1, òî åñòü x ∈ Π2. Òåì ñàìûì,
(Π ∩ Π̂1)\Π1 ⊂ Π2 ⊂ Π̂2. Òàê êàê Π̂1 íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂2, òî (Π ∩ Π̂1)\Π1 èìååò
ïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Ïîêðîåì E êóáàìè Kj, 1 6 j 6 s1 6 24d⌈ν⌉ .
d

⌈ν⌉, ñî ñâîéñòâàìè 3 è 4. Èç

ñâîéñòâà 3 è (2.54) ñëåäóåò, ÷òî

h(Kj) 6
1

16
h(Π), l(K̂j) = l(Kj) =

1

16
l(E) 6 1

16
l(Πi), i ∈ I. (2.55)

Äîêàæåì ñâîéñòâî 2. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå K̂j ⊂ Π̂. Â ñàìîì äåëå,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî zd(Γ0(K̂j)) > zd(Γ0(Π̂)). Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâ

zd(Γ0(K̂j)) = zd(Γ1(K̂j))− h(K̂j) =

= zd(Γ1(K̂j))−
3

2
h(Kj)

(2.55)

> zd(Γ1(K̂j))−
3

32
h(Π),

zd(Γ0(Π̂)) = zd(Γ0(Π))−
1

2
h(Π) 6

6 zd(Γ1(Kj))−
1

2
h(Π) = zd(Γ1(K̂j))−

1

2
h(Π).

Ïóñòü i ∈ I, 1 6 s 6 s1. Ïîêàæåì, ÷òî K̂s è Π̂i\(Πi)
1/4 íå ïåðåêðûâàþòñÿ, à

åñëè Γ1(Πi) ⊂ Γ1(Π), òî K̂s è Π̂i íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Èç óñëîâèé (2.54) è pd−1(Πi) ∈
Ξ(pd−1(Π)) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî pd−1(E) è pd−1(Π̂i) íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ëèáî pd−1(E) ⊂
pd−1(Π̂i). Â ïåðâîì ñëó÷àå K̂s íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i (ïîñêîëüêó pd−1(K̂s) ⊂ pd−1(E)).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Òàê êàê E íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i, òî zd(Γ0(E)) >
zd(Γ1(Π̂i)) èëè zd(Γ1(E)) 6 zd(Γ0(Π̂i)). Åñëè âûïîëíåíî âòîðîå íåðàâåíñòâî, òî K̂s íå
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i (ïîñêîëüêó zd(Γ1(K̂s)) 6 zd(Γ1(E))).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé pd−1(E) ⊂ pd−1(Π̂i), zd(Γ0(E)) > zd(Γ1(Π̂i)).
Îòìåòèì, ÷òî òîãäà Γ1(Πi) ∩ Γ1(Π) = ∅.

Åñëè Π̂i ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π, òî â ñèëó ðàâåíñòâà Πi = Π̂i ∩ Π ïîëó÷àåì Γ1(Πi) =

Γ1(Π̂i). Èç óñëîâèé h(Π
1/4
i ) > l(Π̂i)

4
, h(K̂s) = 3

2
l(K̂s)

(2.55)

6 3
32
l(Π̂i) è zd(Γ0(E)) <

zd(Γ1(Ks)) ñëåäóåò, ÷òî

zd(Γ0(K̂s)) > zd(Γ1(Ks))−
3

32
l(Π̂i) > zd(Γ0(E))−

l(Π̂i)

4
>

> zd(Γ1(Π̂i))−
l(Π̂i)

4
> zd(Γ1(Πi))− h(Π

1/4
i ) = zd(Γ0(Π

1/4
i ))

è ïîýòîìó K̂s ∩ Π̂i ⊂ Π
1/4
i .

Ïóñòü Π̂i íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π. Òîãäà Γ0(Π) ∩ Γ0(K) = ∅, è ïî ëåììå 2.1.5,
(Π̂

1/5
i )+ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π. Çíà÷èò, zd(Γ0(Π)) > zd(Γ1(Π̂i)) + h(Π̂

1/5
i ). Èç óñëîâèé

h(Π̂
1/5
i ) > l(Π̂i)

5
, h(K̂s)

(2.55)

6 3
32
l(Π̂i), zd(Γ0(E)) < zd(Γ1(Ks)) è E ⊂ Π ñëåäóåò, ÷òî

zd(Γ0(K̂s)) > zd(Γ1(K̂s))−
3

32
l(Π̂i) > zd(Γ0(E))−

l(Π̂i)

5
>

> zd(Γ0(Π))− h(Π̂
1/5
i ) > zd(Γ1(Π̂i))

è ïîýòîìó K̂s íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π̂i.
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2.2 Ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè èç êëàññà W r
∞ ïîëèíîìîì

÷åðåç èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Ïóñòü k ∈ N, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, 0 = H0 6 H1 6 . . . 6 Hk,
0 = t0 6 t1 6 . . . 6 tk = 1, ∆k = {(x1, . . . , xd−1)}, ∆i =

∏d−1
j=1[σ

i
j, τ

i
j ], τ

i
1 − σi1 = · · · =

τ id−1 − σid−1 = li, 0 6 i 6 k. Äëÿ 1 6 i 6 k, ti−1 6 t 6 ti, (λ1, . . . , λd−1) ∈ [0, 1]d−1

ïîëîæèì
s(t) =

t− ti−1

ti − ti−1

,

yj = yj(λ1, . . . , λd−1, t) =
= (1− s(t))((1− λj)σ

i−1
j + λjτ

i−1
j ) + s(t)((1− λj)σ

i
j + λjτ

i
j), 1 6 j 6 d− 1,

yd = yd(λ1, . . . , λd−1, t) = (1− s(t))(xd −Hk +Hi−1) + s(t)(xd −Hk +Hi)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç J(y1, . . . , yd) ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ φ : (λ1, . . . , λd−1, t) 7→
(y1, . . . , yd). Ïóñòü 0 < c 6 C òàêîâû, ÷òî

cli 6 Hk −Hi 6 Cli, 0 6 i 6 k,

c
Hi −Hi−1

Hk

6 ti − ti−1 6 C
Hi −Hi−1

Hk

, 1 6 i 6 k.

Òîãäà |J(y1, . . . , yd)| ≍
c,C

Hk(xd − yd)
d−1.

Íà ðèñóíêå 2.6 èçîáðàæåí ïðèìåð äëÿ k = 4.

D0

D1

D2

D3

D4

Ðèñ. 2.6:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ φ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé è
íà åå äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà ∂yj

∂λj
, 1 6 j 6 d− 1, è ∂yd

∂t
, ïðè ýòîì

∂yj
∂λj

= (1− s(t))li−1 + s(t)li ≍
c,C

≍ (1− s(t))(Hk −Hi−1) + s(t)(Hk −Hi) = xd − yd, 1 6 j 6 d− 1,
∂yd
∂t

=
1

ti − ti−1

(xd −Hk +Hi − xd +Hk −Hi−1) ≍
c,C

Hk.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà I. (ñì. [41], [143]). Ïóñòü Π =
∏d

j=1[αj, βj] ⊂ Rd � ïàðàëëåëåïèïåä, f :
Π → R � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, φ : pd−1(Π) → R, φ(x′) = f(x′, αd), p > 1. Òîãäà
∥φ∥L1(pd−1(Π)) .

p,Π

∥f∥Lp(Π) + ∥∇f∥Lp(Π).

Ïóñòü m, ν ∈ N, E ⊂ Rd. Ñêàæåì, ÷òî E ∈ R∗
m,ν , åñëè

E = Π\(Π1 ∪ Π2), (2.56)

ãäå

Π =
d∏
j=1

[αj, βj], Πi =
d∏
j=1

[αij, β
i
j] ⊂ Π èëè Πi = ∅, i = 1, 2; (2.57)

ïðè ýòîì, pd−1(Π) ÿâëÿåòñÿ êóáîì,

pd−1(Πi) ∈ ∪k>mΞk(pd−1(Π)), i = 1, 2, åñëè Πi ̸= ∅, (2.58)

β1 − α1 < βd − αd 6 2(β1 − α1), βi1 − αi1 6 βid − αid 6 ν(βi1 − αi1), i = 1, 2. (2.59)

Åñëè ïðè ýòîì

βd − αd > γ(β1 − α1) (2.60)

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî E ∈ R∗
m,ν,γ .

Äëÿ E ∈ R∗
m,ν , λ ∈ (0, 1), µ ∈ N ïîëîæèì

Eλ,µ = Π1−λ\(Π1(µ) ∪ Π2(µ)), λ ∈ (0, 1), µ ∈ N

(ñì. îáîçíà÷åíèÿ (2.3), (2.4)). Çàìåòèì, ÷òî Eλ,µ ⊂ E.

Ëåììà 2.2.1. Äëÿ ëþáûõ λ ∈ (0, 1), ν ∈ N ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû µ ∈ N ∩ [2, ∞),
m∗ ∈ N, Cλ,ν,d > 0 è Mλ,ν,d > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè E ∈ R∗

m∗,ν è
äëÿ ëþáîãî x ∈ Eλ,µ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Gx ⊂ E, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
E, à äëÿ ëþáîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : E → R � ÷èñëî Pf , óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(x)− Pf | 6 Cλ,ν,d

∫
Gx

|x− y|1−d|∇f(y)| dy; (2.61)

2. äëÿ ëþáîãî y ∈ Gx âûïîëíåíî xd − yd >Mλ,ν,dmax16i6d−1 |xi − yi|.

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f 7→ Pf ëèíåéíî, äëÿ p > 1 âûïîëíåíà îöåíêà

|Pf | .
Π,λ,p

∥∇f∥Lp(E\Eλ,1) + ∥f∥Lp(E\Eλ,1), (2.62)

è åñëè f |Γ0(E) = 0, òî Pf = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåäû Π, Π1, Π2 ðàâåíñòâîì (2.56). Ïóñòü
Π =

∏d
j=1[αj, βj], ïðè ýòîì βj−αj = l∗, 1 6 j 6 d−1, l∗ 6 βd−αd 6 2l∗. Åñëè m∗ > 2,

òî ñóùåñòâóåò d− 1-ìåðíûé êóá

∆ =
d−1∏
j=1

[σj, τj] ∈ Ξ2(pd−1(Π)) (2.63)
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òàêîé, ÷òî ∆× [αd, βd] íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π1 ∪ Π2.
Ïîëîæèì äëÿ Z ⊂ Rd−1

Zλ = Z ×
{(

1− λ

2

)
αd +

λ

2
βd

}
. (2.64)

Ïóñòü c > 1, ∆λ îïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.64). Äëÿ êàæäîé òî÷êè x =
(x1, . . . , xd) ∈ Π1−λ, d−1-ìåðíîãî êóáà ∆̃ =

∏d−1
j=1[σ̃j, τ̃j] ⊂ pd−1(Π) è ÷èñëà ρ ∈

[
0, λl∗

4

]
òàêèõ, ÷òî

(x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃, τ̃1 − σ̃1 = · · · = τ̃d−1 − σ̃d−1 =
ρ

c
, (2.65)

ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ

H(x, ∆̃, ρ) = {γζ(·) : ζ ∈ ∆λ},

γζ(t) =

 1−λ̃−t
1−λ̃−λ

2

ζ +
t−λ

2

1−λ̃−λ
2

ζ̃ , t ∈
[
λ
2
, 1− λ̃

]
,

t+λ̃−1
λ̃

x+ 1−t
λ̃
ζ̃ , t ∈ [1− λ̃, 1],

(2.66)

ãäå

λ̃ =
ρ

xd −
(
1− λ

2

)
αd − λ

2
βd
, (2.67)

ζ = (ζ1, . . . , ζd), ζ̃ = (ζ̃1, . . . , ζ̃d),
ζj = (1− λj)σj + λjτj, ζ̃j = (1− λj)σ̃j + λj τ̃j, 1 6 j 6 d− 1

(òàê êàê ζ ∈ ∆λ, òî λj ∈ [0, 1]),

ζd
(2.64)
=

(
1− λ

2

)
αd +

λ

2
βd, ζ̃d = xd − ρ. (2.68)

Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâ βd − αd > l∗, ρ 6 λl∗
4
è óñëîâèÿ x ∈ Π1−λ (ò.å. xd >

(1− λ)αd + λβd) ñëåäóåò, ÷òî λ̃ 6 1
2
(ïîýòîìó λ

2
< 1

2
6 1− λ̃),

xd − ζd >
λl∗
2

è ζ̃d − ζd = xd − ρ− ζd >
λl∗
4
. (2.69)

Êðîìå òîãî, |γ̇ζ(t)| .
λ

l∗ â ñèëó (2.65) è (2.67).

Ïîëîæèì

Gl∗,λ,c =
{
H(x, ∆̃, ρ) : x ∈ Π1−λ, ρ ∈

[
0,
λl∗
4

]
, ∆̃ óäîâëåòâîðÿåò (2.65)

}
.

Ïóñòü B � d-ìåðíûé åâêëèäîâ øàð. Äëÿ ñåìåéñòâà Γ = {γζ}ζ∈∆λ ∈ Gl∗,λ,c
îáîçíà÷èì

QB,Γ =

{
ζ ∈ ∆λ : ∃t ∈

[
λ

2
, 1

]
: γζ(t) ∈ B

}
.

Äîêàæåì
Óòâåðæäåíèå (⋄). Ñóùåñòâóåò òàêîå c0 = c0(λ, d) > 1, ÷òî äëÿ ëþáûõ l∗ > 0, c >

c0, s, s̃ ∈ (0, 1], äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà Γ ∈ Gl∗,λ,c è ëþáûõ øàðîâ B, B̃ ñ ðàäèóñàìè λl∗s
c2

è λl∗s̃
c2

è öåíòðàìè â òî÷êàõ (y1, . . . , yd−1, (1−s)xd+sζd) è (ỹ1, . . . , ỹd−1, (1− s̃)xd+ s̃ζd)
ñîîòâåòñòâåííî íàéäåòñÿ êóá ∆̂ ∈ Ξ4(∆) òàêîé, ÷òî (QB,Γ ∪QB̃,Γ) ∩ ∆̂λ = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (⋄). Ïóñòü Γ = H(x, ∆̃, ρ). Äëÿ t, t′ ∈
[
λ
2
, 1
]
, γζ(t),

γζ′(t
′) ∈ B, ζ = (ζ1, . . . , ζd) ∈ ∆λ, ζ ′ = (ζ ′1, . . . , ζ

′
d) ∈ ∆λ îïðåäåëèì λj, λ′j ∈ [0, 1]

ðàâåíñòâàìè

ζj ∈ (1− λj)σj + λjτj, ζ ′j ∈ (1− λ′j)σj + λ′jτj, 1 6 j 6 d− 1, (2.70)
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Ðèñ. 2.7:

è ïîëîæèì

ζ̃j ∈ (1− λj)σ̃j + λj τ̃j, ζ̃ ′j ∈ (1− λ′j)σ̃j + λ′j τ̃j, 1 6 j 6 d− 1, (2.71)

ζ̃d = ζ̃ ′d = xd − ρ, ζ̃ = (ζ̃1, . . . , ζ̃d), ζ̃ ′ = (ζ̃ ′1, . . . , ζ̃
′
d).

Èç (2.63) ñëåäóåò, ÷òî τj − σj =
l∗
4
, 1 6 j 6 d− 1, ïîýòîìó

4ρ

l∗c
(ζj − ζ ′j) =

4ρ

l∗c
(τj − σj)(λj − λ′j) =

ρ

c

ζ̃j − ζ̃ ′j
τ̃j − σ̃j

(2.65)
= ζ̃j − ζ̃ ′j. (2.72)

Îöåíèì äèàìåòðû ìíîæåñòâ

Q+
B,Γ =

{
ζ ∈ ∆λ : ∃t ∈

[
1− λ̃, 1

]
: γζ(t) ∈ B

}
è

Q−
B,Γ =

{
ζ ∈ ∆λ : ∃t ∈

[
λ

2
, 1− λ̃

]
: γζ(t) ∈ B

}
.

Îöåíêà äèàìåòðà Q+
B,Γ. Èç (2.69) ñëåäóåò, ÷òî ïðè c0 > 2

s(xd − ζd)−
sl∗λ

c2
> sl∗λ

2
− sl∗λ

c2
>
sl∗λ

4
. (2.73)

Ïîýòîìó åñëè ρ = 0, òî Q+
B,Γ = ∅, òàê êàê xd > (1− s)xd + sζd +

λl∗s
c2
.

Ïóñòü ρ > 0, t, t′ ∈ [1 − λ̃, 1], γζ(t), γζ′(t′) ∈ B. Îöåíèì ñâåðõó |ζ − ζ ′|. Â ñèëó
(2.66),

γζ(t) ∈ [x, ζ̃], γζ′(t
′) ∈ [x, ζ̃ ′]. (2.74)

Ïóñòü φ � óãîë ïðè âåðøèíå x â òðåóãîëüíèêå (x, ζ̃, ζ̃ ′), hx � äëèíà âûñîòû â
ýòîì òðåóãîëüíèêå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû x. Òàê êàê xd − ζ̃d = xd − ζ̃ ′d = ρ,

(x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃, (ζ̃1, . . . , ζ̃d−1) ∈ ∆̃, (ζ̃ ′1, . . . , ζ̃
′
d−1) ∈ ∆̃

è äëèíà ðåáðà ∆̃ ðàâíà ρ
c
(ñì. (2.65)), c > 1, òî hx = ρ, |x − ζ̃| .

d

ρ, |x − ζ̃ ′| .
d

ρ è

ïî òåîðåìå ñèíóñîâ |ζ̃ − ζ̃ ′| 6 M1(d) · ρ sinφ, ãäå M1(d) çàâèñèò òîëüêî îò d. Òàê êàê
γζ(t) ∈ B, γζ′(t′) ∈ B, (y1, . . . , yd−1, (1− s)xd + sζd) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà B, à sl∗λ

c2

� åãî ðàäèóñîì, òî

|γζ(t)− γζ′(t
′)| 6 2sl∗λ

c2
(2.75)
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è ïðè c0 > 2 èìååì

min{|x− γζ(t)|, |x− γζ′(t
′)|} > s(xd − ζd)−

sl∗λ

c2

(2.73)

> sl∗λ

4
. (2.76)

Èç (2.74), (2.75), (2.76) è òåîðåìû ñèíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî sinφ 6 8
c2
. Çíà÷èò,

|ζ − ζ ′|
(2.72)

6 l∗c

4ρ
M1(d) · ρ

8

c2
=

2M1(d)l∗
c

. (2.77)

Îöåíêà äèàìåòðà Q−
B,Γ. Ïóñòü t, t

′ ∈
[
λ
2
, 1− λ̃

]
, γζ(t), γζ′(t′) ∈ B. Ïîëîæèì

L = {(η1, . . . , ηd−1, min{xd − ρ, (1− s)xd + sζd}), ηj ∈ R, 1 6 j 6 d− 1} (2.78)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç l è l′ ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå îòðåçêè

[ζ, ζ̃]
(2.66)
=

[
γζ

(
λ

2

)
, γζ(1− λ̃)

]
è [ζ ′, ζ̃ ′]

(2.66)
=

[
γζ′

(
λ

2

)
, γζ′(1− λ̃)

]
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü l è l′ ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü L â òî÷êàõ η = (η1, . . . , ηd) è η′ =
(η′1, . . . , η

′
d) ñîîòâåòñòâåííî (â ñèëó (2.68) è íåðàâåíñòâà λ̃ 6 1

2
ýòè òî÷êè îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî).
Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó |η − η′|. Ïóñòü ξ, ξ′ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê

γζ(t) è γζ′(t
′) ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòü L. Òàê êàê ðàäèóñ øàðà B ðàâåí λl∗s

c2
,

γζ(t) ∈ B, γζ′(t′) ∈ B, òî

|ξ − ξ′| 6 |γζ(t)− γζ′(t
′)| 6 2λl∗s

c2
. (2.79)

Ïóñòü γζ(t) = (a1, . . . , ad). Èç (2.66), âòîðîãî ðàâåíñòâà (2.68) è îïðåäåëåíèÿ Q−
B,Γ

ñëåäóåò, ÷òî xd − ρ > ad. Åñëè (1− s)xd + sζd > xd − ρ, òî

|γζ(t)− ξ| (2.78)
= xd − ρ− ad < (1− s)xd + sζd − ad 6

λl∗s

c2
, (2.80)

åñëè (1− s)xd + sζd 6 xd − ρ, òî

|γζ(t)− ξ| (2.78)
= |(1− s)xd + sζd − ad| 6

λl∗s

c2
. (2.81)

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ |γζ′(t′)− ξ′|.
Òàê êàê ∆ ⊂ pd−1(Π) è ∆̃ ⊂ pd−1(Π), òî

|ζj − ζ̃j| 6 l∗, |ζ ′j − ζ̃ ′j| 6 l∗, 1 6 j 6 d− 1.

Êðîìå òîãî,

xd − ζd − ρ = xd − ζ ′d − ρ
(2.69)

> λl∗
4
,

ïîýòîìó ïðÿìûå l è l′ ïåðåñåêàþò L ïîä óãëàìè θ ∈
[
θ∗(λ),

π
2

]
è θ′ ∈

[
θ∗(λ),

π
2

]
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ctg θ∗(λ) = 4

√
d−1
λ

. Çíà÷èò, max{|ξ − η|, |ξ′ − η′|}
(2.80), (2.81)

6 λl∗s
c2

·
4
√
d−1
λ

= 4
√
d−1l∗s
c2

. Îòñþäà è èç (2.79) ïîëó÷àåì, ÷òî

|η − η′| 6M2(d)
l∗s

c2
, (2.82)

ãäå M2(d) � âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d.
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Åñëè (1− s)xd+ sζd > xd− ρ, òî ρ > 0, |η− η′| = |ζ̃ − ζ̃ ′| (2.72)
= 4ρ

l∗c
|ζ − ζ ′| è s < ρ

xd−ζd
,

ïîýòîìó

|ζ − ζ ′|
(2.82)

6 l∗c

4ρ
·M2(d)

l∗s

c2
6M2(d)

l2∗ρ

4ρc(xd − ζd)

(2.69)

6 M2(d)
l∗
2λc

.

Ïóñòü (1−s)xd+sζd 6 xd−ρ. Òîãäà ηj = ϑζ̃j+(1−ϑ)ζj, η′j = ϑζ̃ ′j+(1−ϑ)ζ ′j, 1 6 j 6 d,

(1− s)xd + sζd
(2.78)
= ηd = ϑζ̃d + (1− ϑ)ζd,

îòêóäà

ϑ =
(1− s)(xd − ζd)

ζ̃d − ζd

(2.68)
=

(1− s)(xd − ζd)

xd − ζd − ρ
. (2.83)

Èìååì

|η − η′|2 =
d−1∑
j=1

(ηj − η′j)
2 =

d−1∑
j=1

(
ϑ(ζ̃j − ζ̃ ′j) + (1− ϑ)(ζj − ζ ′j)

)2 (2.70),(2.71)
=

=
d−1∑
j=1

(
ϑ(λj − λ′j)(τ̃j − σ̃j) + (1− ϑ)(λj − λ′j)(τj − σj)

)2 (2.63),(2.65)
=

=

(
ϑρ

c
+

(1− ϑ)l∗
4

)2
(
d−1∑
j=1

(λj − λ′j)
2

)
,

îòêóäà

|η − η′| =
(
ϑρ

c
+

(1− ϑ)l∗
4

)√√√√d−1∑
j=1

(λj − λ′j)
2 = ϑ|ζ̃ − ζ̃ ′|+ (1− ϑ)|ζ − ζ ′| (2.83)

=

=
s(xd − ζd)− ρ

xd − ζd − ρ
|ζ − ζ ′|+ (1− s)(xd − ζd)

xd − ζd − ρ
|ζ̃ − ζ̃ ′| (2.67), (2.68), (2.72)

=

=

(
s− λ̃

1− λ̃
+

4ρ

l∗c

1− s

1− λ̃

)
|ζ − ζ ′|.

Çíà÷èò,

|ζ − ζ ′|
(2.82)

6 M2(d)
l∗s

c2
·

(
s− λ̃

1− λ̃
+

4ρ

l∗c

1− s

1− λ̃

)−1

. (2.84)

Åñëè ρ = 0, òî λ̃
(2.67)
= 0, ïîýòîìó |ζ − ζ ′| 6M2(d)

l∗
c2
.

Ïóñòü ρ > 0. Åñëè c > 8, òî xd − ζd
(2.59)

6 2l∗ <
l∗c
4
, ïîýòîìó

λ̃
(2.67),(2.68)

=
ρ

xd − ζd
>

4ρ

l∗c
.

Çíà÷èò, ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè (2.84) ïî s ∈ [λ̃, 1] äîñòèãàåòñÿ ïðè s = λ̃ è ðàâåí

M2(d)
l∗λ̃

c2
· l∗c
4ρ

=M2(d)
l2∗

4c(xd − ζd)

(2.69)

6 M2(d)
l∗
2λc

.

Òåì ñàìûì,

|ζ − ζ ′| 6M2(d)
l∗
2λc

. (2.85)
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Èòàê, QB,Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, äèàìåòðû
êîòîðûõ îöåíèâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (2.77) è (2.85). Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ
äèàìåòðû ìíîæåñòâ Q+

B̃,Γ
è Q−

B̃,Γ
. Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ c ìíîæåñòâî

QB,Γ∪QB̃,Γ ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè íå áîëåå ÷åòûðåõ øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ïåðåñåêàåòñÿ ñ íå áîëåå ÷åì 2d−1 ìíîæåñòâàìè âèäà Zλ, Z ∈ Ξ4(∆). Òàê êàê
4 · 2d−1 < 24(d−1) = cardΞ4(∆), òî îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (⋄).

Ïóñòü (λ1, . . . , λd−1) ∈ [0, 1]d−1. Ïîëîæèì

z(λ1, . . . , λd−1) = ((1− λ1)σ1 + λ1τ1, . . . , (1− λd−1)σd−1 + λd−1τd−1, αd)
∈ ∆× {αd}.

(2.86)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E çàìûêàíèå ìíîæåñòâà E. Äëÿ x ∈ Eλ,µ ïîñòðîèì ñåìåéñòâî
ëîìàíûõ γz(t) ∈ E, t ∈ [0, 1], z ∈ ∆ × {αd}, è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà
Mλ,ν,d > 0 òàêàÿ, ÷òî åñëè (λ1, . . . , λd−1) ∈ [0, 1]d−1, y = (y1, . . . , yd) = γz(λ1, ..., λd−1)

(t),
òî

xd − yd >Mλ,ν,d max
16i6d−1

|xi − yi|, (2.87)

J(y) ≍
λ, ν, d

l∗|x− y|d−1, (2.88)

ãäå J(y) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (µ1, . . . , µd−1, τ) 7→ γz(µ1, ..., µd−1)
(τ) â òî÷êå

(λ1, . . . , λd−1, t).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi øàðû, îïèñàííûå âîêðóã Πi =

∏d
j=1[α

i
j, β

i
j], (ai,1, . . . , ai,d) �

èõ öåíòðû, ρi � èõ ðàäèóñû, l(ρi) = βi1−αi1 = · · · = βid−1−αid−1, l̃(ρi) = βid−αid, i = 1, 2.
Òîãäà â ñèëó (2.59) íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû χ(d, ν) ∈ (0, 1] è χ̃(d, ν) ∈ (0, 1], ÷òî

χ(d, ν)ρi 6 l(ρi) 6 2ρi, χ̃(d, ν)ρi 6 l̃(ρi) 6 2ρi. (2.89)

Ïóñòü âåëè÷èíà c0 = c0(λ, d) > 1 îïðåäåëåíà â óòâåðæäåíèè (⋄). Ïîëîæèì
δ(d, ν) = χ(d, ν)

2
è c = 2c20

λδ(d, ν)
. Òîãäà c > max

{
c0,

2
χ(d, ν)

}
è ïîýòîìó

δ(d, ν)c+ 1 6 cχ(d, ν). (2.90)

Ïîëîæèì

µ =

⌈
2c2

λχ̃(d, ν)

⌉
+ 1. (2.91)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

1. xd − ai,d > δ(d, ν)cρi, i = 1, 2. Ïîëîæèì si =
xd−ai,d
xd−ζd

. Èç îïðåäåëåíèÿ c ñëåäóåò,
÷òî

ρi
xd − ai,d

6 ρi
δ(d, ν)cρi

=
λ

2c20

(2.59)

6 λl∗
c20(xd − ζd)

=
λl∗si

c20(xd − ai,d)
,

òî åñòü ρi 6 λl∗si
c20

. Ïîëîæèì ∆̃ = {(x1, . . . , xd−1)}. Òîãäà Γ := H(x, ∆̃, 0) ∈
Gl∗, λ, c0 . Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå (⋄) äëÿ ñåìåéñòâà Γ è íàéäåì êóá ∆̂ =∏d−1

j=1[σ̂j, τ̂j] ∈ Ξ4(∆) òàêîé, ÷òî (QB1,Γ ∪ QB2,Γ) ∩ ∆̂λ = ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîé

êðèâîé γζ ∈ Γ, ζ ∈ ∆̂λ è äëÿ ëþáîãî t ∈
[
λ
2
, 1
]
âûïîëíåíî γζ(t) /∈ B1 ∪ B2 ⊃

Π1 ∪ Π2, òî åñòü

γζ(t) ∈ E. (2.92)
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Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξd−1) ∈ ∆, ξj = (1 − λj)σj + λjτj, λj ∈ [0, 1], 1 6 j 6 d − 1.
Ïîëîæèì

ζj(ξ) = (1− λj)σ̂j + λj τ̂j, 1 6 j 6 d− 1, ζd(ξ) =

(
1− λ

2

)
αd +

λ

2
βd. (2.93)

Îïðåäåëèì ëîìàíûå γξ(t) ðàâåíñòâàìè

γξ,j(t) =

(
1− 2t

λ

)
ξj +

2t

λ
ζj(ξ), 1 6 j 6 d− 1,

γξ,d(t) = (1− t)αd + tβd, 0 6 t 6 λ
2
,

(2.94)

γξ,j(t) =
1− t

1− λ
2

ζj(ξ) +
t− λ

2

1− λ
2

xj, 1 6 j 6 d, t ∈
[
λ

2
, 1

]
(çàìåòèì, ÷òî γξ(t) = γζ(ξ)(t) ïðè t ∈

[
λ
2
, 1
]
). Òàê êàê âûïîëíåíî (2.92) è ∆ ×

[αd, βd] íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ Π1 ∪ Π2, òî γξ(t) ∈ E äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1].

Óòâåðæäåíèå (2.87) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

|xj − ξj| 6 l∗, |xj − ζj(ξ)| 6 l∗, 1 6 j 6 d− 1, xd − ζd(ξ)
(2.69)

> λl∗
2
. (2.95)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (2.88) ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2.2.1 ñ H0 = 0,
H1 = ζd(ξ) − αd = λ

2
(βd − αd), H2 = xd − αd, t0 = 0, t1 = λ

2
, t2 = 1, ∆0 = ∆,

∆1 = ∆̂, ∆2 = {(x1, . . . , xd−1)}, l0
(2.63)
= l∗

4
, l1 = 2−6l∗ (òàê êàê ∆̂ ∈ Ξ4(∆)) è

l2 = 0, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè (2.95).

2. xd − a1,d < δ(d, ν)cρ1 è xd − a2,d > 2c2

λ
ρ2 (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

xd−a2,d < δ(d, ν)cρ2 è xd−a1,d > 2c2

λ
ρ1). Ïóñòü pd−1(Π1) ∈ Ξk1(pd−1(Π)). Âûáåðåì

çàìêíóòûé êóá ∆̃ ∈ Ξk1(pd−1(Π)) òàê, ÷òîáû (x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃. Ïîêàæåì,
÷òî åñëè zd(Γ0(Π1)) < xd, òî ∆̃ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ pd−1(Π1). Â ñàìîì äåëå,
ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òàê êàê x /∈ Π1, òî ñóùåñòâóåò µ̃ ∈ N ∩ [2, +∞) òàêîå,
÷òî x ∈ Π1(µ̃)\Π1(µ̃ − 1). Òîãäà

(
µ̃− 3

2

)
l̃(ρ1) 6 xd − a1,d < δ(d, ν)cρ1. Ïîýòîìó

µ̃
(2.89)
< 3

2
+ δ(d, ν)c

χ̃(d, ν)
. Òàê êàê x ∈ Eλ,µ, òî x /∈ Π1(µ) è ïîýòîìó µ 6 µ̃ − 1, ò.å.

µ < 1
2
+ δ(d, ν)c

χ̃(d, ν)
, è â ñèëó (2.91) ïîëó÷àåì 2c < λδ(d, ν) 6 λ � ïðîòèâîðå÷èå, òàê

êàê c > 1.

Îáîçíà÷èì
h = max{xd − zd(Γ0(Π1)), 0}.

Ïîêàæåì, ÷òî h 6 cl(ρ1). Â ñàìîì äåëå,

h 6 δ(d, ν)cρ1 +
1

2
l̃(ρ1)

(2.89)

6 (δ(d, ν)c+ 1)ρ1
(2.90)

6 cχ(d, ν)ρ1
(2.89)

6 cl(ρ1).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî h 6 λl∗
4
, åñëè E ∈ R∗

m∗, ν è m∗ äîñòàòî÷íî âåëèêî
(ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå m∗, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî ýòî íåðàâåíñòâî, çàâèñèò
òîëüêî îò λ è c = c(λ, d, ν)).

Ïóñòü ∆̃′ ⊂ ∆̃ � êóá ñî ñòîðîíîé h
c
, (x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃′. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

ëîìàíûõ γ̃ζ(t) ∈ H(x, ∆̃′, h), t ∈
[
λ
2
, 1
]
. Òîãäà H(x, ∆̃′, h) ∈ Gl∗, λ, c. Ïîëîæèì

s =
xd−a2,d
xd−ζd

. Òîãäà

ρ2 6
λ(xd − a2,d)

2c2
=
λ(xd − ζd)s

2c2

(2.59)

6 λl∗s

c2
.
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Ïîýòîìó, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (⋄), íàéäåòñÿ êóá ∆̂ =
∏d−1

j=1 [σ̂j, τ̂j] ∈ Ξ4(∆) òàêîé,

÷òî QB2,Γ ∩ ∆̂λ = ∅.
Îïðåäåëèì ζ(ξ) = (ζ1(ξ), . . . , ζd(ξ)) ôîðìóëîé (2.93), à γξ,j(t) ïðè 0 6 t 6
λ
2
� ôîðìóëîé (2.94); ïðè λ

2
6 t 6 1 ïîëîæèì γξ(t) = γ̃ζ(ξ)(t). Àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì, ÷òî γξ(t) ∈ E äëÿ ëþáîãî t ∈
[
0, λ

2

]
. Òàê êàê

QB2,Γ ∩ ∆̂λ = ∅, òî γξ(t) /∈ Π2 äëÿ ëþáîãî t ∈
[
λ
2
, 1
]
. Åñëè t ∈

[
λ
2
, 1− λ̃

)
, òî

γξ,d(t) < zd(Γ0(Π1)) ïî îïðåäåëåíèþ h è â ñèëó (2.66), ïîýòîìó γξ(t) /∈ Π1. Åñëè
t ∈ [1− λ̃, 1], òî

(γξ,1(t), . . . , γξ,d−1(t)) ∈
∈ [(γξ,1(1− λ̃), . . . , γξ,d−1(1− λ̃)), (x1, . . . , xd−1)] ⊂ ∆̃.

Òàê êàê ∆̃ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ pd−1(Π1) èëè zd(Γ0(Π1)) > xd, òî γξ(t) /∈ intΠ1.
Òåì ñàìûì, γξ(t) ∈ E äëÿ ëþáîãî t ∈

[
λ
2
, 1
]
.

Óòâåðæäåíèå (2.87) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êóáà ∆̃′ è íåðàâåíñòâ (2.95). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (2.88) ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå 2.2.1 ñ t0 = 0, t1 =
λ
2
, t2 = 1− λ̃, t3 = 1, ãäå λ̃ = h

xd−ζd(ξ)
, H0 = 0, H1 = ζd(ξ)−αd =

λ
2
(βd−αd), H2 =

xd− h−αd, H3 = xd−αd, ∆0 = ∆, ∆1 = ∆̂, ∆2 ∈ Ξ4(∆̃
′), ∆3 = {(x1, . . . , xd−1)},

l0 = l∗
4
, l1 = 2−6l∗, l2 = 2−4h

c
, l3 = 0. Óñëîâèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóþò èç

îïðåäåëåíèÿ êóáà ∆̃′, íåðàâåíñòâ (2.95) è h 6 λl∗
4
.

3. xd − ai,d <
2c2

λ
ρi, i = 1, 2, è íå âûïîëíåíî óñëîâèå ñëó÷àÿ 1. Ïóñòü pd−1(Πi) ∈

Ξki(pd−1(Π)). Âûáåðåì ∆̃i ∈ Ξki(pd−1(Π)) òàê, ÷òîáû (x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃i, i =

1, 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∆̃1 ∩ ∆̃2

d

̸= ∅ (à çíà÷èò, ∆̃1 ⊂ ∆̃2 èëè ∆̃2 ⊂ ∆̃1). Â

ñàìîì äåëå, åñëè ∆̃1∩ ∆̃2
d
= ∅, òî (x1, . . . , xd−1) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îáùåé

k-ìåðíîé ãðàíè êóáîâ ∆̃1 è ∆̃2 (0 6 k 6 d − 1). Â ýòîì ñëó÷àå îäèí èç êóáîâ
çàìåíÿåì íà åãî îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðàíè. Äàëåå, êàê è â ïóíêòå 2,
åñëè zd(Γ0(Πi)) < xd, òî êóá ∆̃i íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ pd−1(Πi) (èíà÷å, àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèâ µ̃, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(
µ̃− 3

2

)
l̃(ρi) 6 xd − ai,d <

2c2

λ
ρi; îòñþäà è èç

íåðàâåíñòâà µ 6 µ̃− 1 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.89) è (2.91)). Ïîëîæèì

hi = max{0, xd − zd(Γ0(Πi))}.
Ïîêàæåì, ÷òî

hi 6
(
1 +

2c2

λ

)
ρi. (2.96)

Â ñàìîì äåëå, åñëè zd(Γ1(Πi)) > xd, òî hi 6 l̃(ρi)
(2.89)

6 2ρi. Åñëè zd(Γ1(Πi)) < xd,
òî hi 6 1

2
l̃(ρi) + xd − ai,d 6 ρi +

2c2

λ
ρi. Îòñþäà è èç (2.89) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

hi 6 1
χ(d, ν)

(
1 + 2c2

λ

)
l(ρi). Ïîëîæèì C̃ = χ(d, ν)

(
1 + 2c2

λ

)−1

.

Îïðåäåëèì êóáû ∆̃′
i ⊂ ∆̃i. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè h1 6 h2.

(a) l(ρ1) > l(ρ2). Îáîçíà÷èì ∆̃′
i êóá ñî ñòîðîíîé äëèíû C̃hi, ïîëó÷åííûé

ãîìîòåòè÷åñêèì ñæàòèåì ∆̃2 îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x1, . . . , xd−1). Òîãäà
∆̃′

1 ⊂ ∆̃′
2 ⊂ ∆̃2 ⊂ ∆̃1.

(b) l(ρ1) < l(ρ2). Îáîçíà÷èì ∆̃′
1 êóá ñî ñòîðîíîé äëèíû C̃h1, ïîëó÷åííûé

ãîìîòåòè÷åñêèì ñæàòèåì ∆̃1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x1, . . . , xd−1). Òîãäà
∆̃′

1 ⊂ ∆̃1 ⊂ ∆̃2. ×åðåç ∆̃′
2 îáîçíà÷èì êóá ñî ñòîðîíîé äëèíû C̃h2,

ñîäåðæàùèéñÿ â ∆̃2 è ñîäåðæàùèé ∆̃′
1.
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Èç ïîñòðîåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

(x1, . . . , xd−1) ∈ ∆̃′
1 ⊂ ∆̃′

2. (2.97)

Òåïåðü ñòðîèì ëîìàíûå γz(t). Ïóñòü z = (z1, . . . , zd−1) ∈ ∆,

zj = (1− λj)σj + λjτj, λj ∈ [0, 1], 1 6 j 6 d− 1,

∆̃′
i =

∏d−1
j=1[σ̃

i
j, τ̃

i
j ], α̃d =

(
1− λ

2

)
αd +

λ
2
βd, λ̃i =

hi
xd−α̃d

, i = 1, 2. Èç (2.89), (2.96) è
íåðàâåíñòâà xd > (1− λ)αd + λβd ñëåäóåò, ÷òî åñëè E ∈ R∗

m∗,ν è m∗ äîñòàòî÷íî
âåëèêî, òî

λ̃i ∈
[
0,

1

4

]
, ïîýòîìó xd − α̃d − hi >

3

4
(xd − α̃d) >

3λl∗
8

(2.98)

(ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå m∗, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ýòè íåðàâåíñòâà, çàâèñèò
îò λ, d è ν). Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî λ

2
< 1− λ̃i. Ïîëîæèì

γz,j(t) = zj, 1 6 j 6 d− 1, γz,d(t) = (1− t)αd + tβd, t ∈
[
0,
λ

2

]
,

γz,j(t) =
1− λ̃2 − t

1− λ̃2 − λ
2

zj +
t− λ

2

1− λ̃2 − λ
2

((1− λj)σ̃
2
j + λj τ̃

2
j ), 1 6 j 6 d− 1,

γz,d(t) =
1− λ̃2 − t

1− λ̃2 − λ
2

α̃d +
t− λ

2

1− λ̃2 − λ
2

(xd − h2), t ∈
[
λ

2
, 1− λ̃2

]
,

γz,j(t) =
1− λ̃1 − t

λ̃2 − λ̃1
((1− λj)σ̃

2
j + λj τ̃

2
j ) +

t− 1 + λ̃2

λ̃2 − λ̃1
((1− λj)σ̃

1
j + λj τ̃

1
j ),

1 6 j 6 d− 1,

γz,d(t) =
1− λ̃1 − t

λ̃2 − λ̃1
(xd − h2) +

t− 1 + λ̃2

λ̃2 − λ̃1
(xd − h1), t ∈ [1− λ̃2, 1− λ̃1],

γz,j(t) =
1− t

λ̃1
((1− λj)σ̃

1
j + λj τ̃

1
j ) +

t− 1 + λ̃1

λ̃1
xj, 1 6 j 6 d− 1,

γz,d(t) =
1− t

λ̃1
(xd − h1) +

t− 1 + λ̃1

λ̃1
xd, t ∈ [1− λ̃1, 1].

Ïðîâåðèì, ÷òî γz(t) ∈ E. Åñëè t ∈ [0, 1 − λ̃2], òî ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
γz,d(t) 6 min{zd(Γ0(Π1)), z

d(Γ0(Π2))}. Åñëè t ∈ [1 − λ̃2, 1 − λ̃1], òî γz,d(t) 6

zd(Γ0(Π1)) (ïîýòîìó γz(t) /∈ intΠ1) è (γz,1(t), . . . , γz,d−1(t))
(2.97)
∈ ∆̃′

2 ⊂ ∆̃2; òàê
êàê ∆̃2 íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ pd−1(Π2) èëè xd 6 zd(Γ0(Π2)), òî γz(t) /∈ intΠ2. Åñëè
t ∈ (1− λ̃1, 1] è λ̃1 > 0, òî xd > zd(Γ0(Πi)), i = 1, 2,

(γz,1(t), . . . , γz,d−1(t))
(2.97)
∈ ∆̃′

1

(2.97)
⊂ ∆̃1 ∩ ∆̃′

2 ⊂ ∆̃1 ∩ ∆̃2,

à ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ pd−1(Π1) ∪ pd−1(Π2).

Óòâåðæäåíèå (2.87) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êóáîâ ∆̃′
i, âêëþ÷åíèÿ (2.97) è

âòîðîãî íåðàâåíñòâà (2.98). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (2.88) ïðèìåíèì
ïðåäëîæåíèå 2.2.1 ñ t0 = 0, t1 = λ

2
, t2 = 1 − λ̃2, t3 = 1 − λ̃1, t4 = 1, H0 = 0,

H1 =
λ
2
(βd−αd), H2 = xd−h2−αd, H3 = xd−h1−αd, H4 = xd−αd, ∆0 = ∆1 = ∆,

∆2 = ∆̃′
2, ∆3 = ∆̃′

3, ∆4 = {(x1, . . . , xd−1)}, l0 = l1 = l∗
4
, l2 = C̃h2, l3 = C̃h1 è

l4 = 0, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (2.98).
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ

|γ̇z(t)| .
λ,ν,d

l∗. (2.99)

Òåïåðü îïðåäåëèì Pf . Äëÿ êàæäîãî (λ1, . . . , λd−1) ∈ [0, 1]d−1 âûïîëíåíî

f(x) = f(z(λ1, . . . , λd−1)) +

1∫
0

⟨∇f, γ̇z(λ1, ..., λd−1)
(t)⟩ dt,

ãäå z(λ1, . . . , λd−1) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.86). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî (λ1, . . . , λd−1) ∈
[0, 1]d−1, ïîëó÷àåì

f(x) =

∫
[0, 1]d−1

f(z(λ1, . . . , λd−1)) dλ1 . . . dλd−1+

+

∫
[0, 1]d−1

1∫
0

⟨∇f, γ̇z(λ1, ..., λd−1)
(t)⟩ dt dλ1 . . . dλd−1.

Ïîëîæèâ
Pf =

∫
[0, 1]d−1

f(z(λ1, . . . , λd−1)) dλ1 . . . dλd−1,

Gx = {γz(λ1, ..., λd−1)
(t), t ∈ [0, 1], (λ1, . . . , λd−1) ∈ [0, 1]d−1} ∩ E

è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî γz(λ1, ..., λd−1)
(t) ∈ E è |E\E| = 0, ïîëó÷àåì

|f(x)− Pf | 6
∫

[0, 1]d−1

1∫
0

|⟨∇f, γ̇z(λ1, ..., λd−1)
(t)⟩| dt dλ1 . . . dλd−1

(2.99)

.
λ,ν,d

.
∫
Gx

|∇f(y)| · l∗|J(y)|−1 dy
(2.88)

.
λ, ν, d

∫
Gx

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy.

Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ f 7→ Pf ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Åñëè f |Γ0(E) = 0,
òî Pf = 0, ïîñêîëüêó z(λ1, . . . , λd−1) ∈ ∆× {αd} ⊂ Γ0(E). Äîêàæåì (2.62). Â ñàìîì

äåëå, ïîëîæèì Π0 = ∆× [αd, (1− λ)αd + λβd]
d
⊂ E\Eλ,1. Â ñèëó òåîðåìû I, |Pf | .

p,Π,λ

∥f∥Lp(Π0) + ∥∇f∥Lp(Π0).

Ïóñòü λ ∈ (0, 1), µ, ν, m∗ ∈ N, E = Π\(Π1 ∪ Π2) ∈ R∗
m∗,ν , Π =

∏d
j=1[αj, βj],

Πi =
∏d

j=1[α
i
j, β

i
j], l∗ = β1−α1 = · · · = βd−1−αd−1, ôóíêöèè φ, φ :

∏d−1
j=2 [αj, βj] → R+

ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L (îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû â Rd−2),

∃L′ ∈ (0, 1] : ∀ζ ∈
d−1∏
j=2

[αj, βj] φ(ζ)− φ(ζ) ∈ [L′l∗, (L
′)−1l∗]. (2.100)

Äëÿ ζ = (ζ1, . . . , ζd−1) ∈ pd−1(Π) ïîëîæèì

w(ζ) = (w1(ζ), . . . , wd−1(ζ)) =

=
(
β1−ζ1
l∗

φ(ζ2, . . . , ζd−1) +
ζ1−α1

l∗
φ(ζ2, . . . , ζd−1), ζ2, . . . , ζd−1

)
,

(2.101)

äëÿ (ζ ′, ζd) = (ζ1, . . . , ζd−1, ζd) ∈ Π ïîëîæèì

ψ(ζ ′, ζd) = (ψ1(ζ
′, ζd), . . . , ψd(ζ

′, ζd)) = (w1(ζ
′), . . . , wd−1(ζ

′), ζd) (2.102)

è îáîçíà÷èì Dψ = w(pd−1(Π)), Eψ = ψ(E), Eψ
λ, µ = ψ(Eλ, µ), Γ0(E

ψ) = ψ(Γ0(E)).
Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T : Rk → Rk ÷åðåç ∥T∥ îáîçíà÷èì åãî îïåðàòîðíóþ

íîðìó (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé íîðìû íà Rk).
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Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü µ ∈ N ∩ [2, +∞), m∗ ∈ N, Cλ,ν,d > 0 è Mλ,ν,d > 0 îïðåäåëåíû
ïî λ ∈ (0, 1) è ν ∈ N â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2.1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè f : Eψ → R íàéäåòñÿ êîíñòàíòà Pψ

f , à äëÿ ëþáîãî x ∈ Eψ
λ,µ � ìíîæåñòâî

Gψ
x ⊂ Eψ (çàìêíóòîå â Eψ) òàêèå, ÷òî

|f(x)− Pψ
f | .

L,L′,d

Cλ,ν,d

∫
Gψx

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy

è äëÿ ëþáîãî y ∈ Gψ
x âûïîëíåíî

xd − yd &
L,L′,d

Mλ,ν,d max
16i6d−1

|xi − yi|.

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f 7→ Pψ
f ëèíåéíî è äëÿ p > 1

|Pψ
f | .

p,Π,ψ,λ

∥∇f∥Lp(Eψ\Eψλ,1) + ∥f∥Lp(Eψ\Eψλ,1); (2.103)

åñëè f |Γ0(Eψ) = 0, òî Pψ
f = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fψ(ξ) = f(ψ(ξ)), ξ ∈ E, Pψ
f = Pfψ îïðåäåëåíà â ëåììå

2.2.1. Òîãäà îòîáðàæåíèå f 7→ Pfψ ëèíåéíî êàê êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
f 7→ fψ è fψ 7→ Pfψ . Äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Eλ,µ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Gξ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëåììîé 2.2.1 è äëÿ x ∈ Eψ

λ,µ ïîëîæèì Gψ
x = ψ(Gψ−1(x)). Òîãäà

|f(x)− Pψ
f | = |fψ(ψ−1(x))− Pfψ | 6 Cλ,ν,d

∫
Gψ−1(x)

|∇fψ(η)| · |ψ−1(x)− η|1−d dη.

Ïîëîæèì

∥w′∥ = ess supζ∈pd−1(Π)∥w′(ζ)∥, ∥(w−1)′∥ = ess supz∈w(pd−1(Π))∥(w−1)′(z)∥,

∥ψ′∥ = ess supζ̃∈Π∥ψ
′(ζ̃)∥, ∥(ψ−1)′∥ = ess supz̃∈ψ(Π)∥(ψ−1)′(z̃)∥.

Îöåíèì ñâåðõó ýòè âåëè÷èíû. Èìååì

∂w1(ζ)

∂ζ1
= l−1

∗ (φ(ζ2, . . . , ζd−1)− φ(ζ2, . . . , ζd−1)),

∂w1(ζ)

∂ζj
=
β1 − ζ1
l∗

∂φ(ζ2, . . . , ζd−1)

∂ζj
+
ζ1 − α1

l∗

∂φ(ζ2, . . . , ζd−1)

∂ζj
, 2 6 j 6 d− 1,

∂wi(ζ)

∂ζj
= δij =

{
1, åñëè i = j,
0, åñëè i ̸= j,

2 6 i 6 d− 1, 1 6 j 6 d− 1,

(w−1)(z) = ((w−1)1(z), . . . , (w
−1)d−1(z)),

(w−1)1(z) =
l∗(z1 − φ(z2, . . . , zd−1))

φ(z2, . . . , zd−1)− φ(z2, . . . , zd−1)
+ β1, (w−1)j(z) = zj, 2 6 j 6 d− 1,

∂(w−1)1(z)

∂z1
=

l∗
φ(z2, . . . , zd−1)− φ(z2, . . . , zd−1)

,

ïðè 2 6 j 6 d− 1

∂(w−1)1(z)

∂zj
= − l∗

φ(z2, . . . , zd−1)− φ(z2, . . . , zd−1)
· ∂φ(z2, . . . , zd−1)

∂zj
−

− l∗(z1 − φ(z2, . . . , zd−1))

(φ(z2, . . . , zd−1)− φ(z2, . . . , zd−1))2

(
∂φ(z2, . . . , zd−1)

∂zj
−
∂φ(z2, . . . , zd−1)

∂zj

)
,

113



∂(w−1)i(z)
∂zj

= δij, 2 6 i 6 d − 1, 1 6 j 6 d − 1. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé φ è φ è èç
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ ñëåäóåò, ÷òî

∥w′∥ .
L,L′,d

1, ∥(w−1)′∥ .
L,L′,d

1, ∥ψ′∥ .
L,L′,d

1, ∥(ψ−1)′∥ .
L,L′,d

1. (2.104)

Ïóñòü y = ψ(η), ξ = ψ−1(x). Òîãäà

∥(ψ−1)′∥−1|ξ − η| .
L

|x− y| 6 ∥ψ′∥ · |ξ − η|,

è â ñèëó (2.104) ïîëó÷àåì |x− y| ≍
L,L′,d

|ξ − η|. Êðîìå òîãî, |∇f(y)| ≍
L,L′,d

|∇fψ(η)| ï.â.
Îòñþäà

|f(x)− Pψ
f | .

L,L′,d

Cλ,ν,d

∫
Gψx

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èìååì

xd − yd = ξd − ηd >Mλ,ν,d max
16i6d−1

|ξi − ηi| &
d

&Mλ,ν,d∥w′∥−1 max
16i6d−1

|xi − yi|
(2.104)

&
L,L′,d

Mλ,ν,d max
16i6d−1

|xi − yi|.

Ñîîòíîøåíèå (2.103) ñëåäóåò èç (2.62) è (2.104).

Äëÿ x = (x1, . . . , xd−1) ∈ Rd−1 îáîçíà÷èì ∥x∥∞ = max16i6d−1 |xi|.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü E, ïàðàëëåëåïèïåä Π è ôóíêöèè φ, φ : Π → R+,

îïðåäåëåííûå ïåðåä ëåììîé 2.2.2, îòîáðàæåíèå ψ, çàäàííîå ôîðìóëîé (2.102),
è ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü Dψ ⊂ Rd−1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî L′ ∈ (0, 1] âûïîëíåíî
(2.100), ôóíêöèè φ± : Dψ → R ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′ îòíîñèòåëüíî íîðìû
∥ · ∥∞ íà Rd−1, ïðè ýòîì

∀ζ ∈ Dψ φ+(ζ)− φ−(ζ) ∈ [L′l∗, (L
′)−1l∗]. (2.105)

Ïîëîæèì

ψ̂(ζ1, . . . , ζd−1, ζd) =

=
(
ζ1, . . . , ζd−1,

(
1− ζd−αd

βd−αd

)
φ−(ζ1, . . . , ζd−1) +

ζd−αd
βd−αd

φ+(ζ1, . . . , ζd−1)
)
,

(2.106)

Eψ,ψ̂ = ψ̂(Eψ), Eψ,ψ̂
λ,µ = ψ̂(Eψ

λ,µ), Γ0(E
ψ,ψ̂) = ψ̂(Γ0(E

ψ)).

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü µ ∈ N ∩ [2, +∞), m∗ ∈ N, Cλ,ν,d > 0 è Mλ,ν,d > 0 îïðåäåëåíû
ïî λ ∈ (0, 1) è ν ∈ N â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2.1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå L0 =
L0(L,L

′, d,Mλ,ν,d) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî L′′ ∈ [0, L0] è äëÿ ëþáîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè

f : Eψ,ψ̂ → R íàéäåòñÿ êîíñòàíòà Pψ,ψ̂
f , à äëÿ ëþáîãî x ∈ Eψ,ψ̂

λ,µ � ìíîæåñòâî

Gψ,ψ̂
x ⊂ Eψ,ψ̂ (çàìêíóòîå â Eψ,ψ̂), òàêèå, ÷òî

|f(x)− Pψ,ψ̂
f | .

L,L′,d

Cλ,ν,d

∫
Gψ,ψ̂x

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy (2.107)

è äëÿ ëþáîãî y ∈ Gψ,ψ̂
x âûïîëíåíî

xd − yd &
L,L′,d

Mλ,ν,d max
16i6d−1

|xi − yi|. (2.108)

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f 7→ Pψ,ψ̂
f ëèíåéíî è äëÿ ëþáîãî p > 1

|Pψ,ψ̂
f | .

p,Π,λ,ψ,ψ̂

∥∇f∥
Lp(Eψ,ψ̂\Eψ,ψ̂λ,1 )

+ ∥f∥
Lp(Eψ,ψ̂\Eψ,ψ̂λ,1 )

; (2.109)

åñëè f |Γ0(Eψ,ψ̂)
= 0, òî Pψ,ψ̂

f = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì f ψ̂(ξ) = f(ψ̂(ξ)), ξ ∈ Eψ. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè íàéäåì

êîíñòàíòó Pψ,ψ̂
f = Pψ

f ψ̂
, à äëÿ ξ ∈ Eψ

λ,µ � ìíîæåñòâî Gψ
ξ ⊂ Eψ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû

óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.2.2. Ïóñòü ξ ∈ Eψ
λ,µ, x = ψ̂(ξ), Gψ,ψ̂

x = ψ̂(Gψ
ξ ). Òîãäà

|f(x)− Pψ,ψ̂
f | = |f ψ̂(ξ)− Pψ

f ψ̂
| .
L,L′,d

Cλ,ν,d

∫
Gψξ

|∇f ψ̂(η)| · |ξ − η|1−d dη. (2.110)

Ïîëîæèì

∥ψ̂′∥ = ess supζ∈ψ(Π)∥ψ̂′(ζ)∥, ∥(ψ̂−1)′∥ = ess supz∈ψ̂(ψ(Π))∥(ψ̂
−1)′(z)∥.

Îöåíèì ñâåðõó ýòè âåëè÷èíû. Èìååì ∂ψ̂i
∂ζj

(ζ) = δij, 1 6 i 6 d− 1, 1 6 j 6 d,

∂ψ̂d
∂ζj

(ζ) =

(
1− ζd − αd

βd − αd

)
∂φ−(ζ1, . . . , ζd−1)

∂ζj
+
ζd − αd
βd − αd

∂φ+(ζ1, . . . , ζd−1)

∂ζj
,

1 6 j 6 d− 1,
∂ψ̂d
∂ζd

(ζ) =
φ+(ζ1, . . . , ζd−1)− φ−(ζ1, . . . , ζd−1)

βd − αd
.

Òàê êàê φ± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′ 6 L0, òî
∣∣∣∂ψ̂d∂ζj

(ζ)
∣∣∣ 6 L0, 1 6 j 6 d − 1, è∣∣∣∂ψ̂d∂ζd

(ζ)
∣∣∣ (2.59),(2.105)6 (L′)−1 ï.â.

Îáîçíà÷èì z = (z1, . . . , zd−1). Åñëè zj = ψ̂j(ζ), òî ζj = zj, 1 6 j 6 d− 1,

ζd = αd + (βd − αd)
zd − φ−(z)

φ+(z)− φ−(z)
.

Ïîýòîìó ∂ζi
∂zj

(z) = δij, 1 6 i 6 d− 1, 1 6 j 6 d,

∂ζd
∂zj

(z) = (βd − αd)×

×
[
− 1

φ+(z)− φ−(z)

∂φ−(z)

∂zj
− zd − φ−(z)

(φ+(z)− φ−(z))2
∂(φ+(z)− φ−(z))

∂zj

]
,

1 6 j 6 d− 1,
∂ζd
∂zd

(z) =
βd − αd

φ+(z)− φ−(z)
.

Ïîñêîëüêó
∣∣∣∂φ±(z1, ..., zd−1)

∂zj

∣∣∣ 6 L′′ 6 L0 ï.â., L′l∗ 6 φ+(z1, . . . , zd−1)−φ−(z1, . . . , zd−1) 6

(L′)−1l∗ è l∗ 6 βd−αd 6 2l∗ â ñèëó (2.59), òî
∣∣∣∂ζd∂zj

∣∣∣ .
L′
L0, 1 6 j 6 d− 1,

∣∣∣∂ζd∂zd

∣∣∣ .
L′

1. Åñëè

L0 6 1 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî

∥ψ̂′∥ .
L′

1, ∥(ψ̂′)−1∥ .
L′

1. (2.111)

Òåì ñàìûì, åñëè y = ψ̂(η), òî ïðè ìàëîì L0

∥(ψ̂−1)′∥−1 · |ξ − η| .
L

|x− y| .
L

∥ψ̂′∥ · |ξ − η| .
L′

|ξ − η|,

ïîýòîìó

|f(x)− Pψ,ψ̂
f |

(2.110)

.
L,L′,d

Cλ,ν,d

∫
Gψ,ψ̂x

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy.
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Òåïåðü äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Â ñèëó ëåììû 2.2.2, íàéäåòñÿ âåëè÷èíà
CL,L′,d > 0 òàêàÿ, ÷òî

ξd − ηd > CL,L′,dMλ,ν,d max
16i6d−1

|ξi − ηi|, η ∈ Gψ
ξ . (2.112)

Çíà÷èò,

xd − yd =

(
1− ξd − αd

βd − αd

)
φ−(ξ1, . . . , ξd−1) +

ξd − αd
βd − αd

φ+(ξ1, . . . , ξd−1)−

−
(
1− ηd − αd

βd − αd

)
φ−(η1, . . . , ηd−1)−

ηd − αd
βd − αd

φ+(η1, . . . , ηd−1) =

=
ξd − ηd
βd − αd

(φ+(ξ1, . . . , ξd−1)− φ−(ξ1, . . . , ξd−1))+

+
ηd − αd
βd − αd

(φ+(ξ1, . . . , ξd−1)−
−φ−(ξ1, . . . , ξd−1)− φ+(η1, . . . , ηd−1) + φ−(η1, . . . , ηd−1))+

+φ−(ξ1, . . . , ξd−1)− φ−(η1, . . . , ηd−1)
(2.59), (2.105)

>
> L′

2
(ξd − ηd)− 3L′′ max

16i6d−1
|ξi − ηi|

(2.112)

>

>
(
L′CL,L′,dMλ,ν,d

2
− 3L′′

)
max

16i6d−1
|ξi − ηi| &

L,L′,d

&Mλ,ν,d max
16i6d−1

|xi − yi|

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì L0.
Ñîîòíîøåíèå (2.109) ñëåäóåò èç (2.103) è (2.111).

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 2.2.2 è 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
L′′ ∈ (0, L0(L,L

′, d,Mλ,ν,d)) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.104) è (2.111).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd, m, ν ∈ N, γ > 1, L, L′′ > 0, L′ ∈ (0, 1]. Ñêàæåì,
÷òî Ω ∈ R∗

m,ν,γ,L,L′,L′′ , åñëè íàéäóòñÿ

1. ìíîæåñòâî E = EΩ ∈ R∗
m,ν,γ , èìåþùåå âèä (2.56), (2.57),

2. ôóíêöèè φ, φ :
∏d−1

j=2[αj, βj] → R, ÿâëÿþùèåñÿ ëèïøèöåâûìè ñ êîíñòàíòîé L
îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû íà Rd−2 è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(φ− φ)

(
d−1∏
j=2

[αj, βj]

)
⊂ [L′l∗, (L

′)−1l∗],

ãäå l∗ = β1 − α1,

3. ôóíêöèè φ± : Dψ → R, ÿâëÿþùèåñÿ ëèïøèöåâûìè ñ êîíñòàíòîé L′′

îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞ è òàêèå, ÷òî

(φ+ − φ−)(D
ψ) ⊂ [L′l∗, (L

′)−1l∗],

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: Dψ = w
(∏d−1

j=1[αj, βj]
)
, Ω = Eψ,ψ̂,

ãäå w = wΩ, ψ = ψΩ è ψ̂ = ψ̂Ω çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.101), (2.102) è (2.106)
ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì Γ0(Ω) = Γ0(E

ψ,ψ̂), à äëÿ λ ∈ (0, 1), µ ∈ N
îáîçíà÷èì Ωλ,µ = Eψ,ψ̂

λ,µ .
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Ïóñòü m, ν ∈ N, γ > 1, L, L′′ > 0, L′ ∈ (0, 1], Ω ∈
R∗
m,ν,γ,L,L′,L′′, 0 < λ 6 1− 1

γ
, µ1 ∈ N∩ [2, +∞), λ̃ = λ

2−λ , 1 < γ̃ 6 γ
2
+ 1

2
, L̃′ = L′ (1− λ

2

)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îáëàñòü Ω̃ ⊂ Ωλ/2,µ1 òàêàÿ, ÷òî

1. Ω̃ ∈ R∗
m,µ1ν,γ̃,L,L̃′,L′′,

2. Ωλ,µµ1 ⊂ Ω̃λ̃,µ äëÿ ëþáîãî µ ∈ N ∩ [2, +∞),

3. Ω\Ωλ,1 ⊃ Ω̃\Ω̃λ̃,1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî EΩ̃. Ïîëîæèì

Π̃ = Π1−λ
2 =

(
d−1∏
j=1

[αj, βj]

)
× [α̃d, βd], α̃d =

(
1− λ

2

)
αd +

λ

2
βd.

Òîãäà

γ̃l∗ 6
(
1− λ

2

)
γl∗

(2.60)

6
(
1− λ

2

)
(βd − αd) = βd − α̃d 6 βd − αd

(2.59)

6 2l∗. (2.113)

Äëÿ i = 1, 2 îïðåäåëèì Π̃i ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè Πi(µ1) ∩ Π̃
d
= ∅, òî ïîëîæèì

Π̃i = ∅. Ïóñòü Πi(µ1) ∩ Π̃
d

̸= ∅,

Πi(µ1) ∩ Π̃ =

(
d−1∏
j=1

[αij, β
i
j]

)
× [α̃id, β̃

i
d].

Òîãäà

β̃id − α̃id 6 µ1(β
i
d − αid)

(2.59)

6 µ1ν(β
i
1 − αi1). (2.114)

Åñëè β̃id − α̃id > βi1 − αi1, òî ïîëàãàåì Π̃i = Πi(µ1) ∩ Π̃. Åñëè β̃id − α̃id < βi1 − αi1, òî
αid 6 α̃d è α̃id = α̃d (èíà÷å Πi(µ1) ∩ Π̃ = Πi(µ1) ∩ Π ⊃ Πi è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
íåðàâåíñòâîì βid − αid > βi1 − αi1). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

Π̃i =

(
d−1∏
j=1

[αij, β
i
j]

)
× [α̃d, α̃d + βi1 − αi1]. (2.115)

Çàìåòèì, ÷òî

α̃d + βi1 − αi1 6 α̃d + β1 − α1

(2.113)

6 α̃d +
1

γ̃
(βd − α̃d) 6 βd,

ïîýòîìó Π̃i ⊂ Π̃.
Ïîëîæèì EΩ̃ = Ẽ = Π̃\(Π̃1 ∪ Π̃2). Òîãäà

EΩ̃ ∈ R∗
m,µ1ν, γ̃

(2.116)

â ñèëó (2.113), (2.114) è ïîñòðîåíèÿ Π̃i. Ïî îïðåäåëåíèþ, Eλ/2,µ1 = Π1−λ
2 \(Π1(µ1) ∪

Π2(µ1)); òàê êàê

Π̃ = Π1−λ
2 , Π̃i ⊃ Πi(µ1) ∩ Π1−λ

2 , (2.117)
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òî

Ẽ ⊂ Eλ/2,µ1 . (2.118)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ N ∩ [2, +∞) âûïîëíåíî

Eλ,µµ1 ⊂ Ẽλ̃,µ. (2.119)

Â ñàìîì äåëå, Π1−λ = Π̃1−λ̃, òàê êàê

(1− λ̃)α̃d + λ̃βd = (1− λ)αd + λβd. (2.120)

Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå

Π̃i(µ) ⊂ Πi(µµ1). (2.121)

Åñëè Π̃i = ∅, òî (2.121) òðèâèàëüíî. Åñëè Π̃i = Πi(µ1) ∩ Π̃, òî (2.121) ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâ αid 6 α̃id,

α̃id + µ(β̃id − α̃id) = β̃id + (µ− 1)(β̃id − α̃id) 6
6 αid + µ1(β

i
d − αid) + (µ− 1)µ1(β

i
d − αid) = αid + µµ1(β

i
d − αid).

Ïóñòü ïàðàëëåëåïèïåä Π̃i îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.115). Òîãäà (2.121) ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâ αid 6 α̃d,

α̃d + µ(βi1 − αi1)
(2.59)

6 αid + (α̃d − αid) + µ(βid − αid) 6
6 αid + µ1(β

i
d − αid) + µ(βid − αid) 6 αid + µ1µ(β

i
d − αid)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê µ1 > 2, µ > 2).
Ïîêàæåì, ÷òî

E\Eλ,1 ⊃ Ẽ\Ẽλ̃,1. (2.122)

Â ñàìîì äåëå,

E\Eλ,1 = (Π\(Π1 ∪ Π2))\(Π1−λ\(Π1 ∪ Π2)) = (Π\Π1−λ)\(Π1 ∪ Π2).

Èç (2.117) è (2.120) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

Π̃i ⊃ Πi(µ1) ∩ Π̃ ⊃ Πi ∩ Π̃, i = 1, 2, è Π\Π1−λ ⊃ Π̃\Π̃1−λ̃.

Çíà÷èò,
Ẽ\Ẽλ̃,1 = (Π̃\Π̃1−λ̃)\(Π̃1 ∪ Π̃2) ⊂ (Π̃\(Π1 ∪ Π2))\Π̃1−λ̃ =

= (Π̃\Π̃1−λ̃)\(Π1 ∪ Π2) ⊂ (Π\Π1−λ)\(Π1 ∪ Π2) = E\Eλ,1.
Ïîëîæèì wΩ̃ = wΩ, ψΩ̃ = ψΩ|Π̃, ψ̂Ω̃ = ψ̂Ω|ψΩ(Π̃). Îòîáðàæåíèå ψ̂Ω̃ çàäàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ôóíêöèé φ̃+ = φ+ è φ̃− =
(
1− λ

2

)
φ− + λ

2
φ+. Â ñàìîì äåëå, åñëè ζ ′ ∈ Dψ,

α̃d 6 ζd 6 βd, òî(
1− ζd − α̃d

βd − α̃d

)
φ̃−(ζ

′) +
ζd − α̃d
βd − α̃d

φ̃+(ζ
′) =

(
1− ζd − αd

βd − αd

)
φ−(ζ

′) +
ζd − αd
βd − αd

φ+(ζ
′)

(ýòî äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé). Ïîëîæèì Ω̃ = ψ̂Ω ◦ ψΩ(Ẽ) =
ψ̂Ω̃ ◦ ψΩ̃(Ẽ). Òîãäà èç (2.113), (2.116) è îïðåäåëåíèé îòîáðàæåíèÿ ψΩ̃ è ôóíêöèé φ̃±
ñëåäóåò, ÷òî Ω̃ ∈ R∗

m,µ1ν,γ̃,L,L̃′,L′′ . Èç (2.118), (2.119) è (2.122) ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèÿ

Ω̃ ⊂ Ωλ/2,µ1 , Ωλ,µµ1 ⊂ Ω̃λ̃,µ (µ ∈ N ∩ [2, +∞)) è Ω\Ωλ,1 ⊃ Ω̃\Ω̃λ̃,1.
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Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü L > 0, L′ ∈ (0, 1], γ > 1, 0 < λ 6 1 − 1
γ
, ν, r, d ∈ N.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå m̂ = m̂(λ, ν, γ, r, d) ∈ N, µ̂ = µ̂(λ, ν, γ, r, d) ∈ N ∩ [2, +∞),
L′′ = L′′(λ, ν, γ, r, d, L, L′) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ∈ R∗

m̂,ν,γ,L,L′,L′′ è äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f : Ω → R, ëèïøèöåâîé ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî r − 1 ïîðÿäêà,
íàéäåòñÿ ïîëèíîì Pf ñòåïåíè íå âûøå r − 1, à äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωλ,µ̂ � ìíîæåñòâî
Gx ⊂ Ω, òàêèå, ÷òî

|f(x)− Pf | .
L,L′,d,r,λ,ν,γ

∫
Gx

|∇rf(y)| · |x− y|r−d dy (2.123)

è äëÿ ëþáîãî y ∈ Gx

xd − yd &
L,L′,d,r,λ,ν,γ

max
16i6d−1

|xi − yi|. (2.124)

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî

G = {(x, y) : x ∈ Ωλ,µ̂, y ∈ Gx}

çàìêíóòî â Ωλ,µ̂ × Ω, à îòîáðàæåíèå f 7→ Pf ëèíåéíî è äëÿ ëþáîãî p > 1

∥Pf∥L∞(Ω) .
p,Ω,ψ,ψ̂,λ,γ,r

r∑
j=0

∥∇jf∥Lp(Ω\Ωλ, 1); (2.125)

â ÷àñòíîñòè, åñëè f |Ω\Ωλ, 1 = 0, òî Pf = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîêàæåì èíäóêöèåé ïî r. Ïóñòü r = 1. Äëÿ
êàæäîãî λ ∈ (0, 1) è ν ∈ N ïðèìåíèì ëåììó 2.2.3 è íàéäåì m∗ = m∗(λ, ν, d) ∈ N,
µ = µ(λ, ν, d) ∈ N è L0 = L0(L, L

′, d, Mλ,ν,d) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî L′′ ∈ [0, L0],
ëþáîé îáëàñòè Ω ∈ R∗

m∗,ν,γ,L,L′,L′′ è êàæäîãî x ∈ Ωλ,µ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

Gψ,ψ̂
x = Gψ,ψ̂

x (λ) ⊂ Ω, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû (2.107) è (2.108). Ïóñòü

G1 = {(x, y) : x ∈ Ωλ,µ, y ∈ Gψ,ψ̂
x (λ)},

G � çàìûêàíèå G1 â Ωλ,µ × Ω,

Gx = {y ∈ Ω : (x, y) ∈ G}.

Ýòî ìíîæåñòâî èñêîìîå. Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâî (2.123) ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ
Gx ⊃ Gψ,ψ̂

x (λ). Ñîîòíîøåíèå (2.124) ñëåäóåò èç (2.108).
Ïóñòü k > 2 è ëåììà âåðíà äëÿ r 6 k − 1, äîêàæåì åå äëÿ r = k.
Ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ r = 1 ê ÷èñëàì L, L′, λ/2, γ è ν è

íàõîäèì m̂1 = m̂1(λ, ν, γ, d), µ̂1 = µ̂1(λ, ν, γ, d) è L′′
1 = L′′

1(λ, ν, γ, d, L, L
′). Äëÿ

êàæäîé îáëàñòè Ω ∈ R∗
m̂1,ν,γ,L,L′,L′′

1
è êàæäîãî y ∈ Ωλ/2,µ̂1 îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî

Gy ⊂ Ω. Òîãäà ìíîæåñòâî

{(y, z) : y ∈ Ωλ/2,µ̂1 , z ∈ Gy}

çàìêíóòî â Ωλ/2,µ̂1 × Ω è äëÿ ëþáîãî z ∈ Gy âûïîëíåíî

yd − zd &
L,L′,d,λ,ν,γ

max
16i6d−1

|yi − zi|. (2.126)

Ïóñòü α = (α1, . . . , αd), |α| = k − 1. Âûáåðåì äëÿ ôóíêöèè ∂k−1f
∂xα

êîíñòàíòó Pα =
Pα(f) òàê, ÷òîáû∣∣∣∣∂k−1f

∂yα
(y)− Pα

∣∣∣∣ .
L,L′,d,λ,ν,γ

∫
Gy

∣∣∣∣∇∂k−1f

∂zα
(z)

∣∣∣∣ · |y − z|1−d dz, y ∈ Ωλ/2,µ̂1 , (2.127)
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îòîáðàæåíèå f 7→ Pα(f) áûëî ëèíåéíûì è

|Pα(f)| .
p,Ω,ψ,ψ̂,λ,γ

∥∥∇kf
∥∥
Lp(Ω\Ωλ/2,1)

+
∥∥∇k−1f

∥∥
Lp(Ω\Ωλ/2,1)

;

â ÷àñòíîñòè, åñëè ∂k−1f
∂xα

∣∣∣
Ω\Ωλ/2,1

= 0, òî Pα = 0.

Ïîëîæèì Qf (x) =
∑

|α|=k−1

Pα(f)
α!

xα. Òîãäà ∂k−1Qf (x)

∂xβ
= Pβ(f), |β| = k − 1. Çàìåòèì,

÷òî îòîáðàæåíèå f 7→ Qf ëèíåéíî è

∥Qf∥L∞(Ω) .
p,Ω,ψ,ψ̂,λ,γ

∥∥∇kf
∥∥
Lp(Ω\Ωλ/2,1)

+
∥∥∇k−1f

∥∥
Lp(Ω\Ωλ/2,1)

. (2.128)

Êðîìå òîãî, åñëè f |Ω\Ωλ,1 = 0, òî ∂k−1f
∂xα

∣∣∣
Ω\Ωλ/2,1

= 0 è ïîýòîìó Pα(f) = 0 äëÿ ëþáîãî

α, |α| = k − 1, òàê ÷òî Qf = 0.
Ïóñòü λ̃ = λ

2−λ , γ̃ = γ
2
+ 1

2
. Òîãäà λ̃ 6 1 − 1

γ̃
. Äëÿ µ1 = µ̂1 îïðåäåëèì îáëàñòü Ω̃

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2.2.2. Òîãäà Ω̃ ⊂ Ωλ/2,µ̂1 , Ωλ,µµ̂1 ⊂ Ω̃λ̃,µ äëÿ ëþáîãî
µ ∈ N ∩ [2, +∞) è

Ω\Ωλ,1 ⊃ Ω̃\Ω̃λ̃,1. (2.129)

Êðîìå òîãî, åñëè Ω ∈ R∗
m,ν,γ,L,L′,L′′ äëÿ íåêîòîðûõ m ∈ N, L′′ > 0, òî Ω̃ ∈

R∗
m,µ̂1ν,γ̃,L,L̃′,L′′ , ãäå L̃′ = L′ (1− λ

2

)
. Ïðèìåíèâ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðè

r = k − 1 óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ÷èñåë λ̃, γ̃, µ̂1ν, L̃ = L, L̃′ = L′ (1− λ
2

)
, íàõîäèì

m̂2, µ̂2 è L′′
2. Ïîëîæèì m̂ = max{m̂1, m̂2}, µ̂ = µ̂1µ̂2, L′′ = min{L′′

1, L
′′
2}. Äëÿ êàæäîé

îáëàñòè Ω ∈ R∗
m̂,ν,γ,L,L′,L′′ è êàæäîãî x ∈ Ω̃λ̃,µ̂2

íàõîäèì ìíîæåñòâî Gk−1
x ⊂ Ω̃ òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Gk−1
x

xd − yd &
L,L′,λ,ν,d,k,γ

max
16i6d−1

|xi − yi| (2.130)

è ìíîæåñòâî
{(x, y) : x ∈ Ω̃λ̃,µ̂2

, y ∈ Gk−1
x }

çàìêíóòî â Ω̃λ̃,µ̂2
× Ω̃.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f , ëèïøèöåâîé ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî k− 1 ïîðÿäêà,
ñóùåñòâóåò ïîëèíîì P̃f ñòåïåíè íå âûøå k − 2 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωλ,µ̂1µ̂2 ⊂
Ω̃λ̃,µ̂2

|f(x)−Qf (x)− P̃f (x)| .
L,L′,λ,ν,d,k,γ

∫
Gk−1
x

|∇k−1(f −Qf )(y)| · |x− y|k−1−d dy. (2.131)

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f −Qf 7→ P̃f ëèíåéíî è

∥P̃f∥L∞(Ω) .
p,Ω,ψ,ψ̂,λ,γ,k

k−1∑
j=0

∥∇j(f −Qf )∥Lp(Ω̃\Ω̃λ̃,1)

(2.128),(2.129)

.
p,Ω,ψ,ψ̂,λ,γ,k

k∑
j=0

∥∇jf∥Lp(Ω\Ωλ,1).

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå f 7→ Qf + P̃f ëèíåéíî è èç (2.128) ñëåäóåò (2.125). Êðîìå òîãî,
åñëè f |Ω\Ωλ,1 = 0, òî f |Ω̃\Ω̃λ̃,1

= 0 â ñèëó (2.129), è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

P̃f = 0, òàê ÷òî Qf + P̃f = 0.
Ïðèìåíèâ (2.127) è (2.131) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Gk−1

x ⊂ Ω̃ ⊂ Ωλ/2,µ̂1 , ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(x)−Qf (x)− P̃f (x)| .
L,L′,λ,ν,d,k,γ

∫
Gk−1
x

|x− y|k−1−d
∫
Gy

|∇kf(z)| · |y − z|1−d dz dy =
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=

∫
Gx

|x− y|k−1−d|y − z|1−d|∇kf(z)| dy dz =
∫
Gkx

K(x, z)|∇kf(z)| dz,

ãäå
Gx = {(y, z) ∈ Gk−1

x × Ω : z ∈ Gy} � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî,

Gk
x := suppK(x, ·) ⊂ ∪y∈Gk−1

x
Gy ⊂ Ω. Èç (2.126) è (2.130) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ

êîíñòàíòà c = c(L, L′, d, λ, γ, ν, k) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ y ∈ Gk−1
x , z ∈ Gy

âûïîëíåíî
xd − yd > c max

16i6d−1
|xi − yi|, yd − zd > c max

16i6d−1
|yi − zi|,

ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî z ∈ Gk
x

xd − zd = (xd − yd) + (yd − zd) >
> c max

16i6d−1
|xi − yi|+ c max

16i6d−1
|yi − zi| > c max

16i6d−1
|xi − zi|

(y ∈ Gk−1
x òàêîâî, ÷òî z ∈ Gy).

Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó K(x, z). Îáîçíà÷èì

Dx,z,yd = {(y1, . . . , yd−1) : xd − yd > c max
16i6d−1

|xi − yi|, yd − zd > c max
16i6d−1

|yi − zi|}.

Òîãäà

K(x, z) 6
xd∫
zd

∫
(y1, ..., yd−1)∈Dx,z,yd

|x− y|k−1−d|y − z|1−d dy1 . . . dyd−1 dyd.

Ïóñòü xd−yd > yd− zd (ñëó÷àé xd−yd < yd− zd ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà
|x− y| ≍

c,d
|x− z|, |y − z| ≍

c,d
yd − zd. Çíà÷èò,

K(x, z) .
c,k,d

xd∫
zd

|x− z|k−1−d(yd − zd)
1−d(yd − zd)

d−1 dyd =

= |x− z|k−1−d(xd − zd) 6 |x− z|k−d.
Îáîçíà÷èì G çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {(x, z) : x ∈ Ωλ,µ̂, z ∈ Gk

x} â Ωλ,µ̂ × Ω.
Ìíîæåñòâî

Gx = {z ∈ Ω : (x, z) ∈ G}
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

2.3 Îöåíêà íîðìû äâóõâåñîâîãî èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü ϑ± : [0, 1]d−1 → [0, C] ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé Λ 6 C
16

îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞, U = {x ∈ [0, 1]d−1 : ϑ−(x) < ϑ+(x)} ̸= ∅. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå TU ìíîæåñòâà U ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. TU ⊂ Ξ([0, 1]d−1);

2. åñëè ∆ ∈ TU ∩Ξm([0, 1]
d−1), m ∈ Z+, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ ∆ âûïîëíåíî 2−m−2C 6

ϑ+(x)− ϑ−(x) 6 2−mC;
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3. åñëè ∆ ∈ TU ∩ Ξm([0, 1]
d−1), x ∈ ∆, y ∈ [0, 1]d−1 è ∥x − y∥∞ 6 2−m−4C

Λ
, òî

ñóùåñòâóåò êóá

∆′ ∈ TU ∩

(
m+1∪

k=m−2

Ξk([0, 1]
d−1)

)
òàêîé, ÷òî y ∈ ∆′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A0 = max{ϑ+(x) − ϑ−(x) : x ∈ U}. Âûáåðåì m1 ∈ Z+ òàê,
÷òîáû A0 ∈ (C · 2−m1−1, C · 2−m1 ]. Îáîçíà÷èì

T0 = {∆ ∈ Ξm1([0, 1]
d−1) : ∃x∆ ∈ ∆ :

ϑ+(x∆)− ϑ−(x∆) = max
x∈∆

(ϑ+(x)− ϑ−(x)) ∈ (C · 2−m1−1, C · 2−m1 ]},

T ′
0 = Ξm1([0, 1]

d−1)\T0. Òîãäà, åñëè x ∈ ∆, ∆ ∈ T0, y ∈ [0, 1]d−1, ∥x − y∥∞ 6 2−m1−4C
Λ

,
òî

ϑ+(y)− ϑ−(y) = ϑ+(x∆)− ϑ−(x∆)− (ϑ+(x∆)− ϑ+(x))−
−(ϑ−(x)− ϑ−(x∆))− (ϑ+(x)− ϑ+(y))− (ϑ−(y)− ϑ−(x)) >

> C · 2−m1−1 − 2Λ · 2−m1 − 2C · 2−m1−4 > C · 2−m1−1 − 4C · 2−m1−4 = C · 2−m1−2.
Ïóñòü ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà íåïåðåêðûâàþùèõñÿ êóáîâ Tj ⊂ Ξm1+j([0, 1]

d−1), j =
0, s, è T ′

s ⊂ Ξm1+s([0, 1]
d−1) òàêèå, ÷òî

1. T0 ∪ · · · ∪ Ts ∪ T ′
s ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì [0, 1]d−1, äëÿ êàæäîãî j = 0, s, ∆ ∈ Tj

íàéäåòñÿ òî÷êà x∆ ∈ ∆ òàêàÿ, ÷òî

ϑ+(x∆)− ϑ−(x∆) = max
x∈∆

(ϑ+(x)− ϑ−(x)) ∈ (C · 2−m1−j−1, C · 2−m1−j],

äëÿ êàæäîãî ∆ ∈ T ′
s, x ∈ ∆ âûïîëíåíî ϑ+(x)− ϑ−(x) 6 C · 2−m1−s−1;

2. åñëè x ∈ ∆, ∆ ∈ Tj, 0 6 j 6 s, y ∈ [0, 1]d−1, ∥x− y∥∞ 6 2−m1−j−4C
Λ

, òî

ϑ+(y)− ϑ−(y) ∈ (2−m1−j−2C, 2−m1−j+1C]. (2.132)

Â ÷àñòíîñòè, ϑ+(x)− ϑ−(x) > 2−m1−j−2C.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî (2.132) è 0 6 j 6 s−1, òî y ∈ ∆′, ãäå ∆′ ∈ ∪j+1
k=j−2Tk.

Â ñàìîì äåëå, ϑ+(y)−ϑ−(y) > 2−m1−s−1C, òàê ÷òî ∆′ /∈ T ′
s; åñëè ∆′ ∈ Tk, j+2 6 k 6 s,

òî èç îïðåäåëåíèÿ x∆′ ïîëó÷àåì

ϑ+(y)− ϑ−(y) 6 2−m1−kC 6 2−m1−j−2C;

åñëè ∆′ ∈ Tk, 0 6 k 6 j − 3, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà ∥y − x∆′∥∞ 6 2−m1−k 6 2−m1−k−4C
Λ

è ñâîéñòâà 1

ϑ+(y)− ϑ−(y) = ϑ+(x∆′)− ϑ−(x∆′)− (ϑ+(x∆′)− ϑ+(y))− (ϑ−(y)− ϑ−(x∆′)) >
> 2−m1−k−1C − 2Λ · 2−m1−k > 2−m1−k−1C − 2 · 2−m1−k−4C >

> 2−m1−k−2C > 2−m1−j+1C.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.132).

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà êóáîâ Ts+1 è T ′
s+1. Ïóñòü

T̃s+1 = {∆̃ ∈ Ξ1(∆) : ∆ ∈ T ′
s},

Ts+1 = {∆ ∈ T̃s+1 : ∃x∆ ∈ ∆ :
ϑ+(x∆)− ϑ−(x∆) = max

x∈∆
(ϑ+(x)− ϑ−(x)) ∈ (C · 2−m1−s−2, C · 2−m1−s−1]},

T ′
s+1 = T̃s+1\Ts+1. Òîãäà ñâîéñòâî 1 ñåìåéñòâà ðàçáèåíèé T0, . . . , Ts+1, T ′

s+1 âûïîëíåíî
ïî ïîñòðîåíèþ è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 2
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü x ∈ ∆, ∆ ∈ Ts+1. Ïóñòü ∥x− y∥∞ 6 2−m1−s−5C

Λ
. Òîãäà

ϑ+(y)− ϑ−(y) = ϑ+(x∆)− ϑ−(x∆)−
−(ϑ+(x∆)− ϑ+(x))− (ϑ−(x)− ϑ−(x∆))− (ϑ+(x)− ϑ+(y))− (ϑ−(y)− ϑ−(x)) >

> C · 2−m1−s−2 − 2Λ · 2−m1−s−1 − 2C · 2−m1−s−5 >
> C · 2−m1−s−2 − 4C · 2−m1−s−5 = C · 2−m1−s−3,

ϑ+(y)− ϑ−(y) 6 C · 2−m1−s−1 + 4C · 2−m1−s−5 6 C · 2−m1−s.
Ðàçáèåíèå TU = ∪∞

s=0Ts ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
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Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f1, f2 : X → R
ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L è äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

f2(x) > c > 0, |f1(x)| 6 C, f2(x) 6 C.

Òîãäà ôóíêöèÿ f1
f2
ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé 2CL

c2
.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. Ïóñòü d > 2, ∆0 ⊂ Rd−1 � êóá, Πi =
∏d

j=1[α
i
j, β

i
j],

βid − αid > βi1 − αi1 = · · · = βid−1 − αid−1, (2.133)

pd−1(Πi) ∈ Ξ(∆0), i = 1, 2, α2
d > α1

d, Π1∩Π2
d
= ∅, ∆ ∈ Ξ(∆0), ρ � äëèíà ðåáðà êóáà ∆.

Ïóñòü c ∈ (0, 1], ôóíêöèè ϑ± : ∆0 → R ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé c
8
îòíîñèòåëüíî

∥ · ∥∞ è äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∆ âûïîëíåíî

cρ 6 ϑ+(ξ)− ϑ−(ξ) 6 c−1ρ. (2.134)

Ïîëîæèì
G = {(ξ, xd) ∈ Rd : ξ ∈ int∆, ϑ−(ξ) < xd < ϑ+(ξ)},
G̃ = G\(Π1 ∪ Π2), A = {(ξ, xd) ∈ G : xd > α2

d}.
Ïóñòü µ ∈ N ∩ [2, +∞) è A\(Π1(µ) ∪ Π2(µ)) ̸= ∅. Òîãäà

|G̃| &
c, d

|G|. (2.135)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.134) ñëåäóåò, ÷òî |G| .
c,d

ρd. Åñëè ∆ ̸⊂ pd−1(Π1) ∪ pd−1(Π2),

òî
|∆\(pd−1(Π1) ∪ pd−1(Π2))| >

ρ

4
ïðè d = 2,

|∆\(pd−1(Π1) ∪ pd−1(Π2))| >
(
1− 1

2d−2

)
ρd−1 ïðè d > 3.

Îòñþäà è èç (2.134) ïîëó÷àåì (2.135).
Äîêàæåì (2.135) â ñëó÷àå ∆ ⊂ pd−1(Π1) ∪ pd−1(Π2). Ïóñòü

(ξ∗, t∗) ∈ A\(Π1(µ) ∪ Π2(µ)), ξ∗ ∈ ∆.

Îïðåäåëèì ÷èñëî i∗ ∈ {1, 2} è êóá ∆∗. Åñëè ∆ ⊂ pd−1(Π2), òî ïîëîæèì i∗ = 2,

åñëè ∆ ⊂ pd−1(Π1) è ∆∩ pd−1(Π2)
d
= ∅, òî ïîëîæèì i∗ = 1; â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì

∆∗ = ∆. Åñëè ∆ ⊂ pd−1(Π1), pd−1(Π2) ⊂ ∆ è âòîðîå âêëþ÷åíèå ñòðîãîå, òî âûáåðåì

êóá ∆∗ ∈ Ξ1(∆) òàêîé, ÷òî ∆∗ ∩ pd−1(Π2)
d
= ∅ è ïîëîæèì i∗ = 1. Âî âñåõ òðåõ

ñëó÷àÿõ ξ∗ ∈ ∆ ⊂ pd−1(Πi∗). Åñëè ∆ ̸⊂ pd−1(Πi), i = 1, 2, òî d = 2 è îòðåçêè
pd−1(Π1) ∈ Ξ1(∆), pd−1(Π2) ∈ Ξ1(∆) íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Òîãäà âûáåðåì i∗ ∈ {1, 2}
òàê, ÷òîáû ξ∗ ∈ pd−1(Πi∗), è ïîëîæèì ∆∗ = pd−1(Πi∗).

Ïóñòü ρ′ � äëèíà ðåáðà êóáà∆∗. Ïî ïîñòðîåíèþ,∆∗ ⊂ pd−1(Πi∗), ïðè ýòîì∆∗ = ∆
èëè ∆∗ ∈ Ξ1(∆). Çíà÷èò,

βi∗1 − αi∗1 > ρ′ > ρ

2
. (2.136)

Èç óñëîâèé α2
d > α1

d, ξ∗ ∈ pd−1(Πi∗), (ξ∗, t∗) ∈ A\(Π1(µ) ∪ Π2(µ)) è µ > 2 ïîëó÷àåì

t∗ > αi∗d + µ(βi∗d − αi∗d ) > 2βi∗d − αi∗d , (2.137)

ϑ+(ξ∗)−max{ϑ−(ξ∗), β
i∗
d } > min{ϑ+(ξ∗)− ϑ−(ξ∗), t∗ − βi∗d }

(2.134),(2.137)

>
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> min
{
cρ, βi∗d − αi∗d

} (2.133)

> min
{
cρ, βi∗1 − αi∗1

} (2.136)

> min
{
cρ,

ρ

2

}
> cρ

2
(ïîñêîëüêó c 6 1).

Òàê êàê ôóíêöèè ϑ± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé c
8
è äëèíà ðåáðà êóáà ∆∗ íå

ïðåâîñõîäèò ρ, òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ ∆∗ âûïîëíåíî ϑ+(ξ)−max{ϑ−(ξ), β
i∗
d } > cρ

2
−2 cρ

8
=

cρ
4
.
Ïîëîæèì

G∗ = {(ξ, xd) ∈ G̃ : ξ ∈ int∆∗}.
Åñëè i∗ = 1, òî (int∆∗)∩pd−1(Π2) = ∅; åñëè i∗ = 2, òî ëèáî (int∆∗)∩pd−1(Π1) = ∅,

ëèáî pd−1(Π2) ∩ pd−1(Π1)
d

̸= ∅ è β2
d > β1

d (èíà÷å â ñèëó íåðàâåíñòâà α
2
d > α1

d ïîëó÷èì

Π2 ∩ Π1

d

̸= ∅). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

G∗ ⊃
{
(ξ, xd) : ξ ∈ int∆∗, max{ϑ−(ξ), β

i∗
d } < xd < ϑ+(ξ)

}
,

|G̃| > |G∗| > (ρ′)d−1 cρ

4

(2.136)

>
(ρ
2

)d−1 cρ

4
&
c, d

ρd &
c, d

|G|.

Ñêàæåì, ÷òî E ∈ R∗∗
m,ν,γ (ñîîòâåòñòâåííî Ω ∈ R∗∗

m,ν,γ,L,L′,L′′), åñëè E ∈ R∗
m,ν,γ

(ñîîòâåòñòâåííî Ω ∈ R∗
m,ν,γ,L,L′,L′′ , ñì. îïðåäåëåíèå 2.2.1) è ïàðàëëåëåïèïåäû Π1, Π2

èç (2.57) íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü L > 0, L′ ∈ (0, 1], M0 ∈ (0, 1], L′′ ∈ (0, M0), λ = 1
3
, ν =

4, γ = 3
2
, µ̂ ∈ N ∩ [2, +∞), Ω ∈ R∗∗

1,ν,γ,L,L′,L′′ (ïðè ýòîì Ωλ, µ̂, D
ψ, φ± òàêèå, êàê

â îïðåäåëåíèè 2.2.1). Ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ωλ,µ̂ îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî
Gx ⊂ Ω òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Gx âûïîëíåíî

xd − yd >M0 max
16i6d−1

|xi − yi| (2.138)

è ìíîæåñòâî {(x, y) : x ∈ Ωλ,µ̂, y ∈ Gx} èçìåðèìî. Ïóñòü ôóíêöèè φ̃± : Dψ → R
ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′ îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥∞,

φ−(x
′) 6 φ̃±(x

′) 6 φ+(x
′)

äëÿ ëþáîãî x′ ∈ Dψ. Îáîçíà÷èì

A = {(x′, xd) ∈ Ω : φ̃−(x
′) < xd < φ̃+(x

′)},
Aλ,µ̂ = {(x′, xd) ∈ Ωλ,µ̂ : φ̃−(x

′) < xd < φ̃+(x
′)}.

Ïóñòü r > 0 (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå), 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞, r
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîå L′′
∗ = L′′

∗(L, L
′, d, M0) ∈ (0, M0), ÷òî â ñëó÷àå L′′ < L′′

∗ âûïîëíåíî
ïîðÿäêîâîå íåðàâåíñòâî ∫

Aλ,µ̂

∣∣∣∣∣∣
∫

A∩Gx

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,p,r,d,L,L′,M0

|A|1/κ
∫
A

|f(x)|p dx

1/p

. (2.139)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà E, Π, Π1 è Π2, ôóíêöèè φ, φ è îòîáðàæåíèÿ

w, ψ, ψ̂ òàêèå, êàê â îïðåäåëåíèè 2.2.1. Îáîçíà÷èì ∆̂ =
∏d−1

j=1[αj, βj], l∗ = β1 − α1 =
· · · = βd−1 − αd−1,

C =
βd − αd
l∗

(2.59),(2.60)
∈

[
3

2
, 2

]
. (2.140)
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Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.2.1, ïðè

L′′ ∈ (0, L0(L,L
′, d,M1/3,4,d)) (2.141)

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.104) è (2.111).
Ïîëîæèì

ϑ±(ζ) = αd + (βd − αd)
φ̃±(w(ζ))− φ−(w(ζ))

φ+(w(ζ))− φ−(w(ζ))
.

Òîãäà ψ̂ ◦ ψ(ζ, ϑ±(ζ)) = (w(ζ), φ̃±(w(ζ))). Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1, ïîðÿäêîâûõ íåðà-
âåíñòâ (2.104) è ñîîòíîøåíèé

inf
ξ∈Dψ

(φ+(ξ)− φ−(ξ))
(2.105)

> L′l∗,

sup
ξ∈Dψ

(φ+(ξ)− φ−(ξ))
(2.105)

6 (L′)−1l∗, βd − αd
(2.59)

6 2l∗

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ϑ± ëèïøèöåâû îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥∞ ñ êîíñòàíòîé C0L
′′, ãäå

C0 = C0(L, L
′, d).

Ïîëîæèì
G = {x′ ∈ Dψ : φ̃−(x

′) < φ̃+(x
′)}, U = w−1(G).

Òîãäà U = {ζ ∈ ∆̂ : ϑ−(ζ) < ϑ+(ζ)}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
U ̸= ∅. Åñëè

L′′ <
C

16C0

, (2.142)

òî, ïî ëåììå 2.3.1, ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå TU = {∆̂j}j∈I
ìíîæåñòâà U òàêîå, ÷òî

1. ∆̂j ∈ Ξ(∆̂) äëÿ ëþáîãî j ∈ I;

2. åñëè ∆̂j ∈ Ξm(∆̂), m ∈ Z+, òî äëÿ ëþáîãî ζ ∈ ∆̂j âûïîëíåíî

2−m−2Cl∗ 6 ϑ+(ζ)− ϑ−(ζ) 6 2−mCl∗; (2.143)

3. åñëè ζ ∈ ∆̂j, ∆̂j ∈ Ξm(∆̂), η ∈ ∆̂, ∥η−ζ∥∞ 6 2−m−4·Cl∗
C0L′′ , òî η ∈ ∆̂i äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ I òàêîãî, ÷òî

∆̂i ∈ Ξm−2(∆̂) ∪ Ξm−1(∆̂) ∪ Ξm(∆̂) ∪ Ξm+1(∆̂).

Ïóñòü ∆j = w(∆̂j),

Kj = {(ξ, t) : ξ ∈ ∆j, φ̃−(ξ) 6 t 6 φ̃+(ξ)}.

Òîãäà {∆j}j∈I ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâàG, à {Kj}j∈I � ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà
A. Òàê êàê ôóíêöèè ϑ± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé C

16
, à ôóíêöèè φ è φ ëèïøèöåâû

ñ êîíñòàíòîé L, òî â ñèëó (2.104), (2.111) è (2.143) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà R =
R(L, L′, d) > 1, ÷òî

1. åñëè ∆̂j ∈ Ξm(∆̂), m ∈ Z+, òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ẑj ∈ Kj âûïîëíåíû
âêëþ÷åíèÿ

B2−mR−1l∗(ẑj) ⊂ Kj ⊂ B2−mRl∗(ẑj); (2.144)

125



2. åñëè ξ ∈ ∆j, ∆̂j ∈ Ξm(∆̂), η ∈ Dψ, ∥ξ − η∥∞ 6 2−ml∗
RL′′ , òî η ∈ ∆i äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ I òàêîãî, ÷òî

∆̂i ∈ Ξm−2(∆̂) ∪ Ξm−1(∆̂) ∪ Ξm(∆̂) ∪ Ξm+1(∆̂).

Ïóñòü x = (ξ, xd) ∈ Kj ∩ Ωλ,µ̂, ξ ∈ ∆j, ∆̂j ∈ Ξm(∆̂), z = (ζ, zd) ∈ Gx, ζ ∈ Dψ,
zd > φ̃−(ζ). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

L′′ <
M0

4R2
(2.145)

âûïîëíåíî

∥ξ − ζ∥∞ 6 Rl∗ · 2−m+2

M0

6 2−ml∗
RL′′ , è ζ ∈ ∆i, ∆̂i ∈

m+1∪
s=m−2

Ξs(∆̂). (2.146)

Â ñàìîì äåëå, èç (2.138) ñëåäóåò, ÷òî xd − zd > M0∥ξ − ζ∥∞. Òàê êàê x ∈ Kj è

∆̂j ∈ Ξm(∆̂), òî 0 6 xd − φ̃−(ξ)
(2.144)

6 Rl∗ · 2−m+1. Çíà÷èò,

M0∥ξ − ζ∥∞ 6 xd − zd 6 xd − φ̃−(ζ) =

= xd − φ̃−(ξ) + φ̃−(ξ)− φ̃−(ζ) 6 Rl∗ · 2−m+1 + L′′∥ξ − ζ∥∞,
òàê ÷òî â ñèëó (2.145)

∥ξ − ζ∥∞ 6 Rl∗ · 2−m+1

M0 − L′′ 6 Rl∗ · 2−m+2

M0

6 2−ml∗
RL′′ .

Ïóñòü Γ0(Πj) = {(ζ ′, (1− λj)αd + λjβd) : ζ
′ ∈ pd−1(Πj)}, j = 1, 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, λ1 6 λ2. Ïîëîæèì φ̂j(ξ) = (1−λj)φ−(ξ)+λjφ+(ξ), ξ ∈ Dψ, j = 1, 2. Òîãäà
φ̂1 è φ̂2 ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′. Ïóñòü

A1 = {(ξ, xd) ∈ A : ξ ∈ Dψ, φ̃−(ξ) < xd < φ̂1(ξ)},
A2 = {(ξ, xd) ∈ A : ξ ∈ Dψ, φ̂1(ξ) < xd < φ̂2(ξ)},
A3 = {(ξ, xd) ∈ A : ξ ∈ Dψ, φ̂2(ξ) < xd < φ̃+(ξ)},
A4 = {(ξ, xd) ∈ A : ξ ∈ Dψ, φ̃−(ξ) < xd < φ̂2(ξ)}.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì L′′ âûïîëíåíû îöåíêè ∫
Aj∩Ωλ,µ̂

∣∣∣∣∣∣
∫

A∩Gx

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,p,r,d,L,L′,M0

|A|1/κ∥f∥Lp(A), (2.147)

j = 1, 2, 3. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû.
Äîêàæåì (2.147) äëÿ j = 3. Ïóñòü i ∈ I. Åñëè ∆̂i ∈ Ξm(∆̂), òî èç (2.140) è (2.143)

ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (2.134) ñ c = 1
4
è ρ = 2−ml∗. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.2 è

ñîîòíîøåíèé (2.104), (2.111) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

L′′ <
1

32C0

(2.148)

íàéäåòñÿ òàêîå l0 = l0(L, L
′, d) ∈ N, ÷òî åñëè A3 ∩ Ωλ,µ̂ ∩ (intKi) ̸= ∅, òî |Ki ∩ Ω| >

2−l0 |Ki|.
Îáîçíà÷èì

I ′ = {i ∈ I : |Ki ∩ Ω| > 2−l0 |Ki|},
A∗
λ,µ̂ = (∪i∈I′Ki) ∩ Ωλ,µ̂.
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Òîãäà |(A3 ∩ Ωλ,µ̂)\A∗
λ,µ̂| = 0, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.147) ïðè j = 3 äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî ∫
A∗
λ,µ̂

∣∣∣∣∣∣
∫

A∩Gx

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,p,r,d,L,L′,M0

|A|1/κ∥f∥Lp(A). (2.149)

Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî j ∈ I ÷åðåç S(j) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ i ∈ I òàêèõ, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ ξ ∈ ∆j è ζ ∈ ∆i âûïîëíåíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå (2.146), ãäå m ∈ Z+

òàêîâî, ÷òî ∆̂j ∈ Ξm(∆̂) (à çíà÷èò, äëÿ ∆̂i âûïîëíåíî âòîðîå óòâåðæäåíèå (2.146)).
Ïîýòîìó

∀i ∈ I card {j : i ∈ S(j)} .
R,M0

1. (2.150)

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî

j ∈ S(j). (2.151)

Ïóñòü x ∈ Kj ∩ Ωλ,µ̂, ∆̂j ∈ Ξm(∆̂). Îáîçíà÷èì Ω̃j = ∪i∈S(j)Ki, Ω̂j = Ω̃j ∩ Ω. Èç
(2.144), (2.151) è îïðåäåëåíèÿ I ′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ j ∈ I ′

|Ω̂j| > |Kj ∩ Ω| &
d,L,L′

|Kj| &
d,L,L′

(2−ml∗)
d. (2.152)

Êðîìå òîãî, òàê êàê Gx ⊂ Ω è äëÿ z ∈ Gx ∩ A âûïîëíåíî (2.146), òî

Gx ∩ A ⊂ Ω̂j, x ∈ Kj ∩ Ωλ,µ̂. (2.153)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.144), (2.146), îïðåäåëåíèÿ Ki è ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèé φ̃± ñ
êîíñòàíòîé L′′ < M0 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω̃j ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà R1·2−ml∗,
ãäå R1 = R1(L, L

′, d, M0) > 0. Ïîýòîìó ñèëó òåîðåìû E è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà äëÿ
ëþáîãî j ∈ I ′ èìååì

∫
Kj∩Ωλ, µ̂

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω̂j

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣∣
q

dx .
q,p,r,d,L,L′,M0

. (2−ml∗)
qd/κ∥f∥q

Lp(Ω̂j)

(2.152)

.
q,p,r,d,L,L′

|Ω̂j|q/κ∥f∥qLp(Ω̂j).

Çíà÷èò, ∫
A∗
λ,µ̂

∣∣∣∣∣∣
∫

A∩Gx

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx
(2.153)

6

6
∑
j∈I′

∫
Kj∩Ωλ, µ̂

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω̂j

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣∣
q

dx .
q,p,r,d,L,L′,M0

.
∑
j∈I′

|Ω̂j|q/κ∥f∥qLp(Ω̂j) =: S.

Åñëè q < p, òî ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà

S 6
(∑
j∈I′

|Ω̂j|
qp

(p−q)κ

)1− q
p
(∑
j∈I′

∥f∥p
Lp(Ω̂j)

)q/p
(1.84),(2.150)

.
p,q,r,d,L,L′,M0
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.
(∑
j∈I′

|Ω̂j|

)q/κ

∥f∥qLp(A)
(2.150)

.
p,q,r,d,L,L′,M0

|A|q/κ∥f∥qLp(A).

Åñëè q > p, òî

S
(1.84)

6
(∑
j∈I′

|Ω̂j|p/κ∥f∥pLp(Ω̂j)

)q/p
(2.150)

.
p,q,r,d,L,L′,M0

. max
j∈I′

|Ω̂j|q/κ∥f∥qLp(A) .
p,q,r,d,L,L′,M0

|A|q/κ∥f∥qLp(A).

×òîáû äîêàçàòü (2.147) äëÿ j = 1, 2, ïðèìåíÿåì ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ,
âçÿâ âìåñòî A îáëàñòè A1 è A4 ñîîòâåòñòâåííî (âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî åñëè
L′′ < M0, òî A ∩Gx ⊂ A1 äëÿ ëþáîãî x ∈ A1, A ∩Gx ⊂ A4 äëÿ ëþáîãî x ∈ A2).

Êîíñòàíòó L′′
∗ âûáèðàåì â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâàìè (2.141), (2.142), (2.145)

è (2.148).

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü L > 0, L′ ∈ (0, 1], M0 ∈ (0, 1], λ = 1
3
, ν = 4, γ = 3

2
,

µ̂ ∈ N∩[2, ∞). Îïðåäåëèì âåëè÷èíó L′′
∗ = L′′

∗(L, L
′, d, M0) ∈ (0, M0) â ñîîòâåòñòâèè

ñ ëåììîé 2.3.2. Ïóñòü L′′ ∈
(
0, L′′

∗√
d−1

)
, Ω ∈ R∗∗

1,ν,γ,L,L′,L′′ (ïðè ýòîì φ±, D
ψ, Ωλ,µ̂

òàêèå, êàê â îïðåäåëåíèè 2.2.1); φ̃ : Dψ → R ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L′′

îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞, φ−(x
′) 6 φ̃(x′) 6 φ+(x

′), x′ ∈ Dψ. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî
x ∈ Ωλ,µ̂ îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Gx ⊂ Ω òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Gx âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (2.138) è ìíîæåñòâî

{(x, y) : x ∈ Ωλ,µ̂, y ∈ Gx}

èçìåðèìî. Ïîëîæèì

Ωφ̃ = {(x′, xd) ∈ Ω : φ̃(x′) < xd < φ+(x
′)},

Ω̃λ,µ̂ = Ωφ̃∩Ωλ,µ̂. Ïóñòü g : Ω → R+, v : Ωφ̃ → R+ � èçìåðèìûå ôóíêöèè, g|Ω\Ωφ̃ = 0,
(g|Ωφ̃ , v) ∈ EL′′ (ñì. îïðåäåëåíèå 3), r > 0 (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå), r

d
+ 1

q
− 1

p
> 0,

1 < p 6 ∞, 1 6 q <∞. Òîãäà ∫
Ω̃λ,µ̂

vq(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g(y)f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,p,r,d,L,L′,M0

∥gv∥Lκ(Ωφ̃)∥f∥Lp(Ωφ̃). (2.154)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèè φ0
k è φ

1
k çàäàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3

(k ∈ Z). Ýòè ôóíêöèè ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′ < L′′
∗√
d−1

îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé

íîðìû |·|, ïîýòîìó îíè ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′√d− 1 < L′′
∗ îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥ · ∥∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x′, xd) = 2k ïðè φ0
k(x

′) <
xd 6 φ0

k+1(x
′), v(x′, xd) = 2−k ïðè φ1

k(x
′) 6 xd < φ1

k+1(x
′), f > 0 è ÷òî

f |Ω\Ωφ̃ = 0. (2.155)

Ëåâàÿ ÷àñòü (2.154) âûïóêëà ïî g è ïî v. Åñëè κ 6 1, òî â ñèëó îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà
Ìèíêîâñêîãî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.154) âîãíóòà ïî g è ïî v, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.4.1
íåðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ

g(x′, xd) =

{
1, åñëè xd > φ0

k(x
′),

0, åñëè xd 6 φ0
k(x

′),
v(x′, xd) =

{
1, åñëè xd < φ1

l (x
′),

0, åñëè xd > φ1
l (x

′),
(2.156)
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k, l ∈ Z+. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ v åäèíèöåé íà Ω\Ωφ̃. Ïóñòü x = (x′, xd), y = (y′, yd) ∈
Gx, xd < φ1

l (x
′). Òàê êàê L′′ < M0, òî yd < φ1

l (y
′); êðîìå òîãî, åñëè xd 6 φ0

k(x
′), òî

yd 6 φ0
k(y

′), òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2.154) ðàâíà ∫
Ek,l∩Ω̃λ,µ̂

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ek,l∩Gx

f(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

,

ãäå Ek,l = {x ∈ Ω : φ0
k(x

′) < xd < φ1
l (x

′)}. Ïðèìåíèì ëåììó 2.3.2 äëÿ φ̃+ = φ1
l ,

φ̃− = φ0
k è ïîëó÷èì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2.154) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

C|Ek,l|1/κ∥f∥Lp(Ω) = C∥gv∥Lκ(Ω)∥f∥Lp(Ω)
(2.155)
= C∥gv∥Lκ(Ωφ̃)∥f∥Lp(Ωφ̃),

ãäå C = C(q, p, r, d, L, L′,M0) ∈ (0, +∞).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé κ > 1. Ïðè p < q è 1 < q 6 p < ∞ ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ

òî÷íî òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.4.2 (ñì. øàã 5).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = ∞, 1

κ = r
d
+ 1

q
< 1. Íóæíî äîêàçàòü ïîðÿäêîâîå

íåðàâåíñòâî ∫
Ω̃λ,µ̂

vq(x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,r,d,L,L′,M0

∥gv∥Lκ(Ωφ̃). (2.157)

Ïîëîæèì w = vκ. Òîãäà (2.157) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ∫
Ω̃λ,µ̂

w
q
κ (x)

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


κ/q

.
q,r,d,L,L′,M0

∫
Ωφ̃

gκ(x)w(x) dx.

Òàê êàê q
κ > 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü âûïóêëà ïî w. Â ñèëó ëåììû 1.4.1, ñîîòíîøåíèå

(2.157) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ôóíêöèé v âèäà (2.156).
Ïóñòü E = {x : w(x) = 1}. Òîãäà èíòåãðàë ïî x ∈ Ω̃λ,µ̂ ìîæíî çàìåíèòü íà

èíòåãðàë ïî x ∈ Ω̃λ,µ̂ ∩ E. Çíà÷èò, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîðÿäêîâîå íåðàâåíñòâî ∫
Ω̃λ,µ̂∩E

∣∣∣∣∣∣
∫
Gx

g(y)|x− y|r−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.
q,r,d,L,L′,M0

∥g∥Lκ(E). (2.158)

Òàê êàê L′′ < M0, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω̃λ,µ̂ ∩ E âûïîëíåíî Gx ⊂ E. Ïîýòîìó âìåñòî
ôóíêöèè g ìîæíî ðàññìîòðåòü g ·χE, è (2.158) ñëåäóåò èç òåîðåìû E, óñëîâèÿ κ > 1
è ðàâåíñòâà r

d
+ 1

q
− 1

κ = 0.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé q = 1. Òîãäà 1

κ = r
d
+ 1
p′
. Íóæíî äîêàçàòü ïîðÿäêîâîå

íåðàâåíñòâî∫
Ω̃λ,µ̂

v(x)

∫
Gx

g(y)f(y)|x− y|r−d dy dx .
p,r,d,L,L′,M0

∥gv∥Lκ(Ωφ̃)∥f∥Lp(Ωφ̃). (2.159)

Ïîëîæèì
G̃y =

{
x ∈ Ωφ̃ : xd − yd >M0 max

16i6d−1
|xi − yi|

}
.
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Ïåðåñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè (2.159) è ó÷èòûâàÿ (2.155),
ïîëó÷àåì, ÷òî îíà íå ïðåâîñõîäèò∫

Ωφ̃

f(y)g(y)

∫
G̃y

v(x)|x− y|r−d dx dy 6

6 ∥f∥Lp(Ωφ̃)

∫
Ωφ̃

gp
′
(y)

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G̃y

v(x)|x− y|r−d dx

∣∣∣∣∣∣∣
p′

dy


1/p′

.

Äàëåå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ p = ∞ è
ïîëó÷àåì (2.159).

Ïóñòü Ω ∈ R∗∗
1,ν,γ,L,L′,L′′ (ïðè ýòîì φ±, Dψ òàêèå, êàê â îïðåäåëåíèè 2.2.1), Ω′ ⊂

Ω. Ñêàæåì, ÷òî Ω′ ∈ UL′′(Ω), åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ φ̃ : Dψ → R, ëèïøèöåâà ñ
êîíñòàíòîé L′′ îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞, òàêàÿ, ÷òî φ−(x

′) 6 φ̃(x′) 6 φ+(x
′) äëÿ

ëþáîãî x′ ∈ Dψ è
Ω′ = {(x′, xd) ∈ Ω : φ̃(x′) < xd < φ+(x

′)}.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Ïóñòü r, d ∈ N, λ = 1
3
, ν = 4, γ = 3

2
, 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞,

r
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Îïðåäåëèì m̂ = m̂(λ, ν, γ, r, d), µ̂ = µ̂(λ, ν, γ, r, d) â ñîîòâåòñòâèè

ñ ëåììîé 2.2.4. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî L̂′′ = L̂′′(r, d, L, L′) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî L′′ ∈ (0, L̂′′), ëþáîé îáëàñòè Ω ∈ R∗∗

m̂,ν,γ,L,L′,L′′ è êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà Ω′ ∈
UL′′(Ω), ëþáûõ ôóíêöèé g : Ω → R+, v : Ω′ → R+ òàêèõ, ÷òî g|Ω\Ω′ = 0, (g|Ω′ , v) ∈
EL′′, è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Ω → R, ëèïøèöåâîé ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî r− 1
ïîðÿäêà, íàéäåòñÿ ïîëèíîì Pf ñòåïåíè íå âûøå r − 1 òàêîé, ÷òî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω′∩Ωλ,µ̂) .
q,p,r,d,L,L′

∥gv∥Lκ(Ω′)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω′)

. (2.160)

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f 7→ Pf ëèíåéíî è

∥Pf∥L∞(Ω) .
p,r,Ω,ψ,ψ̂,λ

r∑
j=0

∥∇jf∥Lp(Ω\Ωλ,1); (2.161)

â ÷àñòíîñòè, åñëè f |Ω\Ωλ,1 = 0, òî Pf = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Gx è ïîëèíîì Pf â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé
2.2.4 è îáîçíà÷èì ÷åðåç M0 = M0(L, L

′, r, d) ∈ (0, 1] êîíñòàíòó â ïîðÿäêîâîì
íåðàâåíñòâå (2.124). Êîíñòàíòó L′′ âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ëåìì
2.2.4 è 2.3.3. Òîãäà îöåíêà (2.160) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (2.123) è ñîîòíîøåíèÿ

(2.154), â êîòîðîì âìåñòî f ïîäñòàâëåíî
∣∣∣∇rfg ∣∣∣. Íåðàâåíñòâî (2.161) ñëåäóåò èç

(2.125).

2.4 Îöåíêè s-÷èñåë

Ïóñòü K̂ =
∏d

j=1[αj, βj] ⊂ Rd, β1−α1 = · · · = βd−1−αd−1 = l∗, βd−αd = 3
2
l∗, K = K̂2/3

(îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K � êóá), ∆ =
∏d−1

j=2[αj, βj], ôóíêöèè φ, φ : ∆ → R ëèïøèöåâû
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ñ êîíñòàíòîé L îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû, (φ − φ)(∆) ⊂ [2L′l∗, (2L
′)−1l∗] äëÿ

íåêîòîðîãî L′ ∈
(
0, 1

2

]
. Îáîçíà÷èì

D =

{
(x1, ξ) ∈ Rd−1 : ξ ∈

d−1∏
j=2

(αj, βj), φ(ξ) < x1 < φ(ξ)

}
. (2.162)

Ïóñòü φ± : D → R ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′ îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞, (φ+ −
φ−)(D) ⊂ [2L′l∗, (2L

′)−1l∗], τ+ = φ+, τ− = 2
3
φ− + 1

3
φ+,

Ω̂ = {(x′, xd) ∈ Rd : x′ ∈ D, φ−(x
′) < xd < φ+(x

′)},
Ω = {(x′, xd) ∈ Rd : x′ ∈ D, τ−(x

′) < xd < τ+(x
′)}.

Òîãäà çàìûêàíèå îáëàñòè Ω̂ (ñîîòâåòñòâåííî Ω) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì (ψ̂ ◦ ψ)(K̂)
(ñîîòâåòñòâåííî (ψ̂ ◦ ψ)(K)), ãäå îòîáðàæåíèÿ ψ è ψ̂ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.102) è
(2.106) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ïóñòü γ > 1, m, ν ∈ N, Z ⊂ K̂, Z ∈ R∗
m,ν,γ. Òîãäà (ψ̂◦ψ)(Z) ∈

R∗
m,ν,γ,L,L′,L′′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, Z = Π̃\(Π̃1 ∪ Π̃2), ãäå Π̃ =
∏d

j=1[α̃j, β̃j], Π̃i =∏d
j=1[α̃

i
j, β̃

i
j] èëè Π̃i = ∅, i = 1, 2; ïðè ýòîì, β̃1 − α̃1 = · · · = β̃d−1 − α̃d−1, β̃i1 − α̃i1 =

· · · = β̃id−1 − α̃id−1,

γ(β̃1 − α̃1) 6 β̃d − α̃d 6 2(β̃1 − α̃1), (2.163)

β̃i1 − α̃i1 6 β̃id − α̃id 6 ν(β̃i1 − α̃i1), pd−1(Π̃i) ∈ {∅} ∪
(
∪k>mΞk(pd−1(Π̃))

)
, i = 1, 2.

Âûáåðåì λj ∈ [0, 1], θj ∈ [0, 1] òàê, ÷òîáû α̃j = (1− λj)αj + λjβj, β̃j = (1− θj)αj +
θjβj, 1 6 j 6 d. Ïîëîæèì

ϑ = (1− λ1)φ+ λ1φ, ϑ = (1− θ1)φ+ θ1φ,

φ̃− = (1− λd)φ− + λdφ+, φ̃+ = (1− θd)φ− + θdφ+.

Òîãäà ôóíêöèè ϑ è ϑ ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L, φ̃± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′,

ψ(Π̃) = D̃ψ × [α̃d, β̃d], D̃ψ =

{
(t, ξ) : ξ ∈

d−1∏
j=2

[α̃j, β̃j], ϑ(ξ) 6 t 6 ϑ(ξ)

}
,

(ψ̂ ◦ ψ)(Π̃) = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃ψ, φ̃−(x
′) 6 xd 6 φ̃+(x

′)}.
Ïóñòü ξ ∈

∏d−1
j=2 [α̃j, β̃j]. Òîãäà

ϑ(ξ)− ϑ(ξ) = (θ1 − λ1)(φ(ξ)− φ(ξ)) ∈ [2L′l∗(θ1 − λ1), (2L
′)−1l∗(θ1 − λ1)],

φ̃+(x
′)− φ̃−(x

′) = (θd − λd)(φ+(x
′)− φ−(x

′)) ∈ [2L′l∗(θd − λd), (2L
′)−1l∗(θd − λd)],

ïðè ýòîì l∗(θ1 − λ1) = β̃1 − α̃1,

l∗(θd − λd) = (β1 − α1)(θd − λd) = (β1 − α1)
β̃d − α̃d
βd − αd

=

=
2

3
(β̃d − α̃d)

(2.163)
∈

[
2

3
(β̃1 − α̃1),

4

3
(β̃1 − α̃1)

]
,

îòêóäà

[2L′l∗(θ1 − λ1), (2L
′)−1l∗(θ1 − λ1)] ⊂

[
L′(β̃1 − α̃1), (L

′)−1(β̃1 − α̃1)
]
,

[2L′l∗(θd − λd), (2L
′)−1l∗(θd − λd)] ⊂

[
L′(β̃1 − α̃1), (L

′)−1(β̃1 − α̃1)
]
.
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Ïóñòü g, v : Ω → R+, gv ∈ Lκ(Ω), (g, v) ∈ EΛ äëÿ íåêîòîðîãî Λ > 0. Ââåäåì íà
êóáå K ôóíêöèþ ìíîæåñòâà Φ, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

Φ(E) =

∫
(ψ̂◦ψ)(E)

(gv)κ dx. (2.164)

Òîãäà Φ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1.52) è (1.53).
Ïóñòü n ∈ N, k ∈ Z+,

Tn,k = P∗∗

(
K,

Φ(K)

2kn

)
(ñì. ñòð. 86). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1.3 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2.4.2. 1. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî νn,k := cardTn,k .
d

2kn;

2. ñóùåñòâóåò C∗∗(d) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ Z+ êàæäûé ýëåìåíò Tn,k
ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C∗∗(d) ýëåìåíòàìè Tn,k+1, è äëÿ ëþáîãî k ∈ N
êàæäûé ýëåìåíò Tn,k ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì C∗∗(d) ýëåìåíòàìè Tn,k−1.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû Tn,k ÷åðåç Z
n,k
j , 1 6 j 6 νn,k. Òàê êàê P∗∗(K, γ) ÿâëÿåòñÿ

èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ P (K, γ), òî èç ëåììû 1.3.2 ñëåäóåò, ÷òî

Φ(Zn,k
j ) 6 3

∥gv∥κLκ(Ω)

2kn
. (2.165)

Ïî ëåììå 2.1.4, Zn,k
j ∈ R∗ äëÿ ëþáîãî j ∈ 1, νn,k, ò.å.

Zn,k
j = Π(Zn,k

j )\(Π1(Z
n,k
j ) ∪ Π2(Z

n,k
j )),

ãäå Π(Zn,k
j ), Π1(Z

n,k
j ) è Π2(Z

n,k
j ) � ïàðàëëåëåïèïåäû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(2.27) è (2.28); ïðè ýòîì

1. åñëè Πi(Z
n,k
j ) ̸= ∅ è Γ1(Πi(Z

n,k
j )) ∩ Γ1(Π(Z

n,k
j )) = ∅ (ò.å. i ∈ J(Zn,k

j )), òî

(Πi(Z
n,k
j ))1/4 ⊂ RZn,kj

(îïðåäåëåíèå RZ ïåðåä ëåììîé 2.1.4); îòñþäà è èç ëåììû
1.3.2 ñëåäóåò, ÷òî

Φ((Πi(Z
n,k
j ))1/4) 6 3

∥gv∥κLκ(Ω)

2kn
; (2.166)

2. ìíîæåñòâà èç ñèñòåìû

{(Πi(Z
n,k
j ))1/4 : 1 6 j 6 νn,k, i ∈ J(Zn,k

j )}

ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Äëÿ n ∈ N, k ∈ Z+ è j = 1, νn,k òàêèõ, ÷òî Γ0(Π(Z
n,k
j )) ∩ Γ0(K) = ∅, îïðåäåëèì

ìíîæåñòâà B(Zn,k
j ) è ïàðàëëåëåïèïåäû Π̂(Zn,k

j ), Π̂1(Z
n,k
j ), Π̂2(Z

n,k
j ) â ñîîòâåòñòâèè ñ

ëåììîé 2.1.5. Òîãäà

Zn,k
j ∪B(Zn,k

j ) = Π̂(Zn,k
j )\(Π̂1(Z

n,k
j ) ∪ Π̂2(Z

n,k
j )) ∈ R∗

è
{B(Zn,k

j ) : 1 6 j 6 νn,k, Γ0(Π(Z
n,k
j )) ∩ Γ0(K) = ∅}
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ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Äàëåå, B(Zn,k
j ) ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ P
(
K, Φ(K)

2kn

)
, ïîýòîìó èç ëåììû 1.3.2 ñëåäóåò,

÷òî

Φ(B(Zn,k
j )) 6 3

∥gv∥κLκ(Ω)

2kn
. (2.167)

Îáîçíà÷èì
Πj,n,k,i =

{
(Πi(Z

n,k
j ))1/4, åñëè i ∈ J(Zn,k

j ),
∅, èíà÷å,

Bj,n,k =

{
B(Zn,k

j ), åñëè Γ0(Π(Z
n,k
j )) ∩ Γ0(K) = ∅,

∅, èíà÷å,

B̌j,n,k =

{
B(Zn,k

j ), åñëè Γ0(Π(Z
n,k
j )) ∩ Γ0(K) = ∅,

((Π(Zn,k
j ))−)

1/2, èíà÷å.

Èç ëåììû 2.1.5 ñëåäóåò, ÷òîB(Zn,k
j ) ⊂ ((Π(Zn,k

j ))−)
1/2, òàê ÷òî B̌j,n,k ⊂ ((Π(Zn,k

j ))−)
1/2.

Ïîëîæèì
Ωn,k
j = (ψ̂ ◦ ψ)(Zn,k

j ),
Ãn,kj = Zn,k

j ∪Bj,n,k ∪ Πj,n,k,1 ∪ Πj,n,k,2, Ω̃n,k
j = (ψ̂ ◦ ψ)(Ãn,kj ),

Ǎn,kj = Zn,k
j ∪ B̌j,n,k ∪ Πj,n,k,1 ∪ Πj,n,k,2.

Îòìåòèì, ÷òî Ǎn,kj ⊂ Π(Zn,k
j ) ∪ ((Π(Zn,k

j ))−)
1/2.

Ïóñòü S0 = (ψ̂ ◦ψ)(Γ0(K)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lipr0(Ω) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : Ω →
R, ëèïøèöåâûõ ñî âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî r − 1 ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî,
òàêèõ, ÷òî ∇sf = 0 â îêðåñòíîñòè S0, 0 6 s 6 r− 1. Åñëè (g, v) ∈ EΛ äëÿ íåêîòîðîãî
Λ > 0, òî ôóíêöèÿ g îòäåëåíà îò íóëÿ âíå îêðåñòíîñòè S0, ïîýòîìó Lipr0(Ω) ⊂
span Ŵ r

p,g(Ω). Ïîëîæèì ∥f∥Ŵ r
p,g(Ω) =

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(Ω)

, f ∈ Lipr0(Ω) (ñì. (14)).

Ïóñòü Π =
∏d

j=1[αj, βj], β1 − α1 = · · · = βd−1 − αd−1. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ
l(Π) = β1 − α1, h(Π) = βd − αd, ââåäåííûå ïåðåä ïðåäëîæåíèåì 2.1.3.

Äëÿ îáëàñòè G ⊂ Rd è åå êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ T = {Ωi}i0i=1 îïðåäåëèì Sr,T (G) è
∥f∥Lp,q,T,v(Ω) ôîðìóëàìè (1.102) è (1.103) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü L̂′′ = L̂′′(r, d, L, L′) > 0 îïðåäåëåíî â ñëåäñòâèè 2.3.1.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü L′′ ∈ (0, L̂′′), (g, v) ∈ EL′′. Òîãäà ñóùåñòâóåò s∗ = s∗(r, d) ∈ N
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N, k ∈ Z+, j ∈ 1, νn,k íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå Pn,k,j
îáëàñòè Ωn,k

j íà íå áîëåå, ÷åì s∗ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lipr0(Ω) íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ Sn,k,j(f) ∈ Sr,Pn,k,j(Ω

n,k
j ) òàêàÿ, ÷òî

∥f − Sn,k,j(f)∥Lp,q,Pn,k,j ,v(Ωn,kj ) .
p,q,r,d,L,L′

1

(2kn)1/κ
∥gv∥Lκ(Ω)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω̃

n,k
j )

. (2.168)

Ïðè ýòîì, f 7→ Sn,k,j(f) ëèíåéíî è íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå (Lipr0(Ω), ∥ ·
∥Ŵ r

p,g(Ω)) → (Sr,Pn,k,j(Ω
n,k
j ), ∥ · ∥Lq,v(Ω)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè f , g è ∇rf
g

íóëåì íà Ω̂.
Îïðåäåëèì m̂ = m̂(1/3, 4, 3/2, r, d), µ̂ = µ̂(1/3, 4, 3/2, r, d) â ñîîòâåòñòâèè ñ

ëåììîé 2.2.4. Äîêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ñåìåéñòâî Gn,kj îáëàñòåé Gn,k
j,s , 1 6

s 6 s∗, òàêèõ, ÷òî Gn,k
j,s ⊂ Ǎn,kj , Gn,k

j,s ∈ R∗∗
m̂, 4, 3/2 (ñì. ñòð. 124; ñîîòâåòñòâóþùèå

ïàðàëëåëåïèïåäû îáîçíà÷èì Π(Gn,k
j,s ), Π1(G

n,k
j,s ) è Π2(G

n,k
j,s )) è

Zn,k
j ⊂ ∪s∗s=1(G

n,k
j,s )1/3,µ̂; (2.169)
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ïðè ýòîì, åñëè Γ0(Π(Z
n,k
j )) ⊂ Γ0(K), òî ëèáî

Π(Gn,k
j,s ) ⊂ K, (2.170)

ëèáî

Π(Gn,k
j,s )\(Π(G

n,k
j,s ))

2/3 ⊂ K̂\K. (2.171)

Â ñàìîì äåëå, Ω̂n,k
j,s := (ψ̂ ◦ ψ)(Gn,k

j,s ) ∈ R∗∗
m̂,4,3/2,L,L′,L′′ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1.

Îáîçíà÷èì Un,k
j,s = (Ω̂n,k

j,s )1/3,µ̂∩Ω. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2.3.1 (ãäå â êà÷åñòâå Ω áåðåòñÿ

Ω̂n,k
j,s , à â êà÷åñòâå Ω

′ áåðåòñÿ Ω̂n,k
j,s ∩Ω), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lipr0(Ω)

íàéäåòñÿ ïîëèíîì P s
f ñòåïåíè íå âûøå r − 1 òàêîé, ÷òî

∥f − P s
f ∥Lq,v(Un,kj,s ) .

p,q,r,d,L,L′
∥gv∥Lκ(Ω̂

n,k
j,s ∩Ω)

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(Ω̂

n,k
j,s ∩Ω)

6

6 ∥gv∥Lκ(Ω̃
n,k
j )

∥∥∥∇rf
g

∥∥∥
Lp(Ω̃

n,k
j )

(2.172)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ Gn,k
j,s ⊂ Ǎn,kj , îïðåäåëåíèÿ Ω̃n,k

j è

ðàâåíñòâ Ǎn,kj ∩K = Ãn,kj , (ψ̂ ◦ ψ)(K) = Ω). Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå f 7→ P s
f ëèíåéíî.

Äîêàæåì åãî íåïðåðûâíîñòü êàê îòîáðàæåíèÿ

(Lipr0(Ω), ∥ · ∥Ŵ r
p,g(Ω)) → Lq,v(Ω).

Èìååì ∥P s
f ∥L∞(Un,kj,s )

(2.161)

6 C
r∑
t=0

∥∇tf∥Lp(Ω̂n,kj,s \(Ω̂n,kj,s )1/3,1), ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò

îò ôóíêöèè f . Òàê êàê íà ìíîæåñòâå Ω̂n,k
j,s \(Ω̂

n,k
j,s )1/3,1 ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà (ýòî

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3) è f(x) = 0 â îêðåñòíîñòè S0, òî
r∑
t=0

∥∇tf∥Lp(Ω̂n,kj,s \(Ω̂n,kj,s )1/3,1) 6

C1∥∇rf∥Ŵ r
p,g(Ω), ãäå C1 íå çàâèñèò îò f . Åñëè Γ0(Π(Z

n,k
j ))∩Γ0(K) = ∅, òî (Π(Zn,k

j ))− ⊂
K, ïîýòîìó âåñ v íà ìíîæåñòâå Ω̂n,k

j,s = (ψ̂◦ψ)(Gn,k
j,s ) ⊂ (ψ̂◦ψ)(Ǎn,kj ) ⊂ (ψ̂◦ψ)(Π(Zn,k

j )∪
((Π(Zn,k

j ))−)
1/2) îãðàíè÷åí. Åñëè Γ0(Π(Z

n,k
j )) ⊂ Γ0(K) è Π(Gn,k

j,s ) ⊂ K, òî âåñ v íà

(Ω̂n,k
j,s )1/3,µ̂ îãðàíè÷åí. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ∥P s

f ∥Lq,v(Un,kj,s ) 6 C2∥P s
f ∥L∞(Un,kj,s ), ãäå C2 íå

çàâèñèò îò f . Åñëè Γ0(Π(Z
n,k
j )) ⊂ Γ0(K) è âûïîëíåíî (2.171), òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ

2.3.1 èìååì P s
f = 0.

Îöåíèì âåëè÷èíó ∥gv∥Lκ(Ω̃
n,k
j ). Èìååì∫

Ω̃n,kj

(gv)κ dx = Φ(Ãn,kj ) = Φ(Zn,k
j ) + Φ(Πj,n,k,1) + Φ(Πj,n,k,2) + Φ(Bj,n,k).

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.165), (2.166) è (2.167),

∥gv∥Lκ(Ω̃
n,k
j ) .

p,q,r,d

1

(2kn)1/κ
∥gv∥Lκ(Ω). (2.173)

Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü Ũn,k
j,1 = Un,k

j,1 , Ũ
n,k
j,s = Un,k

j,s \ ∪s−1
i=1 U

n,k
j,i , 2 6 s 6 s∗, Pn,k,j = {Ũn,k

j,s }
s∗
s=1,

Sn,k,j(f)|Ũn,kj,s
= P s

f . Òîãäà Ωn,k
j ⊂ ∪s∗s=1Ũ

n,k
j,s â ñèëó (2.169) è

∥f − Sn,k,j(f)∥Lp,q,Pn,k,j ,v(Ωn,kj ) .
p,q,r,d,L,L′

s∗∑
s=1

∥f − P s
f ∥Lq,v(Un,kj,s )

(2.172),(2.173)

.
p,q,r,d,L,L′
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. 1

(2kn)1/κ
∥gv∥Lκ(Ω)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω̃

n,k
j )

è (2.168) äîêàçàíî.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâà Gn,kj . Ôèêñèðóåì n, k, j è îáîçíà÷àåì Z = Zn,k

j ,

Ǎ = Ǎn,kj , B̌ = B̌j,n,k, Ẑ = Z ∪ B̌, Π = Π(Zn,k
j ), Πi = Πi(Z

n,k
j ),

Π̂ =

{
Π̂(Zn,k

j ), åñëè Γ0(Π) ∩ Γ0(K) = ∅,
Π ∪ (Π−)

1/2, åñëè Γ0(Π) ⊂ Γ0(K),

Π̂i =

{
Π̂i(Z

n,k
j ), åñëè Γ0(Π) ∩ Γ0(K) = ∅,

Πi, åñëè Γ0(Π) ⊂ Γ0(K),

i = 1, 2. Åñëè Πi ̸= ∅, òî mi ∈ Z+ îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâîì pd−1(Πi) ∈ Ξmi(pd−1(Π));
åñëè Πi = ∅, òî ïîëàãàåì mi = +∞. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî m1 6 m2.

Íàïîìíèì, ÷òî â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3 áûëè ïîëó÷åíû
ðàâåíñòâà

Π ∩ Π̂i = Πi, pd−1(Πi) = pd−1(Π̂i), i = 1, 2. (2.174)

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü m1 > m̂, m2 > m̂. Òîãäà ïîëàãàåì Gn,k
j,1 = Ẑ ⊂ Ǎ. Èç ëåìì 2.1.4 è

2.1.5, îïðåäåëåíèÿ B̌ è íåðàâåíñòâ m1 > m̂, m2 > m̂ ñëåäóåò, ÷òî Ẑ ∈ R∗∗
m̂,4,3/2. Åñëè

Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî âûïîëíåíî (2.171).
Èìååì Z = (Ẑ)1/3,µ̂ ∪ E1 ∪ E2, ãäå E1 = Z ∩ Π̂1(µ̂), E2 = (Z ∩ Π̂2(µ̂))\Π̂1(µ̂).

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñåìåéñòâà Gn,kj îïðåäåëÿåì â äâà ýòàïà:

1. åñëè 1 ∈ J(Z), òî ñòðîèì ìíîæåñòâà Gn,k
j,s ∈ Gn,kj , 2 6 s 6 s∗∗:

(a) ïîêðûâàåì ïàðàëëåëåïèïåä (Π̂1(µ̂)\Π̂1) ∩ Π êóáàìè Kt, 1 6 t 6 t∗ .
d

µ̂ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2.1.3 äëÿ I = {1} (òîãäà pd−1(Kt) ∈
Ξ4(pd−1(Π1))),

(b) ñòðîèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Gn,kj,t = {Gn,k
j,s }st+16s6st+1 (s1 = 1, st∗+1 =

s∗∗) òàêîå, ÷òî {(Gn,k
j,s )1/3,µ̂}st+16s6st+1 îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

Π ∩ (Kt\Π1)\Π̂2 = Z ∩Kt;

åñëè 1 /∈ J(Z), òî E1
d
= ∅ è ïîñòðîåíèå íå ïðîâîäèòñÿ;

2. åñëè E2

d

̸= ∅, òî ñòðîèì ìíîæåñòâà Gn,k
j,s ∈ Gn,kj , s∗∗ + 1 6 s 6 s∗, òàêèå, ÷òî

{(Gn,k
j,s )1/3,µ̂}s∗∗+16s6s∗ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì E2.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.3 ïîëó÷àåì Π̂2 =
Π2 = ∅ è øàã 2 íå ïðîâîäèòñÿ.

Äîêàæåì (2.169), çàòåì îïèøåì øàãè 1, (b) è 2 è ïðîâåðèì, ÷òî Gn,k
j,s ⊂ Ǎn,kj ,

Gn,k
j,s ∈ R∗∗

m̂,4,3/2 è ÷òî åñëè Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî âûïîëíåíî (2.170).
Èìååì

∪s∗s=1(G
n,k
j,s )1/3,µ̂ = (Ẑ)1/3,µ̂ ∪

(
∪t∗t=1 ∪

st+1

s=st+1 (G
n,k
j,s )1/3,µ̂

)
∪
(
∪s∗s=s∗∗+1(G

n,k
j,s )1/3,µ̂

)
⊃

⊃ (Ẑ)1/3,µ̂ ∪
(
∪t∗t=1 (Π ∩ (Kt\Π1)) \Π̂2

)
∪ E2

(2.174)
=

= (Ẑ)1/3,µ̂ ∪
(
∪t∗t=1

(
Kt ∩ (Π\(Π̂1 ∪ Π̂2))

))
∪ E2 ⊃
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⊃ (Ẑ)1/3,µ̂ ∪
(
Π ∩ Π̂1(µ̂)\(Π̂1 ∪ Π̂2)

)
∪ E2

(2.174)
=

= (Ẑ)1/3,µ̂ ∪ (Π̂1(µ̂) ∩ Z) ∪ E2 = (Ẑ)1/3,µ̂ ∪ E1 ∪ E2 = Z.

Îïèøåì øàã 1, (b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂t ïàðàëëåëåïèïåä òàêîé, ÷òî Kt = K̂
2/3
t .

Òîãäà K̂t

d
⊂ (Π̂\Π̂1) ∪ Π

1/4
1 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3, ïîýòîìó

K̂t\Π̂2 ⊂ Ẑ ∪ Π
1/4
1 ⊂ Ǎ (2.175)

(íàïîìíèì, ÷òî øàã 1 ïðîâîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè 1 ∈ J(Z)). Êðîìå òîãî, èç
çàìå÷àíèÿ 2.1.3 è èç ïóíêòîâ 3 è 4 ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3 ñëåäóåò, ÷òî K̂t ⊂ K â ñëó÷àå
Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

• m2 > m1 + 5 + m̂ + ⌈log2 µ̂⌉. Â ñèëó ñâîéñòâà 3 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3, åñëè

K̂t ∩ Π̂2

d

̸= ∅, òî

pd−1(Π̂2) ∈ Ξm2−m1−4(pd−1(K̂t)), m2 −m1 − 4 > m̂. (2.176)

1. K̂t ∩ Π̂2
d
= ∅ (åñëè Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ýòîò ñëó÷àé).

Òîãäà ïîëîæèì Gn,kj,t = {K̂t}; âêëþ÷åíèå K̂t ⊂ Ǎ ñëåäóåò èç (2.175). Åñëè
Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî âûïîëíåíî (2.170).

2. K̂t ∩ Π̂2

d

̸= ∅, h(K̂t ∩ Π̂2) > l(K̂t ∩ Π̂2). Òîãäà èç (2.176) è íåðàâåíñòâ
h(K̂t ∩ Π̂2) 6 4l(Π̂2) = 4l(K̂t ∩ Π̂2) ñëåäóåò, ÷òî K̂t\Π̂2 ∈ R∗∗

m̂,4,3/2. Ïîëîæèì

Gn,k
j,st+1 = K̂t\Π̂2. Òîãäà (K̂t\Π̂2)1/3,µ̂ ⊃ Kt\Π̂2(µ̂). Âêëþ÷åíèå G

n,k
j,st+1 ⊂ Ǎ

ñëåäóåò èç (2.175). Òåì ñàìûì, îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü îñòàëüíûå ýëåìåíòû
òàê, ÷òîáû ñåìåéñòâî {(Gn,k

j,s )1/3,µ̂}st+26s6st+1 îáðàçîâàëî ïîêðûòèå ìíîæåñ-
òâà

E ′
t :=

(
Π ∩ (Kt\Π1)\Π̂2

)
\(Kt\Π̂2(µ̂)) = (Kt\Π1) ∩ Π ∩ (Π̂2(µ̂)\Π̂2)

è Gn,k
j,s ñîäåðæàëèñü â Π̂ è íå ïåðåêðûâàëèñü ñ Π̂i\Πj,n,k,i, i = 1, 2 (òîãäà

Gn,k
j,s ⊂ Ǎ). Åñëè E ′

t
d
= ∅, òî ïîñòðîåíèå íå ïðîâîäèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî

Kt\Π1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì (â ñèëó ñâîéñòâà 3 èç ïðåäëîæåíèÿ

2.1.3 è íåðàâåíñòâ h(Π1)
(2.28)

> l(Π1) > l(Kt) = h(Kt)), ïîýòîìó E ′
t ÿâëÿåòñÿ

ïàðàëëåëåïèïåäîì è pd−1(E
′
t)

(2.176)
= pd−1(Π2). Ïóñòü {Ks,t}st+26s6st+1 �

ñåìåéñòâî êóáîâ, îáðàçóþùåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà E ′
t è îïðåäåëåííîå â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2.1.3 äëÿ I = {1, 2} (òîãäà st+1−st−1 .
d

µ̂),

K̂s,t � ïàðàëëåëåïèïåä, òàêîé ÷òî (K̂s,t)
2/3 = Ks,t. Ïîëîæèì Gn,k

j,s = K̂s,t.

Òîãäà Gn,k
j,s ∈ R∗∗

m̂,4,3/2 è (Gn,k
j,s )1/3,µ̂ = Ks,t.

3. K̂t ∩ Π̂2

d

̸= ∅, h(K̂t ∩ Π̂2) < l(K̂t ∩ Π̂2) è Kt ∩ Π̂2
d
= ∅. Òîãäà Γ0(K̂t ∩

Π̂2) ⊂ Γ0(K̂t) (èíà÷å Π̂2 ⊂ K̂t è h(Π̂2) < l(Π̂2) � ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.28)).
Ïóñòü ∆ � êóá, òàêîé, ÷òî pd−1(∆) = pd−1(Π̂2) è Γ0(∆) ⊂ Γ0(K̂t). Òîãäà
K̂t\∆ ∈ R∗∗

m̂,4,3/2 â ñèëó (2.176),

K̂t\∆ ⊂ K̂t\Π̂2

(2.175)
⊂ Ǎ,

h(∆(µ̂)) = µ̂ · l(∆) = µ̂ · l(Π̂2)
(2.176)
=

16µ̂ · l(Kt)

2m2−m1
6 1

2
h(Kt)

è (K̂t\∆)1/3,µ̂ = Kt. Ïîëîæèì Gn,kj,t = {K̂t\∆}.
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4. h(K̂t ∩ Π̂2) < l(K̂t ∩ Π̂2) è Kt ∩ Π̂2

d

̸= ∅. Òàê êàê

h(Π̂2)
(2.28)

6 4l(Π̂2)
(2.176)

6 22−m2+m1+4l(K̂t) 6
h(Kt)

2
, (2.177)

òî
zd(Γ0(Π̂2)) > zd(Γ0(K̂t)).

Ïîýòîìó

Γ1(Kt ∩ Π̂2) ⊂ Γ1(Kt) (2.178)

(èíà÷å Π̂2 ⊂ K̂t è h(Π̂2) < l(Π̂2) � ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.28)).

Ïóñòü∆� êóá, òàêîé, ÷òî Γ1(∆) = Γ0(Π̂2), ∆̂� ïàðàëëåëåïèïåä, ∆̂2/3 = ∆.
Òîãäà

h(K̂t ∩ Π̂2) + h(∆̂) 6 5

2
l(Π̂2)

(2.177)

6 h(Kt),

ïîýòîìó ∆̂
(2.178)
⊂ Kt\Π̂2

(2.175)
⊂ Ǎ. Ñåìåéñòâî

Gn,kj,t = {K̂t\(∆ ∪ Π̂2), ∆̂}

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâà (K̂t\(∆∪ Π̂2))1/3,µ̂ = Kt\(∆∪
Π̂2) è (∆̂)1/3,µ̂ = ∆ îáðàçóþò ïîêðûòèåKt\Π̂2. Â ñèëó (2.175), K̂t\(∆∪Π̂2) ⊂
Ǎ. ßñíî, ÷òî ∆̂ ∈ R∗∗

m̂,4,3/2; óñëîâèå K̂t\(∆∪Π̂2) ∈ R∗∗
m̂,4,3/2 âûïîëíåíî â ñèëó

(2.176) è íåðàâåíñòâà h((∆ ∪ Π̂2) ∩ K̂t) 6 2l(Π̂2 ∩ K̂t).

• m2 6 m1+4+m̂+⌈log2 µ̂⌉ (â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.3, ýòîò ñëó÷àé ïðè Γ0(Π(Z)) ⊂
Γ0(K) íå ðåàëèçóåòñÿ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Kt ∩ Z íà
ïàðàëëåëåïèïåäû Qt,s, 1 6 s 6 ŝt .

m̂, µ̂, d

1, òàêîå, ÷òî pd−1(Qt,s) ∈ Ξ(pd−1(Kt)),

l(Qt,s) 6 l(Π2) 6 l(Π1) è h(Qt,s) 6 2l(Qt,s). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Qt,s ñòðîèì
ïîêðûòèå êóáàìè Kt,s,σ (1 6 σ 6 σs, t .

d

1) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì

2.1.3 (äëÿ I = {1, 2}). Ïîëîæèì Gn,kj,t = {K̂t,s,σ}16s6ŝt,16σ6σs, t , ãäå K̂t,s,σ �

ïàðàëëåëåïèïåä, òàêîé, ÷òî (K̂t,s,σ)
2/3 = Kt,s,σ. Òîãäà

K̂t,s,σ ⊂
(
Π̂\(Π̂1 ∪ Π̂2)

)
∪ (Πj,n,k,1 ∪ Πj,n,k,2) = Ǎ.

Îïèøåì øàã 2. Åñëè Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K), òî E2
d
= ∅ â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.3.

Ïóñòü E2

d

̸= ∅. Çàìåòèì, ÷òî E2 = Π ∩ (Π̂2(µ̂)\Π̂2)\Π̂1(µ̂) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
íå áîëåå, ÷åì äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ E2,1 è E2,2, íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ñ Π̂1 ∪ Π̂2

(çäåñü èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî m1 6 m2). Ïðè ýòîì, h(E2,i)/l(E2,i) .
µ̂

1,

i = 1, 2. Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîìó èç ýòèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïðåäëîæåíèå 2.1.3 äëÿ
I = {1, 2}, ïîëó÷àåì ïàðàëëåëåïèïåäû Gn,k

j,s òàêèå, ÷òî (Gn,k
j,s )1/3,µ̂ ÿâëÿþòñÿ êóáàìè,

îáðàçóþùèìè ïîêðûòèå E2, è

Gn,k
j,s ⊂

(
Π̂\(Π̂1 ∪ Π̂2)

)
∪ (Πj,n,k,1 ∪ Πj,n,k,2) = Ǎ.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü m1 < m̂, Γ0(Π(Z)) ∩ Γ0(K) = ∅.

1. m2 > m̂+m1 + 5 + ⌈log2 µ̂⌉. Ïîëàãàåì Q = Ξm1(Π), I = {1}.

2. m2 6 m̂+m1 + 4 + ⌈log2 µ̂⌉. Ïîëàãàåì Q = Ξm2(Π), I = {1, 2}.
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Ïóñòü E ∈ Q. Òàê êàê h(E) = l(E) 6 l(Πi) 6 h(Πi), i ∈ I, òî ΠE := E\ (∪i∈IΠi)
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ïîñòðîèì ïîêðûòèå {KE,t}tEt=1 ìíîæåñòâà ΠE â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2.1.3 (åñëè ΠE

d

̸= ∅). Òîãäà tE .
d

1. Åñëè ΠE
d
= ∅, òî

ïîëàãàåì tE = 0.
Åñëè I = {1, 2}, òî ïîëàãàåì Gn,kj = {K̂E,t}E∈Q, 16t6tE (ãäå K̂E,t � ïàðàëëåëåïèïåä,

(K̂E,t)
2/3 = KE,t). ßñíî, ÷òî K̂E,t ∈ R∗

m̂,4,3/2; âêëþ÷åíèå K̂E,t ⊂ Ǎ ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3. Íàêîíåö,

∪
E∈Q

tE∪
t=1

KE,t ⊃
∪
E∈Q

ΠE ⊃ Z.

Åñëè I = {1}, òî ñòðîèì ñåìåéñòâî Gn,kj,t = {Gn,k
j,s }st+16s6st+1 òàêîå, ÷òî

Gn,k
j,s ⊂ Ǎ, Gn,k

j,s ∈ R∗
m̂,4,3/2 è {(Gn,k

j,s )1/3,µ̂}st+16s6st+1 îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

Π ∩ (KE,t\Π1)\Π̂2. Ýòî äåëàåòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå 1 (ñì. øàã 1, (b)). Ïîëàãàåì
Gn,kj = {Gn,k

j,s }E∈Q, 16t6tE , st+16s6st+1 . Òîãäà∪
E∈Q

tE∪
t=1

st+1∪
s=st+1

(Gn,k
j,s )1/3,µ̂ ⊃

∪
E∈Q

tE∪
t=1

(
Π ∩ (KE,t\Π1)\Π̂2

)
⊃

⊃
∪
E∈Q

[
(E\Π1) ∩

(
Π\(Π1 ∪ Π̂2)

)]
(2.174)
=

∪
E∈Q

(Z ∩ E) = Z.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü m1 < m̂, Γ0(Π(Z)) ⊂ Γ0(K). Âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 2.1.3.

Ïîëîæèì {Ks}s∗s=1 = {E ∈ Ξm1(Π) : E ∩ Π1
d
= ∅}. Ýòî ñåìåéñòâî êóáîâ îáðàçóåò

ïîêðûòèå Z. Ïóñòü K̂s � ïàðàëëåëåïèïåäû, òàêèå, ÷òî K̂2/3
s = Ks. Ïîëîæèì Gn,kj =

{K̂s}s∗s=1. Òîãäà K̂s ∈ R∗∗
m̂,4,3/2, âûïîëíåíî (2.170) èëè (2.171), (K̂s)1/3,µ̂ = Ks è ïîýòîìó

âûïîëíåíî (2.169). Íàêîíåö, K̂s ⊂ Π̂, è åñëè K̂s∩Π1

d

̸= ∅, òî Γ0(Ks) = Γ1(Π1). Â ýòîì
ñëó÷àå 1 ∈ J(Z) è K̂s\Ks = Π

1/4
1 . Çíà÷èò, K̂s ⊂ Ǎ.

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.4.1. Îáîçíà÷èì

T̂n,k = {E : ∃j ∈ 1, νn,k : E ∈ Pn,k,j}.

Òîãäà card T̂n,k .
r,d

2kn è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lipr0(Ω) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ Sn,k(f) ∈

Sr,T̂n,k(Ω) òàêàÿ, ÷òî

∥f − Sn,k(f)∥Lp,q,T̂n,k,v(Ω) .
p,q,r,d,L,L′

(2kn)
− δ
d
+( 1

q
− 1
p)+∥gv∥Lκ(Ω)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

. (2.179)

Ïðè ýòîì, f 7→ Sn,k(f) ëèíåéíî è íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå

(Lipr0(Ω), ∥ · ∥Ŵ r
p,g(Ω)) → Lq,v(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ Sn,k,j(f) îïðåäåëåíà â ëåììå 2.4.1. Ïîëîæèì
Sn,k(f)|Ωn,kj = Sn,k,j(f). Òîãäà îòîáðàæåíèå f 7→ Sn,k(f) ëèíåéíî è íåïðåðûâíî. Èç

íåðàâåíñòâ νn,k .
d

2kn (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.4.2) è íåðàâåíñòâà cardPn,k,j 6 s∗(r, d)

(ñì. ëåììó 2.4.1) ñëåäóåò, ÷òî card T̂n,k .
r,d

2kn.
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Äîêàæåì (2.179). Èìååì

∥f − Sn,k(f)∥Lp,q,T̂n,k,v(Ω) =

(
νn,k∑
j=1

∥f − Sn,k,j(f)∥σp,q
Lp,q,Pn,k,j ,v(Ω

n,k
j )

) 1
σp,q (2.168)

.
p,q,r,d,L,L′

.
(
νn,k∑
j=1

∥gv∥σp,qLκ(Ω)(2
kn)−σp,q/κ

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥σp,q
Lp(Ω̃

n,k
j )

) 1
σp,q

=:Mn,k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
νn,k∑
j=1

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(Ω̃

n,k
j )

=

νn,k∑
j=1

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(Ω

n,k
j )

+

νn,k∑
j=1

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(ψ̂◦ψ(Bj,n,k))

+

+

νn,k∑
j=1

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(ψ̂◦ψ(Πj,n,k,1))

+

νn,k∑
j=1

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(ψ̂◦ψ(Πj,n,k,2))

6 3

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

,

òàê êàê ìíîæåñòâà â êàæäîé èç ñèñòåì {Zn,k
j }νn,kj=1 , {Bj,n,k}

νn,k
j=1 , {Πj,n,k,1, Πj,n,k,2}

νn,k
j=1

ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ â ñèëó ëåìì 2.1.4 è 2.1.5, à îòîáðàæåíèå ψ̂ ◦ ψ ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâûì ãîìåîìîðôèçìîì.

Çíà÷èò, ïðè p 6 q

Mn,k 6 31/p∥gv∥Lκ(Ω)(2
kn)−

r
d
− 1
q
+ 1
p

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

,

îòêóäà ïîëó÷àåì (2.179). Ïðè p > q ñîîòíîøåíèå (2.179) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
Ãåëüäåðà è óñëîâèÿ νn,k .

d

2kn.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ŵ r
p,g(Ω) îãðàíè÷åíî â

Lq,v(Ω) è ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè çíà÷åíèé êîëìîãîðîâñêèõ, ãåëüôàíäîâñêèõ è
àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë (èç ýòèõ îöåíîê áóäåò ñëåäîâàòü êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ).

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(x′, xd) = 2k ïðè φ0
k(x

′) < xd 6
φ0
k+1(x

′); â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ïî xd.
Òàê êàê îáëàñòü D èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó, òî åå ìîæíî ïîêðûòü îáëàñòÿìè

Di, 1 6 i 6 i0, èìåþùèìè âèä

Di = Ti
(
{(t, ξ) : ξ ∈ ∆i, φi(ξ) 6 t 6 φi(ξ)}

)
,

ãäå ∆i � çàìêíóòûå d− 2-ìåðíûå êóáû, Ti : Rd−1 → Rd−1 � îïåðàòîð ïîâîðîòà, φi,
φ
i
: ∆i → R ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L > 0, min∆i(φi − φ

i
) > 0. Ïîëîæèì

T̂i(x1, . . . , xd−1, xd) = (Ti(x1, . . . , xd−1), xd) ,

Ωi = {(x′, xd) : x′ ∈ Di, τ−(x
′) 6 xd 6 τ+(x

′)},
φ+(x

′) = τ+(x
′), φ−(x

′) =
3

2
τ−(x

′)− 1

2
τ+(x

′),

Ω̂i = {(x′, xd) : x′ ∈ Di, φ−(x
′) 6 xd 6 φ+(x

′)}.
Òîãäà ôóíêöèè φ± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé 2Λ,

Ωi = (T̂i ◦ ψ̂i ◦ ψi)(Ki), Ω̂i = (T̂i ◦ ψ̂i ◦ ψi)(K̂i),

ãäå Ki � d-ìåðíûå êóáû, K̂2/3
i = Ki, à îòîáðàæåíèÿ ψi è ψ̂i çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè,

àíàëîãè÷íûìè (2.102) è (2.106); âìåñòî φ(·) è φ(·) áåðóòñÿ ôóíêöèè φi(·) è φ
i
(·)

ñîîòâåòñòâåííî, à âìåñòî φ±(·) � ôóíêöèè φ±(Ti·).
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Ïóñòü li � äëèíà ñòîðîíû ∆i. Âûáåðåì L′ ∈ (0, 1/2) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî
i = 1, . . . , i0 âûïîëíÿëèñü âêëþ÷åíèÿ

(φi − φ
i
)(∆i) ⊂ [2L′li, (2L

′)−1li], (φ+ − φ−)(Di) ⊂ [2L′li, (2L
′)−1li].

Âåëè÷èíó L̂′′ = L̂′′(r, d, L, L′) îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 2.3.1. Ïóñòü
k∗ ∈ N òàêîâî, ÷òî L′′ := Λ

√
d−1

2k∗−1 < L̂′′. Îáîçíà÷èì {Eij}16j62k∗(d−1) = Ξk∗(pd−1(Ki)),

Kij = {(x′, xd) ∈ Ki : x
′ ∈ Eij}, K̂ij = {(x′, xd) ∈ K̂i : x

′ ∈ Eij}, Ωij = (T̂i◦ψ̂i◦ψi)(Kij),
Ω̂ij = (T̂i ◦ ψ̂i ◦ ψi)(K̂ij).

Äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî i ∈ 1, i0, j ∈ 1, 2k∗(d−1) äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà Ŵ r

p,g(Ωij) â ïðîñòðàíñòâå Lq,v(Ωij) è ïîëó÷èòü ïîðÿäêîâûå íåðàâåíñòâà

ϑn(Ŵ
r
p,g(Ωij), Lq,v(Ωij)) .

p,q,r,d,L,L′
∥gv∥Lκ(Ωij)n

−θp,q,r,d . (2.180)

Ôèêñèðóåì i è j, ïîëàãàåì Ω̃ = Ω̃ij = {(2k∗x′, xd) : (x′, xd) ∈ Ωij}, Ω̌ = Ω̌ij =

{(2k∗x′, xd) : (x′, xd) ∈ Ω̂ij}, g̃(x′, xd) = g(2−k∗x′, xd), ṽ(x′, xd) = v(2−k∗x′, xd),
(x′, xd) ∈ Ω̃ij. Òîãäà (g̃, ṽ) ∈ EL′′/

√
d−1 (ïîýòîìó (g̃, ṽ) ∈ EL′′),

ϑn(Ŵ
r
p,g(Ωij), Lq,v(Ωij)) .

p,q,r,d,k∗

ϑn(Ŵ
r
p,g̃(Ω̃ij), Lq,ṽ(Ω̃ij))

è ∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃ij)
.

p,q,r,d,k∗

∥gv∥Lκ(Ωij). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T̂i �

òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Îáëàñòè Ω̃ è Ω̌ èìåþò âèä

Ω̃ = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, τ̃−(x
′) 6 xd 6 τ̃+(x

′)},
Ω̌ = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, φ̃−(x

′) 6 xd 6 φ̃+(x
′)},

ãäå D̃ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (2.162), φ̃± ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé
L′′

√
d−1

îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû (à çíà÷èò, ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L′′

îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥∞), τ̃+ = φ̃+, τ̃− = 2
3
φ̃− + 1

3
φ̃+.

Ïîëîæèì

Γ0(Ω̃) = {(x′, τ̃−(x′)) : x′ ∈ D̃}, Ω̃− = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, φ̃−(x
′) < xd < τ̃−(x

′)}.

Îáîçíà÷èì C∞(Ω̃, Γ0) ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà Ω̃, ðàâíûõ íóëþ â
îêðåñòíîñòè Γ0(Ω̃).

Óòâåðæäåíèå (#). Ìíîæåñòâî C∞(Ω̃, Γ0) ∩ Ŵ r
p,g̃(Ω̃) ïëîòíî â Ŵ r

p,g̃(Ω̃) îòíîñè-

òåëüíî íîðìû ∥f∥Ŵ r
p,g̃(Ω̃) :=

∥∥∥∇rf
g̃

∥∥∥
Lp(Ω̃)

.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïîëîæèì

Ωε = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, τ̃−(x
′) 6 xd 6 τ̃+(x)− ε},

Ωε = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, τ̃−(x
′) + ε 6 xd 6 τ̃+(x)},

Ωε = {(x′, xd) : x′ ∈ D̃, τ̃−(x
′) + ε 6 xd 6 τ̃+(x)− ε}.

Èç óñëîâèÿ (g̃, ṽ) ∈ EL′′ è îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g̃ îãðàíè÷åíà íà Ωε è
îòäåëåíà îò íóëÿ íà Ωε.

Ïóñòü f0 ∈ Ŵ r
p,g̃(Ω̃). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f åå ïðîäîëæåíèå íóëåì íà Ω̃−. Òàê êàê

îáëàñòü Ω̃ èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó, òî

∇rf(x) =

{
∇rf0(x), x ∈ Ω̃,

0, x ∈ Ω̃−
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(ýòî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî r ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ∂r−1f0
∂xα

ýëåìåíòàìè C∞(Ωε, Γ0) îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥W 1
p (Ωε)

; çäåñü |α| = r − 1).

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è äëÿ x = (x′, xd) ∈ Ω̃ ïîëîæèì fε(x
′, xd) =

f(x′, xd − ε). Òîãäà∥∥∥∥∇rfε
g̃

∥∥∥∥p
Lp(Ω̃)

=

∫
Ωε

|∇rf(x′, xd)|p

|g̃(x′, xd + ε)|p
dx 6

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥p
Lp(Ω̃)

6 1

(çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî g̃ âîçðàñòàåò ïî xd). Ïîêàæåì, ÷òî∥∥∥∥∇rf

g̃
− ∇rfε

g̃

∥∥∥∥
Lp(Ω̃)

→
ε→0

0.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî λ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå h > 0, ÷òî
∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥
Lp(Ω̃\Ω2h)

< λ. Òîãäà

ïðè ε < h âûïîëíåíî
∥∥∥∇rfε

g̃

∥∥∥
Lp(Ω̃\Ωh)

< λ. Â ñàìîì äåëå,∥∥∥∥∇rfε
g̃

∥∥∥∥p
Lp(Ω̃\Ωh)

=

∫
Ω̃\Ωh

∣∣∣∣∇rf(x′, xd − ε)

g̃(x′, xd)

∣∣∣∣p dx+ ∫
Ω̃\Ωh

∣∣∣∣∇rf(x′, xd − ε)

g̃(x′, xd)

∣∣∣∣p dx 6

6
∫

Ω̃\Ωh−ε

∣∣∣∣ ∇rf(x′, xd)

g̃(x′, xd + ε)

∣∣∣∣p dx+ ∫
Ω̃\Ωh+ε

∣∣∣∣ ∇rf(x′, xd)

g̃(x′, xd + ε)

∣∣∣∣p dx 6

6
∫

Ω̃\Ωh−ε

∣∣∣∣∇rf(x′, xd)

g̃(x′, xd)

∣∣∣∣p dx+ ∫
Ω̃\Ωh+ε

∣∣∣∣∇rf(x′, xd)

g̃(x′, xd)

∣∣∣∣p dx 6
∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥p
Lp(Ω̃\Ω2h)

< λp

(çäåñü ñíîâà èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî g̃ âîçðàñòàåò ïî xd).
Íà ìíîæåñòâå Ωh/2 ôóíêöèÿ g̃ îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ, ïîýòîìó îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ∥∇rf −∇rfε∥Lp(Ωh) → 0 ïðè ε→ 0.

Âçÿâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0, ïîëó÷àåì
∥∥∥∇rf

g̃
− ∇rfε

g̃

∥∥∥
Lp(Ω̃)

< 3λ. Ïîêàæåì, ÷òî

íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f̃ε, ðàâíàÿ íóëþ â îêðåñòíîñòè Γ0(Ω̃) òàêàÿ, ÷òî∥∥∥∥∥∇rfε
g̃

− ∇rf̃ε
g̃

∥∥∥∥∥
Lp(Ω̃)

< λ. (2.181)

Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì g̃ε(x
′, xd) = g̃(x′, xd − ε), (x′, xd) ∈ Ωε. Òîãäà g̃ε 6 Cε < ∞.

Ïîñêîëüêó ∇rfε|Ω̃\Ωε
= 0, g̃|Ωε/2 > cε > 0 è

∥∇rfε∥Lp(Ω̃) = Cε

∥∥∥∥∇rfε
Cε

∥∥∥∥
Lp(Ω̃)

6 Cε

∥∥∥∥∇rfε
g̃ε

∥∥∥∥
Lp(Ωε)

6 Cε

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp(Ω̃)

6 Cε,

òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f̃ε, ðàâíàÿ íóëþ íà Ω̃\Ωε/2 òàêàÿ, ÷òî∥∥∥∇rfε −∇rf̃ε

∥∥∥
Lp(Ω̃)

< λcε,

îòêóäà ñëåäóåò (2.181). Óòâåðæäåíèå (#) äîêàçàíî.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ŵ r

p,g̃(Ω̃) îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå Lq,ṽ(Ω̃) è ìíîæåñòâî

C∞(Ω̃, Γ0) ∩ Ŵ r
p,g̃(Ω̃) ïëîòíî â Ŵ

r
p,g̃(Ω̃) îòíîñèòåëüíî íîðìû ïðîñòðàíñòâà Lq,ṽ(Ω̃). Â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3.1, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞(Ω̃, Γ0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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(2.160) ñ Pf = 0, g := g̃, v := ṽ, Ω := Ω̌, Ω′ := Ω̃, è ìíîæåñòâî Ŵ r
p,g̃(Ω̃) ∩ C∞(Ω̃, Γ0)

îãðàíè÷åíî â Lq,ṽ(Ω̃). Ïóñòü f ∈ Ŵ r
p,g̃(Ω̃), fj ∈ Ŵ r

p,g̃(Ω̃) ∩ C∞(Ω̃, Γ0), j ∈ N,∥∥∥∇rfj
g̃

− ∇rf
g̃

∥∥∥
Lp(Ω̃)

→
j→∞

0. Òîãäà fj ñõîäèòñÿ ê f â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

íà Ω̃ (â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ìàëîãî ε > 0 âûïîëíåíî ∥∇rfj −∇rf∥Lp(Ωε) →
j→∞

0,

ïîýòîìó ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ ∥fj − f∥Lp(Ωε) →
j→∞

0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fj}j∈N
ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå Lq,ṽ(Ω̃) (â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.160)), òàê ÷òî îíà
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f̃ ïî íîðìå Lq,ṽ(Ω̃). Çíà÷èò, fj →

j→∞
f̃ â ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé, f̃ = f è

∥f∥Lq,ṽ(Ω̃) 6 sup
j∈N

∥fj∥Lq,ṽ(Ω̃)

(2.160)

.
q,p,r,d,L,L′

∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃).

Èòàê, äëÿ îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ è àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü Sn,k(f) �
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå 2.4.2, k ∈ Z+. Ïðè
p > q è (p < q, q̂ 6 2) ñîîòíîøåíèå (2.180) ñëåäóåò èç ëåììû 2.4.2 (â êà÷åñòâå
ïðèáëèæàþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðè îöåíêå êîëìîãîðîâñêèõ è àïïðîêñèìàòèâíûõ
÷èñåë áåðåòñÿ Sr,T̂n,0(Ω̃), à ïðè îöåíêå ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî Sn,0(f) = 0).

Ïóñòü 1 < p < q, 2 < q̂ < +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ŵ r
p,g̃(Ω̃) âûïîëíåíî

f =
∞∑
k=1

(Sn,k(f)− Sn,k−1(f)) + Sn,0(f),

ãäå ðÿä ñóììèðóåòñÿ â ìåòðèêå Lq,ṽ(Ω̃). Äëÿ êàæäîãî k ∈ Z+ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå
T̂n,k îáëàñòè Ω̃ íà ïîäìíîæåñòâà Ω̂n,k

j , 1 6 j 6 ν̃n,k .
r,d

2kn òàêîå, ÷òî Sn,k(f)|Ω̂n,kj
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
M∗(r, d) òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Ω̂n,k

j ïåðåêðûâàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì M∗(r, d)

ìíîæåñòâàìè âèäà Ω̂n,k+1
i è Ω̂n,k−1

i (ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.4.2
è èç óñëîâèÿ s∗ = s∗(r, d), ñì. ëåììó 2.4.1). Ïîëîæèì T ′

n,k = {Gn,k
i,j := Ω̂n,k

j ∩ Ω̂n,k−1
i }i,j,

k ∈ N. Òîãäà νn,k := cardT ′
n,k .

r,d

2kn è

∥Sn,k(f)− Sn,k−1(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃) 6

6 ∥f − Sn,k(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃) + ∥f − Sn,k−1(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃) =

=

 ν̃n,k∑
j=1

∑
i:|Gn,ki,j |>0

∥f − Sn,k(f)∥p
Lq,ṽ(G

n,k
i,j )


1/p

+

+

ν̃n,k−1∑
i=1

∑
j:|Gn,ki,j |>0

∥f − Sn,k−1(f)∥p
Lq,ṽ(G

n,k
i,j )


1/p

.
p,q,r,d

.

 ν̃n,k∑
j=1

∥f − Sn,k(f)∥p
Lq,ṽ(Ω̂

n,k
j )

1/p

+

ν̃n,k−1∑
i=1

∥f − Sn,k−1(f)∥p
Lq,ṽ(Ω̂

n,k−1
i )

1/p

=

= ∥f − Sn,k(f)∥Lp,q,T̂n,k,ṽ(Ω̃) + ∥f − Sn,k−1(f)∥Lp,q,T̂n,k−1,ṽ
(Ω̃)

(2.179)

.
p,q,r,d,L,L′
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. ∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃)(2
kn)−

r
d
+ 1
p
− 1
q

∥∥∥∥∇rf

g̃

∥∥∥∥
Lp(Ω̃)

6 ∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃)(2
kn)−

r
d
+ 1
p
− 1
q ,

ò.å.

∥Sn,k(f)− Sn,k−1(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃) .
p,q,r,d,L,L′

∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃)(2
kn)−

r
d
+ 1
p
− 1
q . (2.182)

Îïðåäåëèì Sr,T ′
n,k
(Ω̃) â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.102). Ïóñòü

ν̂n,k = (dimSr,T ′
n,k
(Ω̃), Lq,ṽ(Ω̃)).

Ïî ëåììå 1.4.5, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì An,k : Sr,T ′
n,k
(Ω̃) → Rν̂n,k òàêîé,

÷òî
βn,k := ∥(An,k)−1∥

l
ν̂n,k
q →Lq,ṽ(Ω̃)

.
q,r,d

1,

αn,k := ∥An,k∥
Lp,q,T ′

n,k
,ṽ(Ω̃)∩Sr,T ′

n,k
(Ω̃)→l

ν̂n,k
p

.
p,r,d

1.
(2.183)

Òåïåðü îöåíèì âåëè÷èíû ϑn(Ŵ
r
p,g̃(Ω̃), Lq,ṽ(Ω̃)). Ïóñòü {m(k)}k∈Z+ ⊂ Z+ �

íåêîòîðàÿ ôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, Λk � ýêñòðåìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
äëÿ ϑm(k)(B

ν̂n,k
p , l

ν̂n,k
q ) =: γn,k, Ek � ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå ñ îáðàçîì â Λk

(ïðè îöåíêå àïïðîêñèìàòèâíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Ẽ : f 7→
∞∑
k=1

(An,k)−1EkA
n,k(Sn,k(f)− Sn,k−1(f)) + Sn,0(f).

Äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {m(k)}k∈Z+ òàêóþ, ÷òîN :=
∑
k

m(k)+

dim Sr,T̂n,0(Ω̃) .
p,q,r,d

n è

sup
f∈Ŵ r

p,g̃(Ω̃)

∥f − Ẽf∥Lq,ṽ(Ω̃) .
p,q,r,d,L,L′

∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃)n
−θp,q,r,d .

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m(k) ôèíèòíà, òî ñóììà ðÿäà êîíå÷íàÿ,
à ìíîæåñòâî Ẽ(Lq,ṽ(Ω̃)) ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå N .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ek ëèíåéíû, òî Ẽ òîæå ëèíåéíî è íåïðåðûâíî â ñèëó ëåììû
2.4.2. Ýòî äàåò îöåíêó äëÿ êîëìîãîðîâñêèõ è àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë. Ïðè îöåíêå
ãåëüôàíäîâñêèõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ span Ŵ r

p,g̃(Ω̃)
òàêèõ, ÷òî EkAn,k(Sn,k(f)− Sn,k−1(f)) = 0, k ∈ N, è Sn,0(f) = 0. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé
âûïîëíåíî Ẽf = 0.

Ïóñòü Ik � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà l
ν̂n,k
q . Åñëè f ∈ Ŵ r

p,g̃(Ω̃), òî

∥f − Ẽf∥Lq,ṽ(Ω̃) 6
∞∑
k=1

∥(An,k)−1(Ik − Ek)A
n,k(Sn,k(f)− Sn,k−1(f))∥Lq,ṽ(Ω̃) 6

6
∞∑
k=1

βn,kγn,kαn,k∥Sn,k(f)− Sn,k−1(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃)

(2.183)

.
q,p,r,d

.
∞∑
k=1

γn,k∥Sn,k(f)− Sn,k−1(f)∥Lp,q,T ′
n,k

,ṽ(Ω̃)

(2.182)

.
p,q,r,d,L,L′

∥g̃ṽ∥Lκ(Ω̃)

∞∑
k=0

γn,k(2
kn)−

r
d
− 1
q
+ 1
p .

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.4.6.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíû îöåíêè ñâåðõó. Îöåíêè ñíèçó äîêàçûâàþòñÿ òàê æå,

êàê â òåîðåìå 2.

Ñíîâà â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èç (3) ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ ëèíåéíûõ è
ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ.
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Ãëàâà 3

Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íà äåðåâå

ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà

âåñà

3.1 Äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû Ýâàíñà � Õàððèñà

� Ïèêà

Ïóñòü (T , ξ∗) � äåðåâî, ∆ : E(T ) → 2R � îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
λ ∈ E(T ) ìíîæåñòâî ∆(λ) = [aλ, bλ] ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòðåçêîì (çäåñü aλ,
bλ ∈ R). Ìåòðè÷åñêèì äåðåâîì íàçîâåì

T = (T , ∆) = {x = (t, λ) : t ∈ [aλ, bλ], λ ∈ E(T )};

ïðè ýòîì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè ξ′ ∈ VT
1 (ξ), ξ

′′ ∈ VT
1 (ξ

′), λ = (ξ, ξ′), λ′ = (ξ′, ξ′′),
òî (bλ, λ) = (aλ′ , λ

′).
Ñêàæåì, ÷òî λ < λ′, åñëè λ = (ω, ξ), λ′ = (ω′, ξ′) è ξ 6 ω′; (t′, λ′) 6 (t′′, λ′′), åñëè

λ′ < λ′′ èëè λ′ = λ′′, t′ 6 t′′. Åñëè (t′, λ′) 6 (t′′, λ′′) è (t′, λ′) ̸= (t′′, λ′′), òî îáîçíà÷èì
(t′, λ′) < (t′′, λ′′). Äëÿ a, x ∈ T, a 6 x ïîëîæèì [a, x] = {y ∈ T : a 6 y 6 x}.

Ðàññòîÿíèå ρT ìåæäó òî÷êàìè T = (T , ∆) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü x 6 y. Åñëè (ξ0, ξ1, . . . , ξn) � ïðîñòîé ïóòü â äåðåâå T , n > 2, λi = (ξi−1, ξi),
x = (t1, λ1), y = (tn, λn), òî ïîëîæèì

ρT(x, y) = |bλ1 − t1|+
n−1∑
i=2

|bλi − aλi|+ |tn − aλn|; (3.1)

åñëè x = (t′, λ), y = (t′′, λ), òî ρT(x, y) = |t′ − t′′|. Ïóñòü x, y ∈ T íåñðàâíèìû.
Òîãäà ïîëîæèì zxy = max{z ∈ T : z 6 x, z 6 y}, ρT(x, y) = ρT(x, zxy) + ρT(y, zxy).
Çàìåòèì, ÷òî ρT ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî λ ∈ E(T ) çàäàíî ïîäìíîæåñòâî Aλ ⊂ ∆(λ). Ñêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî A = {(t, λ) : λ ∈ E(T ), t ∈ Aλ} èçìåðèìî, åñëè Aλ èçìåðèìî äëÿ
êàæäîãî λ ∈ E(T ). Åãî ìåðà Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

mesA =
∑

λ∈E(T )

mesAλ.

Ïóñòü f : A → R. Äëÿ λ ∈ E(T ) îïðåäåëèì ôóíêöèþ fλ : Aλ → R ðàâåíñòâîì
fλ(t) = f(t, λ). Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → R èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, åñëè fλ
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èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó äëÿ êàæäîãî λ ∈ E(T ) è
∑

λ∈E(T )

∫
Aλ

|fλ(t)| dt < ∞. Â ýòîì

ñëó÷àå îáîçíà÷àåì ∫
A

f(x) dx =
∑

λ∈E(T )

∫
Aλ

fλ(t) dt.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü D ⊂ T � çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ (îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρT). Îáîçíà÷èì ÷åðåç TD ìàêñèìàëüíîå
ïîääåðåâî â T òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ E(TD) ìíîæåñòâî {t ∈ ∆(λ) : (t, λ) ∈ D}
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòðåçêîì â R. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ∆D(λ) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ∆D(λ) = {t ∈ ∆(λ) : (t, λ) ∈ D}, λ ∈ E(TD). Òîãäà (TD, ∆D) ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêèì äåðåâîì. Ìû áóäåì åãî îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì D è íàçîâåì åãî
ìåòðè÷åñêèì ïîääåðåâîì â T.

Ïóñòü D � ìåòðè÷åñêîå ïîääåðåâî â T. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà x ∈ D ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëüíîé), åñëè y ∈ T\D äëÿ ëþáîãî y > x
(ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëþáîãî y < x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dmax ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ
òî÷åê â D.

Ïóñòü T = (T , ∆) � ìåòðè÷åñêîå äåðåâî, x0 ∈ T, u, w : T → R+ � èçìåðèìûå
ôóíêöèè. Ïîëîæèì Tx0 = {x ∈ T : x > x0},

Iu,w,x0f(x) = w(x)

∫
[x0, x]

u(t)f(t) dt, x ∈ Tx0 . (3.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V(T ) êîíå÷íî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jx0 = Jx0(T) ñåìåéñòâî ìåòðè÷åñêèõ ïîääåðåâüåâ D ⊂ T ñî

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. x0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé òî÷êîé D;

2. åñëè x ∈ ∂D\{x0}, òî x ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé â D.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå äåðåâî T = (T , ∆) èìååò ñëåäóþùèé âèä. Âåðøèíà
ξ0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì T , V1(ξ0) = {ξ1}, V1(ξ1) = {ξ2, ξ3}, λ1 = (ξ0, ξ1), λ2 = (ξ1, ξ2),
λ3 = (ξ1, ξ3), ∆(λi) = [0, 1], i = 1, 2, 3. Ïóñòü D = {(t, λi) : t ∈ [0, 1], i = 1, 2},
x0 = (0, λ1). Òîãäà D /∈ Jx0(T). Â ñàìîì äåëå, (1, λ1) = (0, λ2) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé.

Äëÿ ïîääåðåâà D ⊂ T, ìû îáîçíà÷èì Ldiscr
p (D) ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ : D → R,

ÿâëÿþùèõñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîì ðåáðå D.
Ïóñòü D ∈ Jx0(T), ∂D\{x0} ⊂ G ⊂ Dmax. Ïîëîæèì

αD,G = inf

∥f∥Lp(D) : f ∈ Lp(D),
∫

[x0, t]

|f(x)|u(x) dx = 1 ∀t ∈ G

 , (3.3)

αdiscr
D,G = inf

∥f∥Lp(D) : f ∈ Ldiscr
p (D),

∫
[x0, t]

|f(x)|u(x) dx = 1 ∀t ∈ G

 ,

αD = αD,∂D\{x0}, αdiscr
D = αdiscr

D,∂D\{x0}. (3.4)
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Çàìå÷àíèå 3.1.1. Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîì ðåáðå D, òî
αD,G = αdiscr

D,G .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí Ýâàíñîì, Õàððèñîì è Ïèêîì [98].

Òåîðåìà J. [98]. Ïóñòü 1 6 p 6 q 6 ∞. Òîãäà îïåðàòîð Iu,w,x0 : Lp(Tx0) → Lq(Tx0)
îãðàíè÷åí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

Cu,w := sup
D∈Jx0

∥w∥Lq(Tx0\D)
αD

<∞. (3.5)

Êðîìå òîãî, Cu,w 6 ∥Iu,w,x0∥Lp(Tx0 )→Lq(Tx0 ) 6 4Cu,w.

Âåëè÷èíà αD âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [98].

Òåîðåìà K. [98]. Ïóñòü D ∈ Jx0, D = ∪mj=0Dj, D0 = [x0, y0], x0 < y0, Dj ∈ Jy0,
1 6 j 6 m, Di ∩ Dj = {y0}, i ̸= j. Òîãäà

1

αD
=
∥∥∥(α−1

D0
, ∥(αDi)

m
i=1∥

−1
lmp

)∥∥∥
l2
p′

=

α−p′
D0

+

(
m∑
i=1

αpDi

)− p′
p


1
p′

.

Äîêàæåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðîâ ñóììèðîâàíèÿ.
Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí. Ïîëó÷èì äâóñòîðîííèå

îöåíêè äëÿ Sp,q
A,u,w ïðè 1 6 p 6 q 6 ∞.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïóñòü ξ̂ ∈ V(A), D ⊂ Aξ̂ � ïîääåðåâî è Γ ⊂ V(D). Ñêàæåì,
÷òî (D, Γ) ∈ J ◦

ξ̂
, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ξ̂ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â D,

2. åñëè ξ ∈ V(D) íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé â D, òî VA
1 (ξ) ⊂ V(D),

3. Vmax(D)\Vmax(A) ⊂ Γ ⊂ Vmax(D).

Åñëè (D, Γ) ∈ J ◦
ξ̂
è Γ ̸= ∅, òî áóäåì îáîçíà÷àòü (D, Γ) ∈ J ′

ξ̂
.

Äëÿ (D, Γ) ∈ J ◦
ξ̂
îáîçíà÷èì ÷åðåç DΓ ïîääåðåâî â D òàêîå, ÷òî V(DΓ) = V(D)\Γ,

è ïîëîæèì

βD,Γ = inf

∥φ∥lp(Aξ̂) :
∑
ξ̂6ξ′6ξ

|φ(ξ′)|u(ξ′) = 1, ∀ξ ∈ Γ

 . (3.6)

Çàìåòèì, ÷òî

V(Aξ̂\DΓ) = ∪ξ∈ΓV(Aξ). (3.7)

Åñëè Γ = ∅, òî βD,Γ = 0.

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, ξ̂ ∈ V(A).
Ïóñòü 1 6 p 6 q 6 ∞. Òîãäà

Sp,q
Aξ̂,u,w

≍
p,q

sup
(D,Γ)∈J ′

ξ̂

∥w∥lq(Aξ̂\DΓ)

βD,Γ
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâèì âåðøèíó ξ∗ ê ìíîæåñòâó V(A) è ñîåäèíèì åå ðåáðîì
ñ ξ0. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì äåðåâî (A#, ξ∗). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ∆
ðàâåíñòâîì ∆(λ) = [0, 1], λ ∈ E(A#), è ïîëîæèì A = (A#, ∆). Äëÿ êàæäîãî
ξ ∈ V(A) îáîçíà÷èì ÷åðåç λξ ðåáðî â äåðåâå A# ñ êîíöîì ξ (ò.å. λξ = (ξ′, ξ), ξ′ < ξ).
Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ψ : V(A) → R ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ ψ# : A → R
ðàâåíñòâîì ψ#(t, λξ) = ψ(ξ), t ∈ [0, 1], ξ ∈ V(A).

Ïóñòü x0 = (0, λξ̂) ∈ A. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è òåîðåìû J,

Sp,q
Aξ̂,u,w

≍
p,q

∥Iu#,w#,x0∥Lp(Ax0 )→Lq(Ax0 )
(3.5)
≍
p,q

sup
D∈Jx0

∥w#∥Lq(Ax0\D)
αD

,

ãäå αD îïðåäåëåíî ôîðìóëàìè (3.3) è (3.4).
Ïóñòü D ∈ Jx0 , D ̸= Ax0 , D# = A#

D (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.1), D = (D#)ξ̂ ⊂ A,
Γ = {ξ ∈ V(D) : ∃t ∈ (0, 1] : (t, λξ) ∈ ∂D\{x0}}.

Òîãäà Γ ̸= ∅. Äîêàæåì, ÷òî (D, Γ) ∈ J ′
ξ̂
. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 2. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ ∈ V(D). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò
âåðøèíû ξ′ ∈ VA

1 (ξ)\V(D) è ξ′′ ∈ VA
1 (ξ) ∩ V(D). Òîãäà (0, (ξ, ξ′)) = (0, (ξ, ξ′′))

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé â D è íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü
ñâîéñòâî 3. Åñëè ξ ∈ Vmax(D)\Vmax(A), òî {t ∈ [0, 1] : (t, λξ) ∈ D} =: [aλξ , bλξ ]
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì îòðåçêîì è (bλξ , λξ) ∈ ∂D\{x0}. Çíà÷èò, ξ ∈ Γ. Ïîêàæåì,
÷òî Γ ⊂ Vmax(D). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ ∈ Γ è ξ /∈ Vmax(D). Ïî ñâîéñòâó 2, VD

1 (ξ) ⊂
V(D). Ïîýòîìó (t, λξ) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé D äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, 1].

Ïîëîæèì D+ = (D#, ∆), D− = ((D#)Γ, ∆), G = D+
max\intD. Òîãäà G = {(1, λξ) :

ξ ∈ Γ},
∥w#∥Lq(Ax0\D) 6 ∥w#∥Lq(Ax0\D−) = ∥w∥lq(Aξ̂\DΓ).

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂D\{x0} ñóùåñòâóåò y ∈ G òàêîå, ÷òî y > x. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ
3.1.1,

αD > αD+,G = αdiscr
D+,G = βD,Γ.

Ýòî äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ Sp,q
A
ξ̂
,u,w.

Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó ñíèçó. Ïóñòü (D, Γ) ∈ J ′
ξ̂
. Âîçüìåì ôóíêöèþ f ∈ lp(Aξ̂)

òàêóþ, ÷òî
∑

ξ̂6ξ′6ξ
|f(ξ′)|u(ξ′) = 1 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Γ, ∥f∥lp(Aξ̂) = βD,Γ, f̃ = f

βD,Γ
. Òîãäà

f̃(ξ′) = 0 äëÿ ëþáîãî ξ′ > ξ, ξ ∈ Γ, ∥f̃∥lp(Aξ̂) = 1,

Sp,q
Aξ̂,u,w

>

 ∑
ξ∈V(A

ξ̂
)

wq(ξ)

 ∑
ξ̂6ξ′6ξ

u(ξ′)|f̃(ξ′)|

q1/q

>

>

∑
ξ∈Γ

∑
ξ̃>ξ

wq(ξ̃)

 ∑
ξ̂6ξ′6ξ

u(ξ′)|f̃(ξ′)|

q1/q

(3.7)
= β−1

D,Γ∥w∥lq(Aξ̂\DΓ).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû K è çàìå÷àíèÿ 3.1.1.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Ïóñòü ξ∗ ∈ V(A), VA
1 (ξ∗) = {ξ1, . . . , ξm}, (D, Γ) ∈ J ′

ξ∗
, Dj =

Dξj , Γj = Γ ∩V(Dj). Òîãäà

β−1
D,Γ =

∥∥∥(u(ξ∗), ∥∥(βDj ,Γj)mj=1

∥∥−1

lmp

)∥∥∥
l2
p′

=

up′(ξ∗) +( m∑
j=1

βpDj ,Γj

)− p′
p


1
p′

. (3.8)
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3.2 Îöåíêà íîðìû âåñîâîãî îïåðàòîðà

ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå: ñëó÷àé p < q

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìû 4, 5, 6 è 7. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì íåêîòîðûå
âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, u, w : V(A) → (0, ∞).
Äëÿ ξ∗ ∈ V(A) è (D, Γ) ∈ J ′

ξ∗
ïîëîæèì BD,Γ = β−1

D,Γ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.2 è
(3.6)).

Ëåììà 3.2.1. Äëÿ ëþáûõ 1 < p < q < ∞ ñóùåñòâóåò σ = σ(p, q) ∈
(
0, 1

8

)
ñî

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè

u(ξ)∥w∥lq(Aξ) 6 1, ξ ∈ V(A), (3.9)

∥w∥lq(Aξ′ )
∥w∥lq(Aξ)

6 σ, ξ ∈ V(A), ξ′ ∈ VA
1 (ξ), (3.10)

òî äëÿ ëþáûõ ξ∗ ∈ V(A) è (D, Γ) ∈ J ′
ξ∗

BD,Γ∥w∥lq(Aξ∗\DΓ) .
p,q

1. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî t ∈ [1, ∞] ïîëîæèì

f(t) :=

t∫
0

σs/3 ds

1∫
0

σs/3 ds

. (3.12)

Ïóñòü (D, Γ) ∈ J ′
ξ∗
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ∗ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â A. Ïóñòü

ξ̂ � âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ ξ∗. Òîãäà ∥w∥lq(Aξ∗\DΓ)
(3.10)
= σt∥w∥lq(Aξ̂), t > 1. Ìû

äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c = c(p, q) > 1 òàêîå, ÷òî

BD,Γ∥w∥lq(Aξ∗\DΓ) 6 cf
1
p′ (t). (3.13)

Åñëè âåðøèíà ξ∗ ìèíèìàëüíà, òî ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c = c(p, q) > 1 òàêîå,
÷òî

BD,Γ∥w∥lq(Aξ∗\DΓ) 6 cf
1
p′ (∞). (3.14)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî σ äîñòàòî÷íî ìàëî (â êà÷åñòâå σ è c ñîîòâåòñòâåííî ìû áåðåì
σ4(p, q) è c0(p, q), êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå). Òîãäà èç (3.13) è (3.14) ñëåäóåò
(3.11).

Ïóñòü νD = max{j ∈ Z+ : VD
j (ξ∗) ̸= ∅}. Ìû äîêàæåì (3.13) è (3.14) èíäóêöèåé

ïî νD.
Åñëè νD = 0, òî D = {ξ∗}, Γ = {ξ∗}, BD,Γ = u(ξ∗), DΓ = ∅, Aξ∗\DΓ = Aξ∗ . Ïîýòîìó

(3.13) è (3.14) ñëåäóþò èç (3.9) è èç íåðàâåíñòâà f(t) > 1, t > 1.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî D òàêîãî, ÷òî νD 6 ν. Äîêàæåì åãî äëÿ

νD = ν + 1.
Ïóñòü VA

1 (ξ∗) = {ξ1, . . . , ξm}, Ai = Aξi , Di = Dξi , Γi = V(Di) ∩ Γ, Gi = Ai\(Di)Γi .
Òîãäà νDi 6 νD − 1 = ν,

V(Aξ∗) = {ξ∗} ∪V(A1) ∪ · · · ∪V(Am), V(D) = {ξ∗} ∪V(D1) ∪ · · · ∪V(Dm),
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∥w∥lq(Aξ∗\DΓ)
(3.7)
=

(
m∑
i=1

∥w∥qlq(Gi)

)1/q

. (3.15)

Ïîëîæèì αi =
∥w∥lq(Gi)
∥w∥lq(Aξ∗ )

. Òîãäà

αi = σti , ti ∈ [1, ∞], βDi,Γi > c−1f
− 1
p′ (ti)∥w∥lq(Gi). (3.16)

Â ñàìîì äåëå, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (3.10). Åñëè Γi ̸= ∅, òî (Di, Γi) ∈ J ′
ξi
,

è âòîðîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Åñëè Γi = ∅, òî
Di = Ai (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.2, ñâîéñòâî 3), (Di)Γi = Ai è ∥w∥lq(Gi) = 0.

Â ñèëó (3.8),

Bp′

D,Γ∥w∥
p′

lq(Aξ∗\DΓ)
= up

′
(ξ∗)∥w∥p

′

lq(Aξ∗\DΓ)
+

(
m∑
i=1

βpDi,Γi

)− p′
p

∥w∥p
′

lq(Aξ∗\DΓ)

(3.16)

6

6 up
′
(ξ∗)∥w∥p

′

lq(Aξ∗\DΓ)
+ cp

′

(
m∑
i=1

∥w∥plq(Gi)f
− p
p′ (ti)

)− p′
p

∥w∥p
′

lq(Aξ∗\DΓ)

(3.15)
=

= up
′
(ξ∗)∥w∥p

′

lq(Aξ∗ )

(
m∑
i=1

∥w∥qlq(Gi)

) p′
q

∥w∥p′lq(Aξ∗ )
+

+cp
′


m∑
i=1

∥w∥qlq(Gi)

∥w∥qlq(Aξ∗ )


p′
q


m∑
i=1

∥w∥plq(Gi)f
− p
p′ (ti)

∥w∥plq(Aξ∗ )


− p′
p

(3.9)

6

6
(

m∑
i=1

αqi

) p′
q

+ cp
′

(
m∑
i=1

αqi

) p′
q
(

m∑
i=1

αpi f
− p
p′ (ti)

)− p′
p

,

ò.å.

Bp′

D,Γ∥w∥
p′

lq(Aξ∗\DΓ)
6
(

m∑
i=1

αqi

) p′
q

+ cp
′

(
m∑
i=1

αqi

) p′
q
(

m∑
i=1

αpi f
− p
p′ (ti)

)− p′
p

=: S. (3.17)

Ïóñòü t0 = min16i6m ti, I1 = {i ∈ {1, . . . , m} : ti = t0}, I2 = {1, . . . , m}\I1. Òàê êàê
s∫

0

σt/3 dt =
3

| log σ|
(1− σs/3), (3.18)

òî äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 m

f(ti)

f(t0)
=

1− σti/3

1− σt0/3
6 1 +

σ1/3

1− σ1/3
6 1 + 2σ1/3

ïðè σ 6 1
8
. Çíà÷èò,

(
f(ti)
f(t0)

)− p
p′ > (1 + 2σ1/3)

− p
p′ > 1− 2p

p′
σ1/3. Òåì ñàìûì,

S 6
(

m∑
i=1

αqi

) p′
q

+ cp
′

(
m∑
i=1

αqi

) p′
q
(∑
i∈I1

αpi +
∑
i∈I2

αpi

(
1− 2p

p′
σ

1
3

))− p′
p

f(t0) =: S̃.

(3.19)
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Òåïåðü îöåíèì S̃ ïðè ìàëûõ σ. Òàê êàê p < q, òî íàéäåòñÿ ε0 = ε0(p, q) ∈
(
0, 1

3

)
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ [0, ε0]

(1− ε)
p
q +

ε
p
q

2
> 1. (3.20)

Ïóñòü σ 6 min

{
1
8
,
(
p′

4p

)3}
=: σ1. Ïîëîæèì β =

(
m∑
i=1

αqi

) 1
q

. Òîãäà

βq =
m∑
i=1

αqi =
m∑
i=1

∥w∥qlq(Gi)
∥w∥qlq(Aξ∗ )

(3.15)
=

∥w∥qlq(Aξ∗\DΓ)

∥w∥qlq(Aξ∗ )
6 1. (3.21)

Äîêàæåì, ÷òî

1. åñëè ñóùåñòâóåò i∗ ∈ {1, . . . , m} òàêîå, ÷òî αi∗ > β(1 − ε0)
1/q, òî íàéäåòñÿ

σ2 = σ2(p) ∈ (0, σ1) òàêîå, ÷òî (3.13) è (3.14) âûïîëíåíû äëÿ ëþáûõ σ ∈ (0, σ2]
è c > 2;

2. åñëè αi 6 β(1−ε0)1/q äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , m}, òî ñóùåñòâóþò σ4 = σ4(p, q) ∈
(0, σ2) è c0(p, q) > 2 òàêèå, ÷òî (3.13) è (3.14) âûïîëíåíû äëÿ ëþáûõ σ ∈ (0, σ4]
è c > c0(p, q).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âçÿòü σ(p, q) = σ4(p, q) è c(p, q) = c0(p, q).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1; òî åñòü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò i∗ ∈

{1, . . . , m} òàêîå, ÷òî αi∗ = β(1 − ε)1/q,
∑
i̸=i∗

αqi = βqε, 0 6 ε < ε0. Íàïîìíèì, ÷òî

0 < ε0 <
1
3
, αi = σti è äëÿ i ∈ I1, j ∈ I2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî αi > αj. Çíà÷èò,

I1 = {i∗} è ∑
i∈I1

αpi +
∑
i∈I2

αpi

(
1− 2p

p′
σ

1
3

)
= αpi∗ +

∑
i̸=i∗

αpi

(
1− 2p

p′
σ

1
3

)
>

> αpi∗ +

(∑
i ̸=i∗

αqi

) p
q (

1− 2p

p′
σ

1
3

)
=

= βp(1− ε)
p
q + βpε

p
q

(
1− 2p

p′
σ

1
3

)
> βp

(
(1− ε)

p
q +

ε
p
q

2

)
(3.20)

> βp.

Òàêèì îáðàçîì,

S̃ 6 βp
′
+ cp

′
f(t0). (3.22)

Èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî

β = σt∗ , t∗ > 0. (3.23)

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò σ2 = σ2(p) ∈ (0, σ1) òàêîå, ÷òî äëÿ 0 < σ 6 σ2, c > 2

βp
′
+ cp

′
f(t0) 6 cp

′
f(t∗ + 1), (3.24)

ò.å.,

σp
′t∗ 6 cp

′
(f(t∗ + 1)− f(t0)). (3.25)
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Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó I1 = {i∗}, σt0 = αi∗ = β(1 − ε)
1
q = σt∗(1 − ε)

1
q . Ïóñòü

t0 = t∗ + κ. Òîãäà (1− ε)
1
q = σκ. Òàê êàê (1− ε)

1
q > 2

3
, òî κ 6 1

4
ïðè ìàëûõ σ. Çíà÷èò,

t0 6 t∗ +
1
4
è t∗ > t0 − 1

4
> 3

4
. Ïîýòîìó

f(t∗ + 1)− f(t0) > f(t∗ + 1)− f

(
t∗ +

1

4

)
(3.12),(3.18)

=
1− σ

1
4

1− σ
1
3

σ
t∗
3
+ 1

12 .

Åñëè σ äîñòàòî÷íî ìàëî, òî cp
′ 1−σ1/4

1−σ1/3 > 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü
(3.25), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî p′t∗ > t∗

3
+ 1

12
. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

íåðàâåíñòâ t∗ > 3
4
è 3

4
> 1

4
+ 1

12
.

Ñîîòíîøåíèå (3.24) äîêàçàíî. Åñëè âåðøèíà ξ∗ ìèíèìàëüíà, òî èç (3.17), (3.19),
(3.22) è (3.24) ñëåäóåò, ÷òî Bp′

D,Γ∥w∥
p′

lq(Aξ∗\DΓ)
6 cp

′
f(t∗ + 1) 6 cp

′
f(∞), îòêóäà

ïîëó÷àåì (3.14). Ïóñòü âåðøèíà ξ∗ íå ìèíèìàëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̂ âåðøèíó,

ïðåäøåñòâóþùóþ ξ∗. Òîãäà
∥w∥lq(Aξ∗ )

∥w∥lq(Aξ̂)
6 σ by (3.10). Ïîýòîìó

∥w∥lq(Aξ∗\DΓ)

∥w∥lq(Aξ̂)
(3.15)
=

(
m∑
i=1

∥w∥qlq(Gi)

) 1
q

∥w∥lq(Aξ∗ )
·
∥w∥lq(Aξ∗ )
∥w∥lq(Aξ̂)

6
(

m∑
i=1

αqi

) 1
q

σ
(3.23)
= σt∗+1,

ò.å. ∥w∥lq(Aξ∗\DΓ) = ∥w∥lq(Aξ̂)σ
t, t > t∗ + 1. Îòñþäà è èç (3.17), (3.19), (3.22) è (3.24)

ñëåäóåò, ÷òî Bp′

D,Γ∥w∥
p′

lq(Aξ∗\DΓ)
6 cp

′
f(t∗ + 1) 6 cp

′
f(t), îòêóäà ïîëó÷àåì (3.13).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2; ò.å. ìû òåïåðü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî αi 6 β(1 −
ε0)

1
q âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , m}. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò a = a(p, q) < 1

òàêîå, ÷òî (
m∑
i=1

αqi

) 1
q
(

m∑
i=1

αpi

)− 1
p

6 a. (3.26)

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó

m∑
i=1

|αi|p → min,
m∑
i=1

|αi|q = βq, |αi|q 6 βq(1− ε0), 1 6 i 6 m.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè, ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç
(α̂1, . . . , α̂m). Åñëè |α̂i|q < βq(1 − ε0) äëÿ ëþáîãî i = {1, . . . , m}, òî, ïðèìåíÿÿ
ïðèíöèï Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì, ÷òî |α̂i| = βk−

1
q , i ∈ I, α̂i = 0, i /∈ I, ãäå I ⊂ {1, . . . , m},

card I = k, k > 2. Òåì ñàìûì,(
m∑
i=1

|α̂i|q
) 1

q
(

m∑
i=1

|α̂i|p
)− 1

p

= k
1
q
− 1
p 6 2

1
q
− 1
p .

Ïóñòü |α̂i∗|q = βq(1− ε0) äëÿ íåêîòîðîãî i∗ ∈ {1, . . . , m}. Òîãäà

∑
i̸=i∗

|α̂i|p + |α̂i∗|p >
(∑
i̸=i∗

|α̂i|q
) p

q

+ |α̂i∗|p = βpε
p
q

0 + βp(1− ε0)
p
q ,

(
m∑
i=1

|α̂i|q
) 1

q
(

m∑
i=1

|α̂i|p
)− 1

p

6
(
ε
p
q

0 + (1− ε0)
p
q

)− 1
p (3.20)
< 1.
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Íåðàâåíñòâî (3.26) äîêàçàíî. Ñóùåñòâóþò σ3 = σ3(p, q) ∈ (0, σ2) è ã = ã(p, q) < 1
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ (0, σ3)(

m∑
i=1

αqi

) p′
q
(∑
i∈I1

αpi +
∑
i∈I2

αpi

(
1− 2p

p′
σ

1
3

))− p′
p

6 ãp
′
.

Ïîýòîìó

S̃ 6 βp
′
+ cp

′
ãp

′
f(t0)

(3.18),(3.21)

6 1 + cp
′
ãp

′ 1

1− σ
1
3

.

Äàëåå, íàéäóòñÿ σ4 = σ4(p, q) ∈ (0, σ3) è a∗ = a∗(p, q) < 1 òàêèå, ÷òî ïðè σ ∈ (0, σ4]
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ãp

′ 1

1−σ
1
3

6 ap
′

∗ . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò c0(p, q) > 2 òàêîå, ÷òî

S̃ 6 1 + cp
′
ap

′
∗ 6 cp

′
ïðè c > c0(p, q). Â ñèëó (3.17) è (3.19), ìû ïîëó÷àåì (3.13) è

(3.14).

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, u,
w : V(A) → (0, ∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 < p < q < ∞ è (3.10) âûïîëíåíî ñ
σ = σ(p, q). Òîãäà

Sp,q
A,u,w .

p,q
sup

ξ∈V(A)

u(ξ)∥w∥lq(Aξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü u, w : V(A) → (0, ∞) òàêèå, ÷òî
supξ∈V(A) u(ξ)∥w∥lq(Aξ) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 3.1.1 è
ëåììû 3.2.1.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî σ = σ(p, q)
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (27), (28), (29), ãäå ε0 = ε0(p, q) ∈

(
0, 1

3

)
òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0) âûïîëíåíî (3.20).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ íîðìû îïåðàòîðà.

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü 1 < p 6 q <∞, ξ∗ ∈ V(A). Òîãäà

Sp,q
Aξ∗ ,u,w

&
p,q

sup
ξ∈V(Aξ∗ )

( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

up
′
(ξ′)

) 1
p′

∥w∥lq(Aξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí. Ïóñòü
ξ ∈ V(Aξ∗). Îïðåäåëèì äåðåâî D ðàâåíñòâîì V(D) = (V(Aξ∗)\V(Aξ)) ∪ {ξ} è
ïîëîæèì Γ = {ξ}. Òîãäà (D, Γ) ∈ J ′

ξ∗
, V(DΓ) = V(Aξ∗)\V(Aξ), Aξ∗\DΓ = Aξ. Ïî

ëåììå 3.1.1,
Sp,q

Aξ∗ ,u,w
&
p,q
β−1
D,Γ∥w∥lq(Aξ).

Èìååì

βD,Γ = inf

{
∥f∥lp(D) :

∑
ξ∗6ξ′6ξ

u(ξ′)|f(ξ′)| = 1

}
=

= inf


( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

|f(ξ′)|p
)1/p

:
∑

ξ∗6ξ′6ξ
u(ξ′)|f(ξ′)| = 1

 =

( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

up
′
(ξ′)

)−1/p′

.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî, u, w : V(A) → [0, ∞), ξ∗ ∈ VA
j0
(ξ0), m ∈ Z+ ∪ {+∞},

J = {jk}06k<m+1, jk < jk+1, 0 6 k < m. Äëÿ 0 6 k < m + 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç
Gk ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â A íà ìíîæåñòâå âåðøèí ∪jk6j<jk+1

VA
j−j0(ξ∗), à ÷åðåç
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{Ak,i}i∈Ik � ìíîæåñòâî åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ïóñòü ξk,i ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â
äåðåâå Ak,i. Îïðåäåëèì äåðåâî AJ ðàâåíñòâîì

V(AJ) = {ξk,i}06k<m+1, i∈Ik , VAJ
1 (ξk,i) = VA

jk+1−jk(ξk,i), 0 6 k < m. (3.27)

Äëÿ 0 6 k < m+ 1, i ∈ Ik ïîëîæèì

uJ(ξk,i) = ∥u∥lp′ (Ak,i), wJ(ξk,i) = ∥w∥lq(Ak,i). (3.28)

Ëåììà 3.2.3. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Sp,q
Aξ∗ ,u,w

6 Sp,q
AJ ,uJ ,wJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : V(Aξ∗) → R+, ∥f∥lp(Aξ∗ ) = 1. Ïîëîæèì fJ(ξk,i) =
∥f∥lp(Ak,i), 0 6 k < m+ 1, i ∈ Ik. Òîãäà ∥fJ∥lp(AJ ) = 1.

Ïóñòü ξ ∈ V(Ak,i). Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 6 l 6 k ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå il ∈ Il
òàêîå, ÷òî ξl,il 6 ξ. Èìååì ξ0,i0 < ξ1,i1 < · · · < ξk,ik 6 ξ è ξl+1,il+1

∈ VAJ
1 (ξl,il), 0 6 l < k.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî

∑
ξ∗6ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′) 6
k∑
l=0

∑
ξ′∈V(Al,il )

u(ξ′)f(ξ′)
(3.28)

6
k∑
l=0

uJ(ξl,il)fJ(ξl,il) =

=
∑

ζ′∈V(AJ ), ζ′6ξk,i

uJ(ζ
′)fJ(ζ

′).

Çíà÷èò, ∑
ξ∈V(Aξ∗ )

wq(ξ)

( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′)

)q

=

=
m∑
k=0

∑
i∈Ik

∑
ξ∈V(Ak,i)

wq(ξ)

( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

u(ξ′)f(ξ′)

)q

6

6
m∑
k=0

∑
i∈Ik

∑
ξ∈V(Ak,i)

wq(ξ)

 ∑
ζ′∈V(AJ ), ζ′6ξk,i

uJ(ζ
′)fJ(ζ

′)

q

(3.28)
=

=
m∑
k=0

∑
i∈Ik

wqJ(ξk,i)

 ∑
ζ′∈V(AJ ), ζ′6ξk,i

uJ(ζ
′)fJ(ζ

′)

q

(3.27)
=

=
∑

ζ∈V(AJ )

wqJ(ζ)

 ∑
ζ′∈V(AJ ), ζ′6ζ

uJ(ζ
′)fJ(ζ

′)

q

6
[
Sp,q

AJ ,uJ ,wJ

]q
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Íàïîìíèì, ÷òî ξ0 � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà A.
Ïîëîæèì

Ẑ = (K, λ, l0, p, q).

Ïóñòü σ = σ(p, q) ∈ (0, 1/8) òàêîå, êàê â ëåììå 3.2.1. Âûáåðåì t∗ = t∗(Ẑ) ∈ N òàê,
÷òîáû λt∗ 6 σ. Ïîëîæèì l∗ = l0t∗. Äëÿ m ∈ N îïðåäåëèì ôóíêöèþ um : V(A) → R+

ðàâåíñòâîì

um(ξ) =

{
u(ξ), ξ ∈ VA

j (ξ0), j 6 l∗m,
0, ξ ∈ VA

j (ξ0), j > l∗m.

Äîêàæåì, ÷òî

Sp,q
A,um,w .

Ẑ

sup
ξ∈V(A)

u(ξ)∥w∥lq(Aξ). (3.29)

Îòñþäà è èç òåîðåìû Á. Ëåâè ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
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Äëÿ k ∈ Z+ ïîëîæèì jk = l∗k. Îáîçíà÷èì J = {jk}06k6m. Îïðåäåëèì äåðåâî AJ

ôîðìóëîé (3.27), à ôóíêöèè (um)J , wJ � ôîðìóëîé (3.28). Ïî ëåììå 3.2.3,

Sp,q
A,um,w 6 Sp,q

AJ ,(um)J ,wJ
. (3.30)

Ïóñòü 0 6 k 6 m − 1, ξk,i ∈ V(AJ), ξk+1,i′ ∈ VAJ
1 (ξk,i). Òîãäà ξk+1,i′

(3.27)
∈ VA

l∗
(ξk,i).

Ïóñòü ηj ∈ V(A), 0 6 j 6 t∗, η0 = ξk,i, ηt∗ = ξk+1,i′ , ηj ∈ VA
l0
(ηj−1), 1 6 j 6 t∗. Òîãäà

∥wJ∥lq((AJ )ξk+1,i′
)

∥wJ∥lq((AJ )ξk,i )
=

∥w∥lq(Aξk+1,i′
)

∥w∥lq(Aξk,i )
=

t∗∏
j=1

∥w∥lq(Aηj )
∥w∥lq(Aηj−1 )

(19)

6 λt∗ 6 σ.

Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1,

Sp,q
AJ ,(um)J ,wJ

.
p,q

supζ∈V(AJ )(um)J(ζ)∥w∥lq((AJ )ζ)
(3.27),(3.28)

=

= sup06k6m, i∈Ik ∥um∥lp′ (Ak,i)∥w∥lq(Aξk,i ).
(3.31)

Åñëè k < m, òî â ñèëó (18) ïîëó÷àåì cardV(Ak,i) .
Ẑ

1; îòñþäà è èç ïåðâîãî

ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî ∥um∥lp′ (Ak,i) .
Ẑ

u(ξk,i). Åñëè k = m, òî ∥um∥lp′ (Ak,i) =

u(ξk,i). Â ñèëó (3.30) è (3.31), ïîëó÷àåì (3.29).
Îöåíêà ñíèçó ñëåäóåò èç 3.2.2.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû 1 è 2.

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü Λ∗ : (0, ∞) → (0, ∞) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî

lim
y→+∞

yΛ′
∗(y)

Λ∗(y)
= 0. (3.32)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

t−ε .
ε,Λ∗

Λ∗(ty)

Λ∗(y)
.
ε,Λ∗

tε, 1 6 y <∞, 1 6 t <∞. (3.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó (îöåíêà ñíèçó äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Èç (3.32) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå yε, ÷òî ôóíêöèÿ y−εΛ∗(y) óáûâàåò íà [yε, ∞).
Çíà÷èò, åñëè y > yε, t > 1, òî Λ∗(ty)

Λ∗(y)
= tε (ty)

−εΛ∗(ty)
y−εΛ∗(y)

6 tε.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Λ∗ íåïðåðûâíà, òî íàéäåòñÿ òàêîå Cε > 0, ÷òî Λ∗(x)
Λ∗(y)

6 Cε ïðè
x, y ∈ [1, yε].

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé y ∈ [1, yε], ty > yε. Èìååì

Λ∗(ty)

Λ∗(y)
6 Cε

Λ∗(ty)

Λ∗(yε)
6 Cε

(
ty

yε

)ε
6 Cεt

ε.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïóñòü ξ ∈ VA
j−j0(ξ∗). Òîãäà

∥w∥lq(Aξ) =

(∑
j′>j

wqj′ cardV
A
j′−j(ξ)

) 1
q

(20),(21)
≍
Z
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≍

(∑
j′>j

2−θsj
′
Ψq
w(2

sj′) · 2θs(j′−j)Λ∗(2
sj′)

Λ∗(2sj)

) 1
q

= 2−
θsj
q

(∑
j′>j

Ψq
w(2

sj′)
Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)

) 1
q

,

ò.å.

∥w∥lq(Aξ) ≍
Z
2−

θsj
q

(∑
j′>j

Ψq
w(2

sj′)
Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)

) 1
q

. (3.34)

Äëÿ ëþáîãî l0 ∈ N∑
j′>j+l0

Λ∗(2
sj′)

Λ∗(2s(j+l0))
Ψq
w(2

sj′) 6 Λ∗(2
sj)

Λ∗(2s(j+l0))

∑
j′>j

Λ∗(2
sj′)

Λ∗(2sj)
Ψq
w(2

sj′).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ξ ∈ VA
j−j0(ξ∗), ξ

′ ∈ VA
l0
(ξ)

∥w∥lq(Aξ′ )
∥w∥lq(Aξ)

(3.34)

.
Z

2−
θsl0
q

Λ
1
q
∗ (2sj)

Λ
1
q
∗ (2s(j+l0))

(3.33)

.
Z

2−
θsl0
2q .

Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì l0 = l0(Z) ïîëó÷àåì
∥w∥lq(Aξ′ )
∥w∥lq(Aξ)

6 1
2
, ξ′ ∈ VA

l0
(ξ).

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (19) è íåðàâåíñòâî (18) ñëåäóþò èç (20), (21) è (3.33).
Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ VA

j−j0(ξ∗)

∥w∥lq(Aξ)u(ξ)
(21),(3.34)

≍
Z

2−
θsj
q

(∑
j′>j

Ψq
w(2

sj′)
Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)

) 1
q

· 2
θsj
q Ψu(2

sj) =

=

(∑
j′>j

Ψq
w(2

sj′)
Λ∗(2

sj′)

Λ∗(2sj)

) 1
q

Ψu(2
sj).

Îñòàåòñÿ âçÿòü ñóïðåìóì ïî j > j0 è ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Ñíà÷àëà äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó. Ïðèìåíèì ëåììó
3.2.3. Ïóñòü jk = 2k0+k, k ∈ Z+, J = {jk}k∈Z+ . Îïðåäåëèì äåðåâî AJ è âåñà wJ , uJ
ôîðìóëàìè (3.27), (3.28). Òàê êàê

card {ξ ∈ VA
j−jk(ξk,i)}

(23),(3.33)

.
Z

1, jk 6 j < jk+1,

òî cardV(Ak,i) ≍
Z
2k0+k. Çíà÷èò, â ñèëó (24), (3.28) è (3.33),

(uJ)(ξk,i)≍
Z
2

(
−αu+ 1

p′

)
(k0+k)ρu(2

k0+k), (wJ)(ξk,i)≍
Z
2(−αw+

1
q )(k0+k)ρw(2

k0+k), (3.35)

cardVAJ
k′−k(ξk,i) = cardVA

jk′−jk(ξk,i)
(23)
≍
Z

2γ∗(k
′−k) τ∗(2

k0+k′)

τ∗(2k0+k)
, k′ > k.

Â ñëó÷àå 1 òåîðåìû 6 ïîëó÷àåì

∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ) ≍Z 2(−αw+
1
q )(k0+k)ρw(2

k0+k),

supk∈Z+, i∈Ik uJ(ξk,i)∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ) ≍Z supk∈N, i∈Ik uJ(ξk,i)∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ) ≍Z
≍ supl>k0 2

(
−α+ 1

q
+ 1
p′

)
l
ρ(2l) ≍

Z
Mj0 .

(3.36)
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Â ñëó÷àå 2 èìååì

uJ(ξk,i) ≍
Z
2
γ∗(k0+k)

q ρu(2
k0+k), wJ(ξk,i) ≍

Z
2−

γ∗(k0+k)
q ρw(2

k0+k).

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, êàê â ïðèìåðå 1. Â ÷àñòíîñòè,

sup
k∈Z+, i∈Ik

uJ(ξk,i)∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ) ≍Z sup
k∈N, i∈Ik

uJ(ξk,i)∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ) ≍Z M̃k0 . (3.37)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ñíèçó çàìåòèì, ÷òî

∥w∥lq(Aξk,i ) = ∥wJ∥lq((AJ )ξk,i ),

 ∑
ξ∗6ξ′6ξk,i

up
′
(ξ′)

 1
p′

(24),(3.35)

&
Z

uJ(ξk,i)

ïðè k > 1 è ïðèìåíèì ëåììó 3.2.2 ñ (3.36) è (3.37).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

sup
k>0

 ∑
jk6i6jk+1−1

up
′

i

1/p′ ∞∑
i=jk+1−1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1−1)

1/q

6

6 sup
j∈Z+

(∑
06i6j

up
′

i

)1/p′ ( ∞∑
i=j

wqi · 2ψ(i)−ψ(j)
)1/q

.

Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó. Ôèêñèðóåì m ∈ N è ïîëîæèì

ũ(ξ) =

{
u(ξ), ξ ∈ VA

j (ξ0), 0 6 j 6 jm,
0, èíà÷å,

J = {jk}mk=0. Ïî òåîðåìå Á. Ëåâè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Sp,q
A,ũ,w .

Z

sup
k>0

 ∑
jk6i6jk+1−1

up
′

i

1/p′ ∞∑
i=jk+1−1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1−1)

1/q

. (3.38)

Îïðåäåëèì äåðåâî (AJ , ξ0) è âåñîâûå ôóíêöèè ũJ , wJ : V(AJ) → (0, ∞)
ñîîòíîøåíèÿìè (3.27), (3.28). Òîãäà Vmax(AJ) = VAJ

m (ξ0). Ïî ëåììå 3.2.3, S
p,q
A,ũ,w 6

Sp,q
AJ ,ũJ ,wJ .
Äîêàæåì, ÷òî AJ , ũJ è wJ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 3.2.1. Â ñàìîì

äåëå, ïóñòü 0 6 k 6 m− 1, ξ ∈ VAJ
k (ξ0), ξ′ ∈ VAJ

1 (ξ). Òîãäà ξ ∈ VA
jk
(ξ0), ξ′ ∈ VA

jk+1
(ξ0),

∥wJ∥lq((AJ )ξ′ )
(26),(3.27),(3.28)

=

 ∞∑
i=jk+1

wqi · cardVA
i−jk+1

(ξ′)

1/q

(25)

6

6

C∗

∞∑
i=jk+1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1)

1/q

,

∥wJ∥lq((AJ )ξ)
(26),(3.27),(3.28)

=

(
∞∑
i=jk

wqi · cardVA
i−jk(ξ)

)1/q
(25)

>

>
(
C−1

∗

∞∑
i=jk

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk)
)1/q

.
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Çíà÷èò,

∥wJ∥lq((AJ )ξ′ )
∥wJ∥lq((AJ )ξ)

6


C∗

∞∑
i=jk+1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1)

C−1
∗

∞∑
i=jk

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk)


1
q

(30)

6 σ(p, q),

ò.å. (3.10) âûïîëíåíî äëÿ AJ è wJ .
Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.1 è çàìå÷àíèþ 3.2.1, ìû ïîëó÷àåì

Sp,q
AJ ,ũJ ,wJ .

p,q
sup

ξ∈V(AJ )
ũJ(ξ)∥wJ∥lq(Aξ).

Åñëè ξ ∈ VAJ
k (ξ0), òî

∥wJ∥lq(Aξ)
(25),(26)
≍
Z

(
∞∑
i=jk

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk)
)1/q

(30)

.
Z

 ∞∑
i=jk+1−1

wqi · 2ψ(i)−ψ(jk+1−1)

1/q

,

ũJ(ξ)
(26),(3.28)

=

 ∑
jk6i6jk+1−1

ũp
′

i · cardVA
i−jk(ξ)

1/p′

(25)
≍
Z

≍

 ∑
jk6i6jk+1−1

ũp
′

i · 2ψ(i)−ψ(jk)
1/p′

(31)

.
Z

 ∑
jk6i6jk+1−1

up
′

i

1/p′

,

îòêóäà ñëåäóåò (3.38).
Äîêàæåì îöåíêó ñíèçó. Ïî ëåììå 3.2.2,

Sp,q
A,u,w &

p,q
sup

ξ∈V(A)

( ∑
ξ06ξ′6ξ

up
′
(ξ′)

) 1
p′

∥w∥lq(Aξ)
(25),(26)

&
Z

& sup
j∈Z+

(∑
06i6j

up
′

i

)1/p′ ( ∞∑
i=j

wqi · 2ψ(i)−ψ(j)
)1/q

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3 Îöåíêà íîðìû âåñîâîãî îïåðàòîðà

ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå: ñëó÷àé p > q

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ.

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå (1.1). Ïóñòü k ∈ N ∪ {∞}, T , T1, . . . , Tk � äåðåâüÿ, íå
èìåþùèå îáùèõ âåðøèí, ξ1, . . . , ξk ∈ V(T ), ηj ∈ V(Tj), j = 1, . . . , k. ×åðåç

J(T , T1, . . . , Tk; ξ1, η1, . . . , ξk, ηk)
îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç T , T1, . . . , Tk ñîåäèíåíèåì ξj è ηj ðåáðîì äëÿ
êàæäîãî j = 1, . . . , k.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü (D, ξ0) � äåðåâî, ξ ∈ V(D)\Vmax(D), n ∈ N, T =

{A1, . . . , An} � ðàçáèåíèå VD
1 (ξ) íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, Aj = {ξj,i}

kj
i=1. Äëÿ

1 6 j 6 n îïðåäåëèì äåðåâüÿ (D̃j, ηj) ôîðìóëîé

D̃j := J({ηj}, Dξj,1 , . . . ,Dξj,kj
; ηj, ξj,1, . . . , ηj, ξj,kj).

Îïðåäåëèì ãðàô Gξ,T (D) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1. Ïóñòü ξ = ξ0. ×åðåç Gξ,T (D) îáîçíà÷èì ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äèçúþíêòíûì
îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ (D̃j, ηj).

2. Ïóñòü ξ > ξ0, η � âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ ξ. Ïîëîæèì

Gξ,T (D) = J(D\Dξ, D̃1, . . . , D̃n; η, η1, . . . , η, ηn)

è ðàññìîòðèì ξ0 êàê êîðåíü äåðåâà Gξ,T (D).

Çàìåòèì, ÷òî

V(Gξ,T (D)) = (V(D)\V(Dξ)) ∪ {η1, . . . , ηn} ∪
(
∪nj=1 ∪

kj
i=1 V(Dξj,i)

)
.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü (D, ξ0) îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: VD
1 (ξ0) = {ξ1, ξ2},

VD
1 (ξ1) = {ξ3, ξ4, ξ5}, VD

1 (ξ2) = {ξ6, ξ7}, VD
1 (ξ4) = {ξ8, ξ9}. Ïóñòü ξ = ξ1,

T = {A1, A2}, A1 = {ξ3, ξ4}, A2 = {ξ5}. Òîãäà Gξ,T (D) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ
êîðíåì â âåðøèíå ξ0 è ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {ξ0, η1, η2, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6, ξ7, ξ8, ξ9}.
Ïðè ýòîì, V

Gξ,T (D)
1 (ξ0) = {η1, η2, ξ2}, V

Gξ,T (D)
1 (η1) = {ξ3, ξ4}, V

Gξ,T (D)
1 (η2) = {ξ5},

V
Gξ,T (D)
1 (ξ2) = {ξ6, ξ7}, V

Gξ,T (D)
1 (ξ4) = {ξ8, ξ9}.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Ïóñòü (D, ξ0), ξ ∈ V(D) è T òàêèå, êàê â îïðåäåëåíèè
3.3.1. Ïóñòü u, w : V(D) → (0, ∞). Îïðåäåëèì âåñà uξ,T è wξ,T íà ãðàôå Gξ,T (D)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ζ ∈ V(D)\V(Dξ) èëè ζ ∈ ∪nj=1 ∪
kj
i=1 V(Dξj,i), òî ïîëàãàåì

uξ,T (ζ) = u(ζ), wξ,T (ζ) = w(ζ); åñëè ζ = ηj äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , n}, òî
ïîëîæèì

uξ,T (ηj) = n
1
pu(ξ), wξ,T (ηj) = n− 1

qw(ξ). (3.39)

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò T ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì, òî îáîçíà÷àåì

Gξ,T (D) = Gξ(D), uξ,T = uξ, wξ,T = wξ. (3.40)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , n}

cardV
Gξ(D)
1 (ηj) = 1. (3.41)

Ëåììà 3.3.1. Äëÿ ëþáîãî 1 6 p, q 6 ∞

Sp,q
D,u,w 6 Sp,q

Gξ,T (D),uξ,T ,wξ,T
. (3.42)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Ïóñòü f : V(D) → R+, ∥f∥lp(D) = 1. Ïóñòü cardT =
n. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ fξ,T : V(Gξ,T (D)) → R+ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì

fξ,T (ζ) = f(ζ), åñëè ζ ∈ V(D)\V(Dξ) èëè ζ ∈ ∪nj=1 ∪
kj
i=1 V(Dξj,i), è fξ,T (ηj) = n− 1

pf(ξ),
1 6 j 6 n. Òîãäà ∥fξ,T∥lp(Gξ,T (D)) = ∥f∥lp(D). Èìååì∑

ζ∈V(D)

wq(ζ)

(∑
ζ′6ζ

u(ζ ′)f(ζ ′)

)q

=
∑

ζ∈V(D)\V(Dξ)

wq(ζ)

(∑
ζ′6ζ

u(ζ ′)f(ζ ′)

)q

+

+wq(ξ)

(∑
ζ′6ξ

u(ζ ′)f(ζ ′)

)q

+
n∑
j=1

kj∑
i=1

∑
ζ∈V(Dξj,i)

wq(ζ)

(∑
ζ′6ζ

u(ζ ′)f(ζ ′)

)q

=: S.

Òàê êàê V(D)\V(Dξ) ⊂ V(Gξ,T (D)), òî ïî îïðåäåëåíèþ uξ,T , wξ,T è fξ,T ïîëó÷àåì∑
ζ∈V(D)\V(Dξ)

wq(ζ)
(∑
ζ′6ζ

u(ζ ′)f(ζ ′)
)q

=
∑

ζ∈V(D)\V(Dξ)

wqξ,T (ζ)
(∑
ζ′6ζ

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′)
)q
. (3.43)
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Ïóñòü 1 6 j 6 n. Òîãäà

wqξ,T (ηj)

 ∑
ζ′∈V(Gξ,T (D)), ζ′6ηj

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′)

q

(3.39)
=

= n−1wq(ξ)

 ∑
ζ′∈V(D), ζ′<ξ

u(ζ ′)f(ζ ′) + n
1
pu(ξ) · n− 1

pf(ξ)

q

=

= n−1wq(ξ)

 ∑
ζ′∈V(D), ζ′6ξ

u(ζ ′)f(ζ ′)

q

.

Çíà÷èò,

wq(ξ)

( ∑
ζ′∈V(D), ζ′6ξ

u(ζ ′)f(ζ ′)

)q

=

=
n∑
j=1

wqξ,T (ηj)

( ∑
ζ′∈V(Gξ,T (D)), ζ′6ηj

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′)

)q

.

(3.44)

Ïóñòü ζ ∈ V(Dξj,i), 1 6 j 6 n, 1 6 i 6 kj. Òîãäà∑
ζ′∈V(Gξ,T (D)), ζ′6ζ

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′) =

=
∑

ζ′∈V(Gξ,T (D)), ζ′6ζ, ζ′ ̸=ηj

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′) + uξ,T (ηj)fξ,T (ηj)
(3.39)
=

=
∑

ζ′∈V(D), ζ′6ζ, ζ′ ̸=ξ
u(ζ ′)f(ζ ′) + n

1
pu(ξ) · n− 1

pf(ξ) =
∑

ζ′∈V(D), ζ′6ζ
u(ζ ′)f(ζ ′).

Ïîýòîìó

wq(ζ)
( ∑
ζ′∈V(D), ζ′6ζ

u(ζ ′)f(ζ ′)
)q

= wqξ,T (ζ)
( ∑
ζ′∈V(Gξ,T (D)), ζ′6ζ

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′)
)q
. (3.45)

Èç (3.43), (3.44) è (3.45) ñëåäóåò, ÷òî

S =
∑

ζ∈V(Gξ,T (D))

wqξ,T (ζ)
(∑
ζ′6ζ

uξ,T (ζ
′)fξ,T (ζ

′)
)q

6
(
Sp,q
Gξ,T (D),uξ,T ,wξ,T

)q
.

Ñîîòíîøåíèå (3.42) äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [A]6n ïîääåðåâî â (A, ξ0) òàêîå, ÷òî

V([A]6n) = ∪nj=0V
A
j (ξ0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Òàê êàê S
p,q

A,u,w 6 Sp,q
A,u,w è S

p,q

A,u,w ≍
C∗,q

Sp,q
û,ŵ, îñòàåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî Sp,q
A,u,w .

p,q,C∗

Sp,q
û,ŵ.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé N < ∞ è p < ∞ (ñëó÷àé p = ∞ òðèâèàëüíûé;
åñëè N = ∞, ïðèìåíÿåì òåîðåìó Á. Ëåâè).

Äëÿ 0 6 j 6 N ïîñòðîèì ãðàô Gj,A è ôóíêöèè u(j), w(j) : V(Gj,A) → (0, ∞) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. GN,A = A, u(N) = u, w(N) = w.
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2. Åñëè 1 6 j 6 N − 1, òî Gj,A ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ0,
òàêèì, ÷òî

[Gj,A]6j−1 = [A]6j−1, Vmax(Gj,A) = V
Gj,A
N (ξ0); (3.46)

cardV
Gj,A
1 (ξ) = cardVA

N−j+1(ξ), åñëè ξ ∈ V
Gj,A
j−1 (ξ0); (3.47)

cardV
Gj,A
1 (ξ) = 1, åñëè ξ ∈ V

Gj,A
i (ξ0), j 6 i 6 N − 1. (3.48)

Êðîìå òîãî,

u(j)(ξ) = u(ξ), w(j)(ξ) = w(ξ), ξ ∈ V([Gj,A]6j−1); (3.49)

u(j)(ξ) ≍
C∗
ui · 2

ψ(N)−ψ(i)
p , w(j)(ξ) ≍

C∗,q
wi · 2−

ψ(N)−ψ(i)
q ,

ξ ∈ V
Gj,A
i (ξ0), j 6 i 6 N ;

(3.50)

åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíû òî÷íûå ðàâåíñòâà â (3.50).

3. G0,A ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì ïóòåé ζl,0 < ζl,1 < · · · < ζl,N , 1 6 l 6
cardVA

N(ξ0). Êðîìå òîãî,

u(0)(ζl,i) ≍
C∗
ui · 2

ψ(N)−ψ(i)
p , w(0)(ζl,i) ≍

C∗,q
wi · 2−

ψ(N)−ψ(i)
q , 0 6 i 6 N. (3.51)

Åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíû òî÷íûå ðàâåíñòâà (3.51).

4. Sp,q
A,u,w 6 Sp,q

Gj,A,u(j),w(j) , 0 6 j 6 N .

Ãðàôû Gj,A è ôóíêöèè u(j), w(j) áóäóò ïîñòðîåíû èíäóêöèåé ïî j. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ 0 6 k 6 N − 1 ïîñòðîåíû äåðåâüÿ Gk+1,A è ôóíêöèè u(k+1), w(k+1), ïðè ýòîì
âûïîëíåíû ñâîéñòâà 1, 2 è 4 ñ j := k + 1. Îáîçíà÷èì V

Gk+1,A
k (ξ0) = {ζ1, . . . , ζm}.

Èç (3.46) ñëåäóåò, ÷òî {ζ1, . . . , ζm} = VA
k (ξ0); êðîìå òîãî, u(k+1)(ζt)

(3.49)
= u(ζt),

w(k+1)(ζt)
(3.49)
= w(ζt), 1 6 t 6 m.

Ïîëîæèì
Gk,A = Gζm(. . . Gζ2(Gζ1(Gk+1,A))),

u(k) = (((u(k+1))ζ1)ζ2 . . . )ζm , w(k) = (((w(k+1))ζ1)ζ2 . . . )ζm
(ñì. (3.40)). Èç ëåììû 3.3.1 è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 4.
Óñëîâèÿ (3.46), (3.47), (3.48) äëÿ j := k > 0 è ïåðâàÿ ÷àñòü ñâîéñòâà 3 âûïîëíåíû
ïî ïîñòðîåíèþ, â ñèëó (3.41) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Îöåíèì çíà÷åíèÿ u(k)(η) è w(k)(η), η ∈ V(Gk,A). Ïóñòü η ∈ Vk(Gk,A). Òîãäà
V

Gk,A
1 (η)

(3.48)
= {η′}. Ñóùåñòâóþò 1 6 t 6 m òàêèå, ÷òî η′ ∈ V

Gk+1,A
1 (ζt). Èç îïðåäåëåíèÿ

u(k) è w(k) è èç (3.49), ïðèìåíåííîãî ê j := k + 1, ïîëó÷àåì

u(k)(η)
(3.39),(3.47)

= u(k+1)(ζt)
(
cardVA

N−k(ζt)
) 1
p

(25),(3.49)
≍
C∗

≍ u(ζt)2
ψ(N)−ψ(k)

p
(26)
= uk · 2

ψ(N)−ψ(k)
p ,

w(k)(η)
(3.39),(3.47)

= w(k+1)(ζt)
(
cardVA

N−k(ζt)
)− 1

q
(25),(3.49)

≍
C∗,q

≍ w(ζt)2
−ψ(N)−ψ(k)

q
(26)
= wk · 2−

ψ(N)−ψ(k)
q .

Åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíû òî÷íûå ðàâåíñòâà.
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Ïóñòü η ∈ V(Gk,A)\Vk(Gk,A). Òîãäà u(k)(η) = u(k+1)(η), w(k)(η) = w(k+1)(η). Îòñþäà
è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (3.49) è (3.50) ïðè k > 0 è (3.51)
ïðè k = 0.

Äîêàæåì (34).
Ïî ñâîéñòâó 4, äîñòàòî÷íî îöåíèòü Sp,q

G0,A,u(0),w(0) . Ïîëîæèì

m∗ = cardVA
N(ξ0)

(25)
≍
C∗

2ψ(N) (3.52)

(åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíî òî÷íîå ðàâåíñòâî). Â ñèëó (3.51), Sp,q

G0,A,u(0),w(0) ≍
C∗,q

Sp,q
G0,A,ũ,w̃

, ãäå

ũ(ζk,i) = ũi := ui · 2
ψ(N)−ψ(i)

p ,

w̃(ζk,i) = w̃i := wi · 2−
ψ(N)−ψ(i)

q , 1 6 k 6 m∗, 0 6 i 6 N.
(3.53)

Ïóñòü f : V(G0,A) → R+, ∥f∥lp(G0,A) = 1. Ïîëîæèì φ(ζk,i) = φk,i = fp(ζk,i). Òîãäà

m∗∑
k=1

N∑
i=0

φk,i = 1, (3.54)

∑
ξ∈V(G0,A)

w̃q(ξ)

(∑
ξ′6ξ

ũ(ξ′)f(ξ′)

)q

=
m∗∑
k=1

N∑
j=0

w̃qj

(
j∑
i=0

ũiφ
1/p
k,i

)q

=: F(φ).

Òàê êàê p > q, ôóíêöèÿ t 7→ t
q
p âîãíóòà íà R+. Îòñþäà è èç îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî F(φ) âîãíóòà íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé φ.

Äëÿ 0 6 i 6 N , 1 6 k 6 m∗ ïîëîæèì φ̃(ζk,i) = φ̃i =
1
m∗

m∗∑
l=1

φl,i, f̃i = φ̃
1/p
i m

1/p
∗ . Òîãäà

N∑
i=0

φ̃i =
1

m∗

m∗∑
k=1

N∑
i=0

φk,i
(3.54)
=

1

m∗
,

N∑
j=0

f̃pj = 1. (3.55)

Ïóñòü Sm∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç m∗ ýëåìåíòîâ, φπ(ζk,i) = φ(ζπ(k),i),
π ∈ Sm∗ . Òîãäà φ̃(ζk,i) = 1

card Sm∗

∑
π∈Sm∗

φπ(ζk,i) è F(φ) = F(φπ) äëÿ ëþáîãî π ∈ Sm∗ .

Òàê êàê ôóíêöèîíàë F âîãíóòûé, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F(φ) 6 F(φ̃). Çíà÷èò,

m∗∑
k=1

N∑
j=0

w̃qj

(
j∑
i=0

ũiφ
1/p
k,i

)q

6
m∗∑
k=1

N∑
j=0

w̃qj

(
j∑
i=0

ũiφ̃
1/p
i

)q

(3.53)
=

= m∗

N∑
j=0

wqj · 2−ψ(N)+ψ(j)

(
j∑
i=0

ui · 2
ψ(N)−ψ(i)

p m
− 1
p

∗ f̃i

)q
(3.52)
≍

C∗,p,q

≍
N∑
j=0

wqj · 2ψ(j)
(

j∑
i=0

ui · 2−
ψ(i)
p f̃i

)q
(32),(33),(3.55)

6
[
Sp,q
û,ŵ

]q
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ âåñîâîãî îïåðàòîðà èíòåãðèðîâà-
íèÿ íà ìåòðè÷åñêîì äåðåâå. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç �4.2. Ïóñòü A = (A, ∆),
ãäå (A, ξ0) óäîâëåòâîðÿåò (25). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆((ξ′, ξ′′)) = [aj, bj] äëÿ ëþáîãî
ξ′ ∈ VA

j−1(ξ0), ξ
′′ ∈ VA

1 (ξ
′), j ∈ N. Ïóñòü x0 � ìèíèìàëüíàÿ òî÷êà â A. Ðàññìîòðèì

âåñîâûå ôóíêöèè g, v : A → (0, ∞) âèäà g(x) = g0(ρA(x, x0)), v(x) = v0(ρA(x, x0))
(ñì. (3.1)).
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Ïîëîæèì R =
∑
j∈N

(bj − aj),

v̂0(t) = v0(t) · 2
ψ(j)
q , ĝ0(t) = g0(t) · 2−

ψ(j)
p , t =

j−1∑
i=1

(bi − ai) + s, s ∈ [aj, bj].

Ïóñòü îïåðàòîð Ig,v,x0 : Lp(A) → Lq(A) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3.2), Îĝ0,v̂0f(t) =

v̂0(t)
t∫
0

ĝ0(s)f(s) ds, 0 6 t < R, f ∈ Lp(0, R).

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü 1 6 p 6 ∞, 0 < q < ∞, p > q. Òîãäà ∥Ig,v,x0∥Lp(A)→Lq(A) ≍
p,q,C∗

∥Îĝ0,v̂0∥Lp(0, R)→Lq(0, R). Åñëè C∗ = 1, òî âûïîëíåíî òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê òåîðåìà 8. Ïðè p = q = 2 è C∗ = 1
îí áûë ïîëó÷åí â [154].
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Ãëàâà 4

Òåîðåìû âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ

Ñîáîëåâà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ

ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-ìíîæåñòâà

Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíû òåîðåìû 9, 10 è 11. Êðîìå òîãî, çäåñü ïîëó÷åíû íåêîòîðûå
óòî÷íåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ: íàéäåíû îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè èç W r

p,g(Ω)
ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1 íà ïîäîáëàñòè â Ω, ïîðîæäåííîé íåêîòîðûì
ïîääåðåâîì â äåðåâå T (ñì. òåîðåìó 1.1.1). Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ â
ãëàâå 5 ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ.

Íîðìà | · | íà Rd çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîðìà â ld∞, ò.å. |(x1, . . . , xd)| =
max16i6d |xi|.

Íàïîìíèì, ÷òî Z = (p, q, r, d, a, c0), ãäå a � ïàðàìåòð èç óñëîâèÿ Äæîíà, c0 �
êîíñòàíòà èç (37).

4.1 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ äåðåâà

Íàïîìíèì, ÷òî Θ(Ω) � ïîêðûòèå Óèòíè (ñì. òåîðåìó C). Ïóñòü T è F : V(T ) →
Θ(Ω) � äåðåâî è ðàçáèåíèå, ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.1.1.

Äëÿ ξ ∈ V(T ) îáîçíà÷èì Ωξ = ΩTξ,F ; ÷èñëî kξ ∈ N âûáåðåì òàê, ÷òî

2−kξ 6 dist|·|(F (ξ), Γ) < 2−kξ+1. (4.1)

Äëÿ ξ ∈ V(T ) îïðåäåëèì mξ ôîðìóëîé (1.4). Ïî òåîðåìå C,

2−mξ ≍
d
dist|·|(F (ξ), ∂Ω) 6 dist|·|(F (ξ), Γ) ≍ 2−kξ , (4.2)

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ϑ(d) ∈ Z+ òàêîå, ÷òî

kξ 6 mξ + ϑ(d). (4.3)

Ïóñòü zξ ∈ F (ξ) òàêîâî, ÷òî dist|·|(zξ, Γ) = dist|·|(F (ξ), Γ), è ïóñòü z̃ξ � öåíòð êóáà
F (ξ). Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû êóáà F (ξ) ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå Ωξ. Çíà÷èò, äëÿ
ëþáîãî x ∈ Ωξ

|x− zξ| 6 diam|·|Ωξ

(9)

.
a,d

dist|·|(z̃ξ, ∂Ωξ)
(1.2)

.
d

2−mξ ,

òî åñòü íàéäåòñÿ c(a, d) > 0 òàêîå, ÷òî

|x− zξ| 6 c(a, d) · 2−mξ , x ∈ Ωξ. (4.4)
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Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ F (ξ) âûïîëíåíî

dist|·|(x, Γ) ≍
d
2−kξ . (4.5)

Â ñàìîì äåëå,

2−kξ
(4.1)

6 dist|·|(F (ξ), Γ) 6 dist|·|(x, Γ) 6 dist|·|(F (ξ), Γ) + |x− zξ|
(4.1)

6

6 2−kξ+1 + 2−mξ
(4.3)

.
d

2−kξ .

Ïîëîæèì

Ŵ = {ξ ∈ V(T ) : mξ 6 kξ + 1 + log2 c(a, d)}. (4.6)

Èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Ŵ âûïîëíåíî

2−mξ ≍
a,d

2−kξ . (4.7)

Ïóñòü ξ /∈ Ŵ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωξ âûïîëíåíî

dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−kξ . (4.8)

Â ñàìîì äåëå,

dist|·|(x, Γ) 6 dist|·|(zξ, Γ) + |x− zξ|
(4.1),(4.4)

.
a,d

2−kξ + 2−mξ
(4.3)

.
d

2−kξ ,

dist|·|(x, Γ) > dist|·|(zξ, Γ)− |x− zξ|
(4.1),(4.4)

> 2−kξ − c(a, d) · 2−mξ
(4.6)

> 2−kξ−1.

Îáîçíà÷èì

Ŵν = {ξ ∈ Ŵ : kξ = ν}, ν ∈ N. (4.9)

Òîãäà èç (4.4) è (4.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Ŵν è ëþáîãî äåðåâà T ′ ⊂ Tξ ñ
êîðíåì ξ

diam|·| ΩT ′, F ≍
a,d

2−ν . (4.10)

Ëåììà 4.1.1. Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå äåðåâà T íà ïîääåðåâüÿ Tk,i ñ ìèíèìàëüíûìè
âåðøèíàìè ξk,i, k ∈ Z+, i ∈ Ik, Ik ̸= ∅, è ÷èñëà νk ∈ N, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. ν0 < ν1 < · · · < νk < . . . ;

2. ξk,i ∈ Ŵνk ;

3. äëÿ ëþáîãî x ∈ ΩTk,i,F âûïîëíåíî dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−νk ;

4. åñëè ξk′,i′ < ξk,i, òî k
′ < k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν ∈ Z+, ξ̂ ∈ Ŵν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(ξ̂) ìíîæåñòâî
ïîääåðåâüåâ T ′ ⊂ Tξ̂ ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ̂ òàêèõ, ÷òî

V(T ′)
∩( ∪

l>ν+1

Ŵl

)
= ∅
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(ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, òàê êàê {ξ̂} ∈ T(ξ̂)). ×åðåç S(Tξ̂) îáîçíà÷èì ïîääåðåâî â Tξ̂
òàêîå, ÷òî V(S(Tξ̂)) = ∪S∈T(ξ)V(S). Òîãäà S(Tξ̂) ∈ T(ξ̂).

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ν̂ = ν̂(a, d) ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ ΩS(T
ξ̂
),F

âûïîëíåíî

2−ν−ν̂ 6 dist|·|(x, Γ) 6 2−ν+ν̂ . (4.11)

Â ñàìîì äåëå,

dist|·|(x, Γ) 6 |x− zξ̂|+ dist|·|(zξ̂, Γ)
(4.1),(4.4),(4.9)

.
a,d

2−mξ̂ + 2−ν
(4.3)

.
d

2−ν .

Äîêàæåì îöåíêó ñíèçó. Ïóñòü x ∈ F (η), η ∈ V(S(Tξ̂)). Ïîëîæèì

η̂ = max{Ŵ ∩ [ξ̂, η]}.

Òîãäà η̂ ∈ Ŵj äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Z+; òàê êàê S(Tξ̂) ∈ T(ξ̂), òî j 6 ν. Òàê êàê

dist|·|(F (η̂), Γ)
(4.1)

> 2−kη̂
(4.9)
= 2−j > 2−ν , (4.12)

òî â ñëó÷àå η = η̂ îöåíêà äîêàçàíà. Ïóñòü η > η̂, ζ̂ ∈ [η̂, η] ∩ V1(η̂). Òîãäà ζ̂ /∈ Ŵ,
dim(F (η̂) ∩ F (ζ̂)) = d − 1 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.1 è òåîðåìó 1.1.1), è äëÿ ëþáîãî
x ∈ F (η)

dist|·|(x, Γ)
(4.8)
≍
a,d

2−kζ̂
(4.3)

&
d

2−mζ̂
(1.13)

> 2−mη̂−2 (4.7)
≍
a,d

2−kη̂
(4.12)

> 2−ν .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uξ̂ ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ âåðøèí â Tξ̂\S(Tξ̂). Èç

îïðåäåëåíèÿ T(ξ̂) è S(Tξ̂) ñëåäóåò, ÷òî

η ∈ ∪s>ν+1Ŵs äëÿ ëþáîãî η ∈ Uξ̂. (4.13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ0 ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó äåðåâà T .
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Ik âîçüìåì {1, . . . , i0(k)} äëÿ íåêîòîðîãî i0(k) ∈

N. Äåðåâüÿ {Tk,i}16i6i0(k) è âåðøèíû ξk,i ñòðîÿòñÿ èíäóêöèåé ïî k ∈ Z+ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óòâåðæäåíèÿ 1�4 ëåììû, à òàêæå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

5. Tk,i = S(Tξk,i), k ∈ Z+, i = 1, . . . , i0(k).

6. Ïóñòü T̂k � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â T íà ìíîæåñòâå âåðøèí ∪ks=0∪
i0(s)
i=1 V(Ts,i).

Òîãäà T̂k ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ0.
7. Ïóñòü Uk � ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ âåðøèí â T \T̂k. Òîãäà Uk ⊂ ∪s>νk+1Ŵs.
8. Ïóñòü k > 1. Òîãäà νk = min{ν : Uk−1 ∩ Ŵν ̸= ∅}, {ξk,1, . . . , ξk,i0(k)} = Uk−1 ∩

Ŵνk .
9. V(T̂k) ∩ Ŵ ⊂ ∪s6νkŴs.
Ïóñòü k = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ξ0 ∈ Ŵ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ0 /∈ Ŵ. Òîãäà, â

ñèëó (4.8), äëÿ ëþáîãî x ∈ ΩT ,F âûïîëíåíî dist (x, Γ) ≍
a,d

2−kξ0 . Òîãäà Γ ∩ Ω = ∅

� ïðîòèâîðå÷èå. Ïîëîæèì i0(0) = 1, ξ0,1 = ξ0, T0,1 = S(Tξ0) è âûáåðåì ν0 òàê,
÷òîáû ξ0 ∈ Ŵν0 . Óòâåðæäåíèÿ 1 è 4 ëåììû òðèâèàëüíû, óòâåðæäåíèå 2 ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ ν0, óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç (4.11). Ñâîéñòâà 5 è 6 âûïîëíåíû
ïî ïîñòðîåíèþ, ñâîéñòâî 8 ñ k = 0 òðèâèàëüíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U0 ìíîæåñòâî
ìèíèìàëüíûõ âåðøèí â T \T0,1. Èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî U0 ⊂ ∪s>ν0+1Ŵs, îòêóäà
ñëåäóåò ñâîéñòâî 7. Ñâîéñòâî 9 âûïîëíåíî, òàê êàê

V(T̂0) ∩
(
∪s>ν0+1Ŵs

)
= V(S(Tξ0)) ∩

(
∪s>ν0+1Ŵs

)
= ∅
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ïî îïðåäåëåíèþ S(Tξ0).
Ïóñòü äåðåâüÿ Tk,i (1 6 i 6 i0(k)) ïîñòðîåíû äëÿ 0 6 k 6 l, ïðè ýòîì âûïîëíåíû

óòâåðæäåíèÿ 1�4 ëåììû è ñâîéñòâà 5�9. Ïî ñâîéñòâó 7,

Ul ⊂ ∪s>νl+1Ŵs. (4.14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Γ ⊂ ∂Ω, èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî Ul ̸= ∅.
Ïîñòðîèì äåðåâüÿ Tl+1,i, 1 6 i 6 i0(l + 1). Ïîëîæèì

νl+1 := min{ν : Ul ∩ Ŵν ̸= ∅}, {ξl+1, 1, . . . , ξl+1, i0(l+1)} := Ul ∩ Ŵνl+1
̸= ∅,

Tl+1,i = S(Tξl+1,i
). Ñâîéñòâî 1 ñëåäóåò èç (4.14) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ñâîéñòâà

5 è 8 (à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå 2 ëåììû) âûïîëíåíû ïî ïîñòðîåíèþ. Ñâîéñòâî 3
ñëåäóåò èç (4.11). Äîêàæåì ñâîéñòâî 4. Â ñàìîì äåëå, åñëè k′ 6 l è k 6 l, òî
óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Äëÿ k = l + 1, k′ 6 l
óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü k′ = l + 1. Åñëè k = l + 1, òî âåðøèíû ξl+1,i è
ξl+1,i′ íåñðàâíèìû ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Ul. Åñëè k 6 l, òî ξk,i ∈ V(T̂l). Òàê
êàê ξl+1,i′ < ξk,i, òî ξl+1,i′ ∈ [ξ0, ξk,i]; òàê êàê T̂l ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è ξ0 ∈ V(T̂l), òî
ξl+1,i′ ∈ V(T̂l) � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 6. Ïóñòü 1 6 i 6 i0(l+ 1), ξl+1,i � âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ
ξl+1,i â T . Èç îïðåäåëåíèÿ Ul ñëåäóåò, ÷òî

ξl+1,i ∈ T̂l. (4.15)

Èìååì

V(T̂l+1) = ∪l+1
k=0 ∪

i0(k)
i=1 V(Tk,i) = V(T̂l) ∪

(
∪i0(l+1)
i=1 V(Tl+1,i)

)
. (4.16)

Òàê êàê Tk,i è T̂l ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè è ξl+1,i � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â Tl+1,i, òî
èç (4.15) ñëåäóåò, ÷òî T̂l+1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Â ñèëó (4.16) è ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè, ξ0 � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà T̂l+1.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 9. Â ñèëó ñâîéñòâ 5, 8 è îïðåäåëåíèÿ S(Tξl+1,i
), ïîëó÷àåì

V(Tl+1,i) ∩
(
∪s>νl+1+1Ŵs

)
= V(S(Tξl+1,i

)) ∩
(
∪s>νl+1+1Ŵs

)
= ∅.

Çíà÷èò, V(Tl+1,i) ∩ Ŵ ⊂ ∪s6νl+1
Ŵs. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, V(T̂l) ∩ Ŵ ⊂

∪s6νlŴs. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü (4.16).
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 7. Ïóñòü η ∈ Ul+1. Äîêàæåì, ÷òî

η ∈ ∪k>νl+1+1Ŵk. (4.17)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê η ∈ Ul+1, òî η /∈ V(T̂l). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âåðøèíà ξη ∈ Ul

òàêàÿ, ÷òî η ∈ Tξη .
Ïóñòü ξη /∈ Ŵνl+1

. Èç îïðåäåëåíèÿ νl+1 ñëåäóåò, ÷òî ξη ∈ ∪k>νl+1+1Ŵk. Ïîýòîìó
ξη /∈ V(T̂l+1) ïî óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó 9. Òàêèì îáðàçîì, V(Tξη) ∩V(T̂l+1) = ∅.
Ïóñòü η > ξη. Òàê êàê η ∈ Ul+1, òî âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ η, ïðèíàäëåæèò
V(T̂l+1) ∩V(Tξη) = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, η = ξη è (4.17) äîêàçàíî.

Ïóñòü ξη ∈ Ŵνl+1
. Òîãäà ξη = ξl+1,i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ 1, i0(l + 1) â ñèëó ñâîéñòâà

8. Äîêàæåì, ÷òî η � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â Tξl+1,i
\S(Tξl+1,i

). Òîãäà èç (4.13) ñëåäóåò

(4.17). Ïî îïðåäåëåíèþ Ul+1, η ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé â T \T̂l+1. Òàê
êàê η ∈ V(Tξl+1,i

) è V(S(Tξl+1,i
)) = V(Tl+1,i) ⊂ V(T̂l+1), òî η ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé
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Tξl+1,i
\S(Tξl+1,i

). Äîêàæåì, ÷òî ýòà âåðøèíà ìèíèìàëüíàÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü η′ �
âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ η è

η′ ∈ V(Tξl+1,i
)\V(S(Tξl+1,i

)). (4.18)

Ïîêàæåì, ÷òî η′ /∈ V(T̂l+1) (ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñ òåì, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
âåðøèíîé â T \T̂l+1). Â ñèëó (4.18) è ðàâåíñòâà Tl+1,i = S(Tξl+1,i

), ïîëó÷àåì η′ /∈
V(Tl+1,i). Òàê êàê äëÿ i′ ̸= i âåðøèíû ξl+1,i è ξl+1,i′ íåñðàâíèìû, òî äåðåâüÿ Tξl+1,i

è
Tξl+1,i′ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, η

′ /∈ V(Tl+1,i′). Íàêîíåö, òàê êàê ξl+1,i = ξη ∈ Ul, òî

η′ ∈ V(Tξl+1,i
) ⊂ V(T )\V(T̂l). Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü (4.16).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî T ⊂ ∪k∈Z+ ∪i0(k)i=1 Tk,i. Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü η ∈ V(T ), η /∈ ∪k∈Z+ ∪i0(k)i=1 Tk,i, è ïóñòü

max ({ξk,i : k ∈ Z+, 1 6 i 6 i0(k)} ∩ [ξ0, η]) = ξk∗, i∗ ,

ξ̃η = min ([ξk∗,i∗ , η]\V(Tk∗,i∗)) . (4.19)

Òàê êàê ξk∗,i∗ ∈ V(Tk∗,i∗), òî ξ̃η > ξk∗,i∗ . Åñëè ξ̃η ∈ V(Tk1,i1) äëÿ íåêîòîðûõ k1, i1,
òî ξ̃η ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé â Tk1,i1 , ò.å. ξ̃η = ξk1,i1 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñ
îïðåäåëåíèåì ξk∗,i∗ . Ïîýòîìó

ξ̃η /∈ ∪t∈Z+V(T̂t). (4.20)

Â ÷àñòíîñòè, ξ̃η /∈ V(T̂k∗). Ïóñòü ξη � âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ ξ̃η. Â ñèëó (4.19),

ξη ∈ V(Tk∗,i∗) ⊂ V(T̂k∗). (4.21)

Çíà÷èò, ξ̃η ∈ Uk∗ . Èç ñâîéñòâà 7 ñëåäóåò, ÷òî ξ̃η ∈ Ŵs, s > νk∗ + 1. Ïóñòü t∗ òàêîâî,
÷òî νt∗ < s 6 νt∗+1. Èç (4.20) ñëåäóåò, ÷òî ξ̃η ∈ V(T )\V(T̂t∗). Òàê êàê t∗ > k∗, òî
èç (4.21) ñëåäóåò, ÷òî ξη ∈ V(T̂t∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ξ̃η � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â

T \T̂t∗ , ò.å. ξ̃η ∈ Ut∗ . Â ñèëó ñâîéñòâà 8, s > νt∗+1. Çíà÷èò, s = νt∗+1 è ξ̃η = ξt∗+1,i

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 i0(t∗ + 1) (ñíîâà â ñèëó ñâîéñòâà 8). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñ
îïðåäåëåíèåì ξk∗,i∗ .

Ïðåäëîæåíèå 4.1.1. Ïóñòü ξk,i < ξk′,i′, {ξ : ξk,i 6 ξ < ξk′,i′} ⊂ V(Tk,i). Òîãäà
νk′ 6 νk + s, ãäå s = s(a, d). Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s > 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ [ξk,i, ξk′,i′ ] � âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ ξk′,i′ . Òîãäà ξ ∈
V(Tk,i). Â ñèëó ïóíêòà 3 ëåììû 4.1.1, äëÿ ëþáîãî x ∈ F (ξ) âûïîëíåíî dist|·|(x, Γ) ≍

a,d

2−νk , à äëÿ ëþáîãî x ∈ F (ξk′,i′) âûïîëíåíî dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−νk′ . Òàê êàê îòîáðàæåíèå

F ñîãëàñîâàíî ñî ñòðóêòóðîé äåðåâà T (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1.1 è òåîðåìó 1.1.1), òî
F (ξ) è F (ξk′,i′) ïåðåñåêàþòñÿ ïî d − 1-ìåðíîé ãðàíè. Çíà÷èò, 2−νk ≍

a,d
2−νk′ . Îòñþäà

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî (37). Ïóñòü ν̂, ν ∈ N, ν > ν̂, ξ̂ ∈ Ŵν̂.
Îáîçíà÷èì

Ŵν(ξ̂) = Ŵν ∩V(Tξ̂). (4.22)

Òîãäà

cardŴν(ξ̂) .
a,d,c0

h(2−ν̂)

h(2−ν)
. (4.23)
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Åñëè ïðè ýòîì ξ̂ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà T , òî íàéäåòñÿ òàêîå k̂ = k̂(a, d) ∈ N,
÷òî

ν+k̂∑
j=ν

cardŴj(ξ̂) &
a,d,c0

h(2−ν̂)

h(2−ν)
. (4.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñþäó â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êóá �
ýòî ïðîèçâåäåíèå ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà

∏d
j=1[aj, bj). Òîãäà ëþáûå äâà íåïåðåêðûâà-

þùèåñÿ êóáà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Åñëè ξ ∈ Ŵν , òî èç (4.7) è (4.9) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå k∗(a, d), ÷òî ν −

k∗(a, d) 6 mξ 6 ν + k∗(a, d). Äàëåå,

diamΩξ̂

(4.4),(4.7)
≍
a,d

2−ν̂ . (4.25)

Ïóñòü k ∈ Z, −k∗(a, d) 6 k 6 k∗(a, d). Îáîçíà÷èì Ŵν,k(ξ̂) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ξ ∈ Ŵν(ξ̂) òàêèõ, ÷òî mξ = ν + k.

Â ñèëó (4.1) è (4.9),

dist|·|(F (ξ), Γ) 6 2−ν+1, ξ ∈ Ŵν(ξ̂),

dist|·|(F (ξ̂), Γ) 6 2−ν̂+1.

Îòñþäà è èç (4.25) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êóá ∆0 è ÷èñëî k0 = k0(a, d) ∈ Z+ òàêèå,
÷òî

F (ξ̂) ∈ Ξ(∆0), ν̂ − k0(a, d) 6 m(∆0) 6 ν̂ + k0(a, d), (4.26)

Ωξ̂ ⊂ ∆0, ∃x ∈ Γ ∩∆0 : dist|·|(x, ∂∆0) &
a,d

2−ν̂ , (4.27)

∀ξ ∈ Ŵν(ξ̂) ∃x ∈ Γ ∩∆0 : dist|·|(x, F (ξ)) 6 2−ν+1. (4.28)

Ïóñòü j ∈ N, j > ν̂+k∗(a, d). Òîãäà, åñëè∆ ∈ Ξj

([
−1

2
, 1

2

]d)
, òî ëèáî∆ ⊂ ∆0, ëèáî

∆ íå ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ∆0. Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèé F (ξ̂) ∈ Ξ(∆0) è j > ν̂ + k∗(a, d) >
mξ̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆0,j êóá, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ∆0 ãîìîòåòèåé îòíîñèòåëüíî åãî
öåíòðà, ñî ñòîðîíîé äëèíû 2−m(∆0) + 2 · 2−j, è ïîëîæèì

Θj(∆0) =

{
∆ ∈ Ξj

([
−1

2
,
1

2

]d)
: ∆ ⊂ ∆0, ∆ ∩ Γ ̸= ∅

}
,

Θ̃j(∆0) =

{
∆ ∈ Ξj

([
−1

2
,
1

2

]d)
: ∆ ⊂ ∆0,j, ∆ ∩ Γ ̸= ∅

}
.

Äîêàæåì, ÷òî

cardΘj(∆0) ≍
a,d,c0

h(2−ν̂)

h(2−j)
. (4.29)

Ïóñòü ∆ ∈ Θj(∆0). Òàê êàê ∆ ∩ Γ ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò êóá K∆ ñ öåíòðîì z∆ òàêîé,
÷òî

∆ ∈ Ξ1(K∆), dist|·|(z∆, Γ) 6 2−m(∆)−1. (4.30)
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Òîãäà íàéäóòñÿ

z̃∆ ∈ Γ, t∆ &
d

2−j, t̃∆ .
d

2−j òàêèå, ÷òî Bt∆(z̃∆) ⊂ K∆ ⊂ Bt̃∆
(z̃∆). (4.31)

Ïóñòü µ � ìåðà èç îïðåäåëåíèÿ 5 (â ÷àñòíîñòè, suppµ ⊂ Γ). Òîãäà èç (35), (37)
è (4.31) ñëåäóåò, ÷òî µ(K∆) ≍

d,c0
h(2−j). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (37), âòîðîãî

óòâåðæäåíèÿ â (4.26) è âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ â (4.27),

h(2−ν̂) ≍
a,d,c0

µ(∆0) =
∑

∆∈Θj(∆0)

µ(∆),

h(2−ν̂) ≍
a,d,c0

µ(∆0,j) =
∑

∆∈Θ̃j(∆0)

µ(∆).

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.29) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
∑

∆∈Θj(∆0)

µ(∆) 6∑
∆∈Θj(∆0)

µ(K∆) .
d

∑
∆∈Θ̃j(∆0)

µ(∆). Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè ìåðû µ. Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî. Òàê êàê ∆ ∈ Ξ1(K∆), òî K∆ ⊂ ∆0,j.
Îáîçíà÷èì

Θj,∆ = {∆′ ∈ Θ̃j(∆0) : ∆
′ ⊂ K∆} äëÿ ∆ ∈ Θj(∆0),

Θ′
j,∆′ = {∆ ∈ Θj(∆0) : ∆′ ⊂ K∆} äëÿ ∆′ ∈ Θ̃j(∆0).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ∆′ ∈ Θ̃j(∆0) âûïîëíåíî cardΘ′
j,∆′ .

d

1, òî

∑
∆∈Θj(∆0)

µ(K∆) =
∑

∆∈Θj(∆0)

∑
∆′∈Θj,∆

µ(∆′) 6

6
∑

∆′∈Θ̃j(∆0)

∑
∆∈Θ′

j,∆′

µ(∆′) .
d

∑
∆′∈Θ̃j(∆0)

µ(∆′).

Ñîîòíîøåíèå (4.29) äîêàçàíî.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè −k∗(a, d) 6 k 6 k∗(a, d), ν > ν̂ + 2k∗(a, d), òî

cardŴν,k(ξ̂) .
a,d

cardΘν+k(∆0) (4.32)

(íàïîìíèì, ÷òî Θj(∆0) îïðåäåëÿëîñü äëÿ j > ν̂ + k∗(a, d)).
Ïîëîæèì

A :=

{
∆′ ∈ Ξν+k

([
−1

2
,
1

2

]d)
: ∃∆ ∈ Θν+k(∆0) : dist|·|(∆

′, ∆) 6 2−ν+1

}
.

Èç (4.28) ñëåäóåò, ÷òî {F (ξ) : ξ ∈ Ŵν,k(ξ̂)} ⊂ A è cardŴν,k(ξ̂) 6 cardA .
a,d

cardΘν+k(∆0).
Èç (37), (4.29) è (4.32) ñëåäóåò (4.23) äëÿ ν > ν̂+2k∗(a, d). Åñëè ν < ν̂+2k∗(a, d),

òî 2−ν ≍
a,d

2−ν̂ (ïî óñëîâèþ ëåììû, ν > ν̂); çíà÷èò, h(2−ν̂)
h(2−ν)

(37)
≍

a,d,c0
1. Ýòî âìåñòå ñ (4.7),

(4.9), (4.26) è ïåðâûì óòâåðæäåíèåì (4.27) äàåò (4.23).
Òåïåðü äîêàæåì (4.24). Ïóñòü l ∈ N, l > ν̂ + k∗(a, d), ∆ ∈ Θl(∆0) ôèêñèðîâàíû,

K∆ è z∆ � êóá è åãî öåíòð, îïðåäåëåííûå âûøå (ñì. (4.30)),

x∆ ∈ K∆ ∩ Γ, |x∆ − z∆| 6 2−m(∆)−1. (4.33)
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Òàê êàê Γ ⊂ ∂Ω, òî â ñèëó òåîðåìû C è áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ F äëÿ ëþáîãî
m ∈ N íàéäåòñÿ âåðøèíà ξ∆ = ξ∆(m) ∈ V(T ) òàêàÿ, ÷òî

dist (x∆, F (ξ∆)) < 2−m, 2−mξ∆ .
d

2−m. (4.34)

Åñëè m äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî èç (4.33) è (4.34) ñëåäóåò, ÷òî F (ξ∆) ⊂ K∆. Îáîçíà÷èì
η∆ = min{η ∈ [ξ̂, ξ∆] : F (η) ⊂ K∆}. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå M = M(∆, a, d),
÷òî

2−mη∆ ≍
a,d

2−l è η∆ ∈ Ŵ ïðè m >M. (4.35)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ∆ ∈ Θl(∆0), òî

2−m(∆) = 2−l. (4.36)

Èç âêëþ÷åíèÿ F (η∆) ⊂ K∆ è ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.30) ñëåäóåò, ÷òî 2−mη∆ .
2−m(∆). Ïðîâåðèì, ÷òî 2−mη∆ &

a,d

2−m(∆). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ∂F (η∆) ∩ ∂K∆ = ∅. Åñëè η∆ = ξ̂, òî

2−mη∆ = 2−mξ̂
(4.7)
≍
a,d

2−kξ̂
(4.9)
= 2−ν̂ > 2−l

(4.36)
= 2−m(∆)

(çäåñü èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ ξ̂ ∈ Ŵν̂ è l > ν̂ + k∗(a, d) > ν̂). Ïóñòü η∆ ̸= ξ̂, η̃∆ �
âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ η∆. Òîãäà dim(F (η∆) ∩ F (η̃∆)) = d − 1 (ñì. îïðåäåëåíèå
1.1.1 è òåîðåìó 1.1.1). Èç îïðåäåëåíèÿ η∆ ñëåäóåò, ÷òî ëèáî F (η̃∆) íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ K∆, ëèáî F (η̃∆) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èç êóáîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Ξ1(K∆). Ïåðâûé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê ∂F (η∆) ∩ ∂K∆ = ∅. Âî âòîðîì ñëó÷àå m(∆) > mη̃∆ >
mη∆ − 2 (ñì. òåîðåìó C).

Ïóñòü òåïåðü ∂F (η∆)∩ ∂K∆ ̸= ∅. Âîçüìåì x̂ ∈ ∂F (η∆)∩ ∂K∆. Òîãäà |x̂− z∆|
(4.30)
=

2−m(∆). Â ñèëó (4.34), íàéäåòñÿ òî÷êà ŷ ∈ F (ξ∆) òàêàÿ, ÷òî |x∆ − ŷ| 6 2−m. Òàê êàê
F (ξ∆) ⊂ Ωη∆ , òî

2−mη∆
(4.4)

&
a,d

diam|·|Ωη∆ > |x̂− ŷ| >

> |x̂− z∆| − |z∆ − x∆| − |x∆ − ŷ|
(4.33)

> 2−m(∆)−1 − 2−m > 2−m(∆)−2

ïðè áîëüøèõ m.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (4.35) äîêàçàíî. Ïðîâåðèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå. Ïóñòü η∆ /∈

Ŵ. Òîãäà, â ñèëó (4.8), äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωη∆ âûïîëíåíî dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−kη∆ . Âçÿâ

x ∈ F (ξ∆) ⊂ Ωη∆ , ïîëó÷àåì

2−mη∆
(4.2)

.
d

2−kη∆ ≍
a,d

dist|·|(x, Γ) 6 |x− x∆|
(4.34)

.
d

2−m.

Èç óæå äîêàçàííîãî ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.35) ñëåäóåò, ÷òî 2−l .
a,d

2−m, ÷òî

íåâîçìîæíî ïðè áîëüøèõ m.
Èç (4.7), (4.9) è (4.35) ñëåäóåò, ÷òî η∆ ∈ Ŵj äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ Z+ òàêîãî, ÷òî

2−j ≍
a,d

2−l. Ïîýòîìó l − l∗ 6 j 6 l + l∗ äëÿ íåêîòîðîãî l∗ = l∗(a, d) ∈ N; ïðè ýòîì

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l∗(a, d) > k∗(a, d). Çíà÷èò,

card {η∆ : ∆ ∈ Θl(∆0)} 6
l+l∗∑
j=l−l∗

cardŴj. (4.37)
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Ïîëîæèì k̂ = 2l∗. Âîçüìåì l = ν + l∗ > ν̂ + k∗(a, d) è ïðèìåíèì (4.37). Ïîëó÷àåì

card {η∆ : ∆ ∈ Θν+l∗(∆0)} 6
ν+k̂∑
j=ν

cardŴj.

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.24) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå

cardΘl(∆0) .
d

card {η∆ : ∆ ∈ Θl(∆0)} (4.38)

è âîñïîëüçîâàòüñÿ (4.29) è (37). Ïóñòü ∆, ∆′ ∈ Θl(∆0), η∆ = η∆′ . Òîãäà F (η∆) ⊂
K∆ ∩ K∆′ , 2−l

(4.36)
= 2−m(∆) = 2−m(∆′). Â ñèëó (4.30), ∆ ∈ Ξ1(K∆) è ∆′ ∈ Ξ1(K∆′),

ïîýòîìó dist|·|(∆, ∆
′) 6 2−l+2. Çíà÷èò, card {∆′ : ∆′ ∈ Θl(∆0), η∆′ = η∆} .

d

1, îòêóäà

ñëåäóåò (4.38). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü {Tk,i}k∈Z+, i∈Ik � ðàçáèåíèå äåðåâà T , ïîñòðîåííîå â ëåììå 4.1.1. Äëÿ 0 <
t0 < t1 6 ∞ îáîçíà÷èì ÷åðåç Gt0, t1 ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â T íà ìíîæåñòâå âåðøèí

V(Gt0, t1) :=
∪

t06νk<t1

∪
i∈Ik

Tk,i.

Ïóñòü s � èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1, j ∈ Z+. ×åðåç {Dj,i}i∈Ĩj îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà G1+sj, 1+s(j+1), à ÷åðåç ξ̂j,i � ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó äåðåâà
Dj,i, j ∈ Z+.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ïóñòü ξ̂j,i < ξ̂j′,i′ ,

{ξ : ξ̂j,i 6 ξ < ξ̂j′,i′} ⊂ Dj,i.

Òîãäà ñêàæåì, ÷òî äåðåâî Dj′,i′ ñëåäóåò çà Dj,i èëè Dj,i ïðåäøåñòâóåò Dj′,i′ .

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçáèåíèÿ {Dj,i}i∈Ĩj , j∈Z+
.

1. ξ̂j,i ∈ Ŵνk äëÿ íåêîòîðîãî νk ∈ [1 + sj, 1 + s(j + 1)); â ÷àñòíîñòè,

diamΩDj,i,F
(4.10)
≍
a,d

2−sj; (4.39)

2. äëÿ ëþáîãî x ∈ ΩDj,i,F âûïîëíåíî

dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−sj (4.40)

(ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà 3 ëåììû 4.1.1);

3. åñëè ξ̂j,i < ξ̂j′,i′ , òî j < j′.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. Â ñàìîì äåëå, ξ̂j,i = ξk,t è ξ̂j′,i′ = ξk′,t′ äëÿ íåêîòîðûõ k, t, k′,
t′; â ñèëó ïóíêòîâ 4 è 1 ëåììû 4.1.1, νk < νk′ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî j 6 j′. Ïóñòü j = j′.
Òîãäà íàéäåòñÿ âåðøèíà ξ̂j′′,i′′ 6 ξ̂j′,i′ òàêàÿ, ÷òî äåðåâî Dj′′,i′′ ñëåäóåò çà Dj,i. Â ñèëó
óæå äîêàçàííîãî, j′′ = j. Íî òîãäà ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â T íà ìíîæåñòâå âåðøèí
V(Dj,i)∪V(Dj′′,i′′) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ñîäåðæèòñÿ â G1+sj, 1+s(j+1) � ïðîòèâîðå÷èå ñ
îïðåäåëåíèåì Dj,i.

Èç (4.10) ñëåäóåò, ÷òî

diamΩTξ̂j,i ,F
≍
a,d
2−sj. (4.41)
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Çàìå÷àíèå 4.1.1. Ïóñòü äåðåâî Dj′,i′ ñëåäóåò çà Dj,i. Òîãäà j′ = j + 1.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξt,s ∈ Dj,i, {ξ : ξt,s 6 ξ < ξ̂j′,i′} ⊂ V(Tt,s), ξ̂j′,i′ = ξt′,s′ . Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 4.1.1, 1 + sj′ 6 νt′ 6 νt + s < 1 + s(j + 1) + s. Çíà÷èò, s(j′ − j − 1) < s.
Òàê êàê j′ > j, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè j′ = j + 1.

Äëÿ j ∈ Z+, l ∈ Z+, t ∈ Ĩj îáîçíà÷èì

Ĩ lj,t = {i ∈ Ĩj+l : ξ̂j+l,i > ξ̂j,t}. (4.42)

Ëåììà 4.1.3. Ïóñòü âûïîëíåíî (37) äëÿ íåêîòîðîãî c0 > c∗ > 1. Òîãäà

cardĨ lj,t .
a,d,c0

h(2−sj)

h(2−s(j+l))
, l ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ Ĩ lj,t. Ïî ñâîéñòâó 1 äåðåâüåâ Dj,t è Dj+l,i,

ξ̂j,t ∈
s(j+1)∪
ν′=1+sj

Ŵν′ , ξ̂j+l,i ∈
s(j+l+1)∪

ν=1+s(j+l)

Ŵν(ξ̂j,t)

(íàïîìíèì, ÷òî Ŵν(ξ̂j,t)
(4.22)
= Ŵν ∩V(Tξ̂j,t)). Ïîýòîìó èç ëåììû 4.1.2 è (37) ñëåäóåò,

÷òî

card Ĩ lj,t 6
s(j+l+1)∑

ν=1+s(j+l)

cardŴν(ξ̂j,t) .
a,d,c0

h(2−sj)

h(2−s(j+l))
.

Ëåììà äîêàçàíà.

4.2 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê äèñêðåòíîìó íåðàâåíñòâó

òèïà Õàðäè íà äåðåâå

Ïóñòü {Dj,i}j∈Z+, i∈Ĩj � ðàçáèåíèå äåðåâà T , îïðåäåëåííîå ïåðåä ôîðìóëîé (4.39).

×åðåç jmin îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå j ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî Ĩj ̸= ∅. Ìíîæåñòâî Ĩjmin

îäíîòî÷å÷íî, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ĩjmin
= {1}. Äëÿ j > jmin, i ∈ Ĩj, l ∈ Z+

ìíîæåñòâî Ĩ lj,i çàäàäèì ôîðìóëîé (4.42).

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Îïðåäåëèì äåðåâî A ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {ηj,i}j>jmin, i∈Ĩj è
ìíîæåñòâîì ðåáåð, çàäàííûõ ðàâåíñòâîì

VA
1 (ηj,i) = {ηj+1,s}s∈Ĩ1j,i , j > jmin. (4.43)

Â ÷àñòíîñòè, ηjmin,1 � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà A.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.1. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

VA
l (ηj,i) = {ηj+l,t : t ∈ Ĩ lj,i}, j, l ∈ Z+. (4.44)

Â ÷àñòíîñòè, ηj,i 6 ηj′,i′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ̂j,i 6 ξ̂j′,i′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè l = 0 èëè l = 1, òî ýòî âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâà
A. Ïóñòü (4.44) äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ l+ 1. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

VA
l+1(ηj,i) =

∪
ξ∈VA

l (ηj,i)

VA
1 (ξ) =

∪
t∈Ĩlj,i

VA
1 (ηj+l,t)

(4.43)
=

∪
t∈Ĩlj,i

{ηj+l+1,s : s ∈ Ĩ1j+l,t}
(4.42)
=

172



=
∪
t∈Ĩlj,i

{ηj+l+1,s : s ∈ Ĩj+l+1, ξ̂j+l+1,s > ξ̂j+l,t} =

= {ηj+l+1,s : s ∈ Ĩj+l+1, ∃t ∈ Ĩ lj,i : ξ̂j+l+1,s > ξ̂j+l,t}.
Äîêàæåì, ÷òî

{s ∈ Ĩj+l+1 : ∃t ∈ Ĩ lj,i : ξ̂j+l+1,s > ξ̂j+l,t} = Ĩ l+1
j,i . (4.45)

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü (4.44) äëÿ l + 1.
Åñëè ξ̂j+l+1,s > ξ̂j+l,t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Ĩ lj,i, òî ξ̂j+l+1,s > ξ̂j,i, òî åñòü s ∈ Ĩ l+1

j,i .
Îáðàòíî, ïóñòü s ∈ Ĩ l+1

j,i , Dj′,t � äåðåâî, ïðåäøåñòâóþùåå Dj+l+1,s, t ∈ Ĩj′ . Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 4.1.1, j+ l+1 = j′+1, ò.å. j′ = j+ l. Çíà÷èò, ξ̂j+l+1,s > ξ̂j+l,t > ξ̂j,i, t ∈ Ĩj+l,
òàê ÷òî t ∈ Ĩ lj,i. Ðàâåíñòâî (4.45) äîêàçàíî.

Â ñèëó ëåììû 4.1.3 è ïðåäëîæåíèÿ 4.2.1, äëÿ ëþáûõ j > j0 > jmin, è äëÿ ëþáîãî
ξ ∈ VA

j0
(ηjmin,1) âûïîëíåíî

cardVA
j−j0(ξ) .

a,d,c0

h(2−sj0)

h(2−sj)
. (4.46)

Ïóñòü

u(ηj,i) = uj = φg(2
−sj) · 2−(r−

d
p)sj, w(ηj,i) = wj = φv(2

−sj) · 2−
dsj
q , (4.47)

Ω[ηj,i] := Ωj,i := ΩDj,i,F . (4.48)

Äàëåå, åñëè D ⊂ A � ïîääåðåâî, òî ïîëîæèì

Ω[D] = ∪ξ∈V(D)Ω[ξ]. (4.49)

Âåëè÷èíà Sp,q
A,u,w îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ôóíêöèè u, w îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (4.47), Sp,q
A,u,w < ∞.

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ∗ ∈ V(A) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà
D ⊂ A ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z

Sp,q
D,u,w

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

, (4.50)

ãäå Z = (p, q, r, d, a, c0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (A, ξ0) � äåðåâî, ïîñòðîåííîå âûøå. Åñëè j > jmin, ξ =
ηj,i ∈ V(A), òî ïîëîæèì

gξ = φg(2
−sj), vξ = φv(2

−sj). (4.51)

Â ñèëó (36), (37), (4.39) è (4.40),

diamΩ[ξ] ≍
a,d

2−sj, g(x) ≍
Z
gξ, v(x) ≍

Z
vξ, x ∈ Ω[ξ]. (4.52)

Äîêàæåì, ÷òî v ∈ Lq(Ω). Â ñàìîì äåëå, èç (9), (4.51) è (4.52) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ j >
jmin, ξ ∈ VA

j (ξ0) âûïîëíåíî ∥v∥Lq(Ω[ξ]) ≍
Z
w(ξ), ãäå ôóíêöèÿ w îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

(4.47). Òàê êàê Sp,q
A,u,w <∞, òî w ∈ lq(A), à çíà÷èò, v ∈ Lq(Ω).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âêëþ÷åíèÿ W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è (4.50).
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Øàã 1. Ïóñòü ξ∗ = ηj0,i0 . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü Ω̃ = Ω[D]. Ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.4.2, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
îöåíêó ∫

Ω̃

vq(x)

∫
Gx

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy

q

dx

1/q

.
Z

Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω̃); (4.53)

çäåñü Gx ⊂ Ω̃ òàêîâî, ÷òî

{(x, y) ∈ Ω̃× Ω̃ : x ∈ Ω̃, y ∈ Gx} èçìåðèìî,

åñëè x ∈ ∆ ⊂ Ω̃, ∆ ∈ Θ(Ω), òî Gx ⊂ Ω6∆ (4.54)

(ñì. îáîçíà÷åíèå (1.3)). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ P ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð èç L2(BR1/4(x∗)) íà Pr−1(BR1/4(x∗)), ãäå R1 � äëèíà
ñòîðîíû êóáà F (ξ̂j0,i0)), x∗ � åãî öåíòð. Òàê êàê v ∈ Lq(Ω), òî èç (4.52) ñëåäóåò, ÷òî
P : Lq,v(Ω) → Lq,v(Ω) îãðàíè÷åí.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = d. Òîãäà∫
Ω̃

vq(x)

∫
Gx

g(y)ψ(y) dy

q

dx

1/q

(4.54)

6

6

 ∑
ξ∈V(D)

∫
Ω[ξ]

vq(x)

 ∑
ξ∗6ξ′6ξ

∫
Ω[ξ′]

g(y)ψ(y) dy


q

dx


1/q

(4.52)
≍
Z

≍

 ∑
ξ∈V(D)

vqξ

∫
Ω[ξ]

 ∑
ξ∗6ξ′6ξ

gξ′

∫
Ω[ξ′]

ψ(y) dy


q

dx


1/q

(4.47),(4.51),(4.52)

.
Z

.

 ∑
ξ∈V(D)

wq(ξ)

( ∑
ξ∗6ξ′6ξ

u(ξ′)∥ψ∥Lp(Ω[ξ′])

)q
1/q

.
Z

. Sp,q
D,u,w

 ∑
ξ∈V(D)

∥ψ∥pLp(Ω[ξ])

1/p

= Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω[D]).

Øàã 3. Ïóñòü r ̸= d. Ïîëîæèì

G1
x = {y ∈ Gx : |x− y| > 2 dist|·|(x, Γ)},

G2
x = {y ∈ Gx : |x− y| < 2 dist|·|(x, Γ)}.

Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.53) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâà∫
Ω̃

vq(x)

∫
G1
x

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

.
Z

Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω̃), (4.55)

∫
Ω̃

vq(x)

∫
G2
x

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

.
Z

Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω̃). (4.56)
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Äîêàæåì (4.55). Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ y ∈ G1
x âûïîëíåíî

|x− y| ≍
a,d

dist|·|(y, Γ). (4.57)

Â ñàìîì äåëå,

dist|·|(y, Γ) 6 |x− y|+ dist|·|(x, Γ) 6 |x− y|+ |x− y|
2

=
3|x− y|

2
.

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü y ∈ F (ω), ω ∈ V(T ). Èç (4.54) ñëåäóåò, ÷òî
x ∈ ΩTω ,F . Èç ïóíêòà 2 òåîðåìû C ñëåäóåò, ÷òî dist|·|(y, ∂Ω) ≍

d
2−mω . Çíà÷èò,

dist|·|(y, Γ) > dist|·|(y, ∂Ω) ≍
d
2−mω

(4.4)

&
a,d

diamΩTω ,F > |x− y|.

Òåì ñàìûì, (4.57) äîêàçàíî, è∫
Ω̃

vq(x)

∫
G1
x

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

(36)

.
Z

.

∫
Ω̃

vq(x)

∫
G1
x

g̃(y)ψ(y) dy


q

dx


1/q

,

ãäå g̃(y) = φg̃(dist|·|(y, Γ)), φg̃(t) = φg(t) · tr−d. Òàê êàê φg̃(t) · td−
d
p = φg(t) · tr−

d
p , òî

îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü îöåíêó, ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå.
Äîêàæåì (4.56). Åñëè y ∈ G2

x, òî

dist|·|(y, Γ) 6 dist|·|(x, Γ) + |x− y| 6 3 dist|·|(x, Γ). (4.58)

Ïóñòü x ∈ Ω[ηj,i], y ∈ Ω[ηj′,i′ ]. Òîãäà ξ̂j′,i′ 6 ξ̂j,i â ñèëó (4.54). Èç ñâîéñòâà 3 ðàçáèåíèÿ
{Dj,i}j∈Z+,i∈Ĩj (ñì. ñòð. 171) ñëåäóåò, ÷òî j

′ 6 j. Â ñèëó (4.40), dist|·|(x, Γ) ≍
a,d

2−sj,

dist|·|(y, Γ) ≍
a,d

2−sj
′
. Îòñþäà è èç (4.58) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ j∗ = j∗(a, d) òàêîå, ÷òî

j − j∗ 6 j′ 6 j.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2.1, óñëîâèå ηj′,i′ 6 ηj,i ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ξ̂j′,i′ 6 ξ̂j,i.
×åðåç Iηj,i,j∗ îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí

V(Iηj,i,j∗) =
∪

j′>max(j−j∗, j0)

∪
ηj′,i′6ηj,i

V(Dj′,i′)

(îòìåòèì, ÷òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 4.1.1, (4.42) è (4.43) îí ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì) è ïîëîæèì
Ω̃[ηj,i] = ΩIηj,i,j∗ ,F . Òîãäà äëÿ x ∈ Ω[ηj,i] âûïîëíåíî G2

x ⊂ Ω̃[ηj,i]. Â ñèëó (4.39), åñëè

j > j′ > j − j∗ è j′ > j0, òî diamΩDj′,i′ ,F ≍
a,d

2−sj, ïîýòîìó

diam Ω̃[ηj,i] ≍
a,d

2−sj. (4.59)

Êðîìå òîãî, èç (37), (4.51) è (4.52) ñëåäóåò, ÷òî

g(y) ≍
Z
gηj,i , y ∈ Ω̃[ηj,i]. (4.60)

Òàê êàê â ñèëó (37) è (4.46) äëÿ ëþáîãî ηj′,i′ ∈ V(D) âûïîëíåíî

card {ηj,i ∈ V(D) : j′ > j − j∗, ηj′,i′ 6 ηj,i} .
Z

1,
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òî  ∑
ξ∈V(D)

∥ψ∥p
Lp(Ω̃[ξ])

1/p

.
Z

∥ψ∥Lp(Ω̃). (4.61)

Èìååì ∫
Ω̃

vq(x)

∫
G2
x

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

6

6

 ∑
ξ∈V(D)

∫
Ω[ξ]

vq(x)

∫
Ω̃[ξ]

g(y)ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

(4.52),(4.60)
≍
Z

≍

 ∑
ξ∈V(D)

gqξv
q
ξ

∫
Ω[ξ]

∫
Ω̃[ξ]

ψ(y)|x− y|r−d dy


q

dx


1/q

=: S.

Ïóñòü ξ = ηj,i. Â ñèëó (4.52) è (4.59), Ω[ξ] è Ω̃[ξ] ñîäåðæàòñÿ â øàðå ðàäèóñà

Rξ ≍
a,d

2−sj (4.62)

(ïðè ýòîì Ω[ξ] ⊂ Ω̃[ξ]). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó E è íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì

S .
Z

 ∑
ξ∈V(D)

gqξv
q
ξR

δq
ξ ∥ψ∥

q

Lp(Ω̃[ξ])

1/q

=: S1.

Îöåíèì S1. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèé f̃ : V(D) → R+ âûïîëíåíî

∥Su,w,Df̃∥lq(D) >

 ∑
ξ∈V(D)

wq(ξ)uq(ξ)f̃ q(ξ)

 1
q

(ñì. îïðåäåëåíèå 4), òî

Sp,q
D,u,w >


supξ∈V(D) u(ξ)w(ξ), åñëè p 6 q,( ∑
ξ∈V(D)

(u(ξ)w(ξ))
pq
p−q

) 1
q
− 1
p

, åñëè p > q.
(4.63)

Â ñàìîì äåëå, åñëè p 6 q, òî ðàññìàòðèâàåì f̃(ξ) = 1 ïðè ξ = ξ̃, f̃(ξ) = 0 ïðè ξ ̸= ξ̃,
è çàòåì áåðåì ñóïðåìóì ïî ξ̃. Ïðè p > q óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷íàÿ
êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå Ãåëüäåðà ðàâíà 1.

Åñëè p 6 q, òî

S1 6 sup
ξ∈V(D)

gξvξR
δ
ξ

 ∑
ξ∈V(D)

∥ψ∥p
Lp(Ω̃[ξ])

 1
p

(4.47),(4.51),(4.61),(4.62)

.
Z

. sup
ξ∈V(D)

u(ξ)w(ξ)∥ψ∥Lp(Ω̃)

(4.63)

6 Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω̃).
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Åñëè p > q, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

S1 6

 ∑
ξ∈V(D)

(
gξvξR

δ
ξ

) pq
p−q

 1
q
− 1
p
 ∑
ξ∈V(D)

∥ψ∥p
Lp(Ω̃[ξ])

 1
p

(4.47),(4.51),(4.61),(4.62)

.
Z

.

 ∑
ξ∈V(D)

[u(ξ)w(ξ)]
pq
p−q

 1
q
− 1
p

∥ψ∥Lp(Ω̃)

(4.63)

6 Sp,q
D,u,w∥ψ∥Lp(Ω̃).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ

Ñîáîëåâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 9, 10 è 11. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 è òåîðåìà 4.2.1.

Äåðåâî (A, ξ0) çàäàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4.2.1. Â ñëó÷àå 1 < p <
q <∞ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü u, w îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (4.47), 1 < p < q < ∞.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò l0 ∈ N è λ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

∥w∥lq(Aξ′ )
∥w∥lq(Aξ)

6 λ, ξ ∈ V(A), ξ′ ∈ VA
l0
(ξ). (4.64)

Ïóñòü supξ∈V(A) u(ξ)∥w∥lq(Aξ) < ∞. Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ ëþáîé âåðøèíû

ξ∗ ∈ V(A) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω)
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà D ⊂ A ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z,λ,l0

sup
ξ∈V(D)

u(ξ)∥w∥lq(Dξ)
∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4.2.1, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ òåîðåìû 4.
Ñîîòíîøåíèå (18) è ïåðâîå íåðàâåíñòâî (19) ñëåäóåò èç (4.46), (4.47) è (37). Âòîðîå
ñîîòíîøåíèå (19) ñëåäóåò èç (4.64).

Äîêàæåì òåîðåìû 9, 10 è 11. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïðèìåíÿòü òåîðåìû 4.2.1, 4, 7 è 8.
Äëÿ äåðåâà (D, ξ0), n ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç [D]6n ïîääåðåâî â D òàêîå, ÷òî

V([D]6n) = ∪nj=0V
D
j (ξ0);

êðîìå òîãî, ïîëîæèì
V>n(D) = ∪j>nVD

j (ξ0).

Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ (Di, ξi), 1 6 i 6 m, òî
ïîëàãàåì V>n(G) = ∪mi=1V>n(Di).

Ïóñòü ξ∗ = ηj0,i0 ∈ V(A), N ∈ N, N > j0, D = [Aξ∗ ]6N−j0 . Ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó
äëÿ âåëè÷èíû Sp,q

D,u,w. Îòìåòèì, ÷òî äåðåâî D ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (25),
êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü â òåîðåìàõ 8 è 7: èç (4.46) ñëåäóåò òîëüêî îöåíêà ñâåðõó äëÿ
êîëè÷åñòâà âåðøèí. Ïîýòîìó íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.
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Ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ êâàçèìåòðèêîé1 ρ
è íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ òàêîé, ÷òî µ(B(x, 2R)) 6 A1µ(B(x, R)),
ãäå B(x, R) � øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå x è A1 íå çàâèñèò îò x, R. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ h ∈ H óäîâëåòâîðÿåò (37), òî h-ìíîæåñòâî â Rd (ñ ìåòðèêîé,
èíäóöèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé íà Rd, è ìåðîé µ èç îïðåäåëåíèÿ 5) ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà.

Â ðàáîòå Ì. Êðèñòà [82] áûëî ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíîãî
òèïà íà ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè äèàäè÷åñêèõ êóáîâ. Ñôîðìóëèðóåì
÷àñòíûé ñëó÷àé åãî ðåçóëüòàòà äëÿ h-ìíîæåñòâà Γ ⊂

[
−1

2
, 1

2

]d
.

Òåîðåìà L. [82]. Äëÿ ëþáîãî m > 4 ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî îòêðûòûõ â Γ
ïîäìíîæåñòâ {∆j,i}j∈Z+, i∈Îj ⊂ Γ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. µ
(
Γ\ ∪i∈Îj ∆j,i

)
= 0, j ∈ Z+;

2. åñëè l > k, òî ëèáî ∆l,i ⊂ ∆k,t, ëèáî ∆l,i ∩∆k,t = ∅;

3. äëÿ ëþáîãî (j, i) è l < j ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå t ∈ Îl òàêîå, ÷òî ∆l,t ⊃
∆j,i;

4. diam∆j,i 6 8 · 2−mj;

5. êàæäîå ìíîæåñòâî ∆j,i ñîäåðæèò øàð ìíîæåñòâà Γ ðàäèóñà Rj =
1
16

· 2−mj
(ò.å. ñóùåñòâóåò zj,i ∈ Γ òàêîå, ÷òî {x ∈ Γ : |x− zj,i| 6 Rj} ⊂ ∆j,i).

Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Î0 = {1}.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Óñëîâèå m > 4, à òàêæå êîíñòàíòû 8 è 1
16

â ïóíêòàõ 4 è 5
ïîëó÷àþòñÿ èç îöåíîê, âîçíèêàþùèõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà êâàçèìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé (ñì. ñòð. 608�609 ðàáîòû [82]).

Çàìå÷àíèå 4.3.2. Èç (35) è óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû L ñëåäóåò, ÷òî ∪i∈Îj∆j,i âñþäó
ïëîòíî â Γ.

Ñåìåéñòâó ìíîæåñòâ {∆j,i}j∈Z+, i∈Îj ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî Â = Â(m) ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí {ζj,i}j∈Z+, i∈Îj è òàêîå, ÷òî ζj′,i′ ∈ VÂ
1 (ζj,i) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j

′ = j+1
è ∆j′,i′ ⊂ ∆j,i.

Ïóñòü m = s(a, d) (íàïîìíèì, ÷òî s > 4; ñì. ïðåäëîæåíèå 4.1.1).

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

c−9
0

h(2−sj
′
)

h(2−sj′′)
6 cardVÂ

j′′−j′(ζ) 6 c90
h(2−sj

′
)

h(2−sj′′)
, j′′ > j′, ζ ∈ VÂ

j′ (ζ0,1). (4.65)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ζ = ζj′,i. Òîãäà

cardVÂ
j′′−j′(ζ) = card {t ∈ Îj′′ : ∆j′′,t ⊂ ∆j′,i}.

Èç òåîðåìû L (ïóíêòû 4, 5), (35) è (37) ñëåäóåò, ÷òî c−5
0 h(2−sj

′
) 6 µ(∆j′,i) 6 c40h(2

−sj′),
c−5
0 h(2−sj

′′
) 6 µ(∆j′′,t) 6 c40h(2

−sj′′), à èç ïóíêòîâ 1, 2 òåîðåìû L ñëåäóåò, ÷òî∑
t: ∆j′′,t⊂∆j′,i

µ(∆j′′,t) = µ(∆j′,i).

Îòñþäà ïîëó÷àåì (4.65).

1Êâàçèìåòðèêà � ýòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ìåòðèêè: âìåñòî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(x, z) 6 Cρ(x, y) + Cρ(y, z) ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé C > 1.
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Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü ξ∗ = ηj0,t0 ∈ V(A), j0 < N < ∞, D = [Aξ∗ ]6N−j0, u∗, w∗ :

V(Â) → (0, ∞), u∗(ζj,i) = uj, w∗(ζj,i) = wj, ãäå uj, wj îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (4.47).

Òîãäà ñóùåñòâóåò i0 ∈ Îj0 òàêîå, ÷òî äëÿ äåðåâà D∗ = Âζj0, i0
∩ [Â]6N âûïîëíåíî

Sp,q
D,u,w .

a,d,c0,p,q

Sp,q
D∗,u∗,w∗

.

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ýòó ëåììó, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Äëÿ äåðåâà (D, ξ∗), âåðøèíû ξ ∈ V(D)\Vmax(D) è ðàçáèåíèÿ T = {Aj}nj=1

ìíîæåñòâàVD
1 (ξ) íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà îïðåäåëèì ãðàôGξ,T (D) â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì 3.3.1.

Çàìå÷àíèå 4.3.3. Âûïîëíåíû ðàâåíñòâà Vmax(Gξ,T (D)) = Vmax(D), V
Gξ,T (D)
1 (ηj) =

Aj, 1 6 j 6 n (ηj � èç îïðåäåëåíèÿ 3.3.1).

Ïóñòü u, w : V(D) → (0, ∞). Îïðåäåëèì âåñà uξ,T è wξ,T íà ãðàôå Gξ,T (D) â
ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.3.2.

Èç îïðåäåëåíèé 3.3.1, 3.3.2 è ëåììû 3.3.1 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 4.3.2. Ïóñòü (D, ξ∗) � äåðåâî, u, w : V(D) → (0, ∞). Ïóñòü j ∈ Z+,
VD
j (ξ∗)\Vmax(D) = {ξ1, . . . , ξm}, Tk � ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ VD

1 (ξk), cardTk 6 C,
1 6 k 6 m. Ïîëîæèì

D̃ = Gξm,Tm(. . . Gξ2,T2(Gξ1,T1(D))),

ũ = (((u)ξ1,T1)ξ2,T2 . . . )ξm,Tm , w̃ = (((w)ξ1,T1)ξ2,T2 . . . )ξm,Tm .

Îáîçíà÷èì W = VD̃
j (ξ∗)\Vmax(D̃), åñëè j > 1, è W = Vmin(D̃), åñëè j = 0. Òîãäà

1. Vmax(D̃) = Vmax(D), V(D̃)\W = V(D)\(VD
j (ξ∗)\Vmax(D));

2. [D̃]6j−1 = [D]6j−1, V>j′(D̃) = V>j′(D), j′ > j + 1, è äëÿ ëþáîãî ξ ∈ V([D]6j−1)
âûïîëíåíî Vmax(D̃) ∩V(D̃ξ) = Vmax(D) ∩V(Dξ);

3. äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ ∈ W íàéäåòñÿ k ∈ {1, . . . , m} òàêîå, ÷òî VD̃
1 (ξ) ∈ Tk;

4. åñëè ξ ∈ V(D̃)\W, òî ξ ∈ V(D) è ũ(ξ) = u(ξ), w̃(ξ) = w(ξ); åñëè ξ ∈ W, òî
ũ(ξ) ≍

C
u(ξ), w̃(ξ) ≍

C
w(ξ);

5. Sp,q
D,u,w 6 Sp,q

D̃,ũ,w̃.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3.1. Ïîëîæèì Θj = {∆j,t}t∈Îj (ñì. òåîðåìó L).
Øàã 1. Ïóñòü ξ � ìàêñèìàëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà D, ξ ∈ VD

j−j0(ξ∗), j0+1 6 j 6 N .
Èç (4.40), (4.48) è çàìå÷àíèÿ 4.3.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ∆(ξ) ∈ Θj

òàêîå, ÷òî

dist (Ω[ξ], ∆(ξ)) .
a,d

2−sj. (4.66)

Îáîçíà÷èì Φ(ξ) = {∆(ξ)}.
Ïóñòü òåïåðü ξ ∈ VD

j−j0(ξ∗) íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Ïîëîæèì

Φ(ξ) = {K ∈ Θj : ∃ζ ∈ V(Dξ) ∩Vmax(D), ∆(ζ) ⊂ K}. (4.67)

Ïóñòü K ∈ Φ(ξ), âåðøèíà ζ � òàêàÿ, êàê â (4.67). Òîãäà ζ > ξ, òàê ÷òî ζ = ηj′,i′ ,
j′ > j, i′ ∈ Ĩj′ , è Ω[ζ]⊂ΩTξ̂j,i ,F

â ñèëó (4.42), (4.44) è (4.48). Èç (4.39), (4.41) è (4.48)
ñëåäóåò, ÷òî

diamΩ[ξ] ≍
a,d

2−sj, diamΩ[ζ] ≍
a,d

2−sj
′
, dist (Ω[ζ], Ω[ξ]).

a,d

2−sj. (4.68)
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Ïîýòîìó

dist (K, Ω[ξ])
(4.67)

6 dist (∆(ζ), Ω[ζ]) + diamΩ[ζ] + dist (Ω[ζ], Ω[ξ])
(4.66),(4.68)

.
a,d,c0

2−sj.

(4.69)

Â ñèëó (4.67), (4.68) è (4.69) è ïóíêòà 4 òåîðåìû L,

diam {x ∈ K : K ∈ Φ(ξ)} .
a,d,c0

2−sj.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû Θj ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàò øàð â Γ
ðàäèóñà Rj ≍ 2−sj (ñì. ïóíêòû 2 è 5 òåîðåìû L). Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
öåíòðàìè ýòèõ øàðîâ áîëüøå Rj, ïîýòîìó

cardΦ(ξ)
(35),(37)

.
a,d,c0

1. (4.70)

Øàã 2. Ïîñòðîèì ãðàô Gj0 è ôóíêöèè u(j0), w(j0) : V(Gj0) → (0, ∞) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Sp,q
D,u,w 6 Sp,q

Gj0 ,u
(j0),w(j0)

;

2. Gj0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ (D̃l, ξ̃l), 1 6 l 6 l∗ .
a,d,c0

1, òàêèõ,

÷òî VD̃l
k (ξ̃l) = ∅ ïðè k > N − j0;

3. åñëè ξ ∈ VD̃l
j′−j0(ξ̃l), j0 6 j′ 6 N , òî u(j0)(ξ) ≍

a,d,c0
uj′ , w(j0)(ξ) ≍

a,d,c0
wj′ ;

4. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Kj0 : V(Gj0) → ∪Nj′=j0Θj′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) åñëè ξ ∈ VD̃l
j′−j0(ξ̃l) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ {1, . . . , l∗}, j0 6 j′ 6 N , òî Kj0(ξ) ∈

Θj′ ;

(b) åñëè ξ < ξ′, ξ, ξ′ ∈ V(Gj0), òî Kj0(ξ) ⊃ Kj0(ξ
′);

(c) äëÿ ëþáîãî j0 6 j′ 6 N , 1 6 l 6 l∗, Q ∈ Θj′ âûïîëíåíî

card {ξ ∈ VD̃l
j′−j0(ξ̃l) : Kj0(ξ) = Q} .

a,d,c0

1.

Ýòîò ãðàô áóäåò ïîëó÷åí íà ïîñëåäíåì øàãå èíäóêöèîííîãî ïîñòðîåíèÿ, êîòîðîå
îïèñàíî íèæå.

Øàã 3. Äëÿ j0 6 j 6 N îïðåäåëèì ãðàô Gj è ôóíêöèè u(j), w(j) : V(Gj) → (0, ∞)
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Sp,q
D,u,w 6 Sp,q

Gj ,u(j),w(j) ;

2. åñëè j > j0+1, òî Gj ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗,V
Gj
k (ξ∗) = ∅

ïðè k > N − j0, [Gj]6j−1−j0 = [D]6j−1−j0 , u
(j)(ξ) = u(ξ), w(j)(ξ) = w(ξ) äëÿ

ξ ∈ V([Gj]6j−1−j0);

3. åñëè j = j0, òî Gj0 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ (D̃l, ξ̃l), 1 6 l 6
l∗ .

a,d,c0

1, òàêèõ, ÷òî VD̃l
k (ξ̃l) = ∅ ïðè k > N − j0;
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4. Vmax(Gj) = Vmax(D) è äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ ∈ [Gj]6j−1−j0 âûïîëíåíîVmax(Gj)∩
V((Gj)ξ) = Vmax(D) ∩V(Dξ);

5. V>j′−j0(Gj) = V>j′−j0(Gj′), j′ > j;

6. åñëè ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ V
Gj
j′−j0(ξ∗∗), j 6 j′ 6 N , òî u(j)(ξ) ≍

a,d,c0
uj′ , w(j)(ξ) ≍

a,d,c0
wj′ ;

7. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Kj : V>j−j0(Gj) → ∪Nj′=jΘj′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

(a) Kj|V>j′−j0 (Gj′ )
= Kj′ , j 6 j′ 6 N ; åñëè ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ V

Gj
j′−j0(ξ∗∗), òî

Kj(ξ) ∈ Θj′ ;

(b) åñëè ζ ∈ Vmax(Gj), òî Kj(ζ) = ∆(ζ);

(c) åñëè ξ < ξ′, ξ ∈ V>j−j0(Gj), òî Kj(ξ) ⊃ Kj(ξ
′);

(d) åñëè j > j0 + 1, òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ V
Gj
j−1−j0(ξ∗)\Vmax(Gj) ñóùåñòâóåò

ðàçáèåíèå Tξ ìíîæåñòâà V
Gj
1 (ξ) íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà è áèåêöèÿ bξ :

Φ(ξ) → Tξ òàêàÿ, ÷òî

bξ(∆) = {ξ′ ∈ V
Gj
1 (ξ) : Kj(ξ

′) ⊂ ∆}; (4.71)

(e) åñëè ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), ξ ∈ V
Gj
j−j0(ξ∗∗), òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà ξ

′ ∈ VD
j−j0(ξ∗)

òàêàÿ, ÷òî Kj(ξ) ∈ Φ(ξ′); ïðè ýòîì, åñëè ξ ∈ Vmax(Gj), òî ξ′ = ξ, à åñëè
ξ /∈ Vmax(Gj), òî ξ′ /∈ Vmax(Gj+1) è bξ′(Kj(ξ)) = V

Gj
1 (ξ), ãäå áèåêöèÿ bξ′

îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 7d äëÿ j + 1;

(f) äëÿ ëþáûõ ξ∗∗ ∈ Vmin(Gj), j′ > j, Q ∈ Θj′ âûïîëíåíî

card {ξ ∈ V
Gj
j′−j0(ξ∗∗) : Kj(ξ) = Q} .

a,d,c0

1.

(Åñëè j = j0 è ξ∗∗ = ξ̃l, òî V
Gj
j′−j0(ξ∗∗) := VD̃l

j′−j0(ξ̃l).)

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî j.
Áàçà èíäóêöèè. Ïîëîæèì GN = D, u(N) = u, w(N) = w, KN(ξ) = ∆(ξ), ξ ∈

VD
N−j0(ξ∗). Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà 7d è 7f.
Äîêàæåì 7d. Äëÿ ξ ∈ VD

N−1−j0(ξ∗)\Vmax(D), K ∈ Φ(ξ) ïîëîæèì bξ(K) = {ζ ∈
VD

1 (ξ) : K ⊃ ∆(ζ)}. Â ñèëó (4.67), ìíîæåñòâî bξ(K) íåïóñòî è äëÿ ëþáîãî ζ ∈ VD
1 (ξ)

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî K ∈ Φ(ξ) òàêîå, ÷òî ζ ∈ bξ(K) (ñì. òàêæå ïóíêò 3 òåîðåìû L).
Åñëè K1, K2 ∈ Φ(ξ), K1 ̸= K2, òî K1 ∩K2 = ∅ â ñèëó ïóíêòà 2 òåîðåìû L. Çíà÷èò,
bξ(K1) ∩ bξ(K2) = ∅. Òåì ñàìûì, Tξ := {bξ(K) : K ∈ Φ(ξ)} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì
ìíîæåñòâà VD

1 (ξ) è îòîáðàæåíèå bξ áèåêòèâíî.
Äîêàæåì 7f. Ïóñòü Q ∈ ΘN . Â ñèëó ïóíêòà 4 òåîðåìû L, diamQ . 2−sN . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè ζ ∈ VD
N−j0(ξ∗), òî â ñèëó (9), (4.39), (4.48) ìíîæåñòâî Ω[ζ] ñîäåðæèò

øàð ðàäèóñà R̃≍
a,d
2−sN è diamΩ[ζ]≍

a,d
2−sN . Îòñþäà è èç (4.66) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

(îöåíèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí ζ ∈ VD
N−j0(ξ∗) òàêèõ, ÷òî Q = ∆(ζ)).

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü äëÿ j0 6 j 6 N−1 ïîñòðîåíû ãðàô Gj+1 è ôóíêöèè
u(j+1), w(j+1) : V(Gj+1) → (0, ∞) ñî ñâîéñòâàìè 1�7. Îïðåäåëèì ãðàô Gj.
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Ïóñòü V
Gj+1

j−j0(ξ∗)\Vmax(Gj+1) = {ξ1, . . . , ξm}. Îïðåäåëèì ðàçáèåíèÿ Tξk ìíîæåñòâà

V
Gj+1

1 (ξk) (1 6 k 6 m) è áèåêöèþ bξk : Φ(ξk) → Tξk â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 7d
äåðåâà Gj+1 è îòîáðàæåíèÿ Kj+1. Îòìåòèì, ÷òî

cardTξk = cardΦ(ξk)
(4.70)

.
a,d,c0

1. (4.72)

Ïîëîæèì
Gj = Gξm,Tξm

(. . . Gξ2,Tξ2
(Gξ1,Tξ1

(Gj+1))),
u(j) = (((u(j+1))ξ1,Tξ1 )ξ2,Tξ2 . . . )ξm,Tξm , w(j) = (((w(j+1))ξ1,Tξ1 )ξ2,Tξ2 . . . )ξm,Tξm .

Èç ïîñòðîåíèÿ, (4.72), ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ïðåäëîæåíèÿ 4.3.2 ïîëó÷àåì
ñâîéñòâà 1�6.

Ïîëîæèì W̃ = V
Gj
j−j0(ξ∗), åñëè j > j0 + 1, W̃ = Vmin(Gj), åñëè j = j0.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Kj. Ïîëîæèì Kj|V>j+1−j0 (Gj) = Kj+1. Ïóñòü η ∈ W̃. Åñëè

η ∈ Vmax(Gj), òî ïîëàãàåì Kj(η) = ∆(η) ∈ Φ(η). Ïóñòü η /∈ Vmax(Gj). Òîãäà V
Gj
1 (η) ∈

Tξk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . , m} (ñì. ïóíêò 3 ïðåäëîæåíèÿ 4.3.2). Ïîëàãàåì

Kj(η) = b−1
ξk
(V

Gj
1 (η)) ∈ Φ(ξk). (4.73)

Èç ïîñòðîåíèÿ, ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, (4.67) è óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ 2 è 4
ñëåäóþò ñâîéñòâà 7a, 7b, 7e.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 7c. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ξ ∈ W̃, ξ′ ∈ V

Gj
1 (ξ). Â ñèëó ïóíêòà 3 ïðåäëîæåíèÿ 4.3.2, VGj

1 (ξ) ∈ Tξk

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 k 6 m, bξk(Kj(ξ))
(4.73)
= V

Gj
1 (ξ), ò.å. ξ′ ∈ bξk(Kj(ξ)). Ïî óæå

äîêàçàííîìó ñâîéñòâó 7a è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (ñì. ñâîéñòâî 7d ñ j+1 âìåñòî

j), Kj(ξ
′) = Kj+1(ξ

′)
(4.71)
⊂ Kj(ξ).

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 7d (äëÿ j > j0 + 1). Ïóñòü ξ ∈ V
Gj
j−1−j0(ξ∗)\Vmax(Gj) =

VD
j−1−j0(ξ∗)\Vmax(D) (â ñèëó óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ 2 è 4 ãðàôà Gj), Q ∈ Φ(ξ).

Ïîëîæèì

bξ(Q) = {ξ′ ∈ [ξ, ζ] ∩V
Gj
1 (ξ) : ζ ∈ Vmax(Gj), ζ > ξ, Kj(ζ) ⊂ Q}. (4.74)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî bξ(Q) íåïóñòî. Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ Φ(ξ),
ñóùåñòâóåò ζ ∈ Vmax(D) ∩ V(Dξ) òàêîå, ÷òî ∆(ζ) ⊂ Q. Èç ñâîéñòâà 4 ãðàôà Gj
ñëåäóåò, ÷òî ζ ∈ Vmax(Gj) ∩ V((Gj)ξ). Â ñèëó ñâîéñòâà 7b, ∆(ζ) = Kj(ζ). Çíà÷èò,
Kj(ζ) ⊂ Q.

Ïî óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó 7c, äëÿ Q ∈ Φ(ξ), ξ′ ∈ bξ(Q) è ζ èç (4.74) âûïîëíåíî
Kj(ζ) ⊂ Kj(ξ

′). Çíà÷èò, â ñèëó (4.74) è ïóíêòîâ 2, 3 òåîðåìû L,

Kj(ξ
′) ⊂ Q, ξ′ ∈ bξ(Q). (4.75)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ Q ∈ Φ(ξ) ìíîæåñòâà bξ(Q) íå ïåðåñåêàþòñÿ è
îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V

Gj
1 (ξ). Ïóñòü Q′, Q′′ ∈ Φ(ξ), Q′ ̸= Q′′. Åñëè ξ′ ∈

bξ(Q
′) ∩ bξ(Q

′′), òî èç (4.75) ñëåäóåò, ÷òî Kj(ξ
′) ⊂ Q′ è Kj(ξ

′) ⊂ Q′′. Ñíîâà â ñèëó
ïóíêòà 2 òåîðåìû L, Q′ ∩ Q′′ = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé âåðøèíû ξ′ ∈ V

Gj
1 (ξ) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Q ∈ Φ(ξ) òàêîå, ÷òî ξ′ ∈ bξ(Q). Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü ζ ∈ Vmax(Gj), ζ > ξ′. Òîãäà ζ > ξ. Â ñèëó óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ
2 è 4, ζ ∈ Vmax(D) ∩V(Dξ). Íàïîìíèì, ÷òî ξ ∈ V

Gj
j−1−j0(ξ∗). Çíà÷èò, ξ

′ ∈ V
Gj
j−j0(ξ∗).

Òàê êàê ζ > ξ′, òî ∆(ζ) ∈ Θj′ , j′ > j (ñì. íà÷àëî øàãà 1). Èç ïóíêòà 3 òåîðåìû L
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Q ∈ Θj−1 òàêîå, ÷òî Q ⊃ ∆(ζ). Òîãäà Q ∈ Φ(ξ) (ñì.
(4.67)) è ξ′ ∈ bξ(Q) ïî îïðåäåëåíèþ (4.74) è ñâîéñòâó 7b.
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Ïîëîæèì Tξ := bξ(Φ(ξ)). Òîãäà Tξ � ðàçáèåíèå V
Gj
1 (ξ), bξ : Φ(ξ) → Tξ � áèåêöèÿ

è äëÿ ëþáîãî Q ∈ Φ(ξ) âûïîëíåíî bξ(Q) ⊂ {ξ′ ∈ V
Gj
1 (ξ) : Kj(ξ

′) ⊂ Q} â ñèëó (4.75).
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü ξ′ ∈ V

Gj
1 (ξ), Q ∈ Φ(ξ), Kj(ξ

′) ⊂ Q. Òîãäà

ξ′ ∈ bξ(∆) äëÿ íåêîòîðîãî ∆ ∈ Φ(ξ). Çíà÷èò, Kj(ξ
′)

(4.75)
⊂ ∆ è ïîýòîìó ∆ = Q (ñì.

ïóíêò 2 òåîðåìû L).
Äîêàæåì ñâîéñòâî 7f. Â ñèëó ñâîéñòâà 7a è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü j′ = j. Åñëè Q = Kj(ξ), òî â ñèëó ñâîéñòâà 7e ñóùåñòâóåò η = η(ξ) ∈
VD
j−j0(ξ∗) òàêîå, ÷òî Q ∈ Φ(η). Ïðè ýòîì, åñëè ξ ∈ Vmax(Gj), òî η = ξ ∈ Vmax(Gj+1),

èíà÷å η /∈ Vmax(Gj+1) è bη(Kj(ξ)) = V
Gj
1 (ξ). Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûì âåðøèíàì ξ,

òàêèì, ÷òî Q = Kj(ξ), ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå η(ξ). Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé η /∈ Vmax(Gj+1). Åñëè Q = Kj(ξ) = Kj(ξ̃) è η(ξ) = η(ξ̃) = η, òî
V

Gj
1 (ξ) = bη(Q) = V

Gj
1 (ξ̃) è ξ = ξ̃.

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

card {η ∈ VD
j−j0(ξ∗) : Q ∈ Φ(η)} .

a,d,c0

1. (4.76)

Åñëè Q ∈ Φ(η), òî â ñèëó (4.67) ñóùåñòâóåò ζ ∈ Vmax(D)∩V(Dη) òàêîå, ÷òî ∆(ζ) ⊂ Q.
Ïîýòîìó

dist (Ω[η], Q) 6 dist (Ω[η], Ω[ζ]) + dist (Ω[ζ], ∆(ζ)) + diamΩ[ζ] .
a,d,c0

2−sj (4.77)

â ñèëó (4.39), (4.41), (4.48), (4.66). Â ñèëó (4.67), Q ∈ Θj, òàê ÷òî diamQ . 2−sj

(ñì. ïóíêò 4 òåîðåìû L). Äàëåå, diamΩ[η]
(4.39),(4.48)

≍
a,d

2−sj. Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî Ω[η]

ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà R(η) ≍
a,d

2−sj. Ýòî âìåñòå ñ (35), (37) è (4.77) äàåò (4.76).

Øàã 4. Â ñèëó ñâîéñòâ 1 è 2 ãðàôà Gj0 (ñì. øàã 2),

Sp,q
D,u,w 6 Sp,q

Gj0 ,u
(j0),w(j0)

.
a,d,c0,p,q

max
16l6l∗

Sp,q

D̃l,u(j0),w(j0)
. (4.78)

Ïóñòü ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ íà íîìåðå l0. Ïîëîæèì (D̃, ξ̃∗) = (D̃l0 , ξ̃l0),
ũ(ξ) = uj, w̃(ξ) = wj, ξ ∈ VD̃

j−j0(ξ̃∗). Â ñèëó (4.78) è ñâîéñòâà 3 ãðàôà Gj0 ,S
p,q
D,u,w .

a,d,c0,p,q

Sp,q

D̃,ũ,w̃.

Îöåíèì ñâåðõó Sp,q

D̃,ũ,w̃. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô D̂ â Â íà ìíîæåñòâå
âåðøèí

{ζj,i : ∃ξ ∈ V(D̃), Kj0(ξ) = ∆j,i}.
Òîãäà D̂ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Â ñàìîì äåëå, card {i : ζj0,i ∈ D̂} = 1. Äàëåå, ïóñòü ζj,i ∈
V(D̂). Òîãäà j > j0, Kj0(ξ) = ∆j,i äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû ξ ∈ V(D̃). Ïóñòü ζj′,i′ ∈
V(Â), j′ > j0, ζj′,i′ 6 ζj,i. Èç îïðåäåëåíèÿ Â ñëåäóåò, ÷òî ∆j′,i′ ⊃ ∆j,i. Ðàññìîòðèì
âåðøèíó η ∈ VD̃

j′−j0(ξ̃∗), η 6 ξ. Â ñèëó ñâîéñòâà 4b ãðàôà Gj0 , Kj0(η) ⊃ Kj0(ξ).
Çíà÷èò, â ñèëó ñâîéñòâà 4a ãðàôà Gj0 è ïóíêòà 2 òåîðåìû L, Kj0(η) = ∆j′,i′ , òàê ÷òî
ζj′,i′ ∈ V(D̂).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ̂∗ ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó D̂. Òîãäà ξ̂∗ = ζj0,i0 äëÿ íåêîòîðîãî
i0. Äëÿ ζj,i ∈ V(D̂) ïîëîæèì

Vζj,i = {ξ ∈ V(D̃) : Kj0(ξ) = ∆j,i}.

Ïî ñâîéñòâó 4a ãðàôà Gj0 ,

Vζj,i ⊂ VD̃
j−j0(ξ̃∗). (4.79)
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Â ñèëó ñâîéñòâà 4c, äëÿ ëþáîãî ζ ∈ V(D̂)

cardVζ .
a,d,c0

1. (4.80)

Êðîìå òîãî, åñëè ξ ∈ Vζ , ξ′ ∈ Vζ′ , ξ′ 6 ξ, òî ζ ′ 6 ζ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ζ = ζj,i,
ζ ′ = ζj′,i′ , Kj0(ξ) = ∆j,i, Kj0(ξ

′) = ∆j′,i′ , ξ > ξ′, òî â ñèëó ñâîéñòâà 4b ãðàôà Gj0 ,
∆j,i ⊂ ∆j′,i′ . Èç îïðåäåëåíèÿ äåðåâà Â ñëåäóåò, ÷òî ζj,i > ζj′,i′ .

Ïóñòü ∥f∥lp(D̃) = 1. Äëÿ ζ ∈ V(D̂) ïîëîæèì φ(ζ) =

(∑
ξ∈Vζ

|f(ξ)|p
) 1

p

. Òîãäà

∥φ∥lp(D̂) = 1. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè u∗, w∗ îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå ëåììû.
Åñëè ξ ∈ Vζ , ξ′ ∈ Vζ′ , ξ′ 6 ξ, òî ũ(ξ′)f(ξ′) 6 u∗(ζ

′)φ(ζ ′) (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé
ũ è u∗ è (4.79)), òàê ÷òî

∑
ξ′6ξ

ũ(ξ′)f(ξ′) 6
∑
ζ′6ζ

u∗(ζ
′)φ(ζ ′). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèé ũ, w̃, u∗, w∗ è (4.79) ïîëó÷àåì∑
ξ∈V(D̃)

w̃q(ξ)

(∑
ξ′6ξ

ũ(ξ′)f(ξ′)

)q
(4.80)

.
a,d,c0

∑
ζ∈V(D̂)

wq∗(ζ)

(∑
ζ′6ζ

u∗(ζ
′)φ(ζ ′)

)q

6 [Sp,q

D̂,u∗,w∗
]q.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî D̂ ⊂ D∗ := Âζj0,i0
∩ [Â]6N .

Èç ýòîé ëåììû, òåîðåì 8, 4.2.1, òåîðåìû B, ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1 è òåîðåìû Á. Ëåâè
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü p > q, ξ∗ ∈ VA
j0
(ξ0), ôóíêöèè u, w íà V(A) îïðåäåëåíû

ôîðìóëîé (4.47). Ïîëîæèì ŵj = wj ·
(
h(2−sj0 )
h(2−sj)

) 1
q
, ûj = uj ·

(
h(2−sj)
h(2−sj0)

) 1
p
, j0 6 j < ∞.

Ïóñòü

Mû,ŵ(j0) := sup
j06j<∞

( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
q
( j∑
i=j0

ûp
′

i

) 1
p′
<∞, 1 < p = q <∞, (4.81)

Mû,ŵ(j0) :=

 ∞∑
j=j0

(( ∞∑
i=j

ŵqi

) 1
p
( j∑
i=j0

ûp
′

i

) 1
p′

) pq
p−q

ŵqj


1
q
− 1
p

<∞, q < p. (4.82)

Òîãäà W r
p,g(Ω[Aξ∗ ]) ⊂ Lq,v(Ω[Aξ∗ ]) è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà D ⊂ Aξ∗ ñ ìèíèìàëüíîé
âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z

Mû,ŵ(j0)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

.

Îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà 11.
Ïðè 1 < p < q < ∞ àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4 è ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ïóñòü u, w îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (4.47), 1 < p < q < ∞.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò l0 ∈ N è λ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî(

∞∑
i=j+l0

h(2−s(j+l0))
h(2−si)

wqi

)1/q

(
∞∑
i=j

h(2−sj)
h(2−si)

wqi

)1/q
6 c

−18/q
0 λ, j > jmin. (4.83)
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Ïóñòü supj>jmin
uj

(
∞∑
i=j

h(2−sj)
h(2−si)

wqi

)1/q

< ∞. Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ ëþáîãî

j0 > jmin è ëþáîé âåðøèíû ξ∗ ∈ VA
j0−jmin

(ηjmin,1) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà D ⊂ A ñ
ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z,λ,l0

sup
j>j0

uj

(∑
i>j

h(2−sj)

h(2−si)
wqi

) 1
q ∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî s ìîæíî âçÿòü êðàòíûì 4, òàêæå ïîëó÷àåì òåîðåìó 9.
Òåîðåìà 10 ñëåäóåò èç òåîðåì 4.2.1, 7 è ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1.
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Ãëàâà 5

Ïîïåðå÷íèêè ôóíêöèîíàëüíûõ

êëàññîâ íà ìíîæåñòâå ñ

äðåâîïîäîáíîé ñòðóêòóðîé

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 12 è 13. Ñíà÷àëà áóäåò äîêàçàí îáùèé
ðåçóëüòàò îá îöåíêå ñâåðõó ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ íà ìíîæåñòâå ñ
äðåâîïîäîáíîé ñòðóêòóðîé.

5.1 Îáùàÿ òåîðåìà îá îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ ñâåðõó

Ïóñòü (Ω, Σ, mes) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, Θ̂ � ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå Ω íà èçìåðèìûå
ïîäìíîæåñòâà, A � äåðåâî (ñ êîðíåì), òàêîå ÷òî

∃c1 > 1 : cardV1(ξ) 6 c1, ξ ∈ V(A), (5.1)

F̂ : V(A) → Θ̂ � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.
Âñþäó ìû ðàññìàòðèâàåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ðàçáèåíèÿ.
Ïóñòü 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂ Ω îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà:

• ïðîñòðàíñòâî Xp(E) ñ ïîëóíîðìîé ∥ · ∥Xp(E),

• ïðîñòðàíñòâî Yq(E) ñ íîðìîé ∥ · ∥Yq(E),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Xp(Ω) ⊂ Yq(Ω);

2. Xp(E) = {f |E : f ∈ Xp(Ω)}, Yq(E) = {f |E : f ∈ Yq(Ω)};

3. åñëè mesE = 0, òî dim Yq(E) = dim Xp(E) = 0;

4. åñëè E ⊂ Ω, Ej ⊂ Ω (j ∈ N) � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, E = ⊔j∈NEj, òî

∥f∥Xp(E) =
∥∥∥{∥f |Ej∥Xp(Ej)}j∈N∥∥∥lp , f ∈ Xp(E), (5.2)

∥f∥Yq(E) =
∥∥∥{∥f |Ej∥Yq(Ej)}j∈N∥∥∥lq , f ∈ Yq(E); (5.3)
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5. åñëè E ∈ Σ, f ∈ Yq(Ω), òî f · χE ∈ Yq(Ω).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç BXp(Ω) åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà Xp(Ω).
Ïóñòü P(Ω) ⊂ Xp(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè r0, ïðè ýòîì

∥f∥Xp(Ω) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P(Ω). Äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà
E ⊂ Ω îáîçíà÷èì P(E) = {P |E : P ∈ P(Ω)}. Ïóñòü G ⊂ Ω � èçìåðèìîå
ïîäìíîæåñòâî, T � ðàçáèåíèå G (çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûå ðàçáèåíèÿ íà èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà). Ïîëîæèì

ST (Ω) = {f : Ω → R : f |E ∈ P(E), f |Ω\G = 0}. (5.4)

Åñëè T êîíå÷íî, òî ST (Ω) ⊂ Yq(Ω) â ñèëó óñëîâèÿ 5.
Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ T = {Ej}nj=1 ìíîæåñòâà E è äëÿ êàæäîé

ôóíêöèè f ∈ Yq(Ω) ïîëîæèì

∥f∥p,q,T =

(
n∑
j=1

∥f |Ej∥
σp,q
Yq(Ej)

) 1
σp,q

,

ãäå σp,q = min{p, q}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yp,q,T (E) ïðîñòðàíñòâî Yq(E) ñ íîðìîé ∥·∥p,q,T .
Îòìåòèì, ÷òî ∥ · ∥Yq(E) 6 ∥ · ∥p,q,T .

Äëÿ êàæäîãî ïîääåðåâà A′ ⊂ A ïîëîæèì ΩA′ = ∪ξ∈V(A′)F̂ (ξ).

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ w∗ : V(A) → (0, ∞) ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ̂ ∈ V(A) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð PΩA

ξ̂
: Yq(Ω) → P(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Xp(Ω) è ëþáîãî

ïîääåðåâà A′ ⊂ A ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ̂

∥f − PΩA
ξ̂
f∥Yq(ΩA′ ) 6 w∗(ξ̂)∥f∥Xp(ΩA′ ). (5.5)

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ w̃∗ : V(A) → (0, ∞) è ÷èñëà δ∗ > 0,
c2 > 1 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû ξ ∈ V(A) è äëÿ ëþáûõ n ∈ N, m ∈ Z+

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Tm,n(G) ìíîæåñòâà G = F̂ (ξ) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. cardTm,n(G) 6 c2 · 2mn.

2. Äëÿ ëþáîãî E ∈ Tm,n(G) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð PE :
Yq(Ω) → P(E) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Xp(Ω)

∥f − PEf∥Yq(E) 6 (2mn)−δ∗w̃∗(ξ)∥f∥Xp(E). (5.6)

3. Äëÿ ëþáîãî E ∈ Tm,n(G)

card {E ′ ∈ Tm±1,n(G) : mes(E ∩ E ′) > 0} 6 c2. (5.7)

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Ñóùåñòâóþò k∗ ∈ N, λ∗ > 0,

µ∗ > λ∗, (5.8)

γ∗ > 0, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè u∗ : (0, ∞) → (0, ∞) è ψ∗ : (0, ∞) →
(0, ∞), c3 > 1, t0 ∈ N, ðàçáèåíèå {At,i}t>t0, i∈Ĵt äåðåâà A òàêèå, ÷òî lim

y→∞
yu′∗(y)
u∗(y)

= 0,

lim
y→∞

yψ′
∗(y)

ψ∗(y)
= 0,

c−1
3 2−λ∗k∗tu∗(2

k∗t) 6 w∗(ξ) 6 c3 · 2−λ∗k∗tu∗(2k∗t), ξ ∈ V(At,i), (5.9)
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c−1
3 2−µ∗k∗tu∗(2

k∗t) 6 w̃∗(ξ) 6 c3 · 2−µ∗k∗tu∗(2k∗t), ξ ∈ V(At,i), (5.10)

νt :=
∑
i∈Ĵt

cardV(At,i) 6 c3 · 2k∗γ∗tψ∗(2
k∗t) =: c3νt, t > t0. (5.11)

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè p > q, òî

2−λ∗k∗t(card Ĵt)
1
q
− 1
p 6 c3 · 2−µ∗k∗tν

1
q
− 1
p

t . (5.12)

2. Ïóñòü t, t′ ∈ Z+. Òîãäà

2−λ∗k∗t
′
u∗(2

k∗t′) 6 c3 · 2−λ∗k∗tu∗(2k∗t), åñëè t′ > t, (5.13)

2−µ∗k∗t
′
u∗(2

k∗t′)
(
2k∗γ∗t

′
ψ∗(2

k∗t′)
) 1
q
− 1
p 6

6 c3 · 2−µ∗k∗tu∗(2k∗t)
(
2k∗γ∗tψ∗(2

k∗t)
) 1
q
− 1
p , åñëè t′ > t, p > q.

(5.14)

3. Åñëè äåðåâî At′,i′ ñëåäóåò çà At,i, òî t
′ = t+ 1.

Çàìå÷àíèå 5.1.1. Åñëè ξ ∈ V(At,i), ξ′ ∈ V(At′,i′), ξ′ > ξ, òî t′ > t.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• ξ̂t,i � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà At,i.

• Γt � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô â A íà ìíîæåñòâå âåðøèí ∪i∈ĴtV(At,i), t > t0; äëÿ

1 6 t < t0 ïîëîæèì Γt = ∅, Ĵt = ∅.

• Gt = ∪ξ∈V(Γt)F̂ (ξ) = ∪i∈ĴtΩAt,i .

• Γ̃t � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí ∪j>tV(Γj), t ∈ N.

• {Ãt,i}i∈Jt � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà Γ̃t.

• Ũt,i = ∪ξ∈V(Ãt,i)F̂ (ξ).

• Ũt = ∪i∈JtŨt,i = ∪ξ∈V(Γ̃t)
F̂ (ξ).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè t > t0, òî

Vmin(Γ̃t) = Vmin(Γt) = {ξ̂t,i}i∈Ĵt . (5.15)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü t = t0, i0 ∈ Ĵt0 . Òîãäà ξ̂t0,i0 � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â äåðåâå
A (èíà÷å ñóùåñòâóåò äåðåâî At′,i′ , ïðåäøåñòâóþùåå At0,i0 ; ïî ïðåäïîëîæåíèþ 3, t′ =
t0− 1 � ïðîòèâîðå÷èå). Òàêèì îáðàçîì, Ĵt0 = {i0} è Vmin(Γ̃t0) = Vmin(A) = {ξ̂t0,i0} =
Vmin(Γt0).

Ïóñòü t > t0. Îòìåòèì, ÷òî Vmin(Γt) ⊂ {ξ̂t,i}i∈Ĵt . Äîêàæåì, ÷òî Vmin(Γ̃t) ⊂
{ξ̂t,i}i∈Ĵt . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ ∈ Vmin(Γ̃t). Òîãäà ξ = ξ̂t′,i′ äëÿ íåêîòîðûõ t′ > t,

i′ ∈ Ĵt′ . Òàê êàê t > t0, òî ξ̂t′,i′ > ξ̂t0,i0 . Ïóñòü äåðåâî At′′,i′′ ïðåäøåñòâóåò äåðåâó At′,i′ .
Òîãäà t′′ < t. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 3, t′ = t′′ + 1. Çíà÷èò, t′ < t + 1, ò.å. t′ = t.
Ïîêàæåì, ÷òî Vmin(Γt) ⊃ {ξ̂t,i}i∈Ĵt è Vmin(Γ̃t) ⊃ {ξ̂t,i}i∈Ĵt . Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ξ̂t,i
� ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà â At,i, òî ξ̂t,i ∈ V(Γ̃t). Åñëè ξ < ξ̂t,i, òî ξ ∈ V(At′,i′), t′ < t

(ñì. çàìå÷àíèå 5.1.1). Ïîýòîìó ξ̂t,i ∈ Vmin(Γ̃t) è ξ̂t,i ∈ Vmin(Γt).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

J t = Ĵt, t > t0. (5.16)
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Ëåììà 5.1.1. Ñóùåñòâóåò x0 ∈ (0, ∞) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > x0 óðàâíåíèå
yγ∗ψ∗(y) = x èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x). Êðîìå òîãî, y(x) = xβ∗φ∗(x), ãäå

β∗ =
1
γ∗

è φ∗ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî limx→+∞
xφ′

∗(x)
φ∗(x)

= 0.

Ýòî ëåììà áóäåò äîêàçàíà ïîçæå.
Îáîçíà÷èì Z0 = (p, q, r0, w∗, w̃∗, δ∗, k∗, λ∗, µ∗, γ∗, ψ∗, u∗, c1, c2, c3).

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞, âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1, 2 è

3, ïðè ýòîì δ∗ >
(

1
q
− 1

p

)
+
. Òîãäà ñóùåñòâóåò n0 = n0(Z0) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

n > n0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îöåíêè.

1. Ïóñòü δ∗ ̸= λ∗β∗ â ñëó÷àå p 6 q è δ∗ ̸= µ∗β∗ â ñëó÷àå p > q.

• Ïðè p 6 q ïîëîæèì

σ∗(n) =

{
1, åñëè δ∗ < λ∗β∗,
u∗(n

β∗φ∗(n))φ
−λ∗
∗ (n), åñëè δ∗ > λ∗β∗.

Òîãäà

ϑn(BXp(Ω), Yq(Ω)) .
Z0

n−min(δ∗, λ∗β∗)σ∗(n). (5.17)

• Ïðè p > q ïîëîæèì

σ∗(n) =

{
1, åñëè δ∗ < µ∗β∗,
u∗(n

β∗φ∗(n))φ
−µ∗
∗ (n), åñëè δ∗ > µ∗β∗.

Òîãäà

ϑn(BXp(Ω), Yq(Ω)) .
Z0

n−min(δ∗, µ∗β∗)+
1
q
− 1
pσ∗(n). (5.18)

2. Ïóñòü p < q, q̂ > 2. Ïîëîæèì θ1 = δ∗+min
{

1
2
− 1

q̂
, 1
p
− 1

q

}
, θ2 =

δ∗q̂
2
, θ3 = λ∗β∗+

min
{

1
2
− 1

q̂
, 1
p
− 1

q

}
, θ4 =

λ∗β∗q̂
2

, σ1(n) = σ2(n) ≡ 1, σ3(n) = u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n),

σ4(n) = σ3(n
q̂
2 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò j∗ ∈ {1, 2, 3, 4} òàêîå, ÷òî

θj∗ < minj ̸=j∗ θj. Òîãäà

ϑn(BXp(Ω), Yq(Ω)) .
Z0

n−θj∗σj∗(n).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1.1. Òàê êàê γ∗ > 0, òî ïî ëåììå 3.2.4 ïîëó÷àåì
yγ∗ψ∗(y) →

y→+∞
+∞. Åñëè y > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî

(yγ∗ψ∗(y))
′ = γ∗y

γ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′
∗(y) > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû 5.1.1.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ∗(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïðè áîëüøèõ x. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà. Âûáåðåì z0 > 0 òàê,

÷òî
∣∣∣ tψ′

∗(t)
ψ∗(t)

∣∣∣ < γ∗
2
äëÿ ëþáîãî t > z0. Äëÿ êàæäîãî z > z0 âîçüìåì εz ∈

(
0, z−z0

2

)
òàêîå, ÷òî ψ∗(z) > ψ∗(z)

2
> 0 äëÿ êàæäîãî z ∈ [z − εz, z + εz]. Îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó

(z + h)γ∗ψ∗(z + h)− zγ∗ψ∗(z) ïðè z − εz 6 z 6 z + h 6 z + εz. Èìååì

(z + h)γ∗ψ∗(z + h)− zγ∗ψ∗(z) =

z+h∫
z

(γ∗t
γ∗−1ψ∗(t) + tγ∗ψ′

∗(t)) dt =
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=

z+h∫
z

tγ∗−1ψ∗(t)

(
γ∗ +

tψ′
∗(t)

ψ∗(t)

)
dt > γ∗

2

z+h∫
z

tγ∗−1ψ∗(t) dt &
γ∗,ψ∗, z

h.

Ïðîâåðèì, ÷òî xφ′
∗(x)

φ∗(x)
→

x→+∞
0. Ïóñòü y = y(x). Èç òîæäåñòâà yγ∗ψ∗(y) = x ïîëó÷àåì

(γ∗y
γ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′

∗(y))y
′(x) = 1.

Äàëåå, φ∗(x) = x−β∗y(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

φ′
∗(x) = −β∗x−β∗−1y(x) + x−β∗y′(x) = −β∗

φ∗(x)

x
+ x−β∗y′(x) =

= −β∗
φ∗(x)

x
+

x−β∗

γ∗yγ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′
∗(y)

.

Çíà÷èò,
xφ′

∗(x)

φ∗(x)
= −β∗ +

x1−β∗

φ∗(x)(γ∗yγ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′
∗(y))

=

= −β∗ +
x

y(γ∗yγ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′
∗(y))

= −β∗ +
yγ∗−1ψ∗(y)

γ∗yγ∗−1ψ∗(y) + yγ∗ψ′
∗(y)

=

= − 1

γ∗
+

1

γ∗ +
y(x)ψ′

∗(y(x))
ψ∗(y(x))

→
x→+∞

0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.2. Ïóñòü γ∗ > 0, ψ∗(y) = | log y|α∗ρ∗(| log y|), ãäå ρ∗ : (0, ∞) → (0, ∞)

� àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim
y→∞

yρ′∗(y)
ρ∗(y)

= 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ∗

òàêàÿ, êàê â ëåììå 5.1.1. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x > 1

φ∗(x) ≍
γ∗,α∗,ρ∗

(log x)−
α∗
γ∗ [ρ∗(log x)]

− 1
γ∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ŷ(x) = x
1
γ∗ (log x)−

α∗
γ∗ ρ

− 1
γ∗

∗ (log x). Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ x > 1 èìååì log ŷ(x) ≍

γ∗,α∗,ρ∗
log x. Çíà÷èò,

(ŷ(x))γ∗(log ŷ(x))α∗ρ∗(log ŷ(x)) ≍
γ∗,α∗,ρ∗

x.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2.4, ïîëó÷àåì ïðè c > 1

(cŷ(x))γ∗ψ∗(cŷ(x)) &
γ∗,α∗,ρ∗

cγ∗/2(ŷ(x))γ∗ψ∗(ŷ(x)) ≍
γ∗,α∗,ρ∗

≍ cγ∗/2x, åñëè ŷ(x) > 1,
(c−1ŷ(x))γ∗ψ∗(c

−1ŷ(x)) .
γ∗,α∗,ρ∗

c−γ∗/2(ŷ(x))γ∗ψ∗(ŷ(x)) ≍
γ∗,α∗,ρ∗

≍ c−γ∗/2x, åñëè c−1ŷ(x) > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò c = c(γ∗, α∗, ρ∗) > 1 òàêîå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
x > 1

(cŷ(x))γ∗ψ∗(cŷ(x)) > x, (c−1ŷ(x))γ∗ψ∗(c
−1ŷ(x)) < x.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè yγ∗ψ∗(y) = x, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì y ∈
[c−1ŷ(x), cŷ(x)].

Ëåììà 5.1.3. Ïóñòü T � êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G ⊂ Ω, ν = dimST (Ω)
(ñì. (5.4)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì A : ST (Ω) → Rν òàêîé, ÷òî
∥A∥Yp,q,T (G)→lνp .

p, r0

1, ∥A−1∥lνq→Yq(G) .
q, r0

1.
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Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ëåììà 1.4.5.

Ïóñòü m ∈ N, n ∈ N∩ [2, +∞), Nn ∈ N. Ïóñòü φn1 , . . . , φnm : R+ → R � àôôèííûå
ôóíêöèè,

φns (ξ) = αsξ + βs,n, s = 1, . . . , m, φnm+1(ξ) = +∞, ξ ∈ R+,

φn1 (ξ) 6 . . . 6 φnm(ξ), 0 6 ξ 6 Nn, n ∈ N ∩ [2, +∞).

Îáîçíà÷èì

En
s = {(ξ, η) ∈ R2 : φns (ξ) 6 η < φns+1(ξ), 0 6 ξ 6 Nn}, 1 6 s 6 m,

En =
m∪
s=1

En
s = {(ξ, η) ∈ R2 : φn1 (ξ) 6 η < +∞, 0 6 ξ 6 Nn}.

Ïóñòü ψn : En → R, ψ̃n : En → R,

ψn(ξ, η) = λsξ + µsη + νs,n, (ξ, η) ∈ En
s ,

ψ̃n(ξ, η) = λ̃sξ + µ̃sη + ν̃s,n, (ξ, η) ∈ En
s .

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ψn íåïðåðûâíû.
Ïîëîæèì

Λ = {(αs)16s6m, (λs)16s6m, (µs)16s6m} ,
Ψ = {ψn, n ∈ N ∩ [2, +∞)}, Ψ̃ = {ψ̃n, n ∈ N ∩ [2, +∞)},

Vn = {(0, φns (0)), (Nn, φ
n
s (Nn)) : 1 6 s 6 m}.

Ïóñòü jn∗ = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N∩[2, +∞) èëè jn∗ = Nn äëÿ ëþáîãî n ∈ N∩[2, +∞).
Ïóñòü S = {s−, s−+1, . . . , s+− 1, s+} ⊂ {1, . . . , m} (ýòî ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò áûòü ïóñòûì), ln∗ ∈ R,

{s ∈ 1, m : φns (j
n
∗ ) = ln∗} = S, (5.19)

J = {(jn∗ , ln∗ ) : n ∈ N ∩ [2, +∞)}, ε > 0. Ñêàæåì, ÷òî Ψ̃ ∈ Oε,J(Ψ), åñëè

|λs − λ̃s| < ε, |µs − µ̃s| < ε, 1 6 s 6 m, (5.20)

|ψn(j, l)− ψ̃n(j, l)| < ε log2 n, 0 6 j 6 Nn, φn1 (j) 6 l 6 φnm(j), (5.21)

ψn(j
n
∗ , l

n
∗ ) = ψ̃n(j

n
∗ , l

n
∗ ) = ψ̃n(j

n
∗ , l

n
∗ − 0) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ∩ [2, +∞). (5.22)

Ëåììà 5.1.4. Ïóñòü m ∈ N, c > 0, γ > 0 ôèêñèðîâàíû, µm < 0,

ψn(j
n
∗ , l

n
∗ ) = 0, n ∈ N ∩ [2, +∞), (5.23)

Nn 6 c log2 n, −c log2 n 6 φn1 (ξ) 6 . . . 6 φnm(ξ) 6 c log2 n, ξ ∈ [0, Nn], (5.24)

ψn(j, l) 6 −γ log2 n, (j, l) ∈ Vn\(jn∗ , ln∗ ) (5.25)

äëÿ ëþáîãî n ∈ N ∩ [2, +∞). Ïóñòü ρ : (0, +∞) → (0, +∞) � àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî lim
y→+∞

yρ′(y)
ρ(y)

= 0. Ïóñòü òàêæå çàäàíà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {Ñn}n∈N ⊂ Z+.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 = ε0(Λ, c, γ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî Ψ̃ ∈ Oε0,J(Ψ)

âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∑
(j, l)∈Z2∩En

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn)
n

. ρ(2j
n
∗+Ñn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ > 0 ñóùåñòâóåò
M(σ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N, j = 0, . . . , Nn âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

ρ(2j+Ñn)

ρ(2Ñn)
6M(σ)2σj,

ρ(2j+Ñn)

ρ(2Nn+Ñn)
6M(σ)2σ(Nn−j). (5.26)

Ïóñòü s− − 1 6 s 6 s+, 0 6 j 6 Nn, φns (j) 6 l < φns+1(j). Îáîçíà÷èì

t(s) =


s, åñëè µ̃s 6 0 è s− 6 s < s+,
s+ 1, åñëè µ̃s > 0 è s− 6 s < s+,
s+, åñëè s = s+,
s−, åñëè s = s− − 1,

A = max{|αs| : s− 6 s 6 s+},

ε0 = min

{
|µm|
2
,

γ

4(c+ 1)
,
|µs+ |
2

,
|µs−−1|

2
,
|λs + µsαt(s)|
8(A+ 1)

, s− − 1 6 s 6 s+

}
(5.27)

(åñëè S = ∅, òî âåëè÷èíû |µs+ |
2
,

|µs−−1|
2

è
|λs+µsαt(s)|

8(A+1)
íå ó÷èòûâàþòñÿ).

Îöåíèì ñâåðõó ñóììó

Σn
s =

∑
(j, l)∈Z2∩Ens

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn), 1 6 s 6 m.

Ïóñòü S ̸= ∅. Òàê êàê âûïîëíåíî (5.23) è ôóíêöèè ψn íåïðåðûâíû, òî

ψn(j, φ
n
t(s)(j)) = (λs + µsαt(s))(j − jn∗ ), s ∈ S ∪ ({s− − 1} ∩ N).

Îòñþäà è èç (5.25) ñëåäóåò, ÷òî

λs + µsαt(s) < 0, åñëè jn∗ = 0, λs + µsαt(s) > 0, åñëè jn∗ = Nn. (5.28)

Èç (5.23), óñëîâèÿ µm < 0 è (5.25) ñëåäóåò, ÷òî µs−−1 > 0 (åñëè s− > 2), µs+ < 0.
Çíà÷èò, ε0 > 0.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àè s = s+ è s = s− − 1. Äëÿ ëþáîãî (j, l) ∈ En
s+

ψ̃n(j, l) = λ̃s+j + µ̃s+l + ν̃s+,n = λ̃s+j + µ̃s+φ
n
s+
(j) + ν̃s+,n + µ̃s+(l − φns+(j))

(5.20),(5.27)

6

6 λ̃s+j + µ̃s+φ
n
s+
(j) + ν̃s+,n + µs+(l − φns+(j)) +

|µs+|
2

(l − φns+(j)) =

= λ̃s+j + µ̃s+φ
n
s+
(j) + ν̃s+,n −

|µs+ |
2

(l − φns+(j)).

Çíà÷èò, ∑
(j, l)∈Z2∩Ens+

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn) .
µs+

Nn∑
j=0

2λ̃s+j+µ̃s+φ
n
s+

(j)+ν̃s+,nρ(2j+Ñn).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ s− > 2∑
(j, l)∈Z2∩Ens−−1

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn) .
µs−−1

Nn∑
j=0

2λ̃s−−1j+µ̃s−−1φns− (j)+ν̃s−−1,nρ(2j+Ñn).

Òàê êàê ôóíêöèè ψ̃n|Ens+ , ψ̃n|Ens−−1
è φns± ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè, òî èç óñëîâèé

ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

λ̃s+j + µ̃s+φ
n
s+
(j) + ν̃s+,n = ψ̃n(j, φ

n
s+
(j))

(5.19),(5.22)
=
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= ψ̃n(j, φ
n
s+
(j))− ψ̃n(j

n
∗ , φ

n
s+
(jn∗ )) + ψn(j

n
∗ , l

n
∗ )

(5.23)
=

= ψ̃n(j, φ
n
s+
(j))− ψ̃n(j

n
∗ , φ

n
s+
(jn∗ )) = (λ̃s+ + µ̃s+αs+)(j − jn∗ )

(5.20)

6
6 (λs+ + µs+αs+)(j − jn∗ ) + ε0(1 + A)|j − jn∗ |,

λ̃s−−1j + µ̃s−−1φ
n
s−(j) + ν̃s−−1,n = ψ̃n(j, φ

n
s−(j)− 0)

(5.19),(5.22)
=

= ψ̃n(j, φ
n
s−(j)− 0)− ψ̃n(j

n
∗ , φ

n
s−(j

n
∗ )− 0) + ψn(j

n
∗ , l

n
∗ )

(5.23)
=

= ψ̃n(j, φ
n
s−(j)− 0)− ψ̃n(j

n
∗ , φ

n
s−(j

n
∗ )− 0) = (λ̃s−−1 + µ̃s−−1αs−)(j − jn∗ )

(5.20)

6
6 (λs−−1 + µs−−1αs−)(j − jn∗ ) + ε0(1 + A)|j − jn∗ |.

Â ñèëó (5.27) è (5.28),

2λ̃s+j+µ̃s+φ
n
s+

(j)+ν̃s+,n 6 2−
1
2
|(λs++µs+αs+ )(j−jn∗ )|, (5.29)

2λ̃s−−1j+µ̃s−−1φns− (j)+ν̃s−−1,n 6 2−
1
2
|(λs−−1+µs−−1αs− )(j−jn∗ )|. (5.30)

Ïóñòü jn∗ = 0. Òîãäà

Nn∑
j=0

2λ̃s+j+µ̃s+φ
n
s+

(j)+ν̃s+,nρ(2j+Ñn)
(5.26),(5.29)

6

6M(ε0)ρ(2
Ñn)

Nn∑
j=0

2−
1
2
|(λs++µs+αs+ )j| · 2ε0j

(5.27)

.
Λ,c,γ

ρ(2Ñn),

Nn∑
j=0

2λ̃s−−1j+µ̃s−−1φns− (j)+ν̃s−−1,nρ(2j+Ñn)
(5.26),(5.30)

6

6M(ε0)ρ(2
Ñn)

Nn∑
j=0

2−
1
2
|(λs−−1+µs−−1αs− )j| · 2ε0j

(5.27)

.
Λ,c,γ

ρ(2Ñn).

Åñëè jn∗ = Nn, òî
Nn∑
j=0

2λ̃s+j+µ̃s+φ
n
s+

(j)+ν̃s+,nρ(2j+Ñn)
(5.26),(5.29)

6

6M(ε0)ρ(2
Nn+Ñn)

Nn∑
j=0

2−
1
2
|(λs++µs+αs+ )(j−Nn)| · 2ε0(Nn−j)

(5.27)

.
Λ,c,γ

ρ(2Nn+Ñn),

Nn∑
j=0

2λ̃s−−1j+µ̃s−−1φns− (j)+ν̃s−−1,nρ(2j+Ñn)
(5.26),(5.30)

6

6M(ε0)ρ(2
Nn+Ñn)

Nn∑
j=0

2−
1
2
|(λs−−1+µs−−1αs− )(j−Nn)| · 2ε0(Nn−j)

(5.27)

.
Λ,c,γ

ρ(2Nn+Ñn).

Ïóñòü s− 6 s < s+. Òàê êàê φns+1(j
n
∗ )

(5.19)
= φns (j

n
∗ ), òî

φns+1(j)− φns (j) = αs+1j + βs+1,n − αsj − βs,n = (αs+1 − αs)(j − jn∗ ). (5.31)

Èç (5.19), (5.22) è (5.23) ñëåäóåò, ÷òî λ̃sjn∗ +µ̃sφ
n
t(s)(j

n
∗ )+ ν̃s,n = ψn(j

n
∗ , l

n
∗ ) = 0. Ïîýòîìó

λ̃sj + µ̃sφ
n
t(s)(j) + ν̃s,n = (λ̃s + µ̃sαt(s))(j − jn∗ )

(5.20)

6
6 (λs + µsαt(s))(j − jn∗ ) + ε0(1 + A)|j − jn∗ |.

Â ñèëó (5.27) è (5.28),

2λ̃sj+µ̃sφ
n
t(s)

(j)+ν̃s,n(|j − jn∗ |+ 1) .
Λ

2−
|(λs+µsαt(s))(j−j

n
∗ )|

2 . (5.32)
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Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà∑
φns (j)6l<φns+1(j)

2µ̃sl 6 2µ̃sφ
n
t(s)

(j)(φns+1(j)− φns (j) + 1)

ñëåäóåò, ÷òî ∑
(j, l)∈Z2∩Ens

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn) 6

6
Nn∑
j=0

2λ̃sj+µ̃sφ
n
t(s)

(j)+ν̃s,n(φns+1(j)− φns (j) + 1)ρ(2j+Ñn)
(5.31)

.
Λ

.
Nn∑
j=0

2λ̃sj+µ̃sφ
n
t(s)

(j)+ν̃s,n(|j − jn∗ |+ 1)ρ(2j+Ñn)
(5.32)

.
Λ

6
Nn∑
j=0

2−
|(λs+µsαt(s))(j−j

n
∗ )|

2 ρ(2j+Ñn)
(5.26)

6

6M(ε0)
Nn∑
j=0

2−
|(λs+µsαt(s))(j−j

n
∗ )|

2 2ε0|j−j
n
∗ |ρ(2j

n
∗+Ñn)

(5.27)

.
Λ,γ,c

ρ(2j
n
∗+Ñn).

Ïóñòü s /∈ S, s ̸= s− − 1 è s < m. Èç (5.24) ñëåäóåò, ÷òî

cardZ2 ∩ En
s .

c
(log2 n)

2. (5.33)

Ïóñòü (ĵ, l̂) � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ψ̃n íà ìíîæåñòâå Z2 ∩ En
s . Òîãäà∑

(j, l)∈Z2∩Ens

2ψ̃n(j, l)ρ(2j+Ñn)
(5.26),(5.33)

.
c

M(ε0)2
ε0Nn(log2 n)

2 · 2ψ̃n(ĵ, l̂)ρ(2Ñn+jn∗ ). (5.34)

Òàê êàê Ψ̃ ∈ Oε0,J(Ψ), òî

|ψ̃n(ĵ, l̂)− ψn(ĵ, l̂)|
(5.21)

6 ε0 log2 n.

Òàê êàê s /∈ S, s ̸= s− − 1 è s < m, òî

{(0, φns (0)), (0, φns+1(0)), (Nn, φ
n
s (Nn)), (Nn, φ

n
s+1(Nn))} ⊂ Vn\(jn∗ , ln∗ ).

Ôóíêöèÿ ψn|Ens ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé, ïîýòîìó
sup

(ξ, η)∈Ens
ψn(ξ, η) 6 max

{
ψn(0, φ

n
s (0)), ψn(0, φ

n
s+1(0)),

ψn(Nn, φ
n
s (Nn)), ψn(Nn, φ

n
s+1(Nn))

} (5.25)

6 −γ log2 n.
Çíà÷èò,

Σn
s

(5.24),(5.34)

.
c

M(ε0)n
cε0(log2 n)

22−γ log2 n2ε0 log2 nρ(2Ñn+j
n
∗ ) .

c,Λ,γ

. n−γ+ε0(c+1)(log2 n)
2ρ(2Ñn+j

n
∗ )

(5.27)

.
c,Λ,γ

ρ(2Ñn+j
n
∗ ).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé s = m, s /∈ S. Òàê êàê µm < 0, òî

Σn
m .

Λ

Nn∑
j=0

2ψ̃n(j, φ
n
m(j))ρ(2j+Ñn) 6

6
Nn∑
j=0

2ψn(j, φ
n
m(j))+|ψ̃n(j, φnm(j))−ψn(j, φnm(j))|ρ(2j+Ñn)

(5.21),(5.24),(5.25),(5.26)

6

6M(ε0)2
ε0Nn(c log2 n)2

−γ log2 n+ε0 log2 nρ(2Ñn+j
n
∗ )

(5.24)

.
Λ,c,γ

. n−γ+ε0(c+1)(log2 n)ρ(2
Ñn+jn∗ )

(5.27)

.
c,Λ,γ

ρ(2Ñn+j
n
∗ ).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.1. Îïðåäåëèì n0 = n0(Z) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óòâåðæäåíèå ëåììû 5.1.1 ïðè x > n0. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü n = 2N , N ∈ N,
n > n0.

Øàã 1. Ïîëîæèì t∗(n) = min{t ∈ N : νt > n}. Òîãäà

νt∗(n) ≍
Z0

n, 2k∗t∗(n) ≍
Z0

nβ∗φ∗(n). (5.35)

Â ñàìîì äåëå, νt∗(n) > n ïî îïðåäåëåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî t ∈ N
âûïîëíåíî νt

νt−1
= 2k∗γ∗ ψ∗(2k∗t)

ψ∗(2k∗(t−1))
.
Z0

1 â ñèëó ëåììû 3.2.4. Òàê êàê νt∗(n)−1 < n, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî νt∗(n) .
Z0

n. Ïîýòîìó 2k∗t∗(n) = (cn)β∗φ∗(cn), c ≍
Z0

1. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììó

3.2.4, ïîëó÷àåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (5.35).
Ïóñòü t0 6 t 6 t∗(n). Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå T 1

m,n,t ìíîæåñòâà Gt. Ïîëîæèì t̂(n) = 1

èëè t̂(n) = t∗(n) äëÿ êàæäîãî N ∈ N è âîçüìåì íåêîòîðîå ε > 0 (âûáîð t̂(n) è ε áóäåò
ñäåëàí ïîçæå). Ïóñòü

nt :=
⌈
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
⌉
> 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1, (5.36)

m∗
t = min

{
m ∈ Z+ : 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|+m(ψ∗(2

k∗t))−1 > 1
}
. (5.37)

Äëÿ ξ ∈ V(Γt), m > m∗
t ïîëîæèì T 1

m,n,t|F̂ (ξ) = Tm−m∗
t ,nt

(F̂ (ξ)) (ñì. ïðåäïîëîæåíèå 2).

Åñëè m∗
t = 0, òî nt ≍ 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1. Åñëè m∗
t > 0, òî

nt = 1, 2−m
∗
t ≍ 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1. (5.38)

Çíà÷èò,

2−m
∗
tnt ≍ 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1. (5.39)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ïðåäïîëîæåíèÿ 2 è (5.11),

cardT 1
m,n,t .

Z0

νt · 2m−m∗
tnt

(5.11),(5.39)

.
Z0

. 2γ∗k∗tψ∗(2
k∗t)2m · 2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1 = 2mn · 2−ε|t−t̂(n)|.
(5.40)

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäïîëîæåíèÿ 2, (5.10) è îïðåäåëåíèÿ Γt ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
E ∈ T 1

m,n,t ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð PE : Yq(Ω) → P(E) òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Xp(Ω)

∥f − PEf∥Yq(E) .
Z0

2−µ∗k∗tu∗(2
k∗t)(2m−m∗

tnt)
−δ∗∥f∥Xp(E). (5.41)

Ïîëîæèì P 1
m,n,tf |E = PEf , E ∈ T 1

m,n,t, P
1
m,n,tf |Ω\Gt = 0. Òîãäà

P 1
m,n,t : Yq(Ω) → ST 1

m,n,t
(Ω) (5.42)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Xp(Ω)

∥f − P 1
m,n,tf∥p,q,T 1

m,n,t

(5.41)

.
Z0

2−µ∗k∗tu∗(2
k∗t)(2m−m∗

tnt)
−δ∗∥f∥Xp(Gt), åñëè p 6 q. (5.43)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ïðåäïîëîæåíèÿ 2, äëÿ ëþáîãî E ∈ T 1
m,n,t

card {E ′ ∈ T 1
m±1,n,t : mes(E ∩ E ′) > 0} .

Z0

1. (5.44)
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Øàã 2. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è (5.9), äëÿ ëþáûõ t > t0, i ∈ J t ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P̃t,i : Yq(Ω) → P(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ Xp(Ω)

∥f − P̃t,if∥Yq(Ũt,i) .
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)∥f∥Xp(Ũt,i), (5.45)

∥f − P̃t,if∥Yq(ΩAt,i )
.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)∥f∥Xp(ΩAt,i )

. (5.46)

Ïóñòü 1 6 t < t0. Òîãäà Ũt,i = Ũt0,i0 . Ïîëîæèì P̃t,i = P̃t0,i0 . Â ñèëó (5.13), ïîëó÷àåì,
÷òî (5.45) òàêæå âûïîëíåíî.

Øàã 3. Äîêàæåì îöåíêè (5.17) è (5.18).
Ïîëîæèì T 1

n |Gt = T 1
m∗
t ,n,t

, t0 6 t 6 t∗(n), T 1
n |Ũt∗(n)+1,i

= {Ũt∗(n)+1,i}, i ∈ J t∗(n)+1,

P 1
nf |Gt = P 1

m∗
t ,n,t

f , t0 6 t 6 t∗(n), P 1
nf |Ũt∗(n)+1,i

= P̃t∗(n)+1,i, i ∈ J t∗(n)+1. Òîãäà P 1
n :

Yq(Ω) → ST 1
n
(Ω) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì. Åñëè t∗(n) < t0, òî

T 1
n = {Ω}; åñëè t∗(n) > t0, òî J t∗(n)+1

(5.16)
= Ĵt∗(n)+1 è

cardT 1
n =

t∗(n)∑
t=t0

cardT 1
m∗
t ,n,t

+ card Ĵt∗(n)+1

(5.11),(5.38),(5.40)

.
Z0

∑
t06t6t∗(n),m∗

t=0

n · 2−ε|t−t̂(n)|+

+
∑

t06t6t∗(n),m∗
t>0

νt + νt∗(n)+1

(5.11)

.
ε,Z0

n+ νt∗(n)+1

(5.11),(5.35)

.
Z0

n

(çäåñü èñïîëüçîâàëàñü ëåììà 3.2.4). Ïóñòü p 6 q. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, δ∗ > 0. Òîãäà
äëÿ f ∈ BXp(Ω), t∗(n) > t0 ïîëó÷àåì

∥f − P 1
nf∥Yq(Ω) 6

6

t∗(n)∑
t=t0

∑
E∈T 1

m∗
t ,n,t

∥f − PEf∥pYq(E) +
∑

i∈Ĵt∗(n)+1

∥f − P̃t∗(n)+1,if∥pYq(Ũt∗(n)+1,i)


1/p

(5.8),(5.41),(5.45)

.
Z0

t∗(n)∑
t=t0

∑
E∈T 1

m∗
t ,n,t

2−λ∗k∗tpup∗(2
k∗t)n−δ∗p

t ∥f∥pXp(E)


1/p

+

+

 ∑
i∈Ĵt∗(n)+1

2−λ∗pk∗t∗(n)up∗(2
k∗t∗(n))∥f∥p

Xp(Ũt∗(n)+1,i)

1/p
(5.35),(5.36)

.
Z0

.

t∗(n)∑
t=t0

∑
E∈T 1

m∗
t ,n,t

2−λ∗k∗tpup∗(2
k∗t)
(
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
)−δ∗p∥f∥pXp(E)


1/p

+

+n−λ∗β∗u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n) 6

6

t∗(n)∑
t=1

2−λ∗k∗tpup∗(2
k∗t)
(
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
)−δ∗p1/p

+

+n−λ∗β∗u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n).

Ïóñòü ε = |−λ∗+δ∗γ∗|
2δ∗

. Åñëè δ∗ < β∗λ∗, òî −λ∗ + δ∗γ∗ < 0; â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
t̂(n) = 1 è ïîëó÷àåì îöåíêót∗(n)∑

t=1

2−λ∗k∗tpup∗(2
k∗t)
(
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
)−δ∗p1/p

.
Z0

n−δ∗ .
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Åñëè δ∗ > β∗λ∗, òî áåðåì t̂(n) = t∗(n) è ïîëó÷àåìt∗(n)∑
t=1

2−λ∗k∗tpup∗(2
k∗t)
(
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
)−δ∗p1/p

(5.11),(5.35)

.
Z0

. 2−λ∗k∗t∗(n)u∗(2
k∗t∗(n))

(5.35)
≍
Z0

n−λ∗β∗u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n).

Åñëè 1 6 t∗(n) < t0, òî äëÿ f ∈ BXp(Ω) ïîëó÷àåì

∥f − P 1
nf∥Yq(Ω) = ∥f − P̃t0,i0f∥Yq(Ω)

(5.45)

.
Z0

2−λ∗k∗t0u∗(2
k∗t0)

(5.13)

.
Z0

. 2−λ∗k∗t∗(n)u∗(2
k∗t∗(n))

(5.35)
≍
Z0

n−λ∗β∗u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n).

Ïóñòü p > q. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, δ∗ > 1
q
− 1

p
. Çíà÷èò,

n
1−δ∗ pq

p−q
t

(5.36)

6
(
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|(ψ∗(2

k∗t))−1
)1−δ∗ pq

p−q
. (5.47)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, äëÿ f ∈ BXp(Ω), t∗(n) > t0 ïîëó÷àåì

∥f − P 1
nf∥Yq(Ω) =

=

t∗(n)∑
t=t0

∑
E∈T 1

m∗
t ,n,t

∥f − PEf∥qYq(E) +
∑

i∈Ĵt∗(n)+1

∥f − P̃t∗(n)+1,if∥qYq(Ũt∗(n)+1,i)


1/q

(5.41),(5.45)

.
Z0

t∗(n)∑
t=t0

∑
E∈T 1

m∗
t ,n,t

2−µ∗k∗tquq∗(2
k∗t)n−δ∗q

t ∥f∥qXp(E)


1/q

+

+

 ∑
i∈Ĵt∗(n)+1

2−qλ∗k∗t∗(n)uq∗(2
k∗t∗(n))∥f∥q

Xp(Ũt∗(n)+1,i)

1/q

6

6

t∗(n)∑
t=t0

cardT 1
m∗
t ,n,t

2−µ∗k∗t
pq
p−qu

pq
p−q
∗ (2k∗t)n

− δ∗pq
p−q

t

 1
q
− 1
p

+

+
(
card Ĵt∗(n)+1 · 2−

pq
p−qλ∗k∗t∗(n)u

pq
p−q
∗ (2k∗t∗(n))

) 1
q
− 1
p

(5.11),(5.40),(5.47)

.
Z0

.

t∗(n)∑
t=t0

2γ∗k∗tψ∗(2
k∗t)[2−µ∗k∗tu∗(2

k∗t)]
pq
p−q
[
2N−γ∗k∗t−ε|t−t̂(n)|ψ−1

∗ (2k∗t)
]1− pq

p−q δ∗

 1
q
− 1
p

+

+2−λ∗k∗t∗(n)u∗(2
k∗t∗(n))(card Ĵt∗(n)+1)

1
q
− 1
p

(5.11),(5.12),(5.35)

.
Z0

.

t∗(n)∑
t=1

ψ
pq
p−q δ∗
∗ (2k∗t) · 2−(µ∗−γ∗δ∗)k∗t pqp−q

[
2N−ε|t−t̂(n)|]1− pq

p−q δ∗u
pq
p−q
∗ (2k∗t)

 1
q
− 1
p

+

+n−µ∗β∗+ 1
q
− 1
pu∗(n

β∗φ∗(n))φ
−µ∗
∗ (n).

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå p 6 q.
Ïóñòü 1 6 t∗(n) < t0. Òîãäà

∥f − P 1
nf∥Yq(Ω) .

Z0

2−λ∗k∗t0u∗(2
k∗t0) = 2−λ∗k∗t0u∗(2

k∗t0)
(
card Ĵt0

) 1
q
− 1
p

(5.11),(5.12)

.
Z0
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. 2−µ∗k∗t0u∗(2
k∗t0)

(
2γ∗k∗t0ψ∗(2

k∗t0)
) 1
q
− 1
p

(5.14)

.
Z0

. 2−µ∗k∗t∗(n)u∗(2
k∗t∗(n))

(
2γ∗k∗t∗(n)ψ∗(2

k∗t∗(n))
) 1
q
− 1
p

(5.35)

.
Z0

. n−µ∗β∗+ 1
q
− 1
pu∗(n

β∗φ∗(n))φ
−µ∗
∗ (n).

Øàã 4. Îöåíèì ïîïåðå÷íèêè ϑn ïðè p < q, q̂ > 2. Îáîçíà÷èì

t∗∗(n) = min{t ∈ N : νt > nq̂/2}.

Òîãäà

νt∗∗(n) ≍
Z0

nq̂/2, 2k∗t∗∗(n) ≍
Z0

nβ∗q̂/2φ∗(n
q̂/2) (5.48)

(ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê (5.35)). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N èìååì t∗(n)+
1 6 t∗∗(n) − 1. Åñëè t∗(n) + 1 > t∗∗(n) − 1, òî n ≍

Z0

nq̂/2. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ
îöåíêà ïîëó÷åíà íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïóñòü t∗(n) + 1 6 t∗∗(n)− 1.
Øàã 4.1. Ðàññìîòðèì t > t∗(n). Åñëè t > t0, òî J t = Ĵt â ñèëó (5.16). Ïóñòü P̃t,i

� îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà øàãå 2. Ïîëîæèì

Qtf(x) = P̃t,if(x) ïðè x ∈ Ũt,i, i ∈ J t, Qtf(x) = 0 ïðè x ∈ Ω\Ũt. (5.49)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè t < t0, òî Qtf = Qt+1f .
Ïîêàæåì, ÷òî

(f −Qt∗(n)+1f)χŨt∗(n)+1
=

t∗∗(n)−1∑
j=t∗(n)+1

(Qj+1f −Qjf)χŨj+1
+

+
t∗∗(n)−1∑
j=t∗(n)+1

(f −Qjf)χGj + (f −Qt∗∗(n)f)χŨt∗∗(n) .

(5.50)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ Gt, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n) − 1. Òîãäà t > t0 (èíà÷å Gt = ∅).
Èìååì χŨt∗(n)+1

(x) = 1, χŨt∗∗(n)(x) = 0, χŨj+1
(x) = 1 ïðè j 6 t − 1, χŨj+1

(x) = 0 ïðè
j > t. Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü (5.50) ðàâíà f(x)−Qt∗(n)+1f(x), à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

t−1∑
j=t∗(n)+1

(Qj+1f(x)−Qjf(x)) + f(x)−Qtf(x) = f(x)−Qt∗(n)+1f(x).

Ïóñòü x ∈ Ũt∗∗(n). Òîãäà χŨt∗(n)+1
(x) = 1, χŨt∗∗(n)(x) = 1, χŨj+1

(x) = 1, t∗(n) + 1 6 j 6
t∗∗(n) − 1, χGt(x) = 0, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n) − 1. Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü (5.50) ðàâíà
f(x)−Qt∗(n)+1f(x), à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

t∗∗(n)−1∑
j=t∗(n)+1

(Qj+1f(x)−Qjf(x)) + (f(x)−Qt∗∗(n)f(x)) = f(x)−Qt∗(n)+1f(x).

Åñëè x ∈ Ω\Ũt∗(n)+1, òî îáå ÷àñòè (5.50) ðàâíû íóëþ.
Øàã 4.2. Ïîëîæèì

mt = ⌈log νt⌉, (5.51)

νt,i = cardV(At,i), i ∈ Ĵt,

Jm,t =

{
i ∈ Ĵt :

νt,i
νt

· 2m > 1

}
, 0 6 m 6 mt,
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m(i) = min{m ∈ 0, mt : i ∈ Jm,t}, i ∈ Ĵt

(çàìåòèì, ÷òî Jmt,t = Ĵt). Òîãäà
νt,i
νt

· 2m(i) < 2.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φt,i : 2V(At,i) → R+ ðàâåíñòâîì Φt,i(W) = cardW, W ⊂

V(At,i). Â ñèëó (5.1) è ñëåäñòâèÿ 1.2.1, äëÿ ëþáûõ i ∈ Ĵt, m(i) 6 m 6 mt ñóùåñòâóåò
ðàçáèåíèå Ri

m,t äåðåâà At,i íà ïîääåðåâüÿ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. cardRi
m,t .

Z0

⌈
νt,i
νt

· 2m
⌉
;

2. äëÿ ëþáîãî äåðåâà D ∈ Ri
m,t

cardV(D) .
Z0

νt · 2−m; (5.52)

3. äëÿ ëþáîãî äåðåâà D ∈ Ri
m,t

card{D′ ∈ Ri
m±1,t : V(D) ∩V(D′) ̸= ∅} .

Z0

1.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî cardRi
m(i),t = 1.

Äëÿ 0 6 m 6 mt ïîëîæèì Gm,t = ∪i∈Jm,tΩAt,i ,

T 2
m,t = {ΩD : D ∈ Ri

m,t, i ∈ Jm,t}. (5.53)

Òîãäà T 2
m,t ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì Gm,t è

cardT 2
m,t .

Z0

2m
∑

i∈Jm,t
νt,i

νt
; â ÷àñòíîñòè, cardT 2

mt,t

(5.51)

.
Z0

νt. (5.54)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è (5.9), äëÿ ëþáîãî E ∈ T 2
m,t ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð PE : Yq(Ω) → P(Ω) òàêîé, ÷òî

∥f −Qtf − PEf∥Yq(E) .
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)∥f∥Xp(E)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Xp(Ω) (òàê êàêQtf |E ∈ P(E), òî ∥Qtf∥Xp(E) = 0). Ïîñêîëüêó
cardRi

m(i),t = 1, èìååì T 2
m(i),t|ΩAt,i

= {ΩAt,i}. Îòñþäà è èç (5.46) è (5.49) ñëåäóåò, ÷òî

ìîæíî âçÿòü PΩAt,i
f = 0. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî m ∈ {0, . . . , mt} ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

P 2
m,t : Yq(Ω) → ST 2

m,t
(Ω) (5.55)

òàêîé, ÷òî

P 2
m(i),tf |ΩAt,i

= 0, i ∈ Ĵt, f ∈ Xp(Ω), (5.56)

∥f −Qtf − P 2
m,tf∥p,q,T 2

m,t
.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)∥f∥Xp(Gm,t). (5.57)

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî E ∈ T 2
m,t

card {E ′ ∈ T 2
m±1,t : mes(E ∩ E ′) > 0} .

Z0

1. (5.58)

Åñëè x ∈ ΩAt,i , òî ïî îïðåäåëåíèþ Gm,t

mt−1∑
m=0

(P 2
m+1,tf(x)− P 2

m,tf(x))χGm,t(x) =
mt−1∑
m=m(i)

(P 2
m+1,tf(x)− P 2

m,tf(x))
(5.56)
= P 2

mt,tf(x).
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Çíà÷èò,

(f −Qtf)χGt =
mt−1∑
m=0

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t + (f −Qtf − P 2
mt,tf)χGt .

Îòñþäà è èç (5.50) ïîëó÷àåì

(f −Qt∗(n)+1f)χŨt∗(n)+1
=

t∗∗(n)−1∑
j=t∗(n)+1

(Qj+1f −Qjf)χŨj+1
+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

(f −Qtf − P 2
mt,tf)χGt + (f −Qt∗∗(n)f)χŨt∗∗(n) .

(5.59)

Øàã 4.3. Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå T 2
m,t ìíîæåñòâà Gt äëÿ m > mt. Ïóñòü D ∈ Ri

mt,t

äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ Ĵt. Èç (5.51) è (5.52) ñëåäóåò, ÷òî

cardV(D) .
Z0

1. (5.60)

Äëÿ êàæäîãî ξ ∈ V(D) îïðåäåëèì ðàçáèåíèå Tm,t,ξ := Tm−mt,1(F̂ (ξ)) è îïåðàòîð PE
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì 2. Íàïîìíèì, ÷òî Jmt,t = Ĵt. Ïîëîæèì

T 2
m,t = {E ∈ Tm,t,ξ : ξ ∈ V(D), D ∈ Ri

mt,t, i ∈ Ĵt} =
=
{
E ∈ Tm,t,ξ : ξ ∈ ∪i∈ĴtV(At,i)

}
,

(5.61)

P 2
m,tf |E = PEf − (Qtf)|E, E ∈ T 2

m,t, P
2
m,tf |Ω\Gt = 0. Òîãäà

∪E∈T 2
m,t
E = Gt, P 2

m,t : Yq(Ω) → ST 2
m,t

(Ω) ëèíååí è íåïðåðûâåí; (5.62)

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 2 è (5.11),

cardT 2
m,t .

Z0

νt · 2m−mt . (5.63)

Äàëåå,

∥f −Qtf − P 2
m,tf∥p,q,T 2

m,t

(5.6),(5.8),(5.10)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗(m−mt)∥f∥Xp(Gt), (5.64)

è äëÿ ëþáîãî E ∈ T 2
m,t

card {E ′ ∈ T 2
m±1,t : mes(E ∩ E ′) > 0} .

Z0

1, m > mt (5.65)

(äëÿ m > mt ýòî ñëåäóåò èç (5.7), à äëÿ m = mt � èç ïðåäïîëîæåíèÿ 2, (5.53), (5.58),
(5.60) è (5.61)). Èç (5.59) è (5.64) ïîëó÷àåì

(f −Qt∗(n)+1f)χŨt∗(n)+1
=

t∗∗(n)−1∑
j=t∗(n)+1

(Qj+1f −Qjf)χŨj+1
+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf) + (f −Qt∗∗(n)f)χŨt∗∗(n) .

(5.66)
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Øàã 5. Ïîëó÷èì îöåíêè ϑn. Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå Tn ðàâåíñòâàìè Tn|Gt =
T 1
m∗
t ,n,t

, t0 6 t 6 t∗(n), Tn|Ũt∗(n)+1,i
= {Ũt∗(n)+1,i}. Åñëè t0 > t∗(n), òî Tn = {Ω}. Åñëè

t0 6 t∗(n), òî

cardTn
(5.11),(5.16),(5.35),(5.38),(5.40)

.
Z0

n+
∑

t06t6t∗(n),m∗
t=0

n · 2−ε|t−t̂(n)|+

+
∑

t06t6t∗(n), m∗
t>0

νt
(5.11),(5.35)

.
ε,Z0

n.

(5.67)

Ïîëîæèì Snf |Gt = P 1
m∗
t ,n,t

f |Gt ïðè t0 6 t 6 t∗(n), Snf |Ũt∗(n)+1
= Qt∗(n)+1f . Îòñþäà è

èç (5.43), (5.66) ñëåäóåò, ÷òî

Snf ∈ STn(Ω), (5.68)

f 7→ Snf � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â Yq(Ω) è

f − Snf =
t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

(P 1
m+1,n,tf − P 1

m,n,tf)+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

(Qt+1f −Qtf)χŨt+1
+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t+

+
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

(P 2
m+1,tf − P 2

m,tf) + (f −Qt∗∗(n)f)χŨt∗∗(n) .

(5.69)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T̂ 1
m,n,t ðàçáèåíèå Gt, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ E ′ ∩E ′′, E ′ ∈ T 1

m,n,t,

E ′′ ∈ T 1
m+1,n,t, mes(E ′ ∩ E ′′) > 0, t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗

t . Ïóñòü T̂
2
m,t � ðàçáèåíèå

Gm,t, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ E ′ ∩ E ′′, E ′ ∈ T 2
m,t, E

′′ ∈ T 2
m+1,t, mes(E ′ ∩ E ′′) > 0,

t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n) − 1, m > 0 (Gm,t := Gt ïðè m > mt; ñì. (5.62)). Ïóñòü
T̂ 3
t = {Ũt+1,i}i∈Jt+1

, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1. Òîãäà

P 1
m+1,n,tf − P 1

m,n,tf
(5.42)
∈ ST̂ 1

m,n,t
(Ω), (P 2

m+1,tf − P 2
m,tf)χGm,t

(5.55),(5.62)
∈ ST̂ 2

m,t
(Ω), (5.70)

(Qt+1f −Qtf)χŨt+1

(5.49)
∈ ST̂ 3

t
(Ω); (5.71)

êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ BXp(Ω)

∥P 1
m+1,n,tf − P 1

m,n,tf∥p,q,T̂ 1
m,n,t

(5.8),(5.43),(5.44)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)(2m−m∗

tnt)
−δ∗ , (5.72)

∥P 2
m+1,tf − P 2

m,tf∥p,q,T̂ 2
m,t

(5.57),(5.58),(5.64),(5.65)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t), m 6 mt, (5.73)

∥P 2
m+1,tf − P 2

m,tf∥p,q,T̂ 2
m,t

(5.64),(5.65)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗(m−mt), m > mt, (5.74)

∥Qt+1f −Qtf∥p,q,T̂ 3
t

(5.45),(5.49)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t), (5.75)
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∥f −Qtf∥Yq(Ũt)
(5.45),(5.49)

.
Z0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t), (5.76)

è ñóùåñòâóåò C = C(Z0) > 1 òàêîå, ÷òî

s1m,n,t := dimST̂ 1
m,n,t

(Ω)
(5.40),(5.44)

6 C · 2m−ε|t−t̂(n)|n, t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗
t , (5.77)

s2m,t := dimST̂ 2
m,t

(Ω)
(5.54),(5.58),(5.65)

6 C · 2m, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1, m 6 mt,

(5.78)

s2m,t := dimST̂ 2
m,t

(Ω)
(5.63),(5.65)

6 C · 2m−mtνt, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1, m > mt,

(5.79)

s3t := dimST̂ 3
t
(Ω)

(5.11),(5.16)

6 C · 2γ∗k∗tψ∗(2
k∗t), t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1. (5.80)

Ïî ëåììå 5.1.3, ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå èçîìîðôèçìû A1
m,n,t : ST̂ 1

m,n,t
(Ω) → Rs1m,n,t ,

A2
m,t : ST̂ 2

m,t
(Ω) → Rs2m,t , A3

t : ST̂ 3
t
(Ω) → Rs3t òàêèå, ÷òî

∥A1
m,n,t∥

Y
p,q,T̂1

m,n,t
(Gt)→l

s1m,n,t
p

.
Z0

1, ∥(A1
m,n,t)

−1∥
l
s1m,n,t
q →Yq(Gt)

.
Z0

1, (5.81)

∥A2
m,t∥

Y
p,q,T̂2

m,t
(Gm,t)→l

s2m,t
p

.
Z0

1, ∥(A2
m,t)

−1∥
l
s2m,t
q →Yq(Gm,t)

.
Z0

1, (5.82)

∥A3
t∥
Y
p,q,T̂3

t
(Ũt+1)→l

s3t
p

.
Z0

1, ∥(A3
t )

−1∥
l
s3t
q →Yq(Ũt+1)

.
Z0

1. (5.83)

Äëÿ k1m,n,t ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç E1
m,n,t : Rs1m,n,t → Rs1m,n,t ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

äëÿ γ1m,n,t := ϑk1m,n,t(B
s1m,n,t
p , l

s1m,n,t
q ) (t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗

t ); äëÿ k
2
m,t ∈ Z+ îáîçíà÷èì

÷åðåç E2
m,t : Rs2m,t → Rs2m,t ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ γ2m,t := ϑk2m,t(B

s2m,t
p , l

s2m,t
q )

(t∗(n) < t < t∗∗(n), m ∈ Z+); äëÿ k3t ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç E3
t : Rs3t →

Rs3t ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ γ3t := ϑk3t (B
s3t
p , l

s3t
q ) (t∗(n) < t < t∗∗(n)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

k1m,n,t +

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∑
m∈Z+

k2m,t +

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

k3t 6 C1n, (5.84)

ãäå C1 > 0 íå çàâèñèò îò n.
Ïîëîæèì

P∗f = Snf +

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

(A1
m,n,t)

−1E1
m,n,tA

1
m,n,t(P

1
m+1,n,tf − P 1

m,n,tf)+

+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∑
m∈Z+

(A2
m,t)

−1E2
m,tA

2
m,t[(P

2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t ]+
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+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

(A3
t )

−1E3
tA

3
t [(Qt+1f −Qtf)χŨt+1

].

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ P∗ ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå Z ⊂ Yq(Ω) ðàçìåðíîñòè

kn
(5.67),(5.68),(5.84)

.
Z0,ε,C1

n. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ E1
m,n,t, E

2
m,t è E

3
t ëèíåéíû, òî P∗

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â Yq(Ω).
Äëÿ îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ è ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ äîñòàòî÷íî îöåíèòü

ñâåðõó âåëè÷èíó ∥f − P∗f∥Yq(Ω) äëÿ f ∈ BXp(Ω). Äëÿ îöåíêè ãåëüôàíäîâñêèõ
ïîïåðå÷íèêîâ ìû îöåíèâàåì ñâåðõó ∥f∥Yq(Ω) äëÿ f ∈ BXp(Ω) òàêèõ, ÷òî

Snf = 0, E1
m,n,tA

1
m,n,t(P

1
m+1,n,tf − P 1

m,n,tf) = 0, t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗
t , (5.85)

E2
m,tA

2
m,t[(P

2
m+1,tf − P 2

m,tf)χGm,t ] = 0, t∗(n) < t < t∗∗(n), m ∈ Z+, (5.86)

E3
tA

3
t [(Qt+1f −Qtf)χŨt+1

] = 0, t∗(n) < t < t∗∗(n), (5.87)

è ó÷èòûâàåì (5.67), (5.68) è (5.84) (â ñàìîì äåëå, ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (5.85), (5.86) è (5.87), çàìêíóòî â Yq(Ω) è åãî êîðàçìåðíîñòü
ðàâíà C2n .

Z0,ε,C1

n).

Ïîëîæèì

s̃1m,n,t = ⌈C · 2m−ε|t−t̂(n)|n⌉, t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗
t , (5.88)

s̃2m,t = ⌈C · 2m⌉, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1, m 6 mt, (5.89)

s̃2m,t = ⌈C · 2m−mtνt⌉, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1, m > mt, (5.90)

s̃3t = ⌈C · 2γ∗k∗tψ∗(2
k∗t)⌉, t∗(n) + 1 6 t 6 t∗∗(n)− 1. (5.91)

Ïóñòü γ̃1m,n,t := ϑk1m,n,t(B
s̃1m,n,t
p , l

s̃1m,n,t
q ) (t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗

t ), γ̃
2
m,t :=

ϑk2m,t(B
s̃2m,t
p , l

s̃2m,t
q ) (t∗(n) < t < t∗∗(n), m ∈ Z+), γ̃3t := ϑk3t (B

s̃3t
p , l

s̃3t
q ) (t∗(n) < t < t∗∗(n)).

Òîãäà

γ1m,n,t
(5.77),(5.88)

6 γ̃1m,n,t, t0 6 t 6 t∗(n), m > m∗
t , (5.92)

γ2m,t
(5.78),(5.79),(5.89),(5.90)

6 γ̃2m,t, t∗(n) < t < t∗∗(n), m ∈ Z+, (5.93)

γ3t
(5.80),(5.91)

6 γ̃3t , t∗(n) < t < t∗∗(n). (5.94)

Ïóñòü f ∈ Xp(Ω), ∥f∥Xp(Ω) 6 1. Ïðè îöåíêå ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî (5.85), (5.86) è (5.87) (â ÷àñòíîñòè, P∗f = 0).

Èç îïðåäåëåíèÿ P∗f , (5.69), (5.72)�(5.76), (5.81)�(5.83), (5.92)�(5.94) ñëåäóåò, ÷òî

∥f − P∗f∥Yq(Ω) .
Z0

2−λ∗k∗t∗∗(n)u∗(2
k∗t∗∗(n))+

+

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)(2m−m∗

tnt)
−δ∗ γ̃1m,n,t +

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃2m,t+
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+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗(m−mt)γ̃2m,t+

+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃3t

(5.39),(5.48)

.
Z0

n−λ∗β∗q̂
2 φ−λ∗

∗ (n
q̂
2 )u∗(n

β∗q̂/2φ∗(n
q̂/2))+

+

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−mδ∗ · n−δ∗ · 2γ∗δ∗k∗t+εδ∗|t−t̂(n)|ψδ∗∗ (2k∗t)γ̃1m,n,t+

+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃2m,t+

+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗(m−mt)γ̃2m,t +

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃3t .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò k1m,n,t è k
2
m,t òàêèå, ÷òî

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

k1m,n,t +

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

k2m,t .
Z0,ε

n,

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−mδ∗ · n−δ∗ · 2γ∗δ∗k∗t+εδ∗|t−t̂(n)|ψδ∗∗ (2k∗t)γ̃1m,n,t+

+

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m=mt

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗(m−mt)γ̃2m,t .

Z0,ε

n−θj∗σj∗(n).

Ïîëîæèì λpq = min

{
1
p
− 1
q

1
2
− 1
q̂

, 1

}
.

Îïðåäåëèì k1m,n,t. Îòìåòèì, ÷òî λ∗ ̸= γ∗δ∗ (èíà÷å θ1 = θ3, θ2 = θ4, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû). Ïîëîæèì t̂(n) = 1, åñëè λ∗ > γ∗δ∗, è t̂(n) = t∗(n),
åñëè λ∗ < γ∗δ∗. Äàëåå, ïóñòü m1

t,n =
(
q̂
2
− 1
)
N , m̂t,n = 0 â ñëó÷àå δ∗ > λpq

q̂
, m̂t,n = m1

t,n

â ñëó÷àå δ∗ <
λpq
q̂
. Ïîëîæèì

k1m,n,t =

{
⌈n · 2−ε(|t−t̂(n)|+|m−m̂t,n|)−1⌉, åñëè m 6 m1

t,n,
0, èíà÷å.

Òîãäà ïðè ìàëûõ ε > 0 âûïîëíåíî
t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

k1m,n,t .
Z0,ε

n. Èç (5.88) è òåîðåìû H

ñëåäóåò, ÷òî

t∗(n)∑
t=t0

∑
m>m∗

t

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−mδ∗ · n−δ∗ · 2γ∗δ∗k∗t+εδ∗|t−t̂(n)|ψδ∗∗ (2k∗t)γ̃1m,n,t .

Z0

.
t∗(n)∑
t=t0

∑
m>0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−mδ∗ · n−δ∗ · 2γ∗δ∗k∗t+εδ∗|t−t̂(n)|ψδ∗∗ (2k∗t)×

×
(
n · 2m−ε|t−t̂(n)|)λpqq̂ (n · 2−ε(|t−t̂(n)|+|m−m̂t,n|)

)−λpq
2 =: S(1).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1.4 è (5.35) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

λ∗β∗ + δ∗

(
q̂

2
− 1

)
=

2

q̂
· λ∗β∗q̂

2
+

(
1− 2

q̂

)
δ∗q̂

2
, (5.95)
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ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

S(1) .
Z0,ε

n−θj∗σj∗(n).

Òåïåðü îïðåäåëèì k2m,t. Ïîëîæèì m
′ = m−mt. Âîñïîëüçóåìñÿ (5.90). Íàì íóæíî

ïîëó÷èòü îöåíêó

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m′=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗m′

ϑk2m,t(B
⌈C·2m′

νt⌉
p , l⌈C·2m′

νt⌉
q ) .

Z0,ε

n−θj∗σj∗(n) (5.96)

ïðè ïîäõîäÿùèõ k2m,t.

Ïîëîæèì m2
t,n = γ∗k∗(t∗∗(n) − t), t̃(n) = t∗(n) â ñëó÷àå λ∗β∗ > λpq

q̂
, t̃(n) = t∗∗(n) â

ñëó÷àå λ∗β∗ <
λpq
q̂
, m̃t,n = 0 â ñëó÷àå δ∗ > λpq

q̂
, m̃t,n = m2

t,n â ñëó÷àå δ∗ <
λpq
q̂
,

k2m,t =

{
⌈n · 2−ε(|t−t̃(n)|+|m′−m̃t,n|)−1⌉, åñëè m′ 6 m2

t,n,
0, èíà÷å.

Â ñèëó òåîðåìû H è (5.11),

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m′=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗m′

ϑk2m,t(B
⌈C·2m′

νt⌉
p , l⌈C·2m′

νt⌉
q ) .

Z0

.
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

∞∑
m′=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2−δ∗m′×

×
(
2m

′ · 2k∗γ∗tψ∗(2
k∗t)
)λpq

q̂
(
n · 2−ε(|t−t̃(n)|+|m′−m̃t,n|)

)−λpq
2 .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1.4 è ó÷èòûâàÿ (5.35), (5.48) è (5.95), ïîëó÷àåì (5.96) ïðè ìàëûõ
ε > 0.

Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k2m,t (t∗(n) < t < t∗∗(n), m < mt) è k3t
(t∗(n) < t < t∗∗(n)) òàêèå, ÷òî

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

k2m,t .
ε
n,

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

k3t .
ε
n, (5.97)

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃2m,t .

ε,Z0

n−θj∗σj∗(n), (5.98)

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃3t .

ε,Z0

n−θj∗σj∗(n). (5.99)

Ïóñòü t1n = t∗(n) + 1 èëè t1n = t∗∗(n)− 1 (âûáîð áóäåò ñäåëàí ïîçæå). Äëÿ m 6 mt

ïîëîæèì

k2m,t =

{ ⌈
n · 2−ε|t−t1n|−ε(mt−m)

⌉
, åñëè

⌈
n · 2−ε|t−t1n|−ε(mt−m)

⌉
6 1

2
s̃2m,t,

s̃2m,t, èíà÷å,

k3t =

{ ⌈
n · 2−ε|t−t1n|

⌉
, åñëè

⌈
n · 2−ε|t−t1n|

⌉
6 1

2
s̃3t ,

s̃3t , èíà÷å.
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Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 âûïîëíåíî
⌈
n · 2−ε|t−t1n|−ε(mt−m)

⌉
≍ n ·

2−ε|t−t
1
n|−ε(mt−m),

⌈
n · 2−ε|t−t1n|

⌉
≍ n · 2−ε|t−t1n|, îòêóäà ñëåäóåò (5.97). Ïðèìåíèì

òåîðåìó H. Òîãäà äëÿ ìàëûõ ε > 0

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃2m,t

(5.89)

.
Z0

.
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

mt−1∑
m=0

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2

λpqm

q̂ · n−λpq
2 · 2

λpqε

2
(|t−t1n|+mt−m) .

Z0

.
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) · 2

λpqmt
q̂ · n−λpq

2 · 2
λpqε

2
|t−t1n|

(5.11),(5.51)

.
Z0

.
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) ·

(
2γ∗k∗tψ∗(2

k∗t)
)λpq

q̂ · n−λpq
2 · 2

λpqε

2
|t−t1n| =: S,

t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t)γ̃3t

(5.91)

.
Z0

.
t∗∗(n)−1∑
t=t∗(n)+1

2−λ∗k∗tu∗(2
k∗t) ·

(
2γ∗k∗tψ∗(2

k∗t)
)λpq

q̂ · n−λpq
2 · 2

λpqε

2
|t−t1n| = S.

Ïîëîæèì t1n = t∗(n) + 1, åñëè γ∗λpq
q̂

− λ∗ 6 0 (ò.å. λ∗β∗ > λpq
q̂
), è t1n = t∗∗(n) − 1, åñëè

λpqγ∗
q̂

− λ∗ > 0 (ò.å. λ∗β∗ <
λpq
q̂
). Ïî ëåììå 3.2.4, åñëè λ∗β∗ >

λpq
q̂
, òî ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0

S .
Z0,ε

2−λ∗k∗t∗(n)u∗(2
k∗t∗(n))

(
2γ∗k∗t∗(n)ψ∗(2

k∗t∗(n))
)λpq

q̂ · n−λpq
2

(5.11),(5.35)

.
Z0

. n−λ∗β∗−min{ 1
p
− 1
q
, 1
2
− 1
q̂}σ3(n);

åñëè λ∗β∗ <
λpq
q̂
, òî ïðè ìàëûõ ε > 0

S .
Z0,ε

2−λ∗k∗t∗∗(n)u∗(2
k∗t∗∗(n))

(
2γ∗k∗t∗∗(n)ψ∗(2

k∗t∗∗(n))
)λpq

q̂ · n−λpq
2

(5.48)

.
Z0

n− q̂λ∗β∗
2 σ4(n).

Åñëè λ∗β∗ =
λpq
q̂
, òî θ3 = θ4, è ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïîëó÷àåì j∗ ∈ {1, 2}. Â ñèëó (5.48)

è ëåììû 3.2.4, ñóùåñòâóåò c = c(Z0) > 0 òàêîå, ÷òî t∗∗(n) 6 c(1 + log n). Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò c̃ = c̃(Z0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

S .
ε,Z0

n−λ∗β∗+
λpq
q̂

−λpq
2

+c̃ε = n−θ3+c̃ε

(ýòî ñëåäóåò èç (5.48) è ëåììû 3.2.4). Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî S .
Z0

n−θj∗ .

Ñîîòíîøåíèÿ (5.98) è (5.99) äîêàçàíû.

5.2 Ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ

êëàññîâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ

ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ äî h-ìíîæåñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìû 12 è 13.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç mesA ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà A ⊂ Rd.
Ïóñòü Ω ∈ FC(a), T è F � äåðåâî è îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè

òåîðåìîé 1.1.1.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè h, φg è φv, çàäàííûå ôîðìóëàìè (40), (41), (42), (43),

óäîâëåòâîðÿþò (37).
Ïóñòü {Dj,i}j∈Z+, i∈Ĩj � ðàçáèåíèå äåðåâà T , îïðåäåëåííîå ïåðåä ôîðìóëîé (4.39),

A � äåðåâî èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.1, ôóíêöèè u, w : V(A) → (0, ∞) çàäàíû ôîðìóëîé
(4.47), îáëàñòü Ω[ξ] (ξ ∈ V(A)) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (4.48). Äëÿ ïîääåðåâà D ⊂ A
ìíîæåñòâî Ω[D] îïðåäåëèì ôîðìóëîé (4.49).

Èç (4.44) è (4.46) ñëåäóåò, ÷òî

VA
l (ηj,i) = {ηj+l,t : t ∈ Ĩ lj,i}, cardVA

l (ηj,i) 6 K0
h(2−sj)

h(2−s(j+l))
, j > jmin, l ∈ Z+, (5.100)

ãäå K0 = K0(Z). Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî (5.1) ñ c1 = c1(Z) è

card Ĩj .
Z

2sθj

Λ(2−sj)
. (5.101)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 12.
Èç ñëåäñòâèÿ 4.3.1 è òåîðåìû 4.3.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.1

Ñëåäñòâèå 5.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (40)�(48). Òîãäà
W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî j0 > jmin, i0 ∈ Ĩj0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ W r
p,g(Ω) è ëþáîãî ïîääåðåâà D ⊂ Tξ̂j0,i0 ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ̂j0,i0 âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(ΩD,F ) .
Z

2sj0(β−δ)Ψ(2−sj0)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(ΩD,F )

(5.102)

â ñëó÷àå (45), a), è

∥f − Pf∥Lq,v(ΩD,F ) .
Z

2
−sθ( 1

q
− 1
p)+j0j

−α+( 1
q
− 1
p)+

0 ρ(j0)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(ΩD,F )

(5.103)

â ñëó÷àå (45), b).

Çàìå÷àíèå 5.2.1. Åñëè âìåñòî (45), à) âûïîëíåíî βg + βv > δ − θ
(

1
q
− 1

p

)
+
, èëè

åñëè âûïîëíåíî (45), á) è α < (1 − γ)
(

1
q
− 1

p

)
+
, òî ìíîæåñòâî W r

p,g(Ω) ∩ C∞
0 (Ω)

íåîãðàíè÷åííî â Lq,v(Ω).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ψ ∈ C∞
0 ([0, 1]d), ψ > 0,

∫
[0, 1]d

|∇rψ(x)|p dx = 1. Âîçüìåì k̂ =

k̂(a, d) ∈ N èç ëåììû 4.1.2. Ïóñòü ξ̂ � ìèíèìàëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà T , ξ̂ ∈ Ŵν̂ .
Òîãäà äëÿ ν > ν̂ âûïîëíåíî

ν+k̂∑
l=ν

cardŴl

(4.24)

&
Z

h(2−ν̂)

h(2−ν)
&
Z,ν̂

2νθ

Λ(2−ν)
. (5.104)

1Ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.2.1 è ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíóþ îöåíêó íîðìû îïåðàòîðà
ñóììèðîâàíèÿ íà äåðåâå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà; ñì. [189].
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Ïîëîæèì
{∆j,ν}j∈Jν = {∆j}j∈Jν =

{
F (ξ) : ξ ∈ ∪ν+k̂l=ν Ŵl

}
.

Òîãäà ∆j,ν = zj,ν+ tj,ν [0, 1]
d = zj+ tj[0, 1]

d, tj,ν
(4.7),(4.9)

≍
Z

2−ν . Êðîìå òîãî, èç (42) è (4.5)
ñëåäóåò, ÷òî

g(x) ≍
Z
2νβgΨg(2

−ν), v(x) ≍
Z
2νβvΨv(2

−ν), x ∈ ∆j, j ∈ Jν . (5.105)

Ïóñòü p 6 q. Âûáåðåì j ∈ Jν è ïîëîæèì ψν(x) = cνψ
(
x−zj
tj

)
, ãäå cν > 0 òàêîâî,

÷òî
∥∥∥∇rψν

g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1. Òîãäà cν
(5.105)
≍
Z

2νβgΨg(2
−ν)2ν(

d
p
−r). Çíà÷èò,

∥ψν∥Lq,v(Ω)

(5.105)
≍
Z,ψ

cν · 2νβvΨv(2
−ν) · 2−

νd
q ≍

Z
2ν(β−δ)Ψ(2−ν).

Åñëè β − δ > 0, òî ∥ψν∥Lq,v(Ω) →
ν→∞

∞, à åñëè β = δ è α < 0, òî ∥ψν∥Lq,v(Ω) ≍
Z,ψ

ν−αρ(ν) →
ν→∞

∞ (ñì. ëåììó 3.2.4 è çàìå÷àíèå 2).

Ïóñòü òåïåðü p > q. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé β > δ − θ
(

1
q
− 1

p

)
. Ïîëîæèì

ψν(x) = cν
∑
j∈Jν

ψ
(
x−zj
tj

)
, ãäå cν > 0 òàêîâî, ÷òî

∥∥∥∇rψν
g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1. Òîãäà cν
(5.105)
≍
Z

2νβgΨg(2
−ν)2ν(

d
p
−r) · (card Jν)−

1
p ,

∥ψν∥Lq,v(Ω)

(5.105)
≍
Z,ψ

cν · 2νβvΨv(2
−ν) · 2−

νd
q (card Jν)

1
q ≍

Z
2ν(β−δ)Ψ(2−ν)(card Jν)

1
q
− 1
p

(5.104)

&
Z

& 2ν(β−δ+θ(
1
q
− 1
p))Ψ(2−ν)

(
Λ(2−ν)

) 1
p
− 1
q .

Çíà÷èò, ∥ψν∥Lq,v(Ω) →
ν→∞

∞ (ñì. ëåììó 3.2.4 è çàìå÷àíèå 2).

Ïóñòü β = δ − θ
(

1
q
− 1

p

)
, α < (1− γ)

(
1
q
− 1

p

)
. Äëÿ s ∈ N îáîçíà÷èì

Ns = {s+ l(k̂ + 1) : l ∈ Z+, l(k̂ + 1) 6 s}.

Òîãäà cardNs ≍
a,d
s è {∆j,ν}j∈Jν , ν∈Ns � ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèåñÿ êóáû. Ïîëîæèì

fs(x) =
∑
ν∈Ns

∑
j∈Jν

cν,jψ
(
x−zj,ν
tj,ν

)
, ãäå cν,j > 0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî∥∥∥∥∇rfs

g

∥∥∥∥
Lp(∆j,ν)

= (card Jν)
− 1
p (cardNs)

− 1
p , j ∈ Jν , ν ∈ Ns.

Òîãäà
∥∥∥∇rfs

g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1 è

cν,j
(5.105)
≍
Z,ψ

2νβgΨg(2
−ν) · 2ν(

d
p
−r)(card Jν)

− 1
p s−

1
p . (5.106)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2.4 è çàìå÷àíèå 2, ïîëó÷àåì

∥fs∥Lq,v(Ω)

(5.105)
≍
Z,ψ

(∑
ν∈Ns

∑
j∈Jν

2νβvqΨq
v(2

−ν)cqν,j · 2−νd
) 1

q (46),(5.104),(5.106)

&
Z

≍

(∑
ν∈Ns

2νβqΨq(2−ν) · 2−νδq · 2νθ(1−
q
p)ν−γ(1−

q
p)[τ(ν)]−1+ q

p s−
q
p

) 1
q

(46)
≍
Z

≍ s−αρ(s) · s(
1
q
− 1
p)(1−γ)[τ(s)]−

1
q
+ 1
p →
s→∞

∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12. Îöåíêà ñâåðõó. Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.1.1. Â
êà÷åñòâå Xp(Ω) âîçüìåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó W r

p,g(Ω), â êà÷åñòâå Yq(Ω) âîçüìåì
ïðîñòðàíñòâî Lq,v(Ω), à â êà÷åñòâå P(Ω) � ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ Pr−1(Ω).

Èç ñëåäñòâèÿ 5.2.1 ñëåäóåò ïðåäïîëîæåíèå 1 ñ

w∗(ηj,i) = C(Z) · 2sj(β−δ)Ψ(2−sj) (5.107)

â ñëó÷àå (45), a) è ñ

w∗(ηj,i) = C(Z) · 2−sθ(
1
q
− 1
p)+jj

−α+( 1
q
− 1
p)+ρ(j) (5.108)

â ñëó÷àå (45), b).
Â ñèëó (42), (43), ëåììû 3.2.4 è (4.40),

g(x) ≍
Z
2sβgjΨg(2

−sj), v(x) ≍
Z
2sβvjΨv(2

−sj), x ∈ Ωj,i. (5.109)

Èç (9), (4.39) è óñëîâèÿ Ωj,i ∈ FC(b∗) (ñì. òåîðåìó 1.1.1) ïîëó÷àåì

mesΩj,i ≍
a,d

2−sdj. (5.110)

Èç çàìå÷àíèÿ 1.4.2, (5.109) è (5.110) ñëåäóåò ïðåäïîëîæåíèå 2 ñ δ∗ = δ
d
è w̃∗(ηj,i) =

w∗(ηj,i) â ñëó÷àå (45), a) è

w̃∗(ηj,i) = C(Z) · 2−sθ(
1
q
− 1
p)+jj−αρ(j) (5.111)

â ñëó÷àå (45), b).2 Çäåñü c2 = c2(Z).
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 3. Òîãäà ïðèìåíèì òåîðåìó 5.1.1 è

ïîëó÷èì îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü θ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), a). Ïîëîæèì k∗ = s, At,i = {ηt,i}.

Â ñèëó (5.107), âûïîëíåíî (5.9) è (5.10) ñ λ∗ = µ∗ = δ − β, u∗(y) = Ψ(y−1).
Ñîîòíîøåíèå (5.11) âûïîëíåíî ñ γ∗ = θ, ψ∗(y) = ψΛ(y) = 1

Λ( 1
y )

(ñì. (5.101)).

Çíà÷èò, β∗ = 1
θ
. Ôóíêöèÿ φ∗ = φθ,ψΛ

îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 5.1.1 (ñì.
îáîçíà÷åíèå íà ñòð. 23). Íàêîíåö, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (5.12), (5.13) è (5.14),
ãäå c3 = c3(Z). Îòñþäà ñëåäóþò òðåáóåìûå îöåíêè.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü θ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), b). Ïîëîæèì k∗ = s,At,i = {ηt,i}.
Èç (46) è (5.101) ñëåäóåò, ÷òî γ∗ = θ,

ψ∗(t) =
1

Λ
(
1
t

) = | log t|−γτ−1(| log t|).

Òîãäà β∗ = 1
θ
. Ïî ëåììå 5.1.2, ñóùåñòâóåò t∗(Z) > 1 òàêîå, ÷òî

φ∗(t) ≍
Z
(log t)

γ
θ τ

1
θ (log t), t > t∗(Z). (5.112)

Ïóñòü p > q. Èç (5.108) ñëåäóåò, ÷òî λ∗ = µ∗ = θ
(

1
q
− 1

p

)
, λ∗β∗ = 1

q
− 1

p
< δ

d
è

ìîæíî âçÿòü u∗(t) = (log t)−α+
1
q
− 1
pρ(log t). Çíà÷èò,

u∗(n
β∗φ∗(n)) ≍

Z
u∗(n) = (log n)−α+

1
q
− 1
pρ(log n),

φ−µ∗
∗ (n)

(5.112)
≍
Z

(log n)−γ(
1
q
− 1
p)τ−

1
q
+ 1
p (log n).

2Â ñëó÷àå θ > 0 äîñòàòî÷íî áóäåò âçÿòü w̃∗ = w∗.
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Íàêîíåö, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (5.12), (5.13) è (5.14) (ñì. (48)). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû 5.1.1,

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(5.18)

.
Z

σ∗(n) = u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−µ∗
∗ (n).

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
Ïóñòü p 6 q. Òîãäà λ∗ = µ∗ = 0, u∗(t) = (log t)−αρ(log t); â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî

(5.13). Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 5.1.1. Òàê êàê λ∗β∗ = 0 < δ
d
, òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(5.17)

.
Z

u∗(n
β∗φ∗(n))φ

−λ∗
∗ (n) .

Z

(log n)−αρ(log n).

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü θ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), b). Òîãäà

card Ĩj
(46),(5.101)

.
Z

(sj)−γτ−1(sj). (5.113)

Ïîëîæèì k∗ = 1 è îïðåäåëèì Γt ðàâåíñòâîì

V(Γt) = {ηj,i : j > jmin, 2t 6 j < 2t+1, i ∈ Ĩj}.

Òîãäà νt
(5.113)

.
Z

2(1−γ)tτ−1(2t) =: νt. Çíà÷èò, âûïîëíåíî (5.11) ñ γ∗ = 1 − γ, ψ∗(x) =

τ−1(x); ñëåäîâàòåëüíî, β∗ = 1
1−γ . Äàëåå, λ∗ = α −

(
1
q
− 1

p

)
+
, u∗(x) = ρ(x) â ñèëó

(5.108) è óñëîâèÿ θ = 0. Óòâåðæäåíèå 3 ïðåäïîëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò èç (5.100).
Ïóñòü p > q. Èç (5.111) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî (5.10) ñ µ∗ = α. Èç îïðåäåëåíèÿ Ĩj,

Ĵt è Γt ïîëó÷àåì, ÷òî Ĵt = Ĩ2t äëÿ 2t > jmin. Â ñèëó (5.113), card Ĵt .
Z

2−γtτ−1(2t). Åñëè

2t < jmin < 2t+1, òî card Ĵt = 1. Çíà÷èò, âûïîëíåíî (5.12). Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (5.13) è (5.14) (ñì. (48)).

Ïóñòü p 6 q. Òîãäà λ∗ = µ∗ = α, λ∗β∗ = α
1−γ è âûïîëíåíî (5.13).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 5.1.1.
Ñëó÷àé 4. Ïóñòü θ = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (45), a). Ìû ïðîâîäèì òàêèå æå

ðàññóæäåíèÿ, êàê â ñëó÷àå 1. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå γ∗ ìîæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî δ−β

γ∗
> δ

d
.

Îöåíêà ñíèçó. Íàïîìíèì, ÷òî R = diamΩ (ñì. ñòð. 23). Ïóñòü ξ∗ � ìèíèìàëüíàÿ
âåðøèíà T , è ïóñòü l∗ � äëèíà ñòîðîíû êóáà F (ξ∗). Â ñèëó (4.8) è óñëîâèÿ Γ ⊂ ∂Ω,
ξ∗ ∈ Ŵ. Ïîýòîìó èç ôîðìóë (4.4), (4.5) è (4.7) ñëåäóåò, ÷òî l∗ ≍

Z∗
1 è äëÿ ëþáîãî

x ∈ F (ξ∗) âûïîëíåíû ïîðÿäêîâûå ðàâåíñòâà g(x) ≍
Z∗

1 è v(x) ≍
Z∗

1. Çíà÷èò,

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

Z∗

ϑn(W
r
p ([0, 1]

d), Lq([0, 1]
d)). (5.114)

Ïðèìåíèì òåîðåìó A (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 4) è ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó â ñëó÷àå
4.

Â ñëó÷àÿõ 1, 2, 3 ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ, ïðèâåäåííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
çàìå÷àíèÿ 5.2.1. Ïîëîæèì k∗∗ = k̂ + 1, ∆̃j,t = ∆j,k∗∗t, ãäå t > t0 äëÿ íåêîòîðîãî
t0 = t0(Z∗), j ∈ Jk∗∗t. Òîãäà êóáû ∆̃j,t ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
(t, j) è k∗∗ ≍

Z
1. Âûáåðåì J̃t ⊂ Jk∗∗t òàê, ÷òîáû

card J̃t
(5.104)
≍
Z

2k∗∗tθ

Λ(2−k∗∗t)
. (5.115)
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Ïóñòü ψ̃j,t ∈ W r
p,g(Ω) (j ∈ J̃t),

∥∥∥∇rψ̃j,t
g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1,

∥ψ̃j,t∥Lq,v(Ω)≍
Z
2k∗∗t(β−δ)Ψ(2−k∗∗t) (5.116)

è supp ψ̃j,t ⊂ ∆̃j,t (òàêèå ôóíêöèè áûëè ïîñòðîåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå çàìå÷àíèÿ
5.2.1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè 1 è 2. Äëÿ çàäàííîãî ν ∈ N ïîëîæèì

t∗ = t∗(ν) = ⌊k−1
∗∗ log(ν1/θφθ,ψΛ

(ν))⌋. (5.117)

Èç ëåììû 3.2.4 ñëåäóåò, ÷òî card J̃t∗
(5.115)
≍
Z

(ν1/θφθ,ψΛ
(ν))θψΛ(ν

1/θφθ,ψΛ
(ν)) = ν.

Âûáåðåì ν = ν(n) òàê, ÷òîáû

2n 6 card J̃t∗ .
Z

n. (5.118)

Òîãäà ν ≍
Z
n. Èç ëåììû 1.5.1 ñëåäóåò, ÷òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(5.116)

&
Z

(n1/θφθ,ψΛ
(n))β−δΨ(n− 1

θφ−1
θ,ψΛ

(n)) · ϑn(B2n
p , l

2n
q ). (5.119)

Ïðè p < q, q̂ > 2 òàêæå âîçüìåì t∗∗ = [k−1
∗∗ log(ν

q̂
2θφθ,ψΛ

(ν q̂/2))]. Òîãäà card J̃t∗∗
(5.115)
≍
Z

ν q̂/2. Âûáåðåì ν = ν(n) òàê, ÷òîáû

2nq̂/2 6 card J̃t∗∗ .
Z

nq̂/2.

Ïðèìåíèì ëåììó 1.5.1 âìåñòå ñ òåîðåìîé H è ïîëó÷èì

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(5.116)

&
Z

(nq̂/2θφθ,ψΛ
(nq̂/2))β−δΨ(n− q̂

2θφ−1
θ,ψΛ

(nq̂/2)). (5.120)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1. Èç (5.114), (5.119), (5.120), (1.132) è òåîðåì A, H ïîëó÷àåì
òðåáóåìûå îöåíêè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2. Ïóñòü p 6 q. Åñëè p = q èëè p < q, q̂ 6 2, òî ϑn(B2n
p , l

2n
q ) ≍

p,q

1. Òàê êàê β = δ, òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(46),(5.119)

&
Z

& log−α(n1/θφθ,ψΛ
(n))ρ(log[n1/θφθ,ψΛ

(n)]) ≍
Z
(log n)−αρ(log n)

(ñì. ëåììó 3.2.4). Åñëè p < q è q̂ > 2, òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(46),(5.120)

&
Z

& log−α(n
q̂
2θφθ,ψΛ

(nq̂/2))ρ(log[n
q̂
2θφθ,ψΛ

(nq̂/2)]) ≍
Z
(log n)−αρ(log n).

Ïóñòü p > q. Âîçüìåì t∗ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (5.117) è (5.118). Òîãäà, ïî
ëåììå 3.2.4, t∗ ≍

Z
log n. Òàê êàê card J̃t∗ > n, òî èç ëåììû 1.5.1 ñëåäóåò, ÷òî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(1.148),(5.116)

&
Z

 2t∗∑
t=t∗+1

∑
j∈J̃t

(
2k∗∗t(β−δ)Ψ(2−k∗∗t)

) pq
p−q

 1
q
− 1
p

(5.115)

&
Z
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&
(

2t∗∑
t=t∗+1

(
2k∗∗t(β−δ)Ψ(2−k∗∗t)2k∗∗tθ(

1
q
− 1
p)Λ

1
p
− 1
q (2k∗∗t)

) pq
p−q

) 1
q
− 1
p

(46)
≍
Z

≍

(
2t∗∑

t=t∗+1

(
t−αρ(t)tγ(

1
p
− 1
q )τ

1
p
− 1
q (t)
) pq
p−q

) 1
q
− 1
p

≍
Z

≍ t
(1−γ)( 1

q
− 1
p)−α

∗ ρ(t∗)τ
1
p
− 1
q (t∗) ≍

Z
(log n)(1−γ)(

1
q
− 1
p)−αρ(log n)τ

1
p
− 1
q (log n).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 3. Òàê êàê θ = 0, òî

∥ψm,j∥Lq,v(Ω)

(46),(5.116)
≍
Z

m−αρ(m).

Äëÿ 2t 6 m 6 2t+1 ïîëó÷àåì

∥ψm,j∥Lq,v(Ω) ≍
Z
2−tαρ(2t), (5.121)

card J̃m
(46),(5.115)

≍
Z

m−γτ−1(m) ≍
Z
2−γt(τ(2t))−1, (5.122)

2t+1∑
m=2t

card J̃m ≍
Z
2(1−γ)t(τ(2t))−1. (5.123)

Ïóñòü p 6 q. Äëÿ ν ∈ N ïîëîæèì

t∗ =
[
log
(
ν

1
1−γφ1−γ,τ−1(ν)

)]
. (5.124)

Òîãäà

2(1−γ)t∗(τ(2t∗))−1 ≍
Z
ν. (5.125)

Âûáåðåì ν = ν(n) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

2n 6
2t∗+1∑
m=2t∗

card J̃m .
Z

n,
2t∗∑

m=2t∗−1

card J̃m > n (5.126)

(òîãäà ν
(5.123),(5.125)

≍
Z

n). Ïðèìåíèì ëåììó 1.5.1. Â ñèëó (5.121) è (5.124), ïîëó÷àåì

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

Z

n− α
1−γφ−α

1−γ,τ−1(n)ρ
(
n

1
1−γφ1−γ,τ−1(n)

)
ϑn(B

2n
p , l

2n
q ). (5.127)

Ïðè p < q, q̂ > 2 òàêæå ðàññìîòðèì t∗∗ =
[
log
(
ν

q̂
2(1−γ)φ1−γ,τ−1(ν

q̂
2 )
)]
. Òîãäà

2(1−γ)t∗∗(τ(2t∗∗))−1 ≍
Z
ν
q̂
2 .

Âûáåðåì ν = ν(n) òàê, ÷òîáû

2n
q̂
2 6

2t∗∗+1∑
m=2t∗∗

card J̃m .
Z

n
q̂
2 .

Òîãäà ν
(5.123)
≍
Z

n. Ïî ëåììå 1.5.1, òåîðåìå H è (5.121),

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

Z

n− q̂α
2(1−γ)φ−α

1−γ,τ−1(n
q̂
2 )ρ
(
n

q̂
2(1−γ)φ1−γ,τ−1(n

q̂
2 )
)
.
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Ýòî âìåñòå ñ (5.114), òåîðåìîé A è (5.127) äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó.
Ïóñòü p > q. Âîçüìåì t∗ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ (5.124) è (5.126).

Òîãäà ν ≍
Z
n. Ïðèìåíÿÿ (1.148) è ó÷èòûâàÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî â (5.126), ïîëó÷àåì

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω))

(5.121)

&
Z

 2t∗+1∑
m=2t∗+1

∑
j∈J̃m

(
2−t∗αρ(2t∗)

) pq
p−q

 1
q
− 1
p

(5.122)
≍
Z

≍ 2−t∗αρ(2t∗)
(
2(1−γ)t∗τ−1(2t∗)

) 1
q
− 1
p

(5.124),(5.125)
≍
Z

≍ n− α
1−γ+

1
q
− 1
pρ(n

1
1−γφ1−γ,τ−1(n))φ−α

1−γ,τ−1(n).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.2.2. Åñëè âìåñòî (45), a) âûïîëíåíî βg+βv > δ−θ
(

1
q
− 1

p

)
+
, èëè åñëè

âûïîëíåíî (45), b) è α < (1 − γ)
(

1
q
− 1

p

)
+
, òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñíèçó òàêæå

ñëåäóåò, ÷òî ϑn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) = ∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.
Îöåíêà ñâåðõó. Èç (61), (63) è (4.47) ñëåäóåò, ÷òî

u(ηj,i) = uj = 2sj(βg−r+
d
p)(sj)−αgρg(sj), w(ηj,i) = wj = 2−

θsj
q (sj)−αvρv(sj). (5.128)

Èç ñëåäñòâèÿ 4.3.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.2.2. Ïóñòü 1 < p < q < ∞, r ∈ N, δ > 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (47),
(61), (62), (63). Êðîìå òîãî, ïóñòü

ëèáî β − δ < 0, ëèáî β − δ = 0, α >
1

q
. (5.129)

Òîãäà W r
p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ ëþáûõ k > jmin, ξ∗ ∈ VA

k−jmin
(ηjmin,1) ñóùåñòâóåò

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîääåðåâà D ⊂ A ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω)
âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z

2−(δ−β)sk(sk)−α+
1
q ρ(sk)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (62) è (5.128) ñëåäóåò, ÷òî
∞∑
i=j

h(2−sj)
h(2−si)

wqi =
∞∑
i=j

2−θsi(si)−αvqρqv(si) ·
2θsi(sj)γτ(sj)
2θsj(si)γτ(si)

(61),(3.33)
≍
Z

≍ 2−θsj[sj]−αvq+1ρqv(sj).
(5.130)

Îòñþäà è èç ëåììû 3.2.4 ñëåäóåò (4.83). Äàëåå,

sup
j>k

uj

(∑
i>j

h(2−sj)

h(2−si)
wqi

) 1
q

(61),(5.128),(5.129),(5.130)
≍
Z

2−(δ−β)sk(sk)−α+
1
q ρ(sk).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 4.3.1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé p > q. Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.3.2. Èìååì ïðè j > k

ûj
(62),(5.128)

= 2sj(βg−r+
d
p)(sj)−αgρg(sj) · 2−

θs(j−k)
p

j
γ
p τ

1
p (sj)

k
γ
p τ

1
p (sk)

,

ŵj
(62),(5.128)

= 2−
θsk
q (sj)−αvρv(sj) · k

γ
q τ

1
q (sk)

j
γ
q τ

1
q (sj)

.
(5.131)
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Ñëåäñòâèå 5.2.3. Ïóñòü 1 < p 6 ∞, 1 6 q < ∞, p > q, r ∈ N, δ > 0 è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (47), (61), (62), (63). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî β− δ+ θ
(

1
q
− 1

p

)
< 0,

ëèáî β−δ+θ
(

1
q
− 1

p

)
= 0 è α−1−(1−γ)

(
1
q
− 1

p

)
> 0. Òîãäà W r

p,g(Ω) ⊂ Lq,v(Ω) è äëÿ

ëþáûõ k > jmin, ξ∗ ∈ VA
k−jmin

(ηjmin,1) ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
P : Lq,v(Ω) → Pr−1(Ω) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà D ⊂ A ñ ìèíèìàëüíîé
âåðøèíîé ξ∗ è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

p,g(Ω) âûïîëíåíî

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z

2−(δ−β)sk(sk)−α+
1
q ρ(sk)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

â ñëó÷àå β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
< 0 è

∥f − Pf∥Lq,v(Ω[D]) .
Z

2−θ(
1
q
− 1
p)sk(sk)−α+1+ 1

q
− 1
pρ(sk)

∥∥∥∥∇rf

g

∥∥∥∥
Lp(Ω[D])

â ñëó÷àå β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = q. Ïîäñòàâèâ (5.131) â (4.81) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî αv >
1−γ
q

è βg − r + d
p
− θ

p

(61)
= β − δ, ïîëó÷èì

Mû,ŵ(k) .
Z

sup
l>k

(sl)−αv+
1−γ
q ρv(sl)τ

− 1
q (sl)

(
l∑

j=k

2p
′(β−δ)sj(sj)p

′(−αg+ γ
p )ρp

′

g (sj)τ
p′
p (sj)

) 1
p′

.

Åñëè β − δ < 0, òî â ñèëó ëåììû 3.2.4

Mû,ŵ(k) .
Z

2(β−δ)sk(sk)−α+
1
q ρ(sk). (5.132)

Ïóñòü β − δ = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −αg + γ
p
+ 1

p′
> 0 (îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê

ýòîìó äîìíîæåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ûj íà
jc

kc
ñ ïîäõîäÿùèì c > 0). Òîãäà

Mû,ŵ(k) .
Z

(sk)−α+1ρ(sk). (5.133)

Ïóñòü p > q. Ïîäñòàâèâ (5.131) â (4.82) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî αv >
1−γ
q

è βg−r+ d
p
− θ

p
=

β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
â ñèëó (61), ïîëó÷èì

Mû,ŵ(k)
(61)

.
Z

2−θsk(
1
q
− 1
p)(sk)γ(

1
q
− 1
p)τ

1
q
− 1
p (sk)×

×

(
∞∑
j=k

(sj)
pq
p−q (−αv−

γ
q
+ 1
p)ρ

pq
p−q
v (sj)τ−

p
p−q (sj)σ(j)

pq
p−q

) 1
q
− 1
p

,

ãäå

σ(j) =

(
j∑
i=k

2si(β−δ+θ(
1
q
− 1
p))p′(si)p

′(−αg+ γ
p )ρp

′

g (si)τ
p′
p (si)

) 1
p′

.

Åñëè β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
< 0, òî

σ(j) .
Z

2sk(β−δ+θ(
1
q
− 1
p))(sk)(−αg+

γ
p )ρg(sk)τ

1
p (sk),
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è â ñèëó âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (61)

Mû,ŵ(k) .
Z

2(β−δ)sk(sk)−α+
1
q ρ(sk). (5.134)

Åñëè β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
= 0 è α > 1 + (1 − γ)

(
1
q
− 1

p

)
, òî ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

−αg + γ
p
+ 1

p′
> 0. Òîãäà

Mû,ŵ(k) .
Z

2−θ(
1
q
− 1
p)sk(sk)−α+1+ 1

q
− 1
pρ(sk). (5.135)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèÿ 5.2.2, 5.2.3, ëåììó 5.1.2 è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 12, ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó ïîïåðå÷íèêîâ.

Îöåíêà ñíèçó. Åñëè δ−β
θ
> δ

d
, òî â ñèëó òåîðåìû A (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 4) è óæå

äîêàçàííîé îöåíêè ñâåðõó âûïîëíåíî

ϑn(W
r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) .

Z

ϑn(W
r
p ([0, 1]

d), Lq([0, 1]
d)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿ êóá ∆ ⊂ Ω ñî ñòîðîíîé äëèíû l(∆) ≍
Z∗

1 òàêîé, ÷òî

g(x) ≍
Z∗

1, v(x) ≍
Z∗

1 äëÿ ëþáîãî x ∈ ∆ (ñì. ðàññóæäåíèÿ ïåðåä ôîðìóëîé (5.114)).

Ïîýòîìó ϑn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) &

Z∗

ϑn(W
r
p ([0, 1]

d), Lq([0, 1]
d)). Òåì ñàìûì, ïðè δ−β

θ
> δ

d

ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïîëó÷åíû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé δ−β

θ
6 δ

d
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ

ñíèçó, ïðîâîäèì òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè ñíèçó â
òåîðåìå 12, èñïîëüçóÿ ëåììó 5.1.2. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.1. Ïóñòü δ−β
θ

6 δ
d
, ïðè ýòîì âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé: 1) β − δ+ θ
(

1
q
− 1

p

)
+
< 0 èëè 2) β = δ, p < q. Òîãäà íàéäóòñÿ t0 = t0(Z∗) ∈

N è k̂ = k̂(Z∗) ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ N, t > t0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
ψj,t ∈ C∞

0 (Rd) ñ ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè, 1 6 j 6 jt, òàêèå, ÷òî

jt &
Z∗

2θk̂t(k̂t)−γτ−1(k̂t), (5.136)

∥∥∥∥∇rψj,t
g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

= 1, ∥ψj,t∥Lq,v(Ω) &
Z∗

2(β−δ)k̂t(k̂t)−α+
1
q ρ(k̂t). (5.137)

Ïðåäëîæåíèå 5.2.2. Ïóñòü β − δ + θ
(

1
q
− 1

p

)
= 0, p > q. Òîãäà íàéäóòñÿ t0 =

t0(Z∗) ∈ N è k̂ = k̂(Z∗) ∈ N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ N, t > t0 ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè ψj,t ∈ C∞

0 (Rd) ñ ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè, 1 6 j 6 jt,
òàêèå, ÷òî

jt &
Z∗

2θk̂t(k̂t)−γτ−1(k̂t), (5.138)

∥∥∥∥∇rψj,t
g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

= 1, ∥ψj,t∥Lq,v(Ω) &
Z∗

2−θ(
1
q
− 1
p)k̂t(k̂t)−α+

1
q
+1− 1

pρ(k̂t). (5.139)
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Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîå-
íèÿ. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Âèòàëè î ïîêðûòèè [143, ñòð. 408]).

Òåîðåìà M. [143]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(x, t) øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà
t îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íîðìû íà Rd (îòêðûòûé èëè çàìêíóòûé). Ïóñòü
E ⊂ Rd � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå øàðîâ B(xi, ri), 1 6 i 6 l. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîäìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , l} òàêîå, ÷òî øàðû {B(xi, ri)}i∈I ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ è E ⊂ ∪i∈IB(xi, 3ri).

Êàæäîìó êóáó ∆ ∈ Ξ
([

−1
2
, 1

2

]d)
, ïåðåñåêàþùåìóñÿ ñ ìíîæåñòâîì Γ, ñîïîñòàâèì

êóáû Q∆, Q̃∆, Q̂∆ è òî÷êè x∆, x̂∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü m ∈ N, ∆ ∈ Ξm

([
−1

2
, 1

2

]d)
, ∆ ∩ Γ ̸= ∅. Âûáåðåì x∆ ∈ ∆ ∩ Γ è êóá Q∆

òàêîé, ÷òî ∆ ∈ Ξ1(Q∆),

dist|·|(x∆, ∂Q∆) > 2−m−1. (5.140)

×åðåç x̂∆ îáîçíà÷èì öåíòð Q∆. Òîãäà

Q∆ = x̂∆ + 2−m+1 ·
[
−1

2
,
1

2

]d
. (5.141)

Ïîëîæèì

Q̃∆ = x̂∆ + 3 · 2−m ·
[
−1

2
,
1

2

]d
, Q̂∆ = x̂∆ + 2−m+2 ·

[
−1

2
,
1

2

]d
. (5.142)

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà | · | îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì |(x1, . . . , xd)| = max16i6d |xi|.
Ïóñòü k̂ ∈ N (åãî âûáåðåì ïîçæå). Äëÿ l ∈ Z+ ïîëîæèì

Êl(∆) = {x ∈ Q̂∆ : dist|·|(x, Γ) 6 2−m−k̂l+2}, El(∆) = Êl(∆) ∩Q∆ ∩ Ω. (5.143)

Îòìåòèì, ÷òî

Q̂∆ = Ê0(∆). (5.144)

Ëåììà 5.2.1. Âûïîëíåíà îöåíêà

mes Êl(∆) .
Z∗

2−md−(d−θ)k̂l mγτ(m)

(m+ k̂l)γτ(m+ k̂l)
. (5.145)

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò m0 = m0(Z∗) òàêîå, ÷òî ïðè m > m0

mesEl(∆) &
Z∗

2−md−(d−θ)k̂l mγτ(m)

(m+ k̂l)γτ(m+ k̂l)
. (5.146)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (5.145). Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Êl(∆)

êóáàìè x + K, x ∈ Γ ∩ Q̂∆, K =
(
−2−m−k̂l+3, 2−m−k̂l+3

)
. Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå

ïîäïîêðûòèå è, ïðèìåíèâ òåîðåìó M (äëÿ øàðîâ îòíîñèòåëüíî íîðìû | · |), ïîëó÷èì
ñåìåéñòâî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {xi+K}Ni=1 òàêèõ, ÷òî {xi+3K}Ni=1

îáðàçóåò ïîêðûòèå Êl(∆). Òàê êàê ∪Ni=1(xi + K) ñîäåðæèòñÿ â åâêëèäîâîì øàðå B
ðàäèóñà R̃ ≍

Z∗
2−m, òî

N∑
i=1

µ(xi +K) 6 µ(B)
(35),(37)

.
Z∗

h(2−m);
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òàê êàê xi ∈ Γ, òî µ(xi +K)
(35),(37)
≍
Z∗

h(2−m−k̂l), òàê ÷òî N .
Z∗

h(2−m)

h(2−m−k̂l)
. Íàêîíåö,

mes Êl(∆) 6
N∑
i=1

mes (xi + 3K) .
Z∗

2−(m+k̂l)d h(2−m)

h(2−m−k̂l)
.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ (62).
Òåïåðü äîêàæåì (5.146). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q∗

∆ ãîìîòåòèþ êóáà Q∆ îòíîñèòåëüíî
åãî öåíòðà ñ êîýôôèöèåíòîì 1− 2−k̂l−3. Ïîëîæèì

{∆i}Li=1 =
{
∆′ ∈ Ξm+k̂l+3

(
[−1/2, 1/2]d

)
: ∆′ ⊂ Q∗

∆, ∆
′ ∩ Γ ̸= ∅

}
.

Òàê æå, êàê ôîðìóëà (4.29), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî L ≍
Z∗

h(2−m)

h(2−m−k̂l)
. Òàê êàê ∆i ∩Γ ̸= ∅, òî

èç îïðåäåëåíèÿ ∆i è Q∗
∆ ñëåäóåò, ÷òî ∪Li=1Q∆i ⊂ Êl(∆) ∩ Q∆. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî

j ∈ {1, . . . , L} âûïîëíåíî

card {i ∈ 1, L : mes (Q∆i ∩Q∆j) > 0} .
d

1.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî mes(Q∆i ∩ Ω) ≍
Z∗

2−(m+k̂l)d.

Ïóñòü x ∈ Q∆i ∩Ω, |x−x∆i| 6 2−m−k̂l−5. Ýòà òî÷êà ñóùåñòâóåò, òàê êàê x∆i ∈ Γ ⊂
∂Ω è âûïîëíåíî (5.140) ñ m + k̂l + 3 âìåñòî m; êðîìå òîãî, dist|·|(x, ∂Q∆i)&

d

2−m−k̂l.

Ïóñòü x∗ è γx(·) : [0, T (x)] → Ω � òî÷êà è êðèâàÿ èç îïðåäåëåíèÿ 1. Â ñèëó (9),
íàéäåòñÿ òàêîå m0 = m0(Z∗), ÷òî ïðè m > m0 âûïîëíåíî x∗ /∈ Q∆i . Âîçüìåì òî÷êó
γx(t∗) ∈ ∂Q∆i . Òîãäà t∗ &

d

2−m−k̂l. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1, øàð Bat∗(γx(t∗)) ñîäåðæèòñÿ

â Ω. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî mes
(
Bat∗(γx(t∗)) ∩Q∆i

)
&
Z∗

2−(m+k̂l)d.

Çàìå÷àíèå 5.2.3. Èç (5.145) ñëåäóåò, ÷òî mes (Q̂∆ ∩ Γ) = 0.

Ïóñòü äàëåå m > m0(Z∗).
Âûáåðåì k̂ = k̂(Z∗) òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî l ∈ Z+, m > m0(Z∗) âûïîëíÿëîñü

ñîîòíîøåíèå

mes
(
El(∆)\Êl+1(∆)

)
≍
Z∗

2−md−(d−θ)k̂l mγτ(m)

(m+ k̂l)γτ(m+ k̂l)
(5.147)

(ýòî âîçìîæíî â ñèëó (3.33), (5.145) è (5.146)).
Ïóñòü ψ ∈ C∞

0 (Rd), suppψ ⊂
[
−1

2
, 1

2

]d
, ψ|

[− 3
8
, 3
8 ]
d = 1, ψ(x) ∈ [0, 1] äëÿ ëþáîãî

x ∈ Rd. Ïîëîæèì

ψ∆(x) = ψ(2m−2(x− x̂∆)). (5.148)

Òîãäà

suppψ∆ ⊂ Q̂∆, ψ∆|Q̃∆
= 1, (5.149)

∣∣∣∇rψ∆(x)
g(x)

∣∣∣ (36),(63),(5.143).
Z∗

2−βg(m+k̂l)(m+ k̂l)αgρ−1
g (m+ k̂l) · 2rm,

x ∈ Êl(∆)\Êl+1(∆).

(5.150)

Ïîëîæèì c∆ =
∥∥∥∇rψ∆

g

∥∥∥−1

Lp(Q̂∆)
> 0.
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Ëåììà 5.2.2. Âûïîëíåíû îöåíêè

c∆ &
Z∗

2(βg−r+
d
p)mm−αgρg(m), c∆∥ψ∆∥Lq,v(Ω) &

Z∗

2(β−δ)mm−α+ 1
q ρ(m). (5.151)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó
∥∥∥∇rψ∆

g

∥∥∥
Lp(Q̂∆)

. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî èç

óñëîâèé δ−β
θ

6 δ
d
, θ < d è βv

(61)
= d−θ

q
ñëåäóåò, ÷òî

βg +
d− θ

p
> 0. (5.152)

Ïîýòîìó â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.2.3∥∥∥∥∇rψ∆

g

∥∥∥∥p
Lp(Q̂∆)

(5.144)
=

∑
l∈Z+

∥∥∥∥∇rψ∆

g

∥∥∥∥p
Lp(Êl(∆)\Êl+1(∆))

(5.145),(5.150)

.
Z∗

.
∑
l∈Z+

2−pβg(m+k̂l)(m+ k̂l)pαgρ−pg (m+ k̂l) · 2prm · 2−dm−(d−θ)k̂l mγτ(m)

(m+ k̂l)γτ(m+ k̂l)

(5.152)
≍
Z∗

≍ 2p(−βg+r−
d
p)mmpαgρ−pg (m).

Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (5.151). Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψ∆|Q∆

(5.149)
= 1 è βv = d−θ

q
, ïîëó÷àåì

∥ψ∆∥qLq,v(Ω) >
∑
l∈Z+

∥vψ∆∥qLq(El(∆)\Êl+1(∆))

(36),(63),(5.143),(5.147)

&
Z∗

&
∑
l∈Z+

2βvq(m+k̂l)(m+ k̂l)−αvqρqv(m+ k̂l) · 2−md−(d−θ)k̂l mγτ(m)

(m+ k̂l)γτ(m+ k̂l)

(61)

&
Z∗

& 2(βvq−d)mm−qαv+1ρqv(m).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (5.151).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2.1. Ïóñòü

{∆ν}ν∈N =

{
∆ ∈ Ξk̂t

([
−1

2
,
1

2

]d)
: ∆ ∩ Γ ̸= ∅

}
. (5.153)

Òîãäà {Q̂∆ν}ν∈N ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q∗
∆ν

ãîìîòåòè÷åñêîå
ðàñòÿæåíèå Q̂∆ν îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñ êîýôôèöèåíòîì 3. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó M,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî N ′ ⊂ N òàêîå, ÷òî {Q̂∆ν}ν∈N ′ ïîïàðíî íå
ïåðåêðûâàþòñÿ è {Q∗

∆ν
}ν∈N ′ îáðàçóåò ïîêðûòèå Γ. Ïîêàæåì, ÷òî

cardN ′ &
Z∗

2θk̂t(k̂t)−γτ−1(k̂t). (5.154)

Â ñàìîì äåëå,

cardN ′ · 2−θk̂t(k̂t)γτ(k̂t) (62)
= cardN ′ · h(2−k̂t)

(35),(37)
≍
Z∗

∑
ν∈N ′

µ(Q∗
∆ν ) > µ(Γ) ≍

Z∗
1.

Â êà÷åñòâå èñêîìîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè
âîçüìåì {c∆νψ∆ν}ν∈N ′ . Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 5.2.2 ñ m = k̂t è (5.154).
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 5.2.2. Òàê êàê β−δ+θ
(

1
q
− 1

p

)
=

0 è βv = d−θ
q
, òî

βg = r − d

p
+
θ

p
. (5.155)

Ïóñòü t ∈ N äîñòàòî÷íî âåëèêî, ∆ ∈ Ξk̂t

(
[−1/2, 1/2]d

)
, ∆ ∩ Γ ̸= ∅. Äëÿ s ∈ Z+

îáîçíà÷èì

{∆s,i}i∈Js =
{
∆′ ∈ Ξk̂(t+s)

(
[−1/2, 1/2]d

)
: ∆′ ⊂ Q̂∆, ∆′ ∩ Γ ̸= ∅

}
. (5.156)

Ïîëîæèì

f∆(x) =
t∑

s=0

∑
i∈Js

ψ∆s,i(x),

ãäå ôóíêöèè ψ∆s,i îïðåäåëåíû ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (5.148).

Íàéäóòñÿ t0 = t0(Z∗) è êóá ∆0 ∈ Ξk̂(t−t0)

(
[−1/2, 1/2]d

)
òàêèå, ÷òî ∆ ⊂ ∆0, Γ ∩

∆0 ̸= ∅ è supp f∆ ⊂ Q̂∆0 .
Ïóñòü l ∈ Z+, x ∈ Êl(∆0)\Êl+1(∆0) (ñì. (5.143) ñ m = k̂(t − t0)). Òîãäà

dist|·| (x, Γ) ≍
Z∗

2−k̂(t+l). Îöåíèì ñâåðõó
∣∣∣∇rf∆(x)

g(x)

∣∣∣. Åñëè x ∈ suppψ∆s,i äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ Js, òî∣∣∣∣∇rψ∆s,i(x)

g(x)

∣∣∣∣ (36),(63),(5.143),(5.156).
Z∗

2−βg k̂(t+l)(k̂(t+ l))αgρ−1
g (k̂(t+ l)) · 2rk̂(t+s).

Êðîìå òîãî, â ñèëó (5.156) âûïîëíåíî s 6 l + s0, ãäå s0 = s0(Z∗). Òàê êàê

suppψ∆s,i

(5.149)
⊂ Q̂∆s,i , òî èç îïðåäåëåíèÿ Q̂∆s,i ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Q̂∆0

âûïîëíåíî card {i ∈ Js : x ∈ suppψ∆s,i} .
Z∗

1. Çíà÷èò, ïðè l 6 t− s0

∣∣∣∣∇rf∆(x)

g(x)

∣∣∣∣ .
Z∗

l+s0∑
s=0

2−βg k̂(t+l)(k̂(t+ l))αgρ−1
g (k̂(t+ l)) · 2rk̂(t+s)

(3.33)

.
Z∗

. 2(r−βg)k̂(t+l)(k̂t)αgρ−1
g (k̂t),

à ïðè l > t− s0∣∣∣∣∇rf∆(x)

g(x)

∣∣∣∣ .
Z∗

t∑
s=0

2−βg k̂(t+l)(k̂(t+ l))αgρ−1
g (k̂(t+ l)) · 2rk̂(t+s)

(3.33)

.
Z∗

. 2−βg k̂(t+l)(k̂(t+ l))αgρ−1
g (k̂(t+ l)) · 22rk̂t.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥∥∥∇rf∆
g

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

(5.144)
=

∞∑
l=0

∥∥∥∥∇rf∆
g

∥∥∥∥p
Lp(Êl(∆0)\Êl+1(∆0))

(5.145)

.
Z∗

.
t−s0∑
l=0

2p(r−βg)k̂(t+l)(k̂t)pαgρ−pg (k̂t)×

×2−k̂td−(d−θ)k̂l (k̂t)γτ(k̂t)

(k̂(t+ l))γτ(k̂(t+ l))
+

+
∞∑

l=t−s0+1

2−pβg k̂(t+l)(k̂(t+ l))pαgρ−pg (k̂(t+ l)) · 22rk̂tp×
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×2−k̂td−(d−θ)k̂l (k̂t)γτ(k̂t)

(k̂(t+ l))γτ(k̂(t+ l))

(5.155)

.
Z∗

. 2−k̂tθ(k̂t)αgp+1ρ−pg (k̂t).

Èòàê, ∥∥∥∥∇rf∆
g

∥∥∥∥
Lp(Ω)

.
Z∗

2−
k̂tθ
p (k̂t)αg+

1
pρ−1

g (k̂t). (5.157)

Òåïåðü îöåíèì ñíèçó ∥f∆∥Lq,v(Ω). Ïóñòü x ∈ El(∆)\Êl+1(∆). Òîãäà dist|·|(x, Γ)
(5.143)
≍
Z∗

2−k̂(t+l) è ñóùåñòâóåò òàêîå l0 = l0(Z∗), ÷òî ïðè 0 6 s 6 l − l0 íàéäåòñÿ is ∈ Js òàêîå,
÷òî x ∈ Q̃∆s,is

. (Â ñàìîì äåëå, òàê êàê x ∈ Q∆ â ñèëó (5.143), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

y ∈ Γ ∩ Q̂∆ òàêàÿ, ÷òî |x − y| ≍
Z∗

2−k̂(t+l). Âûáåðåì êóá ∆s,is , ñîäåðæàùèé òî÷êó y.

Ïî îïðåäåëåíèþ êóáà Q∆s,is
, x̂∆s,is ∈ ∆s,is , òàê ÷òî |y − x̂∆s,is |

(5.156)

6 2−k̂(t+s). Çíà÷èò,

|x − x̂∆s,is | 6 |x − y| + |y − x̂∆s,is | 6 c(Z∗)2
−k̂(t+l) + 2−k̂(t+s) äëÿ íåêîòîðîãî c(Z∗) > 0.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ (5.142), (5.156) è íåðàâåíñòâîì s 6 l − l0.) Ïîýòîìó ïðè

t
2
6 l 6 t âûïîëíåíî |f∆(x)|

(5.149)

&
Z∗

t. Çíà÷èò,

∥f∆∥qLq,v(Ω) >
∑

t/26l6t
∥f∆∥qLq,v(El(∆)\Êl+1(∆))

(36),(63),(5.143),(5.147)

&
Z∗

&
∑

t/26l6t
tq · 2βvqk̂(t+l)(k̂(t+ l))−αvqρqv(k̂(t+ l)) · 2−k̂td−(d−θ)k̂l (k̂t)γτ(k̂t)

(k̂(t+ l))γτ(k̂(t+ l))

(61)

&
Z∗

& 2−θk̂t(k̂t)−αvq+q+1ρqv(k̂t),

ò.å.

∥f∆∥Lq,v(Ω) &
Z∗

2−
θk̂t
q (k̂t)−αv+1+ 1

q ρv(k̂t). (5.158)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî êóáîâ {∆ν}ν∈N îïðåäåëå-

íî ôîðìóëîé (5.153), F∆ν = c∆νf∆ν , ãäå c∆ν âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî
∥∥∥∇rF∆ν

g

∥∥∥
Lp(Ω)

= 1.

Èç (5.157) è (5.158) ñëåäóåò, ÷òî

∥F∆ν∥Lq,v(Ω) &
Z∗

2−θ(
1
q
− 1
p)k̂t(k̂t)−α+

1
q
+1− 1

pρ(k̂t).

Äàëåå, suppF∆ν = supp f∆ν ⊂ Q̂(∆ν)0 è diam Q̂(∆ν)0 ≍
Z∗

2−k̂t. Ïðèìåíèì òåîðåìó M ê

ïîêðûòèþ {Q̂(∆ν)0}ν∈N ìíîæåñòâà Γ è çàòåì ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ òàê æå, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.2.1.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.

Çàìå÷àíèå 5.2.4. Ïóñòü βv = d−θ
q
, β − δ + θ

(
1
q
− 1

p

)
+
= 0. Êðîìå òîãî, ïóñòü α < 1

q

â ñëó÷àå 1 < p < q < ∞ è α < 1 + (1 − γ)
(

1
q
− 1

p

)
â ñëó÷àå p > q. Òîãäà òàêæå

âûïîëíåíû ïðåäëîæåíèÿ 5.2.1 è 5.2.2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϑn(W r
p,g(Ω), Lq,v(Ω)) = ∞

äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+.
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Ãëàâà 6

Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ

êëàññîâ Áåñîâà ñ âåñàìè, èìåþùèìè

îñîáåííîñòü â òî÷êå

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàæåì òåîðåìó 14.

6.1 Îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ

êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå

Ïóñòü m, k ∈ N, 1 6 p, q <∞. ×åðåç lm,kp,q îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Rmk ñ íîðìîé

∥(xij)16i6m, 16j6k∥lm,kp,q
=

 k∑
j=1

(
m∑
i=1

|xij|p
)q/p

1/q

,

à ÷åðåç Bm,k
p,q � åäèíè÷íûé øàð â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê

lm,kp,q ñîâïàäàåò ñ lm,kp′,q′ .
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [20]).

Ëåììà 6.1.1. Ïóñòü X0 ⊂ Xθ ⊂ X1 � N-ìåðíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è
0 < θ < 1. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ X∗

1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∥x∗∥X∗
θ
6 ∥x∗∥1−θX∗

0
∥x∗∥θX∗

1
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ {0, . . . , N}

dn(BXθ , X1) 6 (dn(BX0 , X1))
1−θ. (6.1)

Ïðåäëîæåíèå 6.1.1. Ïóñòü 1 < p, q < ∞, r ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò c1(p, q) > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x = (x1, . . . , xr) ∈ Rr âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:(

r∑
i=1

|1− xi|p
)q/p

> rq/p

2
+ c1(p, q)

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

− qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi. (6.2)

Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c1(p, q) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò (p, q).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (6.2) âûïóêëà ïî x. Ïîýòîìó(
r∑
i=1

|1− xi|p
)q/p

> rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi.

Åñëè
r∑
i=1

|xi|p 6 t · r, òî ñóùåñòâóåò c2(p, q, t) > 0 (íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò p, q, t)

òàêîå, ÷òî

rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi >
1

2
rq/p − qr

q
p
−1

r∑
i=1

xi + c2(p, q, t)

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò t0(p, q) > 0 (íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò p, q) òàêîå, ÷òî åñëè
r∑
i=1

|xi|p > t0(p, q)r, òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:(
r∑
i=1

|1− xi|p
)q/p

> rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi + 2−q

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

.

Â ñàìîì äåëå, èç íåðàâåíñòâà (a + b)q 6 2q−1(aq + bq) è íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî
ïîëó÷àåì (

r∑
i=1

|1− xi|p
)q/p

> 21−q

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

− rq/p.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t0(p, q) ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñíèçó
âåëè÷èíîé

2−q

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

+ rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi,

òî åñòü

2rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi 6 2−q

(
r∑
i=1

|xi|p
)q/p

.

Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò t > t0(p, q) òàêîå, ÷òî
r∑
i=1

|xi|p = t · r. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

Ãåëüäåðà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t0(p, q)

2rq/p − qr
q
p
−1

r∑
i=1

xi 6 2rq/p + qr
q
p
−1r1−

1
p t1/pr1/p =

= rq/p(2 + qt1/p) 6 2−qtq/prq/p.

Ïðè ýòîì, t0(p, q) ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò p, q.

Ëåììà 6.1.2. Ïóñòü n ∈ N, (aj)nj=1 ⊂ R+, (bj)
n
j=1 ⊂ R+, v = (v1, v2) ∈ [2, +∞)2,

v1 6 v2. Îïðåäåëèì λ(v) ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (73). Ïóñòü 0 < λ 6 λ(v). Òîãäà(
n∑
j=1

a
v′1λ
j b

v′1(1−λ)
j

)1/v′1

6
(

n∑
j=1

a2j

)λ/2( n∑
j=1

b
v′2
j

)(1−λ)/v′2

. (6.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = λ/2, t = (1 − λ)/v′2, yj = a
2s
s+t

j , zj = b
v′2t
s+t

j . Òîãäà (6.3)
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:(

n∑
j=1

y
v′1(s+t)
j z

v′1(s+t)
j

) 1
v′1(s+t)

6
(

n∑
j=1

y
s+t
s

j

) s
s+t
(

n∑
j=1

z
s+t
t

j

) t
s+t

.
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà, ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé
n∑
j=1

yjzj.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî v′1(s + t) > 1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ (1.84). Â ñàìîì
äåëå,

v′1

(
λ

2
+

1− λ

v′2

)
> 1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó λ
(

1
2
− 1

v2

)
6 1

v1
− 1

v2
, êîòîðîå ñëåäóåò èç óñëîâèé v2 > v1 >

2 è λ 6 λ(v).

Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü 1 6 p1 6 p2 < ∞, 1 6 q1 6 q2 < ∞, p2 > 2, q2 > 2. Òîãäà
ñóùåñòâóåò a = a(p2, q2) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ m, k, n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ n 6 amk, âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) ≍
p1,p2,q1,q2

Φ0 = Φ0(m, k, n, p1, p2, q1, q2),

ãäå
Φ0 = min

{
1, n−1/2m1/p2k1/q2

}
, åñëè p1 6 2, q1 6 2,

Φ0 = min
{
1, (n−1/2m1/p2k1/q2)λ(p), m

1
p2

− 1
p1

(
n−1/2m1/2k1/q2

)λ(q)}
åñëè λ(p) 6 λ(q) è λ(p) < 1,

Φ0 = min
{
1, (n−1/2m1/p2k1/q2)λ(q), k

1
q2

− 1
q1

(
n−1/2m1/p2k1/2

)λ(p)}
åñëè λ(p) > λ(q) è λ(q) < 1.

Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà äëÿ Φ0

ìîæåò áûòü óïðîùåíà. Åñëè n 6 m2/p2k2/q2 , òî Φ0 = 1; åñëè λ(p) 6 λ(q), p1 > 2 è
m2/p2k2/q2 6 n 6 mk2/q2 , òî Φ0 = (n−1/2m1/p2k1/q2)λ(p); åñëè λ(p) 6 λ(q), p1 > 2 è

mk2/q2 6 n 6 mk, òî Φ0 = m
1
p2

− 1
p1

(
n−1/2m1/2k1/q2

)λ(q)
; åñëè λ(p) > λ(q), q1 > 2 è

m2/p2k2/q2 6 n 6 km2/p2 , òî Φ0 = (n−1/2m1/p2k1/q2)λ(q); åñëè λ(p) > λ(q), q1 > 2 è

km2/p2 6 n 6 mk, òî Φ0 = k
1
q2

− 1
q1

(
n−1/2m1/p2k1/2

)λ(p)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñâåðõó. Òàê êàê p1 6 p2, q1 6 q2, òî

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) 6 1. (6.4)

Äîêàæåì îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà â îöåíêå ñâåðõó.
Çàìåòèì, ÷òî

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) 6 dn(B

m,k
max(p1,2),max(q1,2)

, lm,kp2,q2
).

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1 > 2, q1 > 2 è λ(p) =
1
p1

− 1
p2

1
2
− 1
p2

, λ(q) =
1
q1

− 1
q2

1
2
− 1
q2

.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé p1 = q1 = 2. Ïóñòü s = max{p2, q2}. Ïî òåîðåìå H,

dn(B
mk
2 , lmks ) .

s
n−1/2(mk)1/s.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà

∥x∥lm,kp2, q2
6 m

1
p2

− 1
sk

1
q2

− 1
s∥x∥lmks ,

ñëåäóåò, ÷òî

dn(B
m,k
2,2 , l

m,k
p2,q2

) .
p2,q2

n−1/2m1/p2k1/q2 . (6.5)
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Â ñèëó (74), åñëè min(λ(p), λ(q)) = 1, òî p1 = 2, q1 = 2 è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
(6.4) è (6.5).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé min(λ(p), λ(q)) < 1. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåðàâåíñòâà

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,q1,p2,q2

(
n−1/2m1/p2k1/q2

)λ(p)
, λ(p) 6 λ(q), λ(p) < 1, (6.6)

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,q1,p2,q2

(
n−1/2m1/p2k1/q2

)λ(q)
, λ(p) > λ(q), λ(q) < 1. (6.7)

Ïóñòü λ(p) 6 λ(q), λ(p) < 1. Ïðèìåíèì ëåììó 6.1.1 äëÿ θ = 1− λ(p), X0 = lm,k2,2 ,
X1 = lm,kp2,q2

, Xθ = lm,kp1,q1
. Åñëè

∥x∥lm,k
p′1,q

′
1

6 ∥x∥λ(p)
lm,k2,2

∥x∥1−λ(p)
lm,k
p′2,q

′
2

, (6.8)

òî (6.6) ñëåäóåò èç (6.1) è (6.5).
Äîêàæåì (6.8). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.1.2 ê n := m, v1 := p1, v2 := p2, λ := λ(p),

ai := bi := xij, 1 6 i 6 m, ïîëó÷àåì(
k∑
j=1

(
m∑
i=1

|xij|p
′
1

)q′1/p′1)1/q′1

6

6
(

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|xij|2
)q′1λ(p)/2( m∑

i=1

|xij|p
′
2

)q′1(1−λ(p))/p′2)1/q′1

.

(6.9)

Òåïåðü ïîëîæèì

aj :=

(
m∑
i=1

|xij|2
)1/2

, bj :=

(
m∑
i=1

|xij|p
′
2

)1/p′2

, 1 6 j 6 k. (6.10)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.1.2 ñ n := k, v1 := q1, v2 := q2, λ := λ(p), ìû ïîëó÷àåì(
k∑
j=1

a
q′1λ(p)
j b

q′1(1−λ(p))
j

)1/q′1

6
(

k∑
j=1

a2j

)λ(p)/2( k∑
j=1

b
q′2
j

)(1−λ(p))/q′2

.

Ýòî âìåñòå ñ (6.9) äàåò (6.8).
Äîêàæåì (6.7). Ïî ëåììå 6.1.1, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

∥x∥lm,k
p′1,q

′
1

6 ∥x∥λ(q)
lm,k2,2

∥x∥1−λ(q)
lm,k
p′2,q

′
2

. (6.11)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.1.2 ñ n := m, v1 := p1, v2 := p2, λ := λ(q), ai := bi := xij, 1 6 i 6 m,
ïîëó÷àåì, ÷òî (

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|xij|p
′
1

)q′1/p′1)1/q′1

6

6
(

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|xij|2
)q′1λ(q)/2( m∑

i=1

|xij|p
′
2

)q′1(1−λ(q))/p′2)1/q′1

.

(6.12)

Òåïåðü îïðåäåëÿåì (aj)
k
j=1, (bj)

k
j=1 ôîðìóëîé (6.10). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.1.2 ñ n := k,

v1 := q1, v2 := q2, λ := λ(q), ïîëó÷àåì(
k∑
j=1

a
q′1λ(q)
j b

q′1(1−λ(q))
j

)1/q′1

6
(

k∑
j=1

a2j

)λ(q)/2( k∑
j=1

b
q′2
j

)(1−λ(q))/q′2

.
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Îòñþäà è èç (6.10), (6.12) ñëåäóåò (6.11).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâà

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,q1,p2,q2

n−λ(q)
2 k

λ(q)
q2 m

1
p2

− 1
p1

+
λ(q)
2 , λ(p) 6 λ(q), p1 > 2,

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,q1,p2,q2

n−λ(p)
2 m

λ(p)
p2 k

1
q2

− 1
q1

+
λ(p)
2 , λ(p) > λ(q), q1 > 2. (6.13)

Ïóñòü λ(p) 6 λ(q). Âûáåðåì σ ∈ [2, p2] òàê, ÷òî

1
σ
− 1

p2
1
2
− 1

p2

= λ(q).

Òàê êàê p1 > 2, òî σ 6 p1 è

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) 6 m

1
σ
− 1
p1 dn(B

m,k
σ,q1

, lm,kp2,q2
)

(6.5),(6.7)

.
p1,q1,p2,q2

. m
1
p2

+λ(q)
(

1
2
− 1
p2

)
− 1
p1

(
n−1/2m1/p2k1/q2

)λ(q)
= n−λ(q)

2 k
λ(q)
q2 m

1
p2

− 1
p1

+
λ(q)
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî (6.13) àíàëîãè÷íîå.
Îöåíêà ñíèçó. Èñïîëüçóåì ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû Ãëóñêèíà [20]. Ïóñòü r ∈

{1, . . . , m}, l ∈ {1, . . . , k}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm, Sk ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê èç m è
k ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî,

Em = {(ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm : ξi = ±1, 1 6 i 6 m},
Ek = {(ξ1, . . . , ξk) ∈ Rk : ξi = ±1, 1 6 i 6 k}.

×åðåç G îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

{(σ1, σ2, ε1, ε2) : σ1 ∈ Sm, σ2 ∈ Sk, ε1 ∈ Em, ε2 ∈ Ek}.

Äëÿ x = (xi,j)16i6m, 16j6k, γ = (σ1, σ2, ε1, ε2) ∈ G, ε1 = (ε1,1, . . . , ε1,m), ε2 =
(ε2,1, . . . , ε2,k) ïîëîæèì γ(x) = (ε1,iε2,jxσ1(i),σ2(j))16i6m,16j6k.

Ïóñòü 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 k,

em,k,r,li,j =

{
1, åñëè 1 6 i 6 r è 1 6 j 6 l,
0, èíà÷å.

Îáîçíà÷èì e = (em,k,r,li,j )16i6m,16j6k,

V m,k
r,l = conv {γ(e) : γ ∈ G}.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò a = a(p2, q2) > 0 è b = b(p2, q2) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
n 6 am2/p2k2/q2r1−2/p2l1−2/q2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dn(V
m,k
r,l , lm,kp2,q2

) > br1/p2l1/q2 . (6.14)

Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a(p2, q2) óáûâàåò ïî p2 è q2 è ÷òî b(p2, q2) íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò p2, q2.

Ïóñòü Y ⊂ lm,kp2,q2
� ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå âûøå n. Äëÿ êàæäîãî γ ∈

G îáîçíà÷èì ÷åðåç yγ = (yγi,j)16i6m,16j6k áëèæàéøóþ ê γ(e) òî÷êó èç Y . Äîêàæåì
îöåíêó ñíèçó äëÿ maxγ∈G ∥γ(e)− yγ∥lm,kp2,q2

.
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Ïðîâåðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò c̃1(p2, q2) > 0 (íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò p2 è q2) òàêîå,
÷òî

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|γ(e)i,j − yγi,j|p2
)q2/p2

> lrq2/p2

4
+

+c̃1(p2, q2)
k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

− q2
2
r
q2
p2

−1
k∑
j=1

m∑
i=1

γ(e)i,jy
γ
i,j.

(6.15)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

Jγ1 = {j ∈ 1, k : ∀i ∈ 1, m γ(e)i,j = 0}, Jγ2 = {1, . . . , k}\Jγ1 ;

äëÿ j ∈ Jγ2 ïîëîæèì

Iγ1 = {i ∈ 1, m : γ(e)i,j = 0}, Iγ2 = {1, . . . , m}\Iγ1 .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1.1, ðàâåíñòâà card Iγ2 = r è íåðàâåíñòâà

(ξ + η)θ > ξθ + ηθ

2
, ξ, η ∈ R+, θ > 0, (6.16)

ñëåäóåò, ÷òî

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|γ(e)i,j − yγi,j|p2
)q2/p2

=
∑
j∈Jγ1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

+

+
∑
j∈Jγ2

∑
i∈Iγ1

|yγi,j|p2 +
∑
i∈Iγ2

|1− γ(e)i,jy
γ
i,j|p2

q2/p2
(6.2),(6.16)

>

>
∑
j∈Jγ1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

+
1

2

∑
j∈Jγ2

∑
i∈Iγ1

|yγi,j|p2
q2/p2

+
1

4

∑
j∈Jγ2

rq2/p2+

+
1

2

∑
j∈Jγ2

c1(p2, q2)

∑
i∈Iγ2

|yγi,j|p2
q2/p2

− q2
2
r
q2
p2

−1
∑
j∈Jγ2

∑
i∈Iγ2

γ(e)i,jy
γ
i,j.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî card Jγ2 = l.
Óñðåäíÿÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6.15) ïî γ ∈ G, ïîëó÷àåì

maxγ∈G ∥γ(e)− yγ∥q2
lm,kp2,q2

> |G|−1
∑
γ∈G

∥γ(e)− yγ∥q2
lm,kp2,q2

> lrq2/p2
4

+

+c̃1(p2, q2)|G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

− q2
2
|G|−1r

q2
p2

−1 ∑
γ∈G

k∑
j=1

m∑
i=1

γ(e)i,jy
γ
i,j.

(6.17)

Îöåíèì ñâåðõó ìîäóëü ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî l2(G) =
{φ : G→ R} ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨φ, ψ⟩ = |G|−1
∑
γ∈G

φ(γ)ψ(γ).

Äëÿ 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 k, γ ∈ G îáîçíà÷èì φij(γ) = γ(e)i,j, zij(γ) = yγi,j, L =
span {zij}16i6m, 16j6k ⊂ l2(G). Òîãäà dimL 6 n. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìàòðèöó
(zs(γ))s∈S, γ∈G, ãäå S = {s = (i, j) : 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 k}. Òàê êàê yγ ∈ Y ,
dimY 6 n, òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò n; çíà÷èò, dimL 6 n. Ïóñòü P �
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îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà L. Òîãäà åãî íîðìà Ãèëüáåðòà � Øìèäòà íå ïðåâîñõîäèò
n1/2.

Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû φij îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó è ∥φij∥2l2(G) =
rl
mk
. Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü (i, j) ̸= (i′, j′). Ïðîâåðèì, ÷òî
∑
γ∈G

φij(γ)φi′j′(γ) = 0. Ïóñòü i ̸= i′

(ñëó÷àé j ̸= j′ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü γ = (σ1, σ2, ε1, ε2) è ε1,i′ = 1.
Èìååì φij(γ)φi′j′(γ) = ε1,iε2,jε1,i′ε2,j′e

m,k,r,l
σ1(i),σ2(j)

em,k,r,lσ1(i′),σ2(j′)
. Ïîëîæèì γ̃ = (σ1, σ2, ε̃1, ε2),

ãäå ε̃1,s = ε1,s ïðè s ̸= i′, ε̃1,i′ = −1. Òàê êàê i ̸= i′, òî ε̃1,iε̃1,i′ = −ε1,iε1,i′ . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (φij) îðòîãîíàëüíà. Ïîêàæåì, ÷òî |G|−1

∑
γ∈G

φ2
ij(γ) = rl

mk
.

Äåéñòâèòåëüíî, |G| = 2m · 2km!k!,

card {γ ∈ G : |φij(γ)| = 1} =

= 2m · 2kcard{σ1 ∈ Sm : σ1(i) 6 r} · card {σ2 ∈ Sk : σ2(j) 6 l} =
= 2m · 2kr(m− 1)!l(k − 1)!.

Èìååì ∣∣∣∣∣|G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

m∑
i=1

yγi,jγ(e)i,j

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
k∑
j=1

m∑
i=1

⟨φij, zij⟩

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

m∑
i=1

⟨Pφij, zij⟩

∣∣∣∣∣ 6
6
(

k∑
j=1

m∑
i=1

∥Pφij∥2l2(G)

)1/2( k∑
j=1

m∑
i=1

∥zij∥2l2(G)

)1/2

6

6 n1/2

(
rl

mk

)1/2
(

k∑
j=1

m∑
i=1

∥zij∥2l2(G)

)1/2

=

= n1/2

(
rl

mk

)1/2
(
|G|−1

∑
γ∈G

k∑
j=1

m∑
i=1

|yγi,j|2
)1/2

6

6 (nrl)1/2m−1/p2k−1/q2

|G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

1/q2

=:M.

Ïóñòü n = ãm2/p2k2/q2r1−2/p2l1−2/q2 . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ξη 6 |ξ|q′2 + |η|q2 äëÿ ξ =

r
q2−1
p2 l

q2−1
q2 è

η =

|G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

1/q2

,

ïîëó÷àåì, ÷òî

M = ã
1
2 r

1− 1
p2 l

1− 1
q2

|G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

1/q2

6

6 ã
1
2 r

1− q2
p2

r q2p2 l + |G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

 .

Èç ýòîé îöåíêè è (6.17) ñëåäóåò, ÷òî

max
γ∈G

∥γ(e)− yγ∥q2
lm,kp2,q2

> lr
q2
p2

4
+ c̃1(p2, q2)|G|−1

∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

−
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−q2
2
ã

1
2

r q2p2 l + |G|−1
∑
γ∈G

k∑
j=1

(
m∑
i=1

|yγi,j|p2
)q2/p2

 .

Âçÿâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ã, ïîëó÷àåì (6.14). Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ã
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p2, q2. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü a(p2, q2) = min26p6p2, 26q6q2 ã(p, q).

Îöåíèì êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè øàðîâ Bm,k
p1,q1

.

Òàê êàê Bm,k
p1,q1

⊃ r−1/p1l−1/q1V m,k
r,l , òî

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) &
p2,q2

r
1
p2

− 1
p1 l

1
q2

− 1
q1 (6.18)

äëÿ n 6 am2/p2k2/q2r1−2/p2l1−2/q2 , a = a(p2, q2).

1. n 6 am2/p2k2/q2 . Âçÿâ r = l = 1, ïîëó÷àåì

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) &
p2,q2

1.

2. am2/p2k2/q2 6 n 6 amk. Ñíà÷àëà âûáåðåì p̃ ∈ [2, p2] è q̃ ∈ [2, q2] òàê, ÷òî
n = a(p2, q2)m

2/p̃k2/q̃ 6 a(p̃, q̃)m2/p̃k2/q̃. Òîãäà

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) > dn(V

m,k
1,1 , lm,kp2,q2

) >

> m
1
p2

− 1
p̃k

1
q2

− 1
q̃ dn(V

m,k
1,1 , lm,kp̃,q̃ ) &

p2,q2

n−1/2m1/p2k1/q2

(â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî p̃ ∈ [2, p2], q̃ ∈ [2, q2] è b(p̃, q̃)
íåïðåðûâíà).

Ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü äëÿ λ(p) < 1 èëè λ(q) < 1. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(a) n 6 akm2/p2 , q1 > 2. Ïóñòü r = 1,

l =
⌈(
a−1nm−2/p2k−2/q2

) 1
1−2/q2

⌉
.

Òîãäà 1 6
(
a−1nm−2/p2k−2/q2

) 1
1−2/q2 6 k, 1 6 l 6 k, è

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
)
(6.18)

&
p2,q2

(
n−1/2m1/p2k1/q2

)λ(q)
. (6.19)

(b) n 6 amk2/q2 , p1 > 2. Ïóñòü l = 1,

r =
⌈(
a−1nm−2/p2k−2/q2

) 1
1−2/p2

⌉
.

Òîãäà 1 6
(
a−1nm−2/p2k−2/q2

) 1
1−2/p2 6 m, 1 6 r 6 m, è

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
)
(6.18)

&
p2,q2

(
n−1/2m1/p2k1/q2

)λ(p)
. (6.20)

(c) amk > n > akm2/p2 . Ïóñòü p1 > 2. Âîçüìåì l = k,

r =
⌈(
a−1nk−1m−2/p2

) 1
1−2/p2

⌉
.
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Òîãäà 1 6
(
a−1nk−1m−2/p2

) 1
1−2/p2 6 m, 1 6 r 6 m, ïîýòîìó

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
)
(6.18)

&
p2,q2

k
1
q2

− 1
q1

(
n−1/2k1/2m1/p2

)λ(p)
.

Ïóñòü p1 6 2 è q1 > 2. Âûáåðåì p̃ ∈ [2, p2] òàê, ÷òî n = a(p2, q2)km
2
p̃ 6

a(p̃, q2)km
2
p̃ . Òîãäà

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) > m

1
p2

− 1
p̃dn(B

m,k
p1,q1

, lm,kp̃,q2
)
(6.19)

&
p2,q2

& m
1
p2

− 1
p̃
(
n−1/2m1/p̃k1/q2

)λ(q) &
p2,q2

& m
1
p2

(
n

1
2k−

1
2

)λ(q)−1

n−λ(q)
2 k

λ(q)
q2 = n− 1

2m
1
p2 k

1
2
+ 1
q2

− 1
q1 .

(d) amk > n > amk2/q2 . Ïóñòü q1 > 2. Âîçüìåì r = m,

l =
⌈(
a−1nm−1k−2/q2

) 1
1−2/q2

⌉
.

Òîãäà 1 6
(
a−1nm−1k−2/q2

) 1
1−2/q2 6 k, 1 6 l 6 k, òàê ÷òî

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
)
(6.18)

&
p2,q2

m
1
p2

− 1
p1

(
n−1/2m1/2k1/q2

)λ(q)
.

Ïóñòü q1 6 2 è p1 > 2. Âûáåðåì q̃ ∈ [2, q2] òàêîå, ÷òî n = a(p2, q2)mk
2
q̃ 6

a(p2, q̃)mk
2
q̃ . Òîãäà

dn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) > k

1
q2

− 1
q̃ dn(B

m,k
p1,q1

, lm,kp2,q̃
)
(6.20)

&
p2,q2

& k
1
q2

− 1
q̃
(
n−1/2m1/p2k1/q̃

)λ(p) &
p2,q2

& k
1
q2

(
n

1
2m− 1

2

)λ(p)−1

n−λ(p)
2 m

λ(p)
p2 = n− 1

2k
1
q2m

1
2
+ 1
p2

− 1
p1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2 Îöåíêè ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ

êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ λn(Bm,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû îáîáùàåì ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû Ãëóñêèíà [21]. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç ýòîé ñòàòüè.

Ïóñòü ν ∈ N, r > 2, λ > 1, µr(λ) =
[
λ

1
1/2−1/r

]
. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x =

(x1, . . . , xν) ∈ Rν ïîëîæèì supp x = {j ∈ 1, ν : xj ̸= 0}, ÷åðåç (x∗1, . . . , x∗ν) îáîçíà÷èì
íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó |xj|, 1 6 j 6 ν. Èç ïîñòðîåíèÿ â �4 è äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 4 â ðàáîòå [21] ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 6.2.1. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî E = Er,λ,ν ⊂ Bν
2 è ÷èñëî c(r) > 0 òàêèå,

÷òî E = −E è

1. äëÿ ëþáîãî y ∈ E âûïîëíåíî |supp y| 6 [λ2ν2/r] + 1;
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2. card E 6 1
2
exp

(
c(r)λ2ν2/r

)
;

3. äëÿ ëþáîãî x ∈ Rν ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ E òàêîé, ÷òî

sup
µr(λ)<j6ν

λj1/rx∗j 6
ν∑
i=1

xiyi.

Ëåììà 6.2.2. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî E ′ = E ′
r,λ,ν ⊂ Bν

2 è ÷èñëî c(r) > 0 òàêèå,
÷òî E ′ = −E ′ è

1. äëÿ ëþáîãî y ∈ E ′ âûïîëíåíî |supp y| 6 µr(λ);

2. card E ′ 6 1
2
exp

(
c(r)λ2ν2/r

)
;

3. äëÿ ëþáîãî x ∈ Rν ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ E ′ òàêîé, ÷òî ∑
16j6µr(λ)

|x∗j |2
1/2

6 2
ν∑
j=1

xjyj.

Ïóñòü N ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0(N) ñåìåéñòâî âûïóêëûõ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â Bν

2 è èìåþùèõ íå áîëåå 2N
âåðøèí. Ñêàæåì, ÷òî âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî ïðèíàäëåæèò F(N),
åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî K ∈ F0(N) òàêîå, ÷òî V ⊂ K. Ïóñòü W � îãðàíè÷åííîå
çàìêíóòîå âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rν

W ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî Rν ñ íîðìîé ∥ · ∥W òàêîé, ÷òî W = {x ∈ Rν : ∥x∥W 6 1}. ×åðåç (Rν

W )∗

îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [21].

Ëåììà 6.2.3. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà c0 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

θ > 0, N ∈ N òàêèõ, ÷òî N < 1
16
exp

(
θ2ν
4

)
, äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ V , W ∈ F(N) è

äëÿ ëþáîãî n ∈ {0, . . . , ν}

λn(V, (Rν
W )∗) 6 c0

(
θ

√
ν − n

n
+ θ2

ν

n

)
.

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ äîêàçàíî
â [26]. Ïóñòü B, C ⊂ Rν � âûïóêëûå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå çàìêíóòûå
îãðàíè÷åííûå òåëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B◦, C◦ ñîîòâåòñòâåííî èõ ïîëÿðû. Òîãäà

λn(B, Rν
C) = λn(C

◦, Rν
B◦). (6.21)

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 6.2.1. Ïóñòü m, k ∈ N, 1 < p1 6 2 6 p2 <∞, 1 < q1 6 2 6 q2 <∞, n ∈ N.
Òîãäà

λn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,p2,q1,q2

min

{
n− 1

2m
max

{
1
p2
, 1
p′1

}
k
max

{
1
q2
, 1
q′1

}
, 1

}
.

Ïóñòü a îïðåäåëåíî â òåîðåìå 6.1.1, n 6 amk. Åñëè 1
p1

+ 1
p2

> 1 è 1
q1
+ 1

q2
> 1, òî

λn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) &
p1,p2,q1,q2

n− 1
2m

1
p2 k

1
q2 ; (6.22)

åñëè 1
p1

+ 1
p2

6 1 è 1
q1
+ 1

q2
6 1, òî

λn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) &
p1,p2,q1,q2

n− 1
2m

1
p′1 k

1
q′1 . (6.23)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (6.22) ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.1 è íåðàâåíñòâà λn(M, X) >
dn(M, X). Ñîîòíîøåíèå (6.23) ñëåäóåò èç (6.22) è (6.21).

Òàê êàê p1 6 p2 è q1 6 q2, òî λn(Bm,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) 6 1. Äîêàæåì, ÷òî

λn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
) .
p1,p2,q1,q2

n− 1
2m

max

{
1
p2
, 1
p′1

}
k
max

{
1
q2
, 1
q′1

}
. (6.24)

Ïóñòü 2 6 p <∞, 2 6 q <∞ è n− 1
2m

1
pk

1
q < 1. Äîêàæåì, ñëåäóþùóþ îöåíêó:

λn(B
m,k
p′,q′ , l

m,k
p,q ) .

p,q
n− 1

2m
1
pk

1
q (6.25)

(òîãäà (6.24) ëåãêî ñëåäóåò èç (6.25)). Äëÿ ýòîãî ìû íàéäåì êîíñòàíòû c1(p, q) > 0
è c2(p, q) > 0 òàêèå, ÷òî

c1(p, q)B
m,k
p′,q′ ∈ F(N), (6.26)

ãäå N < 1
16
exp

(
c2(p, q)m

2
pk

2
q

)
, è ïðèìåíèì ëåììó 6.2.3 ñ

θ = 2
√
c2(p, q)m

1
p
− 1

2k
1
q
− 1

2

è V = W = c1(p, q)B
m,k
p′,q′ . Òîãäà θ

2mk
n

= 4c2(p, q)m
2
pk

2
qn−1 .

p,q
1 è

λn(B
m,k
p′,q′ , l

m,k
p,q ) .

p,q
θ

√
mk

n
+ θ2

mk

n
.
p,q
n− 1

2m
1
pk

1
q .

Äîêàæåì (6.26). Äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm è 1 6 l 6 k îáîçíà÷èì
Il(x) = (xi,j)16i6m, 16j6k, ãäå xi,j = 0, åñëè j ̸= l, xi,l = xi, 1 6 i 6 m. Ïóñòü E ′′ = E ∪E ′,

E1 =

{ ∑
j∈supp y

yjIj(xj), y = (y1, . . . , yk) ∈ E ′
2q,k

1
2q ,k

, xj ∈ E ′′
2p,m

1
2p ,m

, j ∈ supp y

}
,

E2 =

{ ∑
j∈supp y

yjIj(xj), y = (y1, . . . , yk) ∈ E
2q,k

1
2q ,k

, xj ∈ E ′′
2p,m

1
2p ,m

, j ∈ supp y

}
,

K = conv (E1 ∪ E2). Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì
ìíîãîãðàííèêîì. Èç ëåìì 6.2.1 è 6.2.2 ñëåäóåò, ÷òî

card E1 6 exp
(
c(2q)k2/q

) (
exp

(
c(2p)m2/p

))µ2q(k1/2q)
=

= exp
(
c(2q)k2/q + c(2p)m2/pµ2q(k

1/2q)
)
,

card E2 6 exp
(
c(2q)k2/q

) (
exp

(
c(2p)m2/p

))[k2/q ]+1
=

= exp
(
c(2q)k2/q + c(2p)m2/p(1 + [k2/q])

)
;

òàê êàê µ2q(k
1/2q) 6 k

1
q−1 6 k2/q (ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

q > 2), òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c3(p, q) òàêàÿ, ÷òî

max {card E1, card E2} 6 exp
(
c3(p, q)m

2/pk2/q
)
.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò c2(p, q) > 0 òàêîå, ÷òî K ∈ F0(N), ãäå

N <
1

16
exp

(
c2(p, q)m

2
pk

2
q

)
.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c1(p, q) > 0 òàêîå, ÷òî c1(p, q)B
m,k
p′,q′ ⊂ K. Äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

max{⟨x, y⟩ : y ∈ Bm,k
p′,q′} .

p,q
max{⟨x, y⟩ : y ∈ K}, x ∈ Rmk,

òî åñòü

∥x∥lm,kp,q
.
p,q

max{⟨x, y⟩ : y ∈ K}. (6.27)

Ïóñòü x = (xi,j)16i6m, 16j6k ∈ Rmk. Ïîëîæèì aj =

(
m∑
i=1

|xi,j|p
)1/p

; ÷åðåç

(x∗1,j, . . . , x
∗
m,j) îáîçíà÷èì íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó |xi,j|, 1 6 i 6 m, à

÷åðåç (a∗1, . . . , a
∗
k) � íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó |aj|, 1 6 j 6 k.

Äîêàæåì, ÷òî

∥x∥lm,kp,q
.
q

 ∑
j6µ2q(k1/2q)

|a∗j |2
1/2

+ max
j>µ2q(k1/2q)

k1/2qj1/2qa∗j . (6.28)

Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà c4 > 0 òàêàÿ, ÷òî∑
µ2q(k1/2q)<j6k

k−
1
2 j−

1
2 6 c4.

Çíà÷èò,

∥x∥lm,kp,q
=

(
k∑
j=1

|a∗j |q
)1/q

6

µ2q(k1/2q)∑
j=1

|a∗j |2
1/2

+

+

 k∑
j=µ2q(k1/2q)+1

(
k1/2qj1/2qa∗j

)q
k−

1
2 j−

1
2

1/q

.
q

.

µ2q(k1/2q)∑
j=1

|a∗j |2
1/2

+ max
j>µ2q(k1/2q)

k1/2qj1/2qa∗j .

Â ñèëó ëåìì 6.2.1 è 6.2.2, ñóùåñòâóþò y(1) = (y
(1)
j )16j6k ∈ E ′

2q,k1/2q ,k
è y(2) =

(y
(2)
j )16j6k ∈ E2q,k1/2q ,k òàêèå, ÷òîµ2q(k1/2q)∑

j=1

|a∗j |2
1/2

6 2
k∑
j=1

y
(1)
j aj = 2

k∑
j=1

y
(1)
j

(
m∑
i=1

|x∗i,j|p
)1/p

, (6.29)

max
j>µ2q(k1/2q)

k1/2qj1/2qa∗j 6
k∑
j=1

y
(2)
j aj =

k∑
j=1

y
(2)
j

(
m∑
i=1

|x∗i,j|p
)1/p

. (6.30)

Òàê æå, êàê (6.28), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , k(
m∑
i=1

|x∗i,j|p
)1/p

.
p

µ2p(m1/2p)∑
i=1

|x∗i,j|2
1/2

+ max
i>µ2p(m1/2p)

m1/2pi1/2p|x∗i,j|.
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Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò z(1)j = (z
(1)
i,j )16i6m ∈ E ′

2p,m1/2p,m
è z(2)j = (z

(2)
i,j )16i6m ∈ E2p,m1/2p,m

òàêèå, ÷òî µ2p(m1/2p)∑
i=1

|x∗i,j|2
1/2

6 2
m∑
i=1

z
(1)
i,j xi,j, (6.31)

max
i>µ2p(m1/2p)

m1/2pi1/2p|x∗i,j| 6
m∑
i=1

z
(2)
i,j xi,j. (6.32)

Ïðèìåíÿÿ (6.28), (6.29), (6.30), (6.31), (6.32) è íåðàâåíñòâî |ξ1| + |ξ2| 6
2max{|ξ1|, |ξ2|}, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóþò s ∈ {1, 2} è tj ∈ {1, 2}
òàêèå, ÷òî

∥x∥lm,kp,q
.
p,q

k∑
j=1

y
(s)
j

m∑
i=1

(Ij(z
(tj)
j ))i,jxi,j = ⟨b, x⟩,

ãäå b ∈ Es. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî (6.27).

6.3 Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî w1, w2 ∈ A∞. Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóþò c > 0, c > 0 òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < r 6 t 6 2r âûïîëíåíî c 6 wi(r)

wi(t)
6 c, i = 1, 2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü øàðû B ñ öåíòðîì â íóëå. Åñëè 0 < r < 1
2
� ðàäèóñ øàðà B, òî∫

B

w1(x) dx =
∫
B

|x|p1βg | log2 |x||p1αgρ−p1g (| log2 |x||) dx
r≍

≍ rβgp1+d| log2 r|αgp1ρg(| log2 r|)−p1
(6.33)

(â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàëàñü ëåììà 3.2.4),∫
B

w2(x) dx =
∫
B

|x|−p2βv | log2 |x||−p2αvρp2v (| log2 |x||) dx
r≍

≍ r−βvp2+d| log2 r|−αvp2ρv(| log2 r|)p2 ,
(6.34)

è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ θ > 1 ìû ïîëó÷àåì∫
B

w
−θ′/θ
1 (x) dx

r

. r−
βgp1θ

′

θ
+d| log2 r|−

αgp1θ
′

θ ρg(| log2 r|)
p1θ

′
θ ,∫

B

w
−θ′/θ
2 (x) dx

r

. r
βvp2θ

′
θ

+d| log2 r|
αvp2θ

′
θ ρv(| log2 r|)−

p2θ
′

θ .

Ïîýòîìó  1

|B|

∫
B

wi(x) dx

1/θ 1

|B|

∫
B

w
−θ′/θ
i (x) dx

1/θ′

r

. 1.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè r > 1
2
. Çíà÷èò, wi ∈ Aθ, i = 1, 2.

Â ðàáîòå Õàðîñêå è Ñêðûï÷àêà [111] äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Bs
p,q(Rd, w)

èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äàäèì òî÷íóþ ôîðìó-
ëèðîâêó èõ ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü ν ∈ Z+, m ∈ Zd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qν,m êóá â Rd ñî ñòîðîíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ñ öåíòðîì â 2−νm è ñî ñòîðîíîé äëèíû 2−ν ,

χ(p)
ν,m(x) =

{
2
νd
p , x ∈ Qν,m,

0, x /∈ Qν,m.
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Ïóñòü σ ∈ R, w ∈ A∞, λν,m ∈ C, ν ∈ Z+, m ∈ Zd. Îáîçíà÷èì

w(Qν,m) =

∫
Qν,m

w(x) dx,

∥(λν,m)ν∈Z+,m∈Zd∥bσp,q(w) =

 ∞∑
ν=0

2νσq

∥∥∥∥∥∑
m∈Zd

λν,mχ
(p)
ν,m

∥∥∥∥∥
q

Lp(w)

1/q

=

=

 ∞∑
ν=0

2νq(σ+
d
p)

(∑
m∈Zd

|λν,m|pw(Qν,m)

)q/p
1/q

,

bσp,q(w) =
{
(λν,m)ν∈Z+,m∈Zd : λν,m ∈ C, ∥(λν,m)ν∈Z+,m∈Zd∥bσp,q(w) <∞

}
.

Ïðîñòðàíñòâî bσp,q(w) ÿâëÿåòñÿ êâàçèáàíàõîâûì (è áàíàõîâûì, åñëè p > 1, q > 1).
Ïóñòü pi, qi > 0, si, σi ∈ R, wi ∈ A∞, i = 1, 2, Bs1

p1,q1
(Rd, w1) ⊂ Bs2

p2, q2
(Rd, w2),

bσ1p1,q1(w1) ⊂ bσ2p2, q2(w2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2, q2

(Rd, w2) è id :
bσ1p1,q1(w1) → bσ2p2, q2(w2) îïåðàòîðû åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ.

Ïîëîæèì σ(s, p) = s+ d
2
− d

p
.

Òåîðåìà N. [111]. Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè w ∈ A∞ è ëþáûõ s ∈ R, p, q ∈
(0, +∞) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Ts,p,q,w : Bs

p,q(Rd, w) → b
σ(s, p)
p,q (w). Êðîìå òîãî,

äëÿ ëþáûõ w1, w2 ∈ A∞, si ∈ R, pi, qi ∈ (0, +∞), i = 1, 2, òàêèõ ÷òî îïåðàòîð

Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2) èëè id : b
σ(s1, p1)
p1,q1 (w1) → b

σ(s2, p2)
p2,q2 (w2) íåïðåðûâåí,

äèàãðàììà
Bs1
p1,q1

(Rd, w1)
Ts1,p1,q1,w1−−−−−−−→ b

σ(s1, p1)
p1,q1 (w1)

Id

y id

y
Bs2
p2,q2

(Rd, w2)
Ts2,p2,q2,w2−−−−−−−→ b

σ(s2, p2)
p2,q2 (w2)

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Òàêæå â ðàáîòå [111] ïîëó÷åí êðèòåðèé íåïðåðûâíîãî è êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåé
ôîðìå. Äëÿ λ = (λν,m)ν∈Z+,m∈Zd îáîçíà÷èì

(Sλ)ν,m = λ̃ν,m = (w2(Qν,m))1/p22
ν
(
σ(s2, p2)+

d
p2

)
λν,m.

Ïóñòü X1, X̃1 è X2 � ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ̃ = (λ̃ν,m)ν∈Z+,m∈Zd ñ

∥λ̃∥X1 =

 ∞∑
ν=0

2νq1(s1−s2)

(∑
m∈Zd

w1(Qν,m)w2(Qν,m)−p1/p2 |λ̃ν,m|p1
)q1/p1

1/q1

, (6.35)

∥λ̃∥X̃1
=

 ∞∑
ν=0

(∑
m∈Zd

|λ̃ν,m|p1
)q1/p1

1/q1

, (6.36)

∥λ̃∥X2 =

 ∞∑
ν=0

(∑
m∈Zd

|λ̃ν,m|p2
)q2/p2

1/q2

, (6.37)
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ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû T̃i : Bsi
pi,qi

(Rd, wi) → Xi ïî ôîðìóëå T̃i =

S · Tsi,pi,qi,wi , i = 1, 2. Òîãäà T̃i ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè è äèàãðàììà

Bs1
p1,q1

(Rd, w1)
T̃1−−−→ X1

Id

y id

y
Bs2
p2,q2

(Rd, w2)
T̃2−−−→ X2

(6.38)

êîììóòàòèâíà.
Ïóñòü N ⊂ Z+ × Zd. Äëÿ λ = (λν,m)ν∈Z+,m∈Zd îáîçíà÷èì

(PNλ)ν,m =

{
λν,m, åñëè (ν, m) ∈ N ,
0, èíà÷å.

(6.39)

Ïîëîæèì
Mν = {m ∈ Zd : (ν, m) ∈ N}.

Åñëè N ̸= ∅, p1 6 p2 è q1 6 q2, òî ∥PN∥X̃1→X2
= 1. Êðîìå òîãî,

∥PN∥X1→X̃1
= sup

ν∈Z+,m∈Mν

2−ν(s1−s2)(w1(Qν,m))−1/p1(w2(Qν,m))1/p2 , (6.40)

∥PN∥X̃1→X1
= sup

ν∈Z+,m∈Mν

2ν(s1−s2)(w1(Qν,m))1/p1(w2(Qν,m))−1/p2 (6.41)

(ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [138] èëè ìîæåò áûòü äîêàçàíî íåïîñðåäñòâåííî).
Çàìå÷àíèå. Åñëè p1 > p2 èëè q1 > q2, òî çíà÷åíèå ∥PN∥X1→X2 âû÷èñëåíî â [138].
Èç (1.144) è (1.145) ñëåäóåò, ÷òî åñëè N ′ ⊂ N ⊂ Z+ × Zd, òî

dn(PN : X1 → X2) > dn(PN ′ : X1 → PN ′X2), (6.42)

an(PN : X1 → X2) > an(PN ′ : X1 → PN ′X2). (6.43)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà X1, X̃1, X2 ïðîåêòîðû PN ôîðìóëàìè (6.35), (6.36),
(6.37) è (6.39) ñîîòâåòñòâåííî. Âñþäó äàëåå äëÿ j ∈ Z+ îáîçíà÷àåì ϑj,0 = dj
(êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê), ϑj,1 = aj (àïïðîêñèìàòèâíûå ÷èñëà).

Ïðåäëîæåíèå 6.3.1. Ïóñòü n ∈ Z+, nk ∈ Z+, N ⊂ Z+ × Zd, Nk ⊂ Z+ × Zd,
1 6 k 6 m, n =

m∑
k=1

nk, N ⊂ ∪mk=1Nk. Òîãäà äëÿ s ∈ {0, 1} âûïîëíåíî

ϑn,s(PN : X1 → X2) 6
m∑
k=1

ϑnk,s(PNk : X1 → X2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N ′
1 = N1 ∩N , N ′

k =
(
Nk\ ∪k−1

i=1 Ni

)
∩N . Òîãäà äëÿ ëþáîãî

k = 1, . . . , m

ϑnk,s(PN ′
k
: X1 → X2)

(6.42),(6.43)

6 ϑnk,s(PNk : X1 → X2).

Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ dn′+n′′(M ′ + M ′′, X2) 6 dn′(M ′, X2) +
dn′′(M ′′, X2), an′+n′′(T ′ + T ′′ : X1 → X2) 6 an′(T ′ : X1 → X2) + an′′(T ′′ : X1 → X2),

âêëþ÷åíèÿ PN (BX1) ⊂
∑m

k=1 PN ′
k
(BX1) è ðàâåíñòâà PN =

m∑
k=1

PN ′
k
.
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Ïóñòü E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, F : E → R. Îáîçíà÷èì

Argmax {F (x) : x ∈ E} =

{
y ∈ E : F (y) = max

x∈E
F (x)

}
. (6.44)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
|(x1, . . . , xd)| = max16i6d |xi|.

Â ñèëó (6.38),

dn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ dn(id : X1 → X2),

an(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2))
n≍ an(id : X1 → X2).

Åñëè dn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)) →
n→∞

0, òî îïåðàòîð Id êîìïàêòåí è

ïîýòîìó â ñèëó (3) ïîëó÷àåì

an(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)) = λn(Id : Bs1
p1,q1

(Rd, w1) → Bs2
p2,q2

(Rd, w2)).

Ïîëîæèì

N =

{
(ν, m) : 2−νm ∈

[
−1

2
,
1

2

]d}
, N ∗ =

{
(ν, m) : 2−νm /∈

[
−1

2
,
1

2

]d}
.

Ñëåäóþùàÿ îöåíêà äîêàçàíà â [111] (ñì. ëåììó 4.2):

an(PN ∗ : X1 → X2)
n

.

.


n− δ

d , åñëè min{p2, p′1} 6 2, min{q2, q′1} 6 2,

n−min{θ̃1, θ̃2}, åñëè min{p2, p′1} > 2, min{q2, q′1} > 2, θ̃1 ̸= θ̃2,

n−min{θ̃3, θ̃4}, åñëè min{p2, p′1} > 2, min{q2, q′1} > 2, θ̃1 = θ̃2

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå áûëà äîêàçàíà îöåíêà an
n

. n−θ̃1(log n)σ äëÿ íåêîòîðîãî σ > 0,

è ïî óñëîâèþ òåîðåìû n−θ̃1(log n)σ
n

. n−min{θ̃3, θ̃4}). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

dn(PN ∗ : X1 → X2)
n

.

.

 n− δ
d , åñëè p2 6 2, q2 6 2,

n−min{θ1, θ2}, åñëè p2 > 2, q2 > 2, θ1 ̸= θ2,
n−min{θ3, θ4}, åñëè p2 > 2, q2 > 2, θ1 = θ2

(âñå ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, à âìåñòî àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë áåðóòñÿ êîëìîãîðîâ-
ñêèå ïîïåðå÷íèêè; ñì. òàêæå [163]). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó dn(PN :
X1 → X2) è an(PN : X1 → X2).

Îöåíèì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû 2−ν(s1−s2)w1(Qν,m)−1/p1w2(Qν,m)1/p2 äëÿ (ν, m) ∈ N .
Åñëè m ̸= 0 è x ∈ Qν,m, òî

w1(x)
x,ν,m
≍ 2−νβgp1 |m|βgp1

(
log2

2ν

|m|

)p1αg
ρ−p1g

(
log2

2ν

|m|

)
,

w2(x)
x,ν,m
≍ 2νβvp2 |m|−βvp2

(
log2

2ν

|m|

)−p2αv
ρp2v

(
log2

2ν

|m|

)
.

Çíà÷èò,

2−ν(s1−s2)w1(Qν,m)−1/p1w2(Qν,m)1/p2
ν,m
≍

≍ |m|−δ
(
log2

2ν

|m|

)−α
ρ
(
log2

2ν

|m|

)
.

(6.45)
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Åñëè m = 0, òî â ñèëó (6.33) è (6.34) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

w1(Qν,0) =

∫
Qν,0

xβgp1 | log2 |x||p1αgρ−p1g (| log2 |x||) dx
ν≍

≍ rβgp1+d| log2 r|p1αgρ−p1g (| log2 r|)
∣∣
r=2−ν

,

w2(Qν,0) =

∫
Qν,0

x−βvp2 | log2 |x||−p2αvρp2v (| log2 |x||) dx
ν≍

≍ r−βvp2+d| log2 r|−p2αvρp2v (| log2 r|)
∣∣
r=2−ν

.

Ïîýòîìó

2−ν(s1−s2)w1(Qν,m)−1/p1w2(Qν,m)1/p2
ν

. ν−αρ(ν). (6.46)

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó. Ïóñòü ε > 0 (îíî áóäåò âûáðàíî ïîçæå).
Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü n = 2Nd, ãäå N ∈ Z+. Ïîñòðîèì ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà N äëÿ êàæäîãî n.
Øàã 1. Îïðåäåëèì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà {(ν, m) ∈ N : m ̸= 0}.
Ïóñòü 0 6 j 6 Nd,

cN(j) = εj èëè cN(j) = ε(Nd− j) (6.47)

(âûáîð áóäåò ñäåëàí ïîçæå). Äëÿ 2j 6 t < 2j+1, l ∈ Z ìû ïîëàãàåì

νt(l) = N + t+ l −
[
j

d

]
− [cN(j)],

M1
νt(l) = {m ∈ Zd : 2−νt(l)m ∈ [−2−t, 2−t]d\[−2−t−1, 2−t−1]d}.

Îáîçíà÷èì

N 1
j,l = {(νt(l), m) : 2j 6 t < 2j+1, m ∈ M1

νt(l), νt(l) > 0}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè m ∈ M1
νt(l)

, òî

|m| ≍
d
2−t · 2νt(l) = 2N+l−[ jd ]−[cN (j)], (6.48)

à åñëè N + l −
[
j
d

]
− [cN(j)] > 0 (ò.å. M1

νt(l)
̸= ∅), òî

cardM1
νt(l)

=
(
2N+l−[ jd ]−[cN (j)]+1 + 1

)d
−
(
2 ·
[
2N+l−[ jd ]−[cN (j)]−1

]
+ 1
)d

≍
d

≍ 2Nd+ld−j−[cN (j)]d.
(6.49)

Êðîìå òîãî,

Nd∑
j=0

∑
l<0

rkPN 1
j,l

=
Nd∑
j=0

∑
l<0

∑
2j6t<2j+1,νt(l)>0

cardM1
νt(l)

(6.49)

.
d

.
Nd∑
j=0

∑
l<0

2j · 2Nd+ld−j−[cN (j)]d ≍
d
n
Nd∑
j=0

2−[cN (j)]d
(6.47)
≍
ε, d

n.

(6.50)

Ïóñòü j, l ∈ Z+. Äëÿ 2j+Nd 6 t < 2j+1+Nd ïîëîæèì ν̃t(l) = t+ l,

M2
ν̃t(l) = {m ∈ Zd : 2−ν̃t(l)m ∈ [−2−t, 2−t]d\[−2−t−1, 2−t−1]d},

N 2
j,l = {(ν̃t(l),m) : 2j+Nd 6 t < 2j+1+Nd, m ∈ M2

ν̃t(l)}.

237



Åñëè m ∈ M2
ν̃t(l)

, òî

|m| ≍
d
2−t · 2ν̃t(l) = 2l, (6.51)

cardMν̃t(l) =
(
2 · 2l + 1

)d − (2 · [2l−1] + 1
)d ≍

d
2ld. (6.52)

Îáîçíà÷èì

j0(N) = Nd ·max
{q2
2
− 1, 0

}
, j1(N) = Nd ·max

{
min{q2, q′1}

2
− 1, 0

}
.

Äëÿ ν ∈ Z+, s ∈ {0, 1} ïîëîæèì

M3,s
ν =

{
m ∈ Zd\{0} : 2−νm ∈

[
−2−2[js(N)]+Nd

, 2−2[js(N)]+Nd
]d}

,

N 3,s = {(ν, m) : m ∈ M3,s
ν }.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ s ∈ {0, 1}(
∪06j6Nd, l∈ZN 1

j,l

)
∪
(
∪06j6js(N), l∈Z+N 2

j,l

)
∪N 3,s ⊃ {(ν, m) ∈ N : m ̸= 0}.

Â ñàìîì äåëå, åñëè 2−νm ∈
[
−1

2
, 1

2

]d \ [−2−2Nd−1, 2−2Nd−1
]d
, òî ñóùåñòâóþò 0 6 j 6

Nd, 2j 6 t 6 2j+1 − 1 è l ∈ Z òàêèå, ÷òî

2−νm ∈ [−2−t, 2−t]d\[−2−t−1, 2−t−1]d

è ν = N + t+ l −
[
j
d

]
− [cN(j)]. Çíà÷èò, (ν, m) ∈ N 1

j,l.

Åñëè 2−νm ∈
[
−2−2Nd−1, 2−2Nd−1

]d
\
[
−2−2Nd+[js(N)]

, 2−2Nd+[js(N)]
]d
, òî ñóùåñòâóþò

0 6 j 6 js(N), 2Nd+j 6 t 6 2Nd+j+1−1 òàêèå, ÷òî 2−νm ∈ [−2−t, 2−t]d\[−2−t−1, 2−t−1]d.
Çäåñü ν > t, ò.å. ν = t+ l äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ Z+. Çíà÷èò, (ν, m) ∈ N 2

j, l.

Íàêîíåö, åñëè 2−νm ∈
[
−2−2[js(N)]+Nd

, 2−2[js(N)]+Nd
]d
, òî (ν, m) ∈ N 3,s.

Øàã 2. Ïîñòðîèì ïîêðûòèå {(ν, 0) : ν ∈ Z+}. Ïóñòü

N 4 = {(0, 0), . . . , (2Nd − 1, 0)},
N 5
j = {(2j+Nd, 0), (2j+Nd + 1, 0), . . . , (2j+1+Nd − 1, 0)}, j ∈ Z+,

N 6,s = {(2Nd+[js(N)] + t, 0), t ∈ Z+}, s ∈ {0, 1}.
Òîãäà

N 4 ∪
(
∪[js(N)]−1
j=0 N 5

j

)
∪N 6,s ⊃ {(ν, 0) : ν ∈ Z+}.

Øàã 3. Ïóñòü µ1
j,l, µ

2
j,l, µ

5
j ∈ Z+, s ∈ {0, 1},

Lj =

{
l ∈ Z+ : N + l −

[
j

d

]
− [cN(j)] > 0

}
,

ns :=
Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

µ1
j,l +

Nd∑
j=0

∑
l∈Z\Z+,N 1

j,l ̸=∅

dim
(
PN 1

j,l
X1

)
+

+
∑

06j6js(N)

∑
l∈Z+

µ2
j,l + dim(PN 4X1) +

∑
06j6js(N)

µ5
j <∞,

ϑµ,0 = dµ, ϑµ,1 = aµ (åñëè âëîæåíèå êîìïàêòíî, òî ϑµ,1 = λµ â ñèëó (3)), µ ∈ N. Òîãäà,
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.3.1,

ϑns,s(PN : X1 → X2) 6
Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

ϑµ1j,l,s(PN 1
j,l

: X1 → X2)+
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+
∑

06j6js(N)

∑
l∈Z+

ϑµ2j,l,s(PN 2
j,l

: X1 → X2) + ϑ0,s(PN 3,s : X1 → X2)+

+
∑

06j6js(N)

ϑµ5j ,s(PN 5
j
: X1 → X2) + ϑ0,s(PN 6,s : X1 → X2).

Èç (6.35), (6.36), (6.37), (6.40), (6.45), (6.48), (6.49) è òåîðåì 6.1.1 è 6.2.1 ïîëó÷àåì

ϑµ1j,l,s(PN 1
j,l

: X1 → X2)
n,j,l

.
(
2N+l−[ jd ]−[cN (j)]

)−δ
2−αjρ

(
2j
)
ϑµ1j,l,s(B

m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 ),

ãäå

m1
j,l = 2Nd+ld−j−[cN (j)]d, k1j,l = 2j. (6.53)

Àíàëîãè÷íî èç (6.35), (6.36), (6.37), (6.40), (6.45), (6.51), (6.52) è òåîðåì 6.1.1 è 6.2.1
ïîëó÷àåì

ϑµ2j,l,s(PN 2
j,l

: X1 → X2)
n,j,l

. 2−δl
(
2j+Nd

)−α
ρ
(
2j+Nd

)
ϑµ2j,l,s(B

m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 ),

m2
j,l = 2ld, k2j,l = 2j+Nd. (6.54)

Ïîëîæèì r0 = max
(
q2
2
, 1
)
, r1 = max

(
min(q2, q′1)

2
, 1
)
. Â ñèëó (6.35), (6.36), (6.37), (6.40),

(6.45), ëåììû 3.2.4 è íåðàâåíñòâ |m| > 1, log2
2ν

|m| > 2[js(N)]+Nd, (ν, m) ∈ N 3,s ïîëó÷àåì

ϑ0,s(PN 3,s : X1 → X2)
n

. (2js(N)+Nd)−αρ(2js(N)+Nd)
n≍ n−αrsρ (nrs) .

Äàëåå, èç (6.35), (6.36), (6.37), (6.40), (6.46) ñëåäóåò

ϑ0,s(PN 6,s : X1 → X2)
n

. sup
t∈Z+

(2js(N)+Nd + t)−αρ(2js(N)+Nd + t)
n≍

≍ (2js(N)+Nd)−αρ(2js(N)+Nd)
n≍ n−αrsρ (nrs) ,

ϑµ5j ,s(PN 5
j
: X1 → X2)

j,n

. (2j+Nd)−αρ(2j+Nd)ϑµ5j ,s(B
k5j
q1 , l

k5j
q2 ),

ãäå

k5j = 2j+Nd. (6.55)

Òàêèì îáðàçîì,
ϑns,s(PN : X1 → X2)

n

.

.
Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d
)ρ
(
2j
)
2cN (j)δϑµ1j,l,s(B

m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 )+

+
∑

06j6js(N)

∑
l∈Z+

n−α2−lδ2−jαρ
(
2jn
)
ϑµ2j,l,s(B

m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )+

+n−αrsρ (nrs) +
∑

06j6js(N)

n−α2−jαρ(2jn)ϑµ5j ,s(B
k5j
q1 , l

k5j
q2 ) =: Σs.

Øàã 4. Ïóñòü p2 6 2 è q2 6 2. Âîçüìåì µ1
j,l = 0, µ2

j,l = 0, µ5
j = 0, cN(j) = ε|j− jn∗ |,

ãäå jn∗ = 0, åñëè α > δ
d
, è jn∗ = Nd, åñëè α < δ

d
. Òîãäà

max(Σ0, Σ1)
n

.
Nd∑
j=0

∑
l>0

n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d)ρ
(
2j
)
2εδ|j−j

n
∗ |+

+
∑
l∈Z+

n−α2−lδρ (n) + n−αρ(n).
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Òàê êàê α ̸= δ
d
, òî max(Σ0, Σ1)

n

. max
{
n− δ

d , n−αρ(n)
}
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè p1 > 2 è q1 > 2, ε äîñòàòî÷íî ìàëî, µ1
j,l,

µ2
j,l, µ

5
j è cN(j) îïðåäåëåíû âûøå, òî Σ1

n

. max
{
n− δ

d , n−αρ(n)
}
.

Øàã 5. Îöåíèì Σ0 äëÿ p2 > 2, q2 > 2 è ïðè óñëîâèÿõ ÷àñòè 1 òåîðåìû. Äëÿ
i = 1, 2 ïîëîæèì

µij,l =

{
n · 2−[σin(j)]−[τ in(l, j)], åñëè l 6 li(j),

0, åñëè l > li(j),

ãäå
l1(j) = N

(p2
2

− 1
)
+
j

d

(
1− p2

q2

)
, l2(j) = Np2

(
1

2
− 1

q2

)
− p2j

q2d
,

σin(j) = ε|j − jn,i∗ |, τ in(l, j) = ε|l − l̂n,i(j)|,

l̂n,i(j) =


0, åñëè ln,i∗ = 0,

l̃i(j), åñëè ln,i∗ = l̃i(j
n,i
∗ ),

li(j), åñëè ln,i∗ = li(j
n,i
∗ );

ôóíêöèè l̃i è ÷èñëà jn,1∗ ∈ {0, Nd}, jn,2∗ ∈ {0, j0(N)}, ln,i∗ ∈ {0, l̃i(jn,i∗ ), li(j
n,i
∗ )} (i =

1, 2) áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå. Òîãäà
∑
j,l

µij,l
n

. n. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì cN(j) = ε|j −

jn,1∗ |.
Øàã 5.1. Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñóììå Σ0. Îáîçíà÷èì äëÿ l ∈ Lj

dn,j,l = n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d
) · 2cN (j)δdµ1j,l(B

m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 ).

Ïðèìåíèì òåîðåìó 6.1.1.

• p1 6 2, q1 6 2. Òîãäà â ñèëó (6.53)

dn,j,l
n,j,l

.{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 · 2l

(
−δ+ d

p2

)
+
τ1n(l, j)

2
+j

(
−α+ δ

d
− 1
p2

+ 1
q2

)
+
σ1n(j)

2
+cN (j)

(
δ− d

p2

)
, l 6 l1(j),

n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d
)+cN (j)δ, åñëè l > l1(j).

Ïîëîæèì l̃1 = l1,

F 1
n(j, l) =

{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 · 2l

(
−δ+ d

p2

)
+j

(
−α+ δ

d
− 1
p2

+ 1
q2

)
, åñëè l 6 l1(j),

n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d), åñëè l > l1(j)

è âîçüìåì íåêîòîðîå
(jn,1∗ , ln,1∗ ) ∈

Argmax
{
F 1
n(0, 0), F

1
n(Nd, 0), F

1
n(0, l1(0)), F

1
n(Nd, l1(Nd))

}
=

= Argmax
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n

−α+ 1
q2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− p2δ

2d
+
p2δ
q2·d
}

(ñì. (6.44)). Ïðè ýòîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî jn,1∗ = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N èëè
jn,1∗ = Nd äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Ïðèìåíèì ëåììó 5.1.4 äëÿ φn1 (ξ) = 0 è φn2 (ξ) = l1(ξ). Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî,
òî

Σ′
0 :=

Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

n−δ/d2−lδ2j(−α+δ/d)ρ (2j) 2cN (j)δdµ1j,l(B
m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 )
n

.

. max
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n), n

− p2δ
2d

−α+ p2δ
q2·dρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )
} n

.
n

. max
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )
}
.

(6.56)
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Â ñàìîì äåëå, ïóñòü q2 > 2, p2 > 2 (ñëó÷àè p2 = 2 è q2 = 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî). Çàìåòèì, ÷òî

p2δ

2d
+ α− p2δ

q2d
=
αq2
2

· 2

q2
+
p2δ

2d

(
1− 2

q2

)
> min

{
αq2
2
,
p2δ

2d

}
(6.57)

(è ðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîëüêî åñëè αq2
2

= p2δ
2d
). Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû, αq2

2
̸=

min
{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d
, α + 1

2
− 1

q2

}
.

Åñëè αq2
2

< min
{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d
, α+ 1

2
− 1

q2

}
, òî ñóùåñòâóåò θ > 0 òàêîå,

÷òî αq2
2

+ θ < min
{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d
, α+ 1

2
− 1

q2
, α + p2δ

2d
− p2δ

q2·d

}
. Ïîýòîìó

Σ′
0

n

. n−αq2
2

−θ
n

. n−αq2
2 ρ(n

q2
2 ) (â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S èç ëåììû 5.1.4

ïóñòîå).

Ïóñòü αq2
2
> min

{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d
, α+ 1

2
− 1

q2

}
. Â ñèëó (6.57),

p2δ

2d
+ α− p2δ

q2d
> min

{
δ

d
+

1

2
− 1

p2
,
p2δ

2d
, α +

1

2
− 1

q2

}
è ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
S èç ëåììû 5.1.4 íåïóñòî è ñóììà ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó âåëè÷èíîé

max
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n)

}
.

• λ(p) 6 λ(q), λ(p) < 1. Ïîëîæèì l̃1(j) := j
d

(
1− 2

q2

)
, m1

j,l = 2Nd+ld−j. Òîãäà

óñëîâèå n > m1
j,l(k

1
j,l)

2/q2 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó l < l̃1(j). Òàê êàê j 6 Nd,

p2 > 2 è q2 > 2, òî l̃1(j) 6 l1(j). Çíà÷èò,

dn,j,l
n,j,l

. n
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 · 2l

(
−δ+ d

p2
− d
p1

+
λ(q)d

2

)
+j

(
−α+ δ

d
− 1
p2

+ 1
p1

+
λ(q)
q2

−λ(q)
2

)
×

×2
σ1n(j)λ(q)

2
+
τ1n(l, j)λ(q)

2
+cN (j)d

(
δ
d
− 1
p2

+ 1
p1

−λ(q)
2

)
, åñëè 0 6 l < l̃1(j),

dn,j,l
n,j,l

. n
− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 · 2l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
+j

(
−α+ δ

d
−λ(p)

p2
+
λ(p)
q2

)
×

×2
σ1n(j)λ(p)

2
+
τ1n(l, j)λ(p)

2
+cN (j)d

(
δ
d
−λ(p)

p2

)
, åñëè l̃1(j) 6 l < l1(j),

dn,j,l
n,j,l

. n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d
) · 2cN (j)δ, åñëè l > l1(j).

Ïóñòü

F 1
n(j, l) = n

− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 · 2l

(
−δ+ d

p2
− d
p1

+
λ(q)d

2

)
+j

(
−α+ δ

d
− 1
p2

+ 1
p1

+
λ(q)
q2

−λ(q)
2

)
,

åñëè 0 6 l < l̃1(j),

F 1
n(j, l) = n

− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 · 2l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
+j

(
−α+ δ

d
−λ(p)

p2
+
λ(p)
q2

)
,

åñëè l̃1(j) 6 l < l1(j),

F 1
n(j, l) = n− δ

d2−lδ2j(−α+
δ
d
), åñëè l > l1(j).

Çàìåòèì, ÷òî l̃1(0) = 0. Âûáåðåì

(jn,1∗ , ln,1∗ ) ∈ Argmax
{
F 1
n(0, 0), F

1
n(Nd, 0), F

1
n(0, l1(0)),

F 1
n(Nd, l1(Nd)), F

1
n(Nd, l̃1(Nd))

}
.
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Ïî ëåììå 5.1.4, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε

Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

n−δ/d2−lδ2j(−α+δ/d)ρ (2j) 2cN (j)δdµ1j,l(B
m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 )
n

.

. max
{
n
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 , n

−α+λ(q)
q2

−λ(q)
2 ρ(n), n− p2δ

2d ,

n
− δp2

2d
−α+ δp2

q2·dρ(n), n
−α+

(
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2

)(
1− 2

q2

)
ρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )

}
n

.

. max
{
n
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 , n

−α+λ(q)
q2

−λ(q)
2 ρ(n), n− p2δ

2d , n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
}
.

(6.58)

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì, φn1 (ξ) = 0,
φn2 (ξ) = l̃1(ξ), φn3 (ξ) = l1(ξ).

• λ(p) > λ(q), λ(q) < 1. Ïóñòü l̃1(j) =
(
N − j

d

) (
p2
2
− 1
)
, m1

j,l = 2Nd+ld−j. Òîãäà

óñëîâèå n > (m1
j,l)

2
p2 k1j,l ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó l < l̃1(j). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå

6.1.1,
dn,j,l . n

− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 · 2j

(
−α+ δ

d
+
λ(p)
2

−λ(p)
p2

+ 1
q2

− 1
q1

)
+l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
×

×2
σ1n(j)λ(p)

2
+
τ1n(l, j)λ(p)

2
+cN (j)

(
δ−λ(p)d

p2

)
,

åñëè 0 6 l < l̃1(j),

dn,j,l
n,j,l

. n
− δ
d
−λ(q)

2
+
λ(q)
p2 · 2j

(
−α+ δ

d
−λ(q)

p2
+
λ(q)
q2

)
+l

(
−δ+λ(q)d

p2

)
×

×2
σ1n(j)λ(q)

2
+
τ1n(l, j)λ(q)

2
+cN (j)

(
δ−λ(q)d

p2

)
,

åñëè l̃1(j) 6 l < l1(j),

dn,j,l
n,j,l

. n− δ
d2−lδ2j(−α+

δ
d
)+cN (j)δ,

åñëè l > l1(j).

Ïîëîæèì

F 1
n(j, l) = n

− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 · 2j

(
−α+ δ

d
+
λ(p)
2

−λ(p)
p2

+ 1
q2

− 1
q1

)
+l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
,

åñëè 0 6 l < l̃1(j),

F 1
n(j, l) = n

− δ
d
−λ(q)

2
+
λ(q)
p2 · 2j

(
−α+ δ

d
−λ(q)

p2
+
λ(q)
q2

)
+l

(
−δ+λ(q)d

p2

)
, åñëè l̃1(j) 6 l < l1(j),

F 1
n(j, l) = n− δ

d2−lδ2j(−α+
δ
d
), åñëè l > l1(j).

Çàìåòèì, ÷òî l̃1(0) = l1(0) è l̃1(Nd) = 0. Âûáåðåì

(jn,1∗ , ln,1∗ ) ∈ Argmax
{
F 1
n(0, 0), F

1
n(Nd, 0), F

1
n(0, l1(0)), F

1
n(Nd, l1(Nd))

}
.

Ïî ëåììå 5.1.4, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε

Nd∑
j=0

∑
l∈Lj

n−δ/d2−lδ2j(−α+δ/d)ρ (2j) 2cN (j)δdµ1j,l(B
m1
j,l,k

1
j,l

p1,q1 , l
m1
j,l,k

1
j,l

p2,q2 )
n

.

max
{
n
− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 , n

−α+ 1
q2

− 1
q1 ρ(n), n− p2δ

2d , n
−α+ δp2

q2·d
− δp2

2d ρ(n), n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
} n

.

. max
{
n
− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 , n

−α+ 1
q2

− 1
q1 ρ(n), n− p2δ

2d , n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
}
.

(6.59)
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Ïðè ýòîì, φn1 (ξ) = 0, φn2 (ξ) = l̃1(ξ), φn3 (ξ) = l1(ξ).
Øàã 5.2. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå Σ0 ñíîâà ïðèìåíèì òåîðåìó

6.1.1. Çàìåòèì, ÷òî

l2(j0(N)) = 0. (6.60)

• p1 6 2, q1 6 2. Òîãäà, â ñèëó (6.54),

n−α2−lδ2−jαdµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n,j,l

.

.
{
n
−α+ 1

q2
− 1

2 · 2l
(
−δ+ d

p2

)
2
j
(
−α+ 1

q2

)
· 2

σ2n(j)

2
+
τ2n(l, j)

2 , åñëè l 6 l2(j),

n−α2−lδ2−jα, åñëè l > l2(j).

Ïîëîæèì

F 2
n(j, l) =

{
n
−α+ 1

q2
− 1

22
l
(
−δ+ d

p2

)
2
j
(
−α+ 1

q2

)
, åñëè l 6 l2(j),

n−α2−lδ2−jα, åñëè l > l2(j).

Âûáåðåì

(jn,2∗ , ln,2∗ ) ∈ Argmax
{
F 2
n(0, 0), F

2
n(0, l2(0)), F

2
n(j0(N), 0)

}
.

Ïðèìåíèì ëåììó 5.1.4 äëÿ φn1 (ξ) = 0, φn2 (ξ) = l2(ξ), ó÷èòûâàÿ (6.60). Åñëè ε
äîñòàòî÷íî ìàëî, òî

Σ′′
0 :=

∑
06j6j0(N)

∑
l∈Z+

n−α2−lδ2−jαρ (2jn) dµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n

.

. max
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n), n

− p2δ
2d

−α+ δp2
q2dρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )
} n

.
n

. max
{
n
− δ
d
+ 1
p2

− 1
2 , n− p2δ

2d , n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )
}
.

(6.61)

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé p2 > 2, q2 > 2 (îñòàëüíûå ñëó÷àè
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû,

min

{
δ

d
+

1

2
− 1

p2
,
p2δ

2d

}
̸= min

{
α+

1

2
− 1

q2
,
αq2
2

}
.

Åñëè min
{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d

}
< min

{
α+ 1

2
− 1

q2
, αq2

2

}
, òî â ñèëó (6.57)

p2δ

2d
+ α− δp2

q2d
> min

{
δ

d
+

1

2
− 1

p2
,
p2δ

2d

}
è

Σ′′
0

n

. n
−min

{
δ
d
+ 1

2
− 1
p2
,
p2δ
2d

}
.

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî S èç ëåììû 5.1.4 ïóñòî.

Åñëè min
{
δ
d
+ 1

2
− 1

p2
, p2δ

2d

}
> min

{
α+ 1

2
− 1

q2
, αq2

2

}
, òî â ñèëó (6.57)

p2δ

2d
+ α− δp2

q2d
> min

{
α+

1

2
− 1

q2
,
αq2
2

}
,

ïðàâàÿ ÷àñòü äîñòèãàåò ìèíèìóìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå è

Σ′′
0

n

. max
{
n
−α− 1

2
+ 1
q2 ρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )
}
.

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî S èç ëåììû 5.1.4 íåïóñòî.
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• λ(p) 6 λ(q), λ(p) < 1. Ïîëîæèì l̃2(j) = N
(
1− 2

q2

)
− 2j

q2d
. Òîãäà óñëîâèå n >

m2
j,l(k

2
j,l)

2/q2 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó l < l̃2(j) è

n−α2−lδ2−jαdµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n,j,l

.
n
−α−λ(q)

2
+
λ(q)
q2 · 2j

(
−α+λ(q)

q2

)
+l

(
−δ+ d

p2
− d
p1

+
λ(q)d

2

)
2
λ(q)σ2n(j)

2
+
λ(q)τ2n(l, j)

2 , l < l̃2(j),

n
−α−λ(p)

2
+
λ(p)
q2 · 2j

(
−α+λ(p)

q2

)
+l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
2
λ(p)σ2n(j)

2
+
λ(p)τ2n(l, j)

2 , l̃2(j) 6 l < l2(j),

n−α2−lδ2−jα, l > l2(j).
Ïóñòü

F 2
n(j, l) =


n
−α−λ(q)

2
+
λ(q)
q2 · 2j

(
−α+λ(q)

q2

)
+l

(
−δ+ d

p2
− d
p1

+
λ(q)d

2

)
, 0 6 l < l̃2(j),

n
−α−λ(p)

2
+
λ(p)
q2 · 2j

(
−α+λ(p)

q2

)
+l

(
−δ+λ(p)d

p2

)
, l̃2(j) < l 6 l2(j),

n−α2−lδ2−jα, l > l2(j).

Âûáåðåì

(jn,2∗ , ln,2∗ ) ∈ Argmax
{
F 2
n(0, 0), F

2
n(0, l2(0)), F

2
n(0, l̃2(0)), F

2
n(j0(N), 0)

}
.

Â ñèëó ëåììû 5.1.4 (ñ ó÷åòîì (6.60) è ðàâåíñòâà l̃2(j0(N)) = 0), äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε ïîëó÷àåì∑

06j6j0(N)

∑
l∈Z+

n−α2−lδ2−jαρ (2jn) dµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n

.

. max
{
n
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 , n

−α+λ(q)
q2

−λ(q)
2 ρ(n), n− p2δ

2d ,

n
− δp2

2d
−α+ δp2

q2·dρ(n), n
−α+

(
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2

)(
1− 2

q2

)
ρ(n), n−αq2

2 ρ(n
q2
2 )

}
n

.

. max
{
n
− δ
d
− 1
p1

+ 1
p2 , n

−α+λ(q)
q2

−λ(q)
2 ρ(n), n− p2δ

2d , n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
}
.

(6.62)

• λ(p) > λ(q), λ(q) < 1. Òîãäà n 6 (m2
j,l)

2
p2 k2j,l. Çíà÷èò,

n−α2−lδ2−jαdµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n,j,l

.

.
{
n
−α− 1

q1
+ 1
q2 2

l
(
−δ+λ(q)d

p2

)
2
j
(
−α+λ(q)

q2

)
· 2

λ(q)σ2n(j)

2
+
λ(q)τ2n(l, j)

2 , åñëè l < l2(j),

n−α2−lδ2−jα, åñëè l > l2(j).
Ïîëîæèì

F 2
n(j, l) =

{
n
−α− 1

q1
+ 1
q2 2

l
(
−δ+λ(q)d

p2

)
2
j
(
−α+λ(q)

q2

)
, åñëè l < l2(j),

n−α2−lδ2−jα, åñëè l > l2(j)

è âûáåðåì

(jn,2∗ , ln,2∗ ) ∈ Argmax
{
F 2
n(0, 0), F

2
n(0, l2(0)), F

2
n(j0(N), 0)

}
.

Ïî ëåììå 5.1.4, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε∑
06j6j0(N)

∑
l∈Z+

n−α2−lδ2−jαρ (2jn) dµ2j,l(B
m2
j,l,k

2
j,l

p1,q1 , l
m2
j,l,k

2
j,l

p2,q2 )
n

.

max
{
n
− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 , n

−α+ 1
q2

− 1
q1 ρ(n), n− p2δ

2d , n
−α+ δp2

q2d
− δp2

2d ρ(n), n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
}

n

. max
{
n
− δ
d
−λ(p)

2
+
λ(p)
p2 , n

−α+ 1
q2

− 1
q1 ρ(n), n− p2δ

2d , n−αq2
2 ρ(n

q2
2 )
}
.

(6.63)
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Øàã 5.3. Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñóììû Σ0.
Ïîëîæèì jn∗ = 0, åñëè α > λ(q)

q2
, jn∗ = j0(N), åñëè α < λ(q)

q2
, σ5

n(j) = ε|j − jn∗ |,

µ5
j = n2−[σ5

n(j)]. Òîãäà
j0∑
j=0

µ5
j

n

. n. Èç òåîðåìû H è (6.55) ïîëó÷àåì

n−α
∑

06j6j0(N)

2−jαρ(2jn)dµ5j (B
k5j
q1 , l

k5j
q2 )

n

.

. n−α
∑

06j6j0(N)

2−jαρ(2jn)n−λ(q)
2 · 2

λ(q)σ5n(j)

2 2
(j+Nd)

λ(q)
q2 =

= n
−α+λ(q)

q2
−λ(q)

2

∑
06j6j0(N)

2
j
(
−α+λ(q)

q2

)
ρ(2jn) · 2

λ(q)σ5n(j)

2 =: Σ∗.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Σ∗
n

.
{
n
−α+λ(q)

q2
−λ(q)

2 , åñëè α > λ(q)
q2
,

n−αq2/2ρ(nq2/2), åñëè α < λ(q)
q2
.

(6.64)

Åñëè α = λ(q)
q2
, òî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ïîëó÷àåì αq2

2
= α + λ(q)

2
− λ(q)

q2
>

min
{
δ
d
+ λ(p)

2
− λ(p)

p2
, p2δ

2d

}
. Çíà÷èò,

Σ∗
n

. n
−min

{
δ
d
+
λ(p)
2

−λ(p)
p2

,
p2δ
2d

}
. (6.65)

Èç (6.56), (6.58), (6.59), (6.61), (6.62), (6.63), (6.64) è (6.65) ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
îöåíêó ñâåðõó.

Øàã 6. Îöåíèì Σ1 äëÿ 1 < p1 6 2 6 p2 < ∞ è 1 < q1 6 2 6 q2 < ∞. Ïî òåîðåìå
6.2.1,

λn(B
m,k
p1,q1

, lm,kp2,q2
)
m,k,n

.


Φ0(m, k, n, p1, p2, q1, q2),

1
p1

+ 1
p2

> 1, 1
q1
+ 1

q2
> 1,

Φ0(m, k, n, p
′
2, p

′
1, q1, q2),

1
p1

+ 1
p2

6 1, 1
q1
+ 1

q2
> 1,

Φ0(m, k, n, p1, p2, q
′
2, q

′
1),

1
p1

+ 1
p2

> 1, 1
q1
+ 1

q2
6 1,

Φ0(m, k, n, p
′
2, p

′
1, q

′
2, q

′
1),

1
p1

+ 1
p2

6 1, 1
q1
+ 1

q2
6 1.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü (1.134) è óæå äîêàçàííóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ Σ0.
Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó. Ïóñòü p2 > 2, q2 > 2. Âîçüìåì ε = 0. Â ñèëó

(6.41), (6.42), (6.45), (6.48), (6.49), (6.51) è (6.52), ñóùåñòâóþò νn
n≍ n è µn

n≍ n òàêèå,
÷òî µn 6 νn

2
è

dµn(PN : X1 → X2)
n

& max
{
dµn(PN 1

0,0
: X1 → X2),

dµn(PN 1
0,l1(0)

: X1 → X2), dµn(PN 1
Nd,0

: X1 → X2), dµn(PN 2
j0(N),0

: X1 → X2)
} n

&
& max

{
n− δ

ddµn(B
νn,1
p1,q1

, lνn,1p2,q2
), n− δ

d · 2N(
p2
2
−1)δ,

n−αρ(n)dµn(B
1,νn
p1,q1

, l1,νnp2,q2
), n−α · 2−j0(N)αρ(2j0(N)n)

}
=

= max
{
n− δ

ddµn(B
νn
p1
, lνnp2 ), n

− p2δ
2d , n−αρ(n)dµn(B

νn
q1
, lνnq2 ), n

−αq2/2ρ(nq2/2)
}
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè 1 < p1 6 2 6 p2 <∞, 1 < q1 6 2 6 q2 <∞, òî

aµn(PN : X1 → X2)
n

& max

{
n− δ

dλµn(B
νn
p1
, lνnp2 ), n

−min(p2, p
′
1)δ

2d ,

n−αρ(n)λµn(B
νn
q1
, lνnq2 ), n

−αmin(q2, q
′
1)

2 ρ(nmin(q2, q′1)/2)

}
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(çäåñü èñïîëüçóåòñÿ (6.43) âìåñòî (6.42)). Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó H.
Åñëè p2 6 2 è q2 6 2, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

aµn(PN : X1 → X2) > dµn(PN : X1 → X2)
n

&

& max
{
n− δ

ddµn(B
νn
p1
, lνnp2 ), n

−αρ(n)dµn(B
νn
q1
, lνnq2 )

}
n≍ max

{
n− δ

d , n−αρ(n)
}
.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ aµn(PN : X1 → X2), åñëè p1 > 2, q1 > 2.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà
íà îáëàñòè ñ óñëîâèåì Äæîíà è ïîëó÷åíû îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ. Êðîìå òîãî,
ïîëó÷åíû îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ Áåñîâà ñ âåñàìè, èìåþùèìè
ñèëüíóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû p1, p2,
q1, q2.

Äàëüíåéøèå öåëè èññëåäîâàíèÿ ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ïîëó÷èòü îöåíêè äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ âåñîâûõ
êëàññîâ Ñîáîëåâà (íàïðèìåð, ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë).

2. Ïîëó÷èòü îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ è íåâåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà
îáëàñòÿõ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Äæîíà (íàïðèìåð, ãåëüäåðîâûõ
îáëàñòÿõ, îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì ãèáêîãî ðîãà, îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì ðàñïàäàþùå-
ãîñÿ ãèáêîãî êîíóñà).

3. Ïîëó÷èòü òåîðåìû âëîæåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îáëàñòè, óäîâëåò-
âîðÿþùåé óñëîâèþ Äæîíà, äëÿ áîëåå îáùèõ âåñîâ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà
âåñà ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ äî ïîäìíîæåñòâ ãðàíèöû
îáëàñòè).

4. Â òåîðåìàõ 12, 13, 14 îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè θj∗ <
minj ̸=j∗ θj. Îñòàåòñÿ íå èçó÷åííûì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòî óñëîâèå íå
âûïîëíåíî.

5. Ïîëó÷èòü îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ øàðîâ â ñìåøàííîé íîðìå â
ñëó÷àÿõ, íå èçó÷åííûõ â äèññåðòàöèè è â ðàáîòàõ À.Ä. Èçààêà è Ý.Ì. Ãàëååâà, è
ïðèìåíèòü ýòè ðåçóëüòàòû ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ âåñîâûõ êëàññîâ
Áåñîâà.

247



Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

W r
p,g(Ω) ñòð. 4;

Lq,v(Ω) ñòð. 4;

Ln(X) ñòð. 5;

L(X, Y ) ñòð. 5;

rkA ñòð. 5;

lnp ñòð. 5;

Bn
p ñòð. 6;

p′ ñòð. 6;

ϑn ñòð. 7;

q̂ ñòð. 7;

f1(x, y) .
y
f2(x, y) ñòð. 6;

f1(x, y) &
y
f2(x, y) ñòð. 6;

f1(x, y) ≍
y
f2(x, y) ñòð. 7;

f1(x, y)
x

. f2(x, y) ñòð. 6;

f1(x, y)
x

& f2(x, y) ñòð. 6;

f1(x, y)
x≍ f2(x, y) ñòð. 7;

Pr−1(E) ñòð. 11;

V(G) ñòð. 14;

E(G) ñòð. 14;

VT
j (ξ) ñòð. 14;

Tξ ñòð. 14;

Vmax(G) ñòð. 15;

Vmin(G) ñòð. 15;

lp(G) ñòð. 15;

Sp,q
G,u,w ñòð. 15;

Bs
p,q(Rd, w) ñòð. 27;

Ξs(K) ñòð. 31;

Ξ(K) ñòð. 31;

ΩT ′,F ñòð. 31;

Ω6∆ ñòð. 32;

m(∆) ñòð. 32;

mξ ñòð. 32;

Sr,T (G) ñòð. 62
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