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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìû. �àáîòà îòíîñèòñÿ ê âàæíîé è áóðíî ðàçâèâàþùåé-ñÿ îáëàñòè ìíîãîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, èìåþùåé øèðîêîå ïðèìå-íåíèå â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè, � ê òåîðèè êðàò-íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûåèññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ìíîãîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîâîäÿòñÿ ññåðåäèíû 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Çäåñü áûë îáíàðóæåí ðÿä íîâûõçàêîíîìåðíîñòåé, ðåçêî îòëè÷àþùèõ êðàòíûå ðÿäû è èíòåãðàëû îò îäíîìåð-íûõ.Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè äàþò îáîñíîâàíèÿ ðåøåíèé ìåòîäîì Ôóðüåýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòüãðàíè÷íûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.1. �àññìîòðèì N -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RN , ýëåìåíòû êîòîðîãîáóäåì îáîçíà÷àòü x = (x1, . . . , xN), è ïîëîæèì (nx) = n1x1 + · · · + nNxN ,
|x| = (x2

1 + · · ·+ x2
N)

1/2.Ââåäåì ìíîæåñòâî R
N
σ = {(x1, . . . , xN) ∈ R

N : xj ≥ σ, j = 1, . . . , N}, σ ∈

R1, è ìíîæåñòâî ZN ⊂ RN âñåõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.Ïîëîæèì Z
N
σ = R

N
σ ∩ Z

N .Ïóñòü Φ: [0,∞) → [0,∞) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ. ×åðåç Φ(L)(TN) îáî-çíà÷èì ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ íà TN = {x ∈ RN : − π ≤ xj < π, j =

1, . . . , N} �óíêöèé f òàêèõ, ÷òî
∫

TN

Φ(|f(x)|)dx < ∞,à ÷åðåç Φ(L)(RN) � ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ íà R
N �óíêöèé g òàêèõ, ÷òî

∫

RN

Φ(|g(x)|)dx < ∞.Åñëè Φ(u) = up, p ≥ 1, òî îáîçíà÷èì Φ(L) = Lp; åñëè Φ(u) = u log+ u, ãäå
log+ u = logmax{1, u}, òî Φ(L) = L log+ L.Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ (ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(TN)ðàçëîæåíà â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå:

f(x) ∼
∑

k∈ZN

cke
i(kx).1



Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà n = (n1, . . . , nN) ∈ ZN
0 ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà

Sn(x; f) =
∑

|k1|≤n1

· · ·
∑

|kN |≤nN

cke
i(kx), (1)÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sn0

(x; f),êîãäà n1 = · · · = nN = n0.Ïóñòü �óíêöèÿ g ∈ Φ(L)(RN) ðàçëîæåíà â êðàòíûé èíòåãðàë Ôóðüå:
g(x) ∼

∫

RN

ĝ(ξ)ei(ξx)dξ.Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α = (α1, . . . , αN) ∈ R
N
0 ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé èí-òåãðàë Ôóðüå

Jα(x; g) =
1

(2π)N

α1∫

−α1

. . .

αN∫

−αN

ĝ(ξ)ei(ξx)dξ1 . . . dξN . (2)×àñòíûì ñëó÷àåì "ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû" (2) ÿâëÿåòñÿ "êóáè÷å-ñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà" Jα0
(x; g), êîãäà α1 = · · · = αN = α0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rα(x; f, g)ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü:

Rα(x; f, g) = Rα, n(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g), (3)è ñèìâîëîì Rα(x; f) ðàçíîñòü
Rα(x; f) = Rα, n(x; f) = Sn(x; f)− Jα(x; g), åñëè g(x) = 0 âíå T

N . (4)Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðàçíîñòåé (3) è (4) ïðè α → ∞ (ò.å.
min

1≤j≤N
αj → ∞) â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè �óíêöèé f(x) è g(x), à òàêæå îòîãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà êîìïîíåíòû n1, . . . , nN è α1, . . . , αN âåêòî-ðîâ n è α, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå èç êîìïîíåíò ýòèõâåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè (îäíîêðàòíûõ) "ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé" .2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â êëàññàõ Lp, p > 1, íåêîòîðûå ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå îáëàäàþò ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè ñõîäèìî-ñòè ïî÷òè âñþäó (ï.â.) ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Sn(x; f),2



íàïðèìåð, òå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà n ÿâ-ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Òàê, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, À.Í.Êîëìîãîðîâûì 2 åù¼ â 1922 ã. áûëî óñòà-íîâëåíî: äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L2(T
1) lim

λ→∞
Sn(λ)(x; f) = f(x) ï.â. íà T1, ãäå

{n(λ)}, n(λ) ∈ Z1
0, λ = 1, 2, . . . , � ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Óêàçàííûéðåçóëüòàò À.Í.Êîëìîãîðîâà áûë ðàñïðîñòðàíåí â 1931 ã. Äæ.Ëèòòëâóäîìè �.Ïýëè 3 íà êëàññû Lp(T

1), p > 1. Ïîçæå �. �îññåëèíîì 4 è Â.Òîòèêîì 5áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â L1(T
1) ýòîò ðåçóëüòàò íåâåðåí. Äàëåå, â 2005 ã.Ñ.Â.Êîíÿãèí 6, âî-ïåðâûõ, ïîêàçàë, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñïðà-âåäëèâ äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L(log+L)(T1). À âî-âòîðûõ, îí äîêàçàë,÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, è äëÿ ëþ-áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(ν)}, n(ν) ∈ Z1

0, n(ν) → ∞ ïðè ν → ∞, ñóùå-ñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T1), äëÿ êîòîðîé lim
ν→∞

|Sn(ν)(x; f)| = +∞ âñþ-äó íà T1. Çàòåì â 2012 ã. Â.Ëè 7 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè
f ∈ L(log+ log+ L)(log+ log+ log+L)(T1) è äëÿ ëþáîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè {n(λ)}, n(λ) ∈ Z1

0, λ = 1, 2, . . . , lim
λ→∞

Sn(λ)(x; f) = f(x) ï.â. íà T1.Ïåðâûé ðåçóëüòàò äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ñ "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" áûë ïîëó÷åí â 1971 ã. Ï.Ø¼ëèíûì 8. Îí äîêà-çàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n
(λ1)
1 }, n

(λ1)
1 ∈ Z

1
0, λ1 =

1, 2, . . . , è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
2), p > 1,

lim
λ1, n2→∞

S
n
(λ1)
1 , n2

(x; f) = f(x) ï.â. íà T
2.Â 1977 ã. Ì.Êîæèìà 9 îáîáùèë ðåçóëüòàò Ï.Ø¼ëèíà, äîêàçàâ, ÷òî åñëè�óíêöèÿ f ∈ Lp(T

N), p > 1, N ≥ 2, è {n
(λj)
j }, n(λj)

j ∈ Z1
0, λj = 1, 2, . . . , j =1Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(s)}, n(s) ∈ Z1

0, íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíîé, åñëè n(1) = 1 è n(s+1)

n(s) ≥ q > 1, s =

1, 2, . . . .2A.N. Kolmogoro�. Une 
ontribution �a l'�etude de la 
onvergen
e des s�eries de Fourier // Fund. Math. 1924.V. 5. P. 96-97.3 J. Littlewood, R. Paley. Theorems on Fourier series and power series // J. Lond. Math. So
. 1931. V. 6.P. 230-233.4R.P. Gosselin. On the divergen
e of Fourier series // Pro
. Amer. Math. So
. 1958. V. 9. P. 278-282.5V. Totik. On the divergen
e of Fourier series // Publ. math., Debre
en. 1982. V. 29. � 3-4. P. 251-264.6Ñ.Â. Êîíÿãèí. Î ðàñõîäèìîñòè âñþäó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷àñòíûõ ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõðÿäîâ Ôóðüå // Òåîðèÿ �óíêöèé. Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. Òð. ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ. 2005. Ò. 11. � 2. Ñ. 112-119.7V. Lie. On the pointwise 
onvergen
e of the sequen
e of partial Fourier Sums along la
unary subsequen
es// J. Fun
t. Anal. 2012. V.263. P. 3391-3411.8 P. Sj�olin. Convergen
e almost everywhere of 
ertain singular integrals and multiple Fourier series // ArkivMatem. 1971. V. 9. � 1. P. 65-90.9M. Kojima. On the almost everywhere 
onvergen
e of re
tangular partial sums of multiple Fourier series// S
i. Repts. Kanazava Univ. 1977. V. 22. � 2. P. 163-177.3



1, . . . , N − 1, � ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî
lim

λ1, ..., λN−1, nN→∞
S
n
(λ1)
1 ,..., n

(λN−1)

N−1 , nN

(x; f) = f(x) ï.â. íà T
N .Â òîì æå 1977 ã. Ä.Ê.Ñàíàäçå, Ø.Â.Õåëàäçå 10 îáîáùèëè ðåçóëüòàòÌ.Êîæèìû íà êëàññû L(log+L)3N−2(TN). È â 2014 ã. Í.Þ.Àíòîíîâ 11 äî-êàçàë, ÷òî åñëè f ∈ L(log+ L)N−1(log+ log+L)(log+ log+ log+ log+ L)(TN), òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(λ)(x; f) ñõîäèòñÿ ï.â. íà T

N (çäåñü n(λ) = (δ1n
(λ1)
1 +

O(1), . . . , δNn
(λ1)
1 + O(1)) ∈ ZN

0 , δ1, . . . , δN - ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå÷èñëà, à n
(λ1)
1 - ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).Äàëåå, àíàëîãè÷íàÿ òåíäåíöèÿ (ò.å. óëó÷øåíèå ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ï.â."ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Sn(x; f)) áûëà îáíàðóæåíà ïðè èññëåäîâàíèè îáîáùåííîéëîêàëèçàöèè ïî÷òè âñþäó è ñëàáîé îáîáùåííîé ëîêàëèçàöèè ïî÷òè âñþäóêðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå �óíêöèé èç Lp(T

N), p > 1,N ≥ 3.3. Äàëåå, ïåðåéäåì ê âîïðîñàì ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿä è èí-òåãðàë Ôóðüå.�àññìîòðèì ðàçíîñòè (3) è (4) ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû "íîìåðîâ"
n ∈ ZN

0 è α ∈ RN
0 "÷àñòè÷íûõ ñóìì" Sn(x; f) è Jα(x; g) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèÿìè:

nj = [αj], ãäå [αj]− öåëàÿ ÷àñòü αj ∈ R
1
0, j = 1, . . . , N. (5)Ïðè N = 1 äëÿ �óíêöèè f ∈ L1(T

1) íà ëþáîì îòðåçêå, öåëèêîì ëåæàùåìâíóòðè èíòåðâàëà (−π, π), ðàçíîñòü Rα(x; f, g) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè α → ∞ 12. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå.Äëÿ êðàòíîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ïîâåäåíèè ðàçíîñòåé
Rα(x; f, g) è Rα(x; f) ïðè ñóììèðîâàíèè êàê ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, òàê è ïîêâàäðàòàì, áûëî ïðîâåäåíî È.Ë.Áëîøàíñêèì.�àâíîñóììèðóåìîñòü ñ�åðè÷åñêèõ è èíòåãðàëüíûõ ñ�åðè÷åñêèõ Áîõíåðà-�èññà áûëà èññëåäîâàíà È.Ñòåéíîì 13 (ñì. òàêæå îáçîðíûå ñòàòüè10Ä.Ê. Ñàíàäçå, Ø.Â. Õåëàäçå. Î ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå-Óîëøà // Òð.Òáèëèññê. ìàò. èí-òà ÀÍ �ðóç. ÑÑ�. 1977. Ò. 55. Ñ. 93-106.11Í.Þ. Àíòîíîâ. Î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êðàòíûõ ïðÿìîóãîëü-íûõ ñóìì Ôóðüå // XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå". VIIIìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì "�ÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ". Òåçèñû äîêëàäîâ. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âîÑÊÍÖ ÂØ ÞÔÓ. 2014. C. 7.12 À. Çèãìóíä. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ò. 2. Ì.: Ìèð, 1965.13 E. Stein. On 
ertain exponential sums arising in multiple Fourier series // Ann. Math. 1961. Ò. 73. � 1.Ñ. 87-109. 4



Á.È. �îëóáîâà 14 è Ø.À.Àëèìîâà, �. �.Àøóðîâà, À.Ê.Ïóëàòîâà 15).Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû 1966 ã. Ë.Êàðëåñîíà 16 è 1967 ã. �.Õàíòà 17, â 1975ã. È.Ë.Áëîøàíñêèé 18 äîêàçàë, ÷òî äëÿ N = 2 è p > 1 Rα(x; f, g) → 0 ïðè
α → ∞ ï.â. íà T

2. Òî÷íåå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà A. Äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x) è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R
2),

f ∈ Lp(T
2), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2,

lim
α1, α2→∞

Rα1, α2
(x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T

2;áîëåå òîãî,
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2
(x; f, g)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖g‖Lp(R2),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Òàêèì îáðàçîì, ïðè N = 2 è p > 1 òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ï.â. íà T
2 ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ïðÿìîóãîëüíè-êàì âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Â òîé æå ðàáîòå È.Ë.Áëîøàíñêèì áûëà âûÿñ-íåíà ñóùåñòâåííîñòü âèäà ñõîäèìîñòè Rα(x; f, g) è óñëîâèé N = 2, p > 1.À èìåííî, áûëè ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè f1 ∈ C(T2), òàêàÿ, ÷òî

lim
α→∞

|Rα(0; f1)| = +∞, è f2 ∈ C(TN), N > 2, òàêàÿ, ÷òî lim
α→∞

|Rα(x; f2)| = +∞âñþäó âíóòðè TN . Â êëàññå æå L1 ïðèâåäåí ïðèìåð �óíêöèè f3 òàêîé, ÷òî
lim
α→∞

|Rα(x; f3)| = +∞ â êàæäîé òî÷êå x ∈ T
N , N ≥ 2.Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ðàâíîñõîäèìîñòè ïîøëî ïî äâóì íà-ïðàâëåíèÿì. Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçíèê âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿêîíòðïðèìåðîâ (ïðè p = 1,N ≥ 2) äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì (èç ðàáîòÍ.�.Òåâçàäçå 19 è Ï.Ø¼ëèíà 8 ñëåäóåò, ÷òî äëÿN ≥ 3 è p > 1 Rα0

(x; f, g) → 0ïðè α0 → ∞ ï.â. íà T
N ). Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîíòð-14 Á.È. �îëóáîâ. Êðàòíûå ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå // Â ñá. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåðèÿ Ìàòåì.àíàëèç. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1982. Ò. 19. Ñ. 3-54.15Ø.À. Àëèìîâ, �. �. Àøóðîâ, À.Ê. Ïóëàòîâ. Êðàòíûå ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå // Â ñá. Èòîãè íàóêèè òåõíèêè. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàòåì. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1989. Ò. 42. Ñ. 7-104.16 L. Carleson. On 
onvergen
e and growth of partial sums of Fourier series // A
ta Math. 1966. V. 116.P. 135-157.17 R. Hunt. On the 
onvergen
e of Fourier series // Pro
. Conf. Edwardsville Ill. 1967, Southern IllinouisUniv. Press. Carbondale Ill. 1968. P. 235-255.18È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è èí-òåãðàë Ôóðüå // Ìàòåì. çàìåòêè. 1975. Ò. 18. � 2. Ñ. 153-168.19Í.�. Òåâçàäçå. Î ñõîäèìîñòè äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè, ñóììèðóåìîé ñ êâàäðàòîì // Ñîîáù.ÀÍ �ðóç. ÑÑ�. 1970. Ò. 58. � 2. Ñ. 277-279.8 P. Sj�olin. Convergen
e almost everywhere of 
ertain singular integrals and multiple Fourier series // ArkivMatem. 1971. V. 9. � 1. P. 65-90. 5



ïðèìåðîâ ó÷èòûâàëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷å-ðåäü, äàâàëî âîçìîæíîñòü "âàðüèðîâàòü ïåðåìåííûå" αj.Òàê, â 1976 ã. áûëà ïîñòðîåíà ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ f ∈ L1(T
2), òàêàÿ,÷òî lim

α0→∞
|Rα0

(x; f)| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ T
2 20. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûïîëíÿåòñÿçà ñ÷åò "ðàçíîé ñêîðîñòè ðàñõîäèìîñòè" äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f(x)è äâîéíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g(x), g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2, g(x) = 0âíå T2, ïî îäíèì è òåì æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {α0(k, x)}, α0(k, x) ∈ R

1,
k = 1, 2, . . . . Ïîçæå, â 1990 ã. áûëè ïîñòðîåíû äâå ñóììèðóåìûå �óíêöèè f è
g: f ∈ L1(T

N), g ∈ L1(R
N), N ≥ 2, ñîâïàäàþùèå íà TN è òàêèå, ÷òî êðàòíûéðÿä Ôóðüå �óíêöèè f íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ ï.â. íà TN ïî íåêîòîðûìïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, â òî âðåìÿ êàê êðàòíûé èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèè

g ñõîäèòñÿ ï.â. ïî òåì æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì 21.Äàëåå, ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ (êàê áûëî äîêàçàíî â ðà-áîòå 18) ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ïðè ñóììè-ðîâàíèè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì îòñóòñòâóåò äàæå äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé,òî âòîðûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ ñòàë âîïðîñ î íàõîæäåíèè "êëàññîâðàâíîñõîäèìîñòè" ïðè N ≥ 3.Òàê, â 1978 ã. È.Ë.Áëîøàíñêèì 22 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ �óíêöèé
f ∈ Hω(T3), ãäå

Hω(TN) =



f ∈ C(TN) : ω(δ, f) = sup

|x−y|<δ,

x,y∈TN

|f(x)− f(y)| = O(ω(δ))



 ,

ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0, à ω0(δ) = (log 1
δ
log log log 1

δ
)−1,

Rα(x; f) → 0 ïðè α → ∞ ï.â. íà T
3.Êëàññ �óíêöèé Hω(T2), ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0, âïåðâûå ïîÿâèëñÿ âðàáîòå Ê.È.Îñêîëêîâà 23, ãäå áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ï.â. â ýòîì êëàññåäâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå (ñóììèðóåìûõ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì).20È.Ë. Áëîøàíñêèé. �àâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ïðè ñóììèðîâàíèèïî êâàäðàòàì // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåðèÿ ìàòåì. 1976. Ò. 40. � 3. Ñ. 685-705.21È.Ë. Áëîøàíñêèé. Êðàòíûé èíòåãðàë è êðàòíûé ðÿä Ôóðüå ïðè ñóììèðîâàíèè ïî êâàäðàòàì // Ñèá.ìàòåì. æóðí. 1990. Ò. 31. � 1. Ñ. 39-52.18È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è èí-òåãðàë Ôóðüå // Ìàòåì. çàìåòêè. 1975. Ò. 18. � 2. Ñ. 153-168.22È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ñõîäèìîñòè è ëîêàëèçàöèè êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Äèññ. ... êàíä.�èç.-ìàò. íàóê. Ì.: Ì�Ó, 1978.23Ê.È. Îñêîëêîâ. Îöåíêà ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè è åå ñîïðÿæåííîé ñóììàìèÔóðüå íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåðèÿ ìàòåì. 1974. Ò. 38. � 6. Ñ. 1373�1407.6



Îäíàêî, óæå â êëàññå Hω2(T3), îïðåäåëÿåìîì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè
ω2(δ) = λ(δ) · ω1(δ), ãäå ω1(δ) =

(
log 1

δ

)−1, à ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ λ(δ) óäî-âëåòâîðÿåò (ïðè δ → +0) äâóì óñëîâèÿì: λ(δ) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê +∞è λ(δ) ·
(
log 1

δ

)−1 ñòðåìèòñÿ ê +0, ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. íå ñïðàâåäëèâà (äî-êàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà 22 îïèðàåòñÿ íà îöåíêè ðàáîòû Ì. Áàõáóõà è Å.Ì.Íèêèøèíà 24, ãäå áûëà ïîñòðîåíà �óíêöèÿ èç êëàññà Hω1(T2), ïðÿìîóãîëü-íûå ÷àñòè÷íûå ñóììû äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäÿòñÿ â êàæäîéòî÷êå êâàäðàòà [−π + ε, π − ε]2, ε > 0).Äàëåå, â 1996 ã. È.Ë. Áëîøàíñêèì, Î.Ê. Èâàíîâîé è Ò.Þ. �îñëîâîé 25áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ �óíêöèé f ∈ L(log+ L)2(T2) ðàâíîñõîäèìîñòü ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé èìååò ìåñòî, ò.å. lim
α→∞

Rα(x; f) = 0 ï.â. íà T
2.Â ýòîé æå ðàáîòå îíè äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈

L(log+ log+L)1−ε(T2), 0 < ε < 1, òàêàÿ, ÷òî lim
α→∞

|Rα(x; f)| = +∞ äëÿ ïî-÷òè âñåõ x ∈ T2.È â 1998 ã. Ò.Þ. �îñëîâà 26, âî-ïåðâûõ, óñèëèëà îòðèöàòåëüíûé ðå-çóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãî 18, äîêàçàâ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ(u) =

o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞ ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T2) òàêàÿ, ÷òî
lim
α→∞

|Rα(x; f)| = +∞ âñþäó íà T2. À, âî-âòîðûõ, îíà ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ëþ-áîé �óíêöèè f ∈ L(log+ L)(log+ log+ L)(T2) lim
α→∞

Rα(x; f) = 0 ï.â. íà T
2.4. Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ (ò.å., íàõîæäåíèÿ "êëàññîâðàâíîñõîäèìîñòè" ïðè N ≥ 3) ðåçóëüòàòû ïîñòàâèëè âîïðîñ î ñïðàâåäëèâî-ñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) ïðè äîïîëíèòåëü-íûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè f(x) è g(x) (â ÷àñòíîñòè, â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè

N ≥ 3), è äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåêòîð α.Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîïðîñîâ ñïðà-âåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèéðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèé f ∈ Lp(T
N) è g ∈ Lp(R

N), p ≥ 1, N ≥ 3,
g(x) = f(x) íà TN , â ñëó÷àå, êîãäà "ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" óêà-22È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ñõîäèìîñòè è ëîêàëèçàöèè êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Äèññ. ... êàíä.�èç.-ìàò. íàóê. Ì.: Ì�Ó, 1978.24Ì. Áàõáóõ, Å.Ì. Íèêèøèí. Î ñõîäèìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå îò íåïðåðûâíûõ �óíêöèé // Ñèá.ìàòåì. æóðí. 1973. Ò. 14. � 6. Ñ. 1189-1199.25È.Ë. Áëîøàíñêèé, Î.Ê. Èâàíîâà, Ò.Þ. �îñëîâà. Îáîáùåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ è ðàâíîñõîäèìîñòü ðàç-ëîæåíèé â äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèé èç L(log+ L)2 // Ìàòåì.çàìåòêè. 1996. Ò. 60. � 3. Ñ. 437-441.26 Ò.Þ. �îñëîâà. Îáîáùåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ è ðàâíîñõîäèìîñòü â äâîéíîé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå. Äèññ.... êàíä. �èç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÏÓ, 1998.18È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è èí-òåãðàë Ôóðüå // Ìàòåì. çàìåòêè. 1975. Ò. 18. � 2. Ñ. 153-168.7



çàííûõ ðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f) è Jα(x; g) ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò "íîìåðà"
n ∈ ZN

0 è α ∈ RN
0 , â êîòîðûõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè"ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé".Íàó÷íàÿ íîâèçíà. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿòâ ñëåäóþùåì:1. Äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà N , N ≥ 3, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå (ïî-ñòðîåíû) äâóõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f(x) è g(x) (ñîâïàäàþùèõ íà îñíîâíîìêóáå T

N), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷å-ñêèé ðÿä Ôóðüå (ñóììèðóåìûé ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì) �óíêöèè f(x) ñõîäèòñÿâ êàæäîé òî÷êå TN , â òî âðåìÿ êàê êðàòíûé èíòåãðàë Ôóðüå ("ñóììèðóåìûéïî ïðÿìîóãîëüíèêàì" ) �óíêöèè g(x) íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ â êàæäîéâíóòðåííåé òî÷êå TN .2. Äîêàçàíî, ÷òî â êëàññàõ Lp, p > 1, èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ïî-÷òè âñþäó íà T2 ðàçëîæåíèé â äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå èäâîéíîé èíòåãðàë Ôóðüå (â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì), åñ-ëè öåëî÷èñëåííûå êîìïîíåíòû nj âåêòîðà n = (n1, n2), "íîìåðà" ÷àñòè÷íîéñóììû ðÿäà, è âåùåñòâåííûå êîìïîíåíòû αj âåêòîðà α = (α1, α2), "íîìå-ðà ÷àñòè÷íîé ñóììû" èíòåãðàëà, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè: | nj − αj |≤ ̺,
j = 1, 2, ãäå ̺ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n è α.3. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ (ïîëîæèòåëüíîé ìåðû) {E},
E ⊂ T

N , N ≥ 3, ïîëó÷åí êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè (â òåðìèíàõ ñòðóêòóðû èãåîìåòðèè ìíîæåñòâà E) ðàâíîñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðàçëîæåíèé â êðàò-íûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå â êëàññàõ Lp, p > 1, â ñëó÷àå, êîãäà "ïðÿìîóãîëü-íûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé èìåþò ñîîòâåòñòâóþ-ùèå "íîìåðà" n = (n1, . . . , nN) è α = (α1, . . . , αN), â êîòîðûõ íåêîòîðûåêîìïîíåíòû nj è αj ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.4. Äëÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå ñ "âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàññàõ Lp, p > 1, N ≥ 2, íàéäåíû íåîáõî-äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà ëàêóíàðíûõ êîì-ïîíåíò â "íîìåðå ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ) ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó íà T
N .Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè�óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. �àáîòà íîñèò òåîðåòè-÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-çîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ "÷àñòè÷íûõ ñóìì" êðàòíûõòðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå.8



Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëà-äûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:Ì�Ó, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò: ñåìèíàð ïî òåîðèè�óíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà �ÀÍÁ. Ñ. Êàøèíà, ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Ñ. Â. Êîíÿãèíà, ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Á. È. �î-ëóáîâà, ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Ì. È. Äüÿ÷åíêî (2014 ã.); ñåìèíàð "Òðèãîíî-ìåòðè÷åñêèå è îðòîãîíàëüíûå ðÿäû" ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðàÌ. È. Äüÿ÷åíêî, ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Â. À. Ñêâîðöîâà, ä.�.-ì.í., ïðî�åññî-ðà Ò. Ï. Ëóêàøåíêî, ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà Ì. Ê. Ïîòàïîâà (2013 ã.);�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìå-íè À.È. �åðöåíà, ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò: ãîðîäñêîé ñåìèíàð ïîêîíñòðóêòèâíîé òåîðèè �óíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðàÌ. À. Ñêîïèíîé (2015 ã.);Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåò, �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êà�åäðûìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.�.-ì.í., ïðî�åññî-ðà È. Ë. Áëîøàíñêîãî (íåîäíîêðàòíî: 2011 � 2014 ãã.).Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòî-ðîì íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ: íà VII ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèó-ìå "�ÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ" (�îñòîâ-íà-Äîíó, 2012 ã.); íà Âîðîíåæ-ñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé èñìåæíûå ïðîáëåìû" (Âîðîíåæ, 2013 ã.); íà ×åòâ¼ðòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîí-�åðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ" , ïîñâÿùåííîé90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Ë. Ä. Êóäðÿâöåâà (Ìîñêâà, �ÓÄÍ,2013 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Kangro-100. Methods of Analysisand Algebra International 
onferen
e dedi
ated to the 
entennial of ProfessorGunnar Kangro" (Tartu, Estonia, 2013 ã.); íà 17-îé ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâ-ñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå, ïîñâÿùåííîé 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-íèÿ Â. À. Ñòåêëîâà "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè �óíêöèé è èõ ïðèëîæå-íèÿ"(Ñàðàòîâ, 2014 ã.); íà XXV Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-ëå "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷" (Âîðîíåæ, 2014 ã.); íà íàVIII ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå "�ÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ" (�îñòîâ-íà-Äîíó, 2014 ã.).Òåìàòèêà ðàáîòû ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ �14-01-00417.Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ðà-9



áîòàõ (òðè èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà.Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ Áëîøàíñêîìó È.Ë. ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî �ðà�îâûì Ä.À.ñàìîñòîÿòåëüíî.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 147 ñòðàíèö,ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 36 íàèìåíîâàíèé.ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñà-ìè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ñ "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõñóìì" , à òàêæå âîïðîñàìè ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèéâ êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ïðè ñóììèðîâàíèèêàê ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, òàê è ïî êâàäðàòàì, è ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëèðîâêèðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè.�ëàâà I íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà î ðàâíîñõî-äèìîñòè íà TN ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå �óíêöèé f ∈ Lp(T
N) è g ∈ Lp(R

N), p > 1, N ≥ 2, g(x) = f(x) íà
TN , â ñëó÷àå, êîãäà "÷àñòè÷íûå ñóììû" óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f)è Jα(x; g) ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò "íîìåðà" n ∈ Z

N
0 è α ∈ R

N
0 , â êîòîðûõíåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè "ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé".Â § 1.1 ãëàâû I ìû ðàññìàòðèâàåì ïîâåäåíèå ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) =

Sn(x; f)− Jα(x; g) (3), (4) ïðè N ≥ 2, êîãäà êîìïîíåíòû nj âåêòîðà n ∈ ZN
0 èêîìïîíåíòû αj âåêòîðà α ∈ RN

0 ñâÿçàíû áîëåå øèðîêèì ñîîòíîøåíèåì, ÷åì(5), à èìåííî:
| αj − nj |≤ ̺, j = 1, . . . , N, (6)ãäå ̺ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n è α.Òàêæå â äàííîì ïàðàãðà�å ìû èññëåäóåì âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîì ïîâå-äåíèè ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g) è

RSn+m(x; f) = Sn+m(x; f)− Sn(x; f), n, m ∈ Z
N
0 . (7)Íà ïåðâûé âçãëÿä, îáå ýòè ðàçíîñòè äîëæíû "âåñòè ñåáÿ â ïðåäåëüíîìñëó÷àå" (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà α → ∞ è n → ∞, à ïàðàìåòð m îãðàíè÷åí) îäè-íàêîâî (ò.ê. èìåþò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî "îñîáåííîñòåé" ), íî ýòî îêàçàëîñüíå òàê. 10



Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà I.I. Äëÿ ëþáîãî α = (α1, α2), α ∈ R
2
0, óäîâëåòâîðÿþùåãîóñëîâèþ (6), è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x) è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R

2),
f ∈ Lp(T

2), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2,

lim
α1, α2→∞

Rα1, α2
(x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T

2;áîëåå òîãî,
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2
(x; f, g)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖g‖Lp(R2),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.�åçóëüòàò òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå â êëàññàõ Lp, p >

1, ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû nj è αj âåêòîðîâ n è αñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (6).Ýêâèâàëåíòíûì òåîðåìå I.I ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà I.I ′. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},

m(n) ∈ Z
2
0, n ∈ Z

2
0, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T

2), p > 1,

lim
n→∞

RSn+m(n)(x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T
2. 27�åçóëüòàò, ñ�îðìóëèðîâàííûé â âèäå òåîðåìû I.I ′, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå �óíêöèé èç Lp, p > 1,èìååò ìåñòî ñâîéñòâî "ïî÷òè �óíäàìåíòàëüíîñòè" .Çàìå÷àíèå 1. Ïîä ýêâèâàëåíòíîñòüþ òåîðåì I.I è I.I ′ ìû ïîäðàçóìåâàåì,÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû I.I ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû I.I ′, àèç ðåçóëüòàòà òåîðåìû I.I ′ (ïëþñ ðåçóëüòàò òåîðåìû À) ñëåäóåò ðåçóëüòàòòåîðåìû I.I.Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðàçíîñòåé RSn+m(x; f) è Rα(x; f)ïðè N ≥ 3. Êàê îêàçàëîñü, íà÷èíàÿ ñ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, óêàçàííûå ðàç-íîñòè íå ýêâèâàëåíòíû. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Äëÿðàçíîñòè RSn+m(x; f) èìååò ìåñòîÒåîðåìà I.II. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},

m(n) ∈ Z2
0, n = (n1, n2) ∈ Z2

0, äëÿ ëþáûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé {n
(λj)
j }, n

(λj)
j ∈ Z

1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 3, . . . , N, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè27 Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ï.â. äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå.11



f ∈ Lp(T
N), p > 1, N ≥ 3, ïî÷òè âñþäó íà TN

lim
n1, n2, λ3, ...,λN→∞

RS
n1+m1(n), n2+m2(n), n

(λ3)
3 , ...,n

(λN )
N

(x; f) = 0.Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ðàçíîñòè Rα(x; f) ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,êîòîðûé óòî÷íÿåò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãî 18.Òåîðåìà I.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C(TN), N ≥ 3, òàêàÿ, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α
(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R
1
0,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, j = 3, . . . , N,

lim
n1, n2, ν3, ..., νN→∞

|R
n1, n2, α

(ν3)
3 , ..., α

(νN )

N

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T
N .�åçóëüòàò òåîðåìû I.III, ñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñîâ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëî-æåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå (êîòîðûå ìû èññëåäóåì â íàñòîÿùåéðàáîòå), ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê òîëüêî ìû îñòàâëÿåì äâå êîìïîíåíòû âåêòîðà

n (à çíà÷èò è âåêòîðà α) "ñâîáîäíûìè" (ò.å., â ÷àñòíîñòè, íå ÿâëÿþùèìè-ñÿ ýëåìåíòàìè íèêàêèõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), òî êëàññ C(TN),
N ≥ 3, óæå íå åñòü "êëàññ ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â." óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé.Â § 1.2 ãëàâû I íàìè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòèðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà íå áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû ââåêòîðå α îñòàåòñÿ "ñâîáîäíîé".Äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü {n(κ)}, n(κ) ∈ Z1

0, κ = 1, 2, . . . , � ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, è ïóñòü ̺ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(κ)}, α(κ) ∈ R
1
0, κ = 1,

2, . . . , áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñ-ëè [α(κ)] = n(κ), κ = 1, 2, . . . (çäåñü [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ξ ∈ R
1), è îáîáùåííîéâåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè

| α(κ) − n(κ) |≤ ̺, κ = 1, 2, . . . . (8)Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, . . . , N} è k ∈ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Jk = {j1, ..., jk}, js < jl ïðè s < l, è (â ñëó÷àå k < N) M \ Jk =

{m1, . . . , mN−k}, ms < ml ïðè s < l, � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
M . Ïóñòü ν = ν(Jk) = (νj1, . . . , νjk) ∈ Zk

0, js ∈ Jk, s = 1, . . . , k. Ñèìâîëîì
n(ν) = n(ν)[Jk] = (n1, . . . , nN) ∈ Z

N
0 îáîçíà÷èì N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî18È.Ë. Áëîøàíñêèé. Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå è èí-òåãðàë Ôóðüå // Ìàòåì. çàìåòêè. 1975. Ò. 18. � 2. Ñ. 153-168.12



êîìïîíåíòû nj ñ íîìåðàìè j = js, s = 1, . . . , k, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòî-ðûõ (îäíîêðàòíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ÷èñåë (ïðè j ∈ Jk : nj = n
(νj)
j è n

(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞). Â ÷àñòíîñòè, ñèì-âîëîì n(λ) = n(λ)[Jk] ∈ Z

N
0 (ãäå λ = λ(Jk) = (λj1, . . . , λjk) ∈ Z

k
0, js ∈ Jk,

s = 1, . . . , k) áóäåì îáîçíà÷àòü N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû nj,
j ∈ Jk, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé, à ñèìâîëîì α(λ) = α(λ)[Jk] = (α1, . . . , αN) ∈ RN

0 îáîçíà÷èì
N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû αj , j ∈ Jk, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-ìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) îáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(λ)[Jk](x; f)è Jα(λ)[Jk](x; g) áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâà-òåëüíîñòÿìè ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ðÿäà Ôóðüå è èíòåãðàëà Ôó-ðüå.Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÒåîðåìà I.IV. Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂ M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x)è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R

N), f ∈ Lp(T
N), p > 1, g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN ,åñëè ÷èñëà αj ∈ R

1
0 è nj ∈ Z

1
0, j ∈ M \ JN−1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6),òî

lim
λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Rα(λ)[JN−1](x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T
N ;áîëåå òîãî,

∥∥∥∥∥∥∥
sup

λj>0, j∈JN−1,

αj>0, j∈M\JN−1

|Rα(λ)[JN−1](x; f, g)|

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p)‖g‖Lp(RN ),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Ñëåäñòâèå (òåîðåìû I.IV). Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂ M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
N), p > 1,

lim
λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Jα(λ)[JN−1](x; g) = g(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ T
N .�åçóëüòàò òåîðåìû I.IV (äëÿ N ≥ 3) îêàçàëñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå ýêâèâà-ëåíòåí ðåçóëüòàòó òåîðåìû I.I (äëÿN = 2), ò.å. ëàêóíàðíîñòü N−1 êîìïîíåí-òû âN -ìåðíîì âåêòîðå α ðàçíîñòè Rα(x; f, g) (òåîðåìà I.IV) "çàìåíÿåò" îäíóñâîáîäíóþ êîìïîíåíòó â äâóìåðíîì âåêòîðå (α1, α2) ðàçíîñòè Rα1, α2

(x; f, g)(òåîðåìà I.I). Â òàêîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó ñòîèò âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè13



ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) ïðè N ≥ 3 ëèáî â áî-ëåå "óçêèõ êëàññàõ" , ÷åì C(TN), ëèáî â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè äîïîëíèòåëü-íûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè f(x) è g(x), íî óæå â ñëó÷àå, êîãäà äâå èëè áîëååêîìïîíåíò âåêòîðà α ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòÿìè.Â § 1.3 ãëàâû I íàìè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ïðîäâèæåíèå â ïåðâîì íàïðàâëå-íèè äàííîãî âîïðîñà. Îáîçíà÷èì
Hω∗

(T3) =

{
f ∈ C(T3) :

ω∗(δ, f) = sup
(x2−y2)

2+(x3−y3)
2<δ2,

xj , yj∈T1, j=1,2,3

|f(x1, x2, x3)− f(x1, y2, y3)| = O(ω(δ))

}
,çäåñü ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0 (î÷åâèäíî, ÷òî Hω(T3) ⊂ Hω∗

(T3)).Òåîðåìà I.V. Äëÿ J1 = {1} è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Hω∗

(T3) ïðè óñëî-âèè, ÷òî αj ∈ R1
0 è nj ∈ Z1

0, j ∈ M \ J1, óäîâëåòâîðÿþò (6),
lim

λj→∞, j∈J1,

αj→∞, j∈M\J1

Rα(λ)[J1](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T
3;áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ = ρ(f) ∈ R1

16 òàêîå, ÷òî
∥∥∥∥∥ sup
α(λ)[J1]∈R3

ρ

|Rα(λ)[J1](x; f)|

∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
, p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f(x).È, íàêîíåö, â § 1.4 ãëàâû I íàìè äîêàçàíà òåîðåìà (êîòîðàÿ îáîáùàåò îò-ðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò Ò.Þ. �îñëîâîé 26), î òîì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àåðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) áóäåò îòñóòñòâîâàòü âêëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞) � ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäî-âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u → ∞.Òåîðåìà I.VI. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, èäëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α

(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0, α(νj)

j →

∞ ïðè νj → ∞, j = 1, 2, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T2) òàêàÿ, ÷òî
lim

ν1, ν2→∞
|R

α
(ν1)
1 , α

(ν2)
2

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T
2 28.26 Ò.Þ. �îñëîâà. Îáîáùåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ è ðàâíîñõîäèìîñòü â äâîéíîé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå. Äèññ.... êàíä. �èç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÏÓ, 1998.28 Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α

(νj)
j } ìîæåò áûòü ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.14



Â ãëàâå II íàìè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ïðîäâèæåíèå âî âòîðîì íàïðàâëå-íèè èññëåäîâàíèÿ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå � ïîèñêå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà �óíêöèè f(x) è g(x) èç êëàññîâ
Lp, p > 1, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè èññëåäóåìûõ ðàçëîæåíèé.È â êà÷åñòâå òàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìû ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî íóëþ�óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåííîãî âèäà.Â § 2.1 ãëàâû II ìû îïèñûâàåì êëàññ "ñàìûõ ïðîñòûõ" ìíîæåñòâ, íà êî-òîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) âêëàññàõ Lp, p > 1, N ≥ 3, â ñëó÷àå, êîãäà "÷àñòè÷íûå ñóììû" óêàçàííûõðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f) è Jα(x; g), èìåþò "íîìåðà" n ∈ ZN

0 è α ∈ RN
0 , âêîòîðûõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè "ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé".Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.�àçëîæèì ïðîñòðàíñòâî RN íà ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ R[Jk] è R[M \

Jk], ãäå R[Jk] = {x = (x1, . . . , xN) ∈ RN : xj = 0 ïðè j ∈ M \ Jk}. Îáîçíà÷èìòàêæå T[Jk] = {x ∈ R[Jk] : −π ≤ xj < π ïðè j ∈ Jk}. Î÷åâèäíî, ÷òî
R[JN ] = RN , à T[JN ] = TN .Ïóñòü Ω, Ω ⊂ TN , N ≥ 2, � ïðîèçâîëüíîå (íåïóñòîå) îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Ω íàïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂ M .Ïîëîæèì

W [J2] = Ω[J2]× T[M \ J2], J2 ⊂ M 29. (9)Ìíîæåñòâà W [J2] áóäåì íàçûâàòü "N -ìåðíûìè áðóñêàìè". Äàëåå, äëÿ ëþáî-ãî Jk, 0 ≤ k ≤ N − 2, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî
W = W (Jk) = W (Ω, Jk) =

⋃

J2⊂M\Jk

W [J2] (10)è ìíîæåñòâî
W 0 = W 0(Jk) = W 0(Ω, Jk) =

⋂

J2⊂M\Jk

W [J2]. (11)Â § 2.1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.29 Ïðè ýòîì ëþáîé âåêòîð z = (z1, . . . , z2N ) ∈ A×B , ãäå A ⊂ R[Jk], à B ⊂ R[M \Jk], ìû îòîæäåñòâëÿåìñ âåêòîðîì x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN ïî �îðìóëå
xs =

{
zs ïðè s ∈ Jk,

zN+s ïðè s ∈ M \ Jk.. 15



Òåîðåìà II.I. Äëÿ ëþáîãî Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W 0.�åçóëüòàò òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôó-ðüå 
 "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ðàâíîñõîäè-ìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè N ≥ 3áóäåò ñïðàâåäëèâà íà ìíîæåñòâå W 0 = W 0(Jk) âèäà (11) ïðè óñëîâèè ðàâåí-ñòâà íóëþ �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå W = W (Jk) âèäà (10).Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè â òåîðåìå II.I äîáèòüñÿ ðàâíî-ñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) íà âñåì ìíîæåñòâå W (Jk).Åñëè ïðè N ≥ 3 âåëè÷èíà k = N − 2, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååÑëåäñòâèå (òåîðåìû II.I). Ïðè N ≥ 3 äëÿ ëþáîãî JN−2 ⊂ M è äëÿëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞, j∈JN−2,

αj→∞, j∈M\JN−2

Rα(λ)[JN−2](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W.Åñëè æå ïðè N ≥ 4 âåëè÷èíà k ìåíüøå N − 2, òî óñèëèòü òåîðåìó II.I,óñòàíîâèâ ðàâíîñõîäèìîñòü íà âñåì W (Jk), íåëüçÿ, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþ-ùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà II.II. Ïóñòü N ≥ 4 è Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 3, òîãäà ñóùåñòâó-þò ìíîæåñòâî W = W (Jk) âèäà (10) è �óíêöèÿ f ∈ L∞(TN) òàêèå, ÷òî
f(x) = 0 íà W è äëÿ ëþáûõ k âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α

(νj)
j },

j ∈ Jk, α(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà T
N \W 0.Â § 2.2 ãëàâû II íàìè äîêàçàí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìàII.I íå ìîæåò áûòü óñèëåíà â ïëàíå îòêàçà îò ðàâåíñòâà íóëþ �óíêöèè g(x)âíå TN .Tåîðåìà II.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g(x), g ∈ C(R3), g(x) = 0 ïðè x ∈

T
3, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α

(ν3)
3 }, α(ν3)

3 ∈ R
1
0, α(ν3)

3 → ∞ïðè ν3 → ∞,
lim

α1, α2, ν3→∞
|R

α1, α2, α
(ν3)
3

(x; 0, g)| = +∞ âñþäó âíóòðè T
3.
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû II.III èìååì:Ñëåäñòâèå (òåîðåìû II.III). Äëÿ ëþáîãî N ≥ 3 ñóùåñòâóþò �óíêöèè
g(x) è f(x), g ∈ C(RN ), f ∈ C(TN), g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN , òàêèå, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α

(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0, α(νj)

j → ∞ ïðè
νj → ∞, j = 3, . . . , N,

1. lim
n→∞

Sn(x; f) = f(x) â êàæäîé òî÷êå T
N ,à

2. lim
α1, α2, ν3, ..., νN→∞

|J
α1, α2, α

(ν3)
3 ,..., α

(νN )
N

(x; g)| = +∞ âñþäó âíóòðè T
N .Çàìå÷àíèå 2. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû I.III íåïîñðåä-ñòâåííî ñëåäóåò èç äàííîãî ñëåäñòâèÿ.Â ãëàâå III äèññåðòàöèè â òåðìèíàõ ñâîéñòâà B(Jk)

2 íàìè äîêàçàí êðèòåðèéñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàñ-ñàõ Lp, p > 1, íà ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâàõ TN ïîëîæèòåëüíîé ìåðû(óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà).Òàêæå â äàííîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàé-äåííàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â.ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâà-òåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàññàõ Lp, p > 1, ïåðåñòà¼ò "ðàáîòàòü" âêëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u → ∞.È.Ë. Áëîøàíñêèì è Î.Â. Ëè�àíöåâîé 30 áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A ⊂ T
N , Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3.

1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 , åñëèíàéäåòñÿ ìíîæåñòâî W = W (Jk) âèäà (10) òàêîå, ÷òî µ(W \ A) = 0,ïðè÷åì ñâîéñòâî B

(Jk)
2 åñòü ñâîéñòâî B

(Jk)
2 (W 0), åñëè W = W (W 0, Jk).

2. Ñâîéñòâî B
(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûìñâîéñòâîì B

(Jk)
2 ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W̃ 0 = W̃ 0(Jk)âèäà (11) òàêîãî, ÷òî µ(W̃ 0\W 0) > 0, ìíîæåñòâî A íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì

B
(Jk)
2 (W̃ 0).30È.Ë. Áëîøàíñêèé, Î.Â. Ëè�àíöåâà. Êðèòåðèé ñëàáîé îáîáùåííîé ëîêàëèçàöèè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâÔóðüå, ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè// Äîêë. �ÀÍ. 2008. Ò. 423. � 4. Ñ. 439-442. 17



Äàëåå, ïóñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ TN , 0 < µA < (2π)N , N ≥ 3,óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà ãðàíèöó:
µ(B \ intB) = 0; (12)

µ2Fr pr(J2){intB} = 0, J2 ⊂ M \ Jk, (13)çäåñü B = T
N \ A, Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, µ2 � ìåðà íà ïëîñêîñòè (intP �ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê, P � çàìûêàíèå è FrP � ãðàíèöà ìíîæåñòâà

P ).Òåîðåìà III.I. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, A ⊂

TN , N ≥ 3, 0 < µA < (2π)N , è ïóñòü Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî W 0 = W 0(Jk) âèäà (11) òàêîå, ÷òîìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 (W 0), òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈

Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà A,

lim
λj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà W 0.Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (12), (13),òîãäà2. Åñëè ñâîéñòâî B(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñâîé-ñòâîì B

(Jk)
2 , òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f1 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f1(x) = 0 íà

A è äëÿ ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α
(νj)
j }, j ∈ Jk,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f1)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà T
N \W 0.3. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî A âîîáùå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 ,òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f2 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f2(x) = 0 íà A è äëÿëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α

(νj)
j }, j ∈ Jk, α(νj)

j →

∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f2)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà T
N .�åçóëüòàò òåîðåìû III.I ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ N − 2,ñïðàâåäëèâîñòü èëè íåñïðàâåäëèâîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé âêðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå (â ñëó÷àå "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè÷àñòè÷íûõ ñóìì" ) â êëàññàõ Lp, p > 1, íà ìíîæåñòâå A ⊂ T

N îïðåäåëÿåòñÿ18



ñòðóêòóðîé è ãåîìåòðèåé ìíîæåñòâà A, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèñûâà-þòñÿ ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 , ãäå âåëè÷èíà k � ýòî ÷èñëî "ëàêóíàðíûõ êîìïîíåíò"âåêòîðà α = (α1, . . . , αN) ∈ RN

0 ("íîìåðà" Rα(x; f)).Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû óìåíüøèì ÷èñëî "ñâîáîäíûõ" êîìïîíåíò â âåêòî-ðå α = α(λ)[Jk] (ñâåäÿ èõ êîëè÷åñòâî äî åäèíèöû, à îñòàëüíûå êîìïîíåí-òû åñòåñòâåííî îñòàâèâ ëàêóíàðíûìè), òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû I.IV, äëÿñïðàâåäëèâîñòè íà ìíîæåñòâå A ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàç-ëîæåíèé) â êëàññàõ Lp, p > 1, îò ìíîæåñòâà A óæå íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõîãðàíè÷åíèé (â ïëàíå ñòðóêòóðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê), êðîìå èç-ìåðèìîñòè.Íàêîíåö, â § 3.3 ãëàâû III íàìè äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òîðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå â êëàññå Φ(L),ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u → ∞, íà ìíîæåñòâàõ W 0(Jk) âèäà (11)ïðè óñëîâèè, ÷òî f(x) = 0 íà ìíîæåñòâå W (Jk) âèäà (10), ñïðàâåäëèâà íåáóäåò. Òî÷íåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà III.II. Ïóñòü N ≥ 3 è Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, òî-ãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (10) è �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(TN),
Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, òàêèå, ÷òî f(x) = 0 íà W (Jk), è äëÿëþáûõ k âîçðàñòàþùèõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α

(νj)
j }, j ∈ Jk,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà T
N .Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîê-òîðó �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó Áëîøàíñêîìó Èãîðþ Ëåîíè-äîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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