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4ÂÂÅÄÅÍÈÅ1. �àññìîòðèì N -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RN , ýëåìåíòû êîòîðîãîáóäåì îáîçíà÷àòü x = (x1, . . . , xN), è ïîëîæèì (nx) = n1x1 + · · · + nNxN ,
|x| = (x21 + · · ·+ x2N)

1/2.Ââåäåì ìíîæåñòâî RN
σ = {(x1, . . . , xN) ∈ RN : xj ≥ σ, j = 1, . . . , N}, σ ∈

R1, è ìíîæåñòâî ZN ⊂ RN âñåõ âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.Ïîëîæèì ZN
σ = RN

σ ∩ ZN .Ïóñòü Φ: [0,∞) → [0,∞) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ. ×åðåç Φ(L)(TN) îáî-çíà÷èì ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ íà TN = {x ∈ RN : − π ≤ xj < π, j =

1, . . . , N} �óíêöèé f òàêèõ, ÷òî
∫

TN

Φ(|f(x)|)dx <∞,à ÷åðåç Φ(L)(RN) � ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ íà RN �óíêöèé g òàêèõ, ÷òî
∫

RN

Φ(|g(x)|)dx <∞.Åñëè Φ(u) = up, p ≥ 1, òî îáîçíà÷èì Φ(L) = Lp; åñëè Φ(u) = u log+ u, ãäå
log+ u = logmax{1, u}, òî Φ(L) = L log+ L.Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ (ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(TN)ðàçëîæåíà â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå:

f(x) ∼
∑

k∈ZN

cke
i(kx).Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà n = (n1, . . . , nN) ∈ ZN

0 ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà
Sn(x; f) =

∑

|k1|≤n1

· · ·
∑

|kN |≤nN

cke
i(kx), (0.1)



5÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sn0
(x; f),êîãäà n1 = · · · = nN = n0.Ïóñòü �óíêöèÿ g ∈ Φ(L)(RN) ðàçëîæåíà â êðàòíûé èíòåãðàë Ôóðüå:

g(x) ∼

∫

RN

ĝ(ξ)ei(ξx)dξ.Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α = (α1, . . . , αN) ∈ RN
0 ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé èí-òåãðàë Ôóðüå

Jα(x; g) =
1

(2π)N

α1∫

−α1

. . .

αN∫

−αN

ĝ(ξ)ei(ξx)dξ1 . . . dξN . (0.2)×àñòíûì ñëó÷àåì "ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû" (0.2) ÿâëÿåòñÿ "êóáè-÷åñêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà" Jα0
(x; g), êîãäà α1 = · · · = αN = α0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rα(x; f, g)ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü:

Rα(x; f, g) = Rα, n(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g), (0.3)è ñèìâîëîì Rα(x; f) ðàçíîñòü
Rα(x; f) = Rα, n(x; f) = Sn(x; f)− Jα(x; g), åñëè g(x) = 0 âíå TN . (0.4)Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðàçíîñòåé (0.3) è (0.4) ïðè α → ∞ (ò.å.

min
1≤j≤N

αj → ∞) â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè �óíêöèé f(x) è g(x), à òàêæå îòîãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà êîìïîíåíòû n1, . . . , nN è α1, . . . , αN âåêòî-ðîâ n è α, â ÷àñòíîñòè, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûå èçêîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè (îäíîêðàòíûõ) "ëàêóíàðíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé" .2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â êëàññàõ Lp, p > 1, íåêîòîðûå ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå îáëàäàþò ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè ñõîäèìî-ñòè ïî÷òè âñþäó (ï.â.) ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Sn(x; f),



6íàïðèìåð, òå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà n ÿâ-ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(s)}, n(s) ∈ Z1
0, íàçûâàåòñÿ ëà-êóíàðíîé, åñëè n(1) = 1 è n(s+1)

n(s) ≥ q > 1, s = 1, 2, . . . .Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå À.Í.Êîëìîãîðîâûì åù¼ â 1922 ã. â ðàáîòå [1℄ áû-ëî óñòàíîâëåíî: äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L2(T
1) lim

λ→∞
Sn(λ)(x; f) = f(x) ï.â.íà T1, ãäå {n(λ)}, n(λ) ∈ Z1

0, λ = 1, 2, . . . , � ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò À.Í.Êîëìîãîðîâà áûë ðàñïðîñòðàíåí â 1931 ã.Äæ.Ëèòòëâóäîì è �.Ïýëè [2℄ íà êëàññû Lp(T
1), p > 1. Ïîçæå �. �îññåëèíîì[3℄ è Â.Òîòèêîì [4℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â L1(T

1) ýòîò ðåçóëüòàò íåâå-ðåí. Äàëåå, â 2005 ã. Ñ.Â.Êîíÿãèí [5℄, âî-ïåðâûõ, ïîêàçàë, ÷òî ïîëîæèòåëü-íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L(log+ L)(T1). 1 À âî-âòîðûõ, îí óñèëèë îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò Â.Òîòèêà [4℄, äîêàçàâ, ÷òî äëÿëþáîé �óíêöèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, è äëÿ ëþáîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè {n(ν)}, n(ν) ∈ Z1
0, n(ν) → ∞ ïðè ν → ∞, ñóùåñòâóåò �óíê-öèÿ f ∈ Φ(L)(T1), äëÿ êîòîðîé lim

ν→∞
|Sn(ν)(x; f)| = +∞ âñþäó íà T1. Çà-òåì â 2012 ã. â ðàáîòå Â.Ëè [7℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè

f ∈ L(log+ log+ L)(log+ log+ log+ L)(T1) è äëÿ ëþáîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè {n(λ)}, n(λ) ∈ Z1
0, λ = 1, 2, . . . , lim

λ→∞
Sn(λ)(x; f) = f(x) ï.â. íà T1.Ïåðâûé ðåçóëüòàò äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ñ "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" áûë ïîëó÷åí â 1971 ã. Ï.Ø¼ëèíûì â ðàáî-òå [8℄, ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè1 Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î òîì, äîñòàòî÷íî ëè óñëîâèå f ∈ L(log+ L)(T1) äëÿ ñõîäèìîñòè ï.â. òðèãîíî-ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f íà T1 (ïî âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íàèáîëååîáùèé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò (äëÿ ñõîäèìîñòè ï.â. òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f ïîâñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ïðèíàäëåæèò Í.Þ.Àíòîíîâó [6℄: åñëè f ∈ L(log+ L)(log+ log+ log+ L)(T1), òîòðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f ñõîäèòñÿ ï.â. íà T1.
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{n(λ1)

1 }, n(λ1)
1 ∈ Z1

0, λ1 = 1, 2, . . . , è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
2), p > 1,

lim
λ1, n2→∞

S
n
(λ1)
1 , n2

(x; f) = f(x) ï.â. íà T2.Â 1977 ã. Ì.Êîæèìà â ðàáîòå [11℄ îáîáùèë ðåçóëüòàò Ï.Ø¼ëèíà, äîêàçàâ,÷òî åñëè �óíêöèÿ f ∈ Lp(T
N), p > 1, N ≥ 2, è {n(λj)

j }, n(λj)
j ∈ Z1

0, λj =

1, 2, . . . , j = 1, . . . , N − 1, � ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî
lim

λ1, ..., λN−1, nN→∞
S
n
(λ1)
1 ,..., n

(λN−1)

N−1 , nN

(x; f) = f(x) ï.â. íà TN . 2Äàëåå, àíàëîãè÷íàÿ òåíäåíöèÿ (ò.å. óëó÷øåíèå ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ï.â."ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Sn(x; f)) áûëà îáíàðóæåíà ïðè èññëåäîâàíèè îáîáùåí-íîé ëîêàëèçàöèè ïî÷òè âñþäó (ÎË) è ñëàáîé îáîáùåííîé ëîêàëèçàöèè ïî-÷òè âñþäó (ÑÎË) 3 êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå �óíêöèé èç
Lp(T

N), p > 1, N ≥ 3.Òàê, È.Ë.Áëîøàíñêèì è Î.Â.Ëè�àíöåâîé áûëî ïîêàçàíî (ñì., íàïðè-ìåð, [12℄, [13℄ èëè [14℄), ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà âñå êîìïîíåíòû"íîìåðà" n ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn(x; f) "ñâîáîäíû" (ñì., â÷àñòíîñòè, [15℄), â ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(x; f)êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå èìåþò "íîìåð" n, â êîòîðîì íåêî-òîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé, ìû ïîëó÷àåì "óâåëè÷åíèå" ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ðÿä ñòàêîé "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ñõîäèòñÿ, ñ îä-2 Â 1977 ã. Ä.Ê.Ñàíàäçå, Ø.Â.Õåëàäçå [9℄ îáîáùèëè ðåçóëüòàò Ì.Êîæèìû [11℄íà êëàññû L(log+ L)3N−2(TN ). È â 2014 ã. Í.Þ.Àíòîíîâ [10℄ äîêàçàë, ÷òî åñëè f ∈
L(log+ L)N−1(log+ log+ L)(log+ log+ log+ log+ L)(TN ), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(λ)(x; f) ñõîäèòñÿ ï.â.íà TN (çäåñü n(λ) = (δ1n

(λ1)
1 + O(1), . . . , δNn

(λ1)
1 + O(1)) ∈ ZN

0 , δ1, . . . , δN - ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå÷èñëà, à n
(λ1)
1 - ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).3 Äàííûå ïîíÿòèÿ îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ êðàòíîãî ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f , ðàâíîé íóëþ íà ìíîæåñòâå A,

µA > 0 (µ � N -ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà), èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ï.â. ëèáî íà âñåì ìíîæåñòâå A(ÎË), ëèáî íà êàêèõ-ëèáî åãî ïîäìíîæåñòâàõ A1 ⊂ A, µA1 > 0 (ÑÎË).



8íîâðåìåííûì "óìåíüøåíèåì" ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì íåîáõîäèìî ðàâåíñòâîíóëþ �óíêöèè f (ïðè N = 3 ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ ÎË, ïðè N > 3 � ÑÎË).Çàìåòèì, ÷òî íè ðåçóëüòàò Ì.Êîæèìû, íè ðåçóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãîè Î.Â. Ëè�àíöåâîé "ñóùåñòâåííî óñèëåíû" áûòü íå ìîãóò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ(ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ñëîæíîñòè) äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ èñïîëüçóåòñÿ�óíêöèÿ ×.Ôå��åðìàíà èç ðàáîòû [16℄. 43. Äàëåå, ïåðåéäåì ê âîïðîñàì ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿä è èí-òåãðàë Ôóðüå.�àññìîòðèì ðàçíîñòè (0.3) è (0.4) ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû "íîìåðîâ"
n ∈ ZN

0 è α ∈ RN
0 "÷àñòè÷íûõ ñóìì" Sn(x; f) è Jα(x; g) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèÿìè:

nj = [αj], ãäå [αj]− öåëàÿ ÷àñòü αj ∈ R1
0, j = 1, . . . , N. (0.5)Ïðè N = 1 äëÿ �óíêöèè f ∈ L1(T

1) íà ëþáîì îòðåçêå, öåëèêîì ëåæàùåìâíóòðè èíòåðâàëà (−π, π), ðàçíîñòü Rα(x; f, g) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè α→ ∞ (ñì. [17, . 362-364℄). Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååòìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿäè èíòåãðàë Ôóðüå.Äëÿ êðàòíîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ïîâåäåíèè ðàçíîñòåé
Rα(x; f, g) è Rα(x; f) ïðè ñóììèðîâàíèè êàê ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, òàê è ïîêâàäðàòàì, áûëî ïðîâåäåíî È.Ë.Áëîøàíñêèì. 5Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû 1966 ã. Ë.Êàðëåñîíà [21℄ è 1967 ã. �.Õàíòà [22℄,â 1975 ã. â ðàáîòå [23℄ È.Ë.Áëîøàíñêèé äîêàçàë, ÷òî äëÿ N = 2 è p > 1

Rα(x; f, g) → 0 ïðè α → ∞ ï.â. íà T2. Òî÷íåå (ñì. [23, òåîðåìà 4℄) áûëà4 Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, äâîéíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé (ïðè ñóììèðîâàíèè ïîïðÿìîóãîëüíèêàì) íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ âñþäó âíóòðè T2.5 �àâíîñóììèðóåìîñòü ñ�åðè÷åñêèõ è èíòåãðàëüíûõ ñ�åðè÷åñêèõ Áîõíåðà-�èññà áûëà èññëåäîâà-íà È.Ñòåéíîì [18℄ (ñì. òàêæå îáçîðíûå ñòàòüè Á.È. �îëóáîâà [19℄ è Ø.À.Àëèìîâà, �. �.Àøóðîâà,À.Ê.Ïóëàòîâà [20℄).



9äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà A. Äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x) è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R
2),

f ∈ Lp(T
2), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2,

lim
α1, α2→∞

Rα1, α2
(x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T2;áîëåå òîãî,

∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2
(x; f, g)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖g‖Lp(R2),ãäå êîíñòàíòà C(p) 6 íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Òàêèì îáðàçîì, ïðè N = 2 è p > 1 òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ï.â. íà T2 ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ïðÿìîóãîëüíèêàìâåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Â òîé æå ðàáîòå [23℄ áûëà âûÿñíåíà ñóùåñòâåííîñòüâèäà ñõîäèìîñòè Rα(x; f, g) è óñëîâèé N = 2, p > 1. À èìåííî, áûëè ïî-ñòðîåíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè f1 ∈ C(T2), òàêàÿ, ÷òî lim
α→∞

|Rα(0; f1)| = +∞,è f2 ∈ C(TN), N > 2, òàêàÿ, ÷òî lim
α→∞

|Rα(x; f2)| = +∞ âñþäó âíóòðè TN( [23, òåîðåìà 7℄). Â êëàññå æå L1 ïðèâåäåí ïðèìåð �óíêöèè f3 òàêîé, ÷òî
lim
α→∞

|Rα(x; f3)| = +∞ â êàæäîé òî÷êå x ∈ TN , N ≥ 2 ( [23, òåîðåìà 6℄).Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ðàâíîñõîäèìîñòè ïîøëî ïî äâóì íà-ïðàâëåíèÿì. Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçíèê âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿêîíòðïðèìåðîâ (ïðè p = 1, N ≥ 2) äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì. 7 Ýòîáûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðîâ â ðàáîòå [23℄ ó÷è-òûâàëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàâàëîâîçìîæíîñòü "âàðüèðîâàòü ïåðåìåííûå" αj . Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñóììèðî-âàíèÿ ïî êâàäðàòàì ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðîâ îêàçàëîñü ñóùåñòâåííî áîëååñëîæíûì.6 Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C, C(p), C(δ), C(p, δ) áóäåì îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå.7 Èç ðàáîò Í.�.Òåâçàäçå [24℄ è Ï.Ø¼ëèíà [8℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ N ≥ 3 è p > 1 Rα0(x; f, g) → 0 ïðè
α0 → ∞ ï.â. íà TN .



10Òàê, â 1976 ã. â ðàáîòå [25℄ áûëà ïîñòðîåíà ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ f ∈
L1(T

2), òàêàÿ, ÷òî lim
α0→∞

|Rα0
(x; f)| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ T2. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêàâûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò "ðàçíîé ñêîðîñòè ðàñõîäèìîñòè" äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå�óíêöèè f(x) è äâîéíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g(x), g(x) = f(x) ïðè x ∈

T2, g(x) = 0 âíå T2, ïî îäíèì è òåì æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {α0(k, x)},
α0(k, x) ∈ R1, k = 1, 2, . . . . Ïîçæå, â 1990 ã. â ðàáîòå [26℄ áûëè ïîñòðîåíû äâåñóììèðóåìûå �óíêöèè f è g: f ∈ L1(T

N), g ∈ L1(R
N), N ≥ 2, ñîâïàäàþùèåíà TN è òàêèå, ÷òî êðàòíûé ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿï.â. íà TN ïî íåêîòîðûì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, â òî âðåìÿ êàê êðàòíûéèíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèè g ñõîäèòñÿ ï.â. ïî òåì æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.Äàëåå, ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ (êàê áûëî äîêàçàíî â [23℄)ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ïðè ñóììèðîâàíèèïî ïðÿìîóãîëüíèêàì îòñóòñòâóåò äàæå äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, òî âòîðûìíàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ ñòàë âîïðîñ î íàõîæäåíèè "êëàññîâ ðàâíîñõîäè-ìîñòè" ïðè N ≥ 3.Òàê, â 1978 ã. È.Ë.Áëîøàíñêèì (ñì. [27℄) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ �óíê-öèé f ∈ Hω(T3), ãäå

Hω(TN) =



f ∈ C(TN) : ω(δ, f) = sup

|x−y|<δ,

x,y∈TN

|f(x)− f(y)| = O(ω(δ))



 ,

ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0, à ω0(δ) = (log 1
δ log log log

1
δ )

−1, 8
Rα(x; f) → 0 ïðè α→ ∞ ï.â. íà T3.Îäíàêî, óæå â êëàññå Hω2(T3), îïðåäåëÿåìîì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè

ω2(δ) = λ(δ) · ω1(δ), ãäå ω1(δ) =
(
log 1

δ

)−1, à ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ λ(δ)óäîâëåòâîðÿåò (ïðè δ → +0) äâóì óñëîâèÿì: λ(δ) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê8Êëàññ �óíêöèé Hω(T2), ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0, âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â ðàáîòå Ê.È.Îñêîëêîâà [28℄,ãäå áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ï.â. â ýòîì êëàññå äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå (ñóììèðóåìûõ ïî ïðÿìîóãîëüíè-êàì).
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+∞ è λ(δ) · (log 1

δ

)−1 ñòðåìèòñÿ ê +0, ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. íå ñïðàâåäëèâà(äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà îïèðàåòñÿ íà îöåíêè ðàáîòû Ì. Áàõáóõà è Å.Ì.Íèêèøèíà [29℄, ñì. [27℄ 9).Äàëåå, â 1996 ã. â ðàáîòå [30℄ È.Ë. Áëîøàíñêèì, Î.Ê. Èâàíîâîé è Ò.Þ.�îñëîâîé áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ �óíêöèé f ∈ L(log+ L)2(T2) ðàâíîñ-õîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé èìååò ìåñòî, ò.å. lim
α→∞

Rα(x; f) =

0 ï.â. íà T2.Â ýòîé æå ðàáîòå îíè äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈
L(log+ log+L)1−ε(T2), 0 < ε < 1, òàêàÿ, ÷òî lim

α→∞
|Rα(x; f)| = +∞ äëÿ ïî-÷òè âñåõ x ∈ T2.È â 1998 ã. â ðàáîòå [31℄ Ò.Þ. �îñëîâà, âî-ïåðâûõ, óñèëèëà îòðèöàòåëüíûéðåçóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãî ( [23, òåîðåìà 6℄), äîêàçàâ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíê-öèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞ ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T2)òàêàÿ, ÷òî lim

α→∞
|Rα(x; f)| = +∞ âñþäó íà T2. À, âî-âòîðûõ, îíà ïîêàçà-ëà, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ L(log+ L)(log+ log+L)(T2) lim

α→∞
Rα(x; f) =

0 ï.â. íà T2.4. Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ (ò.å., íàõîæäåíèÿ "êëàññîâðàâíîñõîäèìîñòè" ïðè N ≥ 3) ðåçóëüòàòû ïîñòàâèëè âîïðîñ î ñïðàâåäëèâî-ñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) ïðè äîïîëíèòåëü-íûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè f(x) è g(x) (â ÷àñòíîñòè, â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè
N ≥ 3), è äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåêòîð α.�ëàâà I íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà î ðàâíîñõî-äèìîñòè íà TN ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå �óíêöèé f ∈ Lp(T

N) è g ∈ Lp(R
N), p > 1, N ≥ 2, g(x) = f(x) íà

TN , â ñëó÷àå, êîãäà "÷àñòè÷íûå ñóììû" óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f)9 Â ðàáîòå [29℄ ïîñòðîåíà �óíêöèÿ èç êëàññà Hω1(T2), ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû äâîéíîãî ðÿäàÔóðüå êîòîðîé ðàñõîäÿòñÿ â êàæäîé òî÷êå êâàäðàòà [−π + ε, π − ε]2, ε > 0.



12è Jα(x; g) ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò "íîìåðà" n ∈ ZN
0 è α ∈ RN

0 , â êîòîðûõíåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè "ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé".Â § 1.1 ãëàâû I ìû ðàññìàòðèâàåì ïîâåäåíèå ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) =

Sn(x; f)−Jα(x; g) (0.3), (0.4) ïðè N ≥ 2, êîãäà êîìïîíåíòû nj âåêòîðà n ∈ ZN
0è êîìïîíåíòû αj âåêòîðà α ∈ RN

0 ñâÿçàíû áîëåå øèðîêèì ñîîòíîøåíèåì, ÷åì(0.5), à èìåííî:
| αj − nj |≤ ̺, j = 1, . . . , N, (0.6)ãäå ̺ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n è α.Òàêæå â äàííîì ïàðàãðà�å ìû èññëåäóåì âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîì ïîâå-äåíèè ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g) è

RSn+m(x; f) = Sn+m(x; f)− Sn(x; f), n, m ∈ ZN
0 . (0.7)Íà ïåðâûé âçãëÿä, îáå ýòè ðàçíîñòè äîëæíû "âåñòè ñåáÿ â ïðåäåëüíîìñëó÷àå" (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà α→ ∞ è n→ ∞, à ïàðàìåòð m îãðàíè÷åí) îäè-íàêîâî (ò.ê. èìåþò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî "îñîáåííîñòåé" ), íî ýòî îêàçàëîñüíå òàê.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà I.I. Äëÿ ëþáîãî α = (α1, α2), α ∈ R2

0, óäîâëåòâîðÿþùåãîóñëîâèþ (0.6), è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x) è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R
2),

f ∈ Lp(T
2), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2,

lim
α1, α2→∞

Rα1, α2
(x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T2;áîëåå òîãî,

∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2(x; f, g)|
∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖g‖Lp(R2),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.



13�åçóëüòàò òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå â êëàññàõ Lp, p >
1, ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû nj è αj âåêòîðîâ n è αñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (0.6).Ýêâèâàëåíòíûì òåîðåìå I.I ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà I.I ′. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},
m(n) ∈ Z2

0, n ∈ Z2
0, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T

2), p > 1,

lim
n→∞

RSn+m(n)(x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T2. 10�åçóëüòàò, ñ�îðìóëèðîâàííûé â âèäå òåîðåìû I.I ′, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå �óíêöèé èç Lp, p > 1,èìååò ìåñòî ñâîéñòâî "ïî÷òè �óíäàìåíòàëüíîñòè" .Çàìå÷àíèå 1. Ïîä ýêâèâàëåíòíîñòüþ òåîðåì I.I è I.I ′ ìû ïîäðàçóìåâàåì,÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû I.I ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû I.I ′, àèç ðåçóëüòàòà òåîðåìû I.I ′ (ïëþñ ðåçóëüòàò òåîðåìû À) ñëåäóåò ðåçóëüòàòòåîðåìû I.I.Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè ðàçíîñòåé RSn+m(x; f) è Rα(x; f)ïðè N ≥ 3. Êàê îêàçàëîñü, íà÷èíàÿ ñ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, óêàçàííûå ðàç-íîñòè íå ýêâèâàëåíòíû. Òî÷íåå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Äëÿðàçíîñòè RSn+m(x; f) èìååò ìåñòîÒåîðåìà I.II. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},
m(n) ∈ Z2

0, n = (n1, n2) ∈ Z2
0, äëÿ ëþáûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé {n(λj)

j }, n(λj)
j ∈ Z1

0, λj = 1, 2, . . . , j = 3, . . . , N, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè
f ∈ Lp(T

N), p > 1, N ≥ 3, ïî÷òè âñþäó íà TN

lim
n1, n2, λ3, ...,λN→∞

RS
n1+m1(n), n2+m2(n), n

(λ3)
3 , ...,n

(λN )

N

(x; f) = 0.10 Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ï.â. äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå.



14Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ðàçíîñòè Rα(x; f) ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,êîòîðûé óòî÷íÿåò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãî ( [23, òåîðåìà7℄).Òåîðåìà I.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C(TN), N ≥ 3, òàêàÿ, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, j = 3, . . . , N,

lim
n1, n2, ν3, ..., νN→∞

|R
n1, n2, α

(ν3)
3 , ..., α

(νN )

N

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè TN .�åçóëüòàò òåîðåìû I.III, ñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñîâ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëî-æåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå (êîòîðûå ìû èññëåäóåì â íàñòîÿùåéðàáîòå), ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê òîëüêî ìû îñòàâëÿåì äâå êîìïîíåíòû âåêòîðà
n (à çíà÷èò è âåêòîðà α) "ñâîáîäíûìè" (ò.å., â ÷àñòíîñòè, íå ÿâëÿþùèìè-ñÿ ýëåìåíòàìè íèêàêèõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), òî êëàññ C(TN),
N ≥ 3, óæå íå åñòü "êëàññ ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â." óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé.Â § 1.2 ãëàâû I íàìè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòèðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà íå áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû ââåêòîðå α îñòàåòñÿ "ñâîáîäíîé".Äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü {n(κ)}, n(κ) ∈ Z1

0, κ = 1, 2, . . . , � ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, è ïóñòü ̺ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(κ)}, α(κ) ∈ R1
0, κ = 1,

2, . . . , áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñ-ëè [α(κ)] = n(κ), κ = 1, 2, . . . (çäåñü [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ξ ∈ R1), è îáîáùåííîéâåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè
| α(κ) − n(κ) |≤ ̺, κ = 1, 2, . . . . (0.8)



15Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, . . . , N} è k ∈ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Jk = {j1, ..., jk}, js < jl ïðè s < l, è (â ñëó÷àå k < N) M \ Jk =

{m1, . . . , mN−k}, ms < ml ïðè s < l, � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
M . Ïóñòü ν = ν(Jk) = (νj1, . . . , νjk) ∈ Zk

0, js ∈ Jk, s = 1, . . . , k. Ñèìâîëîì
n(ν) = n(ν)[Jk] = (n1, . . . , nN) ∈ ZN

0 îáîçíà÷èì N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãîêîìïîíåíòû nj ñ íîìåðàìè j = js, s = 1, . . . , k, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòî-ðûõ (îäíîêðàòíûõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ÷èñåë (ïðè j ∈ Jk : nj = n
(νj)
j è n(νj)j → ∞ ïðè νj → ∞). Â ÷àñòíîñòè, ñèì-âîëîì n(λ) = n(λ)[Jk] ∈ ZN
0 (ãäå λ = λ(Jk) = (λj1, . . . , λjk) ∈ Zk

0, js ∈ Jk,
s = 1, . . . , k) áóäåì îáîçíà÷àòü N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû nj,
j ∈ Jk, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé, à ñèìâîëîì α(λ) = α(λ)[Jk] = (α1, . . . , αN) ∈ RN

0 îáîçíà÷èì
N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû αj , j ∈ Jk, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-ìè íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) îáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(λ)[Jk](x; f)è Jα(λ)[Jk](x; g) áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâà-òåëüíîñòÿìè ïðÿìîóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ðÿäà Ôóðüå è èíòåãðàëà Ôó-ðüå.Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÒåîðåìà I.IV. Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x)è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R

N), f ∈ Lp(T
N), p > 1, g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN ,åñëè ÷èñëà αj ∈ R1

0 è nj ∈ Z1
0, j ∈ M \ JN−1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (0.6),òî

lim
λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Rα(λ)[JN−1](x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà TN ;



16áîëåå òîãî,
∥∥∥∥∥∥∥

sup
λj>0, j∈JN−1,

αj>0, j∈M\JN−1

|Rα(λ)[JN−1](x; f, g)|

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p)‖g‖Lp(RN ),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Ñëåäñòâèå (òåîðåìû I.IV). Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
N), p > 1,

lim
λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Jα(λ)[JN−1](x; g) = g(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ TN .

�åçóëüòàò òåîðåìû I.IV (äëÿ N ≥ 3) îêàçàëñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå ýêâèâà-ëåíòåí ðåçóëüòàòó òåîðåìû I.I (äëÿN = 2), ò.å. ëàêóíàðíîñòü N−1 êîìïîíåí-òû âN -ìåðíîì âåêòîðå α ðàçíîñòè Rα(x; f, g) (òåîðåìà I.IV) "çàìåíÿåò" îäíóñâîáîäíóþ êîìïîíåíòó â äâóìåðíîì âåêòîðå (α1, α2) ðàçíîñòè Rα1, α2
(x; f, g)(òåîðåìà I.I). Â òàêîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó ñòîèò âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòèðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) ïðè N ≥ 3 ëèáî â áî-ëåå "óçêèõ êëàññàõ" , ÷åì C(TN), ëèáî â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè äîïîëíèòåëü-íûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè f(x) è g(x), íî óæå â ñëó÷àå, êîãäà äâå èëè áîëååêîìïîíåíò âåêòîðà α ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëü-íîñòÿìè.Â § 1.3 ãëàâû I íàìè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ïðîäâèæåíèå â ïåðâîì íàïðàâëå-íèè äàííîãî âîïðîñà. Îáîçíà÷èì

Hω∗

(T3) =

{
f ∈ C(T3) :

ω∗(δ, f) = sup
(x2−y2)

2+(x3−y3)
2<δ2,

xj , yj∈T1, j=1,2,3

|f(x1, x2, x3)− f(x1, y2, y3)| = O(ω(δ))

}
,çäåñü ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0 (î÷åâèäíî, ÷òî Hω(T3) ⊂ Hω∗

(T3)).



17Òåîðåìà I.V. Äëÿ J1 = {1} è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Hω∗

(T3) ïðè óñëî-âèè, ÷òî αj ∈ R1
0 è nj ∈ Z1

0, j ∈M \ J1, óäîâëåòâîðÿþò (0.6),
lim

λj→∞, j∈J1,

αj→∞, j∈M\J1

Rα(λ)[J1](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T3;áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ = ρ(f) ∈ R1
16 òàêîå, ÷òî

∥∥∥∥∥ sup
α(λ)[J1]∈R3

ρ

|Rα(λ)[J1](x; f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
, p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f(x).È, íàêîíåö, â § 1.4 ãëàâû I íàìè äîêàçàíà òåîðåìà (êîòîðàÿ îáîáùàåò îò-ðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò Ò.Þ. �îñëîâîé [31℄), î òîì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àåðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) áóäåò îòñóòñòâîâàòü âêëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞) � ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäî-âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u→ ∞.Òåîðåìà I.VI. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u→ ∞, èäëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j }, α(νj)
j ∈ R1

0, α(νj)
j →

∞ ïðè νj → ∞, j = 1, 2, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T2) òàêàÿ, ÷òî
lim

ν1, ν2→∞
|R

α
(ν1)
1 , α

(ν2)
2

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2. 11Â ãëàâå II íàìè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ïðîäâèæåíèå âî âòîðîì íàïðàâëåíèèèññëåäîâàíèÿ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôó-ðüå � ïîèñêå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà �óíêöèè f(x) è g(x) èç êëàññîâ
Lp, p > 1, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè èññëåäóåìûõ ðàçëîæåíèé.È â êà÷åñòâå òàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìû ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî íóëþ�óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåííîãî âèäà.Â § 2.1 ãëàâû II ìû îïèñûâàåì êëàññ "ñàìûõ ïðîñòûõ" ìíîæåñòâ, íà êî-òîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) â11 Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(νj)

j } ìîæåò áûòü ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.



18êëàññàõ Lp, p > 1, N ≥ 3, â ñëó÷àå, êîãäà "÷àñòè÷íûå ñóììû" óêàçàííûõðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f) è Jα(x; g), èìåþò "íîìåðà" n ∈ ZN
0 è α ∈ RN

0 , âêîòîðûõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè "ëàêóíàðíûõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé".Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.�àçëîæèì ïðîñòðàíñòâî RN íà ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ R[Jk] è R[M \
Jk], ãäå R[Jk] = {x = (x1, . . . , xN) ∈ RN : xj = 0 ïðè j ∈M \ Jk}. Îáîçíà÷èìòàêæå T[Jk] = {x ∈ R[Jk] : −π ≤ xj < π ïðè j ∈ Jk}. Î÷åâèäíî, ÷òî
R[JN ] = RN , à T[JN ] = TN .Ïóñòü Ω, Ω ⊂ TN , N ≥ 2, � ïðîèçâîëüíîå (íåïóñòîå) îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Ω íàïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂ M .Ïîëîæèì

W [J2] = Ω[J2]× T[M \ J2], J2 ⊂ M. 12 (0.9)Ìíîæåñòâà W [J2] áóäåì íàçûâàòü "N -ìåðíûìè áðóñêàìè". Äàëåå, äëÿ ëþáî-ãî Jk, 0 ≤ k ≤ N − 2, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî
W =W (Jk) =W (Ω, Jk) =

⋃

J2⊂M\Jk
W [J2] (0.10)è ìíîæåñòâî

W 0 =W 0(Jk) = W 0(Ω, Jk) =
⋂

J2⊂M\Jk
W [J2]. (0.11)Â § 2.1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.12 Ïðè ýòîì ëþáîé âåêòîð z = (z1, . . . , z2N ) ∈ A×B , ãäå A ⊂ R[Jk], à B ⊂ R[M \Jk], ìû îòîæäåñòâëÿåìñ âåêòîðîì x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN ïî �îðìóëå

xs =





zs ïðè s ∈ Jk,

zN+s ïðè s ∈ M \ Jk..



19Òåîðåìà II.I. Äëÿ ëþáîãî Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W 0.�åçóëüòàò òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôó-ðüå  "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ðàâíîñõîäè-ìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè N ≥ 3áóäåò ñïðàâåäëèâà íà ìíîæåñòâå W 0 = W 0(Jk) âèäà (0.11) ïðè óñëîâèè ðà-âåíñòâà íóëþ �óíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå W = W (Jk) âèäà (0.10).Åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè â òåîðåìå II.I äîáèòüñÿ ðàâíî-ñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) íà âñåì ìíîæåñòâå W (Jk).Åñëè ïðè N ≥ 3 âåëè÷èíà k = N − 2, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååÑëåäñòâèå (òåîðåìû II.I). Ïðè N ≥ 3 äëÿ ëþáîãî JN−2 ⊂ M è äëÿëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞, j∈JN−2,

αj→∞, j∈M\JN−2

Rα(λ)[JN−2](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W.Åñëè æå ïðè N ≥ 4 âåëè÷èíà k ìåíüøå N − 2, òî óñèëèòü òåîðåìó II.I,óñòàíîâèâ ðàâíîñõîäèìîñòü íà âñåì W (Jk), íåëüçÿ, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþ-ùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà II.II. Ïóñòü N ≥ 4 è Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 3, òîãäà ñóùåñòâó-þò ìíîæåñòâî W =W (Jk) âèäà (0.10) è �óíêöèÿ f ∈ L∞(TN) òàêèå, ÷òî
f(x) = 0 íà W è äëÿ ëþáûõ k âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j },
j ∈ Jk, α(νj)

j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
lim

νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN \W 0.Â § 2.2 ãëàâû II íàìè äîêàçàí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìàII.I íå ìîæåò áûòü óñèëåíà â ïëàíå îòêàçà îò ðàâåíñòâà íóëþ �óíêöèè g(x)âíå TN .



20Tåîðåìà II.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g(x), g ∈ C(R3), g(x) = 0 ïðè x ∈
T3, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α(ν3)

3 }, α(ν3)
3 ∈ R1

0, α(ν3)
3 → ∞ïðè ν3 → ∞,

lim
α1, α2, ν3→∞

|R
α1, α2, α

(ν3)
3

(x; 0, g)| = +∞ âñþäó âíóòðè T3.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû II.III èìååì:Ñëåäñòâèå (òåîðåìû II.III). Äëÿ ëþáîãî N ≥ 3 ñóùåñòâóþò �óíêöèè
g(x) è f(x), g ∈ C(RN ), f ∈ C(TN), g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN , òàêèå, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j }, α(νj)
j ∈ R1

0, α(νj)
j → ∞ ïðè

νj → ∞, j = 3, . . . , N,

1. lim
n→∞

Sn(x; f) = f(x) â êàæäîé òî÷êå TN ,à
2. lim

α1, α2, ν3, ..., νN→∞
|J

α1, α2, α
(ν3)
3 ,..., α

(νN )

N

(x; g)| = +∞ âñþäó âíóòðè TN .

Çàìå÷àíèå 2. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû I.III íåïîñðåä-ñòâåííî ñëåäóåò èç äàííîãî ñëåäñòâèÿ.Â ãëàâå III äèññåðòàöèè â òåðìèíàõ ñâîéñòâà B
(Jk)
2 íàìè äîêàçàí êðèòåðèéñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàñ-ñàõ Lp, p > 1, íà ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâàõ TN ïîëîæèòåëüíîé ìåðû(óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà).Òàêæå â äàííîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàé-äåííàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â.ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâà-òåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàññàõ Lp, p > 1, ïåðåñòà¼ò "ðàáîòàòü" â



21êëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u→ ∞.Â ðàáîòå [32℄ È.Ë. Áëîøàíñêèì è Î.Â. Ëè�àíöåâîé áûëî ââåäåíî ñëåäó-þùåå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü A ⊂ TN , Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3.
1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 , åñëèíàéäåòñÿ ìíîæåñòâî W = W (Jk) âèäà (0.10) òàêîå, ÷òî µ(W \ A) = 0,ïðè÷åì ñâîéñòâî B

(Jk)
2 åñòü ñâîéñòâî B

(Jk)
2 (W 0), åñëè W =W (W 0, Jk).

2. Ñâîéñòâî B
(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûìñâîéñòâîì B

(Jk)
2 ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W̃ 0 = W̃ 0(Jk)âèäà (0.11) òàêîãî, ÷òî µ(W̃ 0 \W 0) > 0, ìíîæåñòâî A íå îáëàäàåò ñâîé-ñòâîì B

(Jk)
2 (W̃ 0).Äàëåå, ïóñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A ⊂ TN , 0 < µA < (2π)N , N ≥ 3,óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà ãðàíèöó:

µ(B \ intB) = 0; (0.12)
µ2Fr pr(J2){intB} = 0, J2 ⊂M \ Jk, (0.13)çäåñü B = TN \ A, Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, µ2 � ìåðà íà ïëîñêîñòè (intP �ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê, P � çàìûêàíèå è FrP � ãðàíèöà ìíîæåñòâà

P ).Òåîðåìà III.I. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, A ⊂
TN , N ≥ 3, 0 < µA < (2π)N , è ïóñòü Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî W 0 = W 0(Jk) âèäà (0.11) òàêîå, ÷òîìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 (W 0), òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈

Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà A,

lim
λj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà W 0.



22Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.12),(0.13), òîãäà2. Åñëè ñâîéñòâî B(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñâîé-ñòâîì B

(Jk)
2 , òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f1 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f1(x) = 0 íà

A è äëÿ ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)
j }, j ∈ Jk,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f1)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN \W 0.3. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî A âîîáùå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 ,òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f2 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f2(x) = 0 íà A è äëÿëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)

j }, j ∈ Jk, α(νj)
j →

∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f2)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN .�åçóëüòàò òåîðåìû III.I ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ N − 2,ñïðàâåäëèâîñòü èëè íåñïðàâåäëèâîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé âêðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå (â ñëó÷àå "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè÷àñòè÷íûõ ñóìì" ) â êëàññàõ Lp, p > 1, íà ìíîæåñòâå A ⊂ TN îïðåäåëÿåòñÿñòðóêòóðîé è ãåîìåòðèåé ìíîæåñòâà A, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèñûâà-þòñÿ ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 , ãäå âåëè÷èíà k � ýòî ÷èñëî "ëàêóíàðíûõ êîìïîíåíò"âåêòîðà α = (α1, . . . , αN) ∈ RN

0 ("íîìåðà" Rα(x; f)).Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû óìåíüøèì ÷èñëî "ñâîáîäíûõ" êîìïîíåíò â âåêòî-ðå α = α(λ)[Jk] (ñâåäÿ èõ êîëè÷åñòâî äî åäèíèöû, à îñòàëüíûå êîìïîíåí-òû åñòåñòâåííî îñòàâèâ ëàêóíàðíûìè), òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû I.IV, äëÿñïðàâåäëèâîñòè íà ìíîæåñòâå A ðàâíîñõîäèìîñòè ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàç-ëîæåíèé) â êëàññàõ Lp, p > 1, îò ìíîæåñòâà A óæå íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ



23îãðàíè÷åíèé (â ïëàíå ñòðóêòóðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê), êðîìå èç-ìåðèìîñòè.Íàêîíåö, â § 3.3 ãëàâû III íàìè äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òîðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå â êëàññå Φ(L),ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u → ∞, íà ìíîæåñòâàõ W 0(Jk) âèäà (0.11)ïðè óñëîâèè, ÷òî f(x) = 0 íà ìíîæåñòâå W (Jk) âèäà (0.10), ñïðàâåäëèâà íåáóäåò. Òî÷íåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà III.II. Ïóñòü N ≥ 3 è Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, òî-ãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (0.10) è �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(TN),
Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, òàêèå, ÷òî f(x) = 0 íà W (Jk), è äëÿëþáûõ k âîçðàñòàþùèõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j }, j ∈ Jk,
α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN .Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòîðó�èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó Èãîðþ Ëåîíèäîâè÷ó Áëîøàíñêî-ìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó â ðàáîòå.



24�ËÀÂÀ I. Ê�ÀÒÍÛÉ Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉ �ßÄ ÈÈÍÒÅ��ÀË ÔÓ�ÜÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ Lp, p ≥ 1ÂâåäåíèåÂ § 1.1 ãëàâû I ìû ðàññìàòðèâàåì ïîâåäåíèå ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) =

Sn(x; f)−Jα(x; g) (0.3), (0.4) ïðè N ≥ 2, êîãäà êîìïîíåíòû nj âåêòîðà n ∈ ZN
0è êîìïîíåíòû αj âåêòîðà α ∈ RN

0 ñâÿçàíû áîëåå øèðîêèì ñîîòíîøåíèåì, ÷åì(0.5), à èìåííî:
| αj − nj |≤ ̺, j = 1, . . . , N, (1.1)ãäå ̺ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n è α.Â § 1.1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà I.I. Äëÿ ëþáîãî α = (α1, α2), α ∈ R2

0, óäîâëåòâîðÿþùåãîóñëîâèþ (1.1), è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x) è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R
2),

f ∈ Lp(T
2), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2,

lim
α1, α2→∞

Rα1, α2
(x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T2;áîëåå òîãî,

∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2
(x; f, g)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖g‖Lp(R2), (1.2)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû I.I, ìû ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåì îñíîâíóþ ÷àñòüäîêàçàòåëüñòâà È.Ë. Áëîøàíñêîãî òåîðåìû À. Îòëè÷èå äîêàçàòåëüñòâà òåî-ðåìû I.I îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû A ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè áîëåå òîí-êîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ, à èìåííî: íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îöåíêèíåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà, âîçìîæíîèñïîëüçîâàòü âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðà α è n ñâÿçà-



25íû óñëîâèåì (1.1). Äëÿ êîððåêòíîñòè èçëîæåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ìû (â § 1.1)ïðèâîäèì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.I.Òàêæå â äàííîì ïàðàãðà�å ìû èññëåäóåì âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîì ïîâå-äåíèè ðàçíîñòåé Rα(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g) è
RSn+m(x; f) = Sn+m(x; f)− Sn(x; f), n, m ∈ ZN

0 .Òàê, ýêâèâàëåíòíûì òåîðåìå I.I ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà I.I ′. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},
m(n) ∈ Z2

0, n ∈ Z2
0, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T

2), p > 1,

lim
n→∞

RSn+m(n)(x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T2. 13Íà ïåðâûé âçãëÿä, îáå ýòè ðàçíîñòè (Rα(x; f, g) è RSn+m(x; f)) äîëæíû"âåñòè ñåáÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå" (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà α → ∞ è n → ∞, àïàðàìåòð m îãðàíè÷åí) îäèíàêîâî (ò.ê. èìåþò îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî "îñî-áåííîñòåé" ), íî ýòî îêàçàëîñü íå òàê, ÷òî ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.Äëÿ ðàçíîñòè RSn+m(x; f) èìååò ìåñòîÒåîðåìà I.II. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m(n)},
m(n) ∈ Z2

0, n = (n1, n2) ∈ Z2
0, äëÿ ëþáûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé {n(λj)

j }, n(λj)
j ∈ Z1

0, λj = 1, 2, . . . , j = 3, . . . , N, è äëÿ ëþáîé �óíêöèè
f ∈ Lp(T

N), p > 1, N ≥ 3, ïî÷òè âñþäó íà TN

lim
n1, n2, λ3, ...,λN→∞

RS
n1+m1(n), n2+m2(n), n

(λ3)
3 , ...,n

(λN )

N

(x; f) = 0.Â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ ×.Ôå��åðìàíà èç ðàáîòû [16℄, äëÿðàçíîñòè Rα(x; f) ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÒåîðåìà I.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C(TN), N ≥ 3, òàêàÿ, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0,13 Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ï.â. äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå.
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α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, j = 3, . . . , N,

lim
n1, n2, ν3, ..., νN→∞

|R
n1, n2, α

(ν3)
3 , ..., α

(νN )
N

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè TN .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.III â äèññåðòàöèè ìû íå ïðèâîäèì, ò.ê. ýòîò ðå-çóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû II.III (äîêàçàòåëüñòâîêîòîðîãî ïðîâåäåíî â ãëàâå II).Â § 1.2 íàñòîÿùåé ãëàâû íàìè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíî-ñõîäèìîñòè ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå â ñëó÷àå, êîãäàíå áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû â âåêòîðå α îñòàåòñÿ "ñâîáîäíîé".Êàê îêàçàëîñü, êëàññ Lp(T
N), p > 1, N ≥ 3, òàê æå, êàê è ïðè N =

2, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà �óíêöèè g(x) è f(x), îñòàåòñÿ "êëàññîìðàâíîñõîäèìîñòè ï.â." , åñëè "ñâîáîäíûõ" êîìïîíåíò â âåêòîðå α òîëüêî îäíà.Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü {n(κ)}, n(κ) ∈ Z1
0, κ = 1, 2, . . . , � ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, è ïóñòü ̺ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(κ)}, α(κ) ∈ R1

0, κ = 1,

2, . . . , áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñ-ëè [α(κ)] = n(κ), κ = 1, 2, . . . (çäåñü [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ξ ∈ R1), è îáîáùåííîéâåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè
| α(κ) − n(κ) |≤ ̺, λ = 1, 2, . . . . (1.3)Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ì.Êîæèìû [11℄ î ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôó-ðüå �óíêöèé èç Lp, p > 1, ñ "ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõñóìì" , ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I, à òàêæå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ìûäîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÒåîðåìà I.IV. Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g(x)è f(x) òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R

N), f ∈ Lp(T
N), p > 1, g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN ,



27åñëè ÷èñëà αj ∈ R1
0 è nj ∈ Z1

0, j ∈ M \ JN−1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.1),òî
lim

λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Rα(λ)[JN−1](x; f, g) = 0 ïî÷òè âñþäó íà TN ; (1.4)áîëåå òîãî,
∥∥∥∥∥∥∥

sup
λj>0, j∈JN−1,

αj>0, j∈M\JN−1

|Rα(λ)[JN−1](x; f, g)|

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p)‖g‖Lp(RN ),ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèé f è g.Ñëåäñòâèå (òåîðåìû I.IV). Äëÿ ëþáîãî JN−1 ⊂M , N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
N), p > 1,

lim
λj→∞, j∈JN−1,

αj→∞, j∈M\JN−1

Jα(λ)[JN−1](x; g) = g(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ TN .

�åçóëüòàò òåîðåìû I.IV ïîêàçûâàåò, ÷òî â N -ìåðíîì ñëó÷àå (N ≥ 3) áó-äåò ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå ïðè óñëîâèè, êîãäà N − 1 êîìïîíåíòà â âåêòîðå α ("íîìåðà" ðàçíîñòè
Rα(x; f, g)), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ.Â § 1.3 íàñòîÿùåé ãëàâû íàìè íàéäåí áîëåå "óçêèé êëàññ" , ÷åì C(T3),â êîòîðîì ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â òðîéíîé ðÿä èèíòåãðàë Ôóðüå â ñëó÷àå, êîãäà äâå êîìïîíåíòû â âåêòîðå α ÿâëÿþòñÿ "ñâî-áîäíûìè". Îáîçíà÷èì

Hω∗

(T3) =

{
f ∈ C(T3) :

ω∗(δ, f) = sup
(x2−y2)

2+(x3−y3)
2<δ2,

xj , yj∈T1, j=1,2,3

|f(x1, x2, x3)− f(x1, y2, y3)| = O(ω(δ))

}
,çäåñü ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0. Î÷åâèäíî, ÷òî Hω(T3) ⊂ Hω∗

(T3).



28Îïèðàÿñü íà íåêîòîðûå ìàæîðàíòíûå îöåíêè èç ðàáîòûÈ.Ë.Áëîøàíñêîãî [27℄ (ñì. òàêæå ðàáîòó È.Ë.Áëîøàíñêîãî, Ò.À.Ìàöååâè÷[34℄) äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå �óíêöèé f ∈ Hω(T2), ω(δ) = o(ω0(δ))ïðè δ → +0, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà I.V. Äëÿ J1 = {1} è äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Hω∗

(T3) ïðè óñëî-âèè, ÷òî ÷èñëà αj ∈ R1
0 è nj ∈ Z1

0, j ∈M \ J1, óäîâëåòâîðÿþò (1.1),
lim

λj→∞, j∈J1,

αj→∞, j∈M\J1

Rα(λ)[J1](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà T3;áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ = ρ(f) ∈ R1
16 òàêîå, ÷òî∥∥∥∥∥ sup

α(λ)[J1]∈R3
ρ

|Rα(λ)[J1](x; f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
, p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f(x).Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îäíà êîìïîíåíòà αj, j ∈ J1, "íîìåðà" α(λ) = α(λ)[J1] ∈ R3

0ðàçíîñòè Rα(λ)[J1](x; f) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé âåùåñòâåííîé ëàêóíàðíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ìû ìîæåì äëÿ îöåíêè íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ ïðèìåíÿòüìàæîðàíòíóþ îöåíêó Ï.Ø¼ëèíà èç ðàáîòû [8℄ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôó-ðüå �óíêöèé f ∈ Lp(T
2), p > 1. Âñëåäñòâèå ÷åãî íàì óäàëîñü â òðåõìåðíîìñëó÷àå ðàñøèðèòü "êëàññ ðàâíîñõîäèìîñòè" äî Hω∗

(T3).Äàëåå, â § 1.4 íàñòîÿùåé ãëàâû, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ñ.Â. Êîíÿãèíà [5℄, ìûäîêàçûâàåì, ÷òî ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) áóäåòîòñóòñòâîâàòü â êëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞) � ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u→ ∞.Òåîðåìà I.VI. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u→ ∞, èäëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0, α(νj)

j →
∞ ïðè νj → ∞, j = 1, 2, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(T2) òàêàÿ, ÷òî

lim
ν1, ν2→∞

|R
α
(ν1)
1 , α

(ν2)
2

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2. 1414 Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α(νj)
j } ìîæåò áûòü ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
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§1.1. Ñâîéñòâî "ïî÷òè �óíäàìåíòàëüíîñòè" äëÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì äâîéíûõ ðÿäîâ Ôóðüå�óíêöèé èç Lp, p > 1�àññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå (0.1) è ñîáñòâåííûé èíòåãðàëÔóðüå (0.2). Ìîæåì çàïèñàòü ýòè âûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñëåäóþùåìâèäå:

Sn(x; f) =
1

πN

∫

TN

f(x+ u)Dn(u)du, (1.5)
Jα(x; g) =

1

πN

∫

RN

g(u)D̃α(u− x)du =
1

πN

∫

RN

g(x+ u)D̃α(u)du, (1.6)ãäåDn(t) = Dn1
(t1) . . .DnN

(tN), à D̃α(t) = D̃α1
(t1) . . . D̃αN

(tN), çäåñüDnj
(tj) =

sin(nj+
1
2 )tj

2 sin
tj
2

, nj ∈ Z1
0, � ÿäðî Äèðèõëå, à D̃αj

(tj) =
sinαjtj

tj
, αj ∈ R1

0, � óïðîùåííîåÿäðî Äèðèõëå.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.I. Äîêàæåì ñíà÷àëà îöåíêó (1.2) äëÿ �óíê-öèé f(x) è g(x) = g1(x), x ∈ R2, ãäå
g1(x) =




f(x) ïðè x ∈ [−2π, 2π)2,

0 ïðè x ∈ R2 \ [−2π, 2π)2.
(1.7)Äëÿ ëþáîãî α = (α1, α2), α ∈ R2

0, ðàñïèøåì ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå(1.6) �óíêöèè g1(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Jα(x; g1) =

1

π2

∫

R2

g1(x+ u)D̃α(u)du =
1

π2

∫

∆2

g1(x+ u)D̃α(u)du+

+
1

π2

∫

R2�∆2

g1(x+ u)D̃α(u)du = J̃ (1)
α (x; g1) + J̃ (2)

α (x; g1), (1.8)ãäå ∆ = [−δ, δ], 0 < δ < π.
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R(1)

α (x; f, g1) = Sn(x; f)− J̃ (1)
α (x; g1). (1.9)Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [23, òåîðåìà 1℄).Òåîðåìà B. Ïóñòü f ∈ Lp(T

2), p > 1, è ïóñòü 0 < δ1 ≤ π, 0 < δ2 ≤ π,òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
Sn1, n2

(x; f) =
1

π2

δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

f(x+ u)D̃n1
(u1)D̃n2

(u2)du1du2 + βn1,n2
(x, f),ãäå βn1,n2

(x, f) → 0 ïðè n1, n2 → ∞ ïî÷òè âñþäó íà T2; áîëåå òîãî,
∥∥∥∥ sup
n1, n2> 0

|βn1,n2
(x, f)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖f‖Lp(T2).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó B, ðàçíîñòü (1.9) ìîæåì ðàñïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
R(1)

α (x; f, g1) =
1

π2

δ∫

−δ

δ∫

−δ

f(x+ u)D̃n1
(u1)D̃n2

(u2)du1du2+

+βn1,n2
(x, f)− J̃ (1)

α (x; g1) =
1

π2

δ∫

−δ

δ∫

−δ

f(x+ u)D̃n1
(u1)D̃n2

(u2)du1du2−

− 1

π2

δ∫

−δ

δ∫

−δ

g1(x+ u)D̃α1
(u1)D̃α2

(u2)du1du2 + βn1,n2
(x, f) =

=
1

π

δ∫

−δ





1

π

δ∫

−δ

g1(x+ u)
[
D̃n1

(u1)− D̃α1
(u1)

]
du1



 D̃n2

(u2)du2+

+
1

π

δ∫

−δ





1

π

δ∫

−δ

g1(x+ u)
[
D̃n2

(u2)− D̃α2
(u2)

]
du2



×

×D̃α1
(u1)du1 + βn1,n2

(x, f) =

= R̃(1)
α (x; f, g1) + R̃(2)

α (x; f, g1) + βn1,n2
(x, f). (1.10)
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α (x; f, g1) (R̃(2)

α (x; f, g1) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).Èìååì:
R̃(1)

α (x; f, g1) =

=
1

π

δ∫

−δ

{
1

π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)
[
D̃n1

(u1)− D̃α1
(u1)

]
du1

}
×

×D̃n2(u2)du2 =

=
1

π

δ∫

−δ

{
1

π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)×

×(n1 − α1)

(n1 − α1)

2 sin (n1−α1)u1

2

u1
cos

(n1 + α1)u1
2

du1

}
D̃n2

(u2)du2,ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n1−α1 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå R̃(1)
α (x; f, g1) = 0.�àññìîòðèì �óíêöèþ y(t) =

2 sin
(n1−α1)t

2

(n1−α1)t
. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ ÷åòíàè ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0, πε ), ãäå ε = |n1 − α1|. Äîêàæåì, ÷òî íàøà�óíêöèÿ óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0, π̺) (âåëè÷èíà ̺ îïðåäåëåíà â (1.1)). Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ ỹ(t) = 2 sin εt

2

εt óáûâàåò íà èíòåðâàëå
(0, π

̺
). Èìååì:

ỹ ′(t) =
tε2 cos εt

2 − 2ε sin εt
2

(tε)2
=
ε(tε cos εt

2 − 2 sin εt
2 )

(tε)2
,è ò.ê. tε cos εt

2 −2 sin εt
2 < 0 (tg v > v ïðè v ∈ (0, π2 )), òî ỹ ′(t) < 0 ïðè t ∈ (0, πε ).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ε = |n1 − α1| ≤ ̺ (ñì. îöåíêó(1.1)), ìû ïîëó÷àåì óáûâàíèå �óíêöèè ỹ(t) íà èíòåðâàëå (0, π

̺
).Ïóñòü a = min{π

̺ , δ}. �àçîáüåì R̃(1)
α (x; f, g1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R̃(1)
α (x; f, g1) =

=
1

π

δ∫

−δ

{
1

π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)
(n1 − α1)

(n1 − α1)

2 sin (n1−α1)u1

2

u1
×
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× cos

(n1 + α1)u1
2

du1

}
D̃n2

(u2)du2 =

=
1

π

δ∫

−δ

{
1

π





−a∫

−δ

+

a∫

−a

+

δ∫

a



 g1(x1 + u1, x2 + u2)×

×(n1 − α1)

(n1 − α1)

2 sin (n1−α1)u1

2

u1
cos

(n1 + α1)u1
2

du1

}
D̃n2

(u2)du2 =

= R̃(1,1)
α (x; f, g1) + R̃(1,2)

α (x; f, g1) + R̃(1,3)
α (x; f, g1). (1.11)Äàëåå, ïðèìåíÿÿ âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì â R̃(1,2)
α (x; f, g1)

15 ê ìíîæèòå-ëþ 2 sin
(n1−α1)u1

2

(n1−α1)u1
, áóäåì èìåòü

R̃(1,2)
α (x; f, g1) =

n1 − α1

π

δ2∫

−δ1

{
1

π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)D̃n2
(u2)du2

}
×

× cos
(n1 + α1)u1

2
du1, (1.12)ãäå 0 < δ1, δ2 < a.Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ (1.1), (1.11) è (1.12), ïîëó÷èì:

|R̃(1)
α (x; f, g1)| ≤ C

2π∫

−2π

∣∣∣∣
1

π

δ∫

−δ

g1(u1, x2 + u2)D̃n2
(u2)du2

∣∣∣∣du1.Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ äëÿ ï.â. u1 ∈ [−2π, 2π) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê "ãëàâíûé ÷ëåí" ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g1(x) ïîïåðåìåííîé x2. Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç J̃α2
(x2, g1; u1). Òîãäà äëÿ íåãîìîæíî ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Õàíòà (ñì. [23, îöåíêà(2.1)℄): ∥∥∥∥sup

β>0
|Jβ(x, ψ)|

∥∥∥∥
Lp(T1)

≤ C ‖ψ(x)‖Lp(R1) , p > 1. (1.13)15 Èíòåãðàëû R̃
(1,1)
α (x; f, g1) è R̃

(1,3)
α (x; f, g1) îöåíèâàþòñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î ñðåäíåì, ïîñêîëüêó

| sin
(n1−α1)u1

2

u1
| ≤ const, ïðè u1 ∈ [−δ,−a]

⋃
[a, δ].



33Èñïîëüçóÿ (1.13) è íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷èì îöåíêó:
∥∥∥∥ sup
α1, α2>0

|R̃(1)
α (x; f, g1)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p, δ)‖g1‖Lp([−2π,2π)2). (1.14)Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû B, à òàêæå òî, ÷òî R̃(2)
α (x; f, g1) îöåíèâàåòñÿàíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ R(1)

α (x; f, g1):
∥∥∥∥ sup
α1, α2>0

|R(1)
α (x; f, g1)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p, δ)‖g1‖Lp([−2π,2π)2). (1.15)Äàëåå, ðàññìîòðèì è îöåíèì J̃
(2)
α (x; g1). Èìååì:
J̃ (2)
α (x; g1) =

=
1

π2

{ −δ∫

−∞

−δ∫

−∞

+

−δ∫

−∞

+∞∫

δ

+

+∞∫

δ

−δ∫

−∞

+

+∞∫

δ

+∞∫

δ

}
g1(x1 + u1, x2 + u2)×

×D̃α1
(u1)D̃α2

(u2)du1du2+

+
1

π2

{ −δ∫

−∞

δ∫

−δ

+

δ∫

−δ

+∞∫

δ

+

δ∫

−δ

−δ∫

−∞

+

+∞∫

δ

δ∫

−δ

}
g1(x1 + u1, x2 + u2)×

×D̃α1
(u1)D̃α2

(u2)du1du2 = A(1)
α (δ, x, g1) +A(2)

α (δ, x, g1). (1.16)Èíòåãðàëû èç A(1)
α (δ, x, g1) îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà �¼ëüäåðàè, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäÿò âåëè÷èíû C‖g1‖pLp([−2π,2π)2).�àññìîòðèì è îöåíèì

A(2)
α (δ, x, g1) =

4∑

k=1

A(2,k)
α (δ, x, g1).Äëÿ ýòîãî îöåíèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â A(2)

α (δ, x, g1), íàïðèìåð,èíòåãðàë
A(2,2)

α (δ, x, g1) =
1

π2

δ∫

−δ

+∞∫

δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)D̃α1
(u1)D̃α2

(u2)du1du2(îñòàëüíûå èíòåãðàëû â A(2)
α (δ, x, g1) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî).



34Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêó:
|A(2,2)

α (δ, x, g1)|p ≤ C

+∞∫

δ

∣∣∣1
π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)D̃α1
(u1)du1

∣∣∣
p

du2 ≤

≤ C

2π∫

−2π

∣∣∣1
π

δ∫

−δ

g1(x1 + u1, u2)D̃α1
(u1)du1

∣∣∣
p

du2.Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ äëÿ ï.â. u2 ∈ [−2π, 2π) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê "ãëàâíûé ÷ëåí" ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g1(x) ïîïåðåìåííîé x1. Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç J̃α1
(x1, g1; u2).Òîãäà, ïðèìåíÿÿ äëÿ èíòåãðàëà J̃α1

(x1, g1; u2) îöåíêó (1.13), à òàêæå íåðà-âåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷èì:
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|A(2,2)
α (δ, x, g1)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C‖g1‖Lp([−2π,2π)2). (1.17)Ïîñêîëüêó îñòàëüíûå èíòåãðàëû âA(2)
α1, α2(δ, x, g1) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî,òî èç îöåíîê (1.8)-(1.10) è (1.15)-(1.17), èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ïðèåì (ñì.,íàïðèìåð, [33, . 58-59℄), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ ï.â. x ∈ T2

Rα(x; f, g1) = Sn(x; f)− Jα(x; g1) → 0 ïðè α→ ∞,ò.å. òåîðåìà I.I äîêàçàíà äëÿ �óíêöèè g1(x).Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó äëÿ �óíêöèè, îïðåäåëåííîé óñëîâèåì
g(x1, x2) =




f(x1, x2) ïðè (x1, x2) ∈ T2,

0 âíå T2.
(1.18)Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì êâàäðàò [−2π, 2π)2 íà äåâÿòü ÷àñòåé: [−2π, 2π)2 =

T2 ∪ ∪9
i=2T

2
i , ãäå T 2

1 = [π, 2π)2, T 2
2 = [−2π,−π] × [π, 2π), T 2

3 = [−2π,−π]2,
T 2
4 = [π, 2π) × [−2π,−π], T 2

5 = [π, 2π) × [−π, π], T 2
6 = [−π, π] × [π, 2π), T 2

7 =

[−2π,−π]× [−π, π], T 2
8 = [−π, π]× [−2π,−π].



35Îïðåäåëèì íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ ñëåäóþùèå �óíêöèè:
g̃i(u1, u2) =




g1(u1, u2) ïðè (u1, u2) ∈ T 2

i ,

0 âíå T 2
i ,

i = 1, . . . , 8.Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû I.I äëÿ �óíêöèè g(x), óäîâëå-òâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.18), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè:
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Jα(x, g̃i)|
∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C‖g1‖Lp(R2), i = 1, . . . , 8. (1.19)Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ i = 5 (äëÿ îñòàëüíûõ i äîêàçàòåëüñòâî àíà-ëîãè÷íî):
Jα(x, g̃5) =

1

π

2π∫

π

{
1

π

π∫

−π

g̃5(u1, u2)D̃α2
(u2 − x2)du2

}
D̃α1

(u1 − x1)du1 =

=
1

π

2π∫

π

J̃α2
(x2, g̃5; u1)D̃α1

(u1 − x1)du1.Ïóñòü J∗(x2, g̃5; u1) = sup
α2> 0

|J̃α2(x2, g̃5; u1)|, òîãäà èìååì:
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Jα(x, g̃5)|
∥∥∥∥
p

Lp(T2)

≤

≤
∫

T2

(
1

π

2π∫

π

|J∗(x1, g̃5; u2)|
du2

|u2 − x2|

)p

dx1dx2 ≤

≤
∫

T1

({ 0∫

−π

+

π∫

0

}(
1

π

2π∫

π

|J∗(x1, g̃5; u2)|
du2

|u2 − x2|

)p

dx2

)
dx1 = A1 + A2.Åñëè x2 ∈ [−π, 0], u2 ∈ [π, 2π], òî |u2 − x2| ≥ π, òîãäà äëÿ A1 ìîæíî ïðè-ìåíèòü îöåíêó (1.13) è ïîëó÷èòü îöåíêó (1.19). Äàëåå ðàññìîòðèì è îöåíèì

A2. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ â A2: x′

2 = π − x2, ïîëó÷èì:
A2 =

∫

T1

{ π∫

0

(
1

π

2π∫

π

|J∗(x1, g̃5; u2)|
du2

|u2 + x2 − π|

)p

dx2

}
dx1,



36ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ u′

2 = u2 − π, èìååì:
A2 =

∫

T1

{ π∫

0

(
1

π

π∫

0

|J∗(x1, g̃5; u2 + π)| du2
(u2 + x2)

)p

dx2

}
dx1. (1.20)Äàëåå, ïðèìåíÿÿ â (1.20) íåðàâåíñòâî �èëüáåðòà �Øóðà � Õàðäè (ñì. [33,ñòð. 318℄) è îöåíêó (1.13), ïîëó÷èì:

A2 ≤ C(p) · ‖g1‖pLp(R2).Òàêèì îáðàçîì îöåíêè (1.15), (1.17) è (1.19) äîêàçûâàþò òåîðåìó äëÿ�óíêöèè g(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.18).È, íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
2), p > 1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ g(x) = f(x) íà T2. Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíêè èíòåãðàëîâ, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò áåñêîíå÷íûéïðåäåë (íàïðèìåð, èíòåãðàëû (1.16), (1.17) è (1.19)), íà÷èíàòü  ïðèìåíåíèÿíåðàâåíñòâà �¼ëüäåðà. Íàïðèìåð, îöåíêà èíòåãðàëà

A(1,2)
α (δ, x, g1) =

1

π2

+∞∫

δ

+∞∫

δ

g1(x1 + u1, x2 + u2)D̃α1
(u1)D̃α2

(u2)du1du2(ñì. îöåíêó (1.16)) ïðîâîäèòñÿ òàê:
|A(1,2)

α (δ, x, g1)|
p ≤





1

πp
′

+∞∫

δ

t−p
′

dt





2p

p
′

· ‖g1‖pLp(R2),
1

p
+

1

p′ = 1.Òåîðåìà I.I äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè òåîðåì I.I è I.I ′. Âíà÷àëå äîêà-æåì, ÷òî èç òåîðåìû I.I ñëåäóåò ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I ′.Ïóñòü α = (α1, α2) ∈ R2
0, è {m(n)}, m(n) ∈ Z2

0, n = (n1, n2) ∈
Z2
0, � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

RSn+m(x; f) ìåæäó ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f ∈ Lp(T
2),
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p > 1, è ïóñòü Jα(x; g) � ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèè g ∈ Lp(R

2),ïðè óñëîâèè, ÷òî f(x) = g(x), x ∈ T2, è nj = [αj], j = 1, 2. Òîãäà
RSn+m(x; f) = Sn+m(x; f)− Sn(x; f) =

[
Sn+m(x; f)− Jα(x; g)

]
−

−
[
Sn(x; f)− Jα(x; g)

]
= R(1)

α (x; f, g)−R(2)
α (x; f, g). (1.21)Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {m(n)} îãðàíè÷åíà, ó÷èòûâàÿ (1.1), ïîëó÷à-åì: | αj − (mj +nj) |≤ const, j = 1, 2. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî nj = [αj], j = 1, 2,äëÿ ðàçíîñòåé R(1)

α (x; f, g) è R(2)
α (x; f, g) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó I.I. À çíà-÷èò, â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.21) ïîëó÷àåì: R(1)

α (x; f, g)−R
(2)
α (x; f, g) → 0ïðè α→ ∞ ï.â. íà T2, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó I.I ′.Äàëåå, äîêàæåì, ÷òî èç òåîðåìû I.I ′ ñëåäóåò ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I.�àññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(x; f, g) = Sn(x; f) − Jα(x; g) ìåæäó ÷àñòè÷íîéñóììîé ðÿäà Ôóðüå �óíêöè f ∈ Lp(T

2), p > 1, è ñîáñòâåííûé èíòåãðàëîìÔóðüå �óíêöèè g ∈ Lp(R
2), ïðè óñëîâèè, ÷òî f(x) = g(x), x ∈ T2, à êîìïî-íåíòû âåêòîðîâ α = (α1, α2) ∈ R2

0 è n = (n1, n2) ∈ Z2
0 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì(1.1). Ââåäåì âåêòîð n ′ = (n ′

1, n
′
2) ∈ Z2

0 òàêîé, ÷òî n ′
j = [αj], j = 1, 2, èðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Rα(x; f, g) = Sn(x; f)− Jα(x; g) =
[
Sn(x; f)− Sn ′(x; f)

]
+

+
[
Sn ′(x; f)− Jα(x; g)

]
. (1.22)Ïîñêîëüêó | αj − nj |≤ ̺, è n ′

j = [αj], j = 1, 2, òî â ðàâåíñòâå (1.22)äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I ′, à äëÿ âòîðîéðàçíîñòè òåîðåìó À, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó I.I. Ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåìI.I è I.I ′ äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.II. Ïóñòü {m(n)}, m(n) ∈ Z2
0, n =

(n1, n2) ∈ Z2
0, � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ïóñòü
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{n(λj)

j }, n(λj)
j ∈ Z1

0, λj = 1, 2, . . . , j = 3, . . . , N, � ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè. Îáîçíà÷èì n(λ,m) = (n1 +m1(n), n2 +m2(n), n
(λ3)
3 , . . . , n

(λN )
N ) ∈ ZN

0 è
n(λ) = (n1, n2, n

(λ3)
3 , . . . , n

(λN )
N ) ∈ ZN

0 , è ðàñïèøåì ðàçíîñòü RSn(λ,m)(x; f) =

Sn(λ,m)(x; f)− Sn(λ)(x; f) â ñëåäóþùåì âèäå
RSn(λ,m)(x; f) =

=
1

πN

∫

TN

f(x+ u)Dn(λ,m)(u)du− 1

πN

∫

TN

f(x+ u)Dn(λ)(u)du =

=
1

πN

∫

TN

f(x+ u)
[
Dn1+m1(n)(u1)Dn2+m2(n)(u2)−Dn1

(u1)Dn2
(u2)

]
×

×D
n
(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )

N

(uN)du1 . . . duN =

=
1

πN

∫

TN

f(x+ u)
[
Dn2+m2(n)(u2)−Dn2

(u2)
]
Dn1

(u1)×

×D
n
(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )
N

(uN)du1 . . . duN+

+
1

πN

∫

TN

f(x+ u)
[
Dn1+m1(n)(u1)−Dn1

(u1)
]
Dn2+m2(n)(u2)×

×D
n
(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )

N

(uN)du1 . . . duN =

= R̃S
(1)

n(λ,m)(x; f) + R̃S
(2)

n(λ,m)(x; f). (1.23)�àññìîòðèì è îöåíèì R̃S
(1)

n(λ,m)(x; f) (R̃S(2)

n(λ,m)(x; f) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷-íî). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÿäðà Äèðèõëå èìååì:
R̃S

(1)

n(λ,m)(x; f) =

=
1

πN

∫

TN

f(x+ u)
[ 1
2
+

n2+m2(n)∑

k=1

cos(ku2)−
1

2
−

n2∑

k=1

cos(ku2)
]
×

×Dn1
(u1)Dn

(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )

N

(uN)du1 . . . duN =

=
1

πN

∫

TN

f(x+ u)
[ n2+m2(n)∑

k=n2+1

cos(ku2)
]
×



39
×Dn1

(u1)Dn
(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )

N

(uN)du1 . . . duN .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {m(n)} îãðàíè÷åííàÿ, à çíà÷èò
|R̃S(1)

n(λ,m)(x; f)| ≤ C

∫

T1

∣∣∣ 1

πN−1

∫

TN−1

f(x1 + u1, u2, x3 + u3, . . . , xN + uN)×

×Dn1
(u1)Dn

(λ3)
3

(u3) . . .Dn
(λN )
N

(uN)du1du3 . . . duN

∣∣∣ du2. (1.24)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â (1.24) äëÿ ï.â. u2 ∈ T1 ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f(x) ïî ïåðåìåííûì
x1, x3, . . . , xN . Ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(λj)

j }, j = 3, . . . , N , ÿâëÿþòñÿ ëà-êóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, òî äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â (1.24) ìîæíîïðèìåíèòü ìàæîðàíòíóþ îöåíêó Ì. Êîæèìû (ñì. [11℄), ò.å. îöåíêó âèäà:
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λκ−1, nκ> 0

|S
n
(λ1)
1 , ..., n

(λκ−1)

κ−1 , nκ

(x;φ)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tκ)

≤ C(p) · ‖φ‖Lp(Tκ), (1.25)çäåñü �óíêöèÿ φ ∈ Lp(T
κ), p > 1, κ ≥ 3, à {n(λj)

j }, n(λj)
j ∈ Z1

0, λj = 1, 2, . . . ,
j = 1, . . . ,κ − 1, � ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 16Èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.25), íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, à òàêæå îöåíêó (1.24), ïî-ëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ R̃S(1)

n(λ,m)(x; f):
∥∥∥∥ sup
n1, n2, λ3, ..., λN> 0

|R̃S(1)

n(λ,m)(x; f)|
∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p) · ‖f‖Lp(TN ). (1.26)Òàê êàê R̃S(2)

n(λ,m)(x; f) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òî èç (1.23) è (1.26) ñëåäóåò
∥∥∥∥ sup
n1, n2, λ3, ..., λN> 0

|RSn(λ,m)(x; f)|
∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p) · ‖f‖Lp(TN ),÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó I.II.
§1.2. �àâíîñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä èèíòåãðàë Ôóðüå, "ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" êîòîðûõðàññìàòðèâàþòñÿ ïî íåêîòîðûì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì16 Çàìåòèì, ÷òî ïðè κ = 2 îöåíêà (1.25) ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ï.Ø¼ëèíà [8℄.



40Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.IV.17 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.IV ïðîâå-äåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî N (N ≥ 2). Äëÿ N = 2 ðåçóëüòàòòåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé òåîðåìû I.I.Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî JN−1 = {1, 2, . . . , N − 1}.Ïîëîæèì Dn0
(t0) = D0(t0) = D̃α0

(t0) = D̃0(t0) = 1.Ïóñòü q ≥ 3, è ïóñòü {n(λj)
j }, n(λj)

j ∈ Z1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , q − 1, �ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì n

(λ0)
0 = 0. Ñèìâîëîì n(λ, q) îáîçíà-÷èì âåêòîð n(λ, q) = (n

(λ1)
1 , . . . , n

(λq−1)
q−1 , nq) ∈ Z

q
0. Äëÿ ëþáîãî m, 0 ≤ m ≤ q, èäëÿ ëþáîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé (ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) �óíêöèè f ∈ L1(T

q)ïîëîæèì:
(
S(m)J (q−m)

)
n(λ, q)(x; f) =

1

πq

∫

Tq

f(x+ u) ·
∏

0≤j≤m

D
n
(λj)

j

(uj)×

×
∏

m+1≤j≤q−1

D̃
n
(λj)

j

(uj) · D̃nq
(uq)du1 . . . duq ïðè 0 ≤ m ≤ q − 1, 18 (1.27)

(
S(m)J (q−m)

)
n(λ, q)(x; f) =

=
1

πq

∫

Tq

f(x+ u)
∏

1≤j≤q−1

D
n
(λj )

j

(uj) ·Dnq
(uq)du ïðè m = q. (1.27′)Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T

q), p > 1, q ≥ 3, è äëÿ ëþáîãî
m, 1 ≤ m ≤ q,

(
S(m)J (q−m)

)
n(λ, q)(x; f) =

(
S(m−1)J (q−m+1)

)
n(λ, q)(x; f) + In(λ, q)(x, f), (1.28)ãäå In(λ, q)(x, f) → 0 ïðè λ1, . . . , λq−1, nq → ∞ ïî÷òè âñþäó íà Tq; áîëåå òîãî,

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq> 0

|In(λ, q)(x, f)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖f‖Lp(Tq). (1.29)17 Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû I.IV îñíîâûâàåòñÿ íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà È.Ë. Áëîøàíñêîãî òåîðå-ìû 4 èç ðàáîòû [23℄.18 Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè m = q−1 óïðîùåííûå ÿäðà Äèðèõëå D̃
n
(λj)

j

(uj) ñ íîìåðàìè j ≥ m+1 îòñóòñòâóþò.
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Çàìå÷àíèå 1.2. Ïðè q = 2 ðåçóëüòàò ëåììû 1.1 äîêàçàí È.Ë. Áëîøàí-ñêèì â ðàáîòå [23℄.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå m, 1 ≤ m ≤ q,

q ≥ 3 (÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî m 6= q − 1, q) è ðàññìîòðèì èíòåãðàë (S(m)J (q−m)
)
n(λ, q)(x; f) (1.27).Èìååì:

(
S(m)J (q−m)

)
n(λ, q)(x; f) =

(
S(m−1)J (q−m+1)

)
n(λ, q)(x; f)+

+
1

πq

∫

Tq

f(x+ u)
∏

0≤j≤m−1

D
n
(λj)

j

(uj) ·Gn
(λm)
m

(um) ·
∏

m+1≤j≤q−1

D̃
n
(λj)

j

(uj)×

×D̃nq
(uq)du1 . . . duq =

(
S(m−1)J (q−m+1)

)
n(λ, q)(x; f) + In(λ, q)(x, f), (1.30)ãäå �óíêöèÿ Gr(t) = Dr(t)−D̃r(t) = ϕ(t) sin rt+ 1

2
cos rt, â ñâîþ î÷åðåäü, ϕ(t)- 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ íà [−π, π] îïðåäåëÿåòñÿòàê:

ϕ(t) =
1

2
ctg

t

2
− 1

t
ïðè t ∈ [−π, 0) ∪ (0, π] è ϕ(t) = 0 ïðè t = 0.Îöåíèì âòîðîé èíòåãðàë â (1.30). Èìååì:

In(λ, q)(x, f) =
1

πq

∫

Tq

f(x+ u)
∏

0≤j≤m−1

D
n
(λj)

j

(uj) ·Gn
(λm)
m

(um)×

×
∏

m+1≤j≤q−1

{
D

n
(λj)

j

(uj)−G
n
(λj)

j

(uj)
}
·
{
Dnq

(uq)−Gnq
(uq)

}
du1 . . . duq =

= I
(1)

n(λ, q)(x; f) +
∑

2≤j≤2(q−m)−1

I
(j)

n(λ, q)(x; f) + I
(2(q−m))

n(λ, q) (x; f). (1.31)Ïðè ýòîì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëàãàåìîì (ò.å. I(1)
n(λ, q)(x; f)) â ñóììå(1.31) â q-êðàòíîì èíòåãðàëå íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìèm+1, . . . , q "ñòîÿò" òîëüêîÿäðà Äèðèõëå, â ñâîþ î÷åðåäü, â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì (ò.å. I(2(q−m))

n(λ, q) (x; f)) íà



42ýòèõ ìåñòàõ íåò íè îäíîãî ÿäðà Äèðèõëå. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ñóììå (1.31)ïðîíóìåðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. 19Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå (1.31). Îöåíèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèéèíòåãðàë, îáîçíà÷èâ åãî äëÿ îïðåäåëåííîñòè I(2)
n(λ, q)(x; f) (îñòàëüíûå èíòåãðà-ëû I

(j)

n(λ, q)(x; f), j = 1, 3, . . . , 2(q −m), îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî):
I
(2)

n(λ, q)(x; f) = − 1

πq

∫

Tq

f(x+ u)
∏

0≤j≤m−1

D
n
(λj )

j

(uj) ·Gn
(λm)
m

(um)×

×G
n
(λm+1)

m+1

(um+1) ·
∏

m+2≤j≤q−1

D
n
(λj)

j

(uj) ·Dnq
(uq) du1 . . . duq.Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè Gr(t) è 2π-ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè f(x)èìååì:

|I(2)
n(λ, q)(x; f)| ≤

≤ C

∫

T2

∣∣∣ 1

πq−2

∫

Tq−2

f(x1 + u1, . . . , xm−1 + um−1, um, um+1, xm+2 + um+2, . . . ,

xq + uq)
∏

0≤j≤q−1,
j 6=m,m+1

D
n
(λj)

j

(uj)Dnq
(uq) du1 . . . dum−1 dum+2 . . . duq

∣∣∣ dum dum+1 =

= C

∫

T2

∣∣S ñ(λ, q−2)(x̃(q−2), f ; um, um+1)
∣∣dum dum+1, (1.32)çäåñü âåêòîðà ñ(λ, q−2) è x̃(q−2) îïðåäåëÿþòñÿ òàê: ñ(λ, q−2) = (n

(λ1)
1 , . . . , n

(λm−1)
m−1 ,

n
(λm+2)
m+2 , . . . , n

(λq−1)
q−1 , nq), x̃(q−2) = (x1, . . . , xm−1, xm+2, . . . , xq).Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â (1.32) äëÿ ï.â. (um, um+1) ∈ T2 ìîæ-íî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f(x) ïî ïåðå-ìåííûì x̃(q−2). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(λj)

j }, j = 1, . . . , m − 1, m +

2, . . . , q − 1, ÿâëÿþòñÿ ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, òî äëÿ îöåíêèèíòåãðàëà â (1.32) ìîæíî ïðèìåíèòü ìàæîðàíòíóþ îöåíêó Ì. Êîæèìû (1.25).19 Îíè îòëè÷àþòñÿ ÷èñëîì è ìåñòîðàñïîëîæåíèåì �óíêöèé G
n
(λj )

j

, m+2 ≤ j ≤ q, íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè
m+ 2, . . . , q â ýòîì æå èíòåãðàëå.



43Èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.25), íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, à òàêæå îöåíêó (1.32), ïî-ëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà I(2)
n(λ, q)(x; f):

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq> 0

|I(2)
n(λ, q)(x; f)|

∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖f‖Lp(Tq). (1.33)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî îñòàëüíûå èíòåãðàëû â (1.31) îöåíèâàþòñÿ àíà-ëîãè÷íî, ìîæåì ñäåëàòü âûâîä: îöåíêà (1.29) äîêàçàíà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿáåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé "îñòàòî÷íûé ÷ëåí" In(λ, k)(x, f) â ðà-âåíñòâå (1.28) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ1, . . . , λk−1, nk → ∞ ï.â. íà Tk, èçìàæîðàíòíîé îöåíêè (1.29) ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [33, ñ.58-59℄) äàþò âîçìîæíîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé�óíêöèè f ∈ Lp(T
k), k ≥ 3, p > 1, è äëÿ ëþáîãî m, 1 ≤ m ≤ k. Ëåììà 1.1äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå ëåììû 1.1. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T

q), p > 1, q ≥ 3, èäëÿ ëþáîãî m, 1 ≤ m ≤ q,

(
S(m)J (q−m)

)
n(λ, q)(x; f) =

(
S(0)J (q)

)
n(λ, q)(x; f) + In(λ, q)(x, f ;m), (1.34)ãäå In(λ, q)(x, f ;m) → 0 ïðè λ1, . . . , λq−1, nq → ∞ ïî÷òè âñþäó íà Tq; áîëååòîãî, ∥∥∥∥∥ sup

λ1, ..., λq−1, nq> 0
|In(λ, q)(x, f ;m)|

∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖f‖Lp(Tq). (1.35)
�åçóëüòàò ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ (mðàç) ðåçóëüòàòà ëåììû 1.1 ê èíòåãðàëó (1.27) (ê èíòåãðàëó (1.27′)).Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû I.IV âåðåí äëÿ íåêîòîðîãî

N = q− 1, q ≥ 3, ò.å. åñëè {α(λj)
j }, α(λj)

j ∈ R1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , q− 2, �îáîáùåííûå âåùåñòâåííûå ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, | α(λj)

j − n
(λj)
j |≤

̺, j = 1, . . . , q − 2, ãäå ̺ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ÷èñëà | αq−1 − nq−1 |≤ ̺, è



44ðàçíîñòü
R

α
(λ1)
1 , ..., α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; f, g) =

= S
n
(λ1)
1 , ..., n

(λq−2)

q−2 , nq−1
(x; f)− J

α
(λ1)
1 , α

(λ2)
2 , ..., α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; g),òî äëÿ ëþáûõ �óíêöèé g, f : g ∈ Lp(R

q−1), f ∈ Lp(T
q−1), p > 1, è g(x) = f(x)ïðè x ∈ Tq−1,

lim
λ1, ..., λq−2, αq−1→∞

R
α
(λ1)
1 , ..., α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; f, g) = 0 ï.â. íà Tq−1. (1.36)Áîëåå òîãî,

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−2, αq−1> 0

|R
α
(λ1)
1 , ..., α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; f, g)|

∥∥∥∥∥
Lp(Tq−1)

≤ C(p)‖g‖Lp(Rq−1). (1.37)Äîêàæåì, ÷òî òåîðåìà I.IV ñïðàâåäëèâà äëÿ N = q, ò.å. äëÿ ëþáûõ �óíê-öèé g, f òàêèõ, ÷òî g ∈ Lp(R
q), f ∈ Lp(T

q), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ Tq,ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|R
α
(λ1)
1 , ..., α

(λq−1)

q−1 , αq

(x; f, g)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p)‖g‖Lp(Rq), (1.38)ãäå | α(λj)
j − n

(λj)
j |≤ ̺, α(λj)

j ∈ R1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , q − 1, � ëàêó-íàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, | αq − nq |≤ ̺ (çàìåòèì, ÷òî òàê æå, êàê è ïðèäîêàçàòåëüñòâå ëåììû, ïðåäåë (1.4) äëÿ N = q áóäåò ñëåäîâàòü èç îöåíêè(1.38)).Äîêàæåì ñíà÷àëà îöåíêó (1.38) äëÿ �óíêöèé f(x) è g(x) = g1(x), x ∈ Rq,ãäå

g1(x) =




f(x) ïðè x ∈ [−2π, 2π)q,

0 ïðè x ∈ Rq \ [−2π, 2π)q.
(1.39)Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðîì n(λ, q) ∈ Z

q
0 îáîçíà÷èì α(λ, q) =

(α
(λ1)
1 , . . . , α

(λq−1)
q−1 , αq) ∈ R

q
0 è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Rα(λ, q)(x; f, g1) = Sn(λ, q)(x; f)− Jα(λ, q)(x; g1). (1.40)



45�àñïèøåì ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå Jα(λ, q)(x; g1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Jα(λ, q)(x; g1) =

1

πk

∫

Tq

g1(x+ u)D̃α(λ, q)(u)du+
1

πq

∫

Rq�Tq

g1(x+ u)D̃α(λ, q)(u)du =

= J
(1)

α(λ, q)(x; g1) + J
(2)

α(λ, q)(x; g1). (1.41)�àññìîòðèì è îöåíèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü
R

(1)

α(λ, q)(x; f, g1) = Sn(λ, q)(x; f)− J
(1)

α(λ, q)(x; g1). (1.42)Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå ëåììû 1.1 äëÿ Sn(λ, q)(x; f) =
(
S(q)J (0)

)
n(λ, q)(x; f) (ñì.îáîçíà÷åíèÿ (1.27) è ðàâåíñòâî (1.34)), ðàçíîñòü (1.42) ìîæåì ðàñïèñàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì:

R
(1)

α(λ, q)(x; f, g1) =
1

πq

∫

Tq

f(x+ u)D̃n(λ, q)(u)du+ I
(0)

n(λ, q)(x, f)− J
(1)

α(λ, q)(x; g1) =(çäåñü èíòåãðàë I
(0)

n(λ, q)(x, f) = In(λ, q)(x, f ; q) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (1.34) è(1.35)); â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè g1(x) (1.39) èìååì:
=

1

πq

∫

Tq

g1(x+ u)D̃n(λ, q)(u)du− J
(1)

α(λ, q)(x; g1) + I
(0)

n(λ, q)(x, f) =

=
1

πq

∫

Tq

g1(x+ u)
∏

0≤j≤q−1

D̃
n
(λj)

j

(uj) · D̃nq
(uq)du1 . . . duq −

1

πq

∫

Tq

g1(x+ u)×

×
∏

0≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj)D̃αq
(uq)du1 . . . duq + I

(0)

n(λ, q)(x, f) =

= R̃
(1)

α(λ, q)(x; f, g1) + I
(0)

n(λ, q)(x; f). (1.43)Äàëåå ðàñïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë â ðàçíîñòè (1.43) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
R̃

(1)

α(λ, q)(x; f, g1) =

=

q−2∑

l=1

1

πq−1

∫

Tq−1

∏

0≤j≤l−1

D̃
α
(λj )

j

(uj) ·
∏

l+1≤j≤q−1

D̃
n
(λj )

j

(uj) · D̃nq
(uq)×
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×





1

π

π∫

−π

g1(x+ u)
[
D̃

n
(λl)

l

(ul)− D̃
α
(λl)

l

(ul)
]
dul



 du1 . . . dul−1 dul+1 . . . duq+

+
1

πq−1

∫

Tq−1





1

π

π∫

−π

g1(x+ u)
[
D̃

n
(λq−1)

q−1

(uq−1)− D̃
α
(λq−1)

q−1

(uq−1)
]
duq−1



×

×
∏

1≤j≤q−2

D̃
α
(λj )

j

(uj) · D̃nq
(uq) du1 . . . duq−2 duq+

+
1

πq−1

∫

Tq−1





1

π

π∫

−π

g1(x+ u)
[
D̃nq

(uq)− D̃αq
(uq)

]
duq



×

×
∏

1≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj) du1 . . . duq−1 =

q∑

l=1

R̃
(1,l)

α(λ,q)(x; f, g1). (1.44)Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ïðè l = 0 â ðàâåíñòâå (1.44) îòñóòñòâóåò èíòåãðàë âèäà
1
π

π∫
−π

. . . du0, à (ïî íàøåé äîãîâîðåííîñòè) ÿäðî D̃α
(λ0)
0

(u0) = 1.Îöåíèì R̃
(1,2)

α(λ,q)(x; f, g1) (îñòàëüíûå èíòåãðàëû â (1.44) îöåíèâàþòñÿ àíàëî-ãè÷íî). �àñïèñàâ óïðîùåííûå ÿäðà Äèðèõëå è ïðèìåíÿÿ âòîðóþ òåîðåìó îñðåäíåì, èíòåãðàë â �èãóðíîé ñêîáêå R̃(1,2)

α(λ,q)(x; f, g1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
1

π

π∫

−π

g1(x+ u)
[
D̃

n
(λ2)
2

(u2)− D̃
α
(λ2)
2

(u2)
]
du2 =

1

π

π∫

−π

g1(x+ u)
n
(λ2)
2 − α

(λ2)
2

n
(λ2)
2 − α

(λ2)
2

×

× 2 sin (n
(λ2)
2 −α

(λ2)
2 )u2

2

u2
· cos (n

(λ2)
2 + α

(λ2)
2 )u2

2
du2 =

=
n
(λ2)
2 − α

(λ2)
2

π
·

δ2∫

−δ1

g1(x+ u) cos
(n

(λ2)
2 + α

(λ2)
2 )u2

2
du2,ãäå 0 < δ1, δ2 < π. Èìååì:

R̃
(1,2)

α(λ,q)(x; f, g1) =
n
(λ2)
2 − α

(λ2)
2

π

δ2∫

−δ1

{
1

πq−1

∫

Tq−1

g1(x+ u)D̃
α
(λ1)
1

(u1)×
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×

∏

3≤j≤q−1

D̃
n
(λj)

j

(uj) · D̃nq
(uq) du1du3 . . . duq

}
cos

(n
(λ2)
2 + α

(λ2)
2 )u2

2
du2.Òîãäà ïîëó÷àåì:

|R̃(1,2)

α(λ,q)(x; f, g1)| ≤

≤ C

2π∫

−2π

| 1

πq−1

∫

Tq−1

g1(x1 + u1, u2, x3 + u3, . . . , xq + uq)D̃α
(λ1)
1

(u1)×

×
∏

3≤j≤q−1

D̃
n
(λj )

j

(uj) · D̃nq
(uq) du1du3 . . . duq| du2. (1.45)Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå ñëåäóþùèå îöåíêè: ìàæîðàíòíóþ îöåíêó (1.37) äëÿ ðàçíîñòè

R
α
(λ1)
1 , ..., α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; f, g), f ∈ Lp(T

q−1), 20 ìàæîðàíòíóþ îöåíêó Ì. Êîæè-ìû (1.25) äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû S
n
(λ1)
1 , ..., n

(λq−2)

q−2 , nq−1
(x; f):

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq> 0

|S
n
(λ1)
1 , ..., n

(λq−2)

q−2 , nq−1
(x; f)|

∥∥∥∥∥
Lp(Tq−1)

≤ C(p) · ‖f‖Lp(Tq−1), p > 1(â îáåèõ îöåíêàõ {n(λj)
j }, n(λj)

j ∈ Z1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , q − 2, � ëàêó-íàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Ì.Êîæèìû (äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå (0.2) ïðè N = q− 1, q ≥ 3), ò.å.îöåíêó âèäà:

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−2, αq−1> 0

|J
α
(λ1)
1 , α

(λ2)
2 ,...,α

(λq−2)

q−2 , αq−1
(x; g)|

∥∥∥∥∥
Lp(Tq−1)

≤ C(p)‖g‖Lp(Rq−1), p > 1(1.46)(çäåñü {α(λj)
j }, α(λj)

j ∈ R1
0, λj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , q − 2, � îáîáùåííûå âåùå-ñòâåííûå ëàêóíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). 2120 Çäåñü �óíêöèè f, g : f ∈ Lp(T

q−1), g ∈ Lp(R
q−1), p > 1, è g(x) = f(x) ïðè x ∈ Tq−1.21 Çàìåòèì, ÷òî ïðè q = 3 îöåíêà (1.46) ÿâëÿåòñÿ �àêòè÷åñêè èíòåãðàëüíûì àíàëîãîì íåðàâåíñòâàØ¼ëèíà.



48Ïðèìåíèì â (1.45) îöåíêó (1.46). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷à-åì ñëåäóþùóþ ìàæîðàíòíóþ îöåíêó äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå (1.44):∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq>0

|R̃(1,2)

α(λ,q)(x; f, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p)‖g1‖Lp([−2π,2π)q).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ñóììå (1.44) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî,ìû ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà R̃(1)

α(λ, q)(x; f, g1)∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq>0

|R̃(1)

α(λ,q)(x; f, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q). (1.47)Â ñâîþ î÷åðåäü, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (1.35) äëÿ èíòåãðàëà I
(0)

n(λ, q)(x, f) =

In(λ, q)(x, f ; q) (ñì. ñëåäñòâèå äëÿ m = q), èç îöåíîê (1.47) è (1.43) ìû ïî-ëó÷àåì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ ðàçíîñòè R(1)

α(λ, q)(x; f, g1), òî÷íåå,∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, nq>0

|R(1)

α(λ, q)(x; f, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q). (1.48)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû I.IV (â ñëó÷àå,êîãäà â êà÷åñòâå �óíêöèè g ðàññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ g1 (1.39)) íàì îñòàëîñüîöåíèòü J (2)

α(λ,q)(x; g1) â (1.41).Ïóñòü r, v, l � öåëûå ÷èñëà, 0 ≤ r, l ≤ q, 0 ≤ v < q è ïóñòü m = (m1, . . . ,

mq) ∈ Zq. Îáîçíà÷èì
A(r, v, l) = {m ∈ Zq : 0 = m0 < m1 < · · · < mr ≤ q;

0 = m0 < mr+1 < · · · < mr+v ≤ q;

1 ≤ mr+v+1 < · · · < mr+v+l ≤ q; mµ1
6= mµ2

ïðè µ1 6= µ2},

0 ≤ r, l ≤ q, 0 ≤ v < q, r + v + l = q.Îáîçíà÷èì òî÷êè −π è π íà îñè Oxj ñîîòâåòñòâåííî −aj è aj , j = 1, . . . , q.�àñïèøåì èíòåãðàë J (2)

α(λ, q)(x; g1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
J
(2)

α(λ, q)(x; g1) =
1

πq

∫

Rq�Tq

g1(x+ u)D̃α(λ, q)(u) du =
∑

0≤r,l≤q
0≤v<q

r+v+l=q

∑

m∈A(r,v,l)

1

πq

−am1∫

−∞

. . .
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. . .

−amr∫

−∞

amr+1∫

−amr+1

. . .

amr+v∫

−amr+v

+∞∫

amr+v+1

. . .

+∞∫

amr+v+l

g1(x+ u)D̃α(λ, q)(u) du =

=
∑

0≤r,l≤q
0≤v<q

r+v+l=q

∑

m∈A(r,v,l)
A

(r,v,l)

α(λ, q)(m; x, g1). (1.49)Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè r = 0 â (1.49) îòñóòñòâóþò èíòåãðàëûâèäà −aj∫
−∞

(j = 1, . . . , q), ïðè v = 0 � èíòåãðàëû âèäà aj∫
−aj

(j = 1, . . . , q), ïðè
l = 0 � èíòåãðàëû âèäà +∞∫

aj

(j = 1, . . . , q).Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1) âíóòðåííþþ ñóììó â (1.49), ò.å.
B

(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1) =
∑

m∈A(r,v,l)
A

(r,v,l)

α(λ, q)(m; x, g1). (1.50)Ó÷èòûâàÿ (1.49) è (1.50), èìååì
J
(2)

α(λ, q)(x; g1) =
∑

0≤r,l≤q
0≤v<q

r+v+l=q

B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1).�àçîáüåì ïîñëåäíþþ ñóììó íà òðè ñóììû:
J
(2)

α(λ, q)(x; g1) =
∑

0≤r,l≤q
v=0

r+l=q

B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1) +
∑

0≤r,l≤q
v=1

r+l=q−1

B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1)+

+
∑

0≤r,l≤q
2≤v<q

r+v+l=q

B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1) = B
(0)

α(λ, q)(x, g1) + B
(1)

α(λ, q)(x, g1) + B
(2)

α(λ, q)(x, g1). (1.51)Ïðåäëîæåíèå 1.1.
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq, αq> 0

|B(0)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q), p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) = C(p, q) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1. �àññìîòðèì è îöåíèì B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1)ïðè v = 0, 0 ≤ r, l ≤ q, r + l = q. Èìååì:
B

(r,0,l)

α(λ, q) (x, g1) =
∑

m∈A(r,0,l)
A

(r,0,l)

α(λ,q) (m; x, g1), 0 ≤ r, l ≤ q, r + l = q. (1.52)



50Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð m ∈ A(r, 0, l) è ðàññìîòðèì
A

(r,0,l)

α(λ, q)(m; x, g1) èç ñóììû (1.52). Â ñèëó îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà A(r, v, l) èñóììû (1.49) ìîæåì çàïèñàòü
A

(r,0,l)

α(λ, q)(m; x, g1) =
1

πq

−am1∫

−∞

. . .

−amr∫

−∞

+∞∫

amr+1

. . .

+∞∫

amr+l

g1(x+ u)×

×
∏

1≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj) · D̃αq
(uq) du1 . . . duq, 0 ≤ r, l ≤ q, r + l = q. (1.53)Òàê êàê äëÿ ëþáîãî σ ∈ R1

0

|D̃σ(t)| ≤ |t|−1 ïðè 0 < |t| < +∞, (1.54)òî èç (1.39), (1.53) è (1.54), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì:
|A(r,0,l)

α(λ, q)(m; x, g1)|p ≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q).Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåêòîðà m èç ìíîæåñòâà A(r, 0, l) ïîñëåä-íÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå (1.52) ïðè v = 0.Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îïÿòü-òàêè íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó èäëÿ B(0)

α(λ,q)(x, g1):
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|B(0)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q).Ïðåäëîæåíèå 1.1 äîêàçàíî.Ïðåäëîæåíèå 1.2.
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|B(1)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q), p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) = C(p, q) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.2. �àññìîòðèì è îöåíèì B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1)ïðè v = 1, 0 ≤ r, l ≤ q, r+ l = q− 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì è îöåíèì êàæäîå



51ñëàãàåìîå â ñóììå (1.50) ïðè v = 1, êîòîðîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà m ∈
A(r, 1, l) èìååò âèä:

A
(r,1,l)

α(λ, q)(m; x, g1) =
1

πq+1

−am1∫

−∞

. . .

−amr∫

−∞

amr+1∫

−amr+1

+∞∫

amr+2

. . .

+∞∫

amr+1+l

g1(x+ u)×

×
∏

1≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj) · D̃αq
(uq) du1 . . . duq, 0 ≤ r, l ≤ q, r + l = q. (1.55)Â ñèëó (1.29) è (1.54), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì:

|A(r,1,l)

α(λ, q)(m; x, g1)|p ≤ C(p, q)

2π∫

−2π

. . .

2π∫

−2π

∣∣1
π

amr+1∫

−amr+1

g1(um1
, . . . , umr

, xmr+1
+

+umr+1
, umr+2

, . . . , umq
)D̃αmr+1

(umr+1
)dumr+1

∣∣p dum1
. . . dumr

dumr+2
. . . dumq

=

= C(p, q)

2π∫

−2π

. . .

2π∫

−2π

∣∣J̃αmr+1
(xmr+1

, g1; ũ
(q−1))

∣∣pdum1
. . . dumr

dumr+2
. . . dumq

.(1.56)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ äëÿ ï.â. ũ(q−1) =

(um1
, .., umr

, umr+2
, . . . , umq

) ∈ [−2π, 2π)q−1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "ãëàâ-íûé ÷ëåí" îäíîìåðíîãî ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g1(x) ïîïåðåìåííîé xmr+1
. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ îäíîìåðíîãî ñîáñòâåííîãî èíòåãðà-ëà Ôóðüå �óíêöèè ψ ∈ Lp(R

1), p > 1, ñïðàâåäëèâ èíòåãðàëüíûé àíàëîãíåðàâåíñòâà Õàíòà (1.13).Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (1.13) â èíòåãðàëå (1.56) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëü-äåðà, îïðåäåëåíèå �óíêöèè g1 (1.39), à òàêæå ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà âåêòîðà
m èç ìíîæåñòâà A(r, 1, l), ïîëó÷àåì:

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|B(1)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p, q) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q).Ïðåäëîæåíèå 1.2 äîêàçàíî.



52Ïðåäëîæåíèå 1.3.∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq, αq> 0

|B(2)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q), p > 1,ãäå êîíñòàíòà C(p) = C(p, q) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.3. �àññìîòðèì è îöåíèì B
(r,v,l)

α(λ, q) (x, g1)ïðè 0 ≤ r, l ≤ q, 2 ≤ v < q, r + v + l = q. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì è îöåíèìêàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå (1.50) ïðè 2 ≤ v < q, êîòîðîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãîâåêòîðà m ∈ A(r, v, l) èìååò âèä:
A

(r,v,l)

α(λ, q)(m; x, g1) =

=
1

πq

−am1∫

−∞

. . .

−amr∫

−∞

amr+1∫

−amr+1

. . .

amr+v∫

−amr+v

+∞∫

amr+v+1

. . .

+∞∫

amr+v+l

g1(x+ u)×

×
∏

1≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj) · D̃αq
(uq) du1 . . . duq,

0 ≤ r, l ≤ q, 2 ≤ v < q, r + v + l = q. (1.57)Â ñèëó (1.39), (1.54), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì
|A(r,v,l)

α(λ, q)(m; x, g1)|p ≤ C(p, q)×

×
2π∫

−2π

. . .

2π∫

−2π

∣∣J̃
α
(λmr+1)
mr+1 , ..., α

(λmr+v )
mr+v

(x̃(v), g1; ũ
(q−v))

∣∣p dum1
. . . dumr

dumr+v+1
. . . dumq

.(1.58)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ äëÿ ï.â. ũ(q−v) =

(um1
, .., umr

, umr+v+1
, . . . , umq

) ∈ [−2π, 2π)q−v ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "ãëàâ-íûé ÷ëåí" ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g1(x) ïî ïåðåìåííûì
x̃(v) = (xmr+1

, . . . , xmr+v
). Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (1.46) äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà, ó÷è-òûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, îöåíêè (1.57) è (1.39), à òàêæå ïðîèçâîëüíîñòüâûáîðà âåêòîðà m èç ìíîæåñòâà A(r, v, l), ïîëó÷àåì:

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq>0

|B(2)

α(λ, q)(x, g1)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p, q) · ‖g1‖Lp([−2π,2π)q).



53Ïðåäëîæåíèå 1.3 äîêàçàíî. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíèé 1.1-1.3 âûòåêàåòñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû I.IV ïðè N = q äëÿ �óíêöèè g1.Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó ïðè N = q äëÿ �óíêöèè, îïðåäåëåííîé óñëîâèåì:
g(x1, . . . , xq) =




f(x1, . . . , xq) ïðè (x1, . . . , xq) ∈ Tq,

0 âíå Tq.
(1.59)Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì êóá [−2π, 2π)q íà 3q ÷àñòåé: [−2π, 2π)q = Tq ∪ ∪3q

i=2T
q
i .Ïàðàëëåëåïèïåäû T q

i , i = 2, . . . , 3q, êîòîðûå ïåðåíóìåðóåì â ïðîèçâîëüíîìïîðÿäêå, èìååþò âèä:
T q
i =

⊗

1≤τ≤r

[−2π,−amτ
]×

⊗

r+1≤τ≤r+v

[−amτ
, amτ

]×
⊗

r+v+1≤τ≤r+v+l

[amτ
, 2π),

m ∈ A(r, v, l), 0 ≤ r, l ≤ q, 0 ≤ v < q, r + v + l = q. 22Îïðåäåëèì íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ 3q − 1 �óíêöèé:
g̃i(x1, . . . , xq) =




g1(x1, . . . , xq) ïðè (x1, . . . , xq) ∈ T q

i ,

0 âíå T q
i , i = 2, . . . , 3q.

(1.60)Ïðåäëîæåíèå 1.4.
∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|Jα(λ, q)(x; g̃i)|
∥∥∥∥∥
Lp(Tq)

≤ C(p) · ‖g1‖Lp(Rq), p > 1, (1.61)
i = 2, . . . , 3q, ãäå êîíñòàíòà C(p) = C(p, q) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.4. Äîêàæåì îöåíêó (1.61) äëÿ îäíî-ãî èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ T q

i (äëÿ îñòàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áóäåò ìíîæåñòâî T q
2 , êîòîðîå èìå-åò âèä Tq−1 × [π, 2π]. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì:

Jα(λ)(x; g̃1) =22 Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè r = 0 â â ýòîì ìíîæåñòâå îòñóòñòâóþò îòðåçêè âèäà [−2π,−amτ
],ïðè v = 0 � îòðåçêè âèäà [−amτ

, amτ
], ïðè l = 0 � îòðåçêè âèäà [amτ

, 2π).
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=

1

π

2π∫

π

{
1

πq−1

π∫

−π

. . .

π∫

−π

g̃1(u)
∏

1≤j≤q−1

D̃
α
(λj )

j

(uj − xj)du1 . . . duq−1

}
×

×D̃αq
(uq − xq)duq =

1

π

2π∫

π

J̃α(λ, q)(x̃, g̃1; uq)D̃αq
(uq − xq)duq, (1.62)ãäå, â äàííîì ñëó÷àå, α(λ, q) = (α1

(λ1), . . . , αq−1
(λq−1)) è x̃ = (x1, . . . , xq−1).Ïóñòü J∗(x̃, g̃1; uq) = sup

λ1, ..., λq−1> 0
|J̃α(λ, q)(x̃, g̃1; uq)|, òîãäà èìååì:

∥∥∥∥∥ sup
λ1, ..., λq−1, αq> 0

|Jα(λ, q)(x; g̃1)|
∥∥∥∥∥

p

Lp(Tq)

≤

≤
∫

Tq

(
1

π

2π∫

π

|J∗(x̃, g̃1; uq)|
duq

|uq − xq|

)p

dx1 . . . dxq ≤

≤
∫

Tq−1

({ 0∫

−π

+

π∫

0

}(
1

π

2π∫

π

|J∗(x̃, g̃1; uq)|
duq

|uq − xq|

)p

dxq

)
dx1 . . . dxq−1 =

= A1 +A2.Åñëè xq ∈ [−π, 0], uq ∈ [π, 2π], òî |uq − xq| ≥ π, òîãäà äëÿ A1 ìîæíî ïðè-ìåíèòü îöåíêó (1.46) è ïîëó÷èòü îöåíêó (1.61). Äàëåå ðàññìîòðèì è îöåíèì
A2. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ â A2: x′

q = π − xq, ïîëó÷èì:
A2 =

∫

Tq−1

{ π∫

0

(
1

π

2π∫

π

|J∗(x̃, g̃1; uq)|
duq

|uq + xq − π|

)p

dxq

}
dx1 . . . dxq−1,ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ u′

q = uq − π, èìååì:
A2 =

∫

Tq−1

{ π∫

0

(
1

π

π∫

0

|J∗(x̃; g̃1, uq + π)| duq
(uq + xq)

)p

dxq

}
dx1 . . . dxq−1. (1.63)Äàëåå, ïðèìåíÿÿ â (1.63) íåðàâåíñòâî �èëüáåðòà �Øóðà � Õàðäè (ñì. [33,ñòð. 318℄) è îöåíêó (1.46), ïîëó÷èì:

A2 ≤ C(p, q) · ‖g1‖pLp(Rq).



55Ïðåäëîæåíèå 1.4 äîêàçàíî.Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíèé 1.1 � 1.4 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû I.IVïðè N = q äëÿ �óíêöèè g(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (1.59).Â ñèëó ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî òåîðåìà I.IV âåðíàäëÿ ëþáîãî N ≥ 3 äëÿ �óíêöèè g(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ:
g(x1, . . . , xN) =




f(x1, . . . , xN) ïðè (x1, . . . , xN) ∈ TN ,

0 âíå TN .È, íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû I.IV ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
N), p > 1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ g(x) = f(x) íà TN .Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíèòü èíòåãðàëû, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò áåñêîíå÷-íûé ïðåäåë (íàïðèìåð, èíòåãðàëû (1.53), (1.55), (1.57)). À îíè îöåíèâàþòñÿòàêæå, êàê ìû îá ýòîì ïèñàëè â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû I.I. ÒåîðåìàI.IV äîêàçàíà.

§1.3. Î ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â êðàòíûéðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå íåïðåðûâíûõ �óíêöèéÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.V. Ïóñòü {n(λ1)
1 }, n(λ1)

1 ∈ Z1
0, λ1 = 1, 2, . . . ,� ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñèìâîëîì n(λ) îáîçíà÷èì âåêòîð n(λ) =

(n
(λ1)
1 , n2, n3) ∈ Z3

0.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1.2. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Hω∗

(T3)

Sn(λ)(x; f) =
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n(λ)(u− x)du+ In(λ)(x, f), (1.64)ãäå In(λ)(x, f) → 0 ïðè λ1, n2, n3 → ∞ ïî÷òè âñþäó íà T3; áîëåå òîãî, ñóùå-ñòâóåò íîìåð θ = θ(f) ∈ Z1
16 òàêîé, ÷òî∥∥∥∥∥ sup

n(λ)∈Z3
θ

|In(λ)(x, f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
, p > 1, (1.65)



56ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f(x).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2. Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ Gr(t) = Dr(t) −
D̃r(t) = ϕ(t) sin rt+ 1

2
cos rt, ââåäåííóþ â (1.30), ðàñïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó

Sn(λ)(x; f) �óíêöèè f ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Sn(λ)(x; f) =

1

π3

∫

T3

f(u)Dn(λ)(u− x)du1du2du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n(λ)(u− x)du1du2du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)
[
D̃

n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3)+

+D̃n2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn3
(u3 − x3)+

+D̃n3
(u3 − x3)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)

]
du1du2du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)
[
D̃

n
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃n2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3)+

+D̃
n
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃n3
(u3 − x3)Gn2

(u2 − x2)
]
du1du2du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n2
(u2 − x2)D̃n3

(u3 − x3)Gn
(λ1)
1

(u1 − x1)du1du2du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2(u2 − x2)Gn3(u3 − x3)du1du2du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n(λ)(u− x)du1du2du3+

+A
(1)

n(λ)(x, f) +A
(2)

n(λ)(x, f) +A
(3)

n(λ)(x, f)+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3)du1du2du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n(λ)(u− x)du1du2du3 + In(λ)(x, f). (1.66)Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë èç In(λ)(x, f) íå ïðåâîñõîäèò C‖f‖Lp(T3).



57Ïðåäëîæåíèå 1.5. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
3), p > 1,

∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3> 0

|A(1)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3), (1.67)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f .Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.5. �àññìîòðèì è îöåíèì A(1)

n(λ)(x, f) =
3∑

k=1

A
(1,k)

n(λ) (x, f), îöåíèâ êàæäûé èç èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â A(1)

n(λ)(x, f), íàïðè-ìåð,
A

(1,2)

n(λ) (x, f) =
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn3
(u3 − x3) du1 du2 du3.Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè Gr(t), ðàñïèøåì èíòåãðàë A(1,2)

n(λ) (x, f):
A

(1,2)

n(λ) (x, f) =

=
1

π3

∫

T3

f(u)Dn2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn3
(u3 − x3) du1 du2 du3−

− 1

π3

∫

T3

f(u)Gn2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn3
(u3 − x3) du1 du2 du3. (1.68)Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë èç (1.68) íå ïðåâîñõîäèò C‖f‖Lp(T3).Äàëåå, ðàññìîòðèì è îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (1.68). Èìååì:

∣∣∣∣
1

π3

∫

T3

f(u)Dn2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)Gn3
(u3 − x3) du1 du2 du3

∣∣∣∣≤

≤ C

π∫

−π

π∫

−π

∣∣∣∣
1

π

π∫

−π

f(u1, u2, u3)Dn2
(u2 − x2)du2

∣∣∣∣du1 du3. (1.69)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå äëÿ ï.â. (u1, u3) ∈ T2ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåðíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå (0.1)�óíêöèè f(x) ïî ïåðåìåííîé x2. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ îäíîìåðíîé ÷àñòè÷íîéñóììû ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè φ ∈ Lp(T
1), p > 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà Õàíòà(ñì. [22℄), ò.å. îöåíêà âèäà

∥∥∥∥sup
n>0

|Sn(x;φ)|
∥∥∥∥
Lp(T1)

≤ C(p)‖φ‖Lp(T1). (1.70)



58Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (1.70) â èíòåãðàëå (1.69), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëü-äåðà è ðàâåíñòâî (1.68), à òàêæå òî, ÷òî îñòàëüíûå èíòåãðàëû èç A(1)

n(λ)(x, f)îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó A(1,2)

n(λ) (x, f), ïîëó÷àåì:
∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3> 0

|A(1)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3),÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 1.5.Ïðåäëîæåíèå 1.6. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
3), p > 1,

∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3> 0

|A(2)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3), (1.71)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f .Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.6. �àññìîòðèì è îöåíèì A(2)

n(λ)(x, f) =
2∑

k=1

A
(2,k)

n(λ) (x, f), îöåíèâ êàæäûé èç èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â A(2)

n(λ)(x, f), íàïðè-ìåð,
A

(2,1)

n(λ) (x, f) =
1

π3

∫

T3

f(u)D̃
n
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃n2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3.Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè Gr(t), ðàñïèøåì èíòåãðàë A(2,1)

n(λ) (x, f):
A

(2,1)

n(λ) (x, f) =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Dn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)
[
−D

n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)−

−Dn2
(u2 − x2)Gn

(λ1)
1

(u1 − x1)
]
Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Dn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3+
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+Ã

(2,1)

n(λ) (x, f)+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3. (1.72)Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë èç (1.72) íå ïðåâîñõîäèò C‖f‖Lp(T3).Èíòåãðàëû èç Ã(2,1)

n(λ) (x, f) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî èíòåãðàëàì èç ñóììû
A

(1)

n(λ)(x, f), ñëåäîâàòåëüíî:
∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3> 0

|Ã(2,1)

n(λ) (x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3). (1.73)Äàëåå, ðàññìîòðèì è îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (1.72). Èìååì:
∣∣∣∣∣∣
1

π3

∫

T3

f(u)D
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Dn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ C

π∫

−π

∣∣∣∣∣∣
1

π2

π∫

−π

π∫

−π

f(u1, u2, u3)Dn
(λ1)
1

(u1 − x1)Dn2
(u2 − x2)du1 du2

∣∣∣∣∣∣
du3. (1.74)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â (1.74) äëÿ ï.â. u3 ∈ T1 ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê äâîéíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå (0.1) �óíêöèè f(x) ïîïåðåìåííûì x1, x2. Ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(λ1)

1 } ÿâëÿåòñÿ ëàêóíàðíîé, òîäëÿ îöåíêè âíóòðåííåãî èíòåãðàëà â (1.74) ìîæíî ïðèìåíèòü ìàæîðàíòíóþîöåíêó Ï. Ø¼ëèíà (ñì. [8℄):
∥∥∥∥ sup
λ1, n2>0

|S
n
(λ1)
1 ,n2

(x;φ)|
∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖φ‖Lp(T2), (1.75)ãäå φ ∈ Lp(T
2), p > 1.Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó â èíòåãðàëå (1.74) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî�¼ëüäåðà, îöåíêè (1.72) è (1.73), è òî, ÷òî äðóãîé èíòåãðàë èç A(2)

n(λ)(x, f) îöå-íèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî A(2,1)

n(λ) (x, f), áóäåì èìåòü:
∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3>0

|A(2)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3).Ïðåäëîæåíèå 1.6 äîêàçàíî.



60Ïðåäëîæåíèå 1.7. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ Hω∗

(T3) ñóùåñòâóåò òàêîéíîìåð θ = θ(f) ∈ Z1
16, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥∥∥∥ sup
n(λ)∈Z3

θ

|A(3)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
, p > 1, (1.76)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò �óíêöèè f .Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.7. �àññìîòðèì è îöåíèì A

(3)

n(λ)(x, f).Èìååì:
A

(3)

n(λ)(x, f) =
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n2
(u2 − x2)D̃n3

(u3 − x3)Gn
(λ1)
1

(u1) du1 du2 du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)Dn2
(u2 − x2)Dn3

(u3 − x3)Gn
(λ1)
1

(u1 − x1) du1 du2 du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)
[
−Dn2

(u2 − x2)Gn3
(u3 − x3)−Dn3

(u3 − x3)Gn2
(u2 − x2)

]
×

×G
n
(λ1)
1

(u1 − x1) du1 du2 du3+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3 =

=
1

π3

∫

T3

f(u)Dn2
(u2 − x2)Dn3

(u3 − x3)Gn
(λ1)
1

(u1 − x1) du1 du2 du3+

+Ã
(3)

n(λ)(x, f)+

+
1

π3

∫

T3

f(u)G
n
(λ1)
1

(u1 − x1)Gn2
(u2 − x2)Gn3

(u3 − x3) du1 du2 du3. (1.77)Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë èç (1.77) íå ïðåâîñõîäèò C‖f‖Lp(T3).Èíòåãðàëû èç Ã(3)

n(λ)(x, f) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó (1.69), ñëåäî-âàòåëüíî: ∥∥∥∥ sup
λ1, n2, n3> 0

|Ã(3)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3). (1.78)Äàëåå, ðàññìîòðèì è îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (1.77). Èìååì:
∣∣∣∣∣∣
1

π3

∫

T3

f(u)Dn2
(u2 − x2)Dn3

(u3 − x3)Gn
(λ1)
1

(u1 − x1) du1 du2 du3

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤ C

π∫

−π

∣∣∣∣∣∣
1

π2

π∫

−π

π∫

−π

f(u1, u2, u3)Dn2
(u2 − x2)Dn3

(u3 − x3) du2 du3

∣∣∣∣∣∣
du1. (1.79)Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â (1.79) äëÿ ï.â. u1 ∈ T1 ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê äâîéíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå (0.1) �óíêöèè f(x) ïîïåðåìåííûì x2, x3. Òîãäà äëÿ îöåíêè âíóòðåííåãî èíòåãðàëà â (1.79) ìîæíîïðèìåíèòü ìàæîðàíòíóþ îöåíêó èç ðàáîòû È.Ë.Áëîøàíñêîãî [27℄ (ñì. òàêæåðàáîòó È.Ë.Áëîøàíñêîãî, Ò.À.Ìàöååâè÷ [34℄):

∥∥∥∥∥supn∈Z2
θ

|Sn(x;φ)|
∥∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)
[
ω(1, φ) + ‖φ‖Lp(T2)

]
, p > 1, (1.80)ãäå φ ∈ Hω(T2), ω(δ) = o(ω0(δ)) ïðè δ → +0, θ = θ(f) ∈ Z1

16.Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (1.80) â èíòåãðàëå (1.79) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî �¼ëü-äåðà, à òàêæå îöåíêè (1.77) è (1.78), ïîëó÷èì:
∥∥∥∥∥ sup
n(λ)∈Z3

θ

|A(3)

n(λ)(x, f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
.Ïðåäëîæåíèå 1.7 äîêàçàíî.Èç îöåíîê (1.66), (1.67), (1.71) è (1.76) èìååì: ñóùåñòâóåò íîìåð θ = θ(f) ∈

Z1
16 òàêîé, ÷òî∥∥∥∥∥ sup

n(λ)∈Z3
θ

|In(λ)(x, f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
.Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó, à òàêæå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâàïðåäëîæåíèÿ 5 ðàáîòû [34℄, ïîëó÷èì, ÷òî In(λ)(x, f) → 0 ïðè λ1, n2, n3 → ∞ï.â. íà T3. Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.Äàëåå, ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðîì n(λ) ∈ Z3

0 îáîçíà÷èì α(λ) = (α
(λ1)
1 , α2, α3) ∈

R3
0 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü

Rα(λ)(x; f) = Sn(λ)(x; f)− Jα(λ)(x; g), (1.81)ãäå α(λ1)
1 � ïðîèçâîëüíàÿ îáîáùåííàÿ âåùåñòâåííàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü, à |αi − ni| ≤ ̺, i = 2, 3.



62Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé f(x) è g(x), à òàêæå ïðèìåíÿÿ ëåììó1.2 äëÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn(λ)(x; f) (ñì. (1.64)), ðàñïèøåì ðàçíîñòü (1.81)ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Rα(λ)(x; f) =

=
1

π3

∫

T3

f(u)D̃n(λ)(u− x)du− 1

π3

∫

T3

f(u)D̃α(λ)(u− x)du+ In(λ)(x, f) =

=
1

π2

∫

T2

[1
π

π∫

−π

f(u)
{
D̃

n
(λ1)
1

(u1 − x1)− D̃
α
(λ1)
1

(u1 − x1)
}
du1

]
×

×D̃n2
(u2 − x2)D̃n3

(u3 − x3)du2 du3+

+
1

π2

∫

T2

[1
π

π∫

−π

f(u)
{
D̃n2

(u2 − x2)− D̃α2
(u2 − x2)

}
du2

]
×

×D̃
α
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃n3
(u3 − x3)du1 du3+

+
1

π2

∫

T2

[1
π

π∫

−π

f(u)
{
D̃n3

(u3 − x3)− D̃α3
(u3 − x3)

}
du3

]
×

×D̃
α
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃α2
(u2 − x2)du1 du2 + In(λ)(x, f) =

=

3∑

i=1

R̃
(i)

α(λ)(x; f) + In(λ)(x, f). (1.82)�àññìîòðèì è îöåíèì R̃
(1)

α(λ)(x; f). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ u1 − x1 = u′1è ðàñïèñàâ óïðîùåííûå ÿäðà Äèðèõëå, à òàêæå ïðèìåíÿÿ âòîðóþ òåîðåìó îñðåäíåì, èíòåãðàë â êâàäðàòíîé ñêîáêå R̃(1)

α(λ)(x; f) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
1

π

π∫

−π

f(u)
{
D̃

n
(λ1)
1

(u1 − x1)− D̃
α
(λ1)
1

(u1 − x1)
}
du1 =

=
1

π

π−x1∫

−π−x1

f(x1 + u1, u2, u3)
{
D̃

n
(λ1)
1

(u1)− D̃
α
(λ1)
1

(u1)
}
du1 =
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=

1

π

π−x1∫

−π−x1

f(x1 + u1, u2, u3)
n
(λ1)
1 − α

(λ1)
1

n
(λ1)
1 − α

(λ1)
1

2 sin (n
(λ1)
1 −α

(λ1)
1 )u1

2

u1
×

× cos
(n

(λ1)
1 + α

(λ1)
1 )u1

2
du1 =

=
n
(λ1)
1 − α

(λ1)
1

π

δ2∫

−δ1

f(x1 + u1, u2, u3) cos
(n

(λ1)
1 + α

(λ1)
1 )u1

2
du1,ãäå 0 ≤ δ1, δ2 < 2π. Èìååì:

R̃
(1)

α(λ)(x; f) =
n
(λ1)
1 − α

(λ1)
1

π

δ2∫

−δ1

[ 1

π2

∫

T2

f(x1 + u1, u2, u3)D̃n2
(u2 − x2)×

×D̃n3
(u3 − x3) du2du3

]
· cos (n

(λ1)
1 + α

(λ1)
1 )u1

2
du1.Òîãäà ïîëó÷àåì:

|R̃(1)

α(λ)(x; f)| ≤

≤ C

π∫

−π

| 1
π2

∫

T2

f(u1, u2, u3)D̃n2
(u2 − x2)D̃n3

(u3 − x3) du2du3| du1. (1.83)Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå îöåíêè: ìàæîðàíòíóþ îöåíêóäëÿ ðàçíîñòè Rα1, α2
(x;φ), φ ∈ Lp(T

2), p > 1 (ñì. òåîðåìà I.I):
∥∥∥∥ sup
α1, α2> 0

|Rα1, α2
(x;φ)|

∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖ψ‖Lp(R2) (1.84)(ïðè óñëîâèè, ÷òî ψ(x) ∈ Lp(R
2), p > 1, ψ(x) = φ(x) ïðè x ∈ T2), à òàêæåîöåíêó (1.80), ïîëó÷àåì ìàæîðàíòíóþ îöåíêó äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëàÔóðüå (0.2) Jα(x;ψ) (N = 2) �óíêöèè ψ:

∥∥∥∥∥ sup
(α1, α2)∈R2

ρ

|Jα1, α2
(x, ψ)|

∥∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)
[
ω(1, φ) + ‖φ‖Lp(T2)

] (1.85)(ïðè óñëîâèè, ÷òî ψ(x) = φ(x) ïðè x ∈ T2, φ(x) ∈ Hω(T2), ω(δ) = o(ω0(δ))ïðè δ → +0, ρ = ρ(f) ∈ R1
16).



64Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â (1.83) äëÿ ï.â. u1 ∈ T1 ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå (0.2) �óíêöèè g(x) ïî ïåðå-ìåííûì x2, x3, òî äëÿ îöåíêè âíóòðåííåãî èíòåãðàëà â (1.83) ìîæíî ïðèìå-íèòü ìàæîðàíòíóþ îöåíêó (1.85). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷èììàæîðàíòíóþ îöåíêó äëÿ R̃(1)

α(λ)(x; f):
∥∥∥∥∥ sup
α(λ)∈R3

ρ

|R̃(1)

α(λ)(x; f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
. (1.86)Òåïåðü ðàññìîòðèì è îöåíèì R̃

(2)

α(λ)(x; f). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ u2 −
x2 = u′2 è ðàñïèñàâ óïðîùåííûå ÿäðà Äèðèõëå, à òàêæå ïðèìåíÿÿ âòîðóþòåîðåìó î ñðåäíåì, èíòåãðàë R̃(2)

α(λ)(x; f) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
R̃

(2)

α(λ)(x; f) =
n2 − α2

π

δ′2∫

−δ′1

[ 1

π2

∫

T2

f(u1, x2 + u2, u3)D̃α
(λ1)
1

(u1 − x1)×

×D̃n3
(u3 − x3) du1du3

]
· cos (n2 + α2)u2

2
du2,ãäå 0 ≤ δ′1, δ

′
2 < 2π.Òîãäà ïîëó÷àåì:

|R̃(2)

α(λ)(x; f)| ≤

≤ C

π∫

−π

| 1
π2

∫

T2

f(u1, u2, u3)D̃α
(λ1)
1

(u1 − x1)D̃n3
(u3 − x3) du1du3| du2. (1.87)Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàæîðàíòíóþ îöåíêó (1.84) è ìàæîðàíò-íóþ îöåíêó Ï.Ø¼ëèíà (1.75), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíûé àíàëîã íåðàâåíñòâàÏ.Ø¼ëèíà (äëÿ ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå (0.2) ïðè N = 2), ò.å. îöåíêóâèäà: ∥∥∥∥ sup

λ1, α2> 0
|J

α
(λ1)
1 , α2

(x;ψ)|
∥∥∥∥
Lp(T2)

≤ C(p)‖ψ‖Lp(T2) (1.88)



65(çäåñü �óíêöèÿ ψ ∈ Lp(R
2), p > 1, {α(λ1)

1 }, α(λ1)
1 ∈ R1

0, λ1 = 1, 2, . . . , � îáîá-ùåííàÿ âåùåñòâåííàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).Ïðèìåíèì â (1.87) èíòåãðàëüíûé àíàëîã íåðàâåíñòâà Ï.Ø¼ëèíà (1.88).Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ìàæîðàíòíóþ îöåíêóäëÿ R̃(2)

α(λ)(x; f):
∥∥∥∥ sup
λ1, α2, α3> 0

|R̃(2)

α(λ)(x; f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3). (1.89)Ïîñêîëüêó èíòåãðàë R̃(3)

α(λ)(x; f) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî R̃(2)

α(λ)(x; f), òî ñðàâåä-ëèâà è ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
∥∥∥∥ sup
λ1, α2, α3> 0

|R̃(3)

α(λ)(x; f)|
∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)‖f‖Lp(T3). (1.90)Èç îöåíîê (1.65), (1.82), (1.86), (1.89) è (1.90) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà
ρ = ρ(f) ∈ R1

16 òàêîãî, ÷òî∥∥∥∥∥ sup
α(λ)∈R3

ρ

|Rα(λ)(x; f)|
∥∥∥∥∥
Lp(T3)

≤ C(p)
[
ω∗(1, f) + ‖f‖Lp(T3)

]
.Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó, à òàêæå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâàïðåäëîæåíèÿ 5 ðàáîòû [34℄, ïîëó÷èì, ÷òî Rα(λ)(x; f) → 0 ïðè λ1, α2, α3 → ∞ï.â. íà T3.Òåîðåìà I.V äîêàçàíà.

§1.4. �àâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå�óíêöèé èç Φ(L), ãäå Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u→ ∞Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.VI. Ïóñòü {α(ν1)
1 } � íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþ-ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, α(ν1)

1 ∈ R1
0, α(ν1)

1 → ∞ ïðè
ν1 → ∞, è ïóñòü n(ν1)1 = [α

(ν1)
1 ] ïðè ν1 = 1, 2, . . . .Äàëåå, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë {n(ν1)1 } è äëÿ íåêîòîðîéíåóáûâàþùåé �óíêöèè Φ: [0,∞) → [0,∞), òàêîé, ÷òî Φ(u) = o(u log+ log+ u)



66ïðè u → ∞, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f1(x1) ∈ Φ(L)(T1), ïîñòðîåííàÿÑ.Â.Êîíÿãèíûì [5℄, äëÿ êîòîðîé
lim
ν1→∞

|S
n
(ν1)
1

(x1; f1)| = +∞ âñþäó íà T1. (1.91)Òîãäà �óíêöèþ f(x) íà T2 îïðåäåëèì òàê:
f(x) = f1(x1) · f2(x2),ãäå f2(x2) ≡ 1 ïðè x2 ∈ T1.Äàëåå, îïðåäåëèì �óíêöèè g1(x1), g2(x2) è g(x):

g1(x1) = f1(x1) ïðè x1 ∈ T1 è g1(x1) = 0 âíå T1,

g2(x2) = f2(x2) ïðè x2 ∈ T1 è g2(x2) = 0 âíå T1,è, íàêîíåö,
g(x) = f(x) ïðè x ∈ T2 è g(x) = 0 âíå T2.Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë {α(ν2)

2 }, α(ν2)
2 ∈ R1

0, α(ν2)
2 → ∞ ïðè ν2 → ∞, è îáîçíà÷èì

α(ν) = (α
(ν1)
1 , α

(ν2)
2 ). �àññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(x; f) (0.3) ïðè α = α(ν). Ó÷è-òûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé f è g, èìååì:

Rα(ν)(x; f) = S
n
(ν1)
1

(x1; f1) · Sn
(ν2)
2

(x2; f2)− J
α
(ν1)
1

(x1; g1) · Jα(ν2)
2

(x2; g2). (1.92)Ïóñòü
R

α
(ν1)
1

(x1; f1) = S
n
(ν1)
1

(x1; f1)− J
α
(ν1)
1

(x1; g1), x1 ∈ T1.Òîãäà ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îöåíêó ðàçíîñòè (1.92). Èìååì:
Rα(ν)(x; f) = S

n
(ν1)
1

(x1; f1) ·
[
S
n
(ν2)
2

(x2; f2)− J
α
(ν2)
2

(x2; g2)
]
+

+R
α
(ν1)
1

(x1; f1) · Jα(ν2)
2

(x2; g2). (1.93)



67Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëüíîãî ñèíóñà ïîëó÷àåì:
R

α
(ν2)
2

(x2; f2) =

= S
n
(ν2)
2

(x2; f2)− J
α
(ν2)
2

(x2; g2) = 1− 1

π

α
(ν2)
2 (π−x2)∫

α
(ν2)
2 (−π−x2)

sin u2
u2

du2 6= 0 (1.94)äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ ν2 = ν2(x2) → ∞.�àññìîòðèì ðàâåíñòâî (1.93). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå�óíêöèè f1, ðàçíîñòü Rα
(ν1)
1

(x1; f1) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ν1 → ∞íà ëþáîì îòðåçêå, öåëèêîì ëåæàùåì âíóòðè èíòåðâàëà (−π, π) (ñì. [17, . 362-364℄). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè �èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α(ν2)
2 , â ñèëóîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f1, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü α̃(ν1)
1 ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè α(ν1)

1 , äëÿ êîòîðîé (òàê êàê èç (1.94) ðàçíîñòü R
α
(ν2)
2

(x2; f2) 6= 0äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ ν2 = ν2(x2) → ∞ )
lim

ν1, ν2→∞
|R

α̃
(ν1)
1 , α

(ν2)
2

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2,à çíà÷èò, è
lim

ν1, ν2→∞
|R

α
(ν1)
1 , α

(ν2)
2

(x; f)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2.Òåîðåìà I.VI äîêàçàíà.



68�ËÀÂÀ II. ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÅ È �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ, ÍÀ ÊÎÒÎ�ÛÕÑÏ�ÀÂÅÄËÈÂÀ �ÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÂÊ�ÀÒÍÛÉ �ßÄ È ÈÍÒÅ��ÀË ÔÓ�ÜÅÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê "ñàìûõ ïðîñòûõ" ïîäìíîæåñòâ TN =

[−π, π)N (ïîëîæèòåëüíîé ìåðû), íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòüï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå �óíê-öèé f ∈ Lp(T
N) è g ∈ Lp(R

N), p > 1, N ≥ 3, g(x) = f(x) íà TN , â ñëó÷àå, êî-ãäà "ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé, ò.å. Sn(x; f)è Jα(x; g) ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò "íîìåðà" n ∈ ZN
0 è α ∈ RN

0 , â êîòîðûõíåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè "ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé".�ëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðà�îâ. Â § 2.1 ìû óêàçûâàåì êëàññ ïîäìíî-æåñòâ TN (ïîëîæèòåëüíîé ìåðû), íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòüï.â. ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ðàçëîæåíèé.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. 23 Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷èñåë
{1, 2, . . . , N}, N ≥ 3, è k ∈ M . Îáîçíà÷èì: Jk = {j1, . . . , jk}, js < jt ïðè
s < t, è (â ñëó÷àå k < N) M \ Jk = {m1, . . . , mN−k}, ms < mt ïðè s < t, �íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωxs xt

, Ωxs xt
⊂ [−π, π)2, ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî â ïëîñêîñòè Oxsxt, s, t ∈M \ Jk, s < t.23 Â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîáïîñòðîåíèÿ "N -ìåðíûõ áðóñêîâ" , ÷åì âî ââåäåíèè.



69Ïîëîæèì
Wxs xt

= Ωxs xt
× [−π, π)N−2. (2.1)Ìíîæåñòâà Wxs xt

áóäåì íàçûâàòü "N -ìåðíûìè áðóñêàìè" . Äàëåå, äëÿ ëþáî-ãî Jk, 1 ≤ k ≤ N − 2, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî
W = W (Jk) =

⋃

s,t∈M\Jk,
s<t

Wxs xt
(2.2)è ìíîæåñòâî

W 0 = W 0(Jk) =
⋂

s,t∈M\Jk,
s<t

Wxs xt
(2.3)(ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî W 0 íå ïóñòî).Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò È.Ë. Áëîøàíñêîãî è Î.Â. Ëè�àíöåâîé [12℄ î ñëàáîéîáîáùåííîé ëîêàëèçàöèè äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì" Sn(λ)[Jk](x; f) â êëàññàõ Lp(T

N), p > 1,
N ≥ 3, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà II.I. Äëÿ ëþáîãî Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè f ∈ Lp(T

N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,
lim

λj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W 0. (2.4)Ñëåäñòâèå (òåîðåìû II.I). Ïðè N ≥ 3 äëÿ ëþáîãî JN−2 ⊂ M è äëÿëþáîé �óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞, j∈JN−2,

αj→∞, j∈M\JN−2

Rα(λ)[JN−2](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W.�åçóëüòàò òåîðåìû II.I ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâÔóðüå  "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" ðàâíîñ-õîäèìîñòü ï.â. â êëàññàõ Lp, p > 1, ïðè N ≥ 3 áóäåò ñïðàâåäëèâà íà ìíîæå-ñòâå W 0 = W 0(Jk) âèäà (2.3) ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ �óíêöèè f(x) íàìíîæåñòâå W = W (Jk) âèäà (2.2).



70Çàìåòèì, ÷òî ïðè N ≥ 3 è k = N − 2 ìíîæåñòâî W 0 = W = Wxs xt
, ò.å.ðàâåíñòâî (2.4) âûïîëíÿåòñÿ íà âñåì ìíîæåñòâå W .Âñòàåò âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè â òåîðåìå II.I äîáèòüñÿ ðàâíîñõîäèìîñòèï.â. (ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçëîæåíèé) íà ìíîæåñòâå, áîëüøå ÷åì W 0, â ÷àñò-íîñòè, íà âñåì ìíîæåñòâå W (Jk), ïðè óñëîâèè N ≥ 4 è k ≤ N − 3?Åñëè ïðè N ≥ 4 âåëè÷èíà k ìåíüøå N − 2, òî óñèëèòü òåîðåìó II.I, óñòà-íîâèâ ðàâíîñõîäèìîñòü íà âñåì ìíîæåñòâå W (Jk), íåëüçÿ, ÷òî ïîêàçûâàåòñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà II.II. Ïóñòü N ≥ 4 è Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 3, òîãäà ñóùåñòâó-þò ìíîæåñòâî W = W (Jk) âèäà (2.2) è �óíêöèÿ f ∈ L∞(TN) òàêèå, ÷òî

f(x) = 0 íà W è äëÿ ëþáûõ k âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j },

j ∈ Jk, α(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN \W 0.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû íàìè èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ,ïðåäëîæåííàÿ È.Ë.Áëîøàíñêèì â ðàáîòå [15, òåîðåìà 2℄.Â § 2.2, ìîäè�èöèðóÿ êîíñòðóêöèþ �óíêöèè ×.Ôå��åðìàíà [16℄, äâîé-íîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ âñþ-äó âíóòðè T2, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî òåîðåìà II.I íå ìîæåò áûòü óñèëåíà â ïëàíåîòêàçà îò ðàâåíñòâà íóëþ �óíêöèè g(x) âíå TN .Tåîðåìà II.III. Ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g(x), g ∈ C(R3), g(x) = 0 ïðè x ∈
T3, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α(ν3)

3 }, α(ν3)
3 ∈ R1

0, α(ν3)
3 → ∞ïðè ν3 → ∞,

lim
α1, α2, ν3→∞

|R
α1, α2, α

(ν3)
3

(x; 0, g)| = +∞ âñþäó âíóòðè T3.Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ïîêàçûâàåò, çà ñ÷åò ÷åãî ðàçíîñòü Rα(x; f, g) (0.3) âòåîðåìå II.III íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ.



71Ñëåäñòâèå (òåîðåìû II.III). Äëÿ ëþáîãî N ≥ 3 ñóùåñòâóþò �óíêöèè
g(x) è f(x), g ∈ C(RN ), f ∈ C(TN), g(x) = f(x) ïðè x ∈ TN , òàêèå, ÷òîäëÿ ëþáûõ N − 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j }, α(νj)
j ∈ R1

0, α(νj)
j → ∞ ïðè

νj → ∞, j = 3, . . . , N,

1. lim
n→∞

Sn(x; f) = f(x) â êàæäîé òî÷êå TN ,à
2. lim

α1, α2, ν3, ..., νN→∞
|J

α1, α2, α
(ν3)
3 ,..., α

(νN )

N

(x; g)| = +∞ âñþäó âíóòðè TN .

§2.1. �àâíîñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä èèíòåãðàë Ôóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè÷àñòè÷íûõ ñóìì"Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû II.I. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû II.I íàìïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé È.Ë. Áëîøàíñêèì è Î.Â.Ëè�àíöåâîé â ðàáîòå [12℄.Òåîðåìà C. Äëÿ ëþáîãî Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè f ∈ Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà W ,

lim
λj→∞,j∈Jk,

nj→∞,j∈M\Jk

Sn(λ)[Jk](x; f) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W 0.�àññìîòðèì ðàçíîñòü
Rα(λ)[Jk](x; f) = Sn(λ)[Jk](x; f)− Jα(λ)[Jk](x; g).Â òàêîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò òåîðåìû II.I áóäåò äîêàçàí, åñëè áóäåò äîêàçàíàñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



72Òåîðåìà II.I ′. Äëÿ ëþáîãî Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3, è äëÿ ëþáîé�óíêöèè g ∈ Lp(R
N), p > 1, g(x) = 0 íà W ⋃

(RN\TN),
lim

λj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Jα(λ)[Jk](x; g) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ W 0. (2.5)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû II.I ′. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k, 1 ≤ k ≤
N − 2, N ≥ 3. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Jk = {N − k +

1, . . . , N}, ñîîòâåòñòâåííî, M \ Jk = {1, . . . , N − k}. Ïóñòü α(λ) = α(λ)[Jk] =

(α1, . . . , αN) ∈ RN
0 � N -ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòû αj ñ íîìåðà-ìè j ∈ Jk � ýëåìåíòû íåêîòîðûõ (îäíîêðàòíûõ) îáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Äàëåå, ïóñòü r, v, l � öåëûå ÷èñëà, 0 ≤ r, v, l ≤ N−k, è ïóñòüm = (m1, . . . ,

mN−k) ∈ ZN−k. Îáîçíà÷èì
A(r, v, l) = {m ∈ ZN−k : 0 = m0 < m1 < · · · < mr ≤ N − k;

0 = m0 < mr+1 < · · · < mr+v ≤ N − k;

1 ≤ mr+v+1 < · · · < mr+v+l ≤ N − k; mµ1
6= mµ2

ïðè µ1 6= µ2},

0 ≤ r, v, l ≤ N − k, r + v + l = N − k. (2.6)Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà δ = (δ1, . . . , δN−k) ∈ RN−k, 0 < δj ≤ π, j = 1, . . . , N −
k, ìîæåì ðàñïèñàòü èíòåãðàë Jα(λ)(x; g) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jα(λ)(x; g) =
1

πN

{ −δ1∫

−∞

+

δ1∫

−δ1

+

+∞∫

δ1

}
. . .

{ −δN−k∫

−∞

+

δN−k∫

−δN−k

+

+∞∫

δN−k

}
×

×
∫

Rk

g(x+ u)D̃α(λ)(u)du =
∑

0≤r,v,l≤N−k
r+v+l=N−k

∑

m∈A(r,v,l)

1

πN

−δm1∫

−∞

. . .

−δmr∫

−∞

δmr+1∫

−δmr+1

. . .

. . .

δmr+v∫

−δmr+v

+∞∫

δmr+v+1

. . .

+∞∫

δmr+v+l

∫

Rk

g(x+ u)D̃α(λ)(u)du =
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=

∑

0≤r,v,l≤N−k
r+v+l=N−k

∑

m∈A(r,v,l)
A

(r,v,l)

α(λ) (m; δ, x, g). (2.7)Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè r = 0 â (2.7) îòñóòñòâóþò èíòåãðàëûâèäà −δj∫
−∞

, ïðè v = 0 � èíòåãðàëû âèäà δj∫
−δj

, ïðè l = 0 � èíòåãðàëû âèäà +∞∫
δj

,ãäå j = 1, . . . , N − k.Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g) âíóòðåííþþ ñóììó â (2.7), ò.å.
B

(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g) =
∑

m∈A(r,v,l)
A

(r,v,l)

α(λ) (m; δ, x, g) (2.8)(÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå (2.8), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà A(r, v, l) (2.6),ðàâíî (N−k)!
r!v!l! ).Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ (2.7) è (2.8), èìååì

Jα(λ)(x; g) =
∑

0≤r,v,l≤N−k
r+v+l=N−k

B
(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g).�àçîáüåì ïîñëåäíþþ ñóììó íà òðè ñóììû:
Jα(λ)(x; g) =

∑

0≤r,l≤N−k
v=0

r+l=N−k

B
(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g)+

+
∑

0≤r,l≤N−k
v=1

r+l=N−k−1

B
(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g) +
∑

0≤r,l≤N−k
2≤v≤N−k

r+v+l=N−k

B
(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g) =

= B
(0)

α(λ)(δ, x, g) + B
(1)

α(λ)(δ, x, g) + B
(2)

α(λ)(δ, x, g). (2.9)Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà δ = (δ1, . . . , δN−k) ∈ RN−k, 0 <
δj < π, j = 1, . . . , N − k, B(0)

α(λ)(δ, x, g) → 0 ïðè λj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞,
j ∈M \ Jk, ïî÷òè âñþäó íà TN ; áîëåå òîãî

∥∥∥∥∥ sup
λj>0,j∈Jk,

αj>0,j∈M\Jk

|B(0)

α(λ)(δ, x, g)|
∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C ‖g‖Lp(TN ) , p > 1,ãäå êîíñòàíòà C = C(p, δ) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g.



74Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1. �àññìîòðèì è îöåíèì B(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g)ïðè v = 0, 0 ≤ r, l ≤ N − k, r + l = N − k. Èìååì
B

(r,0,l)

α(λ) (δ, x, g) =
∑

m∈A(r,0,l)
A

(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g),

0 ≤ r, l ≤ N − k, r + l = N − k. (2.10)Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð m ∈ A(r, 0, l) è ðàññìîòðèì
A

(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g) èç ñóììû (2.10). Â ñèëó (2.6) è (2.7) ìîæåì çàïèñàòü
A

(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g) =
1

πN

−δm1∫

−∞

. . .

−δmr∫

−∞

×

×
+∞∫

δmr+1

. . .

+∞∫

δmr+l

∫

Tk

g(x1 + u1, . . . , xN + uN)D̃α1
(u1) . . . D̃αN−k

(uN−k)×

×D̃
α
(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )
N

(uN)du1 . . . duN ,

0 ≤ r, l ≤ N − k, r + l = N − k. (2.11)Òàê êàê
|D̃αj

(uj)| ≤ C(δj) ïðè δj ≤ |uj| < +∞, (2.12)òî èç (2.11) ïîëó÷àåì:
|A(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g)| ≤ C

π∫

−π

. . .

π∫

−π

∣∣ 1
πk

∫

Rk

g(u1, . . . , uN−k,

xN−k+1 + uN−k+1, . . . , xN + uN)D̃α
(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )
N

(uN)×

×duN−k+1 . . . duN
∣∣du1 . . . duN−k.Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ (u1, . . . , uN−k) ∈ [−π, π)N−kìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèè g(x) ïî ïå-ðåìåííûì xN−k+1, . . . , xN . Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë

J
α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN−1)

N−1 ,α
(λN )

N

(xN−k+1, . . . , xN , g; u1, . . . , uN−k).



75Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû α
(λN−k+1)
N−k+1 , . . . , α

(λN−1)
N−1 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìèîáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî äëÿ îöåíêèìàæîðàíòû ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíûé àíàëîã íåðà-âåíñòâà Ì.Êîæèìû (1.46).Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà è îöåíêó (1.46), à òàêæå îïðåäåëåíèå�óíêöèè g(x), ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ A(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g):
∥∥∥ sup

λj>0,j∈Jk,

αj>0,j∈M\Jk

|A(r,0,l)

α(λ) (m; δ, x, g)|
∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p, δ)‖g‖Lp(TN ). (2.13)Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåêòîðà m èç ìíîæåñòâà A(r, 0, l) îöåíêà(2.13) ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå (2.10) ïðè v = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, ïîëó÷àåì
∥∥∥∥∥ sup

λj>0,j∈Jk,

αj>0,j∈M\Jk

|B(0)

α(λ)(δ, x, g)|
∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C(p, δ)‖g‖Lp(TN ),

0 ≤ r, l ≤ N − k, r + l = N − k.Èç ïîñëåäíåé îöåíêè, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ïðèåì (ñì., íàïðèìåð, [33, .58-59℄), ïîëó÷àåì, ÷òî B
(0)

α(λ)(δ, x, g) → 0 ïðè λj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞,
j ∈M \ Jk, ï.â. íà TN . Ïðåäëîæåíèå 2.1 äîêàçàíî.Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà δ = (δ1, . . . , δN−k) ∈ RN−k, 0 <
δj < π, j = 1, . . . , N − k, B(1)

α(λ)(δ, x, g) → 0 ïðè λj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞,
j ∈M \ Jk, ïî÷òè âñþäó íà TN ; áîëåå òîãî

∥∥∥∥∥ sup
λj>0,j∈Jk,

αj>0,j∈M\Jk

|B(1)

α(λ)(δ, x, g)|
∥∥∥∥∥
Lp(TN )

≤ C ‖g‖Lp(TN ) , p > 1,ãäå êîíñòàíòà C = C(p, δ) íå çàâèñèò îò �óíêöèè g.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2. �àññìîòðèì è îöåíèì B(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g)ïðè v = 1, 0 ≤ r, l ≤ N−k−1, r+l = N−k−1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì è îöåíèì



76êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå (2.8) ïðè v = 1. Åñëè v = 1, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîâåêòîðà m ∈ A(r, 0, l) ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â ñóììå (2.8) èìååò âèä:
A

(r,1,l)

α(λ) (m; δ, x, g) =

=
1

πN

−δm1∫

−∞

. . .

−δmr∫

−∞

δmr+1∫

−δmr+1

+∞∫

δmr+2

. . .

+∞∫

δmr+1+l

∫

Rk

g(x1 + u1, . . . , xN + uN)×

×D̃α1
(u1) . . . D̃αN−k

(uN−k)D̃α
(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )
N

(uN)du1 . . . duN ,

0 ≤ r, l ≤ N − k − 1, r + l = N − k − 1. (2.14)Èç (2.14), ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.12) è îïðåäåëåíèå �óíêöèè g(x), ïîëó÷àåì
|A(r,1,l)

α(λ) (m; δ, x, g)| ≤

≤ C(δ)

π∫

−π

. . .

π∫

−π

|J̃
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )

N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g;

um1
, . . . , umr

, umr+2
, . . . , umN−k

)|dum1
. . . dumr

dumr+2
. . . dumN−k

,ãäå ÷åðåç J̃
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )
N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g; ·) îáîçíà÷åí èíòåãðàë

J̃
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )

N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g;

um1
, . . . , umr

, umr+2
, . . . , umN−k

) =

=
1

πk+1

δmr+1∫

−δmr+1

∫

Rk

g(um1
, . . . , umr

, xmr+1
+ umr+1

, umr+2
, . . . , umN−k

,

xN−k+1 + uN−k+1, . . . , xN + uN)D̃αmr+1
(umr+1

)×

×D̃
α
(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )

N

(uN)dumr+1
duN−k+1 . . . duN .Òàê êàê g ∈ Lp(R

N), p > 1, 0 < δmr+1
< π è

J̃
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )

N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g; ·) =



77
=

{ ∫

Rk+1

−
−δmr+1∫

−∞

∫

Rk

−
+∞∫

δmr+1

∫

Rk

}
g(um1

, . . . , umr
, xmr+1

+ umr+1
, umr+2

, . . . ,

umN−k
, xN−k+1 + uN−k+1, . . . , xN + uN)D̃αmr+1

(umr+1
)×

×D̃
α
(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )
N

(uN)dumr+1
duN−k+1 . . . duN ,òî (ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.1) äëÿ ï.â. (um1
, .., umr

, umr+2
, . . . , umN−k

) ∈
[−π, π)N−k−1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü J̃

αmr+1
,α

(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )

N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . ,

xN , g; ·) êàê "ãëàâíûé ÷ëåí" ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ôóðüå �óíêöèè g(x) ïîïåðåìåííûì xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN . Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë

J
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )
N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g;

um1
, . . . , umr

, umr+2
, . . . , umN−k

) =
1

πk+1

∫

Rk+1

g(um1
, . . . , umr

,

xmr+1
+ umr+1

, umr+2
, . . . , umN−k

, xN−k+1 + uN−k+1, . . . , xN + uN)×

×D̃αmr+1
(umr+1)D̃α

(λN−k+1)

N−k+1

(uN−k+1) . . . D̃α
(λN )

N

(uN)dumr+1duN−k+1 . . . duN .Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-íèÿ 2.1, ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ J
αmr+1

,α
(λN−k+1)

N−k+1 ,...,α
(λN )
N

(xmr+1
, xN−k+1, . . . , xN , g; ·),

A
(r,1,l)

α(λ) (δ, x, g), B(r,1,l)

α(λ) (δ, x, g), à çàòåì è B(1)

α(λ)(δ, x, g), äîêàçàâ òåì ñàìûì ïðåä-ëîæåíèå 2.2.Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà
Ŵ (Jk) =

⋃

s,t∈M\Jk,
s<t

Ŵxs xt
, ãäå Ŵxs xt

= Ωxs xt
× [−2π, 2π)N−2, s, t ∈M \ Jk(çäåñü Ωxs xt

� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, �èãóðèðîâàâøåå ïðè îïðåäåëåíèè ìíî-æåñòâà Wxs xt
(2.1)).Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ

W ⊂ Ŵ è W 0 ⊆
⋂

s,t∈M\Jk,
s<t

Ŵxs xt
.



78Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû II.I ′ g(x) = 0 íà W ⋃
(RN\TN), òî

g(x) = 0 ïðè x ∈ Ŵ . (2.15)Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Óèòíè (ñì. [33,ñ. 199-201℄ èëè [35℄) î ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω(Ω ⊂ RN ) íà êóáû Qm, ðåáðà êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì,âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, à äèàìåòðû ñîèçìåðèìû ñ ðàññòîÿíèåì äîçàìêíóòîãî ìíîæåñòâà P (P = RN \ Ω).Â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω, �èãóðèðóþùåãî â òåîðåìå Óèòíè, ðàñ-ñìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî intW 0 (ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæå-ñòâàW 0 (2.3)), â êà÷åñòâå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà P � ìíîæåñòâî TN \ intW 0.Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Óèòíè, èìååì
intW 0 =

⋃

m

Qm. (2.16)�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êóá Qm0
èç îáúåäèíåíèÿ (2.16). Îáîçíà÷èì

δ0 = diamQm0
.Èìååì äëÿ ýòîãî êóáà îöåíêó

δ0 ≤ dist(Qm0
,TN \ intW 0) ≤ 4δ0.Â òàêîì ñëó÷àå, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà x, ãäå x = (x1, . . . , xN) ∈ Qm0

, îáëà-äàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: âî-ïåðâûõ,
(x1 + u1, . . . , xN + uN) ∈ intW 0, åñëè |uj| ≤ δ0, j = 1, . . . , N ;âî-âòîðûõ, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Ŵxs xt

è Ŵ , s, t ∈ M \ Jk, s < t,èìååì äëÿ ëþáûõ y1, . . . , ys−1, ys+1, . . . , yt−1, yt+1, . . . , yN ∈ R1:
(y1, . . . , ys−1, xs + us, ys+1, . . . , yt−1, xt + ut, yt+1, . . . , yN) ∈ Ŵxs xt

, (2.17)



79åñëè (xs, xt) ∈ Ωxs xt

⋂
Q′

m0
è |us|, |ut| ≤ δ0, s, t ∈ M \ Jk, s < t, ãäå Q′

m0� ïðîåêöèÿ êóáà Qm0
íà ïëîñêîñòü Oxsxt, à Ωxs xt

� îòêðûòîå ìíîæåñòâî âïëîñêîñòè Oxsxt.Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü x ∈ Qm0
, òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð δ ñ ïî-ëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè δj = δ0 = diamQm0

, j = 1, . . . , N − k, òàêîé,÷òî B(2)

α(λ)(δ, x, g) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3. �àññìîòðèì B
(2)

α(λ)(δ, x, g). Â ñèëó(2.9) èìååì
B

(2)

α(λ)(δ, x, g) =
∑

0≤r,l≤N−k
2≤v≤N−k

r+v+l=N−k

B
(r,v,l)

α(λ) (δ, x, g). (2.18)Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå (2.18) ðàâíû íóëþ ïðè x ∈ Qm0
è

δ = (δ1, . . . , δN−k), ãäå δj = δ0, j = 1, . . . , N − k. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå r0,
v0, l0: 0 ≤ r0, l0 ≤ N − k, 2 ≤ v0 ≤ N − k, r0 + v0 + l0 = N − k, è ðàññìîòðèì,ó÷èòûâàÿ (2.8), B(r0,v0,l0)

α(λ) (δ, x, g). Â ñèëó (2.8)
B

(r0,v0,l0)

α(λ) (δ, x, g) =
∑

m∈A(r0,v0,l0)
A

(r0,v0,l0)

α(λ) (m; δ, x, g), (2.19)ãäå ìíîæåñòâî A(r0, v0, l0) îïðåäåëåíî â (2.6).Äîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå (2.19) ðàâíû íóëþ ïðè x ∈ Qm0è δ = (δ1, . . . , δN−k), δj = δ0, j = 1, . . . , N − k. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîåñëàãàåìîå â ñóììå (2.19) ïðè x ∈ Qm0
è δ = (δ1, . . . , δN−k), ãäå δj = δ0,

j = 1, . . . , N − k. Èìååì â ñèëó (2.7)
A

(r0,v0,l0)

α(λ) (m; δ, x, g) =

=
1

πN

+∞∫

δ0

. . .

+∞∫

δ0

( δ0∫

−δ0

. . .

δ0∫

−δ0

{ −δ0∫

−∞

. . .

−δ0∫

−∞

[∫

Rk

g(x+ u)×

×D̃α(λ)(u)duN−k+1 . . . duN

]
dum1

. . . dumr0

}
dumr0+1

. . . dumr0+v0

)
×

×dumr0+v0+1
. . . dumr0+v0+l0

,



80ãäå m = (m1, . . . , mN−k) ∈ A(r0, v0, l0) (ñì. (2.6)).�àññìîòðèì âåêòîð u = (u1, . . . , uN) ∈ RN ñ êîîðäèíàòàìè, óäîâëåòâîðÿþ-ùèìè ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
−∞ < uj ≤ −δ0 ïðè j = m1, . . . , mr0;

−δ0 ≤ uj ≤ δ0 ïðè j = mr0+1, . . . , mr0+v0; (2.20)
δ0 ≤ uj < +∞ ïðè j = mr0+v0+1, . . . , mr0+v0+l0;

−∞ < uj < +∞ ïðè j = N − k + 1, . . . , N ;

0 ≤ r0, l0 ≤ N−k, 2 ≤ v0 ≤ N−k, r0+v0+ l0 = N−k. Åñëè v0 ≥ 2, à x ∈ Qm0
,òî â ñèëó ñâîéñòâà (2.17) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ŵxs xt

, 1 ≤ s < t ≤ N − k,òàêîå, ÷òî
x+ u = (x1 + u1, . . . , xN + uN) ∈ Ŵxs xt

. (2.21)Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v0 ≥ 2, òî âåêòîð u â (2.20) èìååò (ïî êðàéíåé ìåðå)äâå êîìïîíåíòû us è ut ñ íîìåðàìè s, t: mr0+1 ≤ s < t ≤ mr0+v0 òàêèå, ÷òî
|us|, |ut| ≤ δ0; ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê x ∈ Qm0

, òî êîìïîíåíòû âåêòîðà xñ íîìåðàìè s è t óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: (xs, xt) ∈ Ωxs xt

⋂
Q′

m0(ãäå Q′
m0
- ïðîåêöèÿ êóáà íà ïëîñêîñòü Oxsxt), ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (2.17)ïîëó÷àåì (2.21).Â òàêîì ñëó÷àå, òàê êàê g(x) = 0 íà Ŵxs xt

ïðè ëþáûõ s, t = 1, . . . , N − k è
s < t (÷òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà íóëþ �óíêöèè íà Ŵ (ñì. (2.15))), òî èç (2.21)ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè x ∈ Qm0

, à âåêòîð u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.20), ãäå
v0 ≥ 2, òî g(x+ u) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

A
(r0,v0,l0)

α(λ) (m; δ, x, g) = 0. (2.22)Òàêèì îáðàçîì, èç (2.22) è (2.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ Qm0
è δ =

(δ1, . . . , δN−k), ãäå δj = δ0, j = 1, . . . , N − k, B(r0,v0,l0)

α(λ) (δ, x, g) = 0, à â òà-êîì ñëó÷àå â ñèëó (2.18) è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë r0, v0, l0



81(0 ≤ r0, v0 ≤ N − k, 2 ≤ v0 ≤ N − k, r0 + v0 + l0 = N − k) ïðè òåõ æåïðåäïîëîæåíèÿõ íà x è δ ïîëó÷àåì
B

(2)

α(λ)(δ, x, g) = 0, x ∈ Qm0
, δj = δ0, j = 1, . . . , N − k,÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 2.3.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êóá Qm èç (2.16). Ïóñòü δ = (δ1, . . . , δN−k), ãäå

δj = δ0 = diamQm, j = 1, . . . , N − k, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2.9) äëÿ ýòîãî δ,ìîæåì çàïèñàòü
Jα(λ)(x; g) = B

(0)

α(λ)(δ, x, g) + B
(1)

α(λ)(δ, x, g) +B
(2)

α(λ)(δ, x, g).Â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.1-2.3 ïîëó÷àåì
Jα(λ)(x; g) → 0 ïðè λj → ∞, j ∈ Jk,

αj → ∞, j ∈M \ Jk, äëÿ ï.â. x ∈ Qm. (2.23)Òàê êàê ñîîòíîøåíèå (2.23) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî êóáà Qm â ìíîæåñòâå
intW 0, òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ï.â. x ∈ intW 0. À ïîñêîëüêó µ(intW 0) =

µW 0, òî ñîîòíîøåíèå (2.23) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ï.â. x ∈ W 0, ÷òî è äîêàçûâàåòòåîðåìó II.I ′, à çíà÷èò è òåîðåìó II.I.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû II.II. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k, 1 ≤ k ≤
N − 3, N ≥ 4. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Jk = {N − k +

1, . . . , N}, ñîîòâåòñòâåííî, M \ Jk = {1, . . . , N − k}.Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå a, b, −π < a < b < π, è îïðåäåëèì ñëåäóþùèåìíîæåñòâà
W =

⋃

s,t∈M\Jk,
s<t

Wxs xt
, (2.24)ãäå

Wxs xt
= Ωxs xt

× [−π, π)N−2 = {(a, b)× (a, b)} × [−π, π)N−2,



82è
W 0 =

⋂

s,t∈M\Jk,
s<t

Wxs xt
. (2.25)�àññìîòðèì f ∈ C(T2) � �óíêöèþ ×.Ôå��åðìàíà [16℄, ò.å. �óíêöèþ,äâîéíîé ðÿä Ôóðüå êîòîðîé íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé âíóòðåííåéòî÷êå T2, è ïîëîæèì fl(x1, xl) = f(x1, xl), l = 2, 3, . . . , N − k. Òàêèì îáðàçîì,

lim
n1,nl→∞

|Sn1,nl
(x1, xl; fl)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2. (2.26)Îáîçíà÷èì òàêæå

χl(x1, xl) =

{
0 ïðè (x1, xl) ∈ Ωx1 xl

= (a, b)× (a, b),

1 ïðè (x1, xl) ∈ T2 \ Ωx1 xl
,è ïîëîæèì

ϕl(x1, xl) = fl(x1, xl)χl(x1, xl), l = 2, 3, . . . , N − k. (2.27)�àññìîòðèì òàêæå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè φ(t) ∈ C([−π, π]) è ψ(t) òàêèå,÷òî
φ(t) = 0 ïðè t ∈ (a, b) è φ(t) 6= 0 ïðè t ∈ [−π, a] ∪ [b, π], (2.28)

ψ(t) ≡ 1 ïðè t ∈ T1.Îïðåäåëèì �óíêöèþ F (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F (x) =

N−k∑

l=2

Fl(x) = {ϕ2(x1, x2)φ(x3) . . . φ(xN−k)+

+
N−k−1∑

l=3

ϕl(x1, xl)φ(x2) . . . φ(xl−1)φ(xl+1) . . . φ(xN−k)+

+ϕN−k(x1, xN−k)φ(x2) . . . φ(xN−k−1)} × ψ(xN−k+1) . . . ψ(xN). (2.29)Òàê îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ F (x) ∈ L∞(TN). Äîêàæåì, ÷òî F (x) = 0 ïðè
x ∈ W . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé "áðóñîê" Wxs xt

= Ωxs xt
× [−π, π)N−2,
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s, t ∈ M \ Jk, s < t, èç W (2.24) è äîêàæåì, ÷òî F (x) = 0 ïðè x ∈ Wxs xt

.Èòàê, ïóñòü (xs, xt) ∈ Ωxs xt
= (a, b) × (a, b), s, t ∈ M \ Jk, s < t, à xi ∈

[−π, π), i = 1, . . . , N, i 6= s, t.�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: s = 1 è s 6= 1. Ïóñòü s = 1, ò.å. (x1, xt) ∈ Ωx1 xt
,

2 ≤ t ≤ N − k. Äîêàæåì, ÷òî F (x) = 0 ïðè (x1, xt) ∈ Ωx1 xt
. Â ñèëó (2.26)êàæäàÿ �óíêöèÿ Fl(x), âõîäÿùàÿ â F (x), ñîäåðæèò âñå �óíêöèè φ(xi), i ∈ El,ãäå

E2 = {3, . . . , N − k},

El = {2, . . . , l − 1, l + 1, . . . , N − k}, l = 3, . . . , N − k − 1,

EN−k = {2, . . . , N − k − 1}.Åñëè l 6= t, òî t ∈ El è, ñëåäîâàòåëüíî, Fl = 0 â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ íà
(a, b) �óíêöèè φ(xt) (ñì. (2.28)). Åñëè l = t, òî Fl = 0 â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþíà Ωx1 xt

�óíêöèè χt(x1, xt). Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå F (x) =
∑
Fl(x) = 0 ïðè

x ∈ Wxs xt
.Ïóñòü òåïåðü s 6= 1, ò.å. 2 ≤ s ≤ N − k − 1. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

F (x) = 0 ïðè (xs, xt) ∈ Ωxs xt
, s, t ∈ M \ Jk, s < t. Òàê êàê êàæäàÿ �óíêöèÿ

Fl(x), l = 2, . . . , N − k, ñîäåðæèò âñå �óíêöèè φ(xi), i ∈ El, òî Fl(x) = 0 âñèëó òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë s èëè t ïðèíàäëåæèò El, à �óíêöèè
φ(xs), φ(xt) ðàâíû íóëþ íà (a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå F (x) = 0ïðè x ∈ Wxs xt

.Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà "áðóñêà" Wxs xt
, ìû äîêàçàëè, ÷òî F (x) =

0 ïðè x ∈ W , ãäå W îïðåäåëåíî â (2.24). Ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
F (x) 6= 0 ïðè x ∈ TN \W .Òåïåðü îïðåäåëèì �óíêöèè ϕ(0)

l (x1, xl), φ(0)(xi), ψ(0)(xj) è G(x):
ϕ
(0)
l (x1, xl) = ϕl(x1, xl) ïðè (x1, xl) ∈ T2 è ϕ

(0)
l (x1, xl) = 0 âíå T2,

l = 2, . . . , N − k,
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φ(0)(xi) = φ(xi) ïðè xi ∈ T1 è φ(0)(xi) = 0 âíå T1, i = 2, . . . , N − k,

ψ(0)(xj) = ψ(xj) ïðè xj ∈ T1 è ψ(0)(xj) = 0 âíå T1, j = N −k+1, . . . , N,è, íàêîíåö,
G(x) = F (x) ïðè x ∈ TN è G(x) = 0 âíå TN .Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(ν)[Jk](x;F ). Îáîçíà÷àÿ x̃ =

(x2, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xN) ∈ TN−2 è ïîëàãàÿ
hl(x̃) =

N−k∏

i=2
i6=l

φ(xi) ·
N∏

j=N−k+1

ψ(xj), h
(0)
l (x̃) =

N−k∏

i=2
i6=l

φ(0)(xi) ·
N∏

j=N−k+1

ψ(0)(xj),èìååì, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé F (x) è G(x):
Rα(ν)[Jk](x;F ) = Sn(ν)[Jk](x;F )− Jα(ν)[Jk](x;G) =

=

N−k∑

l=2

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl) · Sñ(ν)[Jk](x̃; hl)−

N−k∑

l=2

Jα1,αl
(x1, xl;ϕ

(0)
l ) · Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0)
l ),(2.30)ãäå ns = [αs], s ∈ M \ Jk, n

(νs)
s = [α

(νs)
s ], s ∈ Jk,

α̃(ν)[Jk] = (α2, . . . , αl−1, αl+1, . . . , αN−k, α
(νN−k+1)
N−k+1 , . . . , α

(νN )
N ), è ñ(ν)[Jk] =

(n2, . . . , nl−1, nl+1, . . . , nN−k, n
(νN−k+1)
N−k+1 , . . . , n

(νN)
N ).Â ñâîþ î÷åðåäü, îáîçíà÷èâ

Rα1, αl
(x1, xl;ϕl) = Sn1, nl

(x1, xl;ϕl)− Jα1, αl
(x1, xl;ϕ

(0)
l ), (x1, xl) ∈ T2,è

Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) = Sñ(ν)[Jk](x̃; hl)− Jα̃(ν)[Jk](x̃; h
(0)
l ), x̃ ∈ TN−2, (2.31)ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îöåíêó ðàçíîñòè (2.30) òàê:

Rα(ν)[Jk](x;F ) =
N−k∑

l=2

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl) · Sñ(ν)[Jk](x̃; hl)−

−
N−k∑

l=2

[
Sn1,nl

(x1, xl;ϕl)−Rα1,αl
(x1, xl;ϕl)

]
·Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0)
l ) =
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=

N−k∑

l=2

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) +

N−k∑

l=2

Rα1,αl
(x1, xl;ϕl) · Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0)
l ) =

= I
(1)

α(ν)[Jk]
(x;F ) + I

(2)

α(ν)[Jk]
(x;F ). (2.32)Èìååì:

I
(2)

α(ν)[Jk]
(x;F ) → 0 ï.â. íà TNïðè νj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞, j ∈M \ Jk.Äåéñòâèòåëüíî, Rα1, αl

(x1, xl;ϕl) → 0 ïðè α1, αl → ∞ ï.â. íà T2 (â ñèëó òåî-ðåìû A), è, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè h(0)l ,
Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0)
l ) → h

(0)
l (x̃) ï.â. íà TN−2ïðè νj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞, j ∈M \ Jk, l = 2, . . . , N − k.Ïîêàæåì, ÷òî

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|I(1)
α(ν)[Jk]

(x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN \W 0, (2.33)ãäå W 0 îïðåäåëåíî â (2.25). Â ñèëó (2.32)
I
(1)

α(ν)[Jk]
(x;F ) =

N−k∑

l=2

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl).Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè hl, Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) → 0 äëÿ ï.â.

x̃ ∈ TN−2. Äëÿ îöåíêè Sn1,nl
(x1, xl;ϕl), l = 2, . . . , N − k, íàì ïîíàäîáèòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ È.Ë. Áëîøàíñêèì â ðàáîòå [15℄.Ïóñòü T2 = Ω

⋃
P , ãäå Ω è P äâà ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàòàêèõ, ÷òî µ2(intΩ) = µ2Ω è µ2(intP ) = µ2P (µ2 � ìåðà íà ïëîñêîñòè).Ëåììà A. Ïóñòü f ∈ Lp(T

2), p > 1, è ïóñòü χ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ
χ(x) =

{
1 ïðè x ∈ P,

0 ïðè x ∈ Ω.
(2.34)



86Òîãäà åñëè
lim
n→∞

|Sn(x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà T2, (2.35)òî
1. lim

n→∞
|Sn(x; fχ)| = +∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ P ;

2. lim
n→∞

Sn(x; fχ) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (2.27), ϕl(x1, xl) = fl(x1, xl)χl(x1, xl), ãäå �óíêöèÿ
χl(x1, xl) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.34), â ñëó÷àå, êîãäà P = T2 \Ωx1 xl

, à äëÿ�óíêöèè fl(x1, xl) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2.35) (â ñèëó îöåíêè (2.26)). Òîãäà âñèëó ëåììû A áóäåì èìåòü (äëÿ l = 2, . . . , N − k) :
lim

n1,nl→∞
Sn1,nl

(x1, xl;ϕl) = 0 äëÿ ï.â. (x1, xl) ∈ Ωx1 xl
= (a, b)× (a, b) (2.36)è

lim
n1,nl→∞

|Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)| = +∞ äëÿ ï.â. (x1, xl) ∈ T2 \ Ωx1 xl

. (2.37)Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî TN \ W 0. Ýòî ìíîæåñòâî (â ñèëó âûáîðà
W 0) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ó âåêòîðà x = (x1, . . . , xN) ∈ TN \ W 0

m êîìïîíåíò èç ïåðâûõ N − k (1 ≤ m ≤ N − k) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
xυi 6∈ (a, b), i = 1, . . . , m (ò.å. xυi ∈ [−π, a]⋃[b, π)). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
TN \W 0 ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâà

A(υ1, . . . , υm) = {x ∈ TN :

xυi 6∈ (a, b), i = 1, . . . , m; xυm+1
, . . . , xυN−k

∈ (a, b)},ãäå 1 ≤ υi ≤ N − k ïðè i = 1, . . . , N − k è υι1 6= υι2 ïðè ι1 6= ι2, ò.å.
TN \W 0 =

N−k⋃

m=1

⋃

υ1,...,υm

A(υ1, . . . , υm). (2.38)�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: m = 1 è 2 ≤ m ≤ N − k. Åñëè m = 1, òî (2.38)èìååò âèä: TN \W 0 =
N−k⋃
υ1=1

A(υ1). Åñëè υ1 6= 1, òî â ñèëó (2.36) ïîëó÷àåì
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lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1)

υ1 6= 1, l = 2, . . . , N − k, l 6= υ1. (2.39)Ïðè l = υ1 (ñì. (2.37)) lim
n1,nυ1

→∞
|Sn1,nυ1

(x1, xυ1;ϕυ1)| = +∞, à ðàçíîñòü(2.31) Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) 6= 0 äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ α̃(ν)[Jk](x̃), ïðè÷åìêîìïîíåíòû ýòèõ íîìåðîâ αi, α
(νj)
j → ∞, i = 2, . . . , N − k, j = N − k +

1, . . . , N , i, j 6= υ1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.VI, îöåíêè (1.93)-(1.94)).Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè n1 è nυ1 ðàñòóò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî âûðàæåíèå
Sn1,nυ1

(x1, xυ1;ϕυ1)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl)íåîãðàíè÷åíî äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1). (2.40)Èç (2.32), (2.39), (2.40) ïîëó÷àåì, ÷òî
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1), 2 ≤ υ1 ≤ N − k. (2.41)Ïóñòü òåïåðü υ1 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå x ∈ A(1). Èç îöåíêè (2.37), èìååì:
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl)| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(1),

l = 2, . . . , N−k. Òîãäà ìåòîäîì "âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ" nl, l = 2, . . . , N−
k (êàê ýòî äåëàë È.Ë.Áëîøàíñêèé, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [15℄ è [36℄), ò.å.óñòðåìëÿÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ê áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî îäíó èç ïàð èíäåêñîâ
(n1, nl), ïîëó÷èì, ÷òî

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|I(1)
α(ν)[Jk]

(x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(1),



88à çíà÷èò, è
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(1). (2.42)Îöåíêè (2.41) è (2.42) äîêàçûâàþò ñëó÷àé m = 1.�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. êîãäà
2 ≤ m ≤ N − k, x ∈

N−k⋃

m=2

⋃

υ1,...,υm

A(υ1, . . . , υm).Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî A(υ1, . . . , υm) èç ýòîãî îáúåäèíåíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð i, 1 ≤ i ≤ m, òàêîé, ÷òî υi = 1. Òî-ãäà â ñèëó îöåíêè (2.37),
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl)| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1, . . . , υm),

l = 2, . . . , N − k. Îïÿòü-òàêè ïóòåì "âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ" nl, l =

2, . . . , N − k, ò.å. óñòðåìëÿÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ê áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî îäíóèç ïàð èíäåêñîâ (n1, nl), ïîëó÷èì, ÷òî
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1, . . . , υm).Òåïåðü ïóñòü υi 6= 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà â ñèëó (2.36)ïîëó÷àåì
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1, . . . , υm),

l = 2, . . . , N − k, l 6= υ1, . . . , υm. À ïðè l = υ1, . . . , υm (ñì. (2.37))
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Sn1,nl
(x1, xl;ϕl)Rα̃(ν)[Jk](x̃; hl)| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1, . . . , υm).Òåì æå ìåòîäîì "âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ" nυ1, . . . , nυm, ò.å. óñòðåìëÿÿäîñòàòî÷íî áûñòðî ê áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî îäíó èç ïàð èíäåêñîâ (n1, nl), l =
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υ1, . . . , υm, ïîëó÷àåì

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ A(υ1, . . . , υm).Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè A(υ1, . . . , υm) èìååì:
lim

νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞

äëÿ ï.â. x ∈
N−k⋃

m=2

⋃

υ1,...,υm

A(υ1, . . . , υm). (2.43)Îêîí÷àòåëüíî èç (2.38), (2.41), (2.42) è (2.43) ïîëó÷àåì
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN \W 0.Òåîðåìà II.II äîêàçàíà.
§2.2. Î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòèïî÷òè âñþäó êðàòíûõ ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ Ôóðüå ñ"Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì"Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû II.III. Ïîñòðîåíèå �óíêöèè g ∈ C(R3), äëÿêîòîðîé ðàçíîñòü Rα(ν)(x; 0, g) íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ ï.â. íà T3, íå ñëîæ-íî.Ïóñòü f(x) = f(x1, x2, x3) ≡ 0 íà R3. Â ñâîþ î÷åðåäü, �óíêöèþ g(x) íà R3îïðåäåëèì òàê:

g(x) = g0(x1, x2) · ψ(x3) = f0(x1, x2) · ϕ(x1) · ϕ(x2) · ψ(x3), (2.44)ãäå f0 ∈ C(T2) � �óíêöèÿ ×.Ôå��åðìàíà [16℄, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿîöåíêà
lim

n1, n2→∞
|Sn1, n2

(x1, x2; f0)| = +∞ âñþäó âíóòðè T2, (2.45)



90�óíêöèè ϕ è ψ íåïðåðûâíû íà R1 è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ϕ(t) = 1 ïðè t ∈ [−π, π] è ϕ(t) = 0 ïðè t ∈ R1 \ [−2π, 2π], (2.46)

ψ(x3) = 0 ïðè x3 ∈ (−∞, −2π) ∪ [−π, π] ∪ (2π, +∞). (2.47)Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.44), (2.46) è(2.47), íåïðåðûâíà íà R3 è ðàâíà íóëþ íà T3. Äàëåå, ïóñòü {α(ν3)
3 } � ïðîèçâîëü-íàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, α(ν3)

3 ∈ R1
0, α(ν3)

3 → ∞ ïðè ν3 → ∞.Îáîçíà÷èì α(ν) = (α1, α2, α3
(ν3)). �àññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(x; f, g) (0.3) ïðè

N = 3 è α = α(ν). Ó÷èòûâàÿ (2.44), (2.46) è (2.47), èìååì:
Rα(ν)(x; 0, g) = −Jα(ν)(x1, x2, x3; g) = −Jα1, α2

(x1, x2; g0) · Jα(ν)
3
(x3;ψ) =

= − 1

π2

2π∫

−2π

2π∫

−2π

g0(u1, u2)D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2×

×1

π

{ −π∫

−2π

+

2π∫

π

}
ψ(u3)D̃α

(ν3)
3

(u3 − x3) du3. (2.48)Äàëåå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè ðàçíîñòè
Rα(ν)(x; 0, g) ï.â. íà T3 äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ñëåäóþùèå ïðîñòûå ðàñ-ñóæäåíèÿ.Îáîçíà÷èâ ðàçíîñòü
Rα1, α2

(x1, x2; f0, g0) = Sn1, n2
(x1, x2; f0)− Jα1, α2

(x1, x2; g0), (x1, x2) ∈ T2,ãäå | αj − nj |≤ ̺, j = 1, 2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî g0(x1, x2) = f0(x1, x2) íà T2,ìîæåì ïðîäîëæèòü îöåíêó ðàçíîñòè (2.48). Èìååì:
Rα(ν)(x; 0, g) =

{
Rα1,α2(x1, x2; f0, g0)− Sn1, n2(x1, x2, f0)

}
· J

α
(ν3)
3

(x3, ψ)è, åñëè n1 è n2 â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàñòóò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî
lim

α1, α2, ν3→∞
|R

α1, α2, α
(ν3)
3

(x; 0, g)| = +∞ ï.â. íà T3,



91ò.ê. (ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû I.I) ðàçíîñòü Rα1,α2
(x1, x2; f0, g0) → 0 ïðè

α1, α2 → ∞ ï.â. íà T2.Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè g̃ ∈ C(R3), äëÿ êîòîðîé ðàç-íîñòü Rα(ν)(x; 0, g̃) íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷-êå T3, íåîáõîäèìî áîëåå âíèìàòåëüíî ðàññìîòðåòü êîíñòðóêöèþ �óíêöèè×.Ôå��åðìàíà [16℄.�àññìîòðèì �óíêöèþ
fλ(x) = fλ(x1, x2) = ei λ·x1x2 ïðè x ∈ [0, 2π]2(èìåííî íà ýòèõ �óíêöèÿõ ×.Ôå��åðìàí óñòàíîâèë â [16℄ "ý��åêò ðàñõî-äèìîñòè" äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî δ ∈ R1

0,
0 < δ < π, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Q δ = [ δ, 2π − δ ]2 è áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìóþ íà R1 �óíêöèþ

ϕδ(t) =





1 ïðè t ∈ [ δ2, 2π − δ
2 ],

0 ïðè t ∈ R1 \ [ δ4 , 2π − δ
4 ],íåóáûâàþùóþ íà [ δ

4
, δ
2
] è íåâîçðàñòàþùóþ íà [ 2π − δ

2
, 2π − δ

4
].Ïîëîæèì

hλ, δ(x) = fλ(x) · ϕδ(x1) · ϕδ(x2), x ∈ [0, 2π]2.Â ðàáîòå [16℄ (ëåììà 1) (ñì. òàêæå ðàáîòó Ì.Áàõáóõà è Å.Ì.Íèêèøèíà [29℄,ëåììà 6) áûë äîêàçàí �àêòè÷åñêè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ëåììà 2.1. Ïóñòü x = (x1, x2) ∈ Q δ, 0 < δ ≤ 0.1, è ÷èñëî λ ∈ R1
κ,

κ ≥ e
100
δ . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà θ > 0 òàêàÿ, ÷òî

|J̃α(x; hλ, δ)| =

=

∣∣∣∣∣
1

π2

2π∫

0

2π∫

0

hλ, δ(u)D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2

∣∣∣∣∣≥ θ · log λ, (2.49)



92çäåñü α = (α1, α2), α1 = λx2, α2 = λx1.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1. �àñïèøåì èíòåãðàë J̃α(x; hλ, δ) ñëåäóþùèìîáðàçîì:
J̃α(x; hλ, δ) =

1

π2

{ δ
4∫

0

+

δ
2∫

δ
4

+

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

+

2π∫

2π− δ
4

}
×

×
{ δ

4∫

0

+

δ
2∫

δ
4

+

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

+

2π∫

2π− δ
4

}
hλ, δ(u)D̃α(u− x)du.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ϕδ(t), áóäåì èìåòü:

J̃α(x; hλ, δ) =

=
1

π2

{ δ
2∫

δ
4

+

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

}{ δ
2∫

δ
4

+

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

}
hλ, δ(u)D̃α(u− x)du =

=
1

π2

2π− δ
2∫

δ
2

2π− δ
2∫

δ
2

hλ, δ(u)D̃α(u− x)du+

+
1

π2

{ δ
2∫

δ
4

δ
2∫

δ
4

+

δ
2∫

δ
4

2π− δ
4∫

2π− δ
2

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

δ
2∫

δ
4

+

2π− δ
4∫

2π− δ
2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

}
hλ, δ(u)D̃α(u− x)du+

+
1

π2

{ δ
2∫

δ
4

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
2∫

δ
2

δ
2∫

δ
4

}
hλ, δ(u)D̃α(u− x)du+

+
1

π2

{ 2π− δ
4∫

2π− δ
2

2π− δ
2∫

δ
2

+

2π− δ
2∫

δ
2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

}
hλ, δ(u)D̃α(u− x)du =

= A(0)
α (x, hλ, δ) + A(1)

α (x, hλ, δ) + A(2)
α (x, hλ, δ) + A(3)

α (x, hλ, δ). (2.50)Äàëåå, ðàññìîòðèì è îöåíèì êàæäûé èíòåãðàë èç (2.50). Ñíà÷àëà îöåíèìèíòåãðàëû èç ñóììû A
(1)
α (x, hλ, δ). Äëÿ ýòîãî îöåíèì, íàïðèìåð, èíòåãðàë

J̃ (1)
α (x; hλ, δ) =
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=

1

π2

δ
2∫

δ
4

δ
2∫

δ
4

ei λ·u1u2 · ϕδ(u1) · ϕδ(u2)D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2(îñòàëüíûå èíòåãðàëû â A(1)
α (x, hλ, δ) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî).Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèè ϕδ(t), ïîëó÷èì:

|J̃ (1)
α (x; hλ, δ)| ≤

≤ 1

π2

δ
2∫

δ
4

du1
x1 − u1

δ
2∫

δ
4

du2
x2 − u2

≤ 1

π2
· δ

4(x1 − δ
2)

· δ

4(x2 − δ
2)

≤ 1

4π2
.Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò:

|A(1)
α (x, hλ, δ)| ≤

1

π2
. (2.51)Äëÿ îöåíêè A

(j)
α (x, hλ, δ), j = 0, 2, 3, èç (2.50) óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòüñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.�àññìîòðèì èíòåãðàë
Iα2

(x2, u1) =

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2D̃α2
(u2 − x2)du2, (2.52)ãäå u1 ∈ [ δ4, 2π − δ

4], α2 = λx1, (x1, x2) ∈ Q δ = [δ, 2π − δ]2.Ïðåäëîæåíèå 2.4. Äëÿ èíòåãðàëà Iα2
(x2, u1) ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|Iα2
(x2, u1)| ≤





π + 8
λδ(x1−u1)

ïðè u1 < x1,

8
λδ(u1−x1)

ïðè u1 > x1,

5π
2 + 4

λδ2 + 3 ln 1
δ ïðè x1 − 1

λ ≤ u1 ≤ x1 +
1
λ .

(2.53)
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.4. Ïóñòü u1 < x1, èìååì:
Iα2

(x2, u1) =

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2D̃α2
(u2 − x2)du2 =

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2 · sinα2(u2 − x2)

u2 − x2
du2.



94Ïóñòü s = α2(u2 − x2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α2 = λx1, ðàñïèøåì Iα2
(x2, u1) ñëåäó-þùèì îáðàçîì:

Iα2(x2, u1) = ei λ·u1x2

α2(2π− δ
2−x2)∫

−α2(x2− δ
2 )

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds =

= ei λ·u1x2

( +∞∫

−∞

sin s

s
·ei

u1
x1

·sds−
{ −α2(x2− δ

2 )∫

−∞

+

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

}
sin s

s
·ei

u1
x1

·sds

)
. (2.54)�àññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (2.54). Èìååì:

+∞∫

−∞

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds =

=

+∞∫

−∞

sin s

s
(cos

u1
x1
s+ i sin

u1
x1
s)ds =

+∞∫

−∞

sin s · cos u1

x1
s

s
ds =

=
1

2

( +∞∫

−∞

sin(1− u1

x1
)s

s
ds+

+∞∫

−∞

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds

)
=

1

2
(π + π) = π (2.55)(òàê êàê 1 + u1

x1
> 1− u1

x1
> 0).Äàëåå, îöåíèì èíòåãðàë +∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

èç (2.54) (èíòåãðàë −α2(x2− δ
2 )∫

−∞
îöåíèâàåòñÿàíàëîãè÷íî).Èñïîëüçóÿ �îðìóëó sin s = ei s−e−i s

2i è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:
+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds =

=
1

2i

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

ei (1+
u1
x1

)·s

s
ds− 1

2i

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

e−i (1−u1
x1

)·s

s
ds =

= −1

2

x1
x1 + u1

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

dei (1+
u1
x1

)·s

s
− 1

2

x1
x1 − u1

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

de−i (1−u1
x1

)·s

s
=
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= −1

2

x1
x1 + u1

(
−e

i (1+
u1
x1

)·α2(2π− δ
2−x2)

α2(2π − δ
2 − x2)

+

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

ei (1+
u1
x1

)·sds

s2

)
−

−1

2

x1
x1 − u1

(
−e

−i (1−u1
x1

)·α2(2π− δ
2−x2)

α2(2π − δ
2
− x2)

+

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

e−i (1−u1
x1

)·sds

s2

)
.Òîãäà áóäåì èìåòü:

∣∣∣∣∣

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

(2π − δ
2
− x2) · (λu1 + λx1)

+
1

(2π − δ
2
− x2) · |λu1 − λx1|

.Òàê êàê 2π − δ
2
− x2 ≥ δ

2
, òî:

∣∣∣∣∣

+∞∫

α2(2π− δ
2−x2)

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤
2

λδ(u1 + x1)
+

2

λδ|u1 − x1|
,

∣∣∣∣∣

−α2(x2− δ
2 )∫

−∞

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤
2

λδ(u1 + x1)
+

2

λδ|u1 − x1|
.Èñïîëüçóÿ äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà, à òàêæå (2.54) è (2.55), ïîëó÷èì:

Iα2(x2, u1) = πei λ·u1x2 + φ1(λ, δ, u1, x1, x2), x1 > u1, (2.56)ãäå |φ1(λ, δ, u1, x1, x2)| ≤ 4
λδ(u1+x1)

+ 4
λδ|u1−x1| .Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå x1 > u1 è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 4

λδ(u1+x1)
≤

4
λδ|u1−x1| =

4
λδ(x1−u1)

, òî:
|Iα2

(x2, u1)| ≤ π +
8

λδ(x1 − u1)
, x1 > u1. (2.57)Ïóñòü u1 > x1, èìååì:

|Iα2
(x2, u1)| ≤

8

δλ(u1 − x1)
, u1 > x1, (2.58)



96ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðàë Iα2
(x2, u1) ðàñïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (ò.å., êîãäà x1 > u1), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïåðâîãîèíòåãðàëà èç ïðàâîé ÷àñòè (2.54) íåò (â ñèëó òîãî, ÷òî 1+ u1

x1
> 0, 1− u1

x1
< 0):

+∞∫

−∞

sin s

s
· ei

u1
x1

·sds =
1

2

( +∞∫

−∞

sin(1− u1

x1
)s

s
ds+

+∞∫

−∞

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds

)
=

=
1

2
(−π + π) = 0, u1 > x1.Ïóñòü u1 ∈ [x1 − 1

λ, x1 +
1
λ], èìååì:

Iα2
(x2, u1) =

=

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2
sinλx1(u2 − x2)

u2 − x2
du2 = ei λ·u1x2

λx1(2π− δ
2−x2)∫

−λx1(x2− δ
2 )

sin s

s
ei

u1
x1

·sds =

= ei λ·u1x2

b∫

−a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds =

= ei λ·u1x2

a∫

−a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds+ ei λ·u1x2

b∫

a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds, (2.59)ãäå s = λx1(u2 − x2), a = λx1(x2 − δ
2
), b = λx1(2π − δ

2
− x2).Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (2.59). Èìååì:

a∫

−a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds =

a∫

−a

sin s

s

[
cos

u1
x1
s+ i sin

u1
x1
s

]
ds =

a∫

−a

sin s · cos u1

x1
s

s
ds =

=
1

2

a∫

−a

sin(1− u1

x1
)s+ sin(1 + u1

x1
)s

s
ds.Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |1 − u1

x1
| ≤ 1

x1λ
(u1 ∈ [x1 − 1

λ, x1 +
1
λ ]), òîïîëó÷èì:

∣∣∣∣∣

a∫

−a

sin(1− u1

x1
)s

s
ds

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 1−

u1
x1

∣∣∣∣∣2a ≤ 2(x2 −
δ

2
) ≤ 4π.



97Îöåíèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë
a∫

−a

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds =

{ +∞∫

−∞

−
−a∫

−∞

−
+∞∫

a

}
sin(1 + u1

x1
)s

s
ds =

= π − 2

−a∫

−∞

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds.Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ïîëó÷èì:

a∫

−a

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds =

= π +
2x1

x1 + u1

(
−
cos(1 + u1

x1
)a

a
+

−a∫

−∞

cos(1 + u1

x1
)s

s2
ds

)
.Òîãäà èìååì:

∣∣∣∣∣

a∫

−a

sin(1 + u1

x1
)s

s
ds

∣∣∣∣∣ ≤ π +
4

a
= π +

4

λx1(x2 − δ
2)

≤ π +
8

λδ2
.À çíà÷èò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∣∣∣∣∣

a∫

−a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤
5π

2
+

4

λδ2
.Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé èíòåãðàë èç (2.59). Èìååì:

∣∣∣∣∣

b∫

a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ ln

b

a

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ln

2π − δ
2 − x2

x2 − δ
2

∣∣∣∣∣ ≤

≤ | ln(2π − δ

2
− x2)|+ | ln(x2 −

δ

2
)|.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ

2
≤ x2 − δ

2
≤ 1, òîãäà | ln(x2 − δ

2
)| ≤ ln 2

δ
≤ 2 ln 1

δ
,

| ln(2π − δ
2 − x2)| ≤ ln(2π − 3δ

2 ) ≤ 2. À åñëè 1 < x2 − δ
2 ≤ 2π − 3δ

2 , òî
| ln(x2 − δ

2)| ≤ ln(2π− 3δ
2 ) ≤ 2, | ln(2π− δ

2 − x2)| ≤ ln(2π − 1). Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣∣∣

b∫

a

sin s

s
ei

u1
x1

·sds

∣∣∣∣∣ ≤ 3 ln
1

δ
.



98Òîãäà
|Iα2

(x2, u1)| ≤
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
, u1 ∈ [x1 −

1

λ
, x1 +

1

λ
]. (2.60)Îöåíêè (2.57), (2.58) è (2.60) äîêàçûâàþò ïðåäëîæåíèå 2.4.Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå (2.50), îöåíèì èíòåãðàëû èç ñóììû A

(2)
α (x, hλ, δ).Äëÿ ýòîãî îöåíèì, íàïðèìåð, èíòåãðàë

J̃ (2)
α (x; hλ, δ) =

=
1

π2

δ
2∫

δ
4

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2 · ϕδ(u1) · ϕδ(u2)D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2(äðóãîé èíòåãðàë â A(2)
α (x, hλ, δ) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).Ïîñêîëüêó ϕδ(u2) = 1 ïðè u2 ∈ [ δ2, 2π − δ

2], òî â ñèëó (2.52):
J̃ (2)
α (x; hλ, δ) =

=
1

π2

δ
2∫

δ
4

ϕδ(u1)D̃α1
(u1 − x1)

[ 2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2D̃α2
(u2 − x2)du2

]
du1 =

=
1

π2

δ
2∫

δ
4

ϕδ(u1)D̃α1
(u1 − x1)Iα2

(x2, u1)du1. (2.61)Ò.ê. â (2.61) u1 ∈ [ δ4,
δ
2], à x1 ∈ [δ, 2π − δ], òî x1 > u1, è â ñèëó (2.53) áóäåìèìåòü:

|J̃ (2)
α (x; hλ, δ)| ≤

1

π2

δ
2∫

δ
4

|ϕδ(u1) ·
sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
|
[
π +

8

λδ(x1 − u1)

]
du1 ≤

≤ 1

π

δ
2∫

δ
4

du1
x1 − u1

+
8

π2λδ

δ
2∫

δ
4

du1
(x1 − u1)2

≤ 1

2π
+

8

π2λδ2
.



99Ïîëó÷èì:
|A(2)

α (x, hλ, δ)| ≤
1

π
+

16

π2λδ2
. (2.62)Òåïåðü îöåíèì èíòåãðàëû èç ñóììû A

(3)
α (x, hλ, δ). Äëÿ ýòîãî îöåíèì, íà-ïðèìåð, èíòåãðàë

J̃ (4)
α (x; hλ, δ) =

=
1

π2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2 · ϕδ(u1) · ϕδ(u2)D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2(äðóãîé èíòåãðàë â A(3)
α (x, hλ, δ) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).Ïîñêîëüêó ϕδ(u2) = 1 ïðè u2 ∈ [ δ

2
, 2π − δ

2
], òî â ñèëó (2.52):

J̃ (4)
α (x; hλ, δ) =

=
1

π2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

ϕδ(u1)D̃α1
(u1 − x1)

[ 2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2D̃α2
(u2 − x2)du2

]
du1 =

=
1

π2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

ϕδ(u1)D̃α1
(u1 − x1)Iα2

(x2, u1)du1.Ò.ê. u1 ∈ [2π− δ
2 , 2π− δ

4 ], à x1 ∈ [δ, 2π− δ], òî u1 > x1, è â ñèëó (2.53) áóäåìèìåòü:
|J̃ (4)

α (x; hλ, δ)| ≤
1

π2

2π− δ
4∫

2π− δ
2

|ϕδ(u1) ·
sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
| · 8

λδ(u1 − x1)
du1 ≤

≤ 8

π2λδ

2π− δ
4∫

2π− δ
2

du1
(u1 − x1)2

≤ 8

π2λδ2
.Èìååì:

|A(3)
α (x, hλ, δ)| ≤

16

π2λδ2
. (2.63)



100Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.52), îöåíèì "îñíîâíîé" èíòåãðàë èç (2.50):
A(0)

α (x, hλ, δ) =
1

π2

2π− δ
2∫

δ
2

2π− δ
2∫

δ
2

ei λ·u1u2D̃α1
(u1 − x1)D̃α2

(u2 − x2)du1 du2 =

=
1

π2

{ x1− 1
λ∫

δ
2

+

x1+
1
λ∫

x1− 1
λ

+

2π− δ
2∫

x1+
1
λ

}
Iα2

(x2, u1)×

×sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1 = I1 + I2 + I3. (2.64)Ñíà÷àëà îöåíèì èíòåãðàë I3.

I3 =
1

π2

2π− δ
2∫

x1+
1
λ

Iα2
(x2, u1)

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1.Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.53) äëÿ Iα2(x2, u1) ïðè x1 < u1, èìååì:

|I3| ≤
8

π2λδ

2π− δ
2∫

x1+
1
λ

du1
(u1 − x1)2

≤ 8

π2λδ
(
2

δ
+ λ). (2.65)Äàëåå, îöåíèì èíòåãðàë I2.

I2 =
1

π2

x1+
1
λ∫

x1− 1
λ

Iα2
(x2, u1)

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1.Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.53) äëÿ Iα2

(x2, u1) ïðè u1 ∈ [x1 − 1
λ, x1 +

1
λ], èìååì:

|I2| =
∣∣∣∣∣
1

π2

x1+
1
λ∫

x1− 1
λ

Iα2
(x2, u1)

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

π2
(
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
)

x1+
1
λ∫

x1− 1
λ

∣∣∣∣∣
sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1

∣∣∣∣∣du1 =

=
1

π2
(
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
)

1∫

−1

∣∣∣∣∣
sinx2p

p

∣∣∣∣∣dp ≤
4

π
(
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
). (2.66)



101Òåïåðü îöåíèì èíòåãðàë I1.
I1 =

1

π2

x1− 1
λ∫

δ
2

Iα2
(x2, u1)

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1.Â ñèëó îöåíîê (2.53) è (2.56) äëÿ Iα2

(x2, u1) ïðè x1 > u1, èìååì:
I1 =

1

π2

x1− 1
λ∫

δ
2

[
πei λ·u1x2 + φ1(λ, δ, u1, x1, x2)

]
sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1 =

=
ei λ·x1x2

π

x1− 1
λ∫

δ
2

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
ei λ·x2(u1−x1)du1 + φ2(λ, δ, x1, x2), (2.67)

ãäå |φ2(λ, δ, x1, x2)| ≤ 8
π2λδ

x1− 1
λ∫

δ
2

du1

(x1−u1)2
≤ 8

π2δ .�àñïèøåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:
ei λ·x1x2

π

x1− 1
λ∫

δ
2

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
ei λ·x2(u1−x1)du1 =

=
ei λ·x1x2

2π

x1− 1
λ∫

δ
2

sin 2λx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1 +

iei λ·x1x2

2π

x1− 1
λ∫

δ
2

1− cos 2λx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1.(2.68)Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (2.68). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ u1−x1 = u′1è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ ≥ e

100
δ ):

∣∣∣∣∣
ei λ·x1x2

2π

x1− 1
λ∫

δ
2

sin 2λx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1

∣∣∣∣∣ ≤
1

4πλx2
(2λ+

4

δ
) ≤ 1

δ
.Àíàëîãè÷íî: ∣∣∣∣∣−

iei λ·x1x2

2π

x1− 1
λ∫

δ
2

cos 2λx2(u1 − x1)

u1 − x1
du1

∣∣∣∣∣ ≤
1

δ
.



102Îöåíèì îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (2.68).
x1− 1

λ∫

δ
2

1

u1 − x1
du1 = ln

1

λ
− ln(x1 −

δ

2
) = −(lnλ+ ln(x1 −

δ

2
)).Òàê êàê | ln(x1 − δ

2)| ≤ 2 ln 1
δ (ñì. âûøå), òî

∣∣∣∣∣
iei λ·x1x2

2π

x1− 1
λ∫

δ
2

1

u1 − x1
du1

∣∣∣∣∣ ≥
1

2π
lnλ− 1

π
ln

1

δ
.Òîãäà áóäåì èìåòü:

∣∣∣∣∣
ei λ·x1x2

π

x1− 1
λ∫

δ
2

sinλx2(u1 − x1)

u1 − x1
ei λ·x2(u1−x1)du1

∣∣∣∣∣ ≥
1

2π
lnλ− 1

π
ln

1

δ
− 2

δ
.Èñïîëüçóÿ (2.67), à òàêæå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èíòåãðàë I1 îöåíèâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

|I1| ≥
1

2π
lnλ− 1

π
ln

1

δ
− 2

δ
− 8

π2δ
. (2.69)�àâåíñòâî (2.64) è îöåíêè (2.65), (2.66) è (2.69) äàþò âîçìîæíîñòü îöåíèòüèíòåãðàë A(0)

α (x, hλ, δ):
|A(0)

α (x, hλ, δ)| ≥

≥ 1

2π
lnλ− 1

π
ln

1

δ
− 2

δ
− 8

π2δ
− 4

π
(
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
)− 8

π2λδ
(
2

δ
+ λ). (2.70)Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2.50) è îöåíêè èíòåãðàëîâ (2.51), (2.62), (2.63) è(2.70), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî äëÿ J̃α(x; hλ, δ):

|J̃α(x; hλ, δ)| =
∣∣∣∣∣
1

π2

2π∫

0

2π∫

0

hλ, δ(u)D̃α1(u1 − x1)D̃α2(u2 − x2)du1 du2

∣∣∣∣∣≥

≥ 1

2π
lnλ− 1

π
ln

1

δ
− 2

δ
− 8

π2δ
− 4

π
(
5π

2
+

4

λδ2
+ 3 ln

1

δ
)−

− 8

π2λδ
(
2

δ
+ λ)− 1

π2
− 1

π
− 16

π2λδ2
− 16

π2λδ2
.



103Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà θ > 0, äëÿ êîòîðîé
|J̃α(x; hλ, δ)| ≥ θ · ln λ.Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.Äàëåå ìû ïðèâåäåì ñòàíäàðòíóþ êîíñòðóêöèþ. Âûáåðåì äâå ìîíîòîííûåïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}, {δk}: λk → ∞ è δk → +0 ïðè k → ∞ (λ1 < λ2 <

· · · < λk < . . . è δ1 > δ2 > · · · > δk > . . . ), óäîâëåòâîðÿþùèå ðÿäó óñëîâèé,êîòîðûå áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû íèæå, íî âî âñÿêîì ñëó÷àå
∞∑

k=1

1√
log λk

= C0 = const. (2.71)Äåòàëèçèðóåì âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {δk} è {λk}. Ïîëîæèì δ1 =
1
10
è

δk =
δk−1

8
, k = 2, 3, . . . (2.72)(è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû âûáðàëè ìíîæåñòâà Qk = Qδk = [δk, 2π − δk ]

2, k =

1, 2, . . . ).Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk} áóäåì âûáèðàòü ïî èíäóêöèè âìåñòåñ äðóãîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ m1 < m2 < · · · < mk < . . . .Ïîëîæèì λ1 = m1 = e1000. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå âûáðàëè λ1 < λ2 <

· · · < λk−1 è m1 < m2 < · · · < mk−1. Òåïåðü âûáåðåì mk > mk−1 òàê, ÷òîáû
max

1≤j≤k−1

∥∥∥J̃α1, α2
(x; hλj , δj)− hλj , δj(x)

∥∥∥
C(Qk)

< 1 ïðè min{α1, α2} > mk(2.73)(ïîñëåäíåå âîçìîæíî ñäåëàòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ êàæäûõ λj è δj, j =

1, . . . , k− 1, �óíêöèè Rehλj , δj , Imhλj , δj ∈ C(∞)(R2) ). Ïîñëå âûáîðà mk âûáå-ðåì λk > λk−1 òàê, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ,
λk · δk > mk, (2.74)âî-âòîðûõ, âûáîð λk ïîä÷èíèì åùå óñëîâèþ: λk > e2

2k è, áîëåå òîãî,
log2 λk−1√

log λk
<

1

2k+1
. (2.75)



104Íåîáõîäèìóþ íàì �óíêöèþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
h(x) =

∞∑

j=1

hλj , δj√
log λj

. (2.76)Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ h ∈ C(R2), h(x1, x2) = 0 ïðè (x1, x2) ∈ R2 \ [0, 2π]2(çäåñü ìû ó÷ëè îöåíêó (2.71) è îïðåäåëåíèå �óíêöèé hλj , δj).Òåïåðü îïðåäåëèì ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì èíòåãðàë Ôóðüå �óíêöèè (2.76)íåîãðàíè÷åííî ðàñõîäèòñÿ, ïîëîæèì Q = lim
j→∞

Qj.�àññìîòðèì ðàçíîñòü J̃λk x2, λk x1
(x; h) − h(x) äëÿ x ∈ Q. Åñëè x ∈ Q, òî

x ∈ Qk äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé k, ïîýòîìó èç îöåíêè (2.49)(ëåììà 2.2) äëÿ ýòîãî x èìååì:
|J̃λk x2, λk x1

(x; hλk, δk)| ≥ θ · log λk, x ∈ Qk. (2.77)Â òàêîì ñëó÷àå, ïðè x ∈ Qk (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k) èìååì:
J̃λk x2, λk x1

(x; h)− h(x) =
k−1∑

j=1

1√
log λj

· J̃λk x2, λk x1
(x; hλj , δj)− h(x)+

+
1√

log λk
· J̃λk x2, λk x1

(x; hλk, δk) +
∞∑

j=k+1

1√
log λj

· J̃λk x2, λk x1
(x; hλj , δj) =

= Σ
′

+Σ
′′

+ Σ
′′′

. (2.78)Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.78). Ó÷èòûâàÿ îöåíêè (2.71), (2.73), (2.74) è(2.77), ìîæåì çàïèñàòü:
Σ

′

=
k−1∑

j=1

1√
log λj

·
{
J̃λk x2, λk x1

(x1, x2; hλj , δj)− hλj , δj(x1, x2)
}
−

−
∞∑

j=k

1√
log λj

hλj , δj(x) ≤

≤
k−1∑

j=1

1√
log λj

·
∣∣∣J̃λk x2, λk x1

(x1, x2; hλj , δj)− hλj , δj(x1, x2)
∣∣∣+
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+

∞∑

j=k

1√
log λj

≤ C0. (2.79)Ó÷èòûâàÿ (2.75), òðåòüå ñëàãàåìîå â ðàçíîñòè (2.78) îöåíèâàåòñÿ òàê:
Σ

′′′ ≤
∞∑

j=k+1

1√
log λj

· log2 (λk · 2π) ≤
∞∑

j=k+1

2−j = 2−k. (2.80)Èç îöåíîê (2.77)�(2.80) ïîëó÷àåì:
|J̃λk x2, λk x1

(x; h)− h(x)| ≥ θ ·
√

log λk − C0 − 2−k. (2.81)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî λk → ∞ ïðè k → ∞ , ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òîïðàâàÿ ÷àñòü â (2.81) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñ ðîñòîì
k. Â ñâîþ î÷åðåäü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìíîæåñòâà Qk, Qk ⊂ Q, óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèþ Qk ⊂ Qk+1, è, ñëåäîâàòåëüíî, �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà x ∈ Qïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ Qk, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
k→∞

|J̃λk x2, λk x1
(x; h)| = ∞ â êàæäîé òî÷êå Q. (2.82)Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî Q = (0, 2π)2, èç (2.82)ïîëó÷àåì: ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ h ∈ C(R2), h(x1, x2) = 0 ïðè (x1, x2) ∈ R2 \

[0, 2π]2, òàêàÿ, ÷òî
lim

α1, α2→∞
|Jα1, α2

(x1, x2; h)| = +∞ âñþäó âíóòðè [0, 2π]2. (2.83)Èòàê, �óíêöèÿ f(x) ïî-ïðåæíåìó òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà R3. Â ñâîþî÷åðåäü, �óíêöèþ g(x), îïðåäåëåííóþ ðàíåå �îðìóëîé (2.44), ìû íåñêîëüêîèçìåíèì. Ïîëîæèì
g̃(x1, x2, x3) = g̃0(x1, x2) · ψ(x3), (2.84)çäåñü �óíêöèÿ ψ îïðåäåëåíà â (2.47), à �óíêöèþ g̃0 îïðåäåëèì ñëåäóþùèìîáðàçîì
g̃0(x1, x2) = h(x1 − π, x2 − π).



106È ó÷èòûâàÿ îöåíêè (2.48), (2.84) è (2.83), ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î ñïðàâåäëè-âîñòè òåîðåìû II.III. Òåîðåìà II.III äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû II.III. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåä-ñòâèÿ äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé (ïî-êàæäîìó àðãóìåíòó)�óíêöèè f ∈ C(TN), N ≥ 3 (ðàçëîæåííîé â êðàòíûé ðÿä Ôóðüå), âçÿòü,íàïðèìåð, �óíêöèþ âèäà
f(x) =

N∏

j=1

fj(xj), fj ∈ C(T1), fj(−π) = fj(π) = 0, j = 1, . . . , N,ãäå ðÿä Ôóðüå êàæäîé �óíêöèè fj ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå [−π, π]. 24 Âêà÷åñòâå �óíêöèè g(x), x ∈ RN (ðàçëîæåííîé â êðàòíûé èíòåãðàë Ôóðüå èñîâïàäàþùåé ñ �óíêöèåé f(x) íà TN ) äîñòàòî÷íî âçÿòü �óíêöèþ: g(x) =

f(x) · χ(x) + g̃(x1, x2, x3) · ψ(x4) · · ·ψ(xN). Çäåñü χ(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ êóáà TN , g̃ ∈ C(T3) � �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû II.III, äëÿ êîòîðîé �àêòè÷åñêè ñïðàâåäëèâà îöåíêà
lim

α1, α2, ν3→∞
|J

α1, α2, α
(ν3)
3

(x1, x2, x3; g̃)| = +∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ (−π, π)3 25(ñì. îïðåäåëåíèå �óíêöèè g̃, îöåíêà (2.84)), â ñâîþ î÷åðåäü �óíêöèÿ ψ ∈
C(R1) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ(t) = 1 ïðè t ∈ [−π, π] è ψ(t) = 0ïðè t ∈ R1 \ [−2π, 2π].

24 Äëÿ �óíêöèè f(x) ≡ 0 ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ �àêòè÷åñêè äîêàçàí â òåîðåìå II.III.25 Çäåñü {α(ν3)
3 } � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, α(ν3)

3 ∈ R1
0, α(ν3)

3 → ∞ ïðè ν3 → ∞.



107�ËÀÂÀ III. Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÑÏ�ÀÂÅÄËÈÂÎÑÒÈ�ÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉ Â Ê�ÀÒÍÛÉ �ßÄ ÈÈÍÒÅ��ÀË ÔÓ�ÜÅÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèè íàìè äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñïðàâåäëè-âîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå íà ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâàõ TN = [−π, π)N ïîëîæèòåëüíîé ìåðû(óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà) â êëàññàõ Lp,
p > 1, â ñëó÷àå, êîãäà "ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" ðàññìàòðèâàåìûõðàçëîæåíèé èìåþò "íîìåðà" n = (n1, . . . , nN) ∈ ZN

0 è α = (α1, . . . , αN) ∈ RN
0 ,â êîòîðûõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû nj è αj ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ëàêóíàðíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Òàêæå â äàííîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåí-íàÿ âî âòîðîé ãëàâå ãåîìåòðèÿ ìíîæåñòâ (òåîðåìà II.I), íà êîòîðûõ ñïðà-âåäëèâà ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüåñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàññàõ Lp,

p > 1, ïåðåñòà¼ò "ðàáîòàòü" â êëàññå Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿíåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u),
u→ ∞.Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, 2, . . . , N}, N ≥ 3, è k ∈ M . Îáîçíà-÷èì: Jk = {j1, ..., jk}, js < jt ïðè s < t, è (â ñëó÷àå k < N) M \ Jk =

{m1, . . . , mN−k},ms < mt ïðè s < t, � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâàM .�àçëîæèì ïðîñòðàíñòâî RN íà ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ R[Jk] è R[M \Jk],ãäå R[Jk] = {x = (x1, . . . , xN) ∈ RN : xj = 0 ïðè j ∈ M \ Jk}. Îáîçíà÷èìòàêæå T[Jk] = {x ∈ R[Jk] : −π ≤ xj < π ïðè j ∈ Jk}.



108Ïóñòü Ω, Ω ⊂ TN , N ≥ 3, � ïðîèçâîëüíîå (íåïóñòîå) îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Ω íàïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂ M .Ïîëîæèì W [J2] = Ω[J2] × T[M \ J2], J2 ⊂ M . Ìíîæåñòâà W [J2] áóäåìíàçûâàòü "N - ìåðíûìè áðóñêàìè". Äàëåå äëÿ ëþáîãî Jk, 1 ≤ k ≤ N − 2,ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî
W =W (Jk) =W (Ω, Jk) =

⋃

J2⊂M\Jk
W [J2] (3.1)(êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü "íåïîëíûì N -ìåðíûì êðåñòîì") è ìíîæåñòâî

W 0 =W 0(Jk) =W 0(Ω, Jk) =
⋂

J2⊂M\Jk
W [J2] (3.2)(êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü "öåíòðîì" ñîîòâåòñòâóþùåãî "N -ìåðíîãî êðåñòà").Â ðàáîòå [32℄ È.Ë. Áëîøàíñêèì è Î.Â. Ëè�àíöåâîé áûëî ââåäåíî ñëåäó-þùåå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü A ⊂ TN , Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 2, N ≥ 3.

1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 , åñëèíàéäåòñÿ ìíîæåñòâî W = W (Jk) âèäà (3.1) òàêîå, ÷òî µ(W \ A) = 0,ïðè÷åì ñâîéñòâî B

(Jk)
2 åñòü ñâîéñòâî B

(Jk)
2 (W 0), åñëè W =W (W 0, Jk).

2. Ñâîéñòâî B
(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûìñâîéñòâîì B

(Jk)
2 ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W̃ 0 = W̃ 0(Jk)âèäà (3.2) òàêîãî, ÷òî µ(W̃ 0 \ W 0) > 0, ìíîæåñòâî A íå îáëàäàåò ñâîé-ñòâîì B

(Jk)
2 (W̃ 0).Îáîçíà÷èì ÷åðåç intP ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê P , ÷åðåç P � çàìû-êàíèå ìíîæåñòâà P è ÷åðåç FrP � ãðàíèöó ìíîæåñòâà P .Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, A ⊂ TN , N ≥ 3, 0 < µA <

(2π)N , B = TN \ A, è ïóñòü Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 2. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå



109óñëîâèÿ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà A:
µ(B \ intB) = 0; (3.3)

µ2Fr pr(J2){intB} = 0, J2 ⊂M \ Jk, (3.4)ãäå µ2 � ìåðà íà ïëîñêîñòè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ðàâ-íîñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå,"ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû" êîòîðûõ Sn(x; f) è Jα(x; g) èìåþò "íî-ìåðà" n ∈ ZN
0 è α ∈ RN

0 , â êîòîðûõ ðîâíî k (1 ≤ k ≤ N − 2) ëàêóíàðíûõêîìïîíåíò.Òåîðåìà III.I. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, A ⊂
TN , N ≥ 3, 0 < µA < (2π)N , è ïóñòü Jk ⊂M , 1 ≤ k ≤ N − 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî W 0 = W 0(Jk) âèäà (3.2) òàêîå, ÷òîìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 (W 0), òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈

Lp(T
N), p > 1, f(x) = 0 íà A,

lim
λj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

Rα(λ)[Jk](x; f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà W 0.Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ìíîæåñòâî A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.3),(3.4), òîãäà2. Åñëè ñâîéñòâî B(Jk)
2 (W 0) ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñâîé-ñòâîì B

(Jk)
2 , òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f1 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f1(x) = 0 íà

A è äëÿ ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)
j }, j ∈ Jk,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f1)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN \W 0.3. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî A âîîáùå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 ,òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f2 ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî f2(x) = 0 íà A è äëÿ



110ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)
j }, j ∈ Jk, α(νj)

j →
∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f2)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN .Çàìå÷àíèå 3.1. Â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìà III.I ñïðàâåäëèâà áåçîãðàíè÷åíèé (3.3), (3.4).Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ, ïîñòðîåííóþ Ñ.Â. Êîíÿãèíûì â ðàáîòå [5℄, â § 3.3 ìûäîêàçûâàåì, ÷òî ðàâíîñõîäèìîñòü ï.â. ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì" â êëàññå
Φ(L), ãäå Φ: [0,∞) → [0,∞)� ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-þùàÿ óñëîâèþ Φ(u) = o(u log+ log+ u), u→ ∞, íà ìíîæåñòâàõ W 0 âèäà (3.2)ñïðàâåäëèâà íå áóäåò.Òåîðåìà III.II. Ïóñòü N ≥ 3 è Jk ⊂ M , 1 ≤ k ≤ N − 2, òî-ãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (3.1) è �óíêöèÿ f ∈ Φ(L)(TN),
Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u → ∞, òàêèå, ÷òî f(x) = 0 íà W (Jk) è äëÿëþáûõ k âîçðàñòàþùèõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)

j }, j ∈ Jk,
α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞, j∈Jk,

αj→∞, j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f)| = +∞ ïî÷òè âñþäó íà TN .�ëàâà III äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðà�îâ. Â § 3.1 ìû ðàññìàòðè-âàåì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò â § 3.2 äîêàçàòü òåîðåìóIII.I. Â § 3.3 íàìè äîêàçàíà òåîðåìà III.II.
§3.1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿËåììà B. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Ω ⊂ TN ,

N ≥ 2, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Ω



111íà ïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂ M . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð êâàäðàòîâ P,
P = (Q̃1, Q̃2, . . . , Q̃l, . . . ), ÷òî

1.
⋃
l

Q̃l = Ω[J2];

2. âñå Q̃l ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ;
3. äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà Q̃l ∈ P ñóùåñòâóåò êóá Ql ⊂ Ω òàêîé, ÷òî:
a) diam(Ql) =

√
N
2 diam(Q̃l);

b) Ql ⊂ Q̃l × T[M \ J2]; 26
c) diam(Ql) ≤ dist(Ql,T

N \ Ω) ≤ 4diam(Ql),diam(Q̃l) ≤ dist(Q̃l,T
2 \ Ω[J2])

(ïîä êâàäðàòîì (êóáîì) ïîíèìàåòñÿ çàìêíóòûé êâàäðàò (êóá) â R2 (RN)ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì; äâà òàêèõ êâàäðàòà (êóáà)íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè íå ïåðåñåêàþòñÿ èõ âíóòðåííîñòè).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû B ñì. â ðàáîòå È.Ë.Áëîøàíñêîãî [36℄.Ïóñòü a, b, q ∈ R1, q > 0, è ïóñòü [a, a+ q], [b, b+ q] ⊂ T1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q êâàäðàò

Q = [a, a+ q]× [b, b+ q]. (3.5)Ëåììà C. Ïóñòü f(x, y) ∈ Lp(T
2), p > 1, è ïóñòü f(x, y) = 0 íà T2 \Q,ãäå êâàäðàò Q îïðåäåëåí â (3.5), òîãäà

‖ sup
n,m>0

|Sn,m(x, y; f)| ‖Lp(T2\Q) ≤ C(p)‖f‖Lp(Q), (3.6)ãäå C(p) � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò �óíêöèè f , íè îò êâàäðàòà Q,
n,m ∈ Z1

0.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû C ñì. â ðàáîòå È.Ë.Áëîøàíñêîãî [36℄.Ëåììà 3.1. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Ω ⊂ TN ,
N ≥ 3, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Ω26 Èç óñëîâèé a) è b) ñëåäóåò, ÷òî Q̃l åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ êóáà Ql íà ïëîñêîñòü R[J2], ïðè÷åìêóáû Ql (ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì êâàäðàòàì Q̃l) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.



112íà ïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî J2 ⊂M ñóùåñòâóåò èçìåðè-ìîå ìíîæåñòâî A(J2) è �óíêöèÿ FJ2(x) ∈ L∞(TN) òàêèå, ÷òî
1. A(J2) ⊇ TN \ Ω;

2. FJ2(x) = 0 ïðè x ∈ A(J2);

3. äëÿ ëþáûõ N − 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j }, α(νj)

j ∈ R1
0, j ∈M \ J2,

α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|Rα(ν)[M\J2](x;FJ2)| = +∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ V [J2], (3.7)ãäå V [J2] = Ω[J2]× T[M \ J2];

4. ‖ sup
α(ν)[M\J2]∈RN

0

|Rα(ν)[M\J2](x;FJ2)| ‖Lp(TN\V [J2]) ≤ CJ2(p), 1 < p <∞, (3.8)ãäå CJ2(p) � êîíñòàíòà.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Ïðåäñòàâèì ïðÿìîóãîëüíóþ ÷àñòè÷íóþñóììó Sn(x; f) ðÿäà Ôóðüå �óíêöèè f(x) è ñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ôóðüå
Jα(x; g) �óíêöèè g(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sn(x; f) =
1

πN

∫

TN

f(u)Dn(u− x)du,

Jα(x; g) =
1

πN

∫

RN

g(u)D̃α(u− x)du, (3.9)ãäåDn(t) = Dn1
(t1) . . .DnN

(tN), à D̃α(t) = D̃α1
(t1) . . . D̃αN

(tN), çäåñüDnj
(tj) =

sin(nj+
1
2 )tj

2 sin
tj
2

, nj ∈ Z1
0, � ÿäðî Äèðèõëå, à D̃αj

(tj) =
sinαjtj

tj
, αj ∈ R1

0, � óïðîùåííîåÿäðî Äèðèõëå.Ïóòü Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Ω ⊂ TN . Ôèêñèðóåì ïðîèç-âîëüíîå J2 = {s, t} ⊂ M , 1 ≤ s < t ≤ N , è ðàññìîòðèì Ω[J2] = pr(J2){Ω} �îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà Ω íà ïëîñêîñòü R[J2]. Â ñèëó ëåììû B



113ñóùåñòâóåò íàáîð êâàäðàòîâ P = (Q̃1, . . . , Q̃l, . . . ) òàêîé, ÷òî
Ω[J2] =

∞⋃

l=1

Q̃l, (3.10)âñå Q̃l ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà Q̃l ∈ P ñóùåñòâóåòêóá Ql ⊂ Ω òàêîé, ÷òî åãî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü R[J2] åñòüêâàäðàò Q̃l, ò.å. diam(Ql) =
√

N
2 diam(Q̃l) è Ql ⊂ Q̃l × T[M \ J2].Ó÷èòûâàÿ (3.10), ìîæåì çàïèñàòü:

V [J2] = Ω[J2]× T[M \ J2] =
∞⋃

l=1

(Q̃l × T[M \ J2]) =
∞⋃

l=1

Bl. (3.11)Òàê êàê ïîä êâàäðàòîì Q̃l ïîíèìàåòñÿ çàìêíóòûé êâàäðàò â R2, òî ïîä ìíî-æåñòâîì Bl ìû ìîæåì ïîíèìàòü çàìêíóòûé ïàðàëëåëåïèïåä â RN . Äàëåå, ò.ê.êâàäðàòû Q̃l ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (ò.å. íå ïåðåñåêàþòñÿ èõ âíóòðåííîñòè)(ñì. ëåììó B), òî ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïàðàëëåëåïèïåäû Bl.Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâå �óíêöèè F (x) = FJ2(x) è F̃ (x) = F̃J2(x):
F (x) =

∞∑

υ=1

cυfυ(x), (3.12)
F̃ (x) =

∞∑

υ=1

fυ(x). (3.13)Êîý��èöèåíòû cυ, υ = 1, 2, . . . , â (3.12) âûáðàíû òàê, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
{ ∞∑

υ=1

|cυ|
p

p−1

}p−1

< c0(p) = onst, p > 1. (3.14)Â ñâîþ î÷åðåäü �óíêöèè fυ(x) â (3.12), (3.13) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
fυ(x) = gυ(xs, xt) ·

∏

j∈M\J2
ϕ
(υ)
j (xj), s, t ∈ J2, υ = 1, 2, . . . , (3.15)



114ãäå �óíêöèè ϕ(υ)
j (xj), j ∈ M \ J2, � íåíóëåâûå íà T1 �óíêöèè òàêèå, ÷òî

ϕ
(υ)
j (xj) ∈ C([−π, π]), |ϕ(υ)

j (xj)| ≤ 1 è
ϕ
(υ)
j (xj) = 0 âíå pr(j){Qυ}, 27 j ∈M \ J2. (3.16)Ôóíêöèè gυ, υ = 1, 2, . . . , â (3.15) âûáåðåì òàê. Ïóñòü �óíêöèÿ g(xs, xt) ∈

C(T2) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ×. Ôå��åðìàíà [16℄, ò.å. �óíêöèåé äëÿ êîòîðîéñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
lim

ns,nt→∞
|Sns,nt

(xs, xt; g)| = +∞ ï.â. íà T2, (3.17)òîãäà �óíêöèþ gυ = gυ(xs, xt), s, t ∈ J2 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
gυ(xs, xt) =

{
g(xs, xt) ïðè (xs, xt) ∈ Q̃υ,

0 âíå Q̃υ, υ = 1, 2, . . . .
(3.18)Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûå �óíêöèè F (x) è F̃ (x) ∈ L∞(TN).�àññìîòðèì �óíêöèè fυ èç (3.15). Â ñèëó (3.15), (3.16) è (3.18)

fυ(x) = 0 âíå Qυ. (3.19)Ïîëîæèì
L = L(J2) =

∞⋃

υ=1

Qυ. (3.20)Â ñèëó ëåììû B, Qυ ⊂ Ω, υ = 1, 2, . . . , ñëåäîâàòåëüíî, L ⊆ Ω. Â òàêîì ñëó÷àåèç (3.12), (3.13), (3.19) è (3.20) ïîëó÷àåì, ÷òî
F (x) = 0 ïðè x ∈ A(J2) = TN \ L ⊇ TN \ Ω, (3.21)à òàêæå

F̃ (x) = 0 ïðè x ∈ A(J2). (3.22)Òàêèì îáðàçîì, ïóíêòû 1 è 2 ëåììû äîêàçàíû. Äîêàæåì ïóíêò 3 ëåììû,ò.å. îöåíêó (3.7).27 Êóá Qυ � ýòî êóá, ïðèíàäëåæàùèé Bυ è ïðèíàäëåæàùèé Ω, òàêîé, ÷òî pr(J2){Qυ} = Q̃υ.



115Îïðåäåëèì �óíêöèè g̃υ(xs, xt), ϕ̃(υ)
j (xj), f̃υ(x) è G(x) = GJ2(x):

g̃υ(xs, xt) = gυ(xs, xt) ïðè (xs, xt) ∈ T2 è g̃υ(xs, xt) = 0 âíå T2,

s, t ∈ J2, υ = 1, 2, . . . ,

ϕ̃
(υ)
j (xj) = ϕ

(υ)
j (xj) ïðè xj ∈ T1 è ϕ̃

(υ)
j (xj) = 0 âíå T1,

j ∈M \ J2, υ = 1, 2, . . . ,

f̃υ(x) = g̃υ(xs, xt) ·
∏

j∈M\J2
ϕ̃
(υ)
j (xj) ïðè x ∈ TN è f̃υ(x) = 0 âíå TN ,

s, t ∈ J2, υ = 1, 2, . . . ,

G(x) =

∞∑

υ=1

cυf̃υ(x) ïðè x ∈ TN è G(x) = 0 âíå TN , υ = 1, 2, . . . . (3.23)Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(ν)[M\J2](x;F ). Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíê-öèé F (x) è G(x), èìååì:
Rα(ν)[M\J2](x;F ) = Sn(ν)[M\J2](x;F )− Jα(ν)[M\J2](x;G) =

=
1

πN

∫

TN

F (u)Dn(ν)[M\J2](u− x)du− 1

πN

∫

TN

G(u)D̃α(ν)[M\J2](u− x)du =

=
∞∑

υ=1

cυ
1

πN

∫

TN

fυ(u)Dn(ν)[M\J2](u− x)du−

−
∞∑

υ=1

cυ
1

πN

∫

TN

f̃υ(u)D̃α(ν)[M\J2](u− x)du =

=
∞∑

υ=1

cυ ·
[
Sn(ν)[M\J2](x; fυ)− Jα(ν)[M\J2](x; f̃υ)

]
=

=

∞∑

υ=1

cυ · Rα(ν)[M\J2](x; fυ). (3.24)�àññìîòðèì Rα(ν)[M\J2](x; fυ), υ = 1, 2, . . . . Â ñèëó (3.15) èìååì:
Rα(ν)[M\J2](x; fυ) = Sns,nt

(xs, xt; gυ) ·
∏

j∈M\J2
S
n
(νj)

j

(xj;ϕ
(υ)
j )−
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−Jαs,αt

(xs, xt; g̃υ) ·
∏

j∈M\J2
J
α
(νj)

j

(xj; ϕ̃
(υ)
j ), s, t ∈ J2, υ = 1, 2, . . . . (3.25)Â ñâîþ î÷åðåäü, îáîçíà÷èâ ðàçíîñòü

Rαs,αt
(xs, xt; gυ) = Sns,nt

(xs, xt; gυ)− Jαs,αt
(xs, xt; g̃υ), s, t ∈ J2,ìîæåì ðàñïèñàòü ðàçíîñòü (3.25) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Rα(ν)[M\J2](x; fυ) =

= Sns,nt
(xs, xt; gυ) ·

[ ∏

j∈M\J2
S
n
(νj)

j

(xj;ϕ
(υ)
j )−

∏

j∈M\J2
J
α
(νj )

j

(xj; ϕ̃
(υ)
j )

]
+

+Rαs,αt
(xs, xt; gυ) ·

∏

j∈M\J2
J
α
(νj )

j

(xj; ϕ̃
(υ)
j ).Â ñèëó âûáîðà �óíêöèè g ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.17), è, ñëåäîâàòåëüíî,ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî υ = 1, 2, . . . :

lim
ns,nt→∞

|Sns,nt
(xs, xt; gυ)| = +∞ äëÿ ï.â. (xs, xt) ∈ Q̃υ, (3.26)

lim
ns,nt→∞

Sns,nt
(xs, xt; gυ) = 0 äëÿ ï.â. (xs, xt) ∈ T2 \ Q̃υ. (3.27)Èç ëåììû C (îöåíêà (3.6)) ìû ïîëó÷àåì òàêæå ìàæîðàíòíûå îöåíêè

‖ sup
ns,nt>0

|Sns,nt
(xs, xt; gυ)| ‖Lp(T2\Q̃υ)

≤ C(p)‖gυ‖Lp(Q̃υ)
,

‖ sup
αs,αt>0

|Rαs,αt
(xs, xt; gυ)| ‖Lp(T2\Q̃υ)

≤ C(p)‖gυ‖Lp(Q̃υ)
,

1 < p <∞, (3.28)òàê êàê gυ ∈ L∞(T2) è gυ(xs, xt) = 0 âíå êâàäðàòà Q̃υ.Äàëåå, ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè ϕ(υ)
j íåíóëåâûå, òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëàíîìåðîâ νj = νj(xj), j ∈M \ J2, υ = 1, 2, . . . ,

∏

j∈M\J2
S
n
(νj )

j

(xj;ϕ
(υ)
j )−

∏

j∈M\J2
J
α
(νj)

j

(xj; ϕ̃
(υ)
j ) 6= 0 (3.29)(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I.VI).



117Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.ê. ϕ(υ)
j ∈ C([−π, π]), òî â ñèëó íåðàâåíñòâ Õàíòà (ñì.[22℄ è [23, îöåíêà (2.1)℄) èìååì 2N − 4 íåðàâåíñòâà äëÿ ìàæîðàíò ÷àñòè÷íûõñóìì �óíêöèé ϕ(υ)

j è äëÿ ìàæîðàíò ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ �óíêöèé ϕ̃(υ)
j :

‖ sup
νj>0

|S
n
(νj)

j

(xj;ϕ
(υ)
j )| ‖Lp(T1) ≤ C(p)‖ϕ(υ)

j ‖Lp(T1),

‖ sup
νj>0

|J
α
(νj)

j

(xj; ϕ̃
(υ)
j )| ‖Lp(T1) ≤ C(p)‖ϕ̃(υ)

j ‖Lp(R1),

1 < p <∞, j ∈M \ J2, υ = 1, 2, . . . . (3.30)Â òàêîì ñëó÷àå, èç (3.11), (3.25) - (3.30) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè αs è αt(s, t ∈ J2) ðàñòóò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ðàçíîñòè Rα(ν)[M\J2](x; fυ) íåîãðàíè-÷åíû (ï.â. íà Bυ = Q̃υ ×T[M \ J2]) ïðè αs, αt → ∞ è ëþáûõ (ñòðåìÿùèõñÿ êáåñêîíå÷íîñòè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {α(νj)
j }, j = 1, . . . , N , j 6= s, t (α(νj)

j → ∞ïðè νj → ∞), ò.å. (ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ J2 è M \ J2) èìååì
lim

νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|Rα(ν)[M\J2](x; fυ)| = +∞äëÿ ï.â. x ∈ Bυ, υ = 1, 2, . . . . (3.31)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ (3.25), (3.27) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
lim

νj→∞,j∈M\J2 ,

αj→∞,j∈J2

Rα(ν)[M\J2](x; fυ) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ TN \ Bυ, υ = 1, 2, . . . .Îöåíêè (3.15), (3.16), (3.25), (3.28) è (3.30), à òàêæå íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðàäëÿ ñóìì, ïîçâîëÿþò íàì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ìàæîðàíòíóþ îöåíêó: äëÿëþáîãî υ, υ = 1, 2, . . . ,

∥∥ sup
α(ν)[M\J2]∈RN

0

|Rα(ν)[M\J2](x; fυ)|
∥∥
Lp(TN\Bυ)

≤ C(p)‖fυ‖Lp(Qυ),

1 < p <∞, (3.32)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò èíäåêñà υ.



118Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V [J2] (3.11), ò.å. ∞⋃
l=1

Bl. Ôèêñèðóåì ïðîèç-âîëüíîå ÷èñëî υ (υ = 1, 2, . . . ) è ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä Bυ ⊂
∞⋃
l=1

Bl.Ìîæåì çàïèñàòü, ó÷èòûâàÿ (3.12):
Rα(ν)[M\J2](x;F ) =

= cυRα(ν)[M\J2](x; fυ) + Rα(ν)[M\J2]

(
x;

∞∑

l=1
l 6=υ

clfl

)
. (3.33)Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà äëÿ ñóìì, à òàêæå îöåíêè (3.13), (3.14),(3.20), (3.22), (3.24) è (3.32), ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî υ, υ =

1, 2, . . . ,
∥∥∥∥∥ sup
α(ν)[M\J2]∈RN

0

∣∣∣∣Rα(ν)[M\J2]

(
x;

∞∑

l=1
l 6=υ

clfl

)∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
Lp(Bυ)

≤ C(p)‖F̃‖Lp(TN ),

1 < p <∞, (3.34)ãäå êîíñòàíòà C(p) íå çàâèñèò îò èíäåêñà υ.Îáîçíà÷èì
B̃υ(A) =

{
x ∈ Bυ : sup

α(ν)[M\J2]∈RN
0

∣∣∣∣Rα(ν)[M\J2]

(
x;

∞∑

l=1
l 6=υ

clfl

)∣∣∣∣ > A

}
, (3.35)

B̃υ =

{
x ∈ Bυ : lim

νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|cυRα(ν)[M\J2](x; fυ)| = +∞
}
. (3.36)Èç îöåíîê (3.34) è (3.31) ïîëó÷àåì:

µB̃υ(A) <
1

Ap
(C(p)‖F̃‖Lp(TN ))

p, 1 < p <∞, (3.37)è
µB̃υ = µBυ.Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì A0 â (3.37) òàê, ÷òîáû

1

A0
· C(p)‖F̃‖Lp(TN ) < ε1/p. (3.38)



119Â òàêîì ñëó÷àå èç (3.37) è (3.38) ïîëó÷àåì:
µB̃υ(A0) < ε.Îáîçíà÷èì

Bυ(ε) = B̃υ

⋂
(Bυ \ B̃υ(A0)).Èìååì, âî-ïåðâûõ,

µBυ(ε) > µBυ − ε, (3.39)à âî-âòîðûõ, â ñèëó (3.35) è (3.36), äëÿ ëþáîãî x ∈ Bυ(ε)

sup
α(ν)[M\J2]∈RN

0

∣∣∣∣Rα(ν)[M\J2]

(
x;

∞∑

l=1
l 6=υ

clfl

)∣∣∣∣ < A0 (3.40)è
lim

νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|cυRα(ν)[M\J2](x; fυ)| = +∞. (3.41)Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì èç (3.33), (3.39) - (3.41):
lim

νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|Rα(ν)[M\J2](x;F )| = +∞ ïðè x ∈ Bυ(ε)è µBυ(ε) > µBυ − ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε ìû ïîëó÷àåì:
lim

νj→∞,j∈M\J2,

αj→∞,j∈J2

|Rα(ν)[M\J2](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ Bυ.Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà υ, ò.å. Bυ ⊂
∞⋃
l=1

Bl = V [J2], ïîñëåäíÿÿ îöåíêàñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ υ = 1, 2, . . . , ÷òî è äîêàçûâàåò îöåíêó (3.7), ò.å. ïóíêò3 ëåììû.Äàëåå, íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà äëÿ ñóìì, à òàêæå îöåíêè (3.12) - (3.14),(3.20), (3.22), (3.24) è (3.32) ïîçâîëÿþò íàì ïîêàçàòü, ÷òî
‖ sup
α(ν)[M\J2]∈RN

0

|Rα(ν)[M\J2](x;F )| ‖Lp(TN\
∞⋃
l=1

Bl)
≤ C(p)‖F̃‖Lp(TN\A(J2)),
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1 < p < ∞, ãäå C(p) � êîíñòàíòà. Ýòà îöåíêà, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçûâàåòïóíêò 4 ëåììû, ò.å. îöåíêó (3.8). Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.Ëåììà 3.2. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Ω ⊂
TN , N ≥ 3, è ïóñòü Ω[J2] = pr(J2){Ω} � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíî-æåñòâà Ω íà ïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂ M . Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå Jk ⊂ M ,
1 ≤ k ≤ N − 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A è �óíêöèÿ
F (x) ∈ L∞(TN) òàêèå, ÷òî

1. A ⊇ TN \ Ω; (3.42)
2. F (x) = 0 ïðè x ∈ A;

3. äëÿ ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)
j }, j ∈

Jk, α(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ V, (3.43)ãäå V =
⋃

J2⊂M\Jk
(Ω[J2]× T[M \ J2]);

4. ‖ sup
α(ν)[Jk]∈RN

0

|Rα(ν)[Jk](x;F )| ‖Lp(TN\V ) ≤ C(p), 1 < p <∞, (3.44)ãäå C(p) � êîíñòàíòà.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2. Îáîçíà÷èì
A =

⋂

J2⊂M\Jk
A(J2), (3.45)ãäå ìíîæåñòâà A(J2), J2 ⊂M \ Jk, îïðåäåëåíû â ëåììå 3.1 (îöåíêà (3.21)),

V =
⋃

J2⊂M\Jk
V [J2] =

⋃

J2⊂M\Jk
(Ω[J2]× T[M \ J2]). (3.46)Â ñèëó ïóíêòà 1 ëåììû 3.1 (ñì. òàêæå (3.21)) èìååì A(J2) ⊇ TN \ Ω, J2 ⊂

M \ Jk; â òàêîì ñëó÷àå èç (3.45) ïîëó÷àåì A ⊇ TN \ Ω, ò.å. îöåíêó (3.42);ïóíêò 1 ëåììû 3.2 äîêàçàí.



121Ïîëîæèì
F (x) =

∑

J2⊂M\Jk
FJ2(x), (3.47)

F̃ (x) =
∑

J2⊂M\Jk
F̃J2(x) (3.48)è

G(x) =
∑

J2⊂M\Jk
GJ2(x), (3.49)ãäå �óíêöèè FJ2, F̃J2 è GJ2 îïðåäåëåíû â ëåììå 3.1 (îöåíêè (3.12), (3.13),(3.23)). Â ñèëó ïóíêòà 2 ëåììû 3.1 è îöåíêè (3.22), FJ2 = F̃J2 = 0 ïðè x ∈

A(J2), â òàêîì ñëó÷àå èç (3.47) è (3.48) ïîëó÷àåì F (x) = F̃ (x) = 0 ïðè x ∈ A;ïóíêò 2 ëåììû 3.2 äîêàçàí.Äîêàæåì ïóíêò 3 ëåììû 3.2, ò.å. îöåíêó (3.43). Èìååì, ó÷èòûâàÿ (3.47),(3.49) è îöåíêó (3.24) èç ëåììû 3.1:
Rα(ν)[Jk](x;F ) =

∑

J2⊂M\Jk
Sn(ν)[Jk](x;FJ2)−

∑

J2⊂M\Jk
Jα(ν)[Jk](x;GJ2) =

=
∑

J2⊂M\Jk

∞∑

υ=1

cυRα(ν)[Jk](x; f
(J2)
υ ), (3.50)ãäå �óíêöèè fυ = f

(J2)
υ îïðåäåëåíû â ëåììå 3.1, îöåíêà (3.15). Â ñèëó ïóíêòà3 ëåììû 3.1, ò.å. îöåíêè (3.7), èìååì:

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;FJ2)| = +∞äëÿ ï.â. x ∈ V [J2], J2 ⊂M \ Jk, (3.51)â ñèëó îöåíêè (3.31)
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f
(J2)
υ )| = +∞äëÿ ï.â. x ∈ B(J2)

υ , υ = 1, 2, . . . , (3.52)



122ãäå ìíîæåñòâà B(J2)
υ = Bυ îïðåäåëåíû â ëåììå 3.1, îöåíêà (3.11), ò.å.

V [J2] =
∞⋃

υ=1

B(J2)
υ .Îáîçíà÷èì, ó÷èòûâàÿ (3.11) è (3.46):

V ′ =
⋃

J2⊂M\Jk
V ′[J2] =

⋃

J2⊂M\Jk

∞⋃

υ=1

B̃(J2)
υ , (3.53)ãäå

V ′[J2] = {x ∈ V [J2] : lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;FJ2)| = +∞} (3.54)è
B̃(J2)

υ = {x ∈ B(J2)
υ : lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x; f
(J2)
υ )| = +∞}. (3.55)Ó÷èòûâàÿ (3.46) è (3.50) - (3.55), èìååì:

µV = µV ′. (3.56)Îáîçíà÷èì
R(J2) = TN \ V [J2], J2 ⊂ M \ Jk, (3.57)è

RA(J2) = {x ∈ R(J2) : sup
α(ν)[Jk]∈RN

0

|Rα(ν)[Jk](x;FJ2)| > A}, A > 0. (3.58)Â ñèëó ïóíêòà 4 ëåììû 3.1 èìååì:
µRA(J2) <

( 1
A

· CJ2(p)
)p
, 1 < p <∞, (3.59)ãäå CJ2(p) � êîíñòàíòà.Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì â (3.59) A0 òàê, ÷òîáû

µRA0
(J2) <

ε

2C2
N−k

, J2 ⊂M \ Jk, (3.60)ãäå C2
N−k =

(N−k)(N−k−1)
2 . Ïîëîæèì

Rε =
⋃

J2⊂M\Jk
RA0

(J2); (3.61)



123â ñèëó (3.60) èìååì:
µRε < ε/2. (3.62)�àññìîòðèì Rα(ν)[Jk](x;FJ2). Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (3.33) è îöåíêó (3.50),èìååì äëÿ ëþáîãî υ = 1, 2, . . . :

Rα(ν)[Jk](x;FJ2) = cυRα(ν)[Jk](x; f
(J2)
υ ) +Rα(ν)[Jk]

(
x;

∞∑

m=1
m 6=υ

cmf
(J2)
m

)
. (3.63)Â òî æå âðåìÿ äëÿ ìàæîðàíòû ïîñëåäíåé ðàçíîñòè â (3.63) ñïðàâåäëèâà îöåí-êà (ñì. ëåììó 3.1, îöåíêà (3.34)):

∥∥∥∥∥ sup
α(ν)[Jk]∈RN

0

∣∣∣∣Rα(ν)[Jk]

(
x;

∞∑

m=1
m 6=υ

cmf
(J2)
m

)∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
Lp(B

(J2)
υ )

≤

≤ C(p)‖F̃J2‖Lp(TN ). (3.64)Îáîçíà÷èì
B(J2)

υ (A) =

{
x ∈ B(J2)

υ : sup
α(ν)[Jk]∈RN

0

∣∣∣∣Rα(ν)[Jk]

(
x;

∞∑

m=1
m 6=υ

cmf
(J2)
m

)∣∣∣∣ > A

}
,

A > 0. (3.65)Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.64), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äàííîãî ε > 0ñóùåñòâóåò A1 = A1(ε, υ) òàêîå, ÷òî
µB(J2)

υ (A1) <
ε

2C2
N−k · 2υ

, υ = 1, 2, . . . . (3.66)Ïîëîæèì
Bε =

⋃

J2⊂M\Jk

∞⋃

υ=1

B(J2)
υ (A1(ε, υ)), (3.67)â ñèëó (3.66) èìååì:

µBε < ε/2. (3.68)È, íàêîíåö, ïîëîæèì
V ′

ε = V ′ \ (Rε

⋃
Bε); (3.69)



124ó÷èòûâàÿ (3.62) è (3.68), èìååì:
µV ′

ε > µV ′ − ε.Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V ′
ε

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞. (3.70)Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî ââåñòè ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:
R = {J2 : J2 ⊂M \ Jk}. (3.71)�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå x0 ∈ V ′

ε. Â ñèëó (3.69) x0 ∈ V ′, â òàêîì ñëó÷àå,ñ ó÷åòîì (3.53) è (3.71), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð l, 1 ≤ l ≤ C2
N−k,òàêîé, ÷òî

x0 ∈ V ′[J i
2], J i

2 ∈ R, i = 1, . . . , l. (3.72)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïÿòü-òàêè â ñèëó (3.69), x0 6∈ Rε

⋃Bε, ò.å. â ñèëó (3.61)
x0 6∈ RA0(J2), J2 ⊂M \ Jk, (3.73)è â ñèëó (3.67)

x0 6∈ B(J2)
υ (A1(ε, υ)), J2 ⊂M \ Jk, υ = 1, 2 . . . . (3.74)�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: l = 1 è l > 1. Ïóñòü l = 1; ýòî îçíà÷àåò, â ñèëó(3.72), ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå J1

2 : J1
2 ∈ R, ÷òî
x0 ∈ V ′[J1

2 ] (3.75)è
x0 6∈ V ′ \ V ′[J1

2 ], (3.76)ïðè÷åì, â ñèëó (3.73), x0 6∈ RA0
(J2), J2 ⊂ M \ Jk. Â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó(3.75), (3.51) è (3.73), èìååì:

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x
0;FJ1

2
)| = +∞. (3.77)



125Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (3.76), (3.53), (3.57) è (3.71)
x0 ∈ TN \ V [J2] = R(J2), J2 ∈ R \ J1

2 ,è, íàêîíåö, â ñèëó (3.73)
x0 ∈ R(J2) \ RA0

(J2), J2 ∈ R \ J1
2 . (3.78)Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâR(J2) (3.57) èRA(J2) (3.58),ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
α(ν)[Jk]∈RN

0

|Rα(ν)[Jk](x
0;FJ2)| < A0, J2 ∈ R \ J1

2 . (3.79)Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (3.69), (3.77) - (3.79) è (3.47), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñëó÷àå l = 1

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x
0;F )| = +∞, åñëè x0 ∈ V ′

ε.�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. l > 1 (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåìñ÷èòàòü, ÷òî l < C2
N−k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
x0 ∈ V ′[J i

2], J i
2 ∈ R, i = 1, . . . , l, (3.80)è

x0 6∈ V ′[J i
2], J i

2 ∈ R, i = l + 1, . . . , C2
N−k, (3.81)à â ñèëó (3.73) è (3.74) x0 6∈ RA0

(J2), x0 6∈ B
(J2)
υ (A1), J2 ⊂ M \ Jk. Â òàêîìñëó÷àå, â ñèëó (3.80), (3.51) è (3.54)

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x
0;FJ i

2
)| = +∞, i = 1, . . . , l. (3.82)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (3.81)

x0 ∈ TN \ V [J i
2] = R(J i

2), i = l + 1, . . . , C2
N−k,



126à ó÷èòûâàÿ, ÷òî x0 6∈ RA0
(J2), J2 ⊂M \ Jk, èìååì

x0 ∈ R(J i
2) \ RA0(J

i
2), i = l + 1, . . . , C2

N−k.Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ (3.57) è (3.58) (êàê è âûøå), ìû ïîëó÷àåì
sup

α(ν)[Jk]∈RN
0

|Rα(ν)[Jk](x
0;FJ i

2
)| < A0, i = l + 1, . . . , C2

N−k. (3.83)Òàê êàê ìàæîðàíòû ðàçíîñòåé Rα(ν)[Jk](x
0;FJ i

2
) �óíêöèé FJ i

2
, i =

l + 1, . . . , C2
N−k, îãðàíè÷åíû (à ñëåäîâàòåëüíî, íå âëèÿþò íà ðàñõîäè-ìîñòü Rα(ν)[Jk](x

0;F )), òî îñòàíîâèìñÿ è èññëåäóåì ïîäðîáíî ðàçíîñòè
Rα(ν)[Jk](x

0;FJ i
2
) �óíêöèé FJ i

2
, ãäå i = 1, . . . , l.�àññìîòðèì Rα(ν)[Jk](x

0;FJ i
2
), i = 1, . . . , l. Òàê êàê â ñèëó (3.80) x0 ∈ V ′[J i

2],
i = 1, . . . , l, òî, ó÷èòûâàÿ (3.53), ìû èìååì: ñóùåñòâóåò íîìåð υi = υ(J i

2)òàêîé, ÷òî
x0 ∈ B̃(J i

2)
υi

, i = 1, . . . , l. (3.84)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ (3.63), ìû èìååì äëÿ ýòîãî υi:
Rα(ν)[Jk](x

0;FJ i
2
) = cυiRα(ν)[Jk](x

0; f (J i
2)

υi
)+

+Rα(ν)[Jk]

(
x0;

∞∑

m=1
m 6=υi

cmf
(J i

2)
m

)
. (3.85)Â òî æå âðåìÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.74), ò.å. òîò �àêò, ÷òî x0 6∈ B

(J2)
υ (A1),

J2 ⊂M \ Jk, υ = 1, 2, . . . , ìû ïîëó÷àåì, ñ ó÷åòîì (3.84) è (3.55), ÷òî
x0 ∈ B̃(J i

2)
υi

\B(J i
2)

υi
(A1) ⊂ B(J i

2)
υi

\ B(J i
2)

υi
(A1),

i = 1, . . . , l. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Bυ(A1(υi))(3.65) è îöåíêó (3.85), èìååì:
sup

α(ν)[Jk]∈RN
0

∣∣∣∣Rα(ν)[Jk]

(
x0;

∞∑

m=1
m 6=υi

cmf
(J i

2)
m

)∣∣∣∣ ≤ A1(υ(J
i
2)), i = 1, . . . , l. (3.86)



127Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ îöåíêè (3.83), (3.85), (3.86) è �îðìóëó (3.50),ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè x0 ∈ V ′
ε, òî

Rα(ν)[Jk](x
0;F ) =

l∑

i=1

{cυiRα(ν)[Jk](x
0; f (J i

2)
υi

) +O(A1(υi))}+O(1) =

=

l∑

i=1

cυiRα(ν)[Jk](x
0; f (J i

2)
υi ) +O(1), υi = υ(J i

2). (3.87)Äàëåå, ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (3.25) è òîò �àêò, ÷òî x0 = (x01, . . . , x
0
N), ðàñïè-øåì ðàçíîñòü Rα(ν)[Jk](x

0;F ) ñ ó÷åòîì (3.87) òàê:
Rα(ν)[Jk](x

0;F ) =

l∑

i=1

cυiSnsi
,nti

(x0si, x
0
ti; gυi)×

×
[ ∏

m∈M\J i
2

Snm
(x0m;ϕ

(υi)
m )−

∏

m∈M\J i
2

Jαm
(x0m; ϕ̃

(υi)
m )

]
+

+
l∑

i=1

cυiRαsi
,αti

(x0si, x
0
ti
; gυi) ·

∏

m∈M\J i
2

Jαm
(x0m; ϕ̃

(υi)
m )+

+O(1), si, ti ∈ J i
2, υi = υ(J i

2). (3.88)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Rα(ν)[Jk](x

0;F ) = O(1) (3.89)(åñëè ýòî íå òàê, òî îöåíêà (3.70) äîêàçàíà), òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
lim

ns,nt→∞
|Sns,nt

(x0s, x
0
t ; gυ)| = +∞ ïðè (x0s, x

0
t ) ∈ pr(J2){B̃(J2)

υ }, s, t ∈ J2,à
∏

m∈M\J i
2

Snm
(x0m;ϕ

(υi)
m )−

∏

m∈M\J i
2

Jαm
(x0m; ϕ̃

(υi)
m ) 6= 0äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ αm = αm(x

0
m) (ñì. ëåììó 3.1, îöåíêè (3.11),(3.16) - (3.18), (3.25), (3.26) è (3.30)), ìû ìîæåì íàðóøèòü óñëîâèå (3.89) ìåòî-äîì "âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ" αj , j ∈M\Jk (êàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [15℄),ò.å. óñòðåìëÿÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ê áåñêîíå÷íîñòè â (3.88) òîëüêî îäíó èç ïàð



128èíäåêñîâ (nsi, nti), si, ti ∈ J i
2, i = 1, . . . , l (â òàêîì ñëó÷àåRα(ν)[Jk](x

0;F ) íåîãðà-íè÷åííî ðàñõîäèòñÿ â ñèëó íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäèìîñòè Snsi
,nti

(x0; gυi)). Òà-êèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå l > 1 (ñì. îöåíêè (3.80) - (3.88))
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x
0;F )| = +∞, åñëè x0 ∈ V ′

ε.Â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè x0 ∈ V ′
ε (êàê âñëó÷àå l = 1, òàê è â ñëó÷àå l > 1) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x ∈ V ′

ε

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞. (3.90)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε â ìíîæåñòâàõ Rε,Bε, àñëåäîâàòåëüíî, è â V ′
ε, à òàêæå ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.56), ìû ïîëó÷àåì, ÷òîîöåíêà (3.90) ñïðàâåäëèâà äëÿ ï.â. x ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, ïóíêò 3 ëåììû 3.4äîêàçàí.Ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 4 ëåììû 3.2, ò.å. îöåíêè (3.44), ñëåäóåò èç îöåíêè(3.8) ëåììû 3.1, à òàêæå �îðìóë (3.46) - (3.48). Ëåììà 3.2 äîêàçàíà.

§3.2. Êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé âêðàòíûé ðÿä è èíòåãðàë Ôóðüå, "ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè÷íûåñóììû" êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî íåêîòîðûìïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû III.I. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîåïîäìíîæåñòâî TN , N ≥ 3, µA > 0 (µ = µN � N -ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà), èïóñòü f(x) = 0 íà A.Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî Jk, 1 ≤ k ≤ N −2, ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì
B
(Jk)
2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (3.1) òàêîå, ÷òî

µ(W (Jk) \ A) = 0. Òàê êàê f(x) = 0 íà A, òî f(x) = 0 íà W (Jk) è, ñëåäîâà-òåëüíî (ñì. ðåçóëüòàò òåîðåìû II.I), ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû III.I äîêàçàíà.



129Äîêàæåì òåïåðü òðåòüþ ÷àñòü òåîðåìû, ïîñëå ÷åãî ïîêàæåì, êàê èç 1-îéè 3-åé ÷àñòåé ïîëó÷èòü 2-þ ÷àñòü òåîðåìû.Ïóñòü òåïåðü íà ìíîæåñòâî A íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (3.3) è(3.4), ò.å.
µ(B \ intB) = 0,

µ2Frpr(J2){intB} = 0, J2 ⊂M \ Jk,ãäå µ2 � ìåðà íà ïëîñêîñòè, B = TN \ A. È ïóñòü ìíîæåñòâî A, óäîâëå-òâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì (3.3) è (3.4), íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B
(Jk)
2 , ò.å. äëÿâûáðàííîãî Jk íè îäíî ìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (3.1) íå âïèñûâàåòñÿ ïî÷òèâñþäó â ìíîæåñòâî A. Â òàêîì ñëó÷àå µB > 0, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

µ(TN \A) = 0, è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â A âïèñûâàåòñÿ ï.â. ìíîæåñòâî âèäà (3.1)(â äàííîì ñëó÷àå ýòî N -ìåðíûé êóá TN ). Èç âûøåñêàçàííîãî è óñëîâèÿ (3.3)òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî intB 6= ∅.�àññìîòðèì ìíîæåñòâà A èB. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B[J2] îðòîãîíàëüíóþ ïðî-åêöèþ íà ïëîñêîñòü R[J2], J2 ⊂M \ Jk, ìíîæåñòâà intB, ò.å.
B[J2] = pr(J2){intB}, J2 ⊂ M \ Jk; (3.91)î÷åâèäíî, èìååì B[J2] ⊆ (−π, π)2 è B[J2] 6= ∅. Äàëåå, ìíîæåñòâà B[J2], êàêïðîåêöèè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà intB, îòêðûòûå.�àññìîòðèì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè ìíîæåñòâà intB íà êàæäóþ èç ïëîñ-êîñòåé R[J2], J2 ⊂ M \ Jk. Ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî1) ñóùåñòâóåò J0

2 , J0
2 ⊂M \ Jk, òàêîå, ÷òî

µ2B[J0
2 ] = 4π2, (3.92)ëèáî2) äëÿ ëþáîãî J2, J2 ⊂M \ Jk,

µ2B[J2] < 4π2. (3.93)



130�àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Â ñèëó ëåììû 3.1 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F (x) =
FJ0

2
(x) ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî F (x) = 0 ïðè x ∈ A è äëÿ ëþáûõ N − 2 ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)

j }, j ∈M \ J0
2 ,

lim
νj→∞,j∈M\J02 ,

αj→∞,j∈J02

|Rα(ν)[M\J0
2 ]
(x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ B[J0

2 ]× T[M \ J0
2 ](ëåììà 3.1, îöåíêà (3.7)). Îòñþäà è èç îöåíêè (3.92) ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN ,ò.å. â ýòîì ñëó÷àå 3-ÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì
ωJ2 = T2 \B[J2], J2 ⊂ M \ Jk. (3.94)Èìååì, âî-ïåðâûõ, ωJ2 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.ê. B[J2] � îòêðûòîå, è, âî-âòîðûõ, èç (3.93):

µ2ωJ2 > 0 äëÿ ëþáîãî J2, J2 ⊂M \ Jk. (3.95)Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà
W̃J2 = ωJ2 × T[M \ J2], (3.96)
W̃ (Jk) =

⋃

J2⊂M\Jk
W̃J2; (3.97)è ìíîæåñòâî

W̃ 0(Jk) =
⋂

J2⊂M\Jk
W̃J2. (3.98)Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî W̃ (Jk) (3.97) îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâàW (Jk) âèäà (3.1)òåì, ÷òî ìíîæåñòâà pr(J2)W̃J2, J2 ⊂M \ Jk, ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.Èç (3.91), (3.94), (3.96) è (3.97) èìååì:

W̃ (Jk)
⋂
intB = ∅,



131òåì áîëåå
W̃ 0(Jk)

⋂
intB = ∅.Ìîãóò áûòü îïÿòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáîà) µW̃ 0(Jk) > 0, (3.99)ëèáî á) µW̃ 0(Jk) = 0. (3.100)�àññìîòðèì ñëó÷àé à).Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü µW̃ 0(Jk) > 0, òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

W (W 0, Jk) âèäà (3.1) òàêîå, ÷òî W 0(Jk) 6= ∅ è
1. W (W 0, Jk) ⊂ W̃ (Jk); (3.101)
2. µ(W (W 0, Jk) \ A) = 0, (3.102)ò.å. ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 (W 0).Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî J2, J2 ⊂

M \ Jk, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî WJ2 âèäà
WJ2 = ΩJ2 × T[M \ J2], (3.103)ãäå ΩJ2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïëîñêîñòè R[J2] òàêîå, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ΩJ2 ⊂

ωJ2, J2 ⊂M \ Jk, ò.å. â ñèëó (3.96) è (3.103)
WJ2 ⊂ W̃J2, J2 ⊂M \ Jk, (3.104)âî-âòîðûõ,

µ(W̃J2 \WJ2) = 0, J2 ⊂ M \ Jk, (3.105)è, â òðåòüèõ,
µ(WJ2 \ A) = 0, J2 ⊂M \ Jk. (3.106)



132Îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü (3.101) è (3.102) (ïðè÷åì, â ñèëó (3.105) è óñëîâèÿ
µW̃ 0(Jk) > 0, W 0(Jk) 6= ∅).Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå J2, J2 ⊂ M \ Jk , è ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûåïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R[J2] ìíîæåñòâ intB è intB (ò.å. B[J2] è B[J2]).Èìååì, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó îáîçíà÷åíèé (3.91):

B[J2] = pr(J2){intB} =

= Fr pr(J2){intB}
⋃
int pr(J2){intB} =

= Fr pr(J2){intB}
⋃
B[J2]. (3.107)Èç ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû, ò.å. èç óñëîâèÿ (3.4), ó÷èòûâàÿ (3.107), ïîëó÷àåì:

µ2B[J2] = µ2B[J2].Â òàêîì ñëó÷àå èç óñëîâèÿ (3.93) èìååì:
µ2B[J2] < 4π2. (3.108)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà (3.4) è îöåíêè (3.108) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

µ2 int ωJ2 = µ2( (−π, π)2 \B[J2]) = µ2ωJ2 > 0. (3.109)Îáîçíà÷èì
WJ2 = int ωJ2 × T[M \ J2], (3.110)ñëåäîâàòåëüíî, â (3.103) ΩJ2 = int ωJ2. Â òàêîì ñëó÷àå ìû èìååì ΩJ2 ⊂

ωJ2,WJ2 ⊂ W̃J2, ïðè÷åì, â ñèëó (3.109)
µ2(W̃J2 \WJ2) = 0.Òàêèì îáðàçîì âëîæåíèå (3.104) è îöåíêà (3.105) äîêàçàíû. Äîêàæåì îöåíêó(3.106).Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ WJ2 (3.110) èìååì:

WJ2

⋂
(B[J2]× T[M \ J2]) = ∅.



133Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òîãî, ÷òî intB ⊆ pr(J2){intB} × T[M \ J2], èìååì:
intB ⊆ pr(J2){intB} × T[M \ J2] = B[J2]× T[M \ J2],ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì:

WJ2

⋂
intB = ∅. (3.111)�àññìîòðèì ðàçíîñòü WJ2 \ A. Èìååì:

WJ2 \ A =WJ2

⋂
B ⊆ WJ2

⋂
(intB

⋃
B

′), (3.112)ãäå
B

′ = B \ intB, (3.113)â ÷àñòíîñòè, åñëè B ⊆ intB, òî B′ = ∅. Èç îöåíêè (3.112) ïîëó÷àåì:
WJ2 \ A ⊆ (WJ2

⋂
intB)

⋃
(WJ2

⋂
B

′).Â ñâîþ î÷åðåäü èç îöåíêè (3.111) èìååì:
µ(WJ2 \ A) ≤ µ(WJ2

⋂
B

′) ≤ µB′, (3.114)ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû � îöåíêó (3.3) è îáîçíà-÷åíèÿ (3.113), èç (3.114) ïîëó÷àåì:
µ(WJ2 \ A) = 0,÷òî è äîêàçûâàåò îöåíêó (3.106).Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà J2, J2 ⊂M \Jk, îöåíêè (3.104) - (3.106) äëÿìíîæåñòâWJ2, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì (3.110), ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî J2,

J2 ⊂M \ Jk.Â òàêîì ñëó÷àå èìååì, ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî µW̃ 0(Jk) > 0, âî-ïåðâûõ, â ñèëó (3.110), (3.103) - (3.105)
W 0(Jk) =

⋂

J2⊂M\Jk
WJ2 6= ∅,



134âî-âòîðûõ, â ñèëó (3.96), (3.97) è (3.105) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.101), ò.å.
W (W 0, Jk) =

⋃

J2⊂M\Jk
WJ2 ⊂ W̃ ,è, â-òðåòüèõ, â ñèëó (3.106) µ(W (W 0, Jk) \ A) = 0, ò.å. ñïðàâåäëèâà îöåíêà(3.101), ÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 3.1.Ïðåäëîæåíèå 3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òîìíîæåñòâî A íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 , ñëó÷àé à) - (3.99) íå ìîæåò áûòü.Èòàê, îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé á), ò.å. (3.100). Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó(3.94), (3.96) è (3.105) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

CW̃ 0(Jk) = C(
⋂

J2⊂M\Jk
W̃J2) =

⋃

J2⊂M\Jk
CW̃J2 =

=
⋃

J2⊂M\Jk
(B[J2]× T[M \ J2]), (3.115)ãäå CW̃ 0(Jk) = TN \ W̃ 0(Jk), ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ (3.100), ò.å.

µW̃ 0(Jk) = 0, ìû èìååì ðàâåíñòâî
µCW̃ 0(Jk) = µTN = (2π)N . (3.116)Â òî æå âðåìÿ, â ñèëó ëåììû 3.2, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F (x) ∈ L∞(TN)òàêàÿ, ÷òî F (x) = 0 ïðè x ∈ A è (ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (3.91)) äëÿ ëþáûõ kïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {α(νj)

j }, j ∈ Jk,
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞äëÿ ï.â. x ∈
⋃

J2⊂M\Jk
(B[J2]× T[M \ J2])(ëåììà 3.2, îöåíêà (3.43)). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì îöåíîê (3.115) è (3.116) ìû ïî-ëó÷àåì, ÷òî

lim
υj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(υ)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN ,



135è, ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüÿ ÷àñòü òåîðåìû III.I äîêàçàíà.Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü ìíîæåñòâî A\W 0(Jk) íå îáëàäàåòñâîéñòâîì B
(Jk)
2 (W 0) (ñàìî ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 ). �àññìîò-ðèì îïÿòü B[J2] � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè ìíîæåñòâà intB íà êàæäóþ èçïëîñêîñòåé R[J2], J2 ⊂M \ Jk.Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 (W 0) (ãäå W 0 �íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âèäà (3.2)), ìû èìååì äëÿ ëþáîãî J2, J2 ⊂M \ Jk:

µ2B[J2] < 4π2.Ïîñòðîèì ïî àíàëîãèè ñ (3.96) - (3.98) ìíîæåñòâà W̃J2, W̃ (Jk) è W̃ 0(Jk). Èìååì
µW̃ 0(Jk) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå 3.1, ò.å. ñóùåñòâóåòìíîæåñòâî W (Jk) âèäà (3.1) òàêîé, ÷òî W (Jk) ⊂ W̃ (Jk) è µ(W (Jk) \ A) = 0.Òàê êàê ìíîæåñòâî A\W 0(Jk) óæå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B

(Jk)
2 , òî ìíîæåñòâî

W (Jk) åñòü ìíîæåñòâî W (W 0, Jk). Â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó îöåíêè (3.105) (èçïðåäëîæåíèÿ 3.1) èìååì:
µ(W̃ 0(Jk) \W 0(Jk)) = 0. (3.117)Èç ðàâåíñòâà (3.115) ïîëó÷àåì:

TN \ W̃ 0(Jk) = CW̃ 0(Jk) =
⋃

J2⊂M\Jk
(B[J2]× T[M \ J2]),ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (3.117) è óñëîâèÿ W 0(Jk) ⊂ W̃ 0(Jk) èìååì:

µ(TN \W 0(Jk)) = µ(TN \ W̃ 0(Jk)) = µ
( ⋃

J2⊂M\Jk
(B[J2]× T[M \ J2])

)
. (3.118)Â ñèëó ëåììû 3.2 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F (x) ∈ L∞(TN) òàêàÿ, ÷òî F (x) =

0 ïðè x ∈ A è äëÿ ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
{α(νj)

j }, j ∈ Jk,
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞



136äëÿ ï.â. x ∈
⋃

J2⊂M\Jk
(B[J2]× T[M \ J2]).Îòñþäà è èç îöåíêè (3.118) ïîëó÷àåì:

lim
νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN \W 0(Jk),÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû III.I. Òåîðåìà III.I äîêàçàíà.
§3.3. �àâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â êðàòíûé ðÿä è èíòåãðàëÔóðüå ñ "Jk-ëàêóíàðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷àñòè÷íûõñóìì" �óíêöèé èç Φ(L), ãäå Φ(u) = o(u log+ log+ u) ïðè u→ ∞Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû III.II. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k, 1 ≤ k ≤

N − 2, N ≥ 3. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Jk = {N − k +

1, . . . , N}, ñîîòâåòñòâåííî, M \ Jk = {1, . . . , N − k}.Äàëåå, �èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå a, b, −π < a < b < π, è ðàññìîòðèìñëåäóþùåå ìíîæåñòâî
W =

⋃

s,t∈M\Jk
s<t

Wxs xt
, (3.119)ãäå

Wxs xt
= Ωxs xt

× [−π, π)N−2 = {(a, b)× (a, b)} × [−π, π)N−2.Ïóñòü {α(νN )
N } � íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë, α(νN )
N ∈ R1

0, α(νN )
N → ∞ ïðè νN → ∞, è ïóñòü n(νN )

N = [α
(νN )
N ] ïðè

νN = 1, 2, . . . .Äàëåå, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë {n(νN )
N } è äëÿ íåêîòîðîéíåóáûâàþùåé �óíêöèè Φ: [0,∞) → [0,∞), òàêîé, ÷òî Φ(u) = o(u log+ log+ u)ïðè u → ∞, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f(xN) ∈ Φ(L)(T1), ïîñòðîåííàÿÑ.Â.Êîíÿãèíûì [5℄, äëÿ êîòîðîé

lim
νN→∞

|S
n
(νN )

N

(xN ; f)| = +∞ âñþäó íà T1. (3.120)



137�àññìîòðèì òàêæå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè ϕ(t) ∈ C([−π, π]) è ψ(t)òàêèå, ÷òî
ϕ(t) = 0 ïðè t ∈ (a, b) è ϕ(t) 6= 0 ïðè t ∈ [−π, π] \ (a, b), (3.121)

ψ(t) ≡ 1 ïðè t ∈ T1.Îïðåäåëèì �óíêöèþ F (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F (x) = ϕ(x1) . . . ϕ(xN−k)ψ(xN−k+1) . . . ψ(xN−1)f(xN). (3.122)Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ F (x) ∈ Φ(L)(TN). Ïîêàæåì, ÷òî

F (x) = 0 ïðè x ∈ W . �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé "áðóñîê" Wxs xt
= Ωxs xt

×
[−π, π)N−2, s, t ∈ M \ Jk, s < t, èç W (3.119) è äîêàæåì, ÷òî F (x) = 0 ïðè
x ∈ Wxs xt

.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó x ∈ Wxs xt
, òî èç (3.121) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî

ϕ(xs) = ϕ(xt) = 0. À çíà÷èò â ñèëó (3.122) ýòè �óíêöèè "îáíóëÿò" F (x) íàìíîæåñòâå Wxs xt
. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà "áðóñêà" Wxs xt

, ìû äîêà-çàëè, ÷òî �óíêöèÿ F (x) = 0 ïðè x ∈ W , ãäå W îïðåäåëåíî â (3.119).Òåïåðü îïðåäåëèì �óíêöèè ϕ(0)(xi), ψ(0)(xj), f (0)(xN), è G(x):
ϕ(0)(xi) = ϕ(xi) ïðè xi ∈ T1 è ϕ(0)(xi) = 0 âíå T1,

i = 1, . . . , N − k,

ψ(0)(xj) = ψ(xj) ïðè xj ∈ T1 è ψ(0)(xj) = 0 âíå T1,

j = N − k + 1, . . . , N − 1,

f (0)(xN) = f(xN) ïðè xN ∈ T1 è f (0)(xN) = 0 âíå T1,è, íàêîíåö,
G(x) = F (x) ïðè x ∈ TN è G(x) = 0 âíå TN .



138Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ N −1-ìåðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ÷èñåë α̃(ν)[Jk] = (α1, . . . , αN−k, α
(νN−k+1)
N−k+1 , . . . , α

(νN−1)
N−1 ) ∈ RN−1

0 , êàæäàÿ êîì-ïîíåíòà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, α(νj)
j ∈ R1

0,
α
(νj)
j → ∞ ïðè νj → ∞, j = N − k + 1, . . . , N − 1, è ïóñòü α(ν) = α(ν)[Jk] =

(α1, . . . , αN−k, α
(νN−k+1)
N−k+1 , . . . , α

(νN )
N ).Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçíîñòü Rα(ν)[Jk](x;F ). Îáîçíà÷àÿ x̃ = (x1, . . . , xN−1) ∈

TN−1 è ïîëàãàÿ
h(x̃) =

N−k∏

i=1

ϕ(xi) ·
N−1∏

j=N−k+1

ψ(xj), h(0)(x̃) =

N−k∏

i=1

ϕ(0)(xi) ·
N−1∏

j=N−k+1

ψ(0)(xj),èìååì, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé F (x) è G(x):
Rα(ν)[Jk](x;F ) = Sn(ν)[Jk](x;F )− Jα(ν)[Jk](x;G) =

= Sñ(ν)[Jk](x̃; h) · Sn
(νN )
N

(xN ; f)− Jα̃(ν)[Jk](x̃; h
(0)) · J

α
(νN )
N

(xN ; f
(0)), (3.123)ãäå ns = [αs], s ∈ M \ Jk, n

(νs)
s = [α

(νs)
s ], s ∈ Jk, è ñ(ν)[Jk] =

(n1, . . . , nN−k, n
(νN−k+1)
N−k+1 , . . . , n

(νN−1)
N−1 ).Â ñâîþ î÷åðåäü, îáîçíà÷èâ

R
α
(νN )

N

(xN ; f) = S
n
(νN )

N

(xN ; f)− J
α
(νN )

N

(xN ; f
(0)), xN ∈ T1,ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü îöåíêó ðàçíîñòè (3.123) òàê:

Rα(ν)[Jk](x;F ) = Sñ(ν)[Jk](x̃; h) · Sn
(νN )

N

(xN ; f)−

−Jα̃(ν)[Jk](x̃; h
(0)) ·

[
S
n
(νN )

N

(xN ; f)−R
α
(νN )

N

(xN ; f)

]
=

=

[
Sñ(ν)[Jk](x̃; h)− Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0))

]
·S

n
(νN )

N

(xN ; f)+

+Jα̃(ν)[Jk](x̃; h
(0)) · R

α
(νN )
N

(xN ; f) =

= Rα̃(ν)[Jk](x̃; h) · Sn
(νN )
N

(xN ; f) + Jα̃(ν)[Jk](x̃; h
(0)) · R

α
(νN )
N

(xN ; f) =

= I
(1)

α(ν)[Jk]
(x;F ) + I

(2)

α(ν)[Jk]
(x;F ). (3.124)



139Èìååì:
I
(2)

α(ν)[Jk]
(x;F ) → 0 ï.â. íà TNïðè νj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞, j ∈M \ Jk.Äåéñòâèòåëüíî, íà ëþáîì îòðåçêå, öåëèêîì ëåæàùåì âíóòðè èíòåðâàëà

(−π, π), ðàçíîñòü R
α
(νN )
N

(xN ; f) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè νN → ∞(ñì. [17, . 362-364℄), à, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè h(0),
Jα̃(ν)[Jk](x̃; h

(0)) → h(0)(x̃) ï.â. íà TN−1ïðè νj → ∞, j ∈ Jk, αj → ∞, j ∈M \ Jk.�àçíîñòü Rα̃(ν)[Jk](x̃; h) 6= 0 äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ α̃(ν)[Jk](x̃),ïðè÷åì êîìïîíåíòû ýòèõ íîìåðîâ αi, α
(νs)
s → ∞, i = 1, . . . , N − k, s =

N − k + 1, . . . , N − 1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì I.VI è II.II). Â òî æå âðåìÿ,ïðè �èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α̃(ν)[Jk], â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíê-öèè f (ñì. (3.120)), íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè α(ν)[Jk], çà ñ÷åò êîòîðîé
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|I(1)
α(ν)[Jk]

(x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN ,à çíà÷èò, â ñèëó ðàâåíñòâà (3.124), áóäåì èìåòü:
lim

νj→∞,j∈Jk,

αj→∞,j∈M\Jk

|Rα(ν)[Jk](x;F )| = +∞ äëÿ ï.â. x ∈ TN .Òåîðåìà III.II äîêàçàíà.
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