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Общая характеристика работы
Актуальность темы.Одной из основных задач оптимального управления

является задача построения оптимального синтеза. Оптимальным синтезом назы-
вается совокупность оптимальных решений системы с фиксированными началь-
ными или конечными условиями. Зачастую построение оптимального синтеза со-
пряжено с серьезными трудностями: дело заключается в том, что оптимальный
синтез на фазовом пространстве, вообще говоря, не образует гладкую динамиче-
скую систему (даже локально). Оптимальные траектории могут быть негладкими,
и, более того, отсутствует единственность: траекториимогут как пересекаться, так
и разветвляться. Наличие таких сложных особенностей связано с тем, что гамиль-
тонова система принципа максимума Понтрягина чаще всего имеет разрывную
правую часть. В этом случае ее решение понимается в обобщенном смысле по
Филиппову1. А именно, рассмотрим дифференциальное уравнение с разрывной
правой частью ẋ = f(x). Тогда, если правая часть f непрерывна на некотором от-
крытомвсюдуплотноммножествеG, то дифференциальноеуравнение заменяется
дифференциальным включением ẋ ∈ F (x), гдеF (x) есть минимальное выпуклое
замкнутое множество, содержащее все предельные точки f(y) при y → x, y ∈ G.
Придовольнообщихпредположенияхрешениетакоговключениясуществует2, од-
нако, как показывают даже простые примеры, не является единственным.

Основные идеи качественного исследования поведения решений гладкой
системы обыкновенных дифференциальных уравнений восходят к Пуанкаре, ко-
торый в своих мемуарах 1881-1882 года создал начала качественной теории диф-
ференциальных уравнений3. В ее основе лежит изучение динамики траекторий
в окрестности стационарных точек и циклов системы. Линеаризация системы в
окрестности стационарной точки позволяет отыскать сепаратрисные многообра-
зия4. Дляизучения структурырешенийвокрестностициклаZ обычноиспользуют
отображение последованияПуанкаре.Для этого рассматриваютпроизвольнуюдо-
статочно малую площадку S, трансверсально пересекающую Z в некоторой точ-
ке x0. Отображение последования Φ : S → S переводит точку x ∈ S в точку
следующего пересечения с S траектории системы, проходящей через x. Если точ-
ка x достаточно близка к Z, то отображение Φ корректно определено. Точка x0,
очевидно, является неподвижной точкой отображения Φ, поэтому линеаризация
Φ в окрестностиx0 позволяет построить устойчивые и неустойчивые поверхности,
образованные траекториями системы, стремящимися к Z в прямом или обратном

1А.Ф.Филиппов,«Дифференциальные уравнения с разрывной правой частью»,Матем.сб.,1960,51(93):1,99-128.
2А.Ф. Филиппов,«Дифференциальные уравнения с разрывной правой частью». М.: Наука, 1985.
3Henri Poincaré, «Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle (1ère et 2nde partie)», Journal de

mathématiques pures et appliquées, 1881-82.
4Шильников Л.П., Шильников А.Л., Тураев Д.В., Чуа Л., «Методы качественной теории в нелинейной динами-

ке», Москва-Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2003.
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времени соответственно.
Основным препятствием к исследованию поведения траекторий принци-

па максимума Понтрягина является негладкость гамильтониана, в результате че-
го правая часть гамильтоновой системы оказывается разрывной. А именно, рас-
смотрим задачу оптимального управления на гладкоммногообразииM , в которой
управление u меняется в некотором множестве Ω. Тогда гамильтоновы поднятия
оптимальных траекторий в кокасательное расслоение T ∗M являются траектори-
ями гамильтоновой системыH(q,p) = maxu∈ΩH(q,p,u), где H – функция Понт-
рягина. Если максимум в этом выражении единственен и гладко зависит от q и p
в какой-то области, то гамильтониан H является гладкой функцией в этой обла-
сти. Чаще всего гамильтонианH является гладким на некотором открытом всюду
плотноммножестве, амножествоS еготочекнегладкостиявляетсязамкнутымпод-
множеством T ∗M (например, стратифицированным подмногообразием). На обла-
стях гладкости систему можно изучать с помощью классических инструментов
теории гладких гамильтоновых систем. Однако, для построения полной картины
оптимальногосинтезаэтогооказываетсянедостаточно, таккаквточкахмножества
S единственностьможеттеряться (чтополностьюменяетхарактер глобальногопо-
ведения решений). Более того, могут возникать траектории, целиком лежащие на
множестве разрываS . Такие траекториипринято называть особыми (или особыми
экстремалями).

Первые примерыособых экстремалей относятся к 1960-ым годам: это рабо-
тыД.П.ЛяСалля5 1960 г., П.Контенсу6 1962 г., Г.Д.Кэлли7 1964 г., Г.М. Роббинса8

1965 г., Р.Е. Коппа и Г.Д. Мойера9 1965 г. и др. Довольно быстро стало понятно,
что в огромном количестве задач оптимального управления особые экстремали яв-
ляются оптимальными и, более того, выступают в качестве магистралей: любая
неособая траектория из их окрестности выходит на особую за конечное время10.

Важно отметить, что единственность решения системыпринципамаксиму-
ма Понтрягина теряется далеко не во всех точках S . В большинстве случаев опти-
мальная траектория теряет гладкость при пересечении сS , но единственность при
этом сохраняется. Потеряться же единственность обычно может только в точках
наособойтраектории.Поэтому,нарядусостационарнымиточкамиициклами,осо-
бые экстремали и геометрическая структура их окрестностей лежат в основе изу-
чения поведения траекторий гамильтоновых систем с разрывной правой частью.

5J.P. LaSalle, «The time optimal control problems», Contributions to the theory of nonlinear oscillators, V, 1-24, 1960.
6P. Contensou, «Etude théorique des trajectoires optimales dans un champ de gravitation. Application au cas d’un centre

d’attraction unique», Astronaut. Acta 8, p. 134-150, 1962.
7H.J. Kelley, «A second variation test for singular extremals», AIAA J. 2, 1380-1382, 1964.
8H.M. Robbins, «Optimality of intermediate-thrust arcs of rocket trajectories», AIAA J. 3, 1094-1098, 1965.
9R.E. Kopp, H.G. Moyer, «Necessary conditions for singular extremals», AIAA J. 3, 1439-1444, 1965.
10М.И.Зеликин,В.Ф.Борисов, «Особыеоптимальныережимыв задачахматематической экономики»,Оптималь-

ное управление, Современная математика и ее приложения, 11, Тбилиси, 2003, 3–161.
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Структуру оптимального синтеза в целом и, в частности, поведение опти-
мальных траекторий в окрестности особых экстремалей можно исследовать с по-
мощью методов теории динамических систем, которая на текущий момент полу-
чила очень глубокое и серьезное развитие. Известен огромный спектр методов и
средств для изучения статистического поведения орбит. Достаточно упомянуть
символическую динамику, предложеннуюМ. Морсом и Г.А. Хедлундом11 в 1938
г. и с успехом примененную С. Смейлом при изучении динамики его знаменитой
подковы12 в 1967 г.; эргодическую теорию и теорему Биркхоффа13; меру Синая-
Рюэля-Боуэна14; полулокальный анализ и гомоклиническую динамику15 и многое
др. Однако, до недавнего времени применение современных результатов теории
динамических систем в теории оптимального управления натыкалось на очень се-
рьезноепрепятствие: какужебылосказано, решение гамильтоновойсистемысраз-
рывнойправойчастьюне единственно, ипоэтомудинамическая система (пусть да-
же и не гладкая) в классическом смысле не определена. В настоящей диссертации
частично восполнен этот пробел: предложен оригинальный метод ниспадающей
системы скобок Пуассона, позволяющий эффективно исследовать качественное
поведение решений в окрестности точек неединственности (например, точек на
особых экстремалях) для задач с многомерным управлением за счет разрешения
особенности отображения последования Пуанкаре поверхности S негладкости га-
мильтониана на себя. Отметим, что получающаяся в результате динамическая си-
стема уже корректно определена, но, вообще говоря, не является гладкой, а только
липшицевой.Поэтому автор обобщилнекоторые классические результаты теории
гладких гиперболических динамических систем на липшицев случай [4].

Субриманова геометрия, очень активно развивающаяся в последние годы,
является важным приложением теории задач с многомерным управлением. Осо-
бые траектории, с одной стороны, играют в ней очень важную роль, а, с другой
стороны, с ними всегда сопряжено много сложностей. Основная трудность в ис-
следовании особых траекторий в субримановой геометрии заключается в следу-
ющем: любая нормальная траектория (коэффициент при функционале в функции
Понтрягина λ0 ̸= 0) не является особой, а любая анормальная траектория (λ0 = 0)
обязана быть особой и, вообще говоря, может быть негладкой. Поэтому понятия
анормальной траектории и особой экстремали сливаются. Известно следующее:
(i) любая не особая субриманова геодезическая является траекторией гладкой га-
мильтоновой системыипотому сама является гладкой; (ii) в 1994 г. Р.Монтгомери
построилпример субримановогомногообразия, в которомнекоторая гладкая стро-

11M.Morse, G. A. Hedlund, «Symbolic Dynamics». American Journal of Mathematics, 60: 815–866, 1938.
12S. Smale, «Differentiable dynamical systems», Bulletin of the AmericanMathematical Society, 73 (6): 747, 1967.
13G.D. Birkhoff, «Proof of the ergodic theorem», Proc. Nat. Acad. Sci. USA , 17, pp. 656–660, 1931.
14J.R.Dorfman, «An Introduction toChaos inNonequilibriumStatisticalMechanics»,CambridgeUniversityPress, 1999.
15Каток А.Б., Хасселблат Б., «Введение в современную теорию динамических систем», М.: Факториал, 1999.
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го анормальная экстремаль является кратчайшей траекторией16; (iii) есть примеры
негладких особых экстремалей, которые не являются оптимальными. Например,
в 2014 г. Р. Монти построил пример левоинвариантной субримановой задачи на
группеКарно, в которой есть семейство (не оптимальных) особых экстремалей, ко-
торые являются лишь липшицевыми17. Однако, открытым в течение уже более 20
лет18,19 остается следующий вопрос, особенно активно обсуждаемый в последнее
время: существуют ли субримановы задачи, в которых негладкая особая траекто-
рия является кратчайшей траекторией, соединяющей две данные точки. Ответ на
этот вопрос имеет принципиальное значение, так как многие важные теоремы в
субримановой геометрии получены для задач, в которых нет особых траекторий,
являющихся кратчайшими.

Таким образом, построение оптимального синтеза в задачах с многомер-
ным управлением тесно связано с изучением особых экстремалей и геометриче-
ской структуры их окрестностей. Поэтому актуальность тематики диссертации не
вызывает сомнений.

Степень разработанности темы. Во многих работах исследовались осо-
бые траектории в задачах оптимального управления с одномерным управлением
из отрезкаΩ = [a,b]. В этом случае множествоS точек разрыва правой части прин-
ципа максимума Понтрягина обычно является гиперповерхностью (возможно, с
особенностями). Важно отметить, что степень вырождения системы в окрестно-
сти особой траектории на гиперповерхности S определяется ее порядком h ∈ N.
Впервые определение порядка возникло практически одновременно в 1967 г. в ра-
ботах Г.Д. Кэлли, Р.Е. Коппа, Г.Г. Мойера20 и Г.М. Роббинса21. Эти определения
существенно различаются, поэтому исторически с определением порядка связано
многопутаницы:многиеавторыиспользоваливформулировкаходноопределение
порядка, а в доказательствах – другое. Впервые явно на существующую путаницу
указал Р.М. Льюис22 в 1980 г. Он выделил два наиболее часто используемых опре-
деления порядка: локальный порядок траектории и глобальный (intrinsic) порядок
системы. В качестве мотивации он указал, что хорошо известная и часто обсуж-
даемая теорема о невозможности регулярного сопряжения (стыковки) неособой

16R.Montgomery, «Abnormal minimizers», SIAM J. Control Optim., 32, 1605–1620, 1994
17R. Monti, «The regularity problem for sub-Riemannian geodesics», Geometric Control Theory and Sub-Riemannian

Geometry, Springer INdAM Series Volume 5, pp. 313-332, 2014
18R. Montgomery, «A Tour of Subriemannian Geometries, Their Geodesics and Applications», Mathematical Surveys

andMonographs, vol. 91, 2002
19A.Agrachev,«Some open problems»,Geometric Control Theory and Sub-Riemannian Geometry,INDAM,5,2014,1-13
20H.J. Kelley, R.E. Kopp, H.G. Moyer, «Singular extremals», Topics in Optimization, Academic Press, 63-101, 1967
21H.M. Robbins, «A generalized Legendre-Clebsch condition for the singular cases of optimal control», IBM J. Res.

Develop., 11, 361-372, 1967.
22Lewis, R.M.,«Definitions of Order and Junction Conditions in Singular Optimal Control Problems», SIAM Journal on

Control, Vol. 18, No. 1, 1979.
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траектории с особой экстремалью четного порядка верна в терминах глобального
порядка и не верна в терминах локального порядка. Также Льюис в своей работе
доказал, что локальный порядок всегда не меньше глобального.

Рис. 1: Топологическая
структура окрестности особой
экстремали первого порядка.

Определение глобального порядка позволяет
использовать гамильтоновформализмипоэтомудает
мощный инструментарий для исследования не толь-
ко самих особых траекторий, но и для изучения по-
ведения неособых траекторий в их окрестности. Од-
нако, если локальный порядок траектории строго
больше глобального порядка системы, то определе-
ние глобального порядка фактически перестает рабо-
тать. Такие особые экстремали называют атипичны-
ми. Несмотря на название, атипичные особые экстре-
маливстречаютсяоченьчасто.Воченьбольшомспек-
тре задач любая особая траектория является атипич-
ной. Определение локального порядка, напротив, ра-
ботает и для атипичных траекторий. Однако, вычис-
ление локального порядка связано с дифференциро-
ванием управления на особой траектории (которое не
всегда корректно и почти всегда очень не удобно) и не дает инструментов для ис-
следования окрестности особой экстремали. Такимобразом, на данныймомент да-
же в задачах с одномерным управлением существует серьезный пробел в методах
исследования особых экстремалей и их окрестностей. Правильное (с точки зрения
автора диссертации) определение порядка особой экстремали в задачах с одномер-
ным управлением было введено автором в [1] (подробнее см. ниже).

Теория особых экстремалей первого и второго порядка в задачах с одно-
мерным управлением разработана весьма полно. Окрестность особой экстремали
первого (глобального) порядка устроена довольно просто: через каждую точку та-
кой экстремали проходят две входящие неособые траектории и две исходящие23

(см. рис. 1). Особые экстремали первого порядка довольно часто встречаются в
приложениях, особенно в задачах математической экономики. Упомянем недав-
нюю работу [7], в которой за счет особых траекторий первого порядка автором
удалось построить оптимальный синтез в задаче Хеле-Шоу, управляемой при по-
мощи мультиполей.

С особыми экстремалями второго (глобального) порядка ситуация намно-
го более изысканная. В большом количестве задач оптимального управления уда-
ется доказать, что сопряжение неособых траекторий с особыми неизбежно. При

23В.Ф.Борисов, «УсловиеКеллииструктуралагранжевамногообразиявокрестностиособойэкстремалипервого
порядка», СМФН, том 19, с. 5-44, 2006.
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этом четность глобального порядка запрещает регулярную стыковку – управле-
ние обязано иметь разрыв второго рода. В 1960-70х годах широкую известность
получил феномен чаттеринга, когда оптимальные траектории перед выходом на
особую траекторию второго (глобального) порядка за конечное время пересека-
ют счетное число раз гиперповерхность разрыва S , счетное число раз переходя из
одной области гладкости в другую и обратно. Оптимальное управление при этом
совершает счетное число переключений между концами отрезка Ω = [a,b]. Впер-
вые этот феномен был обнаружен А.Т. Фуллером24 в 1963 г. Однако, несмотря на
большоеколичествопримеров,довольнодолгосчиталось,чтофеноменчаттеринга
являетсячем-тоисключительныминевстречаетсявреальныхприложениях.Опро-
вержение этого заблуждения былополучено в 1990 г., когда в работахИ.Купки25 и
М.И. Зеликина, В.Ф. Борисова26,27 было доказано, что феномен чаттеринга носит
общий характер, не уничтожается малым шевелением системы в общем положе-
нии, а чаттеринг-траектории являются локально оптимальными. Доказано, что в
данную точку на особой траектории второго порядка входит с чаттерингом одно-
параметрическое семейство траекторий, образующих двумерную поверхность с
конической особенностью в точке пересечения с особой экстремалью (показано
в работе автора [11]). Аналогичным образом неособые траектории сходят с осо-
бой экстремали второго порядка. Важно отметить, что М.И. Зеликин и В.Ф. Бори-
сов предложили естественнуюпроцедуру заменыкоординат в окрестности особой
траектории второго порядка, позволившую явно построить оптимальный синтез в
большом количестве28 (на тот момент не решенных) прикладных задач.

Теориязадачоптимальногоуправлениясмногомернымуправлениемразра-
ботана намного хуже (в особенности в вопросах построения оптимального синте-
за).Пожалуй, самоеглубокоеразвитиеполучилисубримановызадачи29, в которых
многомерное управление не ограничено, u ∈ Rk и, что наиболее важно, отсутству-
ет снос. Для задач с ограниченным управлением и сносом оптимальный синтез
частично или полностью построен лишь в нескольких конкретных задачах30. По-
строение оптимального синтеза для задач с ограниченным многомерным управ-
лением сопряжено с очень большими трудностями. Во-первых, порядок особой

24A.T. Fuller, Study of an optimum non-linear system, J. Electronics Control, 15, (1963), pp. 63-71
25I. Kupka, «The ubiquity of Fuller’s phenomenon», Nonlinear controlability and optimal control, Monograph textbooks

Pure Appl. Math., N 133 (ed. by H.Z. Sussmann), Dekker, N.Y., pp 313-350, 1990
26М.И. Зеликин, В.Ф. Борисов, «Синтез в задачах оптимального управления, содержащий траектории с учащаю-

щимися переключениями и особые траектории второго порядка», Матем. заметки, том 47, выпуск 1, с. 62–73, 1990
27М.И. Зеликин, В.Ф. Борисов, «Режимы учащающихся переключений в задачах оптимального управления», Тр.

МИАНСССР, том 197, с. 85–166, 1991
28M.I. Zelikin, V.F. Borisov, «Theory of Chattering Control with applications toAstronautics, Robotics, Economics, and

Engineering», Birkhäuser, Boston, MA, 1994
29A.A. Agrachev, D. Barilari, U. Boscain, «Introduction to Riemannian and Sub-Riemannian geometry», Lecture Notes,

Preprint SISSA 2015.
30A.A.Milyutin, N.P.Osmolovskii, Calculus of Variations and Optimal Control, AMS, Prov., Rhode Island, 180, 1998.
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траектории уже не корректно описывать с помощью одного натурального числа.
Во-вторых, в связисростомразмерностигамильтоновойсистемыпринципамакси-
мума, существенную трудность начинает представлять явное отыскание решений.
Даже для задач субримановой геометрии, в самом первом нетривиальном случае
геодезических на группе Энгеля31 (4-х мерное фазовое пространство с двумерным
управлением u ∈ R2) экстремали явно выписываются через эллиптические функ-
цииЯкоби. Здесьважносказать, чтов этой задачеестьособыеэкстремали, которые
являются оптимальными, но не строго анормальными (то есть совпадают с неосо-
быми траекториями). Тем не менее, субримановы сферы на группе Энгеля имеют
особенности в точках пересечения с особыми экстремалями. Более того,Э. Трела в
2001 году доказал32, что эти сферыне субаналитичныв точках на особых экстрема-
лях (он изучал субаналитичность сфер в трехмерных пространствах Мартине, но
при подходящей проекции результат переносится и на группу Энгеля).

В последние годы широкое развитие в субримановой геометрии получили
методы нильпотентизации33. Для субримановых задач с неограниченным управ-
лением u ∈ Rk и без сноса хорошо известна локально-аппроксимативная теорема
Громова, в которой утверждается, что субриманово расстояние в ε-окрестности
точки приближается с точностью o(ε) с помощью левоинвариантной субримано-
вой метрике на нильпотентном касательном конусе в этой точке34.

Еще один показательный пример дает следующая задача, являющаяся про-
стейшим обобщением задачи Фуллера на случай двумерного управления:∫∞

0 |x(t)|2dt→ inf;
ẍ = u, x,u ∈ R2, |u| ≤ 1, x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

В этой задаче до сих пор нет полного явного описания оптимального синтеза. Из-
вестны лишь некоторые явные решения в виде логарифмических спиралей, прохо-
димых за конечное время. Естественное обобщение этой задачи наn-ую производ-
ную исследовалось в работе А.А. Милютина и С.В. Чуканова35. Явные решение в
этой задаче тесно связаны с корнями мнимой части следующих полиномов специ-
ального вида:

Ph(α) =
(
2h+ iα

)(
(2h− 1) + iα

)
. . .

(
1 + iα

)
, α ∈ R.

31А.А. Ардентов, Ю.Л. Сачков, «Экстремальные траектории в нильпотентной субримановой задаче на группе
Энгеля», Матем. сб., том 202, номер 11, с. 31–54, 2011

32E. Trélat, «Non-subanalyticity of sub-Riemannian Martinet spheres», Comptes Rendus de l’Académie des Sciences -
Series I - Mathematics, Volume 332, Issue 6, pp. 527–532, 2001

33С.К. Водопьянов, «Дифференцируемость отображений в геометрии многообразий Карно», Сиб. матем. журн.,
48:2 (2007), 251–271.

34M. Gromov, «Carnot-Carathéodory spaces seen from within», Sub-Riemannian Geometry, Progress in Mathematics
Volume 144, 1996, pp 79-323

35А.А.Милютин, А.Е. Илютович, Н.П. Осмоловский, С.В. Чуканов. Оптимальное управление в линейных систе-
мах. 1993г. М.:Наука, 268 стр.
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ВпервыеэтотмногочленбылвыписанА.А.МилютинымиС.В.Чукановымв1993г.
в упомянутой работе.Недавно выяснилось в работах автора диссертации (совмест-
но с М.И. Зеликиным) [3, 8], что линейная независимость специальных корней
ImPh(α) над Q влечет существование оптимального управления в виде иррацио-
нальной всюду плотной обмотки клиффордова тора.

Особенности оптимальных траекторий в одномерных и многомерных за-
дачах поиска были исследованы в работах автора [9, 13]. В таких задачах опти-
мальные траекториимогут иметь так называемые вихревые особенности, сходные
чаттерингу. Эти особенности возникают как при начале движения, так и при окон-
чании [12]. При наличии вихревой особенности в начале движения оптимальное
управление имеет разрыв второго рода, а оптимальная траектория за любой сколь
угодно малый начальный промежуток времени обязана побывать с обеих сторон
от любой гиперплоскости, проходящей через точку начала движения. При этом су-
ществование оптимальной траектории гарантирует соответствующая теорема [5].

Еще один важный вопрос связан с возможными типами особенностей опти-
мального управления. А именно, оба основополагающих результата теории опти-
мальногоуправления—итеоремаА.Ф.Филипповаосуществованииоптимальной
траектории, и принцип максимума Понтрягина – предполагают, что управление
естьизмеримаяфункциявремени.В1995 г.М.И. Зеликинымбылпостроенпример,
в которомоптимальноеуправлениеимеет счетноечисло точекразрыва со счетным
числомточекнакопления36.ИзвестенC∞пример,построенныйА.Ф.Филипповым
в 1959 г., в которомоптимальное управление имеет особенность намножестве кан-
торового типа37, однако, в примереА.Ф.Филиппова это канторовомножество уже
вмонтировано в функцию, определяющую постановку задачи. Еще один интерес-
ный пример был построен в 1986 г. Д.Б. Силиным38, в котором управление терпит
разрыв на множестве положительной лебеговой меры. Множеством допустимых
управлений в этом примере является не субаналитичный выпуклыймногогранник
с бесконечным числом граней.

Таким образом, вопрос о том, насколько «плохим» может быть оптималь-
ное управление, до сих пор остается открытым. В задачах, аффинных по одно-
мерному управлению, оптимальное управление в общем положении имеет счет-
ное число точек разрыва на конечном промежутке времени (доказано в приведен-
ных выше работах И. Купки и М.И. Зеликина-В.Ф. Борисова). В работе 1995 г.
А.А. Аграчев39 доказал, что в этом классе задач множество точек разрыва опти-

36М.И. Зеликин, «Нерегулярность оптимального управления в регулярных экстремальных задачах», Фундамент.
и прикл. матем., 1:2 (1995), 399–408.

37А.Ф.Филиппов, «О некоторых вопросах оптимального регулирования», ВестникМГУ,Матем. и мех., 2(1959).
38Д.Б. Силин, «Линейные задачи оптимального быстродействия с разрывными на множестве положительной

меры управлениями», Матем. сб., 129(171):2 (1986), 264–278
39A. Agrachev, «On regularity properties of extremal controls». J. Dynamical and Control Systems, 1995, v.1, 319–324
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мального управления не может быть совершенным множеством, если выполнено
условие Хермандера.

Необходимоотметить,чтоА.И.Овсеевичемдлялинейныхуправляемыхси-
стем были получены весьма удобные аппросксимативные теоремы для множеств
достижимости и оптимального управления в задаче быстродействия40.

Довольно полно изучены необходимые и достаточные условия второго по-
рядка локальной оптимальности траекторий. Исследования в этом направлении
начались с работ Б.С. Гоха41,42 в 1966 г. Далее над необходимыми и достаточными
условиями второго порядка работали такие известные специалисты как А.Д. Кре-
нер43, Р.В. Гамкрелидзе и А.А. Аграчев44,45, А.А. Милютин46, А.В. Дмитрук47,48 и
Н.П. Осмоловский49. Следует отметить работу М.И. Зеликина, Л.Ф. Зеликиной и
К.В. Хлюстова50, в которой с помощью метода дифференциальных форм постро-
ен оптимальный синтез в ряде задач с особыми траекториями первого порядка и
управлением из тетраэдра и, более того, доказана его глобальная оптимальность.

Таким образом, экстремальные задачи с ограниченным многомерным
управлением, несмотря на очень серьезныйинтерес как с теоретической точки зре-
ния, так и с прикладной, на данный момент остаются одной из наименее разрабо-
танных областей теории оптимального управления.

Цели и задачи.Целямипроведенноговдиссертацииисследованияявляют-
ся разработка методов анализа типичной структуры оптимального синтеза в зада-
чах, аффинных по многомерному управлению, и применение полученных резуль-
татов к изучению характерных особенностей гамильтоновых систем с разрывной
правой частью. Основными задачами исследования являются:

40A.I. Ovseevich, «Limit Behavior of Attainable Sets of Linear Systems», Computing. 2005, vol. 75, N 1.
41B.S. Goh, «The Second Variation for the Singular Bolza Problem», SIAM Journal on Control, 4(2), 309–325, 1966.
42B.S. Goh, «Necessary Conditions for Singular Extremals Involving Multiple Control Variables», SIAM Journal on

Control, 4(4), 716–731, 1966.
43A.J. Krener, «TheHighOrderMaximal Principle and Its Application to Singular Extremals», SIAM Journal onControl

and Optimization; 15(2), 1977
44А.А. Аграчев, Р.В. Гамкрелидзе, «Принцип оптимальности второго порядка для задачи быстродействия», Ма-

тем. сб., 100(142):4(8), 610–643, 1976
45А.А. Аграчев, «Необходимое условие оптимальности второго порядка в общем нелинейном случае», Матем.

сб., 102(144):4, 551–568, 1977
46Милютин А.А., «О квадратичных условиях экстремума в гладких задачах с конечномерным образом». В сбор-

нике: «Методы теории экстремальных задач в экономике», из-во «Наука», стр.138-165., 1981
47А.В. Дмитрук, «Квадратичные условия понтрягинского минимума в задаче оптимального управления линей-

ной по управлению. I. Теорема о расшифровке», Изв. АН СССР. Сер. матем., 50:2 (1986), 284–312
48А.В. Дмитрук, «Квадратичные условия понтрягинского минимума в задаче оптимального управления, линей-

нойпоуправлению. II. Теоремыобослабленииограниченийравенства»,Изв.АНСССР.Сер. мат.,51:4,1987,812-832
49Н.П. Осмоловский, «Условия второго порядка слабого локального минимума в задаче оптимального управле-

ния (необходимость, достаточность)». Докл АН СССР, 1975, т. 225, No 2, с.259—262.
50Л.Ф. Зеликина,М.И. Зеликин, К.В. Хлюстов, «Особые стратифицированные многообразия для инволютивных

управляемых систем», Дифф. Ур., 2001, т. 37, N 9, стр. 1161-1167.
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1. Качественное исследование нового феномена хаотической динамики опти-
мальныхтраекторийнаконечныхпромежуткахвременивзадачах, аффинных
по двумерному управлению из треугольника.

2. Доказательство того факта, что новый феномен хаотического поведения экс-
тремалей на конечных промежутках времени является ситуацией общего по-
ложения в гамильтоновых системах с разрывной правой частью.

3. Обобщение классических результатовполулокального анализа гомоклиниче-
ской динамики на случай липшицевых систем.

4. Определение и исследование понятия нормального порядка особой экстрема-
ли в задачах с одномерным управлением. Построение и исследование флага
порядков особой экстремали в задачах с многомерным управлением.

5. Исследованиеструктурымножествавсехособыхэкстремалейфиксированно-
го порядка в задачах, аффинных по одномерному управлению.

6. Исследование геометрической структуры окрестности особой экстремали
первого порядка в задачах, аффинных по многомерному управлению.

7. Исследование новых типов стыковкинеособых траекторий с особыми экстре-
малями в задачах с многомерным управлением с помощью методов теории
Галуа.

Научная новизна.Основные результаты диссертации являются новыми и
заключаются в следующем:

• Разработан оригинальныйметод ниспадающей системы скобокПуассона, ко-
торый позволяет сводить изучение структуры интегральных воронок произ-
вольной гамильтоновой системы с разрывной правой частью к исследова-
ниюоптимального синтеза в соответствующей экстремальнойнильпотентно-
выпуклой задаче с ограниченным управлением.

• В гамильтоновых системах с разрывной правой частью обнаружен и каче-
ственно исследован новыйфеномен хаотического поведения на сколь угодно
малых промежутках времени траекторий, лежащих в интегральных воронках
точек, находящихся на стыке трех гиперповерхностей разрыва правой части
системы. Данное исследование дает ответ на вопрос о типичной структуре
оптимального синтеза в задачах, аффинных по многомерному управлению,
поскольку доказана теорема о структурной устойчивости феномена.

• Установленосвойствополупотокадляоптимальногосинтеза вширокомклас-
се нильпотентно-выпуклых задач. С его помощью для данного класса задач
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получен ответ на давний вопрос: насколько «плохим» может быть оптималь-
ное управление. А именно, доказано, что в этом классе задач оптимальное
управление может иметь не более чем счетное число точек разрыва.

• Разработанновыйаппаратисследования атипичныхособыхэкстремалейиих
окрестностей в задачах с одномерным управлением. Он опирается на данное
авторомновое определение (натурального) порядка особой экстремали, соче-
тающее в себе преимущества обоих классических определений (локального
порядка траектории и глобального порядка системы).

• Доказано, что особые экстремали фиксированного натурального порядка об-
разуют гамильтоновпотокнанекоторомсимплектическомподмногообразии.

• Найдены семейства явных оптимальных решений вмногомерной задачеФул-
лера с n-ой производной, представляющие собой обобщенные логарифмиче-
ские спирали, моделирующие вращение по иррациональной всюду плотной
обмотке клиффордова тора.

• Построено обобщение классических методов символической динамики на
случай липшицевых гиперболических динамических систем.В томчисле, по-
лучены удобные оценки на размерности по Хаусдорфу и Минковскому мно-
жества неблуждающих точек, использующие лишь константы Липшица ис-
ходной динамической системы.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты диссер-
тации имеют теоретический характер.

Значение разработанного автором диссертации метода ниспадающей си-
стемы скобок Пуассона заключается в том, что он является эффективным инстру-
ментом исследования особенностей гамильтоновых систем с разрывной правой
частью как с теоретической точки зрения (см. [6]), так и с практической (см. [1]).
Этот метод имеет широкие перспективы применения в теории негладких гамиль-
тоновых систем, в теории оптимального управления, в особенности в задачах с
многомерным управлением.

Результат о наличии хаотической структуры оптимального синтеза в зада-
чах, аффинных по многомерному управлению, имеет принципиальное значение.
С одной стороны, получен ответ на вопрос о типичной структуре оптимального
синтеза в таких задачах, а, с другой стороны, разработанная техника позволяет ка-
чественноописыватьоптимальныйсинтез в тех задачах, которыедоэтогомомента
не поддавались исследованию.

Теорема о гамильтоновости особого потока дает возможность применять
весь спектрметодовтеориигладкихгамильтоновыхсистемкизучениюпотокаосо-
бых экстремалей в задачах с одномерным управлением. Например, автором был
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явно найден поток особых экстремалей в задаче быстродействия для управления
намагниченным волчком Лагранжа в контролируемом магнитном поле. Прямой
счет в этой задаче чрезвычайно сложен и неэффективен. Тем не менее, оказалось,
что особый поток является интегрируемым по Лиувиллю, что и позволило полу-
чить явные формулы. Таким образом, теорема о гамильтоновости особого потока
имеет широкие перспективы применения в задачах с одномерным управлением.

Существование правостороннего оптимального потока в нильпотентно-
выпуклых задачах позволяет применять топологические методы к исследованию
оптимального синтеза в этих задачах. Например, полученный результат о структу-
ре множества точек разрыва оптимального управления доказан с помощью сочета-
ния свойства полупотока и теоремы Кантора-Бендиксона, а с помощью формулы
Лефшеца доказано существование некоторых оптимальных траекторий специаль-
ного вида.

Методология и методы исследования. С помощью разработанного авто-
ром оригинального метода ниспадающей системы скобок Пуассона получены ре-
зультаты в первой, четвертой и девятой главах диссертации.

Также в настоящемисследовании использовались нижеследующие класси-
ческие методы: (1) классические методы теории оптимального управления: прин-
ципмаксимумаПонтрягина,функцияБеллмана, необходимыеусловия второгопо-
рядка Гоха-Кренера; (2) классические методы теории групп и алгебр Ли; (3) совре-
менные методы теории динамических систем, а именно: методы символической
динамики (топологические цепи Маркова), полулокальный анализ гомоклиниче-
ских точек, теорема Адамара-Перрона и многое другое; (4) теория фрактальных
множеств и, в особенности, теория нецелых размерностей по Хаусдорфу и Мин-
ковскому; (5) классические методы теории функций и функционального анализа:
классическая теория банаховых пространств, слабая∗ топология и теорема Алао-
глу; (6) классические методы теории гладких систем обыкновенных дифференци-
альныхуравненийитеориигладкихгамильтоновыхсистемвчастности; (7) класси-
ческие методы теории обыкновенных дифференциальных уравнений с разрывной
правой частью; (8) классические результаты теории Галуа; (9) гомотопические ме-
тоды, в частности формула Лефшеца; (10) теорема Кантора-Бендиксона.

Достоверность и апробация.
Результаты диссертации прошли апробацию на большом количестве меж-

дународных конференций и научных семинаров, в том числе, за последние 3 года:
Конференции

1. Международная конференция Крымская Осенняя Математическая Школа
КРОМШ-2012, «Фрактальная структура гиперболическихлипшицевыхдина-
мических систем».
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2. Международная конференция «Математическая теория управления и меха-
ника», 2013 г., «Stochastic dynamics of Lie algebras of Poisson brackets in the
neighborhood of points of non-smoothness the Hamiltonian» (совместно с М.И.
Зеликиным и Р. Хильдебрандом).

3. Конференция «Оптимальное управление и приложения», посвященная 105-
летию со дня рождения Л.С. Понтрягина, 2013 г., «Хаотическая динамика оп-
тимальных траекторий в задачах с многомерным управлением» (совместно с
М.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).

4. Международная молодежная конференция «Геометрия и управление»,Мате-
матический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва, 2014 г., «Hamiltonian
Flow of Singular Trajectories».

5. Международная конференция «Геометрическая теория управления и анализ
на метрических структурах», 2014 г., «Chaos in optimal synthesis in problems
with multidimensional control» в двух частях (совместно с М.И. Зеликиным,
Р. Хильдебрандом).

6. Международная конференция «Hamiltonian systems and their application», ин-
ститут Эйлера, Санкт-Петербург (2015), «On new phenomenon of chaotic
behavior of non-smooth Hamiltonian systems coming from optimal control» (сов-
местно сМ.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом)

7. Международная конференция поМатематической Теории Управления иМе-
ханике (МСТМ-2015), Суздаль, «О нильпотентно-выпуклых задачах опти-
мального управления»

8. Международная конференция «Nonlinear control and geometry», центрБанаха,
Бедлево,Польша (2015), «Onnewphenomenonof chaotic behaviour of extremals
in problems affine on control»,
Научные семинары

1. Семинар по оптимизации и управлению, ИЦСА и ИЦПУ ИПС имени
А.К.Айламазяна, 31 мая 2012 г., «Особые экстремали в задачах с многомер-
ным управлением».

2. Семинар «Теория приближений и теория экстремальных задач» под руковод-
ством В.М. Тихомирова и Г.Г. Магарил-Ильяева, механико-математический
ф-т МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва (2012), «Хаотическая динамика оп-
тимальных траекторий в задачах оптимального управления с управлением из
многогранника» (совместно сМ.И. Зеликиным и Р. Хильдебрандом).

3. ЗаседаниеМосковского математического общества 12 февраля 2013 г., «Сто-
хастическаядинамикаалгебрЛискобокПуассонавокрестноститочекнеглад-
кости гамильтониана» (совместно сМ.И. Зеликиным и Р. Хильдебрандом).

4. Семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления: тео-
рия и приложения» под руководством А.В. Фурсикова, В.М. Тихомирова,
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М.И. Зеликина иВ.Ю.Протасова, 25февраля 2013 г., «Хаотическая динамика
алгебрЛи скобокПуассона в окрестности точек негладкости гамильтониана»
(совместно сМ.И. Зеликиным)

5. Семинар по эргодической теории «Случайные процессы и динамические си-
стемы» под руководствомВ.И. Оселедца и Б.М. Гуревича., 27 февраля 2013 г.
«Хаотическая динамика алгебр Ли скобок Пуассона в негладких гамильтоно-
вых системах» (совместно сМ.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).

6. Семинар по многомерному комплексному анализу (семинар имени А.Г. Ви-
тушкина), 3 апреля2013г., «СтохастическаядинамикаалгебрЛискобокПуас-
сона в окрестности точек негладкости гамильтониана» (совместно с М.И. Зе-
ликиным, Р. Хильдебрандом).

7. Семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления: тео-
рия и приложения» под руководством А.В. Фурсикова, В.М. Тихомирова,
М.И. Зеликина и В.Ю. Протасова, 14 октября 2013 г., «Гамильтоновость по-
тока особых траекторий».

8. Семинар «Дифференциальная геометрия и приложения» под руководством
А.Т. Фоменко, 24 марта 2014 г., «Особые траектории в гамильтоновых систе-
мах с разрывной правой частью» (совместно сМ.И. Зеликиным).

9. Общеинститутский семинар ИПС им. А.К. Айламазяна РАН, заседание№12,
24 апреля 2014 г., «Хаотическая структура оптимального синтеза в задачах,
аффинных по многомерному управлению».

10. Общемосковский постоянный научный семинар «Теория автоматического
управленияиоптимизации», подруководствомБ.Т.Поляка, 2 декабря 2014 г.,
(совместно сМ.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).
Автором диссертации в 2014 г. был прочитан курс лекций «Особые траек-

тории в теории оптимального управления» в лаборатории Геометрической теории
управления Института математики им. С.Л. Соболева СО РАН, содержащий ре-
зультаты диссертации.

Публикации по теме диссертации. Результаты диссертации и их доказа-
тельства опубликованы в 15 работах в журналах и изданиях, удовлетворяющих
требованиямВАКдля опубликования основных результатов, в том числе 12 работ
изданы в российских журналах и 3 в иностранных изданиях. Все сформулирован-
ные результаты являются новыми. Все приведенные в диссертации совместные
результаты содержат указания соавторов.

Структура диссертации. Диссертационная работа содержит 256 страниц
и состоит из введения, заключения, списков рисунков и таблиц, литературы (со-
держит 83 наименования) и 9 глав, которые условно объединены в две части для
удобства изложения и ориентирования читателя в тексте. Первая часть содержит
4 главы, вторая – 5. В первой части преобладает обсуждение основных свойств
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гамильтоновых систем с разрывной правой частью в окрестности особых экстре-
малей. Во второй части – обсуждение хаотической динамики в гамильтоновых си-
стемах с разрывной правой частью.

Содержание работы
Во введении дан краткий обзор результатов по данной тематике, приведе-

ны научная новизна, методика и теоретическая значимость работы.
В первой главе диссертации изучается самый важный и наиболее часто

встречающийся случай – случай, когда поверхность негладкости гамильтониана
является гиперповерхностью. Этот случай отвечает задачам с одномерным управ-
лением, хотя и встречается в задачах с многомерным управлением.

ПустьM – 2n-мерное симплектическое многообразие с симплектической
формой ω ∈ Λ2(M). Через iω обозначим канонический изоморфизм iω : T ∗M →
TM, индуцированныйформойω. В первой главе исследуются системы с кусочно-
гладкими гамильтонианами. А именно, пустьH – кусочно-гладкий гамильтониан,
с множествомN точек разрыва первой производной (т.е.H ∈ C∞(M\N) иH ∈
C0(M)). МножествоN является стратифицированным подмногообразиемM без
страт полной размерности 2n.

Определение (1.2). Траектория x(t), t ∈ (t0,t1), системы с гамильтонианом H
называетсяособой экстремалью (илитраекторией), еслиx(t) ∈ N при t ∈ (t0,t1).

Предположим, что в окрестности V точки x0 ∈ N множество N является
гладкойгиперповерхностью,разбивающейV надвеобластиΩ1 иΩ2.ПустьH|Ωi

=

Hi, i = 1,2, иHi гладко продолжаются в окрестностьΩi. Тогда в V

H = max(H1,H2), илиH = min(H1,H2) ⇐⇒ H = H +Gu

гдеH = 1
2(H1 + H2), G = 1

2(H1 − H2), а u = 1 в Ω1 и u = −1 в Ω2 (или наобо-
рот)51. Предположим, что dG(x0) ̸= 0 – этого достаточно, чтобыN было гладким
многообразием в окрестности x0 ∈ N . Обозначим

Sk =
{
x : G(x) = (adH)G(x) = . . . = (adH)k−1G(x) = 0

}
.

Определение натурального порядка мотивировано следующей теоремой:

Теорема (1.1, о порядке особой траектории). Предположим, что дифференциалы
dG, d(adH)G, . . ., d(adH)2h−1G линейно независимы в V и для любого четного
k ≤ 2h выполнено

{
G,(adH)k−1G

}
|Sk

= 0. Тогда
{
G,(adH)2hG

}
= 0 на S2h+1.

51Всюду в первой главе u ∈ [−1; 1]. Общий случай u ∈ [a,b] немедленно сводится к u ∈ [−1; 1] очевидной
аффинной заменой.
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Определение (1.5). Мы будем говорить, что гамильтонова система с кусочно-
гладким гамильтонианом H = H + Gu имеет в области V натуральный
порядок h ∈ N, если для всех четных k < 2h выполнены соотношения{
G,(adH)k−1G

}
|Sk

= 0, а также
{
G,(adH)2h−1G

}
̸= 0 в любой точке изS2h. Если

же выписанные выше равенства выполнены для всех четных k ∈ N, то h = ∞.

Теорема (1.2). Предположим, чтогамильтоновасистемаH = H+GuимеетвV
натуральныйпорядокh ̸= ∞, идифференциалыdG, d(adH)G, . . . , d(adH)2h−2G

линейно независимы в V . Тогда все особыетраектории системы лежат в следую-
щем множестве:

S = S2h ∩ {x : us(x) ∈ [−1; 1]}, где us(x) = − (adH)2hG{
G,(adH)2h−1G

} .
Более того,

(i) Множество S2h (если не пусто) является гладким симплектическим много-
образием с симплектической формой ω|S2h

.

(ii) ОсобыетраекториинаS являются участкамитраекторий гладкого гамиль-
тонового потока наS2h с гамильтонианомH|S = H|S , проходящих вмноже-
стве {us ∈ [−1; 1]}.

(iii) Поток гладкого гамильтониана H̃(x) = H(x) + G(x)us(x) в V является
касательным к S2h и его траектории на S2h совпадают с особыми.

В первой главе с помощью разработанного автором метода ниспадающей
системы скобок Пуассона доказаны теорема 1.3 о единственности для неособых
траекторий вне особогомногообразия и теорема 1.4 о невозможности регулярного
сопряжения неособой траектории с особой траекторией четного порядка.

В первой главе рассмотрена задача оптимального управления вращением
твердого тела в контролируемоммагнитном поле (пример 1.6). Пусть намагничен-
ныйволчокЛагранжазакрепленвточкенаосисимметрииипомещенвнутрьиндук-
ционноймагнитнойкатушки (вневесомости).Магнитноеполекатушкибудемсчи-
тать в каждый момент времени постоянным: h(t)e, где e ∈ R3, |e| = 1, а h(t) ∈ R
– напряженность поля. Вычисления проводятся в системе координат, связанной
с телом. Обозначим через J = diag(J1,J1,J2) – обратный тензор инерции, через
m ∈ R3 – момент тела, а черезN ∈ R3 – магнитный момент тела. Будем считать,
чтоN лежит на оси симметрии и, значит, JN = J2N . Тогда, если u(t) ∈ [−u0,u0]
– напряжение на катушке в момент t, аR – ее внутреннее сопротивление, то

ṁ = [m,Jm] + h[e,N ]; ė = [e,Jm]; ḣ = −Rh+ u; (1.5)

16



где [·,·]обозначаетвекторноепроизведение.Такимобразом,фазовоепространство
M = {m,e,h} семимерно:M = R7 \ {e = 0} (с помощью линейного растяжения
удобно считать, что R = 1, а |e| > 0), и dimT ∗M = 14. Исследуется задача
быстродействия: T → inf. ПустьM′ = T ∗M ∩

(
{x : [e,N ] ̸= 0,

⟨
e,[m,q]

⟩
̸= 0}

)
.

Теорема (1.5). Движение по любой особой экстремали наM′ в задаче быстродей-
ствия для системы (1.5) устроено следующим образом: (i) векторыm, N и e во
время движения лежат в одной плоскости и образуют друг с другом постоянные
углы; (ii) векторm имеет постоянную длину и параллелен сумме вектораN и его
проекции на направление магнитного поля e;(iii) векторы m и e вращаются во-

кругN с постоянной угловой скоростьюΩ =
⟨
e,e

⟩
+(J2−J1)

⟨
e,N

⟩⟨
N,N

⟩; и (iv) особое
управление задается формулой us = hR ∈ (−u0,u0).

В второй главе проведено исследование понятия порядка особой экстре-
мали в задачах смногомернымуправлением.Аименно, рассмотрим гамильтонову
системуH(q,p,u), где u ∈ Ω ⊂ Rk выбирается из принципа максимума.

Предположим, чтооптимальноеуправлениеu∗(t) является внутренней точ-
кой множестваΩ, т.е. ∂

∂u
H = 0, и ∂2

∂u2
H ≤ 0. Так как ∂

∂u
H = 0, то гессиан ∂2

∂u2
H

– корректно определенная симметрическая билинейная форма на Tu∗(t)Ω = U .

Определение (2.1). Если на траектории при t ∈ (t0,t1) выполняется u∗(t) ∈ IntΩ
(значит ∂

∂u
H = 0) и гессиан ∂2

∂u2
H
(
t,q∗(t),p∗(t),u∗(t)

)
имеет не полный ранг, то

траектория называется особой экстремалью на промежутке (t0,t1).

Рассмотрим оптимальную особую траекторию q∗(t),p∗(t),u∗(t) (управле-
ние u∗(t) предполагается гладким на (t0,t1)). Для каждого t ∈ (t0,t1) введем ин-
дуктивно флаг линейных подпространств U0(t) ⊇ U1(t) ⊇ . . . в пространстве U

и билинейные формыBj(t) на Uj(t). Положим52 U0(t) ≡ U иB0(t) =

{
∂2

∂u2
H
}∗

.

Если рангBj−1(t) не полный, то продолжим индукцию и определим

Uj(t) = kerBj−1(t); Bj(t) = (−1)j

{
∂

∂u

d 2j

dt 2j
∂

∂u
H
}∗ ∣∣∣

Uj(t)
.

Теорема (2.2). Если ранги формBj(t) постоянны при t ∈ (τ1,τ2), тоBj(t) иUj(t)

гладко зависят от t и определены инвариантно относительно гладких зависящих
отвременизаменкоординатнаU ,формыBj(t)являютсясимметрическиминепо-

ложительно определенными и
{
∂
∂u

d 2j+1

dt 2j+1
∂
∂u

H
}∗ ∣∣∣

Uj+1(t)
= 0 ∀j ≥ 0.

52Символ {·}∗ означает подстановку особой экстремали. То есть если, например, f = f(t,q,p,u,u̇), то {f}∗ =

f(t,q∗(t),p∗(t),u∗(t),u̇∗(t)).
17



Определение (2.2). Локальным порядком направления ξ(t) называется наиболь-
шее h ∈ Z+ такое, что ξ(t) ∈ Uh(t) при всех t ∈ (t1,t2).

Определение (2.3). Предположим, что размерности подпространств Uh(t) посто-
янны при t ∈ (t1,t2). Локальным порядком q∗(t), u∗(t) называется последователь-
ность неотрицательных целых чисел (h0,h1,h2, . . .), где hs = rkBs(t)

∣∣
Us(t)

.

Во второй главе проведена процедура построенияфлага глобальныхпоряд-
ков, аналогичная переходу с локального порядка на глобальный в случае d = 1.

Определение (2.5). Пустьu∗(t), t ∈ (t0,t1) – управление на особой траектории, ко-
торая сопрягается (стыкуется) внекоторой точке τ снеособой траекторией суправ-
лением ũ(t).Тогдасопряжениеназываетсярегулярным, если(1)особоеуправление
u∗(t) гладко зависит от t в окрестности τ ; (2) неособое управление ũ(t) является
гладким в односторонней окрестности τ и непрерывно в самой точке τ .

Теорема (2.4). Пусть для аффинной по управлению системы определен глобаль-
ный порядок в окрестности особой на промежутке (t0,t1) экстремали q∗(t), p∗(t),
u∗(t). Если особая экстремаль q∗(t), p∗(t),u∗(t) регулярно сопрягается с неособой
q̃(t), p̃(t), ũ(t) в точке τ ∈ (t1,t2), и выполнено усиленное условие Гоха-Кренера

(−1)h
∂

∂u

d 2h

dt 2h
∂

∂u
H
∣∣∣
(τ,q∗(τ),p∗(τ))

[
ũ(τ)− u∗(τ); ũ(τ)− u∗(τ)

]
< 0,

где h <∞ – глобальный порядок направления ũ(t)− u∗(t), то h нечетно.

Во второй главе изучен класс задач, в которых, с одной стороны, сопряже-
ние особой траектории с неособыми неизбежно (по теореме 3.1 в главе 3), а, с дру-
гой стороны, теорема 2.4 (см. [8]) запрещает регулярное сопряжение. Итак, рас-
смотрим оптимизационную задачу

J(x) = 1
2

∫ +∞
0

⟨
x,Cx

⟩
dt→ min

x(h) = u, |u| ≤ 1, x ∈ U, u ∈ U ; и x(k−1)(0) = q0k ∀k ≤ h.
(2.10)

Здесь U ≃ Rn,
⟨
·,·
⟩
– скалярное произведение, а C – симметрическая, поло-

жительно определенная билинейная форма. В данной задаче есть равно одна
особая экстремаль x = u = 0. Ее порядок является последовательностью
(0, . . . ,0, dimU,0 . . .) где dimU стоит на h-ом месте (подробнее см. [3, 8]). Теоре-
ма3.1 (см. главу3) гарантирует,чтоприлюбыхначальныхданныхq0 = (q01, . . . ,q

0
h)

существует и единственное оптимальное решение задачи (2.10) и оно попадает в
начало координат за конечное время T (q0).

После подходящей линейной замены координат система принципа макси-
мумаПонтрягина задачи (2.10) сводитсяк следующейсистемеобыкновенныхдиф-
ференциальных уравнений на zk ∈ U :

ż1 = z2; ż2 = z3; . . . ; ż2h = Cu; u = (−1)h+1 z1
|z1|

. (2.12)
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Ключевую роль в отыскании явных решений играет многочлен Ph(α):

Ph(α) =
(
2h+ iα

)(
(2h− 1) + iα

)
. . .

(
1 + iα

)
, (2.13)

и следующие корни αj его мнимой части:

ImPh(αj) = 0, (−1)h+1RePh(αj) > 0, αj > 0. (2.14)

Обозначим через λ1, . . . ,λs собственные числа формыC, а черезU1, . . . ,Us

– соответствующие собственные подпространства.

Теорема (2.6, совместно сМ.И. Зеликиным). Рассмотримлюбойнабордвумерных
плоскостей Lm ⊆ Ukm,m = 1, . . . ,N . Если для некоторых (различных) αjm > 0

из (2.14), µ ∈ R и всехm выполнено Ph(αjm)
λkm

= µ, то любая траектория вида53

z1 =
N∑

m=1

t2h exp
{
±iαjm ln |t|

}
ym, u = µ

N∑
m=1

exp
{
±iαjm ln |t|

}
ym, (2.15)

оптимальна для задачи (2.10) при любых ym ∈ Lm, лишь бы µ2
∑

|ym|2 = 1.

На каждой оптимальной траектории (2.15) управление проходит обмотку
клиффордова тораTN = (L1× . . .×LN)∩{|u| = 1} и выходит за конечное время
на особую экстремаль x = u = 0. Тор TN вложен в сферу Sn−1 = {|u| = 1} ⊆ V

единичного радиуса. Более того, если значения αj1, . . . ,αjN линейно независимы
надQ, то полученная обмотка тораTN является всюду плотной.

Предложение (2.1). Условие (2.14) имеет ровно
[
h

2

]
корней.

В [3] доказано, что при h ≤ 15 решения (2.14) линейно независимы надQ.

Гипотеза (2.1). Положительные решения {αj}[h/2]j=1 условия (2.14) линейно незави-
симы над полем рациональных чиселQ.

Во второй главе эта гипотеза доказана для первого нетривиального случая
h = 4 (пример 2.3, совместно с М.И. Зеликиным). Доказательство опирается на
классическую теорию Галуа.

В третьей главе диссертации исследована структура оптимального синте-
за в следующем классе нильпотентно-выпуклых задач оптимального управления:

J(x) =
+∞∫
0

f
(
x(t)

)
dt → inf

x(h)(t) = u(t); u(t) ∈ Ω;

(3.1)

53ЕслиL – это двумерная плоскость, то через exp{a± ϕi} = ea(cosϕ± i sinϕ) обозначено растяжение в ea раз и
поворот на угол ϕ (в фиксированном направлении) наL.
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с начальными условиями

x(0) = q01, ẋ(0) = q02, . . . ,x
(h−1)(0) = q0h. (3.2)

Здесь h ∈ N; x,u ∈ U ≃ RN ; множествоΩ ⊂ U является выпуклым, компактным
и 0 ∈ IntΩ; f : U → R – некоторая неотрицательная выпуклая функция, f(0) = 0;
а q0 = (q01, . . . ,q

0
h) – произвольные начальные данные.

Выпуклость задачи (3.1) влечет то, что принципмаксимумаПонтрягина яв-
ляется не только необходимым условием оптимальности но и, по существу, доста-
точным (см. теорему 3.3).

Для краткости будем писать q = (q1, . . . ,qh), где qk = x(k−1).

Теорема (3.1). Предположим, что в нильпотентно-выпуклой задаче (3.1,3.2)
функция f в некоторой окрестности W начала координат удовлетворяет (для
некоторых константC1, C2 ≥ 0 и γ ≥ 1) неравенствамC1|x|γ ≤ f(x) ≤ C2|x|γ .
Тогда в задаче (3.1) определен такой непрерывный правосторонний поток P t

наUh, t ≥ 0, что P 0 = id, P t1+t2 = P t1 ◦ P t2 при t1,t2 ≥ 0, и

(i) Для любых начальных данных q0 существует и единственная оптимальная
траектория q̂(t,q0) задачи (3.1,3.2), и она имеет вид q̂(t,q0) = P tq0.

(ii) Найдется такой момент времени T (q0) ≥ 0, что P tq0 = 0 при t ≥ T (q0).
Причем функция T (q0) непрерывна. Более того, ∃α,β > 0, что для любой
точки q0 из некоторой окрестности начала координат выполнено

αmax(|q01|
1
h ,|q02|

1
h−1 , . . . ,|q0h|) ≤ T (q0) ≤ βmax(|q01|

1
h ,|q02|

1
h−1 , . . . ,|q0h|).

ЕслиW = U , то эта оценка выполнена для всех q0.

(iii) Отображение P t является сюрьекцией при любом t ≥ 0.

Предположим дополнительно, что f ∈ C2(U). Обозначим через p =

(p1, . . . ,ph) – сопряженные к q = (q1, . . . ,qh) переменные из принцип максимума
Понтрягина. Тогда

H(p,q,u) = −λ0f(q1) +
h−1∑
i=1

⟨
pi,qi+1

⟩
+

⟨
ph,u

⟩
,

Теорема (3.2). Если f ∈ C2(U) и выполняются условия теоремы 3.1, то (i) оп-
тимальная траектория q̂(t,q0) = P tq0 нормальна, т.е. λ0 ̸= 0. Если выбрать
λ0 = 1, то сопряженная функция p̂(t,q0) единственна. Определим отображение
E : Uh → Uh∗, E(q0) = p̂(q0,0). Тогда (ii) для любых t ≥ 0 и q0 выполняется
p̂(t,q0) = E(P tq0); (iii) отображение E есть локально липшицевый гомеомор-

физмUh иUh∗; и (iv) липшицева поверхностьL = {(q,E(q)),q ∈ Uh} ⊂ Uh⊕Uh∗,
сотканная из оптимальных траекторий, является лагранжевой.
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ОтображениеE является, с точностьюдо знака, дифференциаломфункции
Беллмана. Отметим еще, что в третьей главе разобрано множество примеров при-
менения этих теорем. Например, формула Лефшеца позволяет доказать существо-
вание оптимальных траекторий специального вида (примеры 3.2 и 3.4).

В примере 3.1 с помощью теоремы Кантора-Бендиксона доказан следую-
щий результат, дающий для данного класса задач ответ на давний открытый во-
прос: насколько «плохим» может быть оптимальное управление. А именно, если в
задаче (3.1)множествоΩ строговыпукло, иf ∈ C2, то управлениенаоптимальной
траектории может иметь лишь конечное или счетное число точек разрыва.

Основной объект исследования в четвертой главе – это гамильтоновы си-
стемы, аффинные по многомерному управлению из многогранникаΩ ⊂ U ≃ RN

(см. [6]). Довольно часто ключевую роль при изучении глобального поведения ре-
шений таких систем играют особые экстремали и геометрия их окрестностей. Без
ограничения общности, dimU = dimΩ. Итак, на симплектическом многообразии
M задана управляемая гамильтонова система принципа максимума Понтрягина

H(x,u) = H(x) +
⟨
G(x),u

⟩
. (4.1)

Здесь x = (q,p) ∈ M, H : M → R и G : M → U ∗ – беско-
нечно гладкие функции, а

⟨
·,·
⟩
обозначает действие ковектора на векторе. Оп-

тимальное управление û выбирается согласно принципу максимуму Понтрягина:⟨
G,û

⟩
= maxv∈Ω

⟨
G, v

⟩
. Очевидная геометрическая интерпретация принципамак-

симума Понтрягина заключается в том, что û лежит в опорной гиперплоскости⟨
G, v

⟩
= const к многогранникуΩ (еслиG ̸= 0). Пересечение опорной гиперплос-

кости с Ω может быть вершиной или гранью. Рассмотрим произвольную траекто-
рию x(t),u(t) системы (4.1)

Определение (4.1). (i) Если для почти всех t из промежутка (t1,t2) максимум
в принципа максимума Понтрягина для (4.1) достигается ровно в одной вер-
шине (возможно в разных при разных t), то траекторию x(t),u(t) будем назы-
вать неособой на (t1,t2).

(ii) Зафиксируем граньΓмногогранникаΩ. Если при всех t из промежутка (t1,t2)
максимум в принципа максимума Понтрягина для (4.1) достигается одновре-
менно на всех точках Γ и только в них, то такую траекторию будем называть
особой по грани Γ.

Рассмотрим управляемую динамическую систему на многообразииM

q̇ = a(q) +B(q)u. (4.9)

Здесь q ∈M , a(q) ∈ TqM иB(q) ∈ Hom(U,TqM) гладко зависят от q ∈M . Будем
считать, что dimM ≥ dimU = dimΩ. Целевойфункционал – терминального типа
и не влияет на гамильтонову систему принципа максимума Понтрягина.
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Определение (4.4). Будем говорить, что управление в системе (4.9) голономно по
грани Γ, если отображение B(q)|Γ′ невырождено, и поле плоскостей B(q)Γ′ ⊆
TqM интегрируемо. Здесь Γ′ – линейное подпространство, параллельное Γ.

Теорема (4.1). Если управление в системе (4.9) голономнопо граниΓ, то на поверх-
ностиMΓ форма {G,{H,G}} является симметрической.

ПрипомощиметоданиспадающейсистемыскобокПуассона системаприн-
ципа максимума Понтрягина для задачи, голономной по всем граням многогран-
никаΩ сводится к следующей модельной нильпотентно-выпуклой задаче:

J(q) =
1

2

∫ +∞

0

⟨
q(t),q(t)

⟩
dt→ inf; q̇ = u; u ∈ Ω ⊂ U ; q(0) = q0. (4.14)

Рис. 4.2: Оптимальная
траектория−q̂(x)

Здесь q,u ∈ U ≃ Rn, и 0 ∈ IntΩ. Топология
оптимального синтеза принципиально различается в
случаях, когда ортогональная проекции начала коор-
динат OΓ на плоскость грани Γ попадает в IntΓ и не
попадает. В четвертой главе построен оптимальный
синтез для следующего случая (см. рис. 4.2)

Определение (4.5). Будем называть многогранникΩ
не слишком скошенным, если OΓ ∈ IntΓ для любой
грани Γ многогранникаΩ.

Теорема (4.2). Предположим, что компактный мно-
гогранникΩ является не слишком скошенным. Тогда
для любой начальной точки q0 ̸= 0 существуют и
единственные наборы граней Γ1 ⊂ . . . ⊂ Γk ̸= Ω

и набор чисел λ1 > 0, . . . ,λk > 0такие, что

−q0 = λ1OΓ1
+ . . .+ λkOΓk

∈ cone(Γ1, . . . ,Γk), λj > 0 ∀j.

Обозначим tj =
∑j

i=1 λi, t0 = 0,tk = T (q0). Тогда û(t,q0) = OΓj
при t ∈ (tj−1,tj) и

−q̂(t,q0) = λj
tj − t

tj − tj−1
OΓj

+ λj+1OΓj+1
+ . . .+ λkOΓk

∈ cone(Γj,Γj+1, . . . ,Γk).

Для произвольной управляемой системы условие «не слишком скошенно-
сти» Ω в точке x0 ∈ MΩ означает следующее: необходимо в пространстве управ-
ленийU выбрать особое управлениеOΓ(x0) по граниΓ за начало координат, а фор-
му {G,{H,G}}|x0

– за скалярное произведение, и применить определение 4.5. При
этом необходимо, чтобы форма {G,{H,G}} была симметрическая и положитель-
но определенная. В голономном случае форма {G,{H,G}} является симметрич-
ной. По необходимому условию локальной оптимальности Гоха-Кренера форма
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{G,{H,G}} должна быть симметрической неотрицательно определенной. Поэто-
му на локально оптимальной особой траекторией первого порядка в голономной
задаче (4.9) форма {G,{H,G}} положительно определенна.

Теорема (4.3). Пусть x̂(t),û(t), t ∈ (τ1,τ2), – оптимальная особая траектория по
всему компактномумногогранникуΩ системы (4.1) с голономнымуправлениемпо
каждой граниΩ. Предположим, чтоформа {G,{H,G}} положительно определе-
на в точке x̂(t∗) при t∗ ∈ (τ1,τ2).

Если многогранникΩ является не слишком скошенным относительноточ-
ки x̂(t∗), то определено следующее семейство траекторий выходящих из x̂(t∗)
и удовлетворяющих принципу максимума Понтрягина и необходимым условиям
Гоха-Кренера: для каждого набора граней Γ1 ⊃ Γ2 . . . ⊃ Γk определена та-
кая траектория x(t), u(t) выходящая из x̂(t∗) при t > t∗, что ẋ(t) = u

(
x(t)

)
u
(
x(t)

)
= OΓi

(
x(t)

)
при t ∈ (ti−1,ti). Здесь t∗ = t0 < t1 < t2 < . . . < tk – лю-

бой набор, а разница tk − t∗ достаточно мала. Выход на особуютраекторию при
t < t∗ устроен аналогично.

В пятой главе изучается оптимальный синтез в следующей нильпотентно-
выпуклой задаче оптимального управления:

J(x) = 1
2

+∞∫
0

⟨
x(t),x(t)

⟩
dt→ inf

ẍ = u; u ∈ Ω ⊂ U ; x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

(5.1)

Здесьx,u ∈ U ≃ R2, аΩ является (замкнутым) треугольником,и0 ∈ IntΩ.Обозна-
чим y = ẋ. Пусть ϕ,ψ – сопряженные к x и y переменные из принципа максимума
Понтрягина, q = (x,y), p = (ϕ,ψ),M = U ⊕U = {(x,y)} иM = T ∗M = {(p,q)}.
По теореме 3.2 λ0 ̸= 0 в принципе максимума Понтрягина. Положив λ0 = 1, полу-
чаемH = −1

2

⟨
x,x

⟩
+

⟨
ϕ,y

⟩
+

⟨
ψ,u

⟩
. Соответствующая гамильтонова система с

разрывной правой частью имеет вид:

ψ̇ = −ϕ; ϕ̇ = x; ẋ = y; ẏ = u;
⟨
ψ,u

⟩
→ max

u∈Ω
(5.2)

В задаче (5.2) существует ровно одна особая по Ω траектория: x ≡ y ≡
ϕ ≡ ψ ≡ u ≡ 0. Она имеет второй глобальный порядок. В главе 9 доказано, что
хаотическое поведение оптимальных траекторий задачи (5.1) является типичным
для гамильтоновых систем с разрывной правой частью.

Гамильтонова система (5.2) обладаетмасштабной группой симметрийR\0
с действием g следующего вида: g(λ)(x,y,ϕ,ψ) = (λ2x,λy,λ3ϕ,λ3ψ).

Важную роль при построении полного оптимального синтеза в задаче (5.1)
играют автомодельные траектории – это такие траектории, которые являются пе-
риодическими, с точностью до подкрутки на действие g группыR+:
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Определение (5.2). Мыбудемназывать траекторию (x(t),y(t),ϕ(t),ψ(t)) системы
(5.2) автомодельной, если существуют такие t0 > 0 и λ0 > 0, что

g(λ0)(x(t),y(t),ϕ(t),ψ(t)) =
(
x(t0 + λ0t),y(t0 + λ0t), ϕ(t0 + λ0t),ψ(t0 + λ0t)

)
Определение (5.3). Поверхностью переключения S в задаче (5.1) мы будем назы-
вать множество точек вM = T ∗M , на которых максимум по u в (5.2) достигается
не в единственной точке треугольникаΩ.

Сформулируем основной результат пятой главы: теорему 5.1 о хаотичном
поведении оптимальных траекторий в задаче (5.1). Первые три пункта теоремы
описывают исследуемое множество точек Ξ на лагранжевой поверхностиM+ =

E(R4) (см. теоремы 3.1 и 3.2), а в последнем пункте описана хаотическая динами-
ка траекторий на Ξ. Множество Ξ является аналогом множества неблуждающих
траекторий, естественным для интегральных воронок.

Флаг глобальных порядков единственной особой траектории x = y = ϕ =

ψ = u = 0 в задаче (5.1) есть (0,0,2,0 . . .). Поэтому по теореме 2.4 любая тра-
ектория из Ξ пересекает S счетное число раз, и хаотическая динамика поведения
этихтраекторийописанав терминахпоследовательностипересечениястратS . Эта
последовательность кодируется с помощью пространства Σ01 бесконечных в обе
стороны слов из 0 и 1. Через l : Σ01 → Σ01 обозначена топологическая цепь Мар-
кова, т.е. l – это сдвиг влево. Динамическая система l : Σ01 → Σ01 совпадает с
динамической системой подковы Смейла на множестве неблуждающих точек.

Теорема (5.1). Существует такое число ε > 0, что если углы треугольника Ω

в задаче (5.1) отличаются от π/3 не более чем на ε и расстояние от центра Ω

до начала координат не превосходит ε diamΩ, то определено такое множество
Ξ ⊂ M = T ∗M = {(x,y,ϕ,ψ)}, что

(I) Для любой точки z ∈ Ξ определено такое время T (z) < ∞, что траекто-
рияX(t,z) гамильтоновой системы (5.2), проходящая через z, существует и
единственная при t ∈ [−∞;T (z)], иX(T (z),z) = 0.

(II) Множество Ξ соткано из траекторий гамильтоновой системы (5.2): если
z ∈ Ξ, тоX(t,z) лежит вΞ при всех t ∈ [−∞;T (z)).

(III) ПроекциятраекторииX(t,z)наM , продолженнаянулемпри t > T (z), опти-
мальнаприлюбомz ∈ Ξ.ТраекторияX(t,z)пересекаетS счетное(бесконеч-
ное) число раз в моменты . . . < t−1 < t0 < t1 < t2 . . . < T (z),X(tk,z) ∈ S и
t0 ≤ 0 < t1, причем tk → T (z) при k → +∞ и tk → −∞ при k → −∞.

(IV) Рассмотрим динамическую системуΦ : Ξ ∩ S → Ξ ∩ S , переводящую точ-
ку z ∈ Ξ на S в точку следующего пересечения траекторииX(t,z) с S , т.е.
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Φ(z) = X(t1,z). Существует такое натуральное n > 0 (одинаковое для
всех треугольников Ω), что отображение Φn полусопряжено с топологиче-

ской марковской цепью на
2⊔
Σ01, а именно: существует такое непрерывное

сюрьективное отображениеΨ01 : Ξ ∩ S →
2⊔
Σ01, чтоΨ01 ◦ Φn = l ◦Ψ01.

В восьмой главе полностью описан оптимальный синтез в задаче (5.1)
для случая, когда треугольник Ω является правильным. В этом случае на фактор-
пространствеM/g существуют три важных циклаZij , отвечающие трем выделен-
ным семействам автомодельных траекторий. Каждое такое семейство получает
при ограничении задачи (5.1) на прямую, содержащую высоту треугольника Ω.
При таком ограничении получается одномерная задача Фуллера с несимметрич-
ным отрезком управлений. Также на пространствеM/g определены два трехзвен-
ных цикла Z±, найденные в пятой главе диссертации. Циклы Zij являются притя-
гивающими, а циклыZ± – отталкивающими.

В восьмой главе показано, что почти все оптимальные траектории в зада-
че (5.1) вобратномвременипритягиваютсякодномуиздвухцикловZ±, а впрямом
времени выходят за конечное время со счетным числом переключений на один из
трех цикловZij . Выражение «почти все» означает, что наM/g определено множе-
ство точекX полной меры, удовлетворяющих описанным свойствам. Множество
(M/g) \ X имеет нецелую размерность, а поведение траекторий на нем является
хаотическим (например содержит счетное число периодических траекторий).

Для доказательства этого факта в шестой главе на фактор-поверхности
S/g выделены 4 множества A.A, A.C, C.A и C.C, которые (с точностью до под-
крутки на действие группы S3) обладают следующими свойствами: (i)

(
(M/g) \

X
)
∩ (S/g) ⊂ A.A ⊔ A.C ⊔ C.A ⊔ C.C; и (ii) множества A.A, A.C, C.A и C.C

образуют предмарковское разбиение для отображенияΦ/g (см. определение 7.2).
Для получения описания хаотической структуры оптимального синтеза

необходимы также метрические свойства отображенияΦ/g, касающиеся гипербо-
личности системы. По теореме 3.2 отображениеΦ/g является лишь липшицевым.
Поэтому в седьмойглавеподробноизученыдинамические системы, обладающие
лишь свойством липшивости.

Пусть B1 и B2 два прямоугольника в пространстве Rk ⊕ Rm, то есть Bi =

Di ×D′
i, гдеDi ⊆ Rk иD′

i ⊆ Rm, i = 1,2,Di иD′
i – замкнутые диски (или гомео-

морфные им подмножестваRk иRm), и f – некоторое липшицево отображение из
B1 вRk × Rm. Вообще говоря, некоторые точки изB1 могут не попасть вB2. Обо-
значим через (x,y) – координаты на B1, а через (u,v) – координаты на B2. Здесь
x,u ∈ Rk и y,v ∈ Rm. Положим u = u(x,y) и v = v(x,y) – проекции f(x,y) наRk

иRm соответственно.
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Определение (7.1). Пусть f(B1) ∩B2 = f(C). Будем называть множествоC пол-
ным для отображения f , если (1)C связно; (2) pr′(C) = D′

1; (3) Для любого z ∈ C

отображение pr |f(C∩(D1×pr′(z))) является сюрьекцией наD2.

Здесь pr и pr′ – проекции на Rk и Rm соответственно. Данные требова-
ния стандартны для систем типа подковы. Обозначать через Lipc(x → y) (или
Lipc(u → v)) пространство липшицевых функций ψ : Rk → Rm с константой
Липшица c и метрикой из пространстваC0.

Предположим, что (черезρобозначенорасстояние в соответствующемпро-
странстве). {

ux∆x ≤ ρ
(
u(x2,y0),u(x1,y0)

)
≤ ux∆x,

ρ
(
u(x0,y2),u(x0,y1)

)
≤ uy∆y,{

vy∆y ≤ ρ
(
v(x0,y2),v(x0,y1)) ≤ vy∆y,

ρ
(
v(x2,y0),v(x1,y0)

)
≤ vx∆y,

(7.1)

для любых x0,x1,x2,y0,y1 и y2 таких, что f(xi,yj) ∈ B2. Здесь и далее ∆x =

ρ(x2,x1),∆y = ρ(y2,y1). Через ux, ux и т.д. обозначены неотрицательные констан-
ты. Мы предполагаем, что ux ≥ ux > 0 и vy ≥ vy > 0.

Определение (7.2). Липшицева динамическая система f : B → B допускает раз-
резание на прямоугольники (или предмарковское разбиение), если существует ко-
нечный набор прямоугольниковBi,B = ⊔Bi такой, что (i) для каждого отображе-
ния f ij = f |Bi∩f−1(Bj) определены такие липшицевыконстантыux

ij ,uxij и т.д., что
выполняются условия (7.1); (ii)

(
f(Bi) ∩ f(Bj)

)
∩ Bk = ∅ при любых k и i ̸= j; и

(iii) компоненты f ij(Bi) ∩Bj являются полными для f ij .

Основныерезультатыофрактальнойструктурелипшицевойдинамической
системы f : B → B в седьмой главе получены в предположении, что f удовлетво-
ряет следующему набору условий:

Определение (7.4). Липшицева динамическая система f : B → B на предмарков-
ском разбиенииB = ⊔iBi удовлетворяет условиям липшицевой гиперболичности,
если

(I) Существуют такие константы ci ≥ 0, что для каждой стрелки (ij) в графе Γ

выполняются неравенства uxij − ci uy
ij > 0 и

ci vy
ij + vx

ij

uxij − ci uy
ij ≤ cj .

(II) Константы ci ≥ 0 можно выбрать так, что для каждого простого цикла54 σ =

(i1i2 . . . iki1) выполняется λi1i2λi2i3 . . . λiki1 < 1, где λij =
ux

ijvy
ij + uy

ijvx
ij

ux
ij − ciuy

ij .

54Цикл (i0, . . . iN ,i0), не содержащий повторяющихся вершин, будем называть простым.
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По предмарковскому разбиению очевидным образом строится граф Γ: из
вершины i ведет стрелка в вершину j, если f(Bi) ∩ Bj ̸= ∅. Обозначим простран-
ство бесконечных в обе стороны путей в графе Γ через ΣΓ, а бесконечных только
вправопутей в графеΓчерезΣ+

Γ . Если f обратимо, то разбиениеB = ⊔Bi является
предмарковским и для f−1. Отображению f−1 отвечает граф Γ∗, построенный по
Γ обращением стрелок.

Обозначим через NW(f) множество неблуждающих точек, а через55

S(f) = {x ∈ B : fk(x) ∈ B ∀k ∈ Z}. Асимптотические свойства динамиче-
ской системы f : B → B описываются с помощью ее ограничения на S(f).

Теорема (7.1). Предположим, что липшицева динамическая система f : B → B

обладает предмарковским разбиениемB = ⊔N
i=1Bi, отображение f обратимо:

ux
ijvy

ij − uy
ijvx

ij > 0 для каждой стрелки (ij) в графе Γ,

и для f и f−1 выполнены условия липшицевой гиперболичности с константами ci и
di соответственно, причем cidi < 1 для всех i. Тогда существует гомеоморфизм
ΦΓ : ΣΓ → S(f) сопрягающий динамическую систему f : S(f) → S(f) и бернул-
лиевский сдвиг l : ΣΓ → ΣΓ, то есть f ◦ ΦΓ = ΦΓ ◦ l. Более того,NW(f) ⊆ S(f),
а если граф Γ связен, тоNW(f) и S(f) совпадают.

Размерности по Хаусдорфу иМинковскому множества NW(f) можно оце-
нить следующим образом. Пусть Λ± = (λ±ij), Λ′

± = (λ±ij
′
), где если (ij) является

стрелкой в графе Γ, то

0 < λ−ij
′
=
ux

ij vy
ij − uy

ij vx
ij

ux
ij + ciuy

ij ≤ λ−ij =
ux

ij vy
ij + uy

ij vx
ij

ux
ij − ciuy

ij (7.15)

и λ−ij = λ−ij
′
= 0 в противном случае. Аналогично, если (ij) стрелка в Γ, то56

0 < λ+ji
′
=
yv

ji xu
ji − yu

ji xv
ji

yv
ji + djxv

ji ≤ λ+ji =
yv

ji xu
ji + yu

ji xv
ji

yv
ji − djxv

ji (7.16)

и λ+ji = λ+ji
′
= 0 в противном случае.

ЕслиA = (aij), aij ≥ 0 – матрица и s ≥ 0, то черезAs = (asij) обозначена
матрица, каждый элемент которой возведен в степень57 s.

Теорема (7.5). Предположим, что липшицева динамическая система f : B → B

удовлетворяет условиям теоремы 7.1. Тогда если граф Γ примитивен, то

(s′− + s′+)α ≤ dimH NW(f) ≤ dimBNW(f) ≤ s− + s+.

55Еслиfk(x) ∈ B иfk+1(x) /∈ B длянекоторогоk ≥ 0, то точкаxперестает участвовать вдинамической системе
f : B → B после k-ой итерации. Аналогично, если fk(x) ∈ B и fk−1(x) /∈ B для некоторого k ≤ 0.

56Константы xu
ij ,xu

ij и т.д. есть константы Липшица для отображения f−1
ij из условия (7.1).

57Если s = 0, тоA0 состоит из 0 и 1, где единицы стоят на тех позициях, что aij ̸= 0.
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Здесь α = minσ
{

logλ−
σ

logλ−
σ
′ ,

logλ+
σ

logλ+
σ
′

}
по всем простым циклам σ в Γ, а s± и s′± выбира-

ются так, чтобы соответствующий спектральный радиус равнялся 1:

ρ
(
(Λ−)s−

)
= 1; ρ

(
(Λ′

−)s′−
)
= 1; ρ

(
(Λ+)s+

)
= 1; ρ

(
(Λ′

+)s′+
)
= 1.

B A

C

D

r

r

t

r

t

Рис. 8.2: Граф Γ̂ – прототип графа Γ из определения 8.1.

В восьмой главе доказана теорема о структуре хаоса в оптимальном син-
тезе в задаче (5.1) для случая, когда треугольник Ω является правильным. В этом
случае хаотическая динамика описывается с помощью топологической цепиМар-
кова на следующем ориентированном графе Γ:

Определение (8.1). Изображенная схема графа Γ̂ на рис. 8.2 является прототипом
графа Γ. Множество вершин Γ есть прямое произведение множества вершин Γ̂ и
множества упорядоченных пар чисел (ij), i,j ∈ {1,2,3}, (i ̸= j). ПоэтомуΓ имеет
24 вершины {A12,A13, ...D32}. Из вершины Aij графа Γ ведет стрелка в вершину
Bi′j′ если j = i′ и i ̸= j′. В знак этогофакта в Γ̂ стрелкаA→ B помечена значком r.
Из Aij ведет стрелка Ci′j′ если i′ = j и j′ = i. В знак этого факта в Γ̂ стрелка
A → C помечена значком t. Стрелки Bij → Ai′j′, Cij → Di′j′ и Dij → Ai′j′

строятся аналогично. Других стрелок в графе Γ нет.

Первые три пункта основной теоремы 8.2 восьмой главы описывают иссле-
дуемые множества точекX иX+, сотканные из траекторий гамильтоновой систе-
мы (5.2), а остальные пункты теоремы описывают хаотическую динамику на этих
множествах. Поскольку любая траектория из множествX иX+ пересекает страти-
фицированное многообразие S разрыва правой части системы (5.2) счетное число
раз перед попаданием в начало координат, то хаотическая динамика этих траекто-
рий описана в терминах последовательности пересечения страт S .

Обозначим через .V множество путей в Γ, начинающихся из вершины V .

Теорема (8.2, совместно с ЗеликинымМ.И. и Хильдебрандом Р.). В расширенном
фазовом пространствеM = T ∗M задачи (5.1) определены два множества X и
X+, обладающие следующими свойствами
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(I) Для любойточки z ∈ X ∪X+ определенотакое времяT (z) <∞, чтотраек-
торияX(t,z) гамильтоновой системы (5.2), проходящая через z, существу-
ет и единственна при t ∈ [−∞;T (z)], иX(T (z),z) = 0.

(II) Множества X и X+ образованы из траекторий гамильтоновой системы
(5.2): если z ∈ X+, то X(t,z) лежит в X+ при всех t ∈ [0;T (z)). Если же
z ∈ X , тоX(t,z) лежит вX при всех t ∈ [−∞;T (z)).

(III) Проекция траектории X(t,z) на фазовое пространствоM , продолженная
0 при t > T (z) является оптимальной при любом z ∈ X ∪ X+ (то есть
X ∪ X+ ⊂ M+ = E(M)). ТраекторияX(t,z) пересекает S счетное число
раз в моменты . . . < t−1 < t0 ≤ 0 < t1 < t2 . . . < T (y),X(tk,z) ∈ S , причем
tk → T (z) при k → +∞ и tk → −∞ при k → −∞.

(IV) Динамическая системаΦ : X ∩S → X ∩S , переводящаяточку z ∈ X ∩ S в
точку следующего пересечениятраекторииX(t,z) смножествомS ,Φ(z) =
X(t1,z), полусопряжена с топологической цепьюМаркова наΣ+

Γ с помощью
некоторого отображенияΨΓ, т.е.ΨΓ ◦Φ = l ◦ΨΓ. ОтображениеΨΓ непре-
рывно и сюрьективно, а прообраз любой точки σ ∈ Σ+

Γ есть одномерное
гладкое многообразие, диффеоморфное открытому интервалу. Прообразы
множествΨ−1

Γ (.Aij),Ψ−1
Γ (.Bij),Ψ−1

Γ (.Cij) иΨ−1
Γ (.Dij) лежатна стратеSij

где ковектор ψ ортогонален ребру (ij)треугольникаΩ.

(V) Динамическая система Φ : X+ ∩ S → X+ ∩ S , переводящая точку
z ∈ X+ ∩ S в точку следующего пересечения траектории X(t,z) с множе-
ством S , Φ(z) = X(t1,z), полусопряжена с левым сдвигом на топологи-
ческой цепи Маркова на Σ+

Γ с помощью некоторого отображения Ψ+
Γ , т.е.

Ψ+
Γ ◦ Φ = l ◦Ψ+

Γ . ОтображениеΨ+
Γ непрерывно, и сюрьективно, а прообраз

любой точки σ ∈ Σ+
Γ есть липшицево многообразие, относительная внут-

ренность которого гомеоморфнадвумерномуоткрытомудиску.Прообразы
множеств (Ψ+

Γ )
−1(.Aij), (Ψ+

Γ )
−1(.Bij), (Ψ+

Γ )
−1(.Cij) и (Ψ+

Γ )
−1(.Dij) лежат

на Sij .

(VI) Размерности по Хаусдорфу и Минковскому множествX иX+ удовлетворя-
ют неравенствам

3.204 ≤ dimH X+ ≤ dimBX+ ≤ 3.408,

2.575 ≤ dimH X ≤ dimBX ≤ 3.284.

(VII) Топологическая энтропия левого сдвига l наΣΓ иΣ+
Γ равна

htop(l) = log2

 3

√
1

2
+

√
69

18
+

3

√
1

2
−

√
69

18

 ≈ 0.4057
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(VIII) Абсолютно аналогичная картина наблюдается в гамильтоновой системе
(5.2) для траекторий исходящих из начала координат, за исключением того,
что, они уже не будут оптимальными в задаче (5.1).

Рис. 9.1: Взаимное
расположение страт SH

ij , SH
123 и

областейΩi

В девятой главе диссертации с помощью раз-
работанного автором оригинального метода ниспада-
ющей системы скобок Пуассона получены результа-
ты о наличии хаотических структур в интегральных
воронках точек, лежащих на стыке трех гиперповерх-
ностей разрыва правой части гамильтоновой систе-
мы.

Рассмотрим гладкое 2n-мерное симплектиче-
ское многообразиеM2n. Пусть (2n− 1)-мерное стра-
тифицированноеподмногообразиеSH ⊂ Mразделя-
етM на конечное число открытых областейΩ1, ...Ωk:
(M =

∪
Ωi). Рассмотрим непрерывный гамильтони-

ан H(q,p) : M → R, ограничение которого Hi =

H|Ωi
на любое множествоΩi определяет гладкую функцию,C∞ продолжимую на

окрестностьмножестваΩi. РассмотримоткрытоемножествоU ⊂ M.Пусть вмно-
жестве U содержатся части лишь от трех (2n− 1)-мерных страт SH

ij ⊂ SH , (i,j =

1,2,3), которые разделяют областиΩi иΩj . Пусть SH
ij примыкают друг к другу по

стратеSH
123 размерности (2n−2). А именно, потребуем, чтобы в некоторой окрест-

ноститочкиx0 ∈ SH
123 выполнялисьследующиенеравенства (свозможнойзаменой

H на−H , см. рис. 9.1)

Hi(x) > max(Hj(x),Hk(x)) ∀x ∈ Ωi, для различных i, j и k из {1,2,3}. (9.1)

Без ограничения общностиH(x0) = 0. Обозначим

3G = 3F0 = H1+H2+H3, 3F1 = H2−H3, 3F2 = H3−H1, 3F3 = H1−H2. (9.2)

Определение (9.1). Точку x0 ∈ SH
123,H1(x0) = H2(x0) = H3(x0), будем называть

странной, если в x0 выполнены следующие условия:

(i) В окрестности x0 выполняется условие (9.1) (возможно с заменойH на−H).

(ii) ФункцийFr, (adFi)Fr, (adFj)(adFi)Fr и (adFk)(adFj)(adFi)Fr обращаются
в ноль в точке x0, где индекс r пробегает числа 1,2,3, а индексы i,j,k – числа
0,1,2,3. Набор их дифференциалов в точке x0 имеет максимальный ранг (на-
сколько это допускается условиями антикоммутативности, линейности, тож-
дествамиЯкоби и равенствомF1+F2+F3 ≡ 0). Иными словами, эти диффе-
ренциалы находятся в общем положении.
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(iii) БилинейнаяформаBrr′ = adFr(adG)3Fr′|x0
,r,r′ = 1,2,3, имеетмаксимально

возможный ранг 2, и является симметрической, неположительно (неотрица-
тельно)определенной, еслиусловие (9.1) выполняетсядляH (соответственно
для −H). Остальные (независимые от перечисленных) коммутаторы пятого
порядка от функцийG и Fr, r = 1,2,3, обращаются в ноль в x0.

Динамика траекторий в интегральной воронке странной точки x0 описыва-
ется в двух нижеследующих теоремах 9.1 и 9.2. В первой теореме дано более точ-
ное описание хаотичного поведения траекторий чем во второй, однако на форму
Brr′ наложено дополнительное ограничение, эквивалентное (для модельной зада-
чи (5.1)) условию правильного треугольника (аналогично теореме 8.2). Во второй
жетеореме этоусловие замененона естественноеусловиеблизостикправильному
треугольнику (аналогично теореме 5.1).

Теорема (9.1, совместно с ЗеликинымМ.И. иХильдебрандом Р.). Пустьточка x0
гамильтоновой системы с кусочно-гладким гамильтонианомH является стран-
ной, а формаBrr′ пропорциональна билинейной форме с матрицей (1− 3δrr′)

3
r,r′=1

с положительным множителем, если условие (9.1) выполняется для H , и с от-
рицательным, если условие (9.1) выполняется для −H . Тогда в окрестности x0
существует такое множествоXH(x0), что

(I) Для любой точки z ∈ XH(x0) определено такое время T (z) < ∞, что
траектория X(t,z), проходящая через z, существует и единственная при
t ∈ [0;T (z)], иX(T (z),z) = x0.

(II) Множество XH(x0) образовано из траекторий гамильтоновой системы с
гамильтонианомH: если z ∈ XH(x0), тоX(t,z) ∈ XH(x0) при t ∈ [0;T (z)).
Более того, траектория X(t,z) при t ∈ (0;T (z)) пересекает поверхность
SH счетное (бесконечное) число раз в моменты t1 < t2 < . . .,X(tk,z) ∈ SH ,
причем tk → T (z) при k → +∞.

(III) Динамическая система ΦH : XH(x0) ∩ SH → XH(x0) ∩ SH , переводящая
точку z ∈ XH(x0)∩SH вточку следующего пересечениятраекторииX(t,z)

с SH , т.е.ΦH(z) = X(t1,z), полусопряжена с помощью некоторого отобра-
женияΨH

Γ с одностороннейтопологической марковской цепьюΣ+
Γ бесконеч-

ных вправо путей нафиксированном графеΓ (см. определение 8.1), не завися-
щем от x0 иH , то есть следующая диаграмма коммутативна:

XH(x0) ∩ SH XH(x0) ∩ SH

Σ+
Γ Σ+

Γ

ΦH

ΨH
ΓΨH

Γ

l

31



Отображение ΨH
Γ непрерывно и сюрьективно. Прообраз (ΨH

Γ )
−1(σ) любой

точки σ ∈ Σ+
Γ гомеоморфен открытому двумерному диску D2, и диа-

метр Φk
H

(
(ΨH

Γ )
−1(σ)

)
стремится к 0 при k → +∞. Прообразы множеств

(ΨH
Γ )

−1(.Aij), (ΨH
Γ )

−1(.Bij), (ΨH
Γ )

−1(.Cij) и (ΨH
Γ )

−1(.Dij) лежат на страте
SH
ij с темиже индексами.

(IV) Если dG(x0) = 0, то размерности по Хаусдорфу иМинковскому множества
XH(x0) не зависят от x0 и H (лишь бы точка x0 удовлетворяла условиям
теоремы), совпадают с размерностями множестваX в теореме 8.2, и, сле-
довательно, удовлетворяют оценкам

3.204762 ≤ dimH XH(x0) ≤ dimBXH(x0) ≤ 3.407495. (9.4)

(V) Топологическая энтропия бернуллиевского сдвига l совпадает с топологиче-
ской энтропией из п. VII теоремы 8.2 и есть

htop(l) = log2

 3

√
1

2
+

√
69

18
+

3

√
1

2
−

√
69

18

 ≈ 0.4057

(VI) Аналогичная картина с обращением течения времени имеет место для тра-
екторий, выходящих из точки x0.

Теорема (9.2). Пустьточкаx0 гамильтоновойсистемыскусочно-гладкимгамиль-
тонианом H является странной. Предположим, что существует такое число
λH(x0) > 0 (если условие (9.1) выполняется дляH) или λH(x0) < 0 (если условие
(9.1) выполняется для −H), что форма λH(x0)Brr′ достаточно близка58 к били-
нейной форме с матрицей (9.3). Тогда в окрестности точки x0 существует мно-
жество точек точекΞH(x0), обладающее следующими свойствами:

(I) Для любой точки z ∈ ΞH(x0) определено такое время T (z) < ∞, что
траектория X(t,z), проходящая через z, существует и единственная при
t ∈ [0;T (z)], иX(T (z),z) = x0.

(II) Множество ΞH(x0) соткано из траекторий гамильтоновой системы с га-
мильтонианом H: если z ∈ ΞH(x0), то X(t,z) ∈ ΞH(x0) при t ∈ [0;T (z)).
Траектория X(t,z) при t ∈ (0;T (z)) пересекает поверхность SH счетное
(бесконечное) число раз в моменты t1 < t2 < . . ., X(tk,z) ∈ SH , причем
tk → T (z) при k → +∞.

58Под «достаточно близка» понимается существование такой независящей от x0 иH окрестности матрицы
(9.3) в пространстве симметрических матриц ранга 2, что форма λH(x0)Brr′ в ней лежит.
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(III) Рассмотрим динамическую систему ΦH : ΞH(x0) ∩ SH → ΞH(x0) ∩ SH ,
переводящуюточку z ∈ ΞH(x0) на SH в точку следующего пересечения тра-
екторииX(t,z)сSH ,т.е.ΦH(z) = X(t1,z).Существуеттакоенатуральное
n > 0 (одинаковое для всех гамильтоновых системиточекx0 и совпадающее
со степенью n в теореме 5.1), что отображениеΦn

H полусопряжено с топо-
логической марковской цепью

⊔2Σ+
01, гдеΣ

+
01 – пространство бесконечных в

одну сторону последовательностей из 0 и 1. Другими словами, существует
такое непрерывное сюрьективное отображение ΨH

01 из ΞH(x0) ∩ SH в про-

странство
2⊔
Σ+

01, что следующая диаграмма коммутативна

ΞH(x0) ∩ SH ΞH(x0) ∩ SH

2⊔
Σ+

01

2⊔
Σ+

01

Φn
H

ΨH
01ΨH

01

l

где l обозначаетсдвиг влево на каждомэкземпляреΣ+
01. Прообраз (ΨH

01)
−1(σ)

каждой точки σ ∈ Σ+
01 гомеоморфен открытому двумерному диску D2, и

диаметрΦk
H

(
(ΨH

01)
−1(σ)

)
стремится к 0 при k → +∞.

(IV) Помимо описанного в пунктах (I)–(IV) канторова множестваΞH(x0), в точ-
ку x0 входит еще два типа траекторий со счетным числом переключений:

(a) Существует два однопараметрических семейства ”трехзвенных” тра-
екторийR123 иR132, попадающих в точку x0 за конечное время со счет-
нымчисломпоследовательныхпересеченийстратSH

12,SH
23 иSH

31 впрямом
порядке дляR123 и в обратном порядке дляR132.

(b) Существует 3 двупараметрических семейства ”четырехзвенных” тра-
екторий Q1, Q2 и Q3. Каждая траектория из Qi счетное число раз по-
следовательно пересекает SH

ij , SH
ik , SH

ik , SH
ij и далее по циклу (i ̸= j ̸= k).

(V) Аналогичная картина с обращением течения времени имеет место для тра-
екторий, выходящих из точки x0.

Замечание (9.11, совместно с Зеликиным М.И. и Хильдебрандом Р.). Появление
странных точек в больших размерностях не уничтожается малымшевелениемHi,
еслидифференциалыихкоммутатороввx0до5огопорядкавключительнонаходят-
ся в общем положении. Действительно, в этом случае множество странных точек
ST является гладким многообразием в окрестности x0 и его коразмерность легко
вычисляетсяприпомощисловХоллачерезразмерностьсвободнойнильпотентной
градуированной алгебры Ли глубины 5 с 3 образующими.

В заключении диссертации кратко перечислены основные результаты и
указаны ссылки на соответствующие теоремы и примеры.
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Заключение

Вдиссертации решены трудные задачи теории оптимального управления и
теории гамильтоновых систем с разрывной правой частью. На защиту выносятся
следующие основные результаты диссертационного исследования:

1. Теоремы о том, что особые экстремали фиксированного (натурального) по-
рядка в задачах с одномерным управлением формируют симплектическое
многообразие, а их поток на нем является гамильтоновым (теорема 1.2).

2. Доказательство интегрируемости поЛиувиллюпотока особых экстремалей в
задаче быстродействия для управления волчком Лагранжа под воздействием
контролируемого магнитного поля (пример 1.6 и теорема 1.5).

3. Нахождениеновогофеномена оптимального управления в видеиррациональ-
ной всюду плотной обмотки клиффордова тора, проходимой (в положитель-
ном направлении) за конечное время (теорема 2.6 и пример 2.3).

4. Доказательство того, что в классе нильпотентно-выпуклых задач оптималь-
ныйсинтез образуетправостороннийпоток, а оптимальноеуправлениеимеет
не более чем счетное число точек разрыва (теоремы 3.1 и 3.2 и пример 3.1).

5. Теорема о структуре лагранжева многообразия в окрестности особой траек-
тории первого порядка в задачах, аффинных и голономных помногомерному
управлению из многогранника (теорема 4.3).

6. Теоремаоналичиихаотическихструктурвоптимальномсинтезевмодельной
нильпотентно-выпуклой задаче с управлением из произвольного треугольни-
ка, близкого к правильному (теорема 5.1).

7. Теорема о точной хаотической структуре оптимального синтеза в модельной
нильпотентно-выпуклой задаче оптимального управления с управлением из
правильного треугольника (теорема 8.2).

8. Теорема о сопряженности липшицевой гиперболической динамической си-
стемы с соответствующей топологической цепьюМаркова (теорема 7.1).

9. Теорема об оценках на размерности по Хаусдорфу и Минковскому множе-
ства неблуждающих точек с помощью липшицевых констант динамической
системы (теорема 7.5).

10. Теоремы о наличии хаоса в интегральных воронках точек, лежащих на стыке
трех гиперповерхностей разрыва правой части гамильтоновой системы (тео-
ремы 9.1 и 9.2) и его общем положении (замечание 9.11).
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