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Введение

Актуальность темы.

Одной из основных задач оптимального управления является задача построения оптималь-
ного синтеза. Оптимальным синтезом называется совокупность оптимальных решений системы
с фиксированными начальными или конечными условиями. Зачастую построение оптимального
синтеза сопряжено с серьезными трудностями: дело заключается в том, что оптимальный синтез
на фазовом пространстве, вообще говоря, не образует гладкую динамическую систему (даже ло-
кально). Оптимальные траектории могут быть негладкими, и, более того, отсутствует единствен-
ность: траектории могут как пересекаться, так и разветвляться. Наличие таких сложных особен-
ностей связано с тем, что гамильтонова система принципа максимума Понтрягина чаще всего
имеет разрывную правую часть. В этом случае ее решение понимается в обобщенном смысле по
Филиппову [1]. А именно, рассмотрим дифференциальное уравнение с разрывной правой частью

ẋ = f(x)

Тогда если правая часть f непрерывна на некотором открытом всюду плотном множестве G, то
дифференциальное уравнение заменяется дифференциальным включением

ẋ ∈ F (x)

где F (x) – есть минимальное выпуклое замкнутое множество, содержащее все предельные точки
f(y) при y → x, y ∈ G. Решение такого включения обязано существовать (при довольно общих
предположениях [2]), однако уже в тривиальных примерах единственность нарушается.

Основные идеи качественного исследования поведения решений гладкой системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений восходят к Пуанкаре, который в своих мемуарах 1881-1882
годах создал начала качественной теории дифференциальных уравнений [3]. В его основе ле-
жит изучение динамики траекторий в окрестности стационарных точек и циклов системы. Напри-
мер, линеаризация системы в окрестности стационарной точки позволяет отыскать сепаратрисные
многообразия [4]. Для изучения структуры решений в окрестности цикла Z обычно используют
отображение последования Пуанкаре. Для этого рассматривают произвольную достаточно малую
площадку S, трансверсально пересекающую Z в некоторой точке x0. Отображение последования

Φ : S → S
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переводит точку x ∈ S в точку следующего пересечения с S траектории системы, проходящей
через x. Если точка x достаточно близка к Z, то отображение Φ корректно определено. Точка
x0 очевидно является неподвижной точкой отображения Φ, поэтому линеаризация Φ в окрестно-
сти x0 позволяет построить устойчивые и не устойчивые поверхности, сотканные из траекторий
системы, стремящихся к Z в прямом или попятном времени соответственно.

Основным препятствием к исследованиюповедения траекторий принципа максимумаПонтря-
гина является негладкость гамильтониана, в результате чего правая часть гамильтоновой системы
оказывается разрывной. А именно, рассмотрим задачу оптимального управления на гладком мно-
гообразии M управление u меняется в некотором множестве Ω. Тогда гамильтоновы поднятия
оптимальных траекторий в кокасательное расслоение T ∗M являются траекториями гамильтоно-
вой системы с гамильтонианом

H(q,p) = max
u∈Ω

H(q,p,u),

где H – функция Понтрягина. Если максимум в этом выражении единственен и гладко зависит
от q и p в какой-то области, то гамильтониан H является гладкой функцией в этой области. Ча-
ще всего гамильтонианH является гладким на некотором открытом всюду плотном множестве, а
множество его точек негладкости S является замкнутым подмножеством T ∗M (например страти-
фицированным подмногообразием). Предположим также, что S делит пространство на конечное
количество областей Ωi, i = 1, . . . , N ,

T ∗M = S ⊔
N⊔
i=1

Ωi,

и

H|Ωi
∈ C∞(Ωi) для всех i = 1, . . . , N.

На областях Ωi систему можно изучать с помощью классический инструментов теории гладких
гамильтоновых систем. Однако для построения полной картины оптимального синтеза этого ока-
зывается недостаточно, так как в точках множества S единственность может теряться (что полно-
стью меняет характер глобального поведения решений). Более того, могут возникать траектории,
целиком лежащие на множестве разрыва S . Такие траектории принято называть особыми (или
особыми экстремалями). Первые примеры особых экстремалей относятся к 1960-ым годам. От-
метим работы Д.П. ЛяСалля [5] в 1960 г., П. Контенсу [6] в 1962, Г.Д. Кэлли [7] в 1964 г., Г.М.
Роббинса [8] в 1965 г., Р.Е. Коппа и Г.Д. Мойера [9] в 1965 г. и др. Довольно быстро стало по-
нятно, что в огромном количестве задач оптимального управления особые экстремали являются
оптимальными и, более того, выступают в качестве магистралей: любая неособая траектория из
их окрестности выходит на особую за конечное время [10].

Важно отметить, что единственность решения системы принципа максимума Понтрягина те-
ряется далеко не во всех точках S. В большинстве случаев оптимальная траектория теряет глад-
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кость при пересечении с S , но единственность при этом сохраняется. Потеряться же единствен-
ность обычно может только в точках особых траекторий на S. Поэтому, наряду со стационарными
точками и циклами, особые экстремали и геометрическая структура их окрестности лежат в ос-
нове изучения поведения траекторий гамильтоновых систем с разрывной правой частью.

Структуру оптимального синтеза в целом и, в частности, поведение оптимальных траекто-
рий в окрестности особых экстремалей возможно исследовать с помощью методов теории дина-
мических систем, которая в последние годы получила очень глубокое и серьезное развитие. На
текущий момент известен огромный спектр методов и средств, для изучения статистического по-
ведения орбит. Достаточно упомянуть символическую динамику, предложенную М. Морсом и
Г.А. Хедлунд [11] в 1938 г. и с успехом примененную С. Смейлом при изучении динамики его
знаменитой подковы [12] а 1967 г.; эргодическую теорию и теорему Биркхофа [13]; меру Синая-
Рюэля-Боуэна [14]; полулокальный анализ и гомоклиническую динамику [15]; и др. Однако, до
недавнего времени применение современных результатов теории динамических систем в теории
оптимального управления натыкалось на серьезное непреодолимое препятствие: как уже было
сказано, решение гамильтоновой системы с разрывной правой частью не единственно, и поэтому
динамическая система (пусть даже и не гладкая) в классическом смысле не определена. В настоя-
щей диссертации частично восполнен этот пробел: предложен оригинальный метод выписывания
ниспадающей системы скобокПуассона, позволяющий эффективно исследовать качественное по-
ведение решений в окрестности точек неединственности (например точек на особых экстремалях)
для задач с многомерным управлением за счет разрешения особенности отображения последова-
ния Пуанкаре поверхности S негладкости гамильтониана на себя. Отметим, что получающаяся в
результате динамическая система уже корректно определена, но, вообще говоря, не является глад-
кой, а только липшицевой. Поэтому автор обобщил некоторые классические результаты теории
гладких гиперболических динамических систем на липшицев случай [16].

Субриманова геометрия, очень активно развивающаяся в последние годы, является важным
приложением теории задач с многомерным управлением. Особые траектории, с одной стороны,
играют в ней очень важную роль, а, с другой стороны, с ними всегда сопряжено много сложностей.
Основная трудность в исследовании особых траекторий в субримановой геометрии заключается
в следующем: любая нормальная траектория (коэффициент при функционале в функции Понтря-
гина λ0 ̸= 0) не является особой, а любая анормальная траектория (λ0 = 0) обязана быть особой
и, вообще говоря, может быть негладкой. Поэтому понятия анормальной траектории и особой
экстремали сливаются. Известно следующее:

(i) Легко показать, что любая не особая субриманова геодезическая является гладкой;

(ii) В 1994 г. Р. Монтгомери построил пример субриманового многообразия, в котором некото-
рая гладкая особая экстремаль является строго кратчайшей траекторией, соединяющей две
данные точки [17].
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(iii) Есть примеры негладких особых экстремалей, которые не являются оптимальными. Напри-
мер в 2014 г. Р. Монти построил пример левоинвариантной субримановой задачи на группе
Карно, в которой есть семейство (не оптимальных) особых экстремалей, которые являются
лишь липшицевыми [18].

Однако открытым уже больше 20 лет [19, 20] остается следующий вопрос, особенно активно об-
суждаемый в последнее время: существуют ли субримановы задачи, в которых негладкая особая
траектория является кратчайшей траекторией, соединяющей две данные точки. Ответ на этот во-
прос имеет огромное значение, так как многие важные теоремы в субримановой геометрии полу-
чены для задач, в которых нет особых траектории, являющихся кратчайшими.

Таким образом, построение оптимального синтеза в задачах с многомерным управлением тес-
но связано с изучением особых экстремалей и геометрической структуры их окрестностей. По-
этому актуальность тематики диссертации не вызывает сомнений.

Степень разработанности темы.

Во многих работах исследовались особые траектории в задачах оптимального управления с
одномерным управлением из отрезка Ω = [a,b]. В этом случае множество S точек разрыва правой
части принципа максимума Понтрягина обычно является гиперповерхностью (возможно с осо-
бенностями). Важно отметить, что степень вырождения системы в окрестности особой траектории
на гиперповерхности S определяется ее порядком h ∈ N. Впервые определение порядка возник-
ло практически одновременно в 1967 г. в работах Келли, Коппа, Мойера [21] и Робинс [22]. Эти
определения существенно различаются, поэтому исторически с определением порядка связано
большое количество путаницы: многие авторы использовали в формулировках одно определение
порядка, а результаты доказывали с помощью другого. Впервые явно на существующую путани-
цу указал Р. М. Льюис [23] в 1979 г. Он выделил два различных, наиболее часто используемых
авторами определения порядка: локальный порядок траектории и глобальный (intrinsic) порядок
системы. В качестве мотивации он указал, что хорошо известная и часто обсуждаемая теорема о
невозможности регулярного сопряжения (стыковки) неособой траектории с особой экстремалью
четного порядка верна в терминах глобального порядка и не верна в терминах локального поряд-
ка. Также Льюис в своей работе доказал, что локальный порядок всегда не меньше глобального.

Определение глобального порядка удобно тем, что позволяет использовать гамильтонов фор-
мализм и поэтому дает мощный инструментарий не только для исследования самих особых тра-
екторий, но и для изучения поведения неособых траекторий в их окрестности. Однако если ло-
кальный порядок траектории строго больше глобального порядка системы, то интрументарий,
полученный благодаря определению глобального порядка, фактически перестает работать. Такие
особые траектории принято называть атипичными. Несмотря на название, атипичные особые экс-
тремаль встречаются очень часто. В огромном спектре задач любая особая экстремаль является
атипичной. Определение локального порядка напротив работает и для атипичных траекторий. Од-
нако вычисление локального порядка связано с дифференцированием управляющего параметра
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на особой траектории (которое не всегда корректно и почти всегда очень не удобно) и не дает
никакого инструментария для исследования окрестности особой экстремали. Таким образом, на
данный момент даже в задачах с одномерным управлением существует серьезный пробел в ме-
тодах исследования особых экстремалей и их окрестностей. Правильное (с точки зрения автора
диссертации) определение порядка особой экстремали задачах с одномерным управлением было
недавно введено автором в [24] (подробнее см. ниже).

Теория особых экстремалей первого и второго порядка в задачах с одномерным управлением
разработана весьма полно. Окрестность особой экстремали первого (глобального) порядка устро-
ена довольно просто: через каждую точку такой траектории проходят ровно две входящие неосо-
бые траектории, и две исходящие [25] (см. рис. 1). Тем не менее особые экстремали первого по-
рядка довольно часто встречаются в приложениях, особенно в задачах мат. экономики. Упомянем
недавнюю работу [26], в которой автору диссертации совместно в В. Рунге за счет особых траек-
торий первого порядка удалось построить оптимальный синтез в задаче Хеле-Шоу, управляемой
при помощи мультиполей.

С особыми экстремалями второго (глобального) порядка ситуация намного более изысканная.
В большом количестве задач оптимального управления удается доказать, что сопряжение неосо-
бых траекторий с особыми неизбежно. При этом четность глобального порядка запрещает регу-
лярную стыковку – управление обязано иметь разрыв второго рода. В 1960-70х годах широкую
известность получил феномен чаттеринга, когда оптимальные траектории перед выходом на осо-
бую траекторию второго (глобального) порядка за конечное время пересекают счетное число раз
гиперповерхность разрыва S, счетное число раз переходя из области Ωi в область Ωj , i ̸= j, и об-
ратно. Оптимальное управление при этом совершает счетное число переключениймежду концами
отрезка Ω = [a,b]. Впервые этот феномен был обнаружен А.Т. Фуллером [27] в 1963 г. Однако,
несмотря на большое количество примеров, довольно долго считалось, что феномен чаттеринга
является чем-то исключительным и не встречается в реальных приложениях. Опровержение это-
го заблуждения произошло в 1990 г., когда в работах И. Купки [28] и Зеликина, Борисова [29,30]
было доказано, что феномен чаттеринга носит общий характер, не уничтожается малым шеве-
лением гамильтоновой системы в общем положении, а чаттеринг траектории являются локально
оптимальными.

В работах Купки и Зеликина, Борисова доказано, что в данную точку на особой траектории
второго порядка входит с чаттерингом однопараметрическое семейство траекторий, образующих
двумерную поверхность с конической особенностью в точке пересечения с особой экстремалью
(показано в работе автора диссертации [31]). Аналогичным образом неособые траектории схо-
дят с особой экстремали второго порядка. Важно отметить, что Зеликин и Борисов предложили
естественную процедуру замены координат в окрестности особой траектории второго порядка,
позволившую явно построить оптимальный синтез в большом количестве [32] (на тот момент
не решенных) прикладных задач (в экономике, инженерном деле, астронавтике, робототехнике и
др.).
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Рисунок 1: Топологическая структура окрестности особой экстремали первого порядка.

Теория задач оптимального управления с многомерным управлением разработана намного ху-
же. Пожалуй самое глубокое развитие получили субримановы задачи в которых многомерное
управление не ограничено, u ∈ Rk и, что наиболее важно, отсутствует снос (хороший обзор совре-
менных результатов можно найти в [33]). Для задач с ограниченным управлением оптимальный
синтез частично или полностью построен лишь в нескольких конкретных задачах [34]. Постро-
ение оптимального синтеза для задач с ограниченным многомерным управлением сопряжено с
огромными трудностями. Во-первых, порядок особый траектории уже не корректно описывать
с помощью одного натурального числа. Во-вторых, в связи с ростом размерности гамильтоно-
вой системы принципа максимума, серьезную трудность начинает представлять явное отыскание
решений. Даже для задач субримановой геометрии, в самом первом нетривиальном случае суб-
римановых геодезических на группе Энгеля [35] (4-х мерное фазовое пространство с двумерным
управлением u ∈ R2) экстремали явно выписываются через эллиптические функции Якоби. Здесь
важно сказать, что в этой задаче есть особые экстремали, которые являются оптимальными, но
не строго анормальными (то есть совпадают с неособыми траекториями). Тем не менее, субрима-
новы сферы SR на группе Энгеля радиуса R имеют особенности в точках пересечения с особыми
экстремалями. Более того, E. Trélat в 2001 году доказал [36], что сферы SR не субаналитичны (он
изучал субаналитичность сфер в трехмерных пространствах Мартине, но при подходящей проек-
ции результат переносится и на группу Энгеля).

В последние годы широкое развитие в субримановой геометрии получили методы нильпотен-
тизации [37]. Для субримановых задач с неограниченным управлением u ∈ Rk и без сноса хорошо
известна локально-аппроксимативная теорема Громова, в которой утверждается, что субриманово
расстояние в ε-окрестности точки приближается с точностью o(ε) с помощью левоинвариантной
субримановой метрике на нильпотентном касательном конусе в этой точке [38].

Еще один показательный пример дает следующая задача, являющаяся простейшим обобще-
нием задачи Фуллера на случай двумерного управления:
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∫∞
0

|x(t)|2dt→ inf;

ẍ = u, x,u ∈ R2, |u| ≤ 1,

с некоторыми фиксированными начальными данными

x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

В этой задаче до сих пор нет явного описания оптимального синтеза. Известны лишь некоторые
явные решения в виде логарифмических спиралей, проходимых за конечное время. Естественное
обобщение этой задачи на n-ую производную исследовалось в работе А.А.Милютина и С.В. Чука-
нова [39]. Явные решение в этой задаче тесно связаны со следующими полиномами специального
вида:

Ph(α) =
(
2h+ iα

)(
(2h− 1) + iα

)
. . .
(
1 + iα

)
, α ∈ R.

А именно, эти решения определяются корнями мнимой части Ph(α) при которых действительная
часть имеет нужный знак:

ImPh(α) = 0, (−1)h+1RePh(α) > 0, α > 0.

Впервые этот многочлен был выписан А.А.Милютиным и С.В. Чукановым в 1993 г. в упомянутой
работе. Недавно выяснилось в работах автора диссертации (совместно сМ.И. Зеликиным) [40,41],
что линейная независимость специальных корней ImPh(α) надQ влечет существование оптималь-
ного управления в виде иррациональной всюду плотной обмотки клиффордова тора.

Особенности оптимальных траекторий в одномерных и многомерных задачах поиска были
исследованы в работах автора [42,43]. В таких задачах оптимальные траектории могут иметь так
называемые вихревые особенности, сходные чаттерингу. Эти особенности возникают как при на-
чале движения, так и при окончании [44]. При наличии вихревой особенности в начале движения
оптимальное управление имеет разрыв второго рода, а оптимальная траектория за любой сколь
угодно малый начальный промежуток времени обязана побывать с обеих сторон от любой ги-
перплоскости, проходящей через точку начала движения. При этом существование оптимальной
траектории гарантирует соответствующая теорема [45].

Еще один важный вопрос связан с возможными типами особенностей оптимального управле-
ния. А именно, оба основополагающих результата теории оптимального управления— и теорема
А.Ф. Филиппова о существовании оптимальной траектории, и принцип максимума Понтрягина
– предполагают, что управление есть измеримая функция времени. В 1995 г. М.И. Зеликиным
был построен пример, в котором оптимальное управление имеет счетное число точек разрыва со
счетным числом точек накопления [46]. Известен C∞ пример, построенный А.Ф. Филипповым
в 1959 г., в котором оптимальное управление имеет особенность на множестве канторового ти-
па [47], однако, в примере А.Ф. Филиппова это канторово множество уже вмонтировано в функ-
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цию, определяющую постановку задачи. Еще один интересный пример был построен в 1986 г.
Д.Б. Силиным [47], в котором управление терпит разрыв на множестве положительной лебеговой
меры. Множеством допустимых управлений в этом примере является не субаналитичный выпук-
лый многогранник с бесконечным числом граней.

Таким образом, вопрос о том, насколько «плохим» может быть оптимальное управление, до
сих пор остается открытым. В задачах, аффинных по одномерному управлению, оптимальное
управление в общем положении имеет счетное число точек разрыва на конечном промежутке вре-
мени (доказано в приведенных выше работах И. Купки иМ.И. Зеликина-В.Ф. Борисова). В работе
1995 г. А.А. Аграчев [48,49] доказал, что в этом классе задач множество точек разрыва оптималь-
ного управления не может быть совершенным множеством, если выполнено условие Хермандера.

Необходимо отметить, что А.И. Овсеевичем для линейных управляемых систем были полу-
чены весьма удобные аппросксимативные теоремы для множеств достижимости и оптимального
управления в задаче быстродействия [50].

Довольно полно изучены необходимые и достаточные условия второго порядка локальной оп-
тимальности траекторий. Исследования в этом направлении начались с работ Гоха [51,52] в 1966
г. Далее над необходимыми и достаточными условиями работали такие известные специалисты
как А.Д. Кренер [53], Гамкрелидзе и Аграчев [54,55], А.А. Милютин [56], А.В. Дмитрук [57,58] и
Н.П. Осмоловский [59]. Стоит отметить работу Зеликина, Зеликиной и Хлюстова [60], в которых
в помощью метода дифференциальных форм построен оптимальный синтез в ряде задач с особы-
ми траекториями первого порядка и управлением из тетраэдра, и, более того, доказана глобальная
оптимальность этого синтеза.

Таким образом, экстремальные задачи с ограниченным многомерным управлением, несмотря
на очень серьезный интерес как с теоретической точки зрения, так и с прикладной, на данный
момент остаются одной из наименее разработанных областей теории оптимального управления.

Цели и задачи.

Целями проведенного в диссертации исследования являются разработка методов анализа ти-
пичной структуры оптимального синтеза в задачах, аффинных по многомерному управлению, и
применение полученных результатов к изучению характерных особенностей гамильтоновых си-
стем с разрывной правой частью. Основными задачами исследования являются:

1. Качественное исследование нового феномена хаотической динамики оптимальных траекто-
рий на конечных промежутках времени в задачах, аффинных по двумерному управлению из
треугольника.

2. Доказательство того факта, что новый феномен хаотического поведения экстремалей на ко-
нечных промежутках времени является ситуацией общего положения в гамильтоновых си-
стемах с разрывной правой частью.
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3. Обобщение классических результатов полулокального анализа гомоклинической динамики
на случай липшицевых систем.

4. Определение и исследование понятия нормального порядка особой экстремали в задачах с
одномерным управлением. Построение и исследование флага порядков особой экстремали
в задачах с многомерным управлением.

5. Исследование структуры множества всех особых экстремалей фиксированного порядка в
задачах, аффинных по одномерному управлению.

6. Исследование геометрической структуры окрестности особой экстремали первого порядка
в задачах, аффинных по многомерному управлению.

7. Исследование новых типов стыковки неособых траекторий с особыми экстремалями в зада-
чах с многомерным управлением с помощью методов теории Галуа.

Научная новизна.

Основные результаты диссертации являются новыми и заключаются в следующем:

– Разработан оригинальный метод ниспадающей системы скобок Пуассона, который позволя-
ет сводить изучение структуры интегральных воронок произвольной гамильтоновой систе-
мы с разрывной правой частью к исследованию оптимального синтеза в соответствующей
экстремальной нильпотентно-выпуклой задаче с ограниченным управлением.

– В гамильтоновых системах с разрывной правой частью обнаружен и качественно исследо-
ван новый феномен хаотического поведения на сколь угодно малых промежутках времени
траекторий, лежащих в интегральных воронках точек, находящихся на стыке трех гипер-
поверхностей разрыва правой части системы. Данное исследование дает ответ на вопрос о
типичной структуре оптимального синтеза в задачах, аффинных по многомерному управле-
нию, поскольку доказана теорема о структурной устойчивости феномена.

– Установлено свойство полупотока для оптимального синтеза в широком классе
нильпотентно-выпуклых задач. С его помощью для данного класса задач получен от-
вет на давний вопрос: насколько «плохим» может быть оптимальное управление. А именно,
доказано, что в этом классе задач оптимальное управление может иметь не более чем
счетное число точек разрыва.

– Разработан новый аппарат исследования атипичных особых экстремалей и их окрестностей
в задачах с одномерным управлением. Он опирается на данное автором новое определение
(натурального) порядка особой экстремали, сочетающее в себе преимущества обоих клас-
сических определений (локального порядка траектории и глобального порядка системы).
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– Доказано, что особые экстремали фиксированного натурального порядка образуют гамиль-
тонов поток на некотором симплектическом подмногообразии.

– Найдены семейства явных оптимальных решений вмногомерной задачеФуллера сn-ой про-
изводной, представляющие собой обобщенные логарифмические спирали, моделирующие
вращение по иррациональной всюду плотной обмотке клиффордова тора.

– Построено обобщение классических методов символической динамики на случай липши-
цевых гиперболических динамических систем. В том числе, получены удобные оценки на
размерности по Хаусдорфу и Минковскому множества неблуждающих точек, использую-
щие лишь константы Липшица исходной динамической системы.

Теоретическая и практическая значимость работы

Результаты диссертации имеют теоретический характер.
Значение разработанного автором диссертации метода ниспадающей системы скобок Пуассо-

на заключается в том, что он является эффективным инструментом исследования особенностей
гамильтоновых систем с разрывной правой частью как с теоретической точки зрения (см. [61]),
так и с практической (см. [24]). Этот метод имеет широкие перспективы применения в теории
негладких гамильтоновых систем, в теории оптимального управления, в особенности в задачах с
многомерным управлением.

Результат о наличии хаотической структуры оптимального синтеза в задачах, аффинных по
многомерному управлению, имеет принципиальное значение. С одной стороны, получен ответ на
вопрос о типичной структуре оптимального синтеза в таких задачах, а, с другой стороны, разра-
ботанная техника позволяет качественно описывать оптимальный синтез в тех задачах, которые
до этого момента не поддавались исследованию.

Теорема о гамильтоновости особого потока дает возможность применять весь спектр методов
теории гладких гамильтоновых систем к изучению потока особых экстремалей в задачах с одно-
мерным управлением. Например, автором был явно найден поток особых экстремалей в задаче
быстродействия для управления намагниченным волчком Лагранжа в контролируемом магнит-
ном поле. Прямой счет в этой задаче чрезвычайно сложен и неэффективен. Тем не менее, оказа-
лось, что особый поток является интегрируемым по Лиувиллю, что и позволило получить явные
формулы. Таким образом, теорема о гамильтоновости особого потока имеет широкие перспекти-
вы применения в задачах с одномерным управлением.

Существование правостороннего оптимального потока в нильпотентно-выпуклых задачах
позволяет применять топологические методы к исследованию оптимального синтеза в этих зада-
чах. Например, полученный результат о структуре множества точек разрыва оптимального управ-
ления доказан с помощью сочетания свойства полупотока и теоремы Кантора-Бендиксона, а с
помощью формулы Лефшеца доказано существование некоторых оптимальных траекторий спе-
циального вида.



15

Методология и методы исследования

С помощью разработанного автором оригинального метода ниспадающей системы скобок
Пуассона получены результаты в первой, четвертой и девятой главах диссертации.

Также в настоящем исследовании использовались нижеследующие классические методы:

1. Классические методы теории оптимального управления: принцип максимума Понтрягина,
функция Беллмана, необходимые условия второго порядка Гоха-Кренера.

2. Классические методы теории групп и алгебр Ли.

3. Современные методы теории динамических систем. В основном использовались методы
символической динамики (например, топологические цепи Маркова, полулокальный ана-
лиз гомоклинических точек, теорема Адамара-Перрона).

4. Теория фрактальных множеств и, в особенности, теория нецелых размерностей по Хаусдор-
фу и Минковскому.

5. Классические методы теории функций и функционального анализа: классическая теория
банаховых пространств, слабая∗ топология и теорема Алоглу.

6. Классические методы теории гладких систем ОДУ и теории гладких гамильтоновых систем
в частности: гамильтонов формализм, скобки Пуассона, теорема Лиувилля-Арнольда, раз-
решение особенности.

7. Классические результаты теории Галуа.

8. Числа Лефшеца.

9. Теорема Кантора-Бендиксона

Достоверность и апробация.

Результаты диссертации прошли апробацию на большом количестве международных конфе-
ренций и научных семинаров, в том числе, за последние 3 года:

1. Международная конференция Крымская Осенняя Математическая Школа КРОМШ-2012,
«Фрактальная структура гиперболических липшицевых динамических систем».

2. Международная конференция «Математическая теория управления и механика», 2013 г.,
«Stochastic dynamics of Lie algebras of Poisson brackets in the neighborhood of points of non-
smoothness the Hamiltonian» (совместно с М.И. Зеликиным и Р. Хильдебрандом).

3. Конференция «Оптимальное управление и приложения», посвященная 105-летию со дня
рождения Л.С. Понтрягина, 2013 г., «Хаотическая динамика оптимальных траекторий в за-
дачах с многомерным управлением» (совместно с М.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).
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4. Международная молодежная конференция «Геометрия и управление», Математический ин-
ститут им. В.А. Стеклова РАН, Москва, 2014 г., «Hamiltonian Flow of Singular Trajectories».

5. Международная конференция «Геометрическая теория управления и анализ на метрических
структурах», 2014 г., «Chaos in optimal synthesis in problems with multidimensional control» в
двух частях (совместно с М.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).

6. Международная конференция «Hamiltonian systems and their application», институт Эйлера,
Санкт-Петербург (2015), «On new phenomenon of chaotic behavior of non-smooth Hamiltonian
systems coming from optimal control» (совместно с М.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).

7. Семинар по оптимизации и управлению, ИЦСА и ИЦПУ ИПС имени А.К.Айламазяна, 31
мая 2012 г., «Особые экстремали в задачах с многомерным управлением».

8. Семинар «Теория приближений и теория экстремальных задач» под руководством В.М. Ти-
хомирова и Г.Г. Магарил-Ильяева, механико-математический ф-т МГУ им. М.В. Ломоносо-
ва, Москва (2012), «Хаотическая динамика оптимальных траекторий в задачах оптимально-
го управления с управлением из многогранника» (совместно с М.И. Зеликиным и Р. Хиль-
дебрандом).

9. ЗаседаниеМосковского математического общества 12 февраля 2013 г., «Стохастическая ди-
намика алгебр Ли скобок Пуассона в окрестности точек негладкости гамильтониана» (сов-
местно с М.И. Зеликиным и Р. Хильдебрандом).

10. Семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления: теория и приложе-
ния» под руководством А.В. Фурсикова, В.М. Тихомирова, М.И. Зеликина и В.Ю. Прота-
сова, 25 февраля 2013 г., «Хаотическая динамика алгебр Ли скобок Пуассона в окрестности
точек негладкости гамильтониана» (совместно с М.И. Зеликиным)

11. Семинар по эргодической теории «Случайные процессы и динамические системы» под ру-
ководством В.И. Оселедца и Б.М. Гуревича., 27 февраля 2013 г. «Хаотическая динамика
алгебр Ли скобок Пуассона в негладких гамильтоновых системах» (совместно с М.И. Зели-
киным, Р. Хильдебрандом).

12. Семинар по многомерному комплексному анализу (семинар имени А.Г. Витушкина), 3 ап-
реля 2013 г., «Стохастическая динамика алгебр Ли скобок Пуассона в окрестности точек
негладкости гамильтониана» (совместно с М.И. Зеликиным, Р. Хильдебрандом).

13. Семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления: теория и приложе-
ния» под руководством А.В. Фурсикова, В.М. Тихомирова, М.И. Зеликина и В.Ю. Протасо-
ва, 14 октября 2013 г., «Гамильтоновость потока особых траекторий».
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14. Семинар «Дифференциальная геометрия и приложения» под руководством А.Т. Фоменко,
24 марта 2014 г., «Особые траектории в гамильтоновых системах с разрывной правой ча-
стью» (совместно с М.И. Зеликиным).

15. Общеинститутский семинар ИПС им. А.К. Айламазяна РАН, заседание№12, 24 апреля 2014
г., «Хаотическая структура оптимального синтеза в задачах, аффинных по многомерному
управлению».

16. Общемосковский постоянный научный семинар «Теория автоматического управления и оп-
тимизации», под руководствомБ.Т. Поляка, 2 декабря 2014 г., (совместно сМ.И. Зеликиным,
Р. Хильдебрандом).

Автором диссертации в 2014 г. был прочитан курс лекций «Особые траектории в теории опти-
мального управления» в лаборатории Геометрической теории управления Института математики
имени С.Л. Соболева сибирского отделения Российской Академии Наук, содержащий результаты
диссертации.

Публикации по теме диссертации.

Результаты диссертации и их доказательства опубликованы в 15 работах в журналах и издани-
ях, удовлетворяющих требованиям ВАК для опубликования основных результатов, в том числе
12 работ изданы в российских журналах и 3 в иностранных изданиях. Все сформулированные
результаты являются новыми. Все приведенные в диссертации совместные результаты содержат
указания соавторов.

Структура диссертации.

Диссертационная работа содержит 256 страниц и состоит из введения, заключения, списков
рисунков и таблиц, литературы (содержит 83 наименования) и 9 глав, которые условно объеди-
нены в две части для удобства изложения и ориентирования читателя в тексте. Первая часть со-
держит 4 главы, вторая – 5. В первой части преобладает обсуждение основных свойств гамильто-
новых систем с разрывной правой частью в окрестности особых экстремалей. Во второй части –
обсуждение хаотической динамики в гамильтоновых системах с разрывной правой частью.
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Часть I

Основные свойства гамильтоновых систем с разрывной правой

частью в окрестности особых экстремалей
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ГЛАВА 1

Гамильтоновость потока особых траекторий

Принцип максимума Понтрягина сводит задачи оптимального управления к изучению гамиль-
тоновых систем ОДУ с разрывной правой частью. Оптимальный синтез – это совокупность реше-
ний этой системы с фиксированным конечным (или начальным) условием, однозначно покрываю-
щих некоторую область фазового пространства. Определяющую роль при построении оптималь-
ного синтеза играют особые траектории – траектории, идущие вдоль поверхности разрыва правой
части гамильтоновой системыОДУ. Самый важный и наиболее часто встречающийся случай – это
случай, когда поверхность негладкости гамильтониана является гиперповерхностью. Этот случай
отвечает экстремальным задачам с одномерным управлением, хотя и встречается в задачах с мно-
гомерным управлением.

Отличительной особенностью гамильтоновых систем с разрывной правой частью является на-
личие особых траекторий (экстремалей)1 – траекторий, движущихся вдоль поверхности разрыва
правой части гамильтоновой системы. Особые экстремали сродни стационарным точкам в глад-
ких системах ОДУ. Дело заключается в следующем: любое гладкое векторное поле выпрямляется
в окрестности любой нестационарной точки. Поэтому исследование стационарных точек лежит в
основе исследования поведения решений любой гладкой системыОДУ. Более того, стационарные
точки сравнительно просто находить. С особыми экстремалями дело обстоит сходным образом.
Решение гамильтоновой системы с разрывной правой частью существует по теореме Филиппова
(см. [62]), но вообще говоря не единственно. Единственность решения может нарушаться в точках
разрыва правой части системы. Тем не менее будет доказано, что при достаточно общих предпо-
ложениях единственность может нарушаться не в любой такой точке на поверхности разрыва,
а только в точках особых экстремалей. Поэтому исследование особых экстремалей и их окрест-
ности является ключевым при построении оптимального синтеза. К тому же особые экстремали
сравнительно нетрудно находить (как и стационарные точки).

В данной главе для задач оптимального управления с одномерным управлением построено
новое определение порядка особой траектории, сочетающие в себе достоинства обоих классиче-
ских определений (определение локального порядка траектории и глобального порядка системы).
Доказано, что совокупность особых траекторий фиксированного порядка образует гамильтонов

1Термины «особая экстремаль» и «особая траектория» эквивалентны.
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поток на некотором подмногообразии гиперповерхности разрыва ПМП. В качестве важного при-
ложения предлагаемой техники показано, что поток особых траекторий в задаче управления на-
магниченным волчком Лагранжа в контролируемом магнитном поле является вполне интегриру-
емым по Лиувиллю и включается в поток некоторой суперинтегрируемой гладкой гамильтоновой
системы в объемлющем пространстве (см. [24]).

1.1 Краткое введение в теорию особых экстремалей

Хорошо известно, что принцип максимума Понтрягина сводит решение задач оптимального
управления к нахождению решений гамильтоновой системыОДУ. ГамильтонианH этой системы
часто является негладким, а правая часть системы, соответственно, терпит разрыв на некотором
стратифицированном многообразииN . ПустьN1 – стратаN коразмерности 1. Нетрудно показать,
что предел поля скоростей системы ξ может иметь наN1 в силу гамильтоновости лишь тангенци-
альный скачок. Большинство траекторий системы пересекает N1 трансверсально, однако, в неко-
торых точках предел поля ξ с обеих сторон от N1 становится касательным к N1. В этом случае
возникают траектории системы, целиком лежащие в N1. Их принято называть особыми.

В основе исследования геометрических свойств гладкой системы ОДУ лежит изучение осо-
бых точек и предельных циклов системы. Аналогично, особые траектории гамильтоновой систе-
мы с разрывной правой частью, обычно играют ключевую роль при построении полного фазового
портрета. Как уже было сказано, единственность решения гамильтоновой системы с разрывной
правой частью может нарушаться только в точках особых траекторий (см. теорему 1.3). Поэтому
особые траектории определяют строение поля неособых траекторий в своей окрестности. Осо-
бое управление сравнительно нетрудно находить с помощью дифференцирования гамильтониана
принципа максимума Понтрягина. В огромном спектре задач удается доказать так называемую
«теорему о магистрали», т.е. показать, что любая оптимальная траектория за конечное время вы-
ходит на особую траекторию2, и далее оптимальное движение продолжается вдоль особой траек-
тории (см. [63], и теорему 3.1).

Достаточно много работ посвящено изучению оптимальности особых траекторий. Известны
как необходимые условия (см. [21, 53, 54]) так и достаточные условия (см. [57]) второго порядка.
Наиболее удобную форму эти условия принимают в задачах субримановой геометрии (см. [64]).

Данная глава, однако, посвящена не исследованию свойств одной отдельно взятой особой тра-
ектории, но изучению потока всех особых траекторий системы в целом и поведению неособых
траекторий в их окрестности. Доказана теорема 1.2 о том, что множество всех особых экстре-
малей данного порядка образует симплектическое подмногообразие S , а их поток на S является
гамильтоновым относительно ограничения H на S . В качестве приложения этой теоремы в §1.8
доказано, что поток особых траекторий в задаче оптимального управления волчком Лагранжа в
переменном магнитном поле является вполне интегрируемым по Лиувиллю на S и включается в

2Единственность решения теряется в окрестности особых траекторий, см. П. 1.2.
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поток некоторой суперинтегрируемой гладкой гамильтоновой системы в объемлющем простран-
стве.

С понятием особой траектории тесно связано понятие порядка, характеризующего, в каком-то
смысле, степень вырождения системы. Есть два классических определения – определение локаль-
ного порядка траектории (local order) и определение глобального порядка системы (intrinsic order,
см. [23]). Первое определение дает хорошие инструменты для исследования оптимальности одной
отдельной особой траектории, и работает в большинстве конкретных задач. Второе определение,
напротив, часто оказывается не рабочим, но уж если его можно применить в какой-то задаче, то
оно позволяет не только сформулировать необходимые и достаточные условия оптимальности
особой траектории удобным образом в терминах скобок Пуассона, но и дает возможность ис-
следовать поведение неособых траекторий в окрестности особой траектории. Например, хорошо
известна теорема о невозможности регулярного сопряжения неособой траектории с особой тра-
екторией четного порядка (см. [65]), верная в терминах глобального порядка, и, вообще говоря,
неверная в терминах локального порядка (см. [23]).

В этой главе предложено новое, наиболее естественное на взгляд автора, определение порядка
особой траектории (понятие натурального порядка, см. [24]). Оно не требует (обычно неудобно-
го) дифференцирования управляющего параметра (в отличие от локального порядка) и не тре-
бует коммутирования серии гамильтонианов (в отличие от глобального порядка). При этом оно
сочетает в себе достоинства обоих классических определений. А именно, новое определение, во-
первых, позволяет изучать оптимальность особой траектории и поведение неособых траекторий
в ее окрестности, используя гамильтонов формализм и алгебры Ли скобок Пуассона (как и опре-
деление глобального порядка), а, во-вторых, оно работает в большинстве конкретных задач (как
и определение локального прядка). Теорема о гамильтоновости особого потока доказана в тер-
минах нового определения порядка, хотя верна и в более ограничительном случае глобального
порядка. В терминах нового определения также доказана теорема 1.4 о сопряжении, обобщающая
классическую теорему о сопряжении.

1.2 Гамильтоновы системы с негладким гамильтонианом

Пусть M – 2n-мерное симплектическое многообразие с симплектической формой3 ω ∈
Λ2(M). Через iω обозначим канонический изоморфизм iω : T ∗M → TM, индуцированный
формой4 ω. В этой главе исследуются системы с кусочно-гладкими гамильтонианами. Система
ОДУ, определяемых кусочно- гладким гамильтонианом, имеет разрывную правую часть. Поэтому
мы начнем с общепринятого определения траектории такой системы, которое совпадает в точках
гладкости гамильтониана с классическим определением для гладких систем ОДУ.

3То есть ω(x) – невырожденная кососимметрическая замкнутая 2-форма на касательном расслоении TxM. В ка-
нонических координатах (q,p) форма ω принимает вид ω = dp ∧ dq.

4В канонических координатах (q,p) изоморфизм iω принимает вид iω : dH 7→ (H ′
p,−H ′

q) = sgradH
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ПустьH – непрерывный, кусочно-гладкий гамильтониан, с множествомN точек разрыва пер-
вой производной (т.е. H ∈ C∞(M \ N) и H ∈ C0(M)), где множество точек негладкости N
является стратифицированным подмногообразием M, не содержащим страт полной размерно-
сти 2n.

Определение 1.1. Абсолютно непрерывная траектория x(t) является траекторией системы с га-
мильтонианомH, если для почти всех t выполнено дифференциальное включение

ẋ(t) ∈ iωK(x(t)),

где K(x0) ⊆ T ∗
x0
M – наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее все предельные

точки dH(x) при x→ x0.

Рисунок 1.1: Фазовый портрет потока из примера 1.1

Такое определение гарантирует существование траектории (подробнее про системы ОДУ с
разрывной правой частью см. [62]). Единственность однако теряется. Часто встречаются случаи,
когда существуют траектории, целиком лежащие в N . Причем в каждую точку такой траектории
входят траектории не лежащие вN (и выходят из нее). Чтобы наглядно продемонстрировать этот
феномен рассмотрим классический

Пример 1.1. ПустьM = R2, x = (q,p) иH = −1
2
q2 + |p| (см рис. 1.1) – кусочно-гладкий гамиль-

тониан с поверхностью негладкости p = 0. Траектория может войти в начало координат по одной
из ветвей p = −q2sign q, простоять в начале координат любое время (в том числе бесконечное)
и выйти по одной из ветвей p = q2sign q. Во всех остальных случаях решение единственно. Су-
ществует ровно одна траектория q(t) = p(t) = 0, которая остается в N = {(q,p) : p = 0} при
всех t.

Определение 1.2. Траекторию x(t), t ∈ (t0,t1), системы с гамильтонианом H будем называть
особой (или особой экстремалью), если она лежит на множестве точек разрыва x(t) ∈ N при
t ∈ (t0,t1).

В этой главе проведено исследование поведения особых траекторий гамильтоновой системы
на поверхности разрыва H коразмерности 1, а также строение поля неособых траекторий в их



23

окрестности. Поверхность разрыва правой части системы типично является гиперповерхностью
в задачах оптимального управления с одномерным управлением. Предположим, что в окрестно-
сти V точки x0 ∈ N множество N является гладкой гиперповерхностью, разбивающей V на две
области Ω1 и Ω2. Пусть H|Ωi

= Hi, i = 1,2, и Hi гладко продолжаются в окрестность Ωi. Тогда
гамильтонианH в окрестности x0 задается одним из двух соотношений

H = max(H1,H2), илиH = min(H1,H2).

По другому можно записать так:

H = H +Gu

где H = 1
2
(H1 + H2), G = 1

2
(H1 − H2), а u = 1 в Ω1 и u = −1 в Ω2 (или наоборот)5. Будем счи-

тать, что dG(x0) ̸= 0 – этого достаточно, чтобы множество N было гладкой гиперповерхностью
в окрестности x0 ∈ N .

1.3 Различные определения порядков особой траектории

С понятием особой траектории тесно связано понятие ее порядка, который, в каком-то смыс-
ле, определяет степень вырождения системы в окрестности особой траектории. Существует два
не совпадающих классических определения порядка: так называемый локальный порядок тра-
ектории и глобальный (intrinsic) порядок системы (см. [23]). Напомним их. Обозначим6 Ak =
∂
∂u

(
d
dt

)k−1 ∂
∂u

H при k ≥ 1.

Определение 1.3. Пусть x(t) – некоторая особая траектория и k1 – первый номер, при которомAk
не является тождественно нулевойфункцией на особой траектории x(t). По теоремеКэлли-Коппа-
Мойера (см. [21]) число k1 должно быть четно или бесконечно. Число hloc = k1/2 называется
локальным порядком особой траектории x(t).

Определение 1.4. Пусть k2 – первый номер, при котором Ak не является тождественно нулевой
функцией в V . По теореме Роббинса (см. [22]) число k2 должно быть четно или бесконечно. Число
hglob = k2/2 называется глобальным порядком системыH = H +Gu в V .

Глобальный порядок всегда меньше или равен локального порядка. Использование глобаль-
ного порядка системы позволяет выписывать необходимые условия и отыскивать особые траекто-
рии в терминах скобок Пуассона, что очень удобно и при конкретном счете и при теоретических
исследованиях. Точнее, если система имеет глобальный порядок h = hglob < ∞, то на любой
траектории выполнено

5Всюду в этой главе u ∈ [−1; 1]. Общий случай u ∈ [a,b] немедленно сводится к u ∈ [−1; 1] очевидной аффинной
заменой.

6Подобная форма записи достаточно неудобна, так как может быть неверно истолкована. Эту запись следует по-

нимать так: символ ∂
∂uH обозначаетG;

(
d
dt

)k
G является формальной функцией от x, u, u̇, ü и т.д. Левый символ ∂

∂u

означает формальное дифференцирование по u.
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(
d
dt

)k
G = (adH)kG, при k < 2h;(

d
dt

)2h
G = (adH)2hG+ {G,(adH)2h−1G}u, при k = 2h.

(1.1)

Здесь и далее через {H,G} = (adH)G обозначена скобка Пуассона7 функций H и G: {H,G} =

ω(iωdH,iωdG). Таким образом,A2h = {G,(adH)2h−1G}. Если при этомA2h ̸= 0 на особой траекто-
рии (т.е. ее локальный порядок совпадает с глобальным, hloc = hglob), то формулы (1.1) позволяют
легко находить управление на особой траектории. Более того, с их помощью может быть доказана
теорема о сопряжении: если h = hglob четно, 2|h, и на особой траектории выполнено усиленное
обобщенное условие Лежандра-Клебша (−1)hA2h < 0, то в точке стыковки этой особой траек-
тории с любой неособой управление на последней обязано иметь разрыв второго рода (см. [65]).
Особые траектории, на которыхA2h = 0 (такие траектории принято называть атипичными), невоз-
можно исследовать с помощью определения глобального порядка.

Локальный порядок напротив не позволяет использовать гамильтонов формализм. Однако, в
большом количестве задач, локальный порядок любой особой траектории строго больше глобаль-
ного порядка системы (в таких случаях мы будем говорить, что определение глобального порядка
вырождается). В этом случае в понятии глобального порядка мало смысла – все особые траекто-
рии атипичны и их невозможно найти, используя формулы (1.1). Также в этом случае не работает
теорема о сопряжении (см. [23]). Использовать определение локального порядка для отыскания
особых траекторий в этих случаях тоже не очень удобно, так как Ak при k > 2hglob становится
формальной функцией от u, u̇, ü и т.д. В защиту определения локального порядка скажем, что
обобщенное условие Лежандра-Клебша (см. [21]) формулируется очень просто даже для атипич-
ных особых траекторий8:

(−1)hlocA2hloc = (−1)hloc
∂

∂u

(
d

dt

)2hloc−1
∂

∂u
H ≤ 0

В этой главе мы будем использовать модифицированное определение порядка, сочетающее в
себе положительные качества обоих классических определений, и будем называть его натураль-
ным порядком во избежание путаницы. Во-первых новое определение порядка позволяет без
труда использовать Гамильтонов формализм, а во-вторых в большинстве конкретных примеров,
в которых локальный порядок траекторий больше глобального порядка системы, натуральный
порядок оказывается равным локальному порядку, и все неудобства связанные с вычислениями в
терминах локального порядка исчезают. В результате удается получить важную новую теорему о
гамильтоновости потока особых траектории. Теорема о невозможности регулярного сопряжения
неособой траектории и особой траекторией в системе четного порядка остается верной при замене
глобального порядка на натуральный.

7В канонических координатах (q,p) скобка Пуассона имеет вид {H,G} = H ′
pG

′
q −H ′

qG
′
p. Часто скобку Пуассона

определяют с противоположным знаком. В работе сделан именно такой выбор знаков, так как он позволяет избежать
большого количества ненужных (−1)k.

8Неравенство сформулировано для принципа максимума, т.е. для случая u = signG. Если же u = −signG, то
знак в неравенстве необходимо обратить.
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Порядок особой траектории (в любом определении) связан со следующим ключевым вопро-
сом: как найти управление на особой траектории. Из принципа максимума Понтрягина его найти
не возможно, так как G = 0 на особой траектории и априори может подойти любое управление
u ∈ [−1; 1]. Тем не менее «особое» управление можно найти, с помощью следующего классиче-
ского эвристического метода. Начнем с простого утверждения

Предложение 1.1. Если x(t) – особаятраектория, то для любой пробнойфункцииF (x) для почти
всех t найдется такое число u ∈ [−1; 1], что

d

dt
F (x(t)) = {H,F}(x(t)) + u{G,F}

Доказательство. Поскольку x(t) – особая траектория, то для почти всех t определена скорость
ẋ(t) = iωdH(x(t)) + uiωdG(x(t)) для некоторого u ∈ [−1; 1]. Тогда для этих t значение d

dt
F (x(t))

вычисляется по правилу сложной функции. Осталось напомнить, что

iωdH(F ) = {H,F}, и iωdG(F ) = {G,F}.

Для того, что отыскать особые траектории, обычно достаточно найти «особое» управление.
Итак, для функцииG на любой особой траектории x(t) имеем x(t) ∈ N иG(x(t)) ≡ 0. Обозначим
S1 = {x : G(x) = 0} = N . Итак, d

n

dtn
G(x(t)) ≡ 0 для всех n ∈ N. В случае n = 1 получаем:

d

dt
G(x(t)) = {H,G}(x(t)) + u{G,G}(x(t)) = {H,G}(x(t)) ≡ 0,

так как {G,G} ≡ 0 в силу кососимметричности скобки Пуассона. Итак, особая траектория должна
лежать на множестве9 S2 = {x : G(x) = (adH)G(x) = 0}. Дифференцируя второй раз, получаем,

d

dt
{H,G}(x(t)) = {H,{H,G}}+ u{G,{H,G}} = 0

Таким образом после второго дифференцирования возможны три варианта:

(a) Если {G,{H,G}} ̸= 0 на S2, то мы находим управление

us = −{H,{H,G}}
{G,{H,G}}

.

Подставляя его в систему принципа максимума, мы, вообще говоря, можем пытаться найти
особую траекторию.

(b) Если {G,{H,G}} = 0 на S2, то особая траектория обязана лежать на множестве S3 = {x :

G(x) = (adH)G(x) = (adH)2G(x) = 0}.
9По определению (adH)G = {H,G}.
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(c) Если {G,{H,G}} = 0 в некоторых точках S2 (но не во всех), то мы получаем так называемую
«атипичную» особую траекторию.

Если мы оказались в случае (b), то для нахождения особого управления процесс дифференци-
рования необходимо продолжить. На k-ом шаге, мы получим множество

Sk =
{
x : G(x) = (adH)G(x) = . . . = (adH)k−1G(x) = 0

}
.

и процесс остановится, если управление появится в явном виде, то есть в случае

{
G,(adH)k−1G

}
̸≡ 0 на Sk.

1.4 Натуральный порядок

Определение натурального порядка (которое дано ниже) мотивировано следующей теоремой:

Теорема 1.1 (О порядке особой траектории). Предположим, что дифференциалы dG, d(adH)G,
. . ., d(adH)2h−1G линейно независимы в V и

{
G,(adH)k−1G

}
= 0 на Sk

для любого четного k ≤ 2h. Тогда

{
G,(adH)2hG

}
= 0 на S2h+1.

Таким образом, в теореме 1.1 утверждается, что описанный выше индуктивный процесс отыс-
кания особого управления не может закончиться на нечетном шаге в намного более общей ситу-
ации, нежели наличие глобального порядка.

Доказательство теоремы 1.1 основано на следующей несложной лемме:

Лемма 1.1. Предположим, что дифференциалы dG, d(adH)G, . . ., d(adH)k−1G линейно незави-
симы в V . Пусть F – произвольная гладкая функция на V . Тогда значения скобки {H,F} в точках
множества Sk+1 зависят только от значений F в точках Sk и не зависят от продолжения F в
V \ Sk. Другими словами, если F1|Sk

= F2|Sk
, то {H,F1}|Sk+1

= {H,F2}|Sk+1
.

Доказательство. Поскольку дифференциалы dG, d(adH)G, . . ., d(adH)k−1G линейно независи-
мы, то Sk является гладким многообразием. Введем в его окрестности локальную систему коор-
динат:

g1 = G, g2 = (adH)G, . . . gk = (adH)k−1G

и дополним координаты g1, . . . ,gk до полной системы локальных координат координатами
y1, . . . ,y2n−k, где 2n = dimM. Тогда F (x) = F (g1, . . . ,gk,y1, . . . ,y2n−k) и
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{H,F} = F ′
g1
{H,G}+ F ′

g2
{H,(adH)G}+ . . .+ F ′

gk
{H,(adH)k−1G}+

∑
j

F ′
yj
{H,yj}.

Первые k слагаемых обнуляются на Sk+1 по определению, а последние (2n − k) в любой точке
многообразия Sk зависят только от значений F на Sk, так как при g1 = . . . = gk = 0 переменные
yj являются локальными координатами на Sk.

Для доказательства теоремы 1.1 нам еще потребуется следующее утверждение: если для неко-
торого k все скобки {(adH)mG,(adH)lG} обнулились при m и l лежащих на диагоналиm+ l =

k− 1, то скобки {(adH)mG,(adH)lG} на диагоналиm+ l = k совпадают по модулю и чередуют
знаки. Точнее, выполнено следующее

Следствие 1.1. В условиях леммы 1.1, если в каждой точке Sk выполнено

{(adH)mG,(adH)lG} = 0 при всех m+ l = k − 1; m,l ≥ 0,

то в каждой точке Sk+1 выполнено

{(adH)mG,(adH)lG} = (−1)m{G,(adH)kG} при всех m+ l = k; m,l ≥ 0.

Доказательство. Пустьm+ l = k − 1, иm,l ≥ 0. Согласно тождеству Якоби имеем

{(adH)m+1G,(adH)lG} = {H,{(adH)mG,(adH)lG}} − {(adH)mG,(adH)l+1G}

Первое слагаемое в правой части равенства обнуляется в точках Sk+1 согласно лемме 1.1.

Рисунок 1.2: Диаграмма обнуления скобок {(adH)mG,(adH)lG}.

Доказательство теоремы 1.1. Покажем, что

{(adH)mG,(adH)lG} = 0 в точках Sk

приm+ l = k − 1 и k ≤ 2h+ 1.
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Докажем утверждение индукцией по k. При k = 1 имеем m = l = 0 и {G,G} ≡ 0 ввиду
антисимметричности скобки Пуассона. Пусть теперь утверждение верно для некоторого k ≥ 1,
k ≤ 2h. Тогда (по следствию 1.1) в любой точке Sk+1 на диагонали m + l = k все элементы
{(adH)mG,(adH)lG} совпадают по модулю. Осталось найти на этой диагонали хотя бы один
нулевой элемент. Если k + 1 четно, то k + 1 ≤ 2h и {G,(adH)kG} = 0 в точках Sk+1 по условию.
Если же k+1 нечетно, k = 2r, то на диагоналиm+l = k обнуляется элемент {(adH)rG,(adH)rG}
(см. рис. 1.2).

В доказательстве теоремы 1.1 хорошо видно, почему управление в первый раз явно может
возникнуть только только на четном шаге дифференцирования

( d
dt

)k
G. Это есть следствие анти-

симметричности скобки Пуассона: {(adH)rG,(adH)rG} ≡ 0.
Таким образом, мы введем следующее

Определение 1.5. Мы будем говорить, что гамильтонова система с кусочно-гладким гамильто-
нианом H = H + Gu имеет в V натуральный порядок h ∈ N, если для всех четных k < 2h

выполнены соотношения

{
G,(adH)k−1G

}
= 0 на Sk (1.2)

а также10

{
G,(adH)2h−1G

}
̸= 0 в любой точке из S2h.

Если же равенства (1.2) выполнены для всех четных k ∈ N, то натуральный порядок системы
равен∞.

Другими словами, порядок особой траектории в два раза меньше, чем число шагов, необходи-
мых, чтобы найти особое управление11.

В доказательстве теоремы 1.1 мы фактически получили, следующую лемму:

Лемма 1.2. Предположим, что дифференциалы dG, d(adH)G, . . ., d(adH)2h−2G линейно неза-
висимы в V , и система имеет натуральный порядок h. Тогда в любой точке многообразия Sk,
k < 2h, выполнено

{(adH)mG,(adH)lG} = 0 при всех m+ l = k − 1; m,l ≥ 0,

а в точках S2h выполнено

{(adH)mG,(adH)lG} = (−1)m{G,(adH)2h−1G} при всех m+ l = 2h− 1; m,l ≥ 0.

10Если в каких-то точках из S2h (но не во всех) скобка
{
G,(adH)2h−1G

}
обнуляется (обозначим множество таких

точек через S0
2h), то в V натуральный порядок не определен. Но в V \S0

2h система имеет натуральный порядок равный
h. В ситуации общего положения dimS0

2h = dimS2h − 1. На множестве S0
2h вообще говоря могут лежать атипичные

особые траектории.
11Если соответствующие дифференциалы линейно независимы.
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Легко убедится, что

локальный порядок ≥ натуральный порядок ≥ глобальный порядок.

Правое неравенство выполнено, так как {G,(adH)kG} ≡ 0, если k ≤ 2hglob − 1. Более того,
если A2hglob ̸= 0 в V (т.е. атипичных особых экстремалей в V нет), то h = hglob = hloc. Однако
подобную ситуацию можно назвать везением. Левое неравенство будет доказано в дальнейшем и
будет показано, что если система имеет натуральный порядок h в V , то локальный порядок любой
особой траектории в V тоже равен h (см. замечание 1.10).

Для того, чтобы пояснить определение порядка, проведем подробное исследование одного
нетривиального примера.

Пример 1.2 (Модифицированная задача Фуллера). Рассмотрим задачу минимизации интеграла∫ T

0

x2 dt→ min

с некоторыми начальными и конечными условиями, которые несущественны для дальнейшего, и
при ограничении на вторую производную

|ẍ| ≤ |1 + x|.

В классической задаче Фуллера, предыдущее условие немного другое: |ẍ| ≤ 1. Поэтому при
x и ẋ близких к началу координат, эта задача (в каком-то смысле) не сильно отличается от задачи
Фуллера. Воспользуемся принципом максимума Понтрягина: пусть q1 = x, q2 = ẋ, а p1, p2 –
сопряженные переменные к q1, q2. Тогда12

H = −1

2
q21 + p1q2 + p2(1 + q1)u

и управление u выбирается в зависимости от знака произведения p2(1 + q1). Получаем

H = −1

2
q21 + p1q2; и G = p2(1 + q1).

Траектория является особой, если на ней обнуляется G. Поэтому множество S1 определяется
условием p2(1 + q1) = 0 и не является гладким многообразием. Прямые вычисления дают

0 =
d

dt
G = {H,G}+ {G,G}u = {H,G} = p2q2 − p1(1 + q1).

и

0 =
d

dt
{H,G} = {H,{H,G}}+ {G,{H,G}}u

12Будет считать, что λ0 = −1
2 .
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Поскольку скобка {G,{H,G}} не равно тождественно 0, то глобальный порядок системы равен
hglob = 1. Однако {G,{H,G}} = 2G на гиперповерхности S1. Поэтому любая особая экстре-
маль является атипичной (локальный порядок не меньше hloc ≥ 2) и понятие глобального по-
рядка вырождается в этой задаче. Тем не менее понятие натурального порядка работает, так как
{G,{H,G}}|S2 = 0, и натуральный порядок системы не меньше двух, h ≥ 2.

Найдем особые траектории и натуральный порядок системы в их окрестности. Итак,
(adH)2G = −q1(1 + q1)− 2p1q2; {G,(adH)2G} = 2{H,G};
(adH)3G = −q2(1 + 4q1); {G,(adH)3G} = −(1 + q1)(1 + 4q1);

(adH)4G = −4q22; {G,(adH)4G} = −4q2(1 + q1).

(adH)kG ≡ {G,(adH)kG} ≡ 0 при k ≥ 5

Поскольку {G,(adH)G}|S2 = 0 и {G,(adH)2G}|S3 = 0, то на любой особой траектории выполне-
но13 

d
dt

G = (adH)G,(
d
dt

)2
G = (adH)2G,(

d
dt

)3
G = (adH)3G,(

d
dt

)4
G = (adH)4G+ {G,(adH)3G}u,

Дальнейшие вычисление зависят от того, обнулилась ли скобка {G,(adH)3G}. Существует две
возможности, в зависимости от того, в окрестности какой особой траектории рассматривается
система. Разобьем S1 на 3 множества

S1
1 =

{
p2 = 0, q1 ̸= −1

}
, S2

1 =
{
q1 = −1, p2 ̸= 0

}
и S0

1 =
{
p2 = 0, q1 = −1

}
и изучим по отдельности поведение системы в малых окрестностях V j многообразий Sj1 , j = 1,2.
Будем считать, что V j ∩ S0

1 = ∅, j = 1,2.
В области V 1 имеем,

S1
1 =

{
p2 = 0,q1 ̸= −1

}
, S1

2 = S1
1 ∩

{
p1 = 0

}
,

S1
3 = S1

2 ∩
{
q1 = 0

}
, S1

4 = S1
3 ∩

{
q2 = 0

}
.

С другой стороны {G,(adH)3G}|S1
4
̸= 0. Поэтому есть единственная особая траектория q1 = q2 =

p1 = p2 = u = 0 в V 1, и натуральный порядок системы в V 1 равен 2 и совпадает с локальным
порядком этой траектории (как и в не модифицированной задаче Фуллера).

В область V 2 ситуация следующая: S2
2 = S2

1 ∩ {q2 = 0}, а при k ≥ 3, S2
k = S2

2 . Все особые
траектории образуют двумерную поверхность {q1 = −1, q2 = 0}, а p1, p2 – любые. Действительно,
если q1 = −1 и q2 = 0, то q̇1 ≡ q̇2 ≡ 0, поэтому никакое управление не может сдвинуть систему

13Важно отметить, что не на особой траектории эта система вообще говоря не выполняется, так как глобальный
порядок выродился.
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из этой точки. Поскольку {G,(adH)k−1G}|S2
k
= 0 при всех k, то натуральный порядок системы в

V 2 равен∞.

Таким образом, в приведенном выше примере, глобальный порядок hglob в любой открытой
области равен 1. Однако (i) есть одна особая траектория второго локального порядка, hloc = 2,
и в ее окрестности система имеет второй натуральный порядок, h = 2; и (ii) есть двумерная по-
верхность S2

2 особых траекторий бесконечного локального порядка, hloc = ∞, и в окрестности S2
2

система тоже имеет бесконечный натуральный порядок, h = ∞.
Особые траектории второго (глобального) порядка часто возникают в механических задачах,

так как в них управлением является внешняя сила, которая воздействует на вторую производную
фазовых координат. Особые траектории первого порядка чаще всего встречаются в задачах мат.
экономики. Если система имеет первый натуральный порядок, то очевидно она имеет и первый
глобальный порядок. Недавно в [26] автору совместно с В. Рунге удалось обнаружить в задаче
управления потоком Хеле-Шоу особые траектории первого порядка и построить с их помощью
полный оптимальный синтез в некоторых частных случаях.

1.5 Гамильтоновость потока особых траекторий

Априори особые траектории могут себя вести очень плохо – быть не гладкими и даже пере-
секаться. Однако, оказывается, что это не так. В теореме 1.1 доказано, что управление на особой
траектории с помощью описанной в параграфе 1.3 процедуры последовательного дифференциро-
вания G может быть найдено лишь на четном шаге дифференцирования 2h. Поэтому в ситуации
общего положения все особые траектории данного натурального порядка h лежат на четномер-
ном многообразии S коразмерности 2h вM. Само многообразиеM симплектично, имеет четную
размерность, и, значит, dimS тоже четно. Истинная причина того, что многообразие S всегда име-
ет четную размерность, заключается в том, оно является симплектическим подмногообразием в
M. Более того, особые траектории образуют на S гамильтонов поток с гладким гамильтонианом
H|S = H|S .

Поэтому, например, две различные особые траектории не могут пересекаться. Тем не менее
единственность решения нарушается как раз в точках особых траекторий (см. теорему 1.3): в эти
точки могут приходить неособые траектории и из них могут выходить неособые траектории.

Нижеследующая теорема о гамильтоновости особого потока будет сформулирована и доказа-
на в терминах натурального порядка, однако останется верной если заменить в ее формулировке
натуральный порядок на глобальный и не рассматривать атипичные особые траектории (тогда,
правда, применимость теоремы сильно уменьшится). Итак,

Теорема 1.2 (о гамильтоновости особого потока). Предположим, что гамильтонова си-
стема H = H + Gu имеет в V натуральный порядок h ̸= ∞, и дифференциалы
dG, d(adH)G, . . . , d(adH)2h−2G линейно независимы в V . Тогда все особые траектории систе-
мы лежат в множестве
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S = S2h ∩ {x : us(x) ∈ [−1; 1]},

где

us(x) =
−(adH)2hG{
G,(adH)2h−1G

} .
Более того,

(i) Множество S2h (если не пусто) является гладким симплектическим многообразием с сим-
плектической формой ω|S2h

.

(ii) Особыетраектории на S получаются следующим образом. Необходимо взять участкитра-
екторий гладкого гамильтонового потока на S2h с гамильтонианом H|S2h

= H|S2h
, прохо-

дящие в множестве {us ∈ [−1; 1]}.

(iii) Поток гладкого гамильтониана H̃(x) = H(x) +G(x)us(x) в объемлющем пространстве V
является касательным к S2h и его траектории на S совпадают с особыми.

Замечание 1.1. Например, из пункта (ii) теоремы 1.2 следует, что особые траектории являются
бесконечно гладкими и не пересекаются друг с другом, хотя могут пересекаться с неособыми.

Замечание 1.2. Если управление u принадлежит не отрезку [−1; 1] а некоторому замкнутому
промежутку, например I = [a; b], I = [a; +∞), I = (−∞; b] или I = R, то теорема 1.2 останется
верной если переобозначить S = S2h ∩ {us ∈ I}.

Доказательство теоремы 1.2. Докажем сначала, что любая особая траектория в V лежит в мно-
жестве S = S2h ∩ {x : |u(x)| ≤ 1}. Пусть x(t), t ∈ (t0,t1), – особая траектория. Докажем по
индукции, что x(t) лежит в Sk при k ≤ 2h. Если k = 1, то очевидно G(x(t)) ≡ 0 по определению
особой траектории (значит x(t) ∈ S1). Пусть теперь x(t) лежит в Sk для некоторого k ≤ 2h − 1,
т.е. (adH)k−1G(x(t)) ≡ 0. Тогда, согласно предложению 1.1, в любой точке дифференцируемости
x(t) для некоторого v ∈ [−1; 1] выполняется

0 =
d

dt

(
(adH)k−1G(x(t))

)
= (adH)kG|x(t) + v{G,(adH)k−1G}|x(t)

Но x(t) ∈ Sk по предположению индукции, а последнее слагаемое обнуляется на Sk по
лемме 1.2. Поэтому (adH)kG(x(t)) = 0 в точках дифференцируемости x(t). Следовательно,
(adH)kG(x(t)) = 0 при всех t ∈ (t0,t1), так как траектория x(t) абсолютно непрерывна и множе-
ство точек ее дифференцируемости всюду плотно на (t0,t1). Получаем x(t) ∈ Sk+1.

Таким образом, при k = 2h получаем x(t) ∈ S2h. Поэтому в любой точке дифференцируемости
x(t) для некоторого v ∈ [−1; 1] выполнено (adH)2hG+{G,(adH)2h−1G}v = 0. Немедленно нахо-
дим: v = us(x(t)) лежит на отрезке [−1; 1] в точках дифференцируемости x(t), и, следовательно,
|us(x(t))| ≤ 1 всюду, что и требовалось.
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Теперь докажем, что множество S2h является гладким симплектическим подмногообразием
(если не пусто). Обозначим для краткости Fk = (adH)kG. В условии теоремы требуется, чтобы
дифференциалы dFk, k ≤ 2h − 2, были линейно независимы. Мы докажем, что множество S2h

является гладким многообразием в V коразмерности 2h, как только покажем, что dFk, k ≤ 2h−1,
линейно независимы. Предположим, что это так (этот факт доказан ниже).

Покажем, что ограничение симплектической формы ω на S2h является симплектической фор-
мой. Форма ω|S2h

замкнута в силу замкнутости ω. Покажем невырожденность ω|S2h
. Касательное

пространство TxS2h определяется следующим свойством:

ξ ∈ TxS2h ⇔
∂

∂ξ
Fk(x) = 0 при k ≤ 2h− 1.

Или по-другому 0 = dFk(ξ) = ω(ξ,iωdFk). Поэтому подпространство TxS2h ⊆ TxM относительно
ω является дополнительным к подпространству L ⊆ TxM порожденному векторами iωdFk(x).
Невырожденность ω на TxS2h равносильна невырожденности ω на L, как на дополнительных под-
пространствах. Матрица формы ω в ограничении на L в базисе iωdFk(x) имеет вид

F(x) =
(
ω(iωdFk,iωdFl)|x

)2h−1

k,l=0
=
(
{Fk,Fl}|x

)2h−1

k,l=0

Таким образом, осталось показать невырожденность матрицыF в точках S2h. Согласно лемме 1.2
в матрице F(x) выше побочной диагонали стоят нули при x ∈ S2h, а на самой побочной диаго-
нали при x ∈ S2h стоят элементы вида ±{G,(adH)2h−1G} где знаки ± чередуются и выбирают-
ся в зависимости от четности номера строки. Поскольку по определению натурального порядка
{G,(adH)2h−1G} ̸= 0 в точках S2h, мы немедленно получаем невырожденность матрицы F(x).
Во-первых, это доказывает, что S2h является гладким многообразием. Действительно, дифферен-
циалы dFk, k ≤ 2h − 1, должны быть линейно независимы. Во-вторых, мы получаем, что форма
ω на S2h невырождена. Пункт (i) доказан.

Докажем теперь пункт (ii). Любая особая траектория в S имеет в любой своей точке диффе-
ренцируемости x ∈ S скорость ξ(x) = iωdH(x) + us(x)iωdG(x) ∈ TxS2h. Определим на всем
многообразии S2h гладкое касательное векторное поле ξ(x) = iωdH(x) + us(x)iωdG(x) ∈ TxS ,
ξ(x) ∈ TxS2h. По теореме Коши о существовании и единственности решения ОДУ с гладкой пра-
вой частью, через каждую точку S2h проходит не более одной траектории поля ξ(x).

Покажем, что особые траектории на S есть в точности части траекторий векторного поля ξ
на S2h, проходящие в S. Итак, если x(t) – особая траектория при t ∈ (t1; t2), то x(t) ∈ S2h и
ẋ(t) = ξ(x(t)) для почти всех t. Поэтому ẋ(t) = ξ(x(t)) для всех t, а особая траектория x(t) явля-
ется бесконечно гладкой. Обратно, пусть траектория x(t) на S2h есть решение уравнения ẋ = ξ(x)

и x(t) ∈ S при t ∈ (t1,t2). Тогда x(t) является траекторией гамильтоновой системы с гамильтони-
аномH = H +Gu при u(t) = us(x(t)), и является особой, так как S2h ⊂ N .

Покажем теперь, что поток на S2h, определяемый гладким гамильтонианомH , состоит из осо-
бых траекторий, что, во-первых, докажет гамильтоновость потока особых траекторий (и завершит
доказательство пункта (ii)), а, во-вторых, приведет к доказательству пункта (iii).
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Для того, чтобы найти поток H на S2h воспользуемся соображениями, аналогичными тем,
что пользовался Мозер при доказательстве полной интегрируемости геодезического потока на
n-мерном эллипсоиде (см. [66]). Рассмотрим гладкий гамильтониан

H̃(x) = H(x) + us(x)G(x).

определенный в окрестности S2h. Очевидно, что H̃|S2h
= H|S2h

, поэтому потоки определяемые
ими при ограничении на S2h совпадают. Покажем, что поток гамильтониана H̃ в объемлющей
окрестности V является касательным к S2h, и потому не изменяется при ограничении H̃ на S2h.
Это завершит доказательство.

Итак, найдем гамильтоново векторное поле для H̃. По правилу Лейбница

iωdH̃ = iωdH + usiωdG+Giωdu
s.

Поэтому в точках S1 = {G = 0} (а, значит, и в точках S2h) выполняется

iωdH̃ = iωdH + usiωdG = ξ(x).

Выше было показано, что векторное поле ξ(x) касательно к S2h, что и требовалось.

Следствие 1.2. Очевидное следствие заключается в том, что H есть первый интеграл потока
особых траекторий (этот факт, конечно, нетрудно получить и прямым счетом).

Замечание 1.3. Если множество допустимых управлений в H = H + Gu есть вся прямая, u ∈ R,
то все траектории являются особыми. Действительно, если G ̸= 0, то максимум Gu по u ∈ R не
достигается. В этом случае есть только особые траектории, и они образуют гамильтонов поток на
S = S2h.

Замечание 1.4. Множество S является многообразием с краем, если дифференциал us(x) в точках
S2h ∩ {us(x) = ±1} линейно независим с дифференциалами dFk.

Замечание 1.5. Если существуют n− h независимых функций H1, ...,Hn−h в V , коммутирующих
на S с H , G и друг с другом, то поток особых траекторий на S является вполне интегрируемым
по Лиувиллю. Более того, он включается в поток гладкого гамильтониана H̃ в V , который ча-
сто бывает суперинтегрируемым (см. [67]) на S с n + h интегралами H1, ..., Hn−h, Hn−h+1 = G,
Hn−h+2 = (adH)G, ..., Hn+h = (adH)2h−1G

Замечание 1.6. Если H и G бесконечно гладкие функции, то многообразие особых траекторий
S бесконечно гладко, и, более того, все особые траектории на S бесконечно гладкие. Если же
H,G ∈ Ck(M), где k > 2h, то S и особые траектории на S будут иметь гладкость не меньше
k − 2h.
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1.6 Ниспадающая система скобок Пуассона

В этом параграфе мы опишем метод выписывания ниспадающей системы скобок Пуассона,
на который в этой главе опираются две важные теоремы о поведении траекторий в окрестности
поверхности негладкости N = {x : G(x) = 0} гамильтониана

H = H +Gu, u = signG.

Решения такой не гладкой гамильтоновой системы обязаны существовать (см. [62]), но, вообще
говоря, могут пересекаться, т.е. единственность может быть нарушена. Первый важный резуль-
тат заключается в том, что единственность решения может нарушаться только в точках особого
многообразия S . Вне любой сколь угодно малой окрестности этого многообразия решение един-
ственно и не может пересекать поверхность негладкости N слишком часто (точнее см. теорему
1.3).

Второй важный результат – это обобщение классической теоремы о сопряжении для натураль-
ного порядка, которая гласит, что если натуральный порядок системы является четным, то при
стыковке особой траектории и неособой управление на неособой обязано иметь разрыв второго
рода при подходе к особой. Теоремы о невозможности регулярного сопряжения (в том или ином
смысле) неособой траектории с особой обычно доказываются в терминах глобального порядка.
Например, если система имеет четный глобальный порядок, то при сопряжении неособой траек-
тории с особой (не атипичной) управление обязано иметь разрыв второго рода. При этом (см. [23])
заменить глобальный порядок на локальный в формулировке нельзя – существуют контрпримеры
(см. пример 1.4).

Обе эти теоремы доказываются с помощью нового метода выписывания ниспадающей систе-
мы14 скобок Пуассона. Построение ниспадающей системы в каком-то смысле подобно процедуре
нильпотентизации, часто используемой в субримановой геометрии. Этот метод оказался очень
эффективным и будет часто применяться в данной диссертации. Например, результаты второй
части диссертации, связанные с хаосом на конечных промежутках времени в гамильтоновых си-
стемах с разрывной правой частью также опираются на этот метод (см., например, [68]). Эта тех-
ника позволяет эффективно исследовать поведение неособых траекторий в окрестности особого
многообразия, даже когда определение глобального порядка вырождается.

Опишем подробно структуру этой системы. Выпишем набор дифференциальных уравнений,
вдоль произвольной траектории системы, и упорядочим их по строкам. Первые две строки систе-
мы содержат по одному уравнению (будем перед уравнениями, стоящими в k-ой строке, ставить
символ ⌉k⌈):

⌉1⌈ d
dt
G = {H,G};

⌉2⌈ d
dt
{H,G} = {H,{H,G}}+ {G,{H,G}}u.

14Descending system.
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Третья строка содержит два уравнения.

⌉3⌈ d
dt
{H{H,G}} = {H{H,{H,G}}}+ {G,{H{H,G}}}u;

⌉3⌈ d
dt
{G{H,G}} = {H{G,{H,G}}}+ {G,{G{H,G}}}u.

В общем случае вm-ой строке,m ≥ 2, выписаны уравнения вида

⌉m⌈ d

dt
Km = {H,Km}+ {G,Km}u,

где Km = {Km,{Km−1, . . . {K2,K1} . . .}}, K1 = G, K2 = H , а остальные символы Kj могут
обозначать какH так иG (т.е. всего 2m−2 уравнений). Уравнения в (m+1)-ой строке получаются
дифференцированием по t правых частей уравнений вm-ой строке. Т.е. например

⌉m+ 1⌈ d

dt
{H,Km} = {H,{H,Km}}+ {G,{H,Km}}u,

и

⌉m+ 1⌈ d

dt
{G,Km} = {H,{G,Km}}+ {G,{G,Km}}u.

Ниспадающая система выписывается вплоть до строки с номером 2h, где h – натуральный порядок
системы.

Таким образом, в m-ой строке выписаны уравнения на производную по времени от скобок
m-ого порядка, а правые части этих уравнений есть аффинные по управлению u функции, где
коэффициентами выступают скоби (m+ 1)-ого порядка.

Главными скобками ниспадающей системы мы будем называть скобки G, (adH)G, . . .,
(adH)2h−1G. Остальные скобки порядка не больше 2h мы будем называть не главными. Основ-
ное свойство главных скобок заключается в том, что если некоторая траектория пересекает Sk,
k < 2h, в момент времени τ , то в любой строке с номером m ≤ k не главные скобки имеют
больший порядок малости по t− τ , чем главные скобки, и потому не влияют на принципиальное
поведение системы. Этот факт следует из двух следующих лемм.

Первая лемма аналогична лемме 1.1 с заменой H на G в условии и Sk+1 на Sk в утверждении
леммы:

Лемма 1.3. Предположим гамильтонова система с гамильтонианомH имеет в V натуральный
порядок h. Пусть F – произвольная гладкая функция в V , k < 2h, а дифференциалы dG, d(adH)G,
. . ., d(adH)k−1G линейно независимы. Тогда значения скобки {G,F} в точках множества Sk за-
висят только от значений F в точках Sk и не зависят от продолжения F вM\ Sk

Доказательство. Доказательство можно провести аналогично доказательству леммы 1.1: для
произвольной функции F имеем
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{G,F} = F ′
g1
{G,G}+ F ′

g2
{G,(adH)G}+ . . .+ F ′

gk
{G,(adH)k−1G}+

∑
j

F ′
yj
{G,yj}.

Первые k слагаемых обнуляются на Sk по лемме 1.2, а последние 2n − k слагаемых зависят
только от значений F на Sk по тем же соображениям, что и в лемме 1.1.

Вторая лемма утверждает, что почти все скобки, участвующие в ниспадающей системе скобок
Пуассона, обнуляются на соответствующей многообразии Sm

Лемма 1.4. Пусть Km = {Km,{Km−1, . . . {K2,K1} . . .}}, где K1 = G, K2 = H , а при каждом
i ≥ 3 символ Ki обозначает H либо G. Пусть 1 ≤ m < 2h и j ≥ 0. Тогда Km+j = 0 на Sm, если
скобкаKm+j содержит не болееm−1 символовH (и любое количество символовG). Приm = 2h

это утверждение верно для всех скобок K2h+j , в которых крайний слева символ есть H .

Доказательство. Заметим, что в ниспадающей системе скобок ПуассонаK1 = G. ПоэтомуK1 =

0 на S1. Для K2 есть два варианта K2 = H и K2 = G. Случай K2 = G тривиален. Если K2 = H ,
то K2 = {H,G} = 0 на S2 по определению S2.

ЕслиK3 = H , тоK3 = {K3,{K2,K1}} = 0 на S3 по лемме 1.1. Если жеK3 = G, тоK3 = 0 на S2

по лемме 1.3. Отметим, что при добавлении нового крайнего слева символа мы должны увеличить
на 1 индекс у Sm, если этот символ есть H , и не менять индекс Sm, если этот символ – G.

Этот процесс можно продолжать по индукции, пока индекс у многообразия Sm меньше 2h.
Займемся последним шагом. Пусть теперь скобкаK2h+j содержит ровно 2h− 1 символовH , при-
чем крайний слева символK2h+j = H . Тогда скобкаK2h+j−1 содержит 2h−2 символовH , поэтому
к ней применимо уже доказанное индуктивное утверждение, то есть K2h+j−1 = 0 на S2h−1. При-
меняя лемму 1.1 получаемK2h+j = 0 на S2h, что и требовалось. Объясним еще, почему последний
шаг нельзя сделать, если K2h+j = G. Действительно, в этом случае на предыдущем шаге скоб-
ка K2h+j−1 содержит снова 2h − 1 символов H . Поэтому максимум на что можно рассчитывать:
K2h+j−1 = 0 на S2h. Но на S2h лемма 1.3 не применима.

Следствие 1.3. Если скобка K2h+1 не есть ни (adH)2hG ни {G,(adH)2h−1G}, то K2h+1 = 0 на
S2h

Доказательство. Действительно, в этом случае один из символов Kj с номерами 3 ≤ j ≤ 2h

должен бытьG. Поэтому в обоих случаях, когдаK2h+1 есть либоH либоG, скобкаK2h+1 удовле-
творяет условию леммы 1.4

1.7 Теоремы о единственности и сопряжении для неособых траекторий

Теорема 1.3 (О единственности вне особого многообразия). Предположим, что гамильтонова
системаH = H +Gu имеет натуральный порядок h. Пусть k ≤ 2h, и x∗ ∈ Sk \Sk+1 если k < 2h
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или x∗ ∈ S2h \ S если k = 2h. Предположим также, что дифференциалы dG, d(adH)G, . . .,
d(adH)k−1G линейно независимы в V . Тогда

(i) Существует такой достаточно малый промежуток времени t ∈ (−ε; ε), ε > 0, что тра-
ектория x(t) гамильтоновой системы с гамильтонианом H, проходящая через x∗ = x(0)

существует и единственна при t ∈ (−ε; ε). Число ε > 0 можно выбрать так, чтобы эта
траектория при t ∈ (−ε; ε) пересекалаN в единственной точке x∗. Более того, еслиm < k,
то траектория x(t) касается Sm в x∗ при t → ±0 с порядком касания k −m, а при m = k

траектория x(t) трансверсальна Sk при t→ ±0.

(ii) Если k четно, то траектория остается в {G ≥ 0} при t ∈ (−ε; ε), если (adH)kG(x∗) > 0,
или наоборот в {G ≤ 0}, если (adH)kG(x∗) < 0, и в любом случае является бесконечно
гладкой. Если же k нечетно, то x(t) переходит в x∗ из области G < 0 при t ∈ (−ε; 0) в
областьG > 0 при t ∈ (0; ε) (если (adH)kG(x∗) > 0) или наоборот (если (adH)kG(x∗) < 0),
а x(t) является негладкой в точке t = 0.

Доказательство. Если точка x∗ ̸∈ S1 = {G = 0}, то в окрестности x∗ гамильтониан H явля-
ется гладким и ее траектории в окрестности x∗ образуют поток. То есть являются гладкими, не
пресекаются и вообще обладают всеми свойствами решений гладких систем ОДУ.

Если x∗ ∈ S1, то гладкость траектории, вообще говоря, может потеряться. Пусть x∗ ∈ Sk \Sk+1

и k < 2h, или x∗ ∈ S2h \ S = S2h \ {|us| ≤ 1} и k = 2h. Рассмотрим произвольную траекторию
x(t) гамильтоновой системы в V , проходящую через15 x∗ = x(0). Выпишем ниспадающую си-
стему вплоть до строки с номером k, и покажем обратной индукцией, что главные скобки имеют
меньший порядок малости по t, чем главные.

По лемме 1.4 получаем, что для любой скобки Km из ниспадающей системы длины m ≤ k

выполнено

Km(x(t)) =

∫ t

0

(
{H,Km}(x(s)) + u(s){G,Km}(x(s))

)
ds. (1.3)

где u(t) – управление на x(t).
Докажем теперь базу обратной индукции. Рассмотрим последнюю строчку ниспадающей си-

стемы. Если Kk – не главная скобка, то подынтегральное выражение в (1.3) обнуляется при t = 0.
Действительно, в подынтегральных скобках порядка k + 1 крайний правый символ есть G, и еще
хотя бы один символ есть G, так как Kk – не главная скобка. Поэтому по лемме 1.4, они обнуля-
ются в x(0) = x∗ ∈ Sk. Следовательно, при малых t > 0 для некоторого bk > 0 выполнено

|Kk(x(t))| ≤ bkt
2, если Kk – не главная скобка.

Рассмотрим подробно главную скобку (adH)k−1G в последней строке. Покажем для нее, что
подынтегральное выражение в (1.3) при t = 0 отлично от 0. Действительно, разберем два слу-

15Любую такую траекторию, если их много (хотя бы одна должна существовать по теореме существования Фи-
липпова, см. [62]). Далее мы докажем, что решение единственно, по крайней мере локально.
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чая.

1. Если k < 2h, то, с одной стороны x∗ ∈ Sk, поэтому {G,(adH)k−1G}(x∗) = 0 по лемме 1.4, а
с другой стороны, x∗ ̸∈ Sk+1, поэтому (adH)kG(x∗) ̸= 0 (по определению Sk+1).

2. Если k = 2h, то, вообще говоря, обе подынтегральные скобки могут не обнуляться в x∗ ∈
S2h \ {|us| ≤ 1}. Однако знак выражения

(adH)2hG(x∗) + u{G,(adH)2h−1G}

не меняется при u ∈ [−1; 1] и совпадает со знаком скобки (adH)2hG(x∗). Действительно,
это выражение аффинно по u и обнуляется при значении u = us(x∗), которое лежит вне
промежутка [−1; 1].

Пусть для определенности (adH)kG(x∗) > 0. Итак, при малых t для некоторых положитель-
ных констант ck и c′k выполнено{

c′kt ≥ (adH)k−1G(x(t)) ≥ ckt > 0 при t > 0;

c′kt ≤ (adH)k−1G(x(t)) ≤ ckt < 0 при t < 0.

Шаг обратной индукции очень похож на базу. Пусть m < k. Если Km – не главная скобка, то
подынтегральное выражение в (1.3) содержит только не главные скобки. Поэтому из результата
для строчкиm+ 1 получаем, что для некоторого bm > 0 при малых t ≥ 0 выполнено

|Km(x(t))| ≤ bmt
k−m+2, если Km – не главная скобка.

Для главной скобки (adH)m−1G получаем следующее: первое подынтегральное слагаемое в (1.3)
является главной скобкой в строке с номером (m + 1), а второе – не главной скобкой и мажори-
руется первым при малых t ≥ 0. Поэтому при малых t ≥ 0 для некоторых cm,c′m > 0, если k −m

нечетно, то

c′mt
k−m+1 ≥ (adH)m−1G(x(t)) ≥ cmt

k−m+1 > 0

а если k −m четно, то{
c′mt

k−m+1 ≥ (adH)m−1G(x(t)) ≥ cmt
k−m+1 > 0 при t > 0;

c′mt
k−m+1 ≤ (adH)m−1G(x(t)) ≤ cmt

k−m+1 < 0 при t < 0;

В первой строчке получаем при малых t, что если k – четно, то

c′1t
k ≥ G(x(t)) ≥ c1t

k > 0

А если k – нечетно, то



40

{
c′1t

k ≥ G(x(t)) ≥ c1t
k > 0 при t > 0;

c′1t
k ≤ G(x(t)) ≤ c1t

k < 0 при t < 0;

Таким образом, траектория x(t) пересекает N ровно в одной точке x∗ при t = 0. Поэтому
решение единственно при t ≥ 0 и при t ≤ 0 по теореме Коши для гладких ОДУ.

Если k – четно, то G(x(t)) ≥ 0, и следовательно траектория x(t) удовлетворяет одному и
тому же дифференциальному уравнению с гладкой правой частью и при t > 0 и при t < 0, и
потому является гладкой. Если k нечетно, то u(t) меняет знак в t = 0. Поэтому производная
ẋ(t) = iωdH + u(t)iωdG рвется в t = 0, так как dG ̸= 0.

Замечание 1.7. Здесь важно отметить, что число ε = ε(x∗) > 0 в теореме 1.3 можно выбрать непре-
рывно зависящим от x∗ ∈ Sk \ Sk+1 (или соответственно x∗ ∈ S2h \ {|us| ≤ 1}) если x∗ меняется в
компактном подмножестве. Это связано с тем, что ε(x∗) определяется лишь через максимальные
и минимальные значения скобок Km в окрестности x∗.

Замечание 1.8. Если x∗ ∈ Sk \ Sk+1 (или соответственно x∗ ∈ S2h \ {|us| ≤ 1}) и x∗ → Sk+1 (или
соответственно x∗ → {|us| ≤ 1}), то, вообще говоря, ε(x∗) → 0.

Известно, что оптимальные траектории часто содержат существенные неустранимые осо-
бенности в окрестности точек на особых экстремалях. А именно, скорость (или, эквивалентно,
управление) на оптимальной траектории содержит разрыв второго рода при выходе в особую
точку. Удивительным образом оказывается, что наличие такого рода особенностей не является
лишь следствием принципа максимума Понтрягина. Например в задачах поиска часто возника-
ют неустранимые особенности при начале движения (см. [42]). В задаче поиска неподвижного
объекта на прямой оптимальная траектория содержится счетное число переключений при нача-
ле движения, однако асимптотика точек переключения, в отличии от феномена чаттеринга, не
описывается геометрическими прогрессиями, а подобна (−1)n2−2n (см. [43, 44]). Существование
оптимальной траектории поиска неизбежно и доказано в [45]. Также в этой работе выведены диф-
ференциальные уравнения, которым подчиняется движение вдоль оптимальной траектории поис-
ка. Эти уравнения не являются разновидностью принципа максимума Понтрягина, тем не менее
управление оптимального поиска часто содержит разрыв второго рода при начале движения.

Далее будет доказана теорема о невозможности регулярного сопряжения неособой траекто-
рии особой траекторией четного натурального порядка в гамильтоновой системе с гамильтони-
аном H = H + Gu. А именно: в этом случае при стыковки неособой траектории с особой тра-
екторией управление на неособой необходимо содержит разрыв второго рода в точке стыковки.
Подобного рода теоремы широко известны и обычно носят название «теоремы о сопряжении».
Важно отметить, что подобного сорта результаты ранее доказывались в предположении о совпа-
дении глобального порядка системы и локального порядка траектории, то есть в предположении,
что особая траектория не является атипичной. Автор приводит очередную теорему о сопряжении
чтобы продемонстрировать, что определение натурального порядка и в этом случае с успехом
заменяет понятие глобального порядка. Доказательство этой теоремы основано на необходимом
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условии оптимальности Кэлли-Коппа-Мойера (см. замечание 1.10).

Теорема 1.4 (о сопряжении). Предположим, что гамильтонова система H = H + Gu имеет
на M четный натуральный порядок h ̸= ∞, и дифференциалы dG, d(adH)G, ..., d(adH)2h−2G

линейно независимы в V . Рассмотрим точку x∗ ∈ S , на которой us(x∗) ∈ (−1; 1), где us(x)
– особое управление из теоремы 1.2. Предположим также, что выполнено условие Лежандра-
Клебша:

{G,(adH)2h−1G}(x∗(t)) < 0

Тогда, если неособая траектория x(t), u(t) определена при t ≥ τ (или t ≤ τ ) и сопрягается в
точке τ с особым многообразием в точке x(τ) = x∗, то управление u(t) имеет разрыв второго
рода при t→ τ + 0 (соответственно t→ τ − 0).

Доказательство теоремы 1.4. Доказательство очень близко к доказательству теоремы 1.3.
Без ограничения общности будем считать, что τ = 0, и неособая траектория сходит с особого

многообразия S , т.е. x(t), u(t) определены при малых t ≥ 0. Предположим противное: пусть
управление u(t) имеет предел при t → +0. Поскольку траектория x(t) неособа, то u(t) = ±1 при
любом t. Пусть limt→+0 u(t) = 1 (случай −1 аналогичен). Тогда u(t) = 1 при малых t ≥ 0, и,
следовательно G(x(t)) > 0, а траектория x(t) является гладкой при малых t > 0.

Придем к противоречию с G(x(t)) > 0. Докажем обратной индукцией следующее утвер-
ждение: если Km – главная скобка в ниспадающей системе скобок Пуассона, то Km(x(t)) ≤
−cmt2h−m+1 для некоторой константы cm > 0 при малых t > 0, а если Km – не главная скоб-
ка, то |Km(x(t))| ≤ bmt

2h−m+2 для bm > 0, то есть имеет больший порядок малости по t → +0.
Приm = 1 получим противоречие, так как 0 < G(x(t)) ≤ −c1t2h < 0.

По лемме 1.4 получаем, что для любой скобки Km из ниспадающей системы длины m ≤ 2h

выполнено ключевое соотношение (1.3). Докажем теперь базу обратной индукции. Рассмотрим
последнюю строчку ниспадающей системы. Если K2h – не главная скобка, то подынтегральное
выражение в (1.3) обнуляется при t = 0, так как x(0) = x∗(0) ∈ S2h. Следовательно, при малых
t > 0 для некоторого b2h > 0 выполнено

|K2h(x(t))| ≤ b2ht
2, если K2h – не главная скобка.

Рассмотрим подробно главную скобку (adH)2h−1G в последней строке. Покажем для нее, что
подынтегральное выражение в (1.3) при t = 0 отрицательно. Действительно, если в нем заменить
u(0) = 1 на u∗(0) < 1 то получится 0 по теореме 1.2, а {G,(adH)2h−1G}(x(0)) < 0 по условию
теоремы. Поэтому при малых t > 0 для некоторого c2h > 0 выполнено

(adH)2h−1G(x(t)) ≤ −c2ht < 0.

Далее, действуя обратной индукцией как в доказательстве теоремы 1.3, на шаге с номером m
для некоторого bm > 0 при малых t ≥ 0



42

|Km(x(t))| ≤ bmt
2h−m+2, если Km – не главная скобка.

Для главной скобки (adH)m−1G при малых t ≥ 0

(adH)m−1G(x(t)) ≤ −cmt2h−m+1 < 0.

Поэтому приm = 1 получаем G(x(t)) ≤ −c1t2h < 0, что противоречит G(x(t)) > 0.

Замечание 1.9. Условие |us(t)| < 1 в теореме 1.4 существенно. Это означает, что теорема 1.4
запрещает регулярное сопряжение в точках многообразия особых траекторий S ∩ {|us| < 1}, но
ничего не утверждает про сопряжение на S ∩ {us = ±1}.

Пример 1.3. В рассмотренном выше примере 1.2 в окрестности особой траектории q1 = q2 =

p1 = p2 = 0 система имеет второй натуральный порядок, поэтому16 по доказанной теореме 1.4
регулярное сопряжение с неособой траекторией невозможно.

Рисунок 1.3: Проекция множества S0
2 на плоскость (q1,q2).

Таким образом, невозможность регулярного сопряжения на самом деле определяется четно-
стью натурального порядка, а не глобального. Четность локального порядка напротив не препят-
ствует регулярному сопряжению. Это хорошо видно из примера Льюиса, который изначально и
послужил толчком для введения двух разных определений порядка – глобального и локального.
Разберем его с точки зрения натурального порядка.

Пример 1.4 (Льюис, 1980, [23]). Рассматривается задача минимизации интеграла:

∫ ∞

0

(
q1 −

1

2

)2

dt→ min

при условии, что
16Обобщенное условие Лежандра-Клебша выполнено, так как {G,(adH)3G} = −1 в начале координат.
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q̇1 = uq2; q̇2 = u− q1; u ∈ [−1; 1].

Согласно принципу максимума Понтрягина

H = −
(
q1 −

1

2

)2

− p2q1 + (p2 + q2p1)u,

Как показал Льюис, траектория q1 = 1
2
, q2 = p1 = p2 = u = 0 является особой, и ее локальный

порядок равен двум. Обобщенное условие Лежандра-Клебша (в терминах локального порядка)
выполнено, но при этом существуют неособые траектории, сопрягающиеся с ней регулярно. Это
не противоречит классической теореме о сопряжении, так как глобальный порядок в системе ра-
вен 1, а особая экстремаль является атипичной.

С точки зрение натурального порядка ситуация устроена следующим образом:

G = p2 + q2p1; {H,G} = 2q1q2 − q1p1 + q2p2 − q2

Поэтому в окрестности точки x∗ = (1
2
,0,0,0) имеем

S1 =
{
p2 = −q2p1

}
и S2 = S1 ∩

{
p1 =

q2(2q1 − 1)

q1 + q22

}
Переменные q1 и q2 являются локальными координатами на S2 в окрестности x∗, то есть q1 и

q2 на S2 могут быть любыми из окрестности точки (1
2
,0), а p1 и p2 по ним однозначно находятся.

Найдем натуральный порядок системы в окрестности x∗:

{G,(adH)G}|S2 =

(
q22 + q1 +

1
2

)2
+ 3
(
q22 − q1 +

1
2

)2
− 1

2(q1 + q22)
.

Поэтому скобка {G,(adH)G} обнуляется не во всех точках многообразия S2, а лишь а поверхно-
сти

S0
2 = S2 ∩

{(
q22 + q1 +

1

2

)2
+ 3
(
q22 − q1 +

1

2

)2
= 1

}
(1.4)

Если в формулах (1.4) заменить q22 на q2, то на плоскости (q1,q2) получится эллипс L. Теперь, что-
бы построить S0

2 необходимо к множеству L ∩ {q2 ≥ 0} применить преобразование q2 7→ √
q2

(см. рис. 1.3). Таким образом, в окрестности траектории x∗ ∈ S0
2 натуральный порядок не опреде-

лен, а натуральный порядок S2 без S0
2 равен 1 (как и глобальный) и не препятствует регулярному

сопряжению неособых траекторий с x∗.

Замечание 1.10. Если система в V имеет натуральный порядок h, то локальный порядок любой
особой траектории в V совпадает с h (хотя глобальный порядок может быть меньше). Действи-
тельно, предположим, что дифференциалы dG, d(adH)G, . . ., d(adH)2h−1G линейно независимы
и вычислим в старых обозначениях

( d
dt

)k ∂
∂u

H как формальный многочлен от u,u̇,ü, . . .. Коэффи-
циентами при мономах будут линейные комбинации скобок отH иG длины k. Поэтому по лемме
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1.4 если k < 2h, то ∂
∂u

(
d
dt

)k ∂
∂u

H = 0. Если же k = 2h, то по той же лемме получаем:

∂

∂u

(
d

dt

)2h
∂

∂u
H = {G,(adH)2h−1G} ≠ 0 на S

Более того, как элементарное следствие, получаем обобщенное неравенство Лежандра-Клебша
для натурального порядка, вытекающее из его аналога для локального порядка:

(−1)h{G,(adH)2h−1G} ≤ 0

Неравенство сформулировано для принципа максимума, т.е. для случая u = signG. Если же u =

−signG, то знак в неравенстве надо обратить. Эта форма хорошо известна в случае, когда h –
глобальный порядок. Здесь же она доказана для более общего определения натурального порядка,
и работает во многих случаях несовпадания локального и глобального порядков.

1.8 Управление намагниченным волчком Лагранжа

В этом параграфе будут рассмотрены два примера. Первый пример об управлении перевер-
нутым маятником. Он достаточно прост и приведен здесь, чтобы проиллюстрировать использу-
емую технику на простых вычислениях. Второй пример об управлении намагниченным волчком
Лагранжа, помещенным в контролируемое магнитное поле. Получить явные формулы во вто-
ром примере без использования предлагаемой техники представляется практически невозможным
ввиду чрезмерной сложности прямых выкладок. В обоих случаях будет доказано, что поток осо-
бых траекторий является интегрируемым по Лиуивллю, и будут выписаны полные наборы первых
интегралов в инволюции.

Рисунок 1.4: Механическая система перевернутого маятника.

Пример 1.5. Рассмотрим задачу оптимального управления перевернутым математическим маят-
ником на тележке (см. рис. 1.4). Тележка двигается в одномерном направлении по горизонтальной
прямой. Маятник закреплен на шарнире. Тогда, если x – положение тележки, α – угол отклоне-
ния маятника от вертикали, а u ∈ [−1,1] – сила, то, с точностью до членов второго и высшего
порядков, получаем
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ẍ = u; α̈ = α + u

Задача – минимизировать средне квадратичное отклонение тележки от начала координат (с теми
или иными условиями на положение и скорости тележки и маятника в начальный и конечный
моменты времени):

1

2

∫ T

0

x2(t) dt→ inf

Применим принцип максимума Понтрягина: пусть q1 = x, q2 = ẋ, q3 = α и q4 = α̇, а pi,
i = 1, . . . ,4, сопряженные к ним переменные. Тогда (легко показать, что λ0 ̸= 0)

H = −1

2
q21 + p1q2 + p2u+ p3q4 + p4(q3 + u)

Таким образом,H = −1
2
q21 + p1q2 + p3q4 + p4q3, G = p2 + p4 и u = signG. Прямые вычисления

показывают, что система имеет второй натуральный (и глобальный) порядок (как часто это бывает
в задачах управления механическими системами):

{G,(adH)G} ≡ 0, {G,(adH)3G} ≡ −1

Многообразие особых траекторий S четырех-мерно и определяется соотношениями

G = p2 + p4 = 0;

(adH)G = −p1 − p3 = 0;

(adH)2G = −q1 + p4 = 0;

(adH)3G = −q2 − p3 = 0;

us = p4 ∈ (−1,1).

Выберем q3,q4,p3,p4 в качестве координат на S . Тогда

ω|S = dp3 ∧ d(q3 − p4) + dp4 ∧ d(q4 + p3) и H|S = p23 −
1

2
p24 + p3q4 + p4q3

В качестве канонических координат на S можно выбрать Q1 = q3 − p4, Q2 = q4 + p3, P1 = p3 и
P2 = p4. Тогда

ω|S = dP1 ∧ dQ1 + dP2 ∧ dQ2 и H|S =
1

2
P 2
2 + P1Q2 + P2Q1

Данная гамильтонова система имеет очевидный первый интеграл P 2
1 − P 2

2 = p23 − p24 незави-
симый с H|S (т.е. является вполне интегрируемой) и, более того, интегрируется в элементарных
функциях:
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
P1 = −Aet +Be−t; P2 = Aet +Be−t;

Q1 =
1
2
Atet − 1

2
Bte−t + (C − 1

4
A)et + (D − 1

4
B)e−t;

Q2 =
1
2
Atet + 1

2
Bte−t + (C + 1

4
A)et − (D + 1

4
B)e−t;

где A, B, C и D – произвольные постоянные.
Поскольку и натуральный и глобальный порядки системы равны 2 и {G,(adH)3G} < 0, то по

теореме 1.4 неособые траектории не могут сопрягаться с особыми регулярно17. Добавим еще, что
согласно теореме Зеликина-Борисова о расслоении (см. [32]) для систем с особыми траектория-
ми второго глобального порядка, в окрестности особого многообразия S имеется два расслоения
E+ и E− с базой S ∩ {|us| < 1} и слоями гомеоморфным двумерному диску. Каждый слой F
расслоения E+ соткан из однопараметрического семейства локально оптимальных экстремалей,
каждая их которых выходит на особое многообразие S в точке F ∩S , совершая при этом счетное
число переключений управления (т.е. счетное число раз пересекая поверхность S1). Расслоение
E− устроено аналогично, с той лишь разницей, что траектории сходят с S по слоям E−.

Поток гладкого гамильтониана

H̃ = H(x) +G(x)us(x) = H +Gp2 = −1

2
q21 + p1q2 + p22 + p3q4 + p4q3 + p2p4.

вM обладает на S 6-ю первыми интегралами F1 = G, ..., F4 = (adH)3G, F5 = H̃ и F6 = p23 − p24,
и, следовательно, является суперинтегрируемым на S .

Прежде чем, переходить к следующему примеру, отметим, что леммы 1.1 и 1.3 оказывают-
ся очень полезными и могут сильно сократить вычисления, в тот момент, когда сложность фор-
мальных выкладок переходит все разумные пределы. Действительно, построение особого мно-
гообразия напрямую связано с последовательным вычислением (adH)kG при k = 1,2, . . . и
{G,(adH)kG} при нечетных k. Леммы 1.1 и 1.3 позволяют производить вычисления на k-ом шаге
с точностью до членов, обнулившихся на предыдущих шагах.

Пример 1.6. Рассмотрим задачу оптимального управления вращением твердого тела в контроли-
руемом магнитном поле. Пусть осесимметричное намагниченное твердое тело (волчок Лагранжа)
закреплено в точке на оси симметрии и помещено внутрь индукционной магнитной катушки (в
невесомости). Магнитное поле катушки приближенно будем считать в каждый момент времени
постоянным: h(t)e, где e ∈ R3 – единичный вектор, а h(t) ∈ R – напряженность поля, и пренебре-
жем эффектом Барнетта. Вычисления будем проводить в системе координат, связанной с телом.
Обозначим через J = diag(J1,J1,J2) – матрицу, обратную к тензору инерции, через m ∈ R3 –
момент тела, а через N ∈ R3 – постоянный магнитный момент тела. Будем считать, что вектор
N лежит на оси симметрии и, следовательно, является собственным вектором J , т.е. JN = J2N .

17За исключением, быть может, точек на границе S, в которых особое управление u = ±1.
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Тогда, если u(t) ∈ [−u0,u0] – напряжение на катушке в момент времени t, а R – ее внутреннее
сопротивление, то 

ṁ = [m,Jm] + h[e,N ];

ė = [e,Jm];

ḣ = −Rh+ u;

(1.5)

где [·,·] обозначает векторное произведение.
Система (1.5) почти совпадают с системой уравнений вращения волчка Лагранжа в однород-

ном силовом поле тяжести (см. [69]). Существенная разница заключается в том, что модуль силы
меняется со временем.

Система (1.5) не изменяется при следующих заменах координат: пусть λ > 0, тогда (i) t 7→ 1
λ
t,

m 7→ λm, h 7→ λ2h, u 7→ λ3u, R 7→ λR, поэтому мы можем считать, что R = 1; (ii) h 7→ λh,
N 7→ 1

λ
N , u 7→ λu, поэтому можно считать, что u0 = 1; и (iii) e 7→ λe, N 7→ 1

λ
N , поэтому будем

считать,N = (0,0,1), а вектор e может иметь вообще говоря не единичную длину. Таким образом,
фазовое пространствоM = {m,e,h} семимерно:M = R7 \ {e = 0}.

Требуется, управляя напряжением на катушке u ∈ [−1,1], перевести систему из начального
состояния в конечное за минимальное время:

T → inf . (1.6)

Начальное и конечное состояния могут быть либо фиксированными, либо лежащими на некото-
рых терминальных многообразиях – это несущественно для дальнейшего.

Система (1.5) обладает следующими очевидными первыми интегралами

1. Проекция вектора момента на ось симметрии:
⟨
m,N

⟩
= const;

2. Проекция вектора момента на направление магнитного поля:
⟨
m,e
⟩
= const;

3. Геометрический интеграл:
⟨
e,e
⟩
= const.

Длина вектора момента m и аналог энергии E не сохраняются в системе, так как напряжен-
ность магнитного поля h меняется со временем.

Пусть p, q, r – переменные, сопряженные к m, e и h соответственно (координаты в слое на
кокасательном расслоении M = T ∗M ). То есть p ∈ R3, q ∈ R3 и h ∈ R. Согласно принци-
пу максимума Понтрягина, оптимальные траектории должны быть траекториями гамильтоновой
системы с разрывной правой частью:

H =
⟨
p,[m,Jm]

⟩
+ h
⟨
p,[e,N ]

⟩
+
⟨
q,[e,Jm]

⟩
− rh+ ru = H +Gu,

где
⟨
·,·
⟩
обозначается спаривание вектора и ковектора (скалярное произведение), а симплектиче-

ская форма имеет вид ω = dp ∧ dm+ dq ∧ de+ dr ∧ dh. Таким образом,
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
ṗ = [p,Jm]− J [p,m]− J [q,e];

q̇ = h[p,N ] + [q,Jm];

ṙ = −
⟨
p,[e,N ]

⟩
+ r;

Найдем особое многообразие S и докажем, что поток особых траекторий на S является
вполне интегрируем по Лиувиллю. В этой задаче можно было бы воспользоваться Пуассоно-
вой/бигамильтоновой структурой системы (1.5) при постоянном h (см. [70]) или LA-парой (см.
[71]), но прямые вычисления предпочтительнее для того, чтобы явно продемонстрировать разви-
тую технику.

Как обычно, будем обозначать через x – точкуM, т.е. x = (m,e,h,p,q,r). Итак, G = r, значит,
S1 = {x : r = 0}, и

(adH)G = −
⟨
p,[e,N ]

⟩
+G.

Поскольку слагаемое G обнулилось на предыдущем шаге, т.е. G = 0 на S1, то оно не может по-
влиять на дальнейшие вычисления. Действительно, при вычислении (adH)2G и {G,(adH)G} на
S2 это слагаемое не дает никакого вклада, т.к. и (adH)G и {G,G} обнуляются на S2. Аналогично,
это слагаемое не внесет никакого вклада в дальнейшем. Другими словами, по леммам 1.1 и 1.3,
для всех последующих вычислений нам, вообще говоря, достаточно знать, что

(adH)G
на S1== −

⟨
p,[e,N ]

⟩
.

Легко видеть, что {G,(adH)G} ≡ 0, то есть натуральный и глобальный порядки не меньше 2-х, и

S2 = S1 ∩
{
x :
⟨
p,[e,N ]

⟩
= 0
}
.

Воспользуемся тем, что N является собственным вектором матрицы J : для любого вектора x
выполнено J [x,N ] = [Jx,N ] = J1[x,N ]. Получаем

(adH)2G = J1

(⟨
[e,m],[p,N ]

⟩
+
⟨
[e,N ],[q,e]

⟩)
+ (adH)G

на S2==

на S2== J1

(⟨
[e,m],[p,N ]

⟩
+
⟨
[e,N ],[q,e]

⟩)
,

и {G,(adH)2G} ≡ 0. На самом деле, достаточно того, что {G,(adH)2G} = 0 на S3, что следует
без вычислений из леммы 1.2 или из леммы 1.4. Итак,

S3 = S2 ∩
{
x :
⟨
[e,m],[p,N ]

⟩
+
⟨
[e,N ],[q,e]

⟩
= 0
}

На четвертом шаге прямая выкладка дает:
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(adH)3G =J2
1

(⟨
m,e

⟩⟨
m,[p,N ]

⟩
+
⟨
m,e

⟩⟨
e,[q,N ]

⟩
+ 2
⟨
e,N

⟩⟨
e,[m,q]

⟩)
+

+J1

(
2h
⟨
e,N

⟩
− J1

⟨
m,m

⟩)(
(adH)G−G

)
+ (adH)2G,

(1.7)

и, следовательно,

S4 = S3 ∩
{
x :
⟨
m,e
⟩⟨
m,[p,N ]

⟩
+
⟨
m,e
⟩⟨
e,[q,N ]

⟩
+ 2
⟨
e,N

⟩⟨
e,[m,q]

⟩
= 0
}

Более того,

{G,(adH)3G} = 2J1
⟨
e,N

⟩(
(adH)G−G

)
Таким образом, скобка {G,(adH)3G} не обнуляется тождественно, но обнуляется на S4. Поэто-
му локальный порядок любой особой траектории не меньше 3-х, а глобальный порядок системы
вырождается и равен 2-м. Натуральный порядок наоборот не вырождается и не меньше 3-х.

Последние два слагаемых в (1.7) можно отбросить по леммам 1.1 и 1.3. До этого момента
мы тащили за собой все лишние слагаемые, чтобы продемонстрировать, каким образом работают
леммы 1.1 и 1.3, и показать, почему эти слагаемые не влияют на финальный результат. Однако, с
этого момента формулы становятся слишком тяжеловесные. Итак, нам достаточно того, что

(adH)3G
на S3== J2

1

(⟨
m,e
⟩⟨
m,[p,N ]

⟩
+
⟨
m,e
⟩⟨
e,[q,N ]

⟩
+ 2
⟨
e,N

⟩⟨
e,[m,q]

⟩)
Поэтому

(adH)4G
на S4== 2J3

1

⟨
e,[m,N ]

⟩⟨
e,[m,q]

⟩
+ 2J1h

(
(adH)2G− (adH)G

) на S4==

на S4== 2J3
1

⟨
e,[m,N ]

⟩⟨
e,[m,q]

⟩
,

и

S5 = S4 ∩
{
x :
⟨
e,[m,N ]

⟩⟨
e,[m,q]

⟩
= 0
}
. (1.8)

Скобка {G,(adH4)G} = 0 на S5 по лемме 1.2 или по лемме 1.4.
Для того, чтобы найти (adH)5G вычислим отдельно

{H,
⟨
e,[m,q]

⟩
} = 1

J1
h
(
(adH)2G− (adH)G

) на S5== 0;

{H,
⟨
e,[m,N ]

⟩
} = J1

⟨
[e,m],[m,N ]

⟩
− h
⟨
[e,N ],[e,N ]

⟩
.

Поэтому по правилу Лейбница

(adH)5G
на S5== 2J3

1

⟨
e,[m,q]

⟩(
J1
⟨
[e,m],[m,N ]

⟩
− h
⟨
[e,N ],[e,N ]

⟩)
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Таким образом,

{G,(adH)5G} на S5== −2J3
1

⟨
e,[m,q]

⟩⟨
[e,N ],[e,N ]

⟩
,

и, следовательно, натуральный порядок системы равен 3-м на открытом всюду плотном множе-
стве

M′ = M∩
(
{x : [e,N ] ̸= 0,

⟨
e,[m,q]

⟩
̸= 0}

)
Обобщенное условие Лежандра-Клебша в этой задаче имеет вид

⟨
e,[m,q]

⟩
< 0 на особых траекториях.

Опишем теперь наиболее простым образом множество S6. Вначале, заметим, что r = 0, а
переменная p3 вообще не входит систему уравнений, описывающихS6. Рассмотрим три уравнения
(adH)kG = 0 при k = 1,2,3:

E1 =
⟨
e,[p,N ]

⟩
= 0;

E2 =
⟨
[e,m],[p,N ]

⟩
+
⟨
[e,N ],[q,e]

⟩
= 0

E3 =
⟨
m,e

⟩⟨
m,[p,N ]

⟩
+
⟨
m,e

⟩⟨
e,[q,N ]

⟩
+ 2
⟨
e,N

⟩⟨
e,[m,q]

⟩
= 0

Поскольку m ̸= 0 на M′, то p1 и p2 однозначно выражаются из первых двух уравнений. Третье
уравнение можно преобразовать следующим образом:

⟨
m,e

⟩⟨
[m,e],[m,N ]

⟩
E1 +

⟨
m,e
⟩⟨
e,[m,N ]

⟩
E2 −

⟨
m,[e,[e,N ]]

⟩
E3 =

= −
⟨
q,[e,m]

⟩⟨
m,
(⟨
N,N

⟩⟨
e,e
⟩
+
⟨
e,N

⟩2)
e− 2

⟨
e,N

⟩⟨
e,e
⟩
N︸ ︷︷ ︸

γ

⟩
(1.9)

Поэтому, на S6 из (1.8) и (1.9) мы получаем, что момент m перпендикулярен γ и [e,N ]. Поэтому
моментm параллелен их векторному произведению. Но

[γ,[e,N ]] =
⟨
[e,N ],[e,N ]

⟩(⟨
e,N

⟩
e+

⟨
e,e
⟩
N
)
.

Следовательно,

m = ρ
(⟨
e,N

⟩
e+

⟨
e,e
⟩
N
)
, где 0 ̸= ρ ∈ R. (1.10)

Далее, если
⟨
m,[e,[e,N ]]

⟩
̸= 0, то согласно (1.9) уравнение E3 = 0 можно заменить условием

m ⊥ γ, и поэтому условия (1.8) и E3 = 0 равносильны условию (1.10). Если же m ⊥ [e,[e,N ]],
то m ∥

[
[e,N ],[e,[e,N ]]

]
, то есть m ∥ e. Поэтому из (1.10) получаем, что e ∥ N (т.к. m ̸= 0),

и уравнение E3 = 0 тоже выполняется. Значит, пара условий (1.8) и E3 = 0 в любом случае
равносильна условию (1.10).

Таким образом мы получаем:
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Лемма 1.5. НаM′ система имеет третий натуральный порядок, и множество S6 описывается
так: p3 и q – любые, r = 0, p1 и p2 находятся однозначно из линейных уравнений (adH)G =

(adH)2G = 0 (т.е. E1 = E2 = 0), векторы m и e удовлетворяют условию (1.10), а h находится
из уравнения (adH)5G = 0, т.е.

h = ρ2J1
⟨
e,e
⟩⟨
e,N

⟩
. (1.11)

Следствие 1.4. Множество S6 по теореме 1.2 является симплектическим подмногообразиемM′

размерности 8 с локальными координатами e, ρ, q и p3.

Доказательство. Действительно, условие (1.10) дает два уравнения, дифференциалы которых
линейно зависимы только в точках, где либоm = 0 либо

⟨
e,N

⟩
e+
⟨
e,e
⟩
N = 0. Но первый вектор

не равен 0 наM′, а второй отличен от 0 всегда, так как e ̸= 0.
Коразмерность S6 в два раза больше натурального порядка, а dimM = 14, поэтому dimS6 =

8.

Лемма 1.6. На любой особой траектории длины векторов e иm, а также попарные углы между
e,m и N постоянны.

Доказательство. Достаточно показать, что матрица Грамма векторов e, m и N постоянна. Оче-
видно, что скалярные произведения

⟨
N,N

⟩
,
⟨
e,e
⟩
,
⟨
m,e

⟩
и
⟨
m,N

⟩
постоянны на любой траекто-

рии. Осталось показать, что
⟨
e,N

⟩
и
⟨
m,m

⟩
постоянны на особых траекториях:

d
dt

⟨
e,N

⟩
=

⟨
[e,Jm],N

⟩
= −J1

⟨
m,[e,N ]

⟩ на S6== 0
d
dt

⟨
m,m

⟩
= 2

⟨
m,[m,Jm]

⟩
+ 2us

⟨
m,[e,N ]

⟩ на S6== 0

Следствие 1.5. На любой особой траектории ρ = const, h = const и E =
⟨
m,Jm

⟩
= const.

Следствие 1.6. На любой особой траектории us = h.

Найденное управление us(x) на особых траекториях согласуется с теоремой 1.2. Действитель-
но,

(adH)6G
на S6== 2J4

1

⟨
e,[m,q]

⟩⟨
[e,m],[m,N ]

⟩
.

По теореме 1.2 получаем

us(x) =
−(adH)6

{G,(adH)5G}
на S6== J1

⟨
[e,m],[m,N ]

⟩⟨
[e,N ],[e,N ]

⟩ на S6== h

Многообразие особых траекторий S = S6∩{x : |h| < 1} – симплектическое подмногообразие
S6.
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Теорема 1.5. Движение по любой особой траектории на M′ в задаче (1.5,1.6) оптимального
управления волчком Лагранжа в контролируемом магнитном поле устроено следующим обра-
зом:

(i) Вектор момента импульса m, магнитный момент тела N и направление магнитного поля
e во время движения лежат в одной плоскости и образуют друг с другом постоянные углы.

(ii) Вектор момента m во время движения имеет постоянную длину и параллелен сумме век-
тора магнитного момента N и его проекции на направление магнитного поля e.

(iii) Векторыm и e вращаются вокруг N с постоянной угловой скоростью

Ω =
⟨
e,e
⟩
+ (J2 − J1)

⟨
e,N

⟩⟨
N,N

⟩
(iv) Управление u выбирается так, чтобы напряженность магнитного поля h внутри катушки

была постоянной: u = hR ∈ (−u0,u0).

Доказательство. Первое и второе утверждения теоремы есть прямое следствие лемм 1.5 и 1.6.
Четвертое – следствия 1.6.

Найдем угловую скорость вращения e вокругN . По пункту (i) теоремы она совпадет с угловой
скоростью вращенияm вокруг N . Вычислим d

dt
e. Из (1.10) получаем, что

Jm
на S6== ρ

(
J1
⟨
e,N

⟩
e+

⟨
e,e
⟩
N + (J2 − J1)

⟨
e,N

⟩⟨
N,N

⟩N) (1.12)

Поэтому, согласно (1.5),

d

dt
e
на S6==

(⟨
e,e
⟩
+ (J2 − J1)

⟨
e,N

⟩⟨
N,N

⟩)[e,N ]

Таким образом при движении по особой траектории волчок равномерно вращается с постоян-
ной скоростью вокруг вектора направления магнитного поля. Прецессия и нутация отсутствуют,
а сумма магнитного момента и его проекции на направление магнитного поля в любой момент
времени параллельна вектору момента вращения тела.

Теорема 1.5 описывает проекцию особых траекторий на фазовое пространствоM = {m,e,h}.
В расширенном фазовом пространствеM = T ∗M имеем:

Лемма 1.7. Гамильтонов поток особых траекторий на S обладает 4-мя независимыми первыми
интегралами в инволюции: F1 =

⟨
e,e
⟩
, F2 =

⟨
m,e

⟩
, F3 =

⟨
m,N

⟩
и F4 = H̃ на S

== H на S
== H

на S
==⟨

q,[e,Jm]
⟩
. Первые интегралы h , ρ и E =

⟨
m,Jm

⟩
через них выражаются.
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Доказательство. Функции F1, F2 и F3 являются первыми интегралами исходной системы. Га-
мильтониан H является первым интегралом потока особых траекторий по следствию 1.2. По-
скольку p ⊥ [e,N ], а [m,Jm] ∥ [e,N ] на S, то

H|S = H|S = H̃ =
⟨
q,[e,Jm]

⟩
.

Интегралы F1, F2 и F3 независимы на S , так как (учитывая, что на S выполнено (1.10)) од-
нозначно задают длины и расположение друг относительно друга векторов e, m и N . Интеграл
F4 содержит переменную q и тоже независим от первых трех. Функция ρ однозначно находится
через F1, F2 и F3 по формуле (1.10), а h по формуле (1.11). Поскольку на S выполнено равенство
(1.12), то E на S так же является функцией от F1, F2 и F3.

Таким образом, по теореме 1.2 поток особых траекторий в задаче (1.5,1.6) оптимального
управления волчком Лагранжа в контролируемом магнитном поле является вполне интегриру-
емым по Лиувиллю. Более того, по той же теореме его можно включить в поток гамильтониана
H̃ = H(x) + G(x)us(x), который (как было отмечено в замечании 1.5) обладает на S дополни-
тельно еще 6-ю первыми интегралами: F5 = G, F6 = (adH)G, ..., F10 = (adH)5G. Матрица
({Fi,Fj})10i,j=1 имеет ранг 6 и потому, система с гамильтонианом H̃ является суперинтегрируемой18

на S .

18Отметим, что вне S эта система теряет первые интегралы F5, ..., F10, но это не имеет значения, так как все особые
траектории лежат на S.
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ГЛАВА 2

Флаг порядков особой экстремали с задачах с многомерным
управлением

В этой главе показано, что порядок особой экстремали в задачах с многомерным управлени-
ем описывается флагом линейных подпространств в пространстве управлений. В терминах этого
флага построены необходимые условия регулярного сопряжения неособой экстремали с особой в
аффинных по управлению системах (см. [40]).

Построены примеры многомерных задач, в которых оптимальное управление имеет вид ир-
рациональной всюду плотной обмотки клифордова тора, которая проходится за конечное время
(см. [40,41]). Оптимальная траектория при этом имеет форму обобщенной логарифмической спи-
рали, натянутой на эту обмотку, и попадает в начало координат за конечное время.

2.1 Особые экстремали в задачах с многомерным управлением

Пусть U и V – конечномерные линейные пространства и на V задана управляемая динамиче-
ская система с многомерным управлением u ∈ Ω ⊂ U :

q̇ = φ(t,q,u).

Здесь q ∈ V , а отображение φ : R× V × U → V предполагается гладким. Относительно этой
системы задана оптимизационная задача с терминальным функционалом при некоторых краевых
условиях, которые не существенны для дальнейшего изложения.

Если траектория q∗(t), u∗(t) оптимальна, то согласно принципу максимума Понтрягина най-
дется нетривиальный множитель Лагранжа p∗(t) ∈ V ∗, удовлетворяющий гамильтоновой системе

H(q,p,u) = pφ(t,q,u);
q̇ = ∂

∂p
H;

ṗ = − ∂
∂q

H;

u∗(t) ∈ argmax
u∈Ω

H
(
t,q∗(t),p∗(t),u

)
.

(2.1)
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Всюду в дальнейшем в этой главе оптимальную траекторию мы полагаем нормальной, то есть
множитель Лагранжа p∗(t) определен единственным образом с точностью до умножения на по-
ложительную константу.

Предположим, что оптимальное управление u∗(t) является внутренней точкой множества Ω.
В этом случае ∂

∂u
H = 0, и гессиан ∂2

∂u2
H является не положительно определенной квадратичной

формой. Так как ∂
∂u

H = 0, то гессиан ∂2

∂u2
H является корректно определенной симметрической

билинейной формой на Tu∗(t)Ω = U .

Определение 2.1. Если на некотором промежутке t ∈ (t0,t1) управление u∗(t) лежит во внутрен-
ности Ω (значит ∂

∂u
H = 0) и гессиан ∂2

∂u2
H
(
t,q∗(t),p∗(t),u∗(t)

)
имеет не полный ранг, то опти-

мальная траектория называется особой траекторией (или экстремалью) гамильтонианаH(t,q,p,u)

на этом промежутке времени.

2.2 Обобщенное условие Лежандра-Клебша при многомерном управлении

В этом параграфе сформулированы известные результаты, необходимые для дальнейшего из-
ложения. Символ d

dt
будет обозначать формальное дифференцирование вдоль траекторий систе-

мы (2.1), то есть вместо q̇ и ṗ подставлены их значения из (2.1).
Обозначим размерность пространства управлений U через d, dimU = d. В случае d = 1 ши-

роко известны классические определения локального порядка особой экстремали и глобального
порядка системы [23,32], а также обобщенное условие Лежандра-Клебша [21].

Исследование понятия порядка особой траектории в задачах с многомерным управлением d >
1 является целью данной главы (некоторые интересные примеры и результаты по необходимым
и достаточным условиям второго порядка см. [39, 51, 53, 54, 57, 64]).

Пусть ui, i = 1, . . . ,d – координаты в пространствеU . Обозначим через hi ∈ Z+ := N∪{0,+∞}
максимальное из целых чисел таких, что на особой экстремали при t ∈ (t1,t2){

∂

∂ui

d k

dt k
∂

∂ui
H
}∗

= 0 ∀k ≤ 2hi − 1,

то есть hi – это порядок по координате ui.

Замечание 2.1. Здесь и далее {·}∗ означает подстановку особой экстремали. То есть если, напри-
мер, f = f(t,q,p,u,u̇), то

{f}∗ = f(t,q∗(t),p∗(t),u∗(t),u̇∗(t)).

Многомерное условие Лежандра-Клебша формулируется следующим образом:

Теорема 2.1 (Goh [51], 1966; Krener [53], 1977). Для любых i и j на особой траектории{
∂

∂ui

d k

dt k
∂

∂uj
H
}∗

= 0 ∀k ≤ hi + hj − 1.
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Более того, если все hi конечны, то d× d матрица

(
(−1)hj

{
∂

∂ui

dhi+hj

dthi+hj
∂

∂uj
H
}∗ )d

i,j=1

(2.2)

на особой траектории должна быть симметрической неположительно определенной.

Отметим, что результат данной теоремы существенно зависит от выбора системы координат
в U . Неудачный выбор координат в пространстве U может дать неполный набор необходимых
условий. В следующий простом показательном примере хорошо видна эта «неудобная» зависи-
мость.

Пример 2.1. Запишем одну и ту же задачу оптимального управления

+∞∫
0

(q21 + q22) dt→ inf; q̇21 + q̈22 ≤ 1; q1,q2 ∈ R;

в разных координатах на пространстве U :
q̇1 = u1

q̈2 = u2

u21 + u22 ≤ 1

(2.3)

или 
q̇1 = v1 cos t− v2 sin t

q̈2 = v1 sin t+ v2 cos t

v21 + v22 ≤ 1

. (2.4)

Здесь ui,vi ∈ R, i = 1,2.
Единственная особая экстремаль имеет вид q1 = q2 = 0. Для системы координат (2.3) легко

видеть, что порядок u1 равен единице а порядок u2 – двум и матрица Гоха-Кренера (2.2) есть
единичная матрица с обратным знаком. В координатах же (2.4) картина совсем другая: порядок
обоих управлений v1 и v2 равен 1 и матрица Гоха-Кренера (2.2) имеет неполный ранг 1:

({
∂

∂vi

d 2

dt 2
∂

∂vj
H
}∗ )2

i,j=1

=

(
cos2 t − cos t sin t

− cos t sin t sin2 t

)
В случае (2.4) получены не все необходимые условия, так как вместо отрицательно опреде-

ленной матрицы ранга 2 получена неположительно определенная матрица ранга 1.

2.3 Флаг локальных порядков

В этом параграфе мы определим величину Ord, которая играет роль порядка в многомерном
случае и совпадает в одномерном случае с классическим определением.
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Пусть ξ ∈ U – произвольный вектор.Мыможем рассмотреть локальный порядок системы (2.1)
вдоль этого вектора, зафиксировав все остальные направления и разрешив меняться управлению
u только вдоль ξ. Пусть Ord ξ обозначает порядок особой экстремали вдоль ξ при t ∈ (t1,t2).
Из теоремы 2.1 видно, что если ξ есть линейная комбинация ξ1 и ξ2, то порядок ξ не меньше
минимального из порядков ξ1 и ξ2, то есть

Ord (λ1ξ1 + λ2ξ2) ≥ min{Ord (ξ1),Ord (ξ2)} ∀λ1,λ2 ∈ R.

Таким образом,Ord удовлетворяет условию следующей несложной леммы, которая восходит, по-
видимому, к Ляпунову:

Лемма 2.1. Пусть f : Rd → R∪{+∞} – некотораяфункция. Если для любых ξ1,ξ2 ∈ Rd выполнено

f(λ1ξ1 + λ2ξ2) ≥ min{f(ξ1),f(ξ2)} ∀λ1,λ2 ∈ R,

то f принимает не более чем d + 1 значение h0 < h1 < . . . < hk, k ≤ d. Более того, если
обозначить Ui = f−1{h ≥ hi}, то Ui – линейные подпространства Rd образующие флаг, то
есть Uk ⊆ . . . ⊆ U0 = Rd.

Доказательство. Покажем, что f на Rd \ {0} принимает не более чем d значений. Предположим
противное: пусть f(ξ1) > · · · > f(ξd+1), где ξi ̸= 0. Поскольку вектора ξi линейно зависимы, то
найдется вектор ξk, который линейно выражается через предыдущие. Значит по условию леммы
f(ξk) ≥ f(ξj) для некоторого j < k. Противоречие. Осталось добавить, что множество f−1[h; +∞)

является линейным подпространством в Rd при любом h, что и завершает доказательство.

Для функции Ord мы получаем, что пространство U раскладывается во флаг Uk ⊆ . . . ⊆ U0 =

U такой, что порядок всех направлений изUi\Ui−1 равен hi. Однако, из примера 2.1 хорошо видно,
что в «правильном» определении порядка необходимо разрешить подпространствам Ui каким-то
образом поворачиваться со временем вдоль особой экстремали.

Для того чтобы построить «правильное» определение флага порядков в задачах с многомер-
ным управлением рассмотрим особую траекторию q∗(t),p∗(t),u∗(t) (управление u∗(t) предполага-
ется гладким на (t0,t1)). В каждый момент времени t ∈ (t0,t1) введем индуктивно флаг линейных
подпространств U0(t) ⊇ U1(t) ⊇ . . . в пространстве U и билинейные формы Bj(t) на Uj(t). А
именно, положим

U0(t) ≡ U ;

B0(t) =
{
∂2

∂u2
H
}∗
.

Если ранг формы Bj−1(t), j ≥ 1, не полный, то продолжим индукцию и определим

Uj(t) = kerBj−1(t);

Bj(t) = (−1)j
{
∂
∂u

d 2j

dt 2j
∂
∂u

H
}∗ ∣∣∣

Uj(t)
.
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Теорема 2.2. Предположим, что ранги форм Bj(t) постоянны на некотором промежутке вре-
мени (τ1,τ2). Тогда формы Bj(t) и флаг пространств Uj(t) гладко зависят1 от t и определены
инвариантно относительно гладких (вообще говоря, не линейных) зависящих от времени замен
координат на U . Формы Bj(t) являются симметрическими неположительно определенными и{

∂

∂u

d 2j+1

dt 2j+1

∂

∂u
H
}∗ ∣∣∣

Uj+1(t)
= 0 ∀j ≥ 0.

Для того, чтобы выбрать интервал (τ1,τ2) необходимо выбрать промежуток (t01,t02) на котором
ранг B0(t) постоянен. Потом сузить этот промежуток (если потребуется) до (t11,t

1
2) ⊂ (t01,t

0
2) на

котором ранг B1(t) постоянен и так далее.
На теорему 2.2 можно смотреть с двух точек зрения: во-первых она ведет к «правильному»

определению флага порядков в задачах с многомерным управлением, а, во-вторых, позволяет
записать условие Гоха-Кренера (теорема 2.1) в инвариантном виде, что избавляет от проблемы
неудачного выбора координат в U .

Доказательство теоремы 2.2. Пусть ui и vj – две системы координат в U , которые могут гладко
меняться в зависимости от t. Покажем, что определение флага Uh(t) и билинейных форм Bh(t)

совпадает в координатах ui и vj .

Имеем для дифференцирований

∂

∂vi
=
∂uj

∂vi
∂

∂uj
,

где якобиан ∂uj

∂vi
, вообще говоря, зависит от t. По повторяющимся индексам как всегда ведется

суммирование. Теперь докажем утверждение теоремы по индукции. Очевидно, что определение
U0(t) = U совпадает в координатах u и v. Для формы B0(t) стандартным образом имеем:{

∂2

∂vi∂vj
H
}∗

=

{
∂uk

∂vi
∂

∂uk

(
∂ul

∂vj
∂

∂ul
H
)}∗

=

=

{
∂uk

∂vi

(
∂

∂uk
∂ul

∂vj

)
∂

∂ul
H
}∗

+

{
∂uk

∂vi
∂ul

∂vj
∂2

∂uk∂ul
H
}∗

,

и первое слагаемое обнуляется, так как
{
∂
∂u

H
}∗

= 0 на особой траектории. Таким образом, форма
B0(t) и пространство U1(t) = kerB0(t) определены инвариантным образом и совпадают во всех
системах координат. Очевидно форма B0(t) зависит гладко от t. Подпространство U1(t) зависит
от t гладко, так как по предположению теоремы ранг B0(t) постоянен при t ∈ (t1,t2). Согласно
условиюГоха-Кренера формаB0(t) неположительно определена и, очевидно, симметрична. Далее
имеем

1Гладкая зависимость Uj(t) по t при dimUj(t) = const понимается как обычно: требуется гладкость отобра-
жения в грассманиан Uj : (τ0,τ1) → Gr(d,dimUj(t)).
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{
∂

∂vi
d

dt

∂

∂vj
H
}∗

=

{
∂ul

∂vi
∂

∂ul

((
d

dt

∂uk

∂vj

)
∂

∂uk
H +

∂uk

∂vj
d

dt

∂

∂uk
H
)}∗

.

Учитывая, что на особой экстремали
{
dm

dtm
∂
∂u

H
}∗

≡ 0 для любогоm ≥ 0, получаем в ограниче-
нии на U1(t) {

∂

∂vi
d

dt

∂

∂vj
H
}∗ ∣∣∣

U1(t)
=

{
∂ul

∂vi
∂uk

∂vj
∂

∂uk
d

dt

∂

∂ul
H
}∗ ∣∣∣

U1(t)
.

Итак, билинейная форма { ∂
∂uk

d
dt

∂
∂ul

H}∗
∣∣∣
U1(t)

определена инвариантным образом, независимо

от выбора системы координат. Поэтому выбрав линейный базис вU согласовано с флагомU1(t) ⊆
U0(t) по теореме 2.1 Гоха-Кренера получаем, что{

∂

∂u

d

dt

∂

∂u
H
}∗ ∣∣∣

U1(t)
≡ 0.

Продолжая по индукции на r-ом шаге получим:

{
∂

∂vi
d r

dt r
∂

∂vj
H
}∗

=

{
∂ul

∂vi
∂

∂ul

(
r∑
s=0

(
r

s

)
d s

dt s
∂uk

∂vj
d r−s

dt r−s
∂

∂uk
H

)}∗

. (2.5)

Учитывая выше приведенные соображения, при четном r = 2h мы получим корректность опре-
деления формы Bh(t) на Uh(t), их гладкую зависимость от t, а также симметричность и неполо-
жительную определенность формы Bh(t). На нечетном шаге r = 2h+ 1 получим, что{

∂

∂u

d 2h+1

dt 2h+1

∂

∂u
H
}∗ ∣∣∣

Uh+1(t)
≡ 0.

Итак, максимальный набор необходимых условий из теоремы Гоха-Кренера записывается в
инвариантной форме следующим образом:

Bh(t) = (−1)h
{
∂

∂u

d 2h

dt 2h
∂

∂u
H
} ∣∣∣

Uh(t)
≤ 0

Для приведенного в предыдущем параграфе примера 2.1 в «неудачных» координатах vi мы
получим U0(t) = U1(t) = U и U2(t) = span

(
(sin t, cos t)

)
, что в точности соответствует «правиль-

ному» направлению вариаций второго порядка u2. Таким образом, подпространство Uh(t) следу-
ет воспринимать как «подпространство направлений, по которым порядок особой траектории не
меньше h».

Дадим точное определение порядка особой экстремали вдоль меняющегося со временем на-
правления ξ(t) ∈ U . Пролонгируем систему (2.1) по направлению ξ(t). Для этого рассмотрим
систему с одномерным управлением v ∈ R:

K(t,q,p,v) = H
(
t,q,p,u∗(t) + vξ(t)

)
, где v ∈ Ωξ(t) ⊆ R. (2.6)
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Отметим, что v ∈ Ωξ(t),где множество Ωξ(t) ⊆ R выбирается так, что u∗(t) + vξ(t) ∈ Ω. Более
того 0 является внутренней точкойΩξ(t) при любом t. Траектория q∗(t), p∗(t) и v∗(t) = 0 очевидно
минимизирует исходный функционал.

Заметим, что ∂
∂v
K = ∂

∂u
H
(
ξ(t)

)
= 0 при v = 0. Более того{
∂2

∂v2
H
}∗

= B0(t)
(
ξ(t),ξ(t)

)
.

Поэтому управление v∗(t) = 0 является особым на промежутке (t0,t1), только если ξ(t) ∈
kerB0(t) = U1(t) при всех t ∈ (t1,t2). Аналогично, управление v∗(t) = 0 является особым с
локальным порядком h, если ξ(t) ∈ Uh(t) при всех t ∈ (t1,t2) и ξ(t) /∈ Uh+1(t) для некоторого
t ∈ (t0,t1). Такое возможно, только если Uh(t) ̸= Uh+1(t).

Определение 2.2. Будем называть локальным порядком направления ξ(t) наибольшее число h ∈
Z+ такое, что ξ(t) ∈ Uh(t) при всех t ∈ (t1,t2).

Структура флага Uh(t) определяет локальные порядки кривых ξ(t). Нетривиальные кривые с
бесконечным локальным порядком существуют только когда все формы Bh(t) вырождаются при
h больше некоторого h0, и при этом Uh0(t) имеет ненулевую размерность.

Определение 2.3. Предположим, что размерности подпространств Uh(t) постоянны при t ∈
(t1,t2) (или, что равносильно, ранги форм Bh(t) постоянны). Тогда локальным порядком экстре-
мали q∗(t), u∗(t) называется последовательность неотрицательных целых чисел (h0,h1,h2, . . .), где

hs = rkBs(t)
∣∣
Us(t)

= dimUs(t)− dimUs+1(t).

Данное определение локального порядка особой траектории совпадает с классическим опре-
делением при d = 1. А именно, если локальный порядок в классическом смысле равен h, то в
смысле определения 2.3 порядком будет (0, . . . ,0,1,0, . . .), где 1 стоит на h-ом месте.

2.4 Флаг глобальных порядков для систем, аффинных по многомерному
управлению

В одномерном случае (d = 1) классические условия сопряжения неособой траектории с особой
формулируются в терминах глобального порядка всей системы (2.1) в окрестности особой траек-
тории (см. [23]). В главе 1 было показано (см. теорему 1.4), что наличие глобального порядка
можно заменить более общим (и, соответственно, более слабым) требованием натурального по-
рядка. В этом параграфе мы построим обобщение условий сопряжения для задач с многомерным
управлением (при d > 1). Для этого нам потребуется определение флага пространств отвечающих
глобальным порядкам.

В этом параграфе мы проведем процедуру построения глобального порядка, аналогичную пе-
реходу с локального порядка на глобальный в одномерном случае d = 1.
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Условие ∂
∂u

H = 0 выполнено на особой экстремали, но, вообще говоря, нарушается в ее
окрестности. Поэтому форма ∂2

∂u2
H не является корректно определенной квадратичной формой

в касательном пространстве Tu∗(t)U . С другой стороны, если по каким-либо причинам нам разре-
шены только линейные (а точнее аффинные) замены координат в пространстве U , то мы можем
корректно определить ∂2

∂u2
H.

Предположим, что система (2.1) аффинна по u, то естьH зависит от u аффинно:

H(t,q,p,u) = H(t,q,p) +
⟨
G(t,q,p),u

⟩
; q̇ = ∂

∂p
H +

⟨ ∂
∂p
G,u

⟩
;

ṗ = − ∂
∂q
H −

⟨ ∂
∂q
G,u

⟩
.

(2.7)

Функции H : [t0; t1]× V × V ∗ → R и G : [t0,t1]× V × V ∗ → U∗ предполагаются гладкими.
Для того, чтобы сохранить аффинность системы (2.7) по u мы должны потребовать, чтобы

замены координат в U были аффинными. При этом, они могут гладко меняться в зависимости
от t.

Очевидно, что B0(t,q,p) =
∂
∂u
G(t,q,p) ≡ 0 для всех (t,q,p), и U1(t,q,p) = U . При однократном

дифференцировании по t по теореме 2.2 получаем, что форма ∂
∂u

d
dt
G(t,q,p) должна обращаться

в 0 на особой траектории. Для глобального порядка мы, естественно, должны потребовать, чтобы
форма ∂

∂u
d
dt
G(t,q,p) обращалась в 0 в целой окрестности особой траектории.

Так как d
dt
G не зависит от u, то B1(t,q,p) = ∂

∂u
d 2

dt 2
G(t,q,p). По теореме 2.2 эта форма не

отрицательно определена на особой траектории. Более того, как отмечалось выше, мы будем счи-
тать, что форма B1(t,q,p) имеет на особой траектории постоянный ранг. Для глобального по-
рядка мы, естественно, должны потребовать, чтобы форма B1(t,q,p) была симметрической не
отрицательно определенной и имела постоянный ранг в окрестности особой траектории. Тогда
U2(t,q,p) = kerB1(t,q,p). Так какB1(t,q,p) имеет постоянный ранг, то U2 гладко зависит от (t,q,p).

Вообще говоря, d
2

dt 2
G зависит от u, но d 2

dt 2
G
∣∣
U2(t,q,p)

уже от u не зависит. Поэтому коррект-

но определена форма ∂
∂u

d 3

dt 3
G(t,q,p)

∣∣
U2(t,q,p)

, которая по теореме 2.2 должна обращаться в 0 на
особой оптимальной траектории. Для того, чтобы определить глобальный порядок мы должны
потребовать, чтобы форма ∂

∂u
d 3

dt 3
G(t,q,p)

∣∣
U2(t,q,p)

обращалась в 0 в некоторой окрестности особой
траектории и так далее.

Определение 2.4. Предположим, что для аффинной по управлению системы (2.7) в некоторой
открытой области Z ⊆ R× V × V ∗ формы (−1)h+1Bh(t,q,p) являются симметрическими не отри-
цательно определенными и имеют постоянный ранг и

∂

∂u

d 2h+1

dt 2h+1
G(t,q,p)

∣∣∣
Uh+1(t,q,p)

= 0.

В этом случае мы будем говорить, что система (2.7) имеет глобальный порядок (h1,h2, . . .), где

hs = rkBs(t,p,q)
∣∣
Us(t,p,q)

= dimUs(t,p,q)− dimUs+1(t,p,q).
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Отметим, что данное выше определение может отличаться от классического определения гло-
бального порядка (d = 1). Точнее, стандартное определение глобального порядка в одномерном
случае не требует условия постоянного ранга, если обобщенное условие Лежандра-Клебша не
является усиленным. Однако, выполнение усиленного обобщенного условия Лежандра-Клебша
влечет за собой условие постоянного ранга. Другими словами, мы исключаем из рассмотрения
атипичные особые экстремали. В этом случае определение 2.4 при d = 1 совпадает с классиче-
ским. В любом случае теорема о сопряжении особой экстремали с неособой требует выполнения
усиленного условия Лежандра-Клебша [23].

Теорема 2.3. Если аффинная по управлению система (2.7) имеет глобальный порядок (h1,h2, . . .)
в некоторой области, то формыBh(t,q,p) и подпространстваUh(t,q,p) определены инвариантно
относительно выбора аффинных координат в U вида ui = ui(t).

Доказательство. Все выкладки проводятся аналогично теореме 2.2. Разница заключается лишь в
том, что в сумме (2.5) нужные слагаемые обнуляются не за счет сомножителя d s

dt s
∂
∂ui

H, а за счет

сомножителя ∂
∂ul

d s

dt s
∂uk

∂vj

Отметим, что если система (2.7) имеет в некоторой области глобальный порядок, то мы можем
определить глобальный порядок по направлению ξ(t) ∈ U вдоль произвольной (не обязательно
особой) траектории q(t),p(t), t ∈ (t1,t2): это максимальное h такое, что ξ(t) ∈ Uh(t,q(t),p(t))

при t ∈ (t1,t2).

2.5 Условия сопряжения неособой траектории с особой

В одномерном случае (d = 1) невозможно регулярное сопряжение неособой траектории с осо-
бой (см. ниже определение 2.5), если система имеет четный натуральный порядок (см. теорему
1.4). В случае d > 1 порядок в пространстве U зависит от флага Uh(t,q,p). Поэтому условия со-
пряжения естественно формулируются в терминах флага порядков.

Определение 2.5. Пусть u∗(t), t ∈ (t0,t1) – управление на особой траектории, которая сопрягается
(стыкуется) в некоторой точке τ с неособой траекторией с управлением ũ(t). Тогда сопряжение
называется регулярным, если

1. Особое управление u∗(t) гладко зависит от t в окрестности τ ;

2. Неособое управление ũ(t) гладкое в односторонней окрестности2 τ и непрерывно в самой
точке τ .

Отметим, что невозможность регулярной стыковки неособой траектории с особой не является
лишь следствием уравнений принципа максимума Понтрягина. Например в работах [43, 44] до-
казано, что в многомерной задаче поиска (при некоторых предположениях на структуру задачи)

2При сходе с особой траектории управление ũ(t) должно быть гладким в (τ ; τ + ε), а при выходе на особую
траекторию, то на (τ − ε; τ).
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оптимальные траектории содержат сложную особенность при начале движения. А именно: опти-
мальная траектория за любой сколь угодно малый промежуток времени должна покинуть любой
выпуклый конус с вершиной в точке начала движения. При этом оптимальная траектория в за-
дачах поиска обязана существовать (доказательство теоремы существования см. в [45]). В случае
поиска на прямой, оптимальные траектории содержат счетное число переключений при начале
движения. Однако асимптотика точек переключения принципиально отличается от асимптотики
в задаче Фуллера.

Теорема 2.4. Пусть для аффинной по управлению системы (2.7) определен глобальный порядок
в окрестности особой на промежутке (t0,t1) экстремали q∗(t), p∗(t), u∗(t). Предположим, что
особая экстремаль q∗(t), p∗(t), u∗(t) регулярно сопрягается с неособой q̃(t), p̃(t), ũ(t) в некоторой
точке τ ∈ (t1,t2). Если выполнено усиленное обобщенное условие Лежандра-Клебша

(−1)h
∂

∂u

d 2h

dt 2h
∂

∂u
H
∣∣∣
(τ,q∗(τ),p∗(τ))

[
ũ(τ)− u∗(τ); ũ(τ)− u∗(τ)

]
< 0, (2.8)

где h <∞ – глобальный порядок направления ũ(t)− u∗(t), то h нечетно.

Из этой теоремы мы немедленно получаем

Следствие 2.1. Если в окрестности особойтраектории система (2.7) имеет глобальный порядок
(h1,h2, . . .), такой, что  h2s+1 = 0 ∀s;

∞∑
s=1

h2s = d = dimU ;

и выполнено условие (2.8), то регулярное сопряжение особой траектории с неособой в этой
окрестности не оптимально3.

Доказательство теоремы 2.4. Без ограничения общности мы будем считать, что сопряжение
особой траектории с неособой происходит справа, то есть ũ(t) определено при t ∈ (τ,τ + ε).

Теорема доказывается от противного: предположим, что глобальный порядок направления
u∗(t)−ũ(t) на промежутке (τ,τ+ε) является четным h = 2r. Рассмотрим вектор ξ(t) = u∗(t)−ũ(t)
как элемент пространства Tũ(t)U .

Зафиксируем на U какую-нибудь евклидову структуру, и сделаем замену координат: v ∈ R,
v⊥ ∈ Rd−1 и

u = u∗(t) + v ξ(t) + ξ⊥(t) v⊥,

где ξ⊥(t) : Rd−1 → U линейное невырожденное отображение, гладкое по t, и Im ξ⊥(t) ⊥ ξ(t).
В данной системе координат, управление v = 0, v⊥ = 0 является особым, а управление v = 1,
v⊥ = 0 соответствует неособому. ГамильтонианH запишется в виде

3То есть, если неособое управление ũ(t) гладко зависит от t в односторонней окрестности τ , то ũ(t) имеет
разрыв второго рода в точке τ .
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H = G(t,q,p) +Hv(t,q,p)v +H⊥(t,q,p)v⊥. (2.9)

ПродифференцируемHv по траекториям гамильтоновой системы (2.9). Тогда d k

dt k
Hv при k <

2h может зависеть от v⊥,v̇⊥ и т.д., но не зависит от v, так как ξ(t) ∈ Uk(t,q̃(t),p̃(t)) при k < 2h. Так
как h четно, учитывая (2.8), получаем

∂

∂v

d 2h

dt 2h
Hv(τ,q∗(τ),p∗(τ)) = Bh(τ,q

∗(τ),p∗(τ))
[
ξ(τ),ξ(τ)

]
< 0.

Так как это неравенство строгое, то при t близких к τ получаем

∂

∂v

d 2h

dt 2h
Hv(t,q̃(t),p̃(t)) = Bh(t,q̃(t),p̃(t))

[
ξ(t),ξ(t)

]
= β(t) < β0 < 0,

Значит

d 2h

dt 2h
Hv(t,q̃(t),p̃(t))

∣∣∣
v⊥=0

= α(t) + β(t)v,

и

α(t) → d 2h

dt 2h
Hv(τ, q∗(τ), p∗(τ))

∣∣∣
v⊥=0

= 0 при t→ τ + 0.

Таким образом, на неособом участке экстремали, где v = 1, получаем

Hv(t,q̃(t),p̃(t)) =
1

(2h− 1)!

∫ t

τ

(
α(s) + β(s)

)
(t− s)2h−1 ds,

так как все начальные условия d k

dt k
Hv(τ,q̃(τ),p̃(τ)) = d k

dt k
Hv(τ, q∗(τ), p∗(τ)) обнуляются при k <

2h (это связано с тем, что разрыв производной d k

dt k
H может появиться только на 2h-омшаге, когда

впервые начинает зависеть от v). Итак

Hv(t,q̃(t),p̃(t)) < 0

при t достаточно близких к τ , чего не может быть, так как противоречит принципу максимума.
Действительно, произведение Hv(t,q̃(t),p̃(t))v должно достигать максимума при v = 1.

2.6 Оптимальное управление в виде обмотки клиффордова тора

В этом и следующем параграфах будет изучен класс задач, в которых, с одной стороны, со-
пряжение особых оптимальных траекторий с неособыми неизбежно (по теореме 3.1 в главе 3), а,
с другой стороны, теорема 2.4 (см. [40]) запрещает регулярное сопряжение.

Рассмотрим оптимизационную задачу4

4Множитель 1
2 конечно можно отбросить – он ни на что не влияет. Однако он удобен в дальнейших вычислениях.
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J(x) =
1

2

∫ +∞

0

⟨
x,Cx

⟩
dt→ min (2.10)

на траекториях управляемой системы

x(h) = u, |u| ≤ 1, x ∈ U, u ∈ U ;

x(k−1)(0) = q0k, при 1 ≤ k ≤ h.

Здесь U – евклидово пространство со скалярным произведением
⟨
·,·
⟩
, а C – некоторая симмет-

рическая билинейная форма. Функция x(t) считается абсолютно непрерывной вместе со своими
2h− 1 производными. Управление u(t) ∈ L∞(0;+∞) – измеримая функция.

Пусть λ1, . . . ,λs – собственные числа формы C, а U1, . . . ,Us – соответствующие собственные
подпространства. Очевидно, что если хоть одно из собственных чисел отрицательно, то мини-
мум задачи равен −∞. Поэтому будем считать, что форма C неотрицательно определена. Если
dimkerC ̸= 0, то при проектировании U → U/ kerC, значение функционала J(x) не изменяет-
ся. Поэтому оптимальные траектории задачи с dimkerC ̸= 0 находятся тривиально из решений
аналогичной задачи в U/ kerC взятием прообраза. Поэтому будем считать, что форма C поло-
жительно определена. В этом случае у данной задачи решение существует и единственно (см.
теорему 3.1).

Нетрудно доказать следующую теорему (подробнее см. [40, 41]):

Теорема 2.5 (М.И. Зеликин и Л.В. Локуциевский). Если L = span(q01,q
0
2,...q

0
h) лежит в некотором

собственном подпространстве Uj формы C, то оптимальная траектория задачи (2.10) оста-
ется в L в течение всего времени.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу, являющуюся ограничением задачи (2.10)
на подпространство L. Это означает, что допустимыми управлениями будут служить измеримые
функции u(t) ∈ L, |u| ≤ 1, допустимые траектории лежат в подпространстве L, функционал оста-
ется прежним. Обозначим через π оператор ортогонального проектирования π : U → L. Пусть
x(t) любая допустимая траектория, с начальными данными в подпространстве L. Тогда траек-
тория πx(t) с управлением πu(t) является допустимой траекторией во вспомогательной задаче.
Поскольку форма C неотрицательно определена (C ⪰ 0), и L ⊆ Uj , то∫ ∞

0

⟨
x,Cx

⟩
dt ≥

∫ ∞

0

⟨
πx,Cπx

⟩
dt.

Существование и единственность решения задачи (2.10) и вспомогательной задачи (см. теоре-
му 3.1) означают, что оптимальная траектория задачи (2.10) лежит в L.

Легко видеть, что если форма C положительно определена (как было сказано, только такие за-
дачи интересны для рассмотрения), то в данной задаче есть равно одна особая экстремаль x = u =

0 и ее глобальный порядок (по определению 2.4) есть последовательность (0, . . . ,0, dimU,0 . . .) где



66

dimU стоит на h-ом месте (подробнее см. [40, 41]). Значит, если h четно, то по теореме 2.4 регу-
лярное сопряжение неособой траектории с особой x = u = 0 не оптимально. С другой стороны,
теорема 3.1 (см. главу 3) гарантирует, что при любых начальных данных q0 = (q01, . . . ,q

0
h) суще-

ствует и единственное оптимальное решение задачи (2.10) и оно попадает в начало координат за
конечное время T (q0). Таким образом, интересным для исследования представляется следующий
вопрос: каким образом оптимальные траектории в задаче (2.10) могут выходить в начало коорди-
нат.

В этом параграфе будут найдены некоторые явные решения задачи (2.10) (лежащие в инте-
гральной воронке точки x = 0), оптимальное управление в которых движется вдоль некоторой
обмотки клиффордова тора, вложенного в сферу |u| = 1, а оптимальная траектория является обоб-
щенной логарифмической спиралью, порожденной этой обмоткой. В следующем параграфе мы
покажем, что для некоторых h найденная обмотка на самом деле является иррациональной и, сле-
довательно, всюду плотна в клиффордовом торе. Для остальных h вопрос об иррациональности
остается открытым.

Для того, чтобы выделить большую нетривиальную группу симметрий задачи (2.10) выпишем
систему принципа максимума. Положим

q1 = x, q̇1 = q2, ..., q̇h−1 = qh

В теореме 3.2 (см. главу 3) доказано, что λ0 ̸= 0. Положив λ0 = 1, получаем, что гамильтониан
(функция Понтрягина) имеет вид (p1, . . . ,ph – сопряженные переменные)

H = −
⟨
Cq1,q1

⟩
+
⟨
p1, q2

⟩
+ . . .+

⟨
ph, u

⟩
.

Следовательно,

ṗ1 = Cq1; ṗ2 = −p1; . . . , ṗh = −ph−1; и u =
ph
|ph|

, если ph ̸= 0.

Вид этой системы сильно упроститься, если обозначить

zk = (−1)h−kph−k+1 и zh+k = Cqk при k ≤ h. (2.11)

Тогда x = C−1zh+1 и

ż1 = z2; ż2 = z3; . . . ; ż2h = Cu; u = (−1)h+1 z1
|z1|

. (2.12)

Данная система обладает следующими симметриями:

1. ГруппаG1 = SO(U1)×SO(U2)×. . .×SO(Us) ⊆ SO(U) действует на zk и u одновременными
поворотами и переводит векторы скоростей (а значит и решения) системы (2.12) в себя.
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2. Группа G2 = R+ действует масштабированием: пусть λ ∈ R+ тогда zk 7→ λ2h−k+1zk. На
самом деле, вектор скорости системы (2.12) удлиняется в λ раз при этом действии. Одна-
ко, интегральные кривые по-прежнему переходят в интегральные кривые (только скорость
движения по ним возрастает в λ раз).

Ключевую роль в отыскании траекторий, в виде логарифмический спиралей, моделирующих
движение вдоль иррациональной обмотки клиффордова тора будет играть следующиймногочлен:

Ph(α) =
(
2h+ iα

)(
(2h− 1) + iα

)
. . .
(
1 + iα

)
. (2.13)

и корни αj > 0 его мнимой части, при которых действительная часть имеет нужный знак:

ImPh(αj) = 0, (−1)h+1RePh(αj) > 0, αj > 0. (2.14)

Будем считать, что dimUj ≥ 2 при всех j.

Теорема 2.6 (М.И. Зеликин и Л.В. Локуциевский). Рассмотрим любой набор двумерных плоско-
стей Lm ⊆ Ukm , m = 1, . . . ,N , где Ukm – какие-то различные5 собственные подпространства
формы C. Если набор собственных значений λk1 , . . . ,λkN формы C удовлетворяет условию

Ph(αj1)

λk1
=
Ph(αj2)

λk2
= . . . =

Ph(αjN )

λkN
= µ.

для каких-то (различных) αjm > 0 из (2.14), то любая траектория вида6

z1 =
N∑
m=1

t2h exp
{
±iαjm ln |t|

}
ym,

u = µ
N∑
m=1

exp
{
±iαjm ln |t|

}
ym,

(2.15)

является оптимальной для задачи (2.10) при любом выборе ненулевых векторов ym ∈ Lm, для
которых выполняется условие

µ2
∑

|ym|2 = 1.

Более того, таким способом описываются все возможные (с точностью до сдвига по време-
ни) оптимальные траектории задачи (2.10), не покидающие какую-либо фиксированную орбиту
группы G = G1 ×G2.

Отметим, что в решениях (2.15) управление движется по обмотке клиффордова тора

TN =
(
L1 ∩ {|u| = µ|y1|}

)
× . . .×

(
LN ∩ {|u| = µ|yN |}

)
5Случай N = 1 не исключается. В этом случае подойдет любое собственное значение λj формы C, лишь бы

dimUj ≥ 2.
6Если L – это двумерная плоскость, то через exp{a± ϕi} = ea(cosϕ± i sinϕ) обозначено растяжение в ea раз

и поворот на угол ϕ на L в заранее выбранной ориентации.
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проходит ее целиком7 за конечное время. Сама траектория x(t) представляет собой соответству-
ющую логарифмическую спираль, которая тоже проходится за конечное время.

Доказательство теоремы 2.6. Поскольку задача (2.10) является выпуклой, то принцип макси-
мума является также и достаточным условием оптимальности (см. теорему 3.3). Таким образом,
любая траектория принципа максимума, приходящая в начало координат является оптимальной.

Без ограничения общности будем считать, что базис в U согласован с разложением U =

U1 ⊕ . . . ⊕ Us, т.е. z = (w1, . . . ,ws), где z ∈ U и wj ∈ Uj . Действие группы G на zk определя-
ет представление

φ : G = R+ × SO(U1)× SO(U2)× . . .× SO(Us) →
2h∏
j=1

GL(U),

φ(λ,M1, . . . ,Ms)zk = λ2h−k+1(M1w
1
k, . . . ,Msw

s
k) где λ ∈ R+, Mj ∈ SO(Uj) и k ≤ 2h.

По теореме существования и единственности для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, интегральная кривая системы (2.12) не покинет одной фиксированной орбиты орбиты груп-
пы Ли G, если и только если в начальной точке z = (z1, . . . ,z2h) вектор скорости системы (2.12)
касается этой орбиты. Это в точности означает, что

(z2, . . . ,z2h,(−1)h+1Cz1
|z1|

) ∈ dφ(TeG).

Здесь TeG – касательное пространство к группе Ли G, то есть алгебра Ли R ⊕ so(U1) ⊕ . . . ⊕
so(Us), где so(Uj) – алгебра Ли кососимметрических 2-форм на Uj . Вычислив dφ, получаем, что
для некоторых a ∈ R и mj ∈ so(Uj) выполняется

z2

z3

. . .

(−1)h+1Cz1
|z1|

 = a


2hz1

(2h− 1)z2

. . .

z2h

+


mz1

mz2

. . .

mz2h

 (2.16)

Здесьm = (m1, . . . ,ms). Заметим, что a ̸= 0, так как в противном случае уравнение (2.16) имеет
только тривиальное решение zk = 0. Заменив m на m/a получаем

(−1)h+1 z1
a2h|z1|

= C−1(2h+m)((2h− 1) +m) . . . (1 +m)z1 = C−1Q(m)z1 (2.17)

Поскольку на z1 еще можно подействовать масштабной группой, то остается найти все такие мат-
рицыm ∈ so(U1)⊕ . . .⊕ so(Us), чтобы у оператора, стоящего в правой части (2.17) было действи-
тельное собственное значение знака (−1)h+1. Итак, пусть z = (w1, . . . ,ws) – собственный вектор
оператора C−1Q(m) = C−1(2h + m)((2h − 1) + m) . . . (1 + m) с собственным значением µ знака
(−1)h+1. Тогда

7Точнее ту ее половину, что соответствует положительному направлению времени
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Q(mj)wj = (2h+mj)((2h− 1) +mj) . . . (1 +mj)wj = µλjwj (2.18)

Таким образом, либо wj = 0, либо wj – собственный вектор оператора Q(mj). Исследуем
собственные значения оператора из предыдущего равенства. Используя теорему о приведении
кососимметрической формы к нормальному виду, можно считать, что матрицы mj имеют вид8

mj =



0 βj1 0 0 . . . 0 0

−βj1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 βj2 . . . 0 0

0 0 −βj2 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 0 βjr

0 0 0 0 . . . −βjr 0


Поскольку собственные значения блочно-диагональной матрицы есть собственные значения

ее блоков, то вопрос сводится к вычислению собственных значений матрицы ранга 2. Зафикси-
руем произвольную двумерную плоскость Lj ⊂ Uj (и ориентацию на ней). Воспользовавшись
комплексной структурой на Lj получаем, что многочлен9 Ph(α) из (2.13) имеет мнимую часть
равную 0. Итак, уравнение (2.18) на плоскости Lj с учетом знаков переписывается в виде си-
стемы (2.14), а вектор wj должен быть собственным вектором оператора Q(mj) с собственным
значением Ph(α) для некоторого α из (2.14). Отсюда немедленно получаем, что для этого α с
необходимостью Ph(α) = µλj .

Пусть теперь z = (w1, . . . ,ws) – набор из векторов wj , каждый из которых либо является соб-
ственным вектором оператора Q(mj), либо нулевой. Таким образом, вектор z является собствен-
ным вектором исходного оператора C−1Q(M) тогда и только тогда, когда

µ =
Ph(αj1)

λj1
=
Ph(αj2)

λj2
= . . . =

Ph(αjN )

λjN
,

где j1, . . . ,jN – номера ненулевых wj . Если обозначить wjm = ym, где ym – ненулевые вектора,
то мы получим траектории, заявленные в формулировке теоремы. Осталось сказать, что условие
µ2
∑

|ym|2 = 1 следует из того, что 1 = |u|2 = µ2
∑

|ym|2.

На каждой оптимальной траектории (2.15) управление проходит обмотку клиффордова тора

TN = (L1 ∩ {|u| = µ|y1|})× . . .× (LN ∩ {|u| = µ|yN |}).

Более того, она выходит за конечное время на особый режим x = u = 0. Тор TN вложен в сферу
Sn−1 = {|u| = 1} ⊆ U единичного радиуса. Более того, если значения αj1 , . . . ,αjN несоизмеримы
над Q, то полученная обмотка тора T является всюду плотной.

8Последний двумерный блок в матрице mj заменяется одномерным 0, если r = dimUj нечетно.
9Можно считать, что 1 ∈ C – это единичная 2×2 матрица, а i ∈ C – матрица 2×2 с 1 и−1 на побочной диагонали.
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Количество решений в (2.14) нетрудно вычислить:

Предложение 2.1. Условие (2.14) имеет ровно
[
h

2

]
решений, и они попарно различны.

Доказательство. Каждый из сомножителей в формуле (2.13) является комплексным числом, ар-
гумент которого при росте α от 0 до +∞ монотонно возрастает от 0 до π/2. Следовательно, ар-
гумент их произведения монотонно возрастает от 0 до πh. При этом, если h четно, то он [h/2] раз
пересекает отрицательную часть действительной оси, а если h нечетно, то он [h/2] раз пересекает
положительную часть действительной оси.

2.7 Применение теории Галуа для доказательства иррациональности
обмотки клиффордова тора

В статье [41] доказано, что в задаче (2.10) при h ≤ 15 возникают семейства оптимальных траек-
торий с управлением в виде иррациональной всюду плотной обмотки тора. Положительный ответ
на вопрос о линейной независимости корней {αj}[h/2]j=1 полинома (2.13) над полем рациональных
чисел для произвольного h позволит получить описанную картину с иррациональной обмоткой
любого k-мерного тора.

Заметим, что многочлен Ph(α) имеет очень специфичную природу коэффициентов. Это дает
нам смелость высказать следующую гипотезу.

Гипотеза 2.1 (см. [40, 72]). Решения {αj}[h/2]j=1 ключевого условия (2.14) линейно независимы над
полем рациональных чисел Q.

Приведем простое доказательство этой гипотезы для случаев h = 2,3,4 и построим явные
решения при этих h.

Пример 2.2 (А.А. Милютин и С.В. Чуканов [39], М.И. Зеликин и В.Ф. Борисов [32]). Пусть h = 2,
тогда есть единственный решение (2.14) α =

√
5. Находим экстремали:

x =
1

126
(4± iα)(3± iα)t2 exp

{
±iα ln |t|

}
, u = exp

{
±iα ln |t|

}
(2.19)

Поскольку ln |t| → ∞ при t→ 0, то управление совершает счетное число оборотов по окружности
S1 за конечное время. При этом x → 0 и траектория выходит на особый режим. Траекторией
в конфигурационном пространстве служит логарифмическая спираль. В отличие от траекторий
особой точки типа фокуса для обыкновенных дифференциальных уравнений, кривая подходит к
началу координат за конечное время, совершая счетное число оборотов.

В случай h = 3 также есть ровно один корень в (2.14), и поэтому этот случай ничем принци-
пиально не отличается от случая h = 2.
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Пример 2.3 (М.И. Зеликин и Л.В. Локуциевский). Разберем подробно случай h = 4. Если началь-
ные векторы {q01,q02, q03,q04} лежат на одной прямой l ⊂ Uj , то, в соответствии с теоремой 2.6, вопрос
сводится к решению одномерной задачи типа Фуллера четвертого порядка. В этом случае в фазо-
вом пространствеR4 имеются два автомодельных семейства оптимальных траекторий, ведущих в
начало координат со счетным числом переключений на конечном интервале времени (см. [32]). В
конфигурационном пространстве все эти оптимальные траектории не покидают какой-либо пря-
мой l. Если же начальные векторы в задаче (2.10) принадлежат некоторой двумерной плоскости
L ⊂ Uj , то возникает двумерная задача типа Фуллера четвертого порядка. Согласно (2.13) имеем

ImP4(α) = α(109584− 67284α2 + 4536α4 − 36α6) = 0.

ReP4(α) = 40320− 118124α2 + 22449α4 − 546α6 + α8 < 0;

Получаем α2
1
∼= 1,86; α2

2
∼= 109,13. Корни α2

3
∼= 15,01 и α4 = 0 лишние, так как для них

нарушается неравенство ReP4(α) < 0. Итак, A1
∼= 78 · 10−7; A2

∼= 32 · 10−9. Оптимальные
управления и решения системы (2.12) имеют вид (если соответствующее собственное значение
λj равно 1):

u1 = exp(α1i ln |t|), u2 = exp(α2i ln |t|);
z11 = A1t

8 exp(α1i ln |t|), z21 = A2t
8 exp(α2i ln |t|).

(2.20)

Рассмотрим исходную задачу (2.10) при h = 4, когда начальные условия не лежат в одной
двумерной плоскости L ⊂ Uj . Построим, используя найденные явные решения в пространствах
Uj , оптимальные траектории не лежащие в собственных подпространствах Uj .

Пусть решения z11 и z21 из (2.20) лежат в разных собственных подпространствах U1 и U2, отве-
чающих собственным значениям λ1 и λ2 формы C. Рассмотрим их линейную комбинацию: пусть
Lj , j = 1,2 – двумерные плоскости в Uj , а yj – два фиксированных ненулевых вектора в L1 и L2.
Тогда

z1 = t8 exp(α1i ln |t|)y1 + t8 exp(α2i ln |t|)y2. (2.21)

Определим zj , j ≥ 2 так, чтобы z1 удовлетворяло всем уравнениям системы (2.12) кроме,
возможно, последнего. Для того, чтобы удовлетворялось последнее уравнение, длины векторов
y1 и y2 должны быть такими, чтобы при любом t выполнялось равенство

z
(2h)
1 = P4(α1) exp(α1i ln |t|)y1 + P4(α2) exp(α2i ln |t|)y2 =

= − λ1√
|y1|2 + |y2|2

exp(α1i ln |t|)y1 −
λ2√

|y2|2 + |y2|2
exp(α2i ln |t|)y2 =

= (−1)h+1C
z1
|z1|

.
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Поскольку y1 и y2 фиксированные линейно независимые векторы, то данное уравнение выполнено
при любом t, тогда и только тогда, когда их длины удовлетворяют системе{

λ1/
√
|y1|2 + |y2|2 = −P4(α1),

λ2/
√
|y1|2 + |y2|2 = −P4(α2).

(2.22)

Как было показано −P4(αj) ∈ R+, j = 1,2. Поэтому, система (2.22) разрешима, если пара
собственных значений формы C удовлетворяет соотношению

µ =
P4(α1)

λ1
=
P4(α2)

λ2
= − 1√

|y1|2 + |y2|2
< 0. (2.23)

В этом случае задача (2.10) имеет семейство оптимальных траекторий вида (2.21) приµ2(|y1|2+
|y2|2) = 1. На каждом таком решении управление проходит обмотку клиффордова тора T2 и вы-
ходит за конечное время на особую экстремаль x = u = 0. Тор T2 вложен в сферу Sn−1 ⊆ U

единичного радиуса и описывается уравнениями

|u1| =
|y1|√

|y1|2 + |y2|2
, |u2| =

|y2|√
|y1|2 + |y2|2

.

Более того, если значения α1 и α2 несоизмеримы над Q, то полученная обмотка тора T2 явля-
ется всюду плотной.

Покажем, что корни α1 и α2 линейно независимы над Q. Для этого докажем более сильное
утверждение: покажем, что их квадраты линейно независимы над Q. Предположим противное:
пусть для некоторых рациональных c1,c2 ∈ Q выполнено

c1α
2
1 + c2α

2
2 = 0.

Обозначим

Qh(α
2) = ImPh(α)/α.

КорнямимногочленаQ4 являютсяα2
i , i = 1,2,3. Легко видеть (простым перебором, или, например,

из формулы Кордано), что многочлен Q4 не имеет рациональных корней. Поскольку degQ4 = 3,
то он не приводим над Q, и, значит, группа Галуа действует транзитивно на α2

1, α2
2 и α2

3 (см. [73]).
Поэтому

c1α
2
i + c2α

2
j + 0α2

k = 0,

для любой четной перестановки (ijk) ∈ S3. Данная линейная система относительно α2
i должна

иметь нетривиальное решение, что возможно только если c1+c2 = 0. Это противоречит тому, что
α2
1 ̸= −α2

2.
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Итак, мы доказали, что в задаче (2.10) при h = 4 возникают семейства оптимальных траекто-
рий с управлением в виде иррациональной всюду плотной обмотки тора, проходимой за конечное
время, если (i) некоторая пара собственных значений λ1 и λ2 формы C находится в отношении
(2.23); и (ii) соответствующие собственные подпространства U1 и U2 имеют размерность не мень-
ше двух.
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ГЛАВА 3

Оптимальный поток в одном классе нильпотентно-выпуклых
задач

В данной главе проведено полное исследование оптимального синтеза в одном классе нильпо-
тентно-выпуклых задач с многомерным управлением. Показано, что синтез оптимальных траек-
торий образует в фазовом пространстве негладкий правосторонний поток (который разумно назы-
вать оптимальным). Оптимальное решение, начинающееся в некоторой точке фазового простран-
ства представляет собой траекторию движения этой точки под действием оптимального потока.
Гамильтоновы поднятия оптимальных траекторий в кокасательное расслоение образуют липши-
цево лагранжево многообразиеL. МногообразиеL является графиком некоторого согласованного
с оптимальным потоком гомеоморфизма, который с точностью до знака совпадает с дифферен-
циалом функции Беллмана.

3.1 Класс нильпотентно-выпуклых задач

В данной главе исследована структура оптимального синтеза в следующем классе нильпотент-
но выпуклых задач оптимального управления:

J(x) =
+∞∫
0

f
(
x(t)

)
dt → inf

x(h)(t) = u(t); u(t) ∈ Ω;

(3.1)

с начальными данными

x(0) = q01, ẋ(0) = q02, . . . ,x
(h−1)(0) = q0h. (3.2)

Здесь n ∈ N; векторы x и u лежат в конечномерном линейном пространстве U ≃ RN ; множество
Ω ⊂ U является выпуклым и компактным, а начало координат – его внутренняя точка, 0 ∈ IntΩ;
f : U → R – некоторая неотрицательная выпуклая функция, f(0) = 0; а q0 = (q01, . . . ,q

0
h) –

произвольные начальные данные.
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Основной целью данной главы является построение инструментария для изучения структуры
оптимального синтеза в задачах с ограниченным многомерным управлением. Для субримановых
задач с неограниченным многомерным управлением существует достаточно обширный арсенал
средств, позволяющих исследовать оптимальные траектории, их свойства и асимптотики. На дан-
ный момент большое количество субримановых задач решено полностью или по крайней мере
частично. С другой стороны, задачи с ограниченным многомерным управлением u ∈ Ω традици-
онно трудны как с точки зрения явного отыскания оптимальных траекторий, так и с точки зрения
описания свойств оптимального синтеза.

Основные результаты главы сформулирован в теоремах 3.1 и 3.2, в которых доказано, что оп-
тимальный синтез в задаче (3.1) образует в фазовом пространстве правосторонний потокP t. Опти-
мальное решение, начинающееся в произвольной точке представляет собой траекторию движения
этой точки под действием потока P t. Более того, построено согласованное с потоком P t отобра-
жение E, дающее возможность переходить от фазовых переменных qk = x(k−1) к сопряженным
переменным pk в кокасательном пространстве. Отображение E позволяет изучать оптимальные
траектории в терминах сопряженных координатах p, которые часто оказываются намного удоб-
нее исходных фазовых координат q (см. например [40, 41, 61, 68]). Дело в том, что управление в
принципе максимума Понтрягина определяется из условия

⟨
ph,u

⟩
→ max

u∈Ω
, и потому легко может

быть найдено в терминах сопряженных координат, и не просто выражается в терминах фазовых
координат. Особенно важным этот переход становится в задачах с многомерным управлением,
когда Ω – это не отрезок, а многомерное выпуклое множество, и рассуждения типа «оптимальная
траектория содержит конечное1 число переключений» не помогают в отыскании оптимальной
траектории.

Скажем чуть подробнее о структуре оптимального потока в задаче (3.1). Обозначим qk =

x(k−1). В теоремах 3.1 и 3.2 доказано, что в пространстве Uh = {q = (q1, . . . ,qh)} определено такое
действие P t полугруппыR+, что траектория q̂(t) = P tq0 является оптимальной для произвольной
начальной точки q0. Доказано, что

1. Поток P t непрерывен, сюрьективен и определен корректно, то есть

P 0 = id и P t1+t2 = P t1 ◦ P t2 ∀t1,t2 ≥ 0.

2. Любая точка под действием потока P t попадает в начало координат за конечное время:

∀q0 ∃T (q0) : P tq0 = 0 ∀t ≥ T (q0).

3. Поднятия оптимальных траекторий в кокасательное расслоение (с помощью принципа мак-
симума Понтрягина) образуют некоторое липшицево лагранжево подмногообразие L. При-
чем L биективно проектируется как на пространство фазовых переменных q, так и на про-

1Или даже счетное.
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странство сопряженных переменных p.

Лагранжево многообразие L, вообще говоря, не является гладким. Например, в классической
задаче Фуллера двумерная поверхность L состоит из двух гладких частей, склеивающихся вдоль
кривой l, на которой L имеет особенность типа излома. Кривая l состоит в свою очередь из двух
гладких кривых, смыкающихся в начале координат с гладкостью C1, но не C2. При этом L имеет
в начале координат особенность конического типа (см. [31]).

В задачах с многомерным управлением поверхность L может иметь и более изысканные осо-
бенности. Чтобы продемонстрировать это рассмотрим следующую задачу:∫ ∞

0

x2 dt→ min , ẍ ∈ Ω,

где x ∈ R2, а Ω является правильным треугольником с центром в начале координат. Как показано
в части II настоящей диссертации (или см. [68, 74]) четырехмерная поверхность L в этой зада-
че содержит счетное число гладких кусков, смыкающихся по множествуNW фрактального типа.
МножествоNW обладаем рядов свойств, присущим множествам неблуждающих траекторий. На-
пример, оно обладает нецелой размерностью по Хаусдорфу и Минковскому2:

3,204762 ≤ dimH NW ≤ dimKNW ≤ 3,407495

Опишем теперь кратко геометрические свойства потока P t в задаче (3.1). Оптимальный поток
P t может склеивать точки, то есть отображение P t : Uh → Uh, вообще говоря, не обратимо при
t > 0. Например, P tq0 = P tq1 = 0 если время t достаточно велико, то есть t ≥ max(T (q0),T (q1)).
Вообще говоря, возможна даже ситуация3, когда точки q0 и q1 склеиваются оптимальным потоком
до попадания в начало координат: P tq0 = P tq1 ̸= 0 при некотором 0 < t < min(T (q0),T (q1)).
Такая ситуация типична для случая, когда Ω – многогранник (см. главу 4, или [61])

Тем не менее, всегда можно гарантировать сюрьективность потока P t. В случае если Ω явля-
ется сильно выпуклым множеством с гладкой границей, то можно гарантировать, что оптималь-
ные траектории пересекаются только в начале координат (обобщение теоремы 1.3 для задачи 3.1 с
многомерным управлением). Другими словами, из равенства P t1q1 = P t0q0 при некоторых t1 ≥ t0

следует, что либо P t1−t0q1 = q0, либо P t1q1 = P t0q0 = 0 (см. теорему 3.4).
Отметим еще, что выпуклость задачи (3.1) приводит к тому, что принцип максимума Понтря-

гина является не только необходимым условием оптимальности но и по существу достаточным
(см. теорему 3.3)

Задачу (3.1) можно рассматривать как задачу на группе Карно с вектором роста
(N,2N, . . . ,hN). Действительно, управляемую систему в (3.1) можно записать в виде q̇ = Nq+bu,
где операторN является нильпотентным и содержит в разложенииЖордана h одинаковых клеток

2В англоязычной литературе ее называют box dimension.
3Например, когда множество Ω не является строго выпуклым, то есть когда ∂Ω ̸= extrΩ.
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размераN×N , а векторные поляNq+bu удовлетворяет условию управляемости (то есть условию
Хёрмандера)

span
u∈U

⟨
bu,Nbu,N2bu, . . . ,Nh−1bu

⟩
= Uh.

3.2 Формулировка теорем об оптимальном потоке

Для краткости будем писать q0 = (q01, . . . ,q
0
h) и q = (q1, . . . ,qh), где qk = x(k−1).

Теорема 3.1. Предположим, что Ω – выпуклое компактное множество, 0 ∈ IntΩ, а функция
f является неотрицательной строго выпуклой функцией с глобальным минимумом в точке 0,
f(0) = 0, и удовлетворяет в некоторой окрестностиW начала координат неравенствам4

C1|x|γ ≤ f(x) ≤ C2|x|γ (3.3)

для некоторых положительных констант C1,C2 и γ ≥ 1.
Тогда в задаче (3.1) определен такой непрерывный5 правосторонний поток P t : Uh → Uh,

t ≥ 0, что P 0 = id, P t1+t2 = P t1 ◦ P t2 при t1,t2 ≥ 0, и для любых начальных данных q0

(i) Существует и единственная оптимальная траектория q̂(t,q0) задачи (3.1) с начальными
условиями (3.2), и она имеет вид q̂(t,q0) = P tq0.

(ii) Найдется такой момент времени T (q0) ≥ 0, что P tq0 = 0 при t ≥ T (q0). Причем функция
T (q0) непрерывна. Более того, существуют такие положительные константы α и β, что
для любой точки q0 из некоторой окрестности начала координат выполнено

αmax(|q01|
1
h ,|q02|

1
h−1 , . . . ,|q0h|) ≤ T (q0) ≤ βmax(|q01|

1
h ,|q02|

1
h−1 , . . . ,|q0h|).

ЕслиW = U , то эта оценка выполнена для всех q0.

(iii) Отображение P t является сюрьекцией при любом t ≥ 0.

Предположимдополнительно, чтофункция f дваждыдифференцируема. Обозначим через p =
(p1, . . . ,ph) – сопряженные к q = (q1, . . . ,qh) переменные из принципа максимума Понтрягина.
Тогда гамильтониан (функция Понтрягина) имеет вид

H(p,q,u) = −λ0f(q1) +
h−1∑
i=1

⟨
pi,qi+1

⟩
+
⟨
ph,u

⟩
,

и (равенства и включения как всегда должны выполняться для почти всех t)
4Формально линейное пространствоU не снабжено нормой. Однако, все нормы наU эквивалентны, что придает

смысл написанным неравенствам.
5Это означает, что отображение P : (t,q0) 7→ P tq0 непрерывно по совокупности аргументов.
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
ṗi = −pi−1, при i ≥ 2;

ṗ1 = λ0f
′(q1);

u ∈ argmax
u∈Ω

⟨
ph,u

⟩ (3.4)

Теорема 3.2. Если выполняются условия теоремы 3.1 и к тому же f ∈ C2(U), то

(i) Оптимальная траектория q̂(t,q0) = P tq0 нормальна, т.е. λ0 ̸= 0 (положим, λ0 = 1), и
сопряженная функция p̂(t,q0) единственна.

Более того, определено такое6 отображение E : Uh → Uh∗, E(0) = 0, что

(ii) Для любых t ≥ 0 и q0 выполняется p̂(t,q0) = E(P tq0).

(iii) Отображение E : q0 7→ p̂(0,q0) является локально липшицевым гомеоморфизмом Uh и Uh∗.

(iv) Липшицева поверхность L = {(q,E(q)),q ∈ Uh} ⊂ Uh ⊕ Uh∗, сотканная из оптимальных
траекторий, является лагранжевой. Другими словами, интеграл от формы pdq по любой
замкнутой липшицевой кривой в L равен 0.

Отображение E, описанное в теореме 3.2 есть, с точностью до знака, дифференциал функции
Беллмана. В том числе, мы докажем, что функция Беллмана в этой задаче является строго вы-
пуклой и по крайней мере 1 раз дифференцируемой. Этот факт имеет большое значение, так как
в этом случае достаточно отыскать решение уравнения Гамильтона-Якоби для построения опти-
мального синтеза. Теоремы 3.1 и 3.2 в менее общей форме доказаны в [61,72].

В пункте (ii) теоремы 3.2 утверждается, что на Uh∗ определен поток Qt = E ◦P t ◦E−1, согла-
сованный с принципом максимума Понтрягина. Другими словами, следующая диаграмма комму-
тативна

Uh Uh

Uh∗ Uh∗

P t

Qt

E E

а сопряженная функция p̂(t,q0) удовлетворяет равенству p̂(t,q0) = QtE(q0).
Поверхность L соткана из траекторий, входящих в начало координат. Не трудно найти траек-

тории выходящие из начала координат.

Замечание 3.1. В теореме 3.3 и ее следствиях доказано, что L содержит все траектории системы
(3.4), попадающие в начало координат за конечное время. Другими словами L – это интегральная
воронка начала координат при t ≤ 0. Построим L′ – интегральную воронку начала координат при
t ≥ 0. Для этого рассмотрим отображение

6Здесь и далее для краткости Uh∗ = (U∗)h
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qk 7→ (−1)h−k+1qk; pk 7→ (−1)h−kpk; u 7→ u.

При этом отображении гамильтониан H перейдет в гамильтониан H̃, в котором вместо функции
f(q1) стоит функция f((−1)hq1). Симплектическая форма ω = dp ∧ dq изменит знак на противо-
положный. Поэтому при таком отображении поверхность L переходит в поверхность, сотканную
из траекторий выходящих из начала координат для гамильтониана H̃ и наоборот.

Отметим еще, что система принципа максимума для гамильтониана H имеет единственную
особую траекторию q = p = 0 если f ∈ C2 удовлетворяет условию теоремы 3.1. Действительно,
если u(t) ∈ IntΩ при t ∈ (t1,t2), то ph(t) = 0 при t ∈ (t1,t2). Поэтому p1(t) = . . . = ph(t) = 0

при t ∈ (t1,t2) в силу системы (3.4). По теореме 3.2 имеем λ0 ̸= 0. Поэтому q1(t) = 0 и, значит,
q1(t) = . . . = qh(t) = u(t) = 0.

Более того, в этом случае система имеет глобальный порядок (по определению 2.4) и он есть
(0, . . . ,0, dimU,0 . . .), где dimU стоит на месте с номером h.

3.3 Существование и единственность

Доказательства теорем 3.1 и 3.2 опираются на серию лемм о свойствах оптимальных траекто-
рий и структуре оптимального синтеза в задаче (3.1).

Лемма 3.1. Для любого q0 существует оптимальное решение q̂(t,q0) задачи (3.1).

Доказательство. Поскольку каждому измеримому управлению u(t) ∈ Ω соответствует един-
ственная траектория q(t) с начальными условиями q(0) = q0, то мы можем рассматривать функ-
ционал J , как функционал на пространстве управлений L∞(0;+∞). Множество U всех допусти-
мых функций управления ограничено, выпукло и замкнуто в L∞(0;+∞) в силу ограниченности,
выпуклости и замкнутостиΩ. Следовательно, по теореме Банаха-Алаоглу (см. [75]) получаем, что
множествоU слабо∗ предкомпактно (L∞(0;+∞) = L∗

1(0;+∞)). Слабая∗ замкнутостьU тривиаль-
но следует из выпуклости и компактности Ω. Покажем, что функционал J полунепрерывен снизу
относительно слабой∗ топологии.

Рассмотрим операторK : L∞(0;+∞) → AC[0,+∞) следующего вида

(
Ku
)
(t,q0) = q01 + q02t+ . . .+

q0h
(h− 1)!

th−1 +
1

(h− 1)!

∫ t

0

(t− τ)h−1u(τ) dτ. (3.5)

ОператорK переводит управление u(t) в соответствующее решение x(t). Таким образом необ-
ходимо доказать, что для любой последовательности управлений uh

w∗
−→ û выполнено

lim inf
h→+∞

∫ +∞

0

f
(
(Kuh)(t,q

0)
)
dt ≥

∫ +∞

0

f
(
(Ku)(t,q0)

)
dt.

Поскольку (t − τ)h−1θ(t − τ) ∈ L1(0;+∞), то (Kuh
)
(t,q0) сходится к (Kû

)
(t,q0) поточечно. Ис-

комое неравенство следует из теоремы Фату.



80

Обозначим черезB(q0) – функцию Беллмана:

B(q0) = inf

{∫ +∞

0

f(x(t)) dt, где x(h)(t) ∈ Ω при п.в. t ≥ 0 и x(k−1)(0) = q0k, k ≤ h

}
.

Очевидно, что 0 ≤ B(q0) для любого q0. Не трудно показать (см. лемму 3.4), что существует
траектория, попадающая в начало координат за конечное время. Поэтому продолжив ее нулем до
бесконечности, немедленно получаем, чтоB(q0) <∞.

Лемма 3.2. Оптимальное решение единственно, а функция Беллмана B строго выпукла (и, зна-
чит, непрерывна).

Доказательство. Пусть x0(t) и x1(t) – две произвольные траектории. Для любого λ ∈ [0; 1] из
строгой выпуклости f получаем:

J
(
λx1 + (1− λ)x0

)
≤ λJ(x1) + (1− λ)J(x0),

причем равенство может достигаться, только если x0(t) = x1(t) почти всюду (а значит всюду, в
силу непрерывности x(t)). Если x0(t) и x1(t) – оптимальные траектории начинающиеся в q0 и q1

соответственно, то для 0 < λ < 1 получаем

λB(q1) + (1− λ)B(q0) ≥ J
(
λx1 + (1− λ)x0

)
≥ B

(
λq1 + (1− λ)q0).

Причем равенство может быть только если x0(t) ≡ x1(t). Если q0 = q1 получаем единственность
оптимального решения. Если q0 ̸= q1 получаем строгую выпуклость функции БеллманаB.

Из выпуклости функции Беллмана B и ее конечности (см. лемму 3.4) немедленно следует ее
непрерывность.

Лемма 3.3. Отображение

Uh → C[0; t0]; q0 7→ q̂(·,q0),

является непрерывным при любом t0 > 0.

Доказательство. Рассмотрим последовательность qk стремящуюся к точке q0. Обозначим че-
рез uk(·) – оптимальное управление из точки qk. Покажем, что последовательность uk(·) слабо∗

сходится к оптимальному управлению в точке q0. Из последовательности uk можно выбрать
слабо∗ сходящуюся подпоследовательность ukm , так как множество U слабо∗ компактно. Итак,
ukm

w∗
−→ u0. Докажем, что траектория x0(t) = K(u0,q0)(t) является оптимальной для начальной

точки q0. Действительно, обозначим через xk(t) = K(uk,qk)(t) оптимальную траекторию из точки
qk. Тогда, из непрерывности функцииB и из теоремы Фату получаем

B(q0) = lim
m→∞

B(qkm) = lim
m→∞

J(xkm) ≥ J(x0)
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Поэтому траектория x0 оптимальна. Следовательно, существует единственная предельная точка
последовательности uk – оптимальное управление u0 в точке q0, т.е. последовательность uk слабо∗

сходится к u0.
Осталось заметить, что q̂1(·,qk) = xk(·) и q̂1(·,q0) = x0(·), поэтому из формулы (3.5) немедленно

следует, что q̂1(t,qk) → q̂1(t,q
0) для всех t и эта сходимость равномерна при t ∈ [0; t0]. Аналогично

доказывается сходимость q̂j(·,qk) → q̂j(·,q0) при любом индексе j > 1.

3.4 Группа почти симметрий

Отличительной чертой задачи (3.1) является наличие не только оптимального потока P t, но и
действия g масштабной группы симметрий R+ следующего вида:

g(λ)q1 = λhq1;

g(λ)q2 = λ(h−1)q2;

. . .

g(λ)qh = λqh;

g(λ)u = u;

g(λ)t = λt;

(3.6)

Действие g сохраняет управляемую систему (3.4), но, вообще говоря, не сохраняет функцию f .
Тем не менее, g «почти» сохраняет f в окрестности начала координат, так как по условию теоремы
3.1 функция f удовлетворяет оценкам (3.3). Этот факт оказывается очень полезным.

Используя действие g, сначала покажем существование допустимой траектории, идущей из
любой начальной точки q0 в начало координат:

Лемма 3.4. Для любой начальной точки q0 существует допустимая траектория управляемой
системы (3.1), попадающая в начало координат за конечное время.

Доказательство. Действительно, так как 0 ∈ IntΩ, то существует такая окрестность начала ко-
ординат, что для любой точки q0 из этой окрестности нужная траектория q(t) найдется. Если q0 не
лежит в этой окрестности, то точка g(λ)q0 уже лежит в этой окрестности, при достаточно малом
λ > 0. Если траектория q(t) – искомая допустимая траектория для точки g(λ)q0, то траектория
g( 1

λ
)q(λt) будет допустимой для точки q0.

Воспользуемся теперь действием g для получения удобных оценок на функцию Беллмана:

Лемма 3.5. Пусть λ > 0, а проекции точек q0 и g(λ)q0 на первую координату q1 лежат в окрест-
ностиW из условия теоремы 3.1. Если оптимальные траектории x̂(t,q0), x̂(t,g(λ)q0) и их образы
g(λ)x̂(t,q0), g(1/λ)x̂(t,g(λ)q0) не покидаютW , то

C1

C2

λhγ+1B(q0) ≤ B(g(λ)q0) ≤ C2

C1

λhγ+1B(q0)
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Доказательство. Докажем оценку сверху. Пусть y = λhx, s = λt. Тогда для любой траектории
x(t) изW выполнено

J(x) = λ−1

+∞∫
0

f(λ−hy(s)) ds

Более того, траектория y(s) будет допустимой, так как
(
d
ds

)h
y|s =

(
d
dt

)h
x|t=s/λ ∈ Ω. Теперь,

поскольку для любых точек z и λ−hz изW выполнено

f(λ−hz) ≥ C1λ
−hγ|z|γ ≥ C1

C2

λ−hγf(z),

то мы немедленно получаем

B(q0) ≥ C1

C2

λ−hγ−1J(g(λ)x̂(t,q0)) ≥ C1

C2

λ−hγ−1B(g(λ)q0)

Оценка снизу получается аналогично.

Лемма 3.6. Для любых начальных данных q0 найдется момент времени T (q0)такой, что q̂(t,q0) =
0 при всех t ≥ T (q0).

Доказательство. Сначала покажем, что q̂(t,q0) → 0 при t → ∞. Поскольку интеграл∫∞
0
f(x̂(τ)) dτ конечен, то

∫∞
t
f(x̂(τ)) dτ стремится к нулю при t → ∞. Другими словами, функ-

цияB(q̂(t,q0)) монотонно убывая стремится к 0 при t→ ∞.
Оптимальная траектория должна стремится к началу координат в силу убывания функцииB.

Действительно, функцияB непрерывна, строго выпукла и 0 – ее абсолютный минимум. Поэтому
Mε = min|q|=εB(q) > 0 для любого ε > 0. Следовательно, B(q) ≥ Mε для любого |q| ≥ ε. С
другой стороныB(q̂(t,q0)) < Mε для достаточно больших t, что и требовалось.

Теперь докажем, что любая траектория попадает в начало координат за конечное время. Сна-
чала перенесем все действия в окрестностьW . Поскольку функцияB строго выпукла, то проекция
множества {q0 = (q01, . . . ,q

0
h) : B(q0) ≤ C} на первое слагаемое q01 содержится вW для некоторого

C > 0. Другими словами, если B(q0) ≤ C, то q01 ∈ W . В силу убывания функции B(q̂(t,q0)) по t
получаем, что

1. ЕслиB(q0) ≤ C, то q̂1(t,q0) ∈ W при всех t ≥ 0.

2. ЕслиB(q0) > C, то найдется момент t0 такой что,B(q̂(t0,q
0)) = C и q̂1(t,q0) ∈ W при всех

t ≥ t0.

Таким образом, мы можем без ограничения общности считать, q̂(t,q0) ∈ W при всех t ≥ 0.
Обозначим ρ(q) = max(| q1

c1
| 1h ,| q2

c2
|

1
h−1 , . . . ,| qh

ch
|). Числа ck > 0, k = 1, . . . ,h фиксированы,

и точный их выбор будет произведен ниже. Далее мы докажем, воспользовавшись действием
g группы R+, что функция ρ(q̂(q0,t)) обращается в 0 за конечное время. Важно отметить, что
ρ(g(λ)q) = λρ(q).



83

Пусть 0 < Λ < 1 – произвольное число, и пусть tΛ(q0) – минимальное время, через которое
значение ρ(q0) уменьшится в Λ раз на оптимальной траектории:

ρ
(
q̂(q0,tΛ(q

0))
)
= Λρ(q0), tΛ(q

0) – минимально возможное.

Функция tΛ(q0) определена корректно, так как q̂(q0,t) → 0 при t→ +∞. Оценим tΛ(q0) сверху
через B(q0). Для этого зафиксируем δ > 0 и оценим снизу интеграл от f на промежутке t ∈
[t0; t0 + δ], где время t0 ≥ 0 – любое, лишь бы ρ(q̂(q0,t0)) = δ. Для некоторого k ∈ {1, . . . ,h}
должно выполняться

∣∣ x̂k(t0,q0)
ck

∣∣ 1
h−k+1 = δ. По формуле (3.5) для всех t ≥ t0 получаем (для удобства

ch+1 = n!diam Ω <∞)

|x̂(t,q0)| ≥ max
{
0,

2ck
k!
δh−k+1(t− t0)

k−1 −
h+1∑
j=1

cj
j!
δh−j+1(t− t0)

j−1
}
. (3.7)

Конечно, эта оценка становится бессмысленной когда t→ ∞. Рассмотрим подробнее, эту оценку
на промежутке t ∈ [t0,t0 + δ]. Положим τ = t−t0

δ
∈ [0,1]. Тогда

|x̂(t,q0)| ≥ −δhmin
{
0,−2dkτ

k−1 +
h+1∑
j=1

djτ
j−1
}

где dj =
cj
j!
. Таким образом, в правой части стоит многочлен

P (τ) =
h+1∑
j=1

djτ
j−1,

в котором знак при τ k−1 изменен на противоположный (обозначим этот многочлен через P−
k (τ)).

Для того, чтобы оценка (3.7) была осмысленной при t ∈ [t0,t0 + δ] многочлен P−
k (τ) должен

принимать отрицательные значения на [0,1]. Выбор коэффициентов ck (а значит и dk) находится в
нашей власти7. Трудность в том, что k произвольно, т.е. числа dj > 0 должны быть выбраны так,
чтобы при любом k многочлен P−

k (τ) менял знак на [0,1].
В нижеследующей лемме 3.7 доказано, что такой выбор dj > 0 возможен. А именно: найдутся

такие числа dj > 0, 0 < A < 1 и B > 0, что при любом k = 1, . . . ,h неравенство P−
k (τ) ≤

−B выполняется на подмножестве [0,1] меры не меньше A. Отсюда немедленно получаем, что
неравенство

|x̂(t,q0)| ≥ Bδh

выполняется на подмножестве [t0,t0+δ]меры не меньшеAδ. По другому этот факт можно записать
так:

µ
{
t ∈ [t0; t0 + δ] : |x̂(t,q0)| ≥ Bδh

}
≥ Aδ.

7Коэффициент ch+1 = n!diam Ω можно считать фиксированным.
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Таким образом, мы получили, что если ρ(q̂(t0,q0)) = δ, то∫ t0+δ

t0

f(x̂(t,q0)) dt ≥ (C1AB
γ)δhγ+1 = C3δ

hγ+1 (3.8)

Выберем теперь число ∆ > 0 достаточно малым, а именно так, чтобыB(q0) ≤ C для всех q0,
что ρ(q0) ≤ ∆. При таком выборе ∆ траектория x̂(t,q0) лежит в W , если ρ(q0) ≤ ∆. Рассмотрим
такую точку q0, что ρ(q0) = ∆. Будем для краткости писать ρ(t) = ρ(q̂(t,q0)). Согласно опреде-
лению tΛ(q

0) неравенство ρ(t) ≥ Λ∆ выполняется для всех t ∈ [0,tΛ(q
0)]. Положим δ = Λ∆ и

последовательно вычислим

t0 = 0; t1 = t0 + τ1; t2 = t1 + τ2; . . . ; tk+1 = tk + τk+1; . . .

τ1 = ρ(t0); τ2 = ρ(t1); τ3 = ρ(t2); . . . ; τk+1 = ρ(tk); . . .

Пусть n – такой минимальный номер, что tn−1 ≤ tΛ(q
0), а tn > tΛ(q

0). Номер n конечен, так как
tk+1 − tk ≥ δ, если tk ≤ tΛ(q

0). Поскольку τk ≥ δ при k ≤ n, то по неравенству (3.8) получаем

B(q0) ≥
∫ tn

0

f(x̂(t,q0)) dt ≥ C3

n∑
k=1

τhγ+1
k =

= C3δ
hγ+1

n∑
k=1

(τk
δ

)hγ+1

≥ C3δ
hγ+1

n∑
k=1

τk
δ

≥ C3δ
hγtΛ(q

0).

Таким образом, для любого 0 < Λ < 1 выполнено

tΛ(q
0) ≤ 1

C3

1

∆hγ

1

Λhγ
β(∆),

где β(∆) <∞ обозначает максимальное значение функцииB на сфере {q0 : ρ(q0) = ∆}.
Рассмотрим теперь последовательность точек qk = q̂(tΛ(q

k−1),qk−1), k = 1,2 . . .. Очевидно, что
ρ(qk) = Λk∆. Итак, через время

T (q0) ≤ tΛ(q
0) + tΛ(q

1) + . . .

траектория q̂(t,q0) попадет в начало координат. Время T (q0) конечно, так как правая часть нера-
венства не превосходит суммы сходящийся геометрической прогрессии:

T (q0) ≤
∑
k

tΛ(q
k) ≤ 1

C3

1

∆hγ

∑
k

1

Λ(k+1)hγ
β(Λk∆) ≤

≤ C2

C1C3

β(∆)

∆hγΛhγ

∑
k

Λk =
C2

C1C3

1

Λhγ(1− Λ)

β(∆)

∆hγ
.
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Последнее неравенство выполнено, так как по лемме 3.5 для любого 0 < λ < 1 выполняется

β(λ∆) ≤ C2

C1

λhγ+1β(∆).

Далее через T (q0) будем обозначать минимальный момент времени такой, что q̂(t,q0) = 0

при t ≥ T (q0).

Следствие 3.1. Для некоторых положительных констант α и β оценки

αρ(q0) ≤ T (q0) ≤ βρ(q0)

выполнены для всех q0 из некоторой окрестности начала координат. ЕслиW = U , то эти оценки
выполнена всюду.

Доказательство. Оценка сверху получается следующим образом. Просуммируем геометриче-
скую прогрессию в лемме 3.6:

T (q0) ≤ C2

C1C3

1

Λhγ(1− Λ)

β(∆)

∆hγ
.

Положив Λ = 1
2
и учитывая, что по лемме 3.5 β(∆) ∼ ∆hγ+1, получаем искомое. Отметим,

что если W ̸= U , то β(∆) ∼ ∆hγ+1 лишь в некоторой окрестности начала координат. Если же
W = U , то этой проблемы нет, и, более того, в доказательстве леммы 3.6 можно отказаться от
первого шага, использующего свойство q̂(t,q0) → 0 при t → ∞. Этот шаг мы использовали для
того, чтобы перенести действия в окрестность начала координат.

Оценка снизу немедленно следует из того, минимально возможное время T0 достижения на-
чала координат из точки q0 с помощью траектории управляемой системы (3.1) тривиально удо-
влетворяет оценке

T0 ≥ β′max(|q01|
1
h ,|q02|

1
h−1 , . . . ,|q0h|).

Лемма 3.7. Существуют такие положительные константы8 dj > 0, 0 < A < 1 и B > 0, что
при любом 0 ≤ k ≤ h мера множества тех точек τ отрезка [0; 1], для которых выполняется
неравенство

P−
k (τ) = −2dkτ

k−1 +
h+1∑
j=1

djτ
j−1 ≤ −B

не меньше A.
8Константу dh+1 > 0 можно считать фиксированной.
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Доказательство. В силу непрерывности P−
k , достаточно доказать, что существуют такие dj > 0,

что при изменении знака у коэффициента при τ k−1 многочлен P−
k (τ) будет принимать отрица-

тельное значение хоть при одном τ ∈ [0; 1]. Для такого многочлена можно взять

B = −1

2
max
k

min
τ∈[0,1]

P−
k (τ) > 0,

и

A = min
k

(
µ
{
τ ∈ [0; 1] : P−

k (τ) ≤ −B
})

> 0

Рассмотрим многочлен Q(τ) следующего вида Q(τ) = 1 +
∑h

j=1 ejτ
j , где ej = h

1
2
j− 3

2
j2 . Непо-

средственно проверяется, что при любом k = 0,1, . . . ,h многочлен Q(τ)− 2ekτ
k принимает отри-

цательные значения на промежутке (h3k−1;h3k). В качестве P (τ) подойдет CQ(τ/h3h), где C > 0

– произвольная константа.

Лемма 3.8. Время T (q0) достижения начала координат непрерывно зависит от q0.

Доказательство. Функция T (q0) непрерывна в q0 = 0 по теореме о двух милиционерах. Покажем
непрерывность в q0 ̸= 0. Рассмотрим последовательность qk → q0. Обозначим

T− = lim inf
k→∞

T (qk) T+ = lim sup
k→∞

T (qk)

Заметим, что T (q0) ≤ T−. Действительно, если t > T−, то по лемме 3.3 выполнено q̂(t,q0) = 0.
Покажем, что T (q0) ≥ T+. По лемме 3.3 имеем q̂(T (q0),qk) → q̂(T (q0),q0) = 0. То есть за

время T (q0) оптимальные траектории из точек qk окажутся в сколь угодно малой окрестности
начала координат. Но в начале координат функция T (·) непрерывна. Поэтому T

(
q̂(T (q0),qk)

)
→ 0

при k → ∞. Осталось заметить, что для любого k либо T (qk) ≤ T (q0), либо T (qk) = T (q0) +

T
(
q̂(T (q0),qk)

)
, что и завершает доказательство.

3.5 Свойства функции Беллмана

В данном параграфе мы, в том числе, докажем, что производная функции Беллмана B′ явля-
ется локально липшицевым отображениемB′ : Uh → Uh∗.

Лемма 3.9. Если f ∈ C2(U), то любая оптимальная траектория нормальна, т.е. λ0 ̸= 0. Выбрав
λ0 = 1 получаем, что для любого q0 сопряженная функция p̂(t,q0) единственна.

Доказательство. Поскольку û(t,q0) = 0 при t ≥ T (q0), то
⟨
ph,u

⟩
достигает максимума во внут-

ренней точке Ω (0 ∈ IntΩ). Поэтому p̂h(t,q0) = 0 при t ≥ T (q0). Из (3.4) немедленно получаем,
что p̂k(t,q0) = 0 при всех k и t ≥ T (q0).

Если λ0 = 0, то из системы (3.4) видно, что функция p̂h(t,q0) обязана является многочленом
по t. Поскольку p̂h(t,q0) = 0 при t ≥ T (q0), то p̂1 ≡ . . . ≡ p̂h ≡ 0. Противоречие.
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Положим λ0 = 1. Тогда при t < T (q0) функция p̂(t,q0) может быть найдена единственным
образом из уравнений (3.4): p̂1(t,q0) = −

∫ T (q0)
t

f ′(x̂(τ,q0)) dτ ;

p̂k(t,q0) =
∫ T (q0)
t

p̂k−1(τ,q0) dτ ; при k ≥ 2
(3.9)

Лемма 3.10. Если f ∈ C2(U), то функция Беллмана является функцией класса C1, и B′(q0) =

−p̂(0,q0)

ПодB′(q0) ∈ Uh∗ здесь и далее подразумевается дифференциал функции Беллмана в точке q0.

Доказательство. Пусть для краткости qi(t) = q̂i(t,q
0), u(t) = û(t,q0) – оптимальная траектория.

По построению сопряженных переменных в принципе максимума Понтрягина (см. [76]), пара
(λ0,p0) может быть выбрана в качестве начального значения для сопряженной функции (λ0,p(t)),
удовлетворяющей принципу максимума

max
v∈U

(
−λ0f(q1(t)) +

h−1∑
i=1

⟨
pi(t),qi+1(t)

⟩
+
⟨
ph(t),v

⟩)
=

= −λ0f(q1(t)) +
h−1∑
i=1

⟨
pi(t),qi+1(t)

⟩
+
⟨
ph(t),u(t)

⟩
,

если и только если она отделяет (−1,0) от конуса вариаций (δJ,δq), порожденного всеми эле-
ментарными игольчатыми вариациями во всех положительных временах. В силу единственности
p̂(t,q0) такая пара единственна (λ0 = 1).

С другой стороны, подходит любая пара (1,− p0), где в качестве p0 может быть выбран любой
субградиент функции Беллмана B в точке q0. Таким образом функция Беллмана имеет в любой
точке единственный субградиент, и, значит,B ∈ C1.

Здесь важно отметить, что даже в случае когда f – аналитическая функция, функция Беллма-
на B, вообще говоря, не будет иметь гладкость больше чем C1. Простейшим примером может
служить задача Фуллера (см. [32]).

Лемма 3.11. Если f ∈ C2, то отображение E : q0 7→ p̂(0,q0) = −B′(q0) непрерывно, открыто
и инъективно на Uh. Более того, E(Uh) = Uh∗, и, следовательно, E есть гомеоморфизм Uh на
Uh∗.

Доказательство. Отображение E непрерывно, так как B ∈ C1. Инъективность отображения E
немедленно следует из строгой выпуклости B. Покажем, что открытость E так же следует из
строгой выпуклостиB. Зафиксируем точку q0. Для любого δ > 0 положим
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ε =
1

δ
min

|q−q0|=δ

(
B(q)−B(q0)−

⟨
B′(q0),q − q0

⟩)
> 0.

Тогда из строгой выпуклости B получаем, что для любого p ∈ U∗, |p| < ε при |q − q0| ≥ δ

выполненоB(q)−
⟨
B′(q0)+ p,q− q0

⟩
> B(q0). Поэтому при фиксированном p, |p| < ε, минимум

функции B(q) −
⟨
B′(q0) + p,q − q0

⟩
по q достигается в шаре |q − q0| < δ. Следовательно, для

каждого p, |p| < ε, найдется такое q, |q−q0| < δ, чтоB′(q) = B′(q0)+p, и открытостьE доказана.
Из открытости и инъективности E немедленно получаем, что E(Uh) открыто и E : Uh → E(Uh)

есть гомеоморфизм.
Покажем теперь, что E(Uh) = Uh∗. Обозначим C = min|x|=1 f(x) > 0. Поскольку f(0) = 0, то

в силу выпуклости функции f имеем

f(x) ≥ C|x| если |x| ≥ 1

В лемме 3.6 доказано, что существуют такие положительные константы A и B, что если
ρ(q0) = δ, то для оптимальной траектории x̂(t,q0), начинающейся в q0, мера множества Σ = {t ∈
[0; δ] : |x̂(t,q0)| ≥ Bδh} не меньше Aδ. Поэтому, если B

(
ρ(q0)

)h ≥ 1, то

B(q0) = J
(
x̂(·,q0)

)
≥
∫
Σ

f
(
x̂(t,q0)

)
dt ≥ ABCδh+1 = ABC

(
ρ(q0)

)h+1
.

Пусть k обозначает индекс максимального по модулю qj . Поскольку норма |q| эквивалентна
норме maxj |qj| получаем, что для некоторой константы D > 0 выполнено

ρ(q) ≥
∣∣qk
ck

∣∣ 1
h−k+1 ≥ D|q|

1
h−k+1 ≥ D|q|

1
h , если |q| ≥ 1.

ПоэтомуB(q) ≥ ABCD|q|1+ 1
h при |q| ≥ max{1,(B 1

hD)−h}. Таким образом, функцияB(q)−
⟨
p,q
⟩

коэрцитивна, так как 1 + 1
h
> 1, и, значит, достигает минимума при любом p.

Докажем липшицевость отображения E = −B′. Разобьем доказательство на 2 леммы.

Лемма 3.12. Для любой точки q0 ∈ U найдутся такие δ > 0 и C > 0, что для всех ∆q ∈ U ,
|∆q| < δ выполнены неравенства

0 ≤ B(q0 +∆q)−B(q0)−
⟨
B′(q0),∆q

⟩
≤ C|∆q|2.

При этом константы C и δ могут быть выбраны непрерывно зависящими от q0.

Доказательство. Определим траекторию q(t) = (q1(t), . . . ,qh(t)) следующим образом: при t ∈
[0;T (q0)] она находятся из условий q̇1(t) = q2(t); q̇2(t) = q3(t); . . . q̇h(t) = u(t);

u(t) = û(t,q0); q(0) = q0 +∆q;
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а после момента времени t = T (q0) траектория q(t) совпадает с оптимальной из точки q(T (q0)),
то есть q(t) = q̂

(
t − T (q0),q(T (q0))

)
. Фактически траектория q(t) начинается в точке q0 + ∆q и

движется с управлением, оптимальным для точки q0 пока оно не станет тождественным 0, а потом
переключается на настоящее оптимальное управление.

Траектории q(t) и q̂(t,q0) движутся с одинаковым управлением, но начинаются в разных точ-
ках. Проследим за ними до момента t = T (q0) (для упрощения записи будем опускать аргументы
t и q0 и писать, например, q̂1 вместо q̂1(t,q0) или q1 вместо q1(t)):

B(q0 +∆q)−B(q0) ≤
T (q0)∫
0

(
f(q1)− f(q̂1)

)
dt+B(∆q) ≤

T (q0)∫
0

⟨
f ′(q1),q1 − q̂1

⟩
dt+B(∆q).

Под знаком интеграла в правой части удобно заменить f ′(q1) на f ′(q̂1), так как выполнено равен-
ство

T (q0)∫
0

⟨
f ′(q̂1),q1 − q̂1

⟩
dt =

⟨
B′(q0),∆q

⟩
. (3.10)

Докажем это равенство. Действительно, интегрируя по частям, d
dt
p̂1 = f ′(q̂1), получаем

T (q0)∫
0

⟨
f ′(q̂1),q1 − q̂1

⟩
dt =

⟨
p̂1,q1 − q̂1

⟩∣∣∣T (q0)
0

−
T (q0)∫
0

⟨
p̂1,q2 − q̂2

⟩
dt.

Повторяя этот процесс h раз, d
dt
p̂k+1 = −p̂k, получаем

T (q0)∫
0

⟨
f ′(q̂1),q1 − q̂1

⟩
dt =

(
h∑
k=1

⟨
p̂k,qk − q̂k

⟩∣∣∣T (q0)
0

)
−

T (q0)∫
0

⟨
p̂h,u− û

⟩
dt.

Интеграл в правой части обнуляется, так как u(t) = û(t) при t ∈ [0;T (q0)]. Учитывая p̂k(T (q0)) =
0, −B′(q0) =

(
p̂k(0)

)h
k=1

и qk(0)− q̂k(0) = ∆qk получаем равенство (3.10). Таким образом,

B(q0 +∆q)−B(q0)−
⟨
B′(q0),∆q

⟩
≤

T (q0)∫
0

⟨
f ′(q1)− f ′(q̂1),q1 − q̂1

⟩
dt+B(∆q).

Из условия, что функция f ∈ C2 выпукла, получаем, что если траектории q̂1 и q1 при t ∈ [0;T (q0)]

лежат в шаре радиуса R с центром в начале координат, то

0 ≤
⟨
f ′(q1)− f ′(q̂1),q1 − q̂1

⟩
≤ max

|x|≤R
|f ′′(x)||q1 − q̂1|2.

По лемме 3.8 функция T (q0) непрерывна (а, значит, ограничена) в окрестности q0. Поэтому
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B(q0 +∆q)−B(q0)−
⟨
B′(q0),∆q

⟩
≤ C sup

t∈[0;T (q0)]
|q1(t)− q̂1(t)|2 +B(∆q).

для некоторой константы C > 0.
Поскольку dh

dth
(q1 − q̂1) ≡ 0 при t ∈ [0;T (q0)], то q1(t) − q̂1(t) есть многочлен по t степени

h − 1, коэффициенты которого есть векторы, линейно выражающиеся с помощью факториалов
через ∆q. Поэтому выражение sup

t∈[0;T (q0)]
|q1(t) − q̂1(t)|2 оценивается квадратом нормы |∆q|. Итак,

для некоторой константы C ′ > 0 выполнено

B(q0 +∆q)−B(q0)−
⟨
B′(q0),∆q

⟩
≤ C ′|∆q|2 +B(∆q).

Осталось заметить, что B(∆q) ≤ C ′′|∆q|hγ+1 в окрестности начала координат по лемме 3.5.

Основная трудность в оставшейся части доказательства липшицевости B′(q) заключается в
том, что функция Беллмана B(q) может не быть дважды дифференцируемой (и это по существу
так). Докажем липшицевость отображенияE = −B′ с помощью следующей леммы (мы докажем
ее в чуть более широкой форме чем нужно)

Лемма 3.13. Пусть g ∈ C1(Rm,R) – произвольнаяфункция. Если для некоторых константC ≥ C ′

и для всех q1,q2 из некоторой открытой выпуклой области V ⊂ Rm выполнено

C ′|∆q2| ≤ g(q2)− g(q1)−
⟨
g′(q1),∆q

⟩
≤ C|∆q2|,

где∆q = q2− q1, то g′ : Rm → Rm∗ есть липшицево отображение в этой области с константой
Липшица max{|C|,|C ′|}. Если к тому же C ′ > 0 (или C < 0), то отображение g′ является
билипшицевым в этой области с константами Липшица min{|C|,|C ′|} и max{|C|,|C ′|}.

Доказательство. Будем считать, что в Rm задано скалярное произведение, и, следовательно,
g′(q) ∈ Rm. Пусть ω(q) ≥ 0 – шапочка, то есть ω – неотрицательная, бесконечно-гладкая функ-
ция с компактным носителем suppω ⊆ {|q| ≤ 1} и

∫
ω(q) dq = 1. Обозначим ωk(q) = kω(kq) и

gk = g ∗ωk (свертка). Тогда gk есть бесконечно-гладкая функция, g′k = g′ ∗ωk. Зафиксируем точки
q1,q2 ∈ V . Тогда

Λk(q1,q2) = gk(q2)− gk(q1)− g′k(q1)∆q =

∫
|y|≤ 1

k

(
g(q2 − y)− g(q1 − y)− g′(q1 − y)∆q

)
ωk(y) dy

Область V открыта, поэтому qj − y ∈ V если |y| ≤ 1
k
при достаточно больших k. Итак,

C ′|∆q|2 ≤ Λk(q1,q2) = g′′k(q1)[∆q; ∆q] + o(|∆q|2) ≤ C|∆q|2.
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Подставив λ∆q вместо ∆q в это неравенство и устремив λ к 0 получаем, что для всех q,∆q и
достаточно больших k выполнено

C ′|∆q|2 ≤ g′′k(q)[∆q; ∆q] ≤ C|∆q|2.

Итак, для всех q ∈ V выполнено ∥g′′k(q)∥ ≤ C ′′ = max{|C|,|C ′|}. Область V выпукла, поэтому
отрезок соединяющих точки q1,q2 ∈ V в ней содержится. Следовательно,

|g′k(q2)− g′k(q1)| ≤ sup
θ∈[0,1]

|g′′k(q1 + θ(q2 − q1))||∆q| ≤ C ′′|∆q|.

Устремив k к бесконечности (при фиксированных q1 и q2) получаем, искомое:

|g′(q2)− g′(q1)| ≤ C ′′|∆q|.

Пусть теперь C ′ > 0 (случай C < 0 аналогичен). Покажем билипшицевость отображения g:

g′k(q2)− g′k(q1) =

∫ 1

0

g′′k(q1 + θ∆q)∆q dθ.

Поэтому,

∣∣⟨g′k(q2)− g′k(q1),∆q
⟩∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0

g′′k(q1 + θ∆q)[∆q,∆q] dθ

∣∣∣∣ =
=

∫ 1

0

g′′k(q1 + θ∆q)[∆q,∆q] dθ ≥ C ′|∆q|2.

Итак, при любых q1,q2 ∈ V и достаточно больших k выполнено

∣∣⟨g′k(q2)− g′k(q1),∆q
⟩∣∣ ≥ C ′|∆q|2.

устремив k к бесконечности (при фиксированных q1 и q2), получаем

∣∣⟨g′(q2)− g′(q1),∆q
⟩∣∣ ≥ C ′|∆q|2.

Учитывая, что |g′(q2)− g′(q1)| |∆q| ≥
∣∣⟨g′(q2)− g′(q1),∆q

⟩∣∣, получаем
|g′(q2)− g′(q1)| ≥ C ′|∆q|,

что означает билипшицевость отображения g.
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3.6 Доказательство теорем об оптимальном потоке

Соберем теперь все полученные факты об оптимальном синтезе в задаче (3.1) воедино.

Доказательство теоремы 3.1. Если q̂(·,q0) – оптимальная траектория, начинающаяся в q0, и t0 ≥
0, то оптимальная траектория из точки q1 = q̂(t0,q

0) совпадает с частью оптимальной траектории
q̂(·,q0) при t ≥ t0, т.е.

q̂
(
t1,q̂(t0,q0)

)
= q̂(t0 + t1,q0) при t0,t1 ≥ 0. (3.11)

Действительно, ни функционал J , ни правая часть управляемой системы (3.1) не зависят явно от
времени. Поэтому этот факт немедленно следует из существования и единственности оптималь-
ной траектории (леммы 3.1 и 3.2) и равенства

∫∞
0

=
∫ t0
0

+
∫∞
t0

По-другому можно сказать, что на Uh определено действие P полугруппы R+ (оптимальный
правосторонний поток) следующим образом:

P t(q0) = q̂(t,q0), t ≥ 0

Из определения P немедленно получаем, что P 0 = id. Из (3.11) следует, что

P t0 ◦ P t1 = P t0+t1 t0,t1 ≥ 0.

Поток P t является непрерывным по лемме 3.3.
Пункт (ii) фактически доказан в леммах 3.6 и 3.8 и следствии 3.1. Осталось только заметить, что

функция ρ(q) = max(| q1
c1
| 1h ,| q2

c2
|

1
h−1 , . . . ,| qh

ch
|), построенная в лемме 3.6 тривиально удовлетворяет

неравенствам

D1 max(|q1|
1
h ,|q2|

1
h−1 , . . . ,|qh|) ≤ ρ(q) ≤ D2 max(|q1|

1
h ,|q2|

1
h−1 , . . . ,|qh|),

где 1
D1

= max |ck| и 1
D2

= min |ck|.
Докажем теперь сюрьективность отображения P t при t ≥ 0, заявленную в пункте (iii). Зафик-

сируем t0 ≥ 0 и произвольную точку q1. Требуется доказать, что найдется такая точка q0, что
P t0q0 = q1. Обозначим9 r = ρ(q1). Покажем сначала, что найдется такое достаточно большое
число R > 0, что если ρ(q0) ≥ R для некоторой точки q0, то ρ(P tq0) > r для всех t ∈ [0,t0].
Действительно, двигаясь в обратном времени от произвольной точки шара {q : ρ(q) ≤ r} вдоль
траекторий управляемой системы (3.1) за время −t0 можно замести лишь ограниченное множе-
ство. Это связано с тем, что (h− k + 1)-ая производная от qk(t) есть u(t) ∈ Ω. Поэтому найдется
такая константа C > 0, что если ρ(q(0)) = r, то ρ(q(t)) ≤ C(1 + |t|) для всех t ∈ R независимо от
выбора управления u(t) ∈ Ω.

9От выбора констант ck > 0 в этом рассуждении ничего не зависит. Можно, например, считать здесь, что ck = 1
для всех k.
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Итак, для любой такой точки q0, что ρ(q0) = R выполнено ρ(P tq0) > r при t ∈ [0; t0]. Рассмот-
рим непрерывную гомотопию P t шара BR = {q : ρ(q) ≤ R} при t ∈ [0; t0]. Образ границы шара
∂BR при этой гомотопии ни разу не пересекает сферу {q : ρ(q) = r}, а, значит, q1 /∈ P t∂BR при
t ∈ [0; t0]. Докажем, что отсюда следует, что найдется такая точка q0 ∈ BR, что P t0q0 = q1 (своего
рода обобщение теоремы о промежуточном значении).

Предположим противное: пусть q1 /∈ P t0BR. Обозначим через π(q) проекцию точки q на сферу
∂BR вдоль луча l, исходящего из точки q1 и проходящего через q, то есть π(q) = l∩∂BR. Проекция
π непрерывна и корректно определена для q ̸= q1. Заметим, что π|∂BR

= id. Сконструируем теперь
гомотопию сферы ∂BR по себе следующим образом. Сначала используем гомотопию с помощью
проекции потока P t, а именно π ◦ P t при t от 0 до t0, а потом применим гомотопию с помощью
гомотетии g(λ), а именно π ◦ P t0 ◦ g(λ) при λ от 1 до 0. Первая гомотопия корректно определена,
так как q1 /∈ P t∂BR при t ∈ [0; t0]. Вторая гомотопия определена корректно, так как g(λ)BR ⊂ BR

при λ ∈ [0; 1] и q1 /∈ P t0BR. В первой гомотопии при t = 0 получаем π ◦ P 0|∂BR
= id. Стыковка

обоих гомотопий непрерывна, так как g(1) = id.
Таким образом, мы построили непрерывную гомотопию сферы ∂BR по себе в точку π(P t0(0)),

так как g(0)(q) = 0 для любой точки q. Однако, такая гомотопия существовать не может, так сфера
не стягиваема.

Предположим теперь дополнительно, что функция f является дважды дифференцируемой и
перейдем к доказательству теоремы 3.2.

Доказательство теоремы 3.2. Нормальность оптимальной траектории и единственность сопря-
женной функции, заявленные в пункте (i) теоремы 3.2, доказаны в лемме 3.9.

Докажем теперь пункт (ii), а именно, что p̂(t0,q0) = E(P t0q0) при любых q0 и t0 ≥ 0. Для этого
обозначим q1 = P t0q0 и рассмотрим траекторию q(t) = P tq1. Тогда траектория q(t) является опти-
мальной для начальной точки q1. Но q(t) = P t0+tq0, поэтому пара функций q(t) и p(t) = p̂(t+t0,q

0)

удовлетворяет системе (3.4) принципа максимума Понтрягина. Поэтому, в силу единственности
сопряженной функции, имеем p(t) = p̂(t,q1). Следовательно,

p̂(t0,q
0) = p̂(0,q1) = E(q1) = E(P t0q0).

В пункте (iii) утверждается, во-первых, что отображениеE есть гомеоморфизмUh наE(Uh) =

Uh∗. Этот факт доказан в лемме 3.11. Во-вторых, утверждается локальная липшицевость функции
E – это есть в точности пара лемм 3.12 и 3.13.

Осталось доказать пункт (iv), то есть показать, что липшицева поверхность L = {(q,E(q)} яв-
ляется лагранжевой. Пусть Γ – произвольная замкнутая липшицева кривая в L. Тогда p = −B′(q)

на L по лемме 3.11, и, следовательно,∫
Γ

pdq = −
∫
Γ

B′(q)dq = −
∫
Γ

dB(q) = 0

так как форма dB(q) является точной.
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3.7 Достаточность принципа максимума Понтрягина в
нильпотентно-выпуклой задаче

Важно отметить, что из выпуклости задачи (3.1) вытекает, что принцип максимума Понтряги-
на является не только необходимым условием оптимальности траектории, но и достаточным. А
именно верна следующая

Теорема 3.3. Предположим, что в задаче (3.1) выполнены условия теоремы 3.2. Рассмотрим про-
извольную траекторию q(t),p(t),u(t) системы (3.4) с λ0 > 0, определенную при всех t ≥ 0. Если⟨
pk(t),qk(t)

⟩
→ 0 при любом k = 1, . . . ,h и t → +∞, то траектория q(t) является оптимальной

для начальной точки q0 = q(0).

Доказательство. Доказательство почти стандартно. Без ограничения общности, будем считать,
что λ0 = 1. Обозначим для краткости q̂(t) = q̂(t,q0) – оптимальную траекторию из точки q0 = q(0).
Достаточно доказать, что J(q̂1)− J(q1) ≥ 0. Итак, в силу выпуклости f имеем

J(q̂1)− J(q1) =

∫ ∞

0

(
f
(
q̂1(t)

)
− f

(
q1(t)

))
dt ≥

∫ ∞

0

⟨
f ′(q1(t)),q̂1(t)− q1(t)

⟩
dt.

Поскольку ṗ1 = f ′(q1), то интегрируя по частям получаем

J(q̂1)− J(q1) ≥
⟨
p1(t),q̂1(t)− q1(t)

⟩∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

⟨
p1(t),q̂2(t)− q2(t)

⟩
dt.

Первое слагаемое обнуляется и при t = 0 (так как q1(0) = q̂1(0) = q01) и при t → ∞ (так как
q̂1(t) = 0 при t ≥ T (q0) и

⟨
p1(t),q1(t)

⟩
→ 0 при t → ∞). Далее снова интегрируем по частям,

используя ṗ2 = −p1. Повторяя индуктивно этот процесс h раз, получаем

J(q̂1)− J(q1) ≥ −
∫ ∞

0

⟨
ph(t),û(t)− u(t)

⟩
dt =

∫ ∞

0

⟨
ph(t), u(t)− û(t)

⟩
dt.

Подынтегральное выражение не отрицательно, так как произведение
⟨
ph(t),v

⟩
достигает макси-

мума по v ∈ Ω при v = u(t).

Таким образом, если траектория системы (3.4) принципа максимума Понтрягина с λ0 > 0

попадает в начало координат за конечное время, то она оптимальна. Более того, если траектория
системы (3.4) хотя бы стремится к началу координат при t→ +∞, то она оптимальна, и, на самом
деле, попадает в начало координат за конечное время по теореме 3.1.

Следствие 3.2. Поднятия оптимальных траекторий задачи 3.1 в кокасательное расслоение
T ∗Uh с помощью принципа максимума Понтрягина образуют локально липшицево многообразие
M+ = {(q,E(q))|q ∈ Uh}. Каждая оптимальная траектория задачи 3.1 приходит в начало коор-
динат за конечное время, и других стремящихся при t → +∞ к началу координат траекторий
гамильтоновой системы 3.4 не существует.
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Следствие 3.3. Предположим, что выполняются условия теоремы 3.2 и q(t),p(t),u(t) – некото-
рая траектория системы (3.4) с λ0 > 0 определенная при всех t ≥ 0. Тогда если для некоторого
T0 выполнено q1(t) = 0 при t ≥ T0, то траектория q(t) является оптимальной для начальной
точки q0 = q(0).

Доказательство. Аналогично лемме 3.9 получаем: поскольку q1(t) = 0 при t ≥ T0, то в силу
системы (3.4) получаем, что q2(t) = . . . = qh(t) = u(t) = 0 при t ≥ T0. Произведение

⟨
ph(t),v

⟩
достигает максимума по v ∈ Ω при v = u(t). Поэтому из 0 ∈ IntΩ следует, что ph(t) = 0 при t ≥
T0, а, значит, и p1(t) = p2(t) = . . . = ph−1(t) = 0 при t ≥ T0. Осталось применить теорему 3.3.

Рассмотрим для системы (3.4) принципа максимума Понтрягина (с λ0 > 0) интегральные во-
ронки L и L′ начала координат при t ≤ 0 и t ≥ 0 соответственно (см. замечание 3.1). Другими
словами, L – это объединение всех траекторий системы (3.4) входящих в начало координат, а L′

– выходящих из начала координат.

Следствие 3.4. Предположим, что выполняются условия теоремы 3.2. Тогда L ∩ L′ = 0.

Доказательство. Рассмотрим точку (q0,p
0) ∈ L ∩ L′. Так как (q0,p

0) ∈ L′, то должна существо-
вать траектория (q+(t),p+(t),u+(t)) системы (3.4), начинающаяся 0 и заканчивающаяся в (q0,p0).
Аналогично должна существовать траектория (q−(t),p−(t),u−(t)), идущая обратно. Поскольку си-
стема (3.4) автономна, то эти две траекторииможно объединить в одну траекторию (q(t),p(t),u(t)),
начинающуюся и заканчивающуюся в начале координат, и проходящую в некоторый промежу-
точный момент времени через точку (q0,p0). Если продолжить эту траекторию 0 после конечного
момента попадания в начало координат, мы получим по теореме 3.3 оптимальную траекторию,
начинающуюся в начале координат, и, следовательно, тождественно нулевую.

3.8 Модификация для конечного промежутка времени

Отметим, что если в задаче (3.1) заменить бесконечный промежуток времени на конечный:

J(x) =

t0∫
0

f
(
x(t)

)
dt → inf,

где t0 > 0 – фиксированное число, то оптимальные траектории не изменятся для тех начальных
точек q0, в которых T (q0) ≤ t0 (если f ∈ C2). Действительно, при t0 < ∞ точно также доказы-
вается существование и единственность оптимальной траектории и единственность сопряженной
функции p(t). Отличие от случая t0 = ∞ заключается в том, что теперь, из условий трансвер-
сальности следует, что p(t0) = 0. Поэтому, если T (q0) ≤ t0, то достаточно обрезать оптимальную
траекторию в задаче (3.1) на бесконечном промежутке на промежуток [0; t0], и она будет удовле-
творять принципу максимума Понтрягина и в задаче с t0 <∞ и, в силу выпуклости задачи, будет
оптимальной (доказательство аналогично доказательству теоремы 3.3).
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3.9 Обратимость оптимального потока

Как уже было сказано выше, оптимальный поток P t не является биекцией. Под действием
оптимального потока все точки попадают в начало координат за конечное время. Более того, оп-
тимальный поток может склеивать точки и до попадания в начало координат. Этот феномен воз-
никает когда множество допустимых управлений Ω не является сильно выпуклым (см. главы 4 и
5, или, например, [61, 68]).

В этом параграфе мы докажем обобщение теоремы 1.3 для задачи (3.1) и покажем, что если
Ω является сильно выпуклым множеством с гладкой границей, то оптимальные траектории могут
пересекаться только в начале координат. В этом случае можно корректно доопределить действие
P t : U \ 0 → U \ 0 для отрицательных t < 0.

Теорема 3.4. Предположим, что в задаче (3.1) выполняются условия теоремы 3.2, а множество
Ω является отрезком (если dimU = 1) или выпуклым множеством с гладкой границей ∂Ω, (гаус-
сова) кривизна которой не вырождается (если dimU ≥ 2). Тогда если t ≥ 0, то

P tq1 = P tq0 ̸= 0; =⇒ q1 = q0.

Доказательство. Рассмотрим опорную функцию sΩ множества Ω. Так как Ω является выпуклым
множеством с гладкой границей, то функция sΩ является строго выпуклой (поляра Ω0 множества
Ω обязана быть строго выпуклой). И обратно, поскольку множествоΩ является строго выпуклым,
то функция sΩ лежит в классе C1(U \ 0). На самом деле верно sΩ ∈ C2(U \ 0), так как кривизна
границы Ω не вырождается (см., например, [77]).

Производная опорной функции sΩ есть

dsΩ(ξ) = argmax
u∈Ω

⟨
ξ,u
⟩

при ξ ̸= 0.

Поскольку dsω ∈ C1(U \ 0), то по теореме существования и единственности Коши для системы
(3.4) мы получаем, что единственность может нарушаться только в точках подпространства10 ph =
0.

Таким образом, если через некоторую точку (q0,p0) проходит более одной траектории принци-
па максимума (3.4), то, как минимум, ph0 = 0. Покажем, что необходимо ph−1

0 = 0. Действительно,
если ph−1

0 ̸= 0, то при достаточно малых t выполнено

|ph(t)| ≥
∣∣∣∣ph−1

0

2

∣∣∣∣ |t|
на любой траектории

(
q(t),p(t)

)
проходящей через точку (q0,p0) при t = 0. Таким образом,

при малых t траектория
(
q(t),p(t)

)
пересекает подпространство ph = 0 только в одной точке,

10По-видимому требования на множество Ω в теореме 3.4 можно ослабить. На самом деле достаточно, чтобы про-
изводная опорной функции sΩ была липшицевой. Хорошим кандидатом на класс множеств Ω является класс сильно
выпуклых множеств произвольного ненулевого радиуса R ̸= 0.
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и потому единственна и при t ≥ 0, и при t ≤ 0. Продолжая процесс по индукции получа-
ем, что единственность решения системы (3.4) может теряться только в точках подпространства
{p1 = p2 = . . . = ph = 0}.

Если же точка (q0,p0) лежит на L, то p0 = E(q0) = 0. Отображение E инъективно, поэтому
q0 = 0. Итак, если две оптимальные траектории q1(t) и q2(t) пересеклись в некоторой точке q0, то
их гамильтоновы поднятия (qj(t),pj(t)), j = 1,2, в кокасательное расслоение также пересеклись в
точке (q0,E(q0)). Поэтому оптимальные траектории могут пересекаться только в точке q0 = 0.

В условиях теоремы 3.4 мы получаем возможность определить P tq для отрицательных t и q ̸=
0. Действительно, отображение P |t| является сюрьективным по теореме 3.2, поэтому для любой
точки q1 найдется точка q0 такая, что P |t|q0 = q1. В условиях теоремы 3.4 если q1 ̸= 0 то точка q0

единственна. Поэтому мы можем при t < 0 определить P tq1 = q0. Отображение

P t : Uh \ 0 −→ Uh \ {q ∈ Uh : T (q) ≥ t} при t < 0

непрерывно, так как отображение E непрерывно, а интегральная воронка зависит непрерывно от
начальных данных (см. [62], стр. 68, теорема 1).

Следствие 3.5. Предположим выполнены условия теоремы 3.4 и t0,t1 ∈ R. Тогда

P t1q ̸= 0 =⇒ P t0+t1q = P t0 ◦ P t1q

Итак, оптимальный поток P t естественно доопределяется для отрицательных t с сохранением
группового свойства до тех пор, пока точка под действием потока не попадает в начало координат.

3.10 Примеры

Пример 3.1. Предположим, что в задаче (3.1) множество Ω является строго выпуклым, ∂Ω =

extrΩ, а функция f удовлетворяет условиям теоремы 3.2. Покажем, что управление на любой (не
обязательно оптимальной) траектории принципа максимума Понтрягина (3.4) (с λ0 > 0) может
иметь лишь конечное или счетное число точек разрыва. Причем если f ′′(0) ≻ 0, то множество
S точек разрыва управления может иметь не более двух точек накопления: момент попадания
траектории в начало координат и момент схода траектории из начала координат.

Рассмотрим произвольную траекторию (q(t),p(t),u(t)) системы (3.4) с λ0 = 1. Управление в
системе (3.4) удовлетворяет условию

u ∈ argmax
u∈Ω

⟨
ph,u

⟩
= ∂sΩ(p

h),

где sΩ – опорная функция множества Ω. Множество Ω является строго выпуклым, поэтому sΩ ∈
C1(U \ 0). Итак, управление u(t) может быть разрывно только в такие моменты t, что ph(t) = 0:

T = {t ≥ 0 : ph(t) = 0}.
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Исследуем структурумножестваT, которое, очевидно, замкнуто. По теоремеКантора-Бендиксона
его можно представить в виде объединения совершенного множества Tp и не более чем счетного
множества Tc. Таким образом, T = Tp ⊔ Tc. Покажем, что множество Tp, если не пусто, является
либо отрезком, либо замкнутой полупрямой, либо совпадает с R.

Предположим Tp ̸= ∅. Выберем произвольный момент t ∈ Tp. Тогда в любой окрестности
t есть бесконечное (континуальное) число элементов τ ∈ Tp. Поэтому из ph(t) = ph(τ) = 0

вытекает, что ṗh(t) = 0. Таким образом ph−1(t) = 0 для любого t ∈ Tp. Аналогично приходим
в выводу, что p1(t) = . . . = ph(t) = 0 для любого t ∈ Tp. Дифференцируя p1 получаем, что
f ′(q1(t)) = 0 в точках Tp. Поскольку функция f строго выпукла и достигает минимума в 0, то
необходимо q1(t) = 0 при t ∈ Tp. Продолжая дифференцировать, приходим к выводу, что q1(t) =
. . . = qh(t) = 0 для любого t ∈ Tp.

Обозначим a = inf Tp и b = supTp. Если a < t < b, то точка (q(t),p(t)) лежит одновременно
в L и L′ (см. замечание 3.1), которые по следствию 3.4 пересекаются только в 0. Поэтому q(t) =
p(t) = 0 при всех t ∈ (a; b). Таким образом, Tp либо пусто, либо есть отрезок, полупрямая, или
прямая. Итак, S ⊂ Tc ∪ {a,b}, и поэтому множество S не более чем счетно.

Предположим теперь дополнительно, что f ′′(0) ≻ 0. Пусть tk ∈ Tc и tk → τ . Без ограничения
общности τ = 0. Покажем, что pj(0) = 0 и qj(0) = 0 для всех j. Поскольку ph(tk) = 0, то по
непрерывности ph(0) = 0. Так как |ph(t)| ≥ 1

2
|ph−1(0)||t| при малых t, то из ph(tk) = 0 следует,

что с необходимостью ph−1(0) = 0. Поэтому |ph(t)| ≥ 1
4
|ph−2(0)|t2 при малых t, и опять с необхо-

димостью ph−2(0) = 0. Действуя аналогично, получаем, что pj(0) = 0 для всех j. Предположим
теперь q1(0) ̸= 0. Тогда f ′(q1(0)) ̸= 0 и |ph(t)| ≥ 1

2
1
h!
|f ′(q1(0))||t|h при малых t, что не возможно.

Предположим q2(0) ̸= 0 тогда из f ′′(0) ≻ 0 получаем |f ′(q1(t))| ≥ C|q1(t)| ≥ 1
2
C|q2(0)||t| при

мылах t. Поэтому |ph(t)| ≥ C ′|q2(0)||t|h+1 при малых t, что опять же не возможно. Повторяя этот
процесс, приходим к выводу, что qj(0) = 0 при всех j. Осталось заметить, что если τ1 < τ2 < τ3 –
три различные предельные точки множества Tc, то (q(τm),p(τm)) = 0,m = 1,2,3, и следовательно,
(p(t),q(t)) ∈ L∩L′ при любом t ∈ (τ1; τ3). По следствию 3.4 (q(t),p(t)) = 0, и потому [τ1; τ3] ⊂ Tp.
Таким образом τ2 не может быть предельной точкой множества Tc и мы пришли к противоречию.

Пример 3.2. Предположим, что в задаче (3.1) функция f(x) ∈ C2 удовлетворяет условию
f(λx) = λγf(x) при некотором γ ≥ 1 и любом λ ≥ 0. Оказывается, что в этом случае мож-
но перенести оптимальный поток P t на фактор-пространство (сферу) по действию g масштабной
группы симметрийR+, описанной в (3.6). Это позволяет, например, с успехом применять теорему
о причесывании ежа (формулу Лефшеца).

Найдем в этом случае связь оптимального потока P t и действия g. Действие g сохраняет оп-
тимальные траектории. Действительно, пусть q̂(t,q0) – оптимальная траектория из точки q0. Рас-
смотрим траекторию q(t) = g(λ)q̂(t/λ,q0), начинающуюся в точке g(λ)q0. Тогда

B(g(λ)q0) ≥ J(q) =

∫ ∞

0

f(λhq̂1(t/λ,q
0))dt = λhγ+1

∫ ∞

0

f(q̂1(t,q
0))dt = λhγ+1B(q0)
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Заменяя λ на 1/λ получаем обратное неравенство, и следовательно, траектория g(λ)q̂(t/λ,q0) яв-
ляется оптимальной для начальной точки g(λ)q0.

Таким образом, для оптимального потока и времени достижения начала координат выполня-
ется

P λtg(λ)q0 = g(λ)P tq0 и T (g(λ)q0) = λT (q0).

Поток P t не является эквивариантным, из-за того, что при действии g(λ) время изменяется в
λ раз. Однако скорость движения вдоль потока P t можно перепараметризовать таким образом,
чтобы новый поток уже был эквивариантным.

Итак, определим P̂ sq0 следующим образом

P̂ sq0 = P tq0,

где s ≥ 0 и t ∈ [0;T (q0)) связаны равенствами

s = ln
T (q0)

T (q0)− t
и t = T (q0)(1− e−s).

При фиксированном q0 ̸= 0 отображение s(t,q0) монотонно отображает [0;T (q0)) на [0; +∞). Лег-
ко видеть, что t

(
s,g(λ)q0

)
= λt(s,q0). Поэтому

P̂ sg(λ)q0 = P t(s,g(λ)q0)g(λ)q0 = P λt(s,q0)g(λ)q0 = g(λ)P t(s,q0)q0 = g(λ)P̂ sq0

Следовательно, поток P̂ s является эквивариантным.
Таким образом, мы построили на фактор-пространстве (Uh \ 0)/g ≃ ShdimU−1 поток P̂ s/g

определяющий оптимальные траектории. Более того, если множество Ω удовлетворяет условиям
теоремы 3.4, то поток P̂ s/g обратим и определен для всех s ∈ R. Любая дополнительная симмет-
рия (как, например в примере 3.4), позволяет уменьшить размерность фактор-пространства.

Пример 3.3. Простой показательный пример дает задача Фуллера.∫ ∞

0

x2 → min , ẋ = y, |ẏ| ≤ 1, x,y ∈ R,

Фактор-пространство (R2 \ 0)/g является окружностью. Поток P̂ s/g обратим и определен для
всех s ∈ R по теореме 3.4. Более того, не трудно показать, что P̂ s/g не имеет неподвижных точек
(см. пример 3.5). Поэтому P̂ s/g – это вращение по окружности, а оптимальные траектории – это
кусочно-гладкие спирали11 со счетным числом переключений и за конечное время попадающие в
начало координат (подробнее см. [32]).

В исходном расширенном фазовом пространстве R4 оптимальные траектории образуют мно-
гообразие L, имеющее особенность конического типа в начале координат. Более того, удается

11На любом промежутке [0;T (q0)− ε], ε > 0.
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доказать (см. [31]), что в окрестности любой особой траектории второго порядка множество тра-
екторий входящих в данную точку на особой траектории (или сходящих с нее) имеет коническую
особенность того же типа. Доказательство основано на процедуре раздутия особенности, анало-
гичной тем, что построены в главах 4 и 9.

Пример 3.4. Рассмотрим случай, когда x и y в задаче Фуллера двумерны:∫ ∞

0

⟨
x,x
⟩
→ min , ẋ = y, |ẏ| ≤ 1, x,y ∈ R2,

Эта задача обладает дополнительной симметрией: группа SO(2,R), действуя одновременным по-
воротом векторов x и y, очевидно сохраняет оптимальные траектории. Обозначим это действие
через κ.

Оптимальный поток P̂ s/g на фактор-пространстве (R4\0)/g можно дополнительно профакто-
ризовать по действию группы SO(2,R). Пространство (R4 \ 0)/g есть трехмерная сфера. Отобра-
жение факторизации (R4\0)/g → (R4\0)/(g×κ) есть в точности расслоение Хопфа пространства
S3 = (R4 \ 0)/g над базой S2 = (R4 \ 0)/(g × κ) со слоем S1 = SO(2,R).

По теореме 3.4 поток P̂ s обратим на пространстве R4 \ 0, а значит обратим и поток P̂ s/(g×κ)

на фактор-пространстве S2 = (R4 \ 0)/(g × κ).
По формуле Лефшеца должна найтись хотя бы одна неподвижная точка. Соответствующая оп-

тимальная траектория построена в примере 2.2 (изначально она была угадана в [32], стр. 231, prop.
7.9, и в [39]). Эта траектория является гладкой12 логарифмической спиралью, входящей в начало
координат со счетным числом оборотов и за конечное время. Как было доказано в теореме 2.6 в
больших размерностях могут появляться оптимальные траектории типа логарифмических спира-
лей, но моделирующих не вращение по окружности, а движение вдоль иррациональной обмотки
клиффордова тора (также см. [40, 41]).

Пример 3.5. В условиях примера 3.2 найдем неподвижные точки оптимального потока P̂ s на
фактор-пространстве (Uh \ 0)/g. Другими словами, найдем все оптимальные траектории, управ-
ление на которых постоянно вплоть до попадания в начало координат. Точнее, докажем, что при
четном h таких траекторий нет13, а при нечетном h таких траекторий не меньше двух, и, более то-
го, выпишем явно простое необходимое и достаточное условие на соответствующее управление.

Обозначим искомое управление через u0 ∈ Ω, u0 ̸= 0. По теореме 3.1 любая оптимальная
траектория приходит в начало координат за конечное время. Обозначим это время через t0 ≥ 0.
Получим q(t0) = 0. Поэтому при t ≤ t0 имеем q1 = 1

h!
(−1)h(t0 − t)hu0. Далее по теореме 3.2 в

принципе максимума Понтрягина λ0 = 1 и p(t0) = 0. Очевидно выполнено f ′(λx) = λγ−1f ′(x)

при λ ≥ 0 (напомним, γ ≥ 1). Поэтому при t ≤ t0

12Кроме точки 0.
13На самом деле, если h четно, то управление на любой оптимальной траектории должно иметь разрыв второго

рода при подходе к началу координат. Это следует из теоремы 2.4 о сопряжении (или см. [40]).
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ṗ1 = f ′(q1) =

(
1

h!

)γ−1

(t0 − t)h(γ−1)f ′((−1)hu0
)
.

Последовательно интегрируя равенства ṗk+1 = −pk находим

ph(t) = −C(t0 − t)hγf ′((−1)hu0
)
,

где C > 0 некоторая положительная константа, которая не существенна для дальнейшего. Таким
образом, управление u0 ∈ Ω должно удовлетворять условию u0 ∈ argmaxv∈Ω

⟨
−f ′((−1)hu0

)
,v
⟩
.

Если h четно, то такого управления u0 ̸= 0 не существует. Действительно, функция f строго
выпукла и f ′(0) = 0. Поэтому в силу монотонности f ′ выполнено

⟨
−f ′(u0),u0⟩ < 0, но 0 ∈ Ω.

Если h нечетно, то получаем

u0 ∈ argmin
v∈Ω

⟨
f ′(−u0),v⟩ (3.12)

Условие (3.12) выполняется тогда и только тогда, когда u0 ∈ ∂Ω и ковектор f ′(−u0) определяет
в u0 опорную гиперплоскость к Ω. Действительно, если u0 ∈ IntΩ, то необходимо f ′(−u0) = 0,
поэтому p(t) = 0, и, следовательно q(t) = 0 по теореме 3.2.

Необходимое условие (3.12) является также и достаточным (при нечетном h): если u0 удовле-
творяет условию (3.12), то найденная траектория

(
q(t),p(t),u(t)

)
удовлетворяет принципу макси-

мума Понтрягина, попадает в начало координат за конечное время и, следовательно, по теореме
3.3 является оптимальной.

Отметим еще, что если h нечетно, то существует как минимум два управления, удовлетворя-
ющих условию (3.12) – это минимум и максимум функции f(−x) на ∂Ω.

Пример 3.6. Построим оптимальный синтез в следующем простом, но показательном примере14:

1

2

∫ ∞

0

⟨
x,x
⟩
→ min , ẋ = u ∈ Ω, x ∈ R2, (3.13)

где Ω ⊂ R2 – замкнутый треугольник и 0 ∈ IntΩ с вершинами Ai, i = 1,2,3. По теореме 3.2 в
принципе максимума Понтрягина λ0 = 1. Поэтому

ṗ = x, u ∈ argmax
u∈Ω

⟨
p,u
⟩
.

Если p ̸= 0 и вектор p не перпендикулярен ни одному из ребер треугольника Ω, то u – это одна
из его вершин. Найденные в примере 3.5 управления – это в точности вершины Ai и ортогональ-
ные проекции начала координат на ребра треугольника, если проекция попадает на нужное ребро
(соответствующую оптимальную траекторию, мы будем называть особой по этому ребру).

14Автор выражает благодарность Мыриковой В.А. за совместный расчет этого примера.
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Обозначим через Oi проекцию начала координат прямую, содержащую вершины Aj и Ak, где
i ̸= j,k:

Oi =

⟨
Ak,Ak − Aj

⟩
Aj +

⟨
Aj,Aj − Ak

⟩
Ak⟨

Ak − Aj,Ak − Aj
⟩ .

Так как 0 ∈ IntΩ, то существует всего три возможных расположения точекOi относительно ребер
треугольникаΩ: (i) все три точкиOi лежат внутри соответствующих ребер; (ii) ровно одна из точек
Oi совпадает с одной из вершин треугольника Ω, а остальные две лежат внутри своих ребер; и
(iii) ровно одна из точек Oi лежит вне своего ребра, а остальные две – внутри. Геометрическая
структура оптимального синтеза во всех трех случаях различна.

Во всех трех случаях мы будем использовать общую схему, основанную на теоремах 3.1 и 3.2.
Оптимальность полученного синтеза автоматически гарантируется теоремой 3.3. Итак, любая оп-
тимальная траектория приходит в начало координат за конечное и время. Воспользуемся заме-
чанием 3.1, согласно которому достаточно построить траектории системы принципа максимума,
выходящие из начала координат. Таким образом, необходимо найти все траектории системы15

p̈(t) ∈ argmax
u∈Ω

⟨
p(t),u

⟩
; p(0) = ṗ(0) = 0.

Если мы построим семейство решений p(t) этого дифференциального включения, заполняющее
всю плоскость, то траектории x(t) = −ṗ(−t) будут оптимальными (с точностью до сдвига по
времени) и по теореме 3.2 будут заполнять всю плоскость, так как E : R2 → R2 является гомео-
морфизмом.

Начнем со случая (i). Сразу видны 6 подходящих траекторий pi(t) = 1
2
Ait

2 и p0i (t) = 1
2
Oit

2,
i = 1,2,3. Не трудно найти и остальные траектории. Выберем на траектории p0i (t) произвольный
момент времени t0 > 0 и переключимся на любое из двух управлений Aj , j ̸= i. Получим траек-
торию

p(t) =

[
1
2
Oit

2 при t ≤ t0;

−1
2
Oit

2
0 +Oit0t+ Aj(t− t0)

2 при t ≥ t0;
u(t) =

[
Oi при t < t0;

Aj при t > t0.

Поскольку Ok ∈ [Ai;Aj], k ̸= i,j, то argmaxu∈Ω
⟨
p(t),u

⟩
= Aj при любом t > t0. Действительно,

при t ≥ t0 кривая p(t) представляет собой часть параболы, ось которой параллельна вектору OAj
(где O – начало координат), и поэтому не может пересечь луч {λAj,λ ≥ 0}. Более того, получив-
шиеся траектории заполняют всю плоскость R2. Поэтому оптимальные траектории с точностью
до сдвига по времени будут иметь вид x̂(t) = −ṗ(−t) (см. рис. 3.1a).

15Отметим, что в выписанной системе нарушается единственность в начале координат.
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(a) Случай (i) (b) Случай (ii) (c) Случай (iii)

Рисунок 3.1: На рисунках изображен поток −P−t.

Случай (ii) почти совпадает со случаем (i). А именно, если, скажем, O3 = A1, то теряется
серия траекторий, на которых управление совершает переключение с O3 на A1. Тем не менее все
остальные траектории заполняют плоскостьR2 и определяют оптимальный синтез (см. рис. 3.1b).

Рассмотрим случай (iii). Для определенности будем считать, что O3 /∈ [A1,A2], и A2 ∈ [A1,O3].
В случае (iii) есть три сильных отличия:

1. Отсутствует особая траектория по ребру [A1,A2], то есть нет траектории p03(t).

2. Нет траектории p2(t). Действительно, если p2(t) = 1
2
A2t

2, то argmaxu∈Ω
⟨
p(t),u

⟩
= A1 ̸= A2,

и траектория p2(t) не удовлетворяет принципу максимума.

3. Наблюдается перестройка траекторий, идущих из начала координат сначала с управлением
O1, а потом переключающихся в момент времени t0 на управление A2. Действительно, ось
параболы p(t) при t > t0 параллельна лучу {λA2,λ ≥ 0}, и поэтому в некоторый конечный
момент времени t = t1 пересечет луч {λO3,λ ≥ 0}, а управление совершит переключение с
A2 на A3.

Таким образом, на фазовой плоскости R2 = {x} определена кривая γ переключения управле-
ния с A2 на A1. Эта кривая определяется из условия, что p(t) пересекает луч {λO3,λ ≥ 0}. Прямая
выкладка дает, что γ есть луч {λv,λ ≥ 0}, где

v =
⟨
A2,A2 − A1

⟩
O1 +

√⟨
O1,A2 − A1

⟩√⟨
O1 − A2,A2 − A1

⟩
A2

Легко проверяется, что
⟨
v,A1 − A2

⟩
> 0. Поэтому луч {λv,λ ≥ 0} лежит в выпуклом конусе с

образующими O3 и A2 (см. рис. 3.1c)

Как видно из примера 3.6 случай когда проекции начала координат попадают внутрь граней
является наиболее простым для исследования. В главе 4 будет решена общая задача вида (3.13)
для не слишком скошенных многогранников и результаты перенесены на голономные задачи с
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помощью ниспадающей системы скобок Пуассона. Ниспадающая система скобок Пуассона уже
дала сильные результаты в главе 1.6 (например, теорема 1.2 о гамильтоновости особого потока,
или теорема 1.3 о единственности вне особого многообразия).
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ГЛАВА 4

Особые траектории первого порядка в задачах с управлением
из многогранника

Основной объект исследования в этой главе – это гамильтоновы системы, аффинные по мно-
гомерному управлению, меняющемуся в некотором многограннике Ω (см. [61]). Достаточно ча-
сто ключевую роль при изучении глобального поведения решений таких систем играют особые
траектории и геометрия их окрестностей. В этой главе доказана теорема о структуре выхода оп-
тимальных траекторий на особую траекторию первого порядка в ее окрестности (и схода с нее)
для систем с голономным управлением. Доказано, что лагранжевa поверхность в окрестности осо-
бой траектории первого порядка является стратифицированным подмногообразием, листы кото-
рого специальным образом сотканы из траекторий системы, особых по граням многогранника Ω.
Предложен простой метод явного отыскания особых траекторий первого порядка по граням мно-
гогранника Ω. В результате описывается полная картина оптимального синтеза, полученная по-
следовательным сопряжением особых экстремалей первого порядка по набору последовательно
вложенных граней.

4.1 Введение

Как уже неоднократно упоминалось в настоящей диссертации, в задачах оптимального управ-
ления при построении оптимального синтеза особые траектории и геометрия их окрестностей за-
частую определяют структуру всего синтеза. Наиболее хорошо изученный случай – это аффинные
по управлению гамильтоновы системы принципа максимума Понтрягина (ПМП) с одномерным
управлением (см. главу 1):

H(q,p,u) = H(q,p) +G(q,p)u; u ∈ [α; β].

Согласно принципу максимума Понтрягина u = α, если G < 0, и u = β, если G > 0. Если же
на оптимальной траектории G ≡ 0 на некотором промежутке времени, то управление не может
быть найдено из принципа максимума. Такая траектория называется особой и управление на ней
часто может быть найдено из условий Ġ = G̈ = . . . = G(n) = . . . = 0. По теореме Келли-Коппа-
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Моейра (см. [21]), управление на особой траектории в явном виде в первый раз может возникнуть
только в производной G четного порядка 2h, и однозначно выражается из условия G(2h) = 0.
Число h принято называть порядком особой траектории.

Особые траектории первого порядка часто встречаются в задачах мат. экономики. Например,
хорошо известна теорема о магистрали (см. [63]). Особые траектории второго порядка естествен-
ным образом возникают в управляемых механических системах – робототехнике, астронавтике
и т.д. (см. [32]). Это связано с тем, что в качестве управления в таких задачах выступает вто-
рая производная фазовых координат (сила). Определение порядка особой экстремали для задач с
многомерным управлением приводит к так называемому флагу порядков (подробнее см. главу 2
или [40]).

В данной главе изучаются особые траектории первого порядка в гамильтоновых системах аф-
финных по многомерному управлению. Понятие «первый порядок» в терминах определения 2.3
означает, что флаг порядков имеет вид (h0,h1,h2, . . .), где h0 = h2 = h3 = . . . = 0 и h1 = dimU ,
где U – пространство управлений. На управление наложен ряд аффинных ограничений, а именно
u ∈ Ω ⊆ U , где Ω – выпуклый компактный многогранник. В данной главе для изучения окрест-
ности особой экстремали используется (уже показавший свою эффективность) метод выписыва-
ния ниспадающей системы скобок Пуассона. На участвующие в системе гамильтонианы H и G
и на их скобки Пуассона выписывается система дифференциальных уравнений специального ви-
да. Оказывается, что с помощью некоторого раздувающего отображения, в этой системе можно
выделить набор главных скобок Пуассона, определяющих поведение всей системы в целом. Заро-
дыш идеи построения раздувающего отображения уже появлялся в примерах 3.2 и 3.5. В системах
с голономным управлением1 структура системы относительно главных переменных совпадает с
оптимальным синтезом в одной нильпотентно выпуклой модельной задаче оптимального управ-
ления. Это позволяет применить мощную технику выпуклого анализа из главы 3 для построения
синтеза в окрестности особой траектории (а именно теоремы 3.1, 3.2 и 3.3).

Для нелинейных систем с голономным управлением доказана теорема об эквивалентности
синтеза в окрестности особой траектории первого порядка и синтеза в модельной задаче опти-
мального управления. Структура оптимальных траекторий в модельной задаче полностью постро-
ена в многомерном случае для «не слишком скошенных» компактныхмногогранников (подробнее
см. теоремы 4.2, 4.3). Построен метод аналитического отыскания особых траекторий для заданной
грани многогранника.

В параграфах 2 и 3 даются основные определения. В параграфе 4 показано, что в ситуации
общего положения особые траектории по граням размерности ≥ 2 не оптимальны. Начиная с
5-ого параграфа исследуется класс задач с голономным управлением, в которых (в отличие от
общего случая) возникают особые траектории по граням всех возможных размерностей.

1Аффинная по управлению система имеет голономное управление, если, грубо говоря, поля плоскостей, отвеча-
ющих граням многогранника Ω интегрируемы. Точнее см. определение 4.4.
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4.2 Особые по граням траектории

Пусть на многомерное управление u наложен ряд линейных ограничений типа равенств и нера-
венств. Другими словами u меняется в некотором выпуклом многограннике Ω из линейного про-
странства U . Без ограничения общности, dimU = dimΩ. На симплектическом многообразииM
задана гамильтонова система ПМП

H(x,u) = H(x) +
⟨
G(x),u

⟩
. (4.1)

Здесь x = (q,p) ∈ M, а H : M → R и G : M → U∗ – достаточно гладкие функции2, а⟨
·,·
⟩
обозначает действие ковектора на векторе. Оптимальное управление û выбирается согласно

принципу максимуму Понтрягина

⟨
G,û

⟩
= max

v∈Ω

⟨
G, v

⟩
. (4.2)

Очевидная геометрическая интерпретация ПМП заключается в том, что û лежит в опорной
гиперплоскости

⟨
G, v

⟩
= const к многограннику Ω (если G ̸= 0). Пересечение опорной гипер-

плоскости с Ω может быть либо вершиной, либо гранью большей размерности.
Рассмотрим произвольную траекторию x(t),u(t) системы (4.1,4.2)

Определение 4.1. (i) Если для почти всех t из промежутка (t1,t2) максимум в (4.2) достигается
ровно в одной вершине (возможно в разных при разных t), то траекторию x(t),u(t) будем
называть неособой на (t1,t2).

(ii) Зафиксируем грань Γ многогранника Ω. Если при всех t из промежутка (t1,t2) максимум в
(4.2) достигается одновременно на всех точках Γ и только в них, то такую траекторию будем
называть особой по грани Γ.

Данное выше определение особой траектории по всему многограннику Ω совпадает с класси-
ческим определением особой траектории: G(x(t)) = 0 при t ∈ (t1,t2).

Замечание 4.1. В данной главе изучаются окрестности особых экстремалей. Если траектория x̂(t),
û(t) является особой по грани Γ на промежутке (t1,t2), то для любой точки x, близкой к x̂(t),
максимум в (4.2) может достигаться только на точках некоторой подграни Γ̃ ⊆ Γ. Поэтому при
изучении окрестности особой экстремали (в том числе ее самой) можно редуцировать задачу и
считать, что Ω = Γ, а траектория является особой по всему многограннику.

В данной главе доказана теорема о выходе на особую траекторию первого порядка по всему
многограннику в голономном случае (см. определение 4.4). А именно, пусть

Γ1 ⊊ Γ2 ⊊ . . . ⊊ Γk

2Например бесконечно гладкие.
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некоторый набор последовательно вложенных граней3. Тогда существует траектория, выходящая
на особую по всему многограннику следующим образом: сначала используется управление, осо-
бое по Γ1, потом оно скачком переключается на особое управление по Γ2 и так далее, пока не
переключится на особое управление по всему многограннику (см. теорему 4.3). Подобное пове-
дение оптимальных траекторий в широком классе задач впервые было получено для случая, когда
Ω – тетраэдр, в работах М.И. Зеликина, Л.Ф. Зеликиной и К.В. Хлюстова (см., например, [60]).

4.3 Аналитические формулы для особых по граням траекторий.

Согласно замечанию 4.1 для отыскания особых экстремалей по граням, достаточно построить
алгоритм отыскания особой экстремали по всему многограннику.

Итак, пусть x̂(t),û(t) – траектория, особая по всему многограннику Ω, т.е.

G|x̂(t) = 0 (4.3)

при t ∈ (t1,t2) и управление не может быть найдено однозначно из ПМП. Однако, из определения
(4.1) немедленно следует, что

Ġ = G̈ = . . . = G(n) = . . . = 0

Здесь и далее производная берется вдоль траектории системы (4.1). Производная может быть
вычислена стандартным образом через скобки Пуассона. Однако необходимо действовать акку-
ратно – например, скобка

{
G,G

}
, вообще говоря, нулю не равна, так как G(x) является вектор-

нозначной функцией. Дадим строгое определение.

Определение 4.2. Пусть F : M → T nm(U) и K : M → T kl (U) – две тензорнозначные функции.
Тогда их скобкой Пуассона называется тензорнозначная функция R : M → T n+km+l (U) определяе-
мая формулой4

Rα1...αnγ1...γk
β1...βmδ1...δl

=
{
F α1...αn

β1...βm
, Kγ1...γk

δ1...δl

}
Прямое вычисление показывает, что это определение корректно, то есть R действительно яв-

ляется тензором типа (n+ k,m+ l). Это определение позволяет производить вычисления в безко-
ординатной форме (например оно используется для нахождения первых интегралов в гамильто-
новых системах классической механики, см. [69], доб. 5).

Линейность скобки Пуассона для функций влечет линейность тензорной скобки Пуассона.
Кососимметричноть и тождество Якоби записываются в виде

{
F,K

}α1...αnγ1...γk

β1...βmδ1...δl
+
{
K,F

}γ1...γkα1...αn

δ1...δlβ1...βm
= 0;

3Возможно Γ1 – точка
4Справа в равенстве стоит классическая скоба Пуассона для функций.
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{
G,
{
F,K

}}α1...αnγ1...γkϵ1...ϵs

β1...βmδ1...δlζ1...ζr
+
{
F,
{
K,G

}}γ1...γkϵ1...ϵsα1...αn

δ1...δlζ1...ζrβ1...βm
+
{
K,
{
G,F

}}ϵ1...ϵsα1...αnγ1...γk

ζ1...ζrβ1...βmδ1...δl
= 0.

Таким образом,
{
G,G

}
является кососимметрическим билинейной формой над U . Найдем

производную G вдоль системы (4.1). По правилу Лейбница получаем(
d

dt
G

)
α

=
{
H,(G)α

}
+
{
(G)β,(G)α

}
ûβ.

Здесь û = û(t) – управление на особой траектории. Коротко предыдущее равенство можно запи-
сать так:

d

dt
G =

{
H,G

}
+
{
G,G

}
û. (4.4)

По теореме Гоха-Кренера (см. [51–53]) билинейная форма
{
G,G

}
должна обнуляться в точках

особой траектории:

{
G,G

}
|x̂(t) = 0 при t ∈ (t1,t2), (4.5)

и, следовательно,

{
H,G

}
|x̂(t) = 0. (4.6)

Далее аналогичным образом

d

dt

{
H,G

}
=
{
H,
{
H,G

}}
+
{
G,
{
H,G

}}
û = 0. (4.7)

Теперь управление û может быть найдено, если

(i) Билинейная форма
{
G,
{
H,G

}}
невырождена в x̂(t). В этом случае особое управление û

непрерывно и однозначно находится: û(t) = OΩ(x̂(t)), где

OΩ(x) = −
({
G,
{
H,G

}}
|x
)−1{

H,
{
H,G

}}
|x

Будем определять функцию OΩ(x) только в таких точках x, для которых выполняются усло-
вия (4.3), (4.5) и (4.6).

(ii) Найденное особое управление û(t) лежит во внутренности Ω.

Определение 4.3. Будем говорить, что особая по Ω траектория x̂(t),û(t) имеет первый порядок,
если она удовлетворяет условиям (i), (ii).

Замечание 4.2. Теорема Гоха-Кренера требует также симметричности и неотрицательной опре-
деленности формы ∂

∂u
d 2

dt 2
∂
∂u

H (подробнее см. теорему 2.2 и лемму 4.3).

Воспользуемся замечанием 4.1, чтобы найти особую траекторию по некоторой грани Γ. Пусть
Γ′ – линейное подпространство в U , параллельное Aff Γ; Γ⊥ – аннулятор Γ′ в U∗.
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Зафиксируем произвольную точку u0 ∈ Γ и положим u = u0 + v, где v ∈ Γ′. Тогда

H =
(
H +

⟨
G,u0

⟩)
+
⟨
G,v
⟩
= HΓ +

⟨
GΓ,v

⟩
,

где HΓ(x) = H(x) +
⟨
G(x),u0

⟩
и GΓ(x) = G(x)|Γ′ определены для таких x ∈ M, что

argmax
u∈Ω

⟨
G,u

⟩
⊆ Γ. Прямое вычисление дает:

Лемма 4.1. Пусть x̂(t),û(t) является особой траекторией первого порядка по грани Γ при t ∈
(t1,t2). Тогда

(i) Условие (4.3) превращается в

G|x̂(t) ∈ Γ⊥ при t ∈ (t1,t2),

(ii) Условие (4.6) преобразуется в

{
HΓ,G

}
|x̂(t) =

{
H,G

}
|x̂(t) +

{
G,G

}
|x̂(t)u0 ∈ Γ⊥

(iii) Условие (4.5) из теоремы Гоха-Кренера означает

{
G,G

}
|x̂(t)Γ′ ⊆ Γ⊥ при t ∈ (t1,t2).

В этом случае особое управление находится их формулы ûΓ(t) = OΓ(x̂(t)), где

OΓ

(
x̂(t)

)
= u0 −

({
GΓ,
{
HΓ,GΓ

}}
|x̂(t)
)−1{

HΓ,
{
HΓ,GΓ

}}
|x̂(t)

если форма
{
GΓ,
{
HΓ,GΓ

}}
|x̂(t) невырождена на Γ′, û(t) ∈ Γ и

⟨
G,v
⟩
достигает на Γ максимума

по Ω (а не минимума)5.

Для экстремалей первого порядка при стыковке особых траекторий по разным граням, харак-
терно регулярное поведение управления. То есть управление терпит разрыв первого рода в точке
стыковки6. Рассмотрим экстремаль x̂(t),û(t), которая является особой по грани Γ0 при t ∈ (t0,t1)

и особой по грани Γ1 при t ∈ (t1,t2). Тогда в точке стыковки x0 = x(t1) с очевидностью должны
быть выполнены условия (i), (ii) и (iii) из леммы 4.1 для обеих граней Γ1 и Γ2.

Отметим, что в точке стыковки x0 функция
⟨
G(x0),v

⟩
достигает максимума одновременно в

точках v ∈ Γ1 и в точках v ∈ Γ2. Поэтому условие (i) должно быть выполнено в усиленной форме:

G|x0 ∈
(
conv(Γ0 ∪ Γ1)

)⊥
, (4.8)

где conv(Γ1 ∪ Γ2) – минимальная грань многогранника Ω, содержащая Γ1 и Γ2.
5Нетрудно увидеть, что определение OΓ(x) не зависит от выбора u0 ∈ Γ.
6Для особых экстремалей второго порядка (или вообще любого четного порядка) регулярная стыковка вообще

невозможна. Ее запрещает обобщенное условие Лежандра-Клебша (см. теоремы 1.4 и 2.4, а также [23,24, 40]).
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4.4 Поверхности особых экстремалей

Условия (i) и (ii) из леммы 4.1 определяют в M некоторую поверхность MΓ внутри кото-
рой должны лежать все особые траектории первого порядка по грани Γ. Необходимое условие
Гоха-Кренера – условие (iii) из леммы 4.1 – определяет в MΓ поверхность M0

Γ ⊆ MΓ. Особые
траектории также не должны покидать и поверхностьM0

Γ по теореме Гоха-Кренера.
С другой стороны, особое управление uΓ фактически выбирается только в точкахM0

Γ из того
условия, что траектория гамильтоновой системы (4.1,4.2) не покидаетMΓ. Другими словами, век-
торное поле отвечающее гамильтониану H(x,ûΓ) должно быть касательным кMΓ в точкахM0

Γ.
В ситуации общего положения такое управление может быть выбрано единственным образом,
что определяет в точках M0

Γ единственно возможное векторное поле ξΓ управляемой системы
(4.1,4.2), касательное кMΓ.

С другой стороны, условие (iii) – теорема Гоха-Кренера – накладывает дополнительные требо-
вания типа равенств. Форма {G,G}|Γ′ в случае общего положения имеет ранг dimΓ(dimΓ− 1)/2.
Значит, если dimΓ ̸= 0,1, то M0

Γ имеет ненулевую коразмерность в MΓ, codimMΓ
M0

Γ =

dimΓ(dimΓ − 1)/2. Поэтому, в ситуации общего положения, поле ξΓ не будет касаться M0
Γ, и,

следовательно траектории системы (4.1,4.2) будут протыкать M0
Γ и необходимое условие опти-

мальности будет нарушено (см. рис. 4.1). Конечно вM0
Γ в ситуации общего положения найдется

поверхностьM1
Γ той же коразмерности, в точках которой поле ξΓ будет касательным кM0

Γ. Од-
нако ξΓ не будет касательным к M1

Γ, и траектории покинут M1
Γ, а значит и M0

Γ. Исключение
составляет точки из поверхности M2

Γ в M1
Γ (той же коразмерности), в которых поле ξΓ касается

M1
Γ. Продолжая этот процесс, получим, что, вообще говоря, траектории поля ξΓ не будут лежать

вM0
Γ в ситуации общего положения. Поэтому в общем случае особые траектории по граням раз-

мерности больше 1 не оптимальны.

Рисунок 4.1: Структура поверхностейM i
Γ

Поскольку оптимизационные задачи моделируют процессы, возникающие в реальной жизни,
практический интерес представляются только те оптимальные траектории, которые не разруша-
ются при малом шевелении самой задачи. То есть неособые траектории и траектории, особые по
ребру.
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Естественный класс систем, в которых природа задачи препятствует возникновению описан-
ной выше ситуации – это системы, в которых M0

Γ = MΓ. Это так в важном частном случае, ко-
гда гамильтонова система (4.1,4.2) получена из оптимизационной задачи управления голономной
системой. В следующем параграфе мы покажем, что в этом случае необходимое условие Гоха-
Кренера (iii) будет выполнено автоматически на особых траекториях.

4.5 Голономный случай

Все утверждения и определения в этом параграфе носят исключительно локальный характер.
Однако они будут сформулированы в глобальной форме для упрощения записи.

Рассмотрим оптимизационную управляемую динамическую систему на многообразииM

q̇ = a(q) + B(q)u. (4.9)

Здесь q ∈M , a(q) ∈ TqM и B(q) ∈ Hom(U,TqM) гладко зависят от q ∈M . Будем считать, что
dimM ≥ dimU = dimΩ. Целевойфункционал – терминального типа и не влияет на гамильтонову
систему принципа максимума Понтрягина.

Определение 4.4. Будем говорить, что управление в системе (4.9) голономно по грани Γ, если
отображение B(q)|Γ′ невырождено, и поле плоскостей B(q)Γ′ ⊆ TqM является интегрируемым.

Голономность управления по какой-либо грани Γ, вообще говоря, не влечет голономность по
подграни Γ̃ ⊂ Γ. Стоит также отметить, что поскольку определенное выше условие голономности
никак не зависит от поля a(q), то система (4.9) может одновременно иметь голономное управление
по Ω и быть вполне управляемой, даже если dimM > dimU .

Теорема 4.1. Если управление в системе (4.9) голономно по грани Γ, то поверхности MΓ и M0
Γ

совпадают.

Другими словами, необходимое условие Гоха-Кренера (условие (iii) из леммы 4.1) выполнено
автоматически на любой особой траектории, если система (4.9) голономна по соответствующей
грани.

Лемма 4.2. Если управление в системе (4.9) голономно по Ω, то существует функция ε : M →
Lin(U∗,Λ2(U)), такая, что

{G,G}(q,p) = ε(q)G(q,p) для всех (q,p) ∈ T ∗M = M

Доказательство. Рассмотрим гамильтонову систему принципа максимума Понтрягина для
управляемой системы (4.9):

H =
⟨
p,B(q)u+ a(q)

⟩
=
⟨
p,a(q)

⟩
+
⟨
Bt(q)p,u

⟩
,
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где p – сопряженные к q переменные. Таким образом H(q,p) =
⟨
p,a(q)

⟩
и G(q,p) = Bt(q)p. Если

ui – базис U , то Gi(q,p) =
⟨
p,B(q)ui

⟩
и

{Gi,Gj} = {
⟨
p,B(q)ui

⟩
,
⟨
p,B(q)uj

⟩
} =

⟨
p,
[
B(q)ui,B(q)uj

]⟩
.

Поскольку поле плоскостей B(q)U интегрируемо, то по теореме Фробениуса (см. [76], п. 5.6)[
B(q)ui,B(q)uj

]
∈ B(q)U . Другими словами, должен существовать набор гладких функций εkij :

M → R таких, что

[
B(q)ui,B(q)uj

]
= εkij(q)B(q)uk.

Значит {Gi,Gj}(q,p) = εkij(q)Gk(q,p). Очевидно, εkij(q) ∈ Lin(U∗,Λ2(U)).

Доказательство теоремы 4.1. Докажем теорему для случая Γ = Ω (см. замечание 4.1). Из леммы
4.2 следует, что если G = 0, то и {G,G} = εG = 0.

Таким образом, в системах с голономным управлением траектории, особые по граням, возни-
кают в ситуации общего положения. Точнее:

Следствие 4.1. В системах общего положения вида (4.9), голономных по грани Γ, множество
всех особых по Γ траекторий первого порядка является подмногообразием в расширенном фазо-
вом пространстве M = T ∗M коразмерности 2 dimΓ, если совместный дифференциал отобра-
жений GΓ и {HΓ, GΓ} имеем максимальный ранг 2 dimΓ.

Следствие 4.2. В системах с голономным управлением по грани Γ форма
{
GΓ,{HΓ,GΓ}

}
явля-

ется симметричной в точках траектории, особой по Γ

Доказательство. Доказательство проведем для случая Γ = Ω. Докажем, что форма
{
H,{G,G}

}
обнуляется в точках особой траектории. Этого будет достаточно ввиду тождества Якоби:

{
Gi,{H,Gj}

}
−
{
Gj,{H,Gi}

}
=
{
H,{Gi,Gj}

}
Итак, по лемме 4.2 и правилу Лейбница получаем

{
H,{Gi,Gj}

}
=
{
H,εkijGk

}
=
{
H,εkij

}
Gk +

{
H,Gk

}
εkij (4.10)

Последние два слагаемых обнуляются, так как на особой траектории G = {H,G} = 0.

Замечание 4.3. Любая управляемая система (4.9) голономна по любому ребру многогранника Ω.

Замечание 4.4. Если система голономна по грани Γ, то из леммы 4.1 можно выбросить условие
(iii) – оно является следствием условия (i).

Следствие 4.3. Для системы с голономным управлением по Γ, отображение OΓ(x) корректно
определено во всех точках поверхности MΓ, в которых форма

{
GΓ,{HΓ,GΓ}

}
невырождена.
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Более того, если MΓ является гладким многообразием, то отображение OΓ : MΓ → Aff Γ

является гладким в окрестности точек невырожденности формы
{
GΓ,{HΓ,GΓ}

}
.

Естественный класс систем – это системы, голономные по любой грани многогранникаΩ. Это
так, если, например, векторные поляB(x)u коммутируют, когда u пробегает базисные вектора U .
Конечно же условие коммутирования базисных векторных полей чрезмерно сильно: голономные
по всем граням многогранника Ω системы встречаются и гораздо более общих ситуациях.

4.6 Сведение гамильтоновой системы для голономной задачи к модельной
задаче оптимального управления

В этом параграфе будет описана ниспадающая система скобок Пуассона для гамильтониана
H = H + ⟨G,u⟩ голономной системы (4.9). Эта система ОДУ специального вида на скобки Пуас-
сона позволит (с помощью некоторого раздувающего отображения) свести изучение окрестности
особой экстремали к оптимальному синтезу в одной модельной задаче оптимального управления.

Рассмотрим управляемую гамильтонову систему (4.1,4.2), голономную по любой грани мно-
гогранника Ω. Пусть x0 ∈ M – некоторая точка особой траектории x̂(t) первого порядка по всему
многограннику Ω, x0 = x̂(0). Будем предполагать, что особое управление û(t) непрерывно в x0
(см. следствие 4.3). Итак,

G|x0 =
{
H,G

}
|x0 = 0 и, следовательно

{
G,G

}
|x0 = 0.

Предположим, что набор дифференциалов функций (G)i и
{
H,G

}
j
имеют максимальный ранг

в x0:

rk
(
dGi, d

{
H,Gj

}
,
)
= 2dimΩ,

Введем локальную систему координат в окрестности точки x0. Положим z1 = G и z2 =
{
H,G

}
,

z = (z1,z2), и дополним до полной системы локальных координат набором переменныхw, так что
w(x0) = 0. Тогда гамильтонова система (4.1,4.2) переписывается в виде ниспадающей системы
скобок Пуассона: 

⟨
z1,u

⟩
→ max

u∈Ω

ż1 = z2 + εz1u;

ż2 = α(z,w) + β(z,w)u;

ẇ = R(z,w) + S(z,w)u.

(4.11)

Здесь z1,z2,α ∈ U∗; β ∈ T2(U) – билинейная форма:

α = {H,{H,G}}; β = {G,{H,G}}; εz1 = εG = {G,G}.
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Лемма 4.3. Билинейная форма {G,{H,G}}|x0 = β(0,0) является симметричной, положительно
определенной:

β(0,0) ≻ 0 и β(0,0)[u,v] = β(0,0)[v,u] ∀u,v ∈ U.

Доказательство. Симметричность была доказана в следствии 4.2. Покажем, что положитель-
ная определенность следует из теоремы Гоха-Кренера. Согласно теореме Гоха-Кренера, форма
∂
∂u

d 2

dt 2
∂
∂u

H|x0 должна быть неотрицательно определенной. Прямые вычисления дают:

∂

∂uk
d 2

dt 2
∂

∂ul
H = {Gk,{H,Gl}}+ {H,{Gk, Gl}}+ {Gk,{Gi, Gl}}ûi + {Gi,{Gk, Gl}}ûi.

Покажем, что в случае голономного управления три последних слагаемых обнуляются. Дей-
ствительно, второе слагаемое обнуляется по формуле (4.10), а последние два слагаемых обнуля-
ются, так как для голономной по управлению системы из леммы 4.2 имеем

{Gk,{Gi, Gl}} = {Gk,ε
j
ilGj} = {Gk, Gj}εjil + {Gk,ε

j
il}Gj = 0.

Поэтому в x0 ∈ MΓ немедленно получаем неотрицательную определенность формы β(0,0). Ее
невырожденность следует из того, что исследуемая траектория x̂(t), û(t) имеет первый порядок.

Естественно использовать форму {Gk,{H,Gl}}|x0 = β(0,0) в качестве скалярного произведе-
ния на U . Это задаст отождествление U и U∗, а форма β(0,0) запишется как единичная матрица в
любом ортонормированной базисе. Взяв −β−1(0,0)α(0,0) за начало координат в аффинном про-
странстве U , мы можем считать, что α(0,0) = 0. В новых координатах на U особое управление в
точке x0 – это û = 0.

Оказывается, что поведение переменных z1 и z2 в окрестности особой точки x0 определяет
поведение всей системы в целом. Чтобы показать это воспользуемся процедурой раздутия осо-
бенности7: пусть  µ = 4

√
1
2
|z1|2 + 1

4
|z2|4

z1 = µ2ζ1; z2 = µζ2; w = µω.

То есть переменные z2 и w имеют первый порядок по раздувающей переменной µ, а z1 – второй8.
Переменные µ,ζ1,ζ2,ω лежат на цилиндре

C =
{
(µ,ζ1,ζ2,ω) :

1

2
|ζ1|2 +

1

4
|ζ2|4 = 1

}
.

7Эта же процедура будет использована в главе 9 для изучения хаотического поведения решений гамильтоновой
системы с разрывной правой частью с помощью сведения к выпуклой модельной задаче оптимального управления.

8Переменные z1, z2 и w должны иметь именно такие порядки относительно раздувающего отображения, чтобы
векторное поле системы (4.11) в новых координатах имело особенность одинакового типа по всем переменным ζ1,
ζ2 и w при приближении к гиперплоскости µ = 0.
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Точка x0 раздувается на сечение C0 этого цилиндра гиперплоскостью µ = 0. В новых координатах
система (4.11) перепишется в виде

µ̇ = 1
4

(
⟨ζ1,ζ2 + µεζ1u⟩+ |ζ22 |

⟨
ζ2,α + βu

⟩)
= Υ(µ,ζ1,ζ2,ω);

ζ̇1 =
1
µ
(ζ2 − 2Υζ1 + µεζ1) ;

ζ̇2 =
1
µ
(α + βu−Υζ2) ;

ω̇ = 1
µ
(F +Gu−Υω).⟨

ζ1,u
⟩
→ max

u∈Ω

(4.12)

Векторное поле ξ = (µ̇, ζ̇1, ζ̇2,ω̇) не продолжается на сечение C0 = C ∩ {µ = 0} гиперплоско-
стьюµ = 0 ввиду наличия особенности типа 1

µ
по каждой координате ζ1, ζ2 иω. Однако, интеграль-

ные кривые все же могут быть перенесены на сечение C0. Дело в том, что траектории векторных
полей ξ и µξ совпадают. Различаются лишь скорости движения по этим траекториям. Поле же µξ
может быть продолжено на гиперплоскость µ = 0. Итак на C0 траектории поля µξ удовлетворяют
системе (через s обозначен параметр времени s движения вдоль поля µξ, т.е. ds = 1

µ
dt на C \ C0):

d
ds
µ = 0;

d
ds
ζ1 = ζ2 − 2Υ0ζ1;

d
ds
ζ2 = α(0,0) + β(0,0)u−Υ0ζ2 = u−Υ0ζ2;

d
ds
ω = F (0,0) +G(0,0)u−Υ0ω.⟨

ζ1,u
⟩
→ max

u∈Ω

(4.13)

Здесь Υ0 = Υ|C0 = 1
4

(⟨
ζ1,ζ2

⟩
+ |ζ2|

⟨
ζ2,u

⟩)
. Полученная система (4.13) фактически описывает

предельное поведение исходной системы (4.11) в бесконечно малой окрестности точки x0. Она
обладает следующими важными свойствами

1. Система (4.13) зависит лишь от значенийF (0,0) иG(0,0) и не зависит от поведения функций
F иG в окрестности точки x0. Поэтому система (4.13) получится одинаковой во всех задачах
с данными значениями F (0,0) и G(0,0).

2. Так как переменная ω не входит в правую часть системы (4.13), то достаточно ограничиться
изучением поведения главных переменных ζ1 и ζ2 (которое не зависит от F (0,0) иG(0,0)), а
переменная ω однозначно найдется из линейного неоднородного дифференциального урав-
нения с переменными коэффициентами

d

ds
ω = a(t)ω + b(t),

где a(s) = Υ0(ζ1(s),ζ2(s),u(s)) и b(s) = F (0,0) +G(0,0)u(s).

В следующем параграфе приведена задача оптимального управления, уравнения ПМП в ко-
торой полностью совпадает с главной частью (ζ1,ζ2) системы (4.13). Оптимальный синтез в этой



117

задаче будет построен для не «слишком скошенных» компактных многогранников. После чего в
параграфе 4.8 доказывается теорема о структуре выхода траекторий на особую траекторию пер-
вого порядка в ее окрестности (и схода с нее) для систем с голономным управлением.

4.7 Модельная задача оптимального управления с многогранником

Рассмотрим следующую задачу:

J(q) = 1
2

∫ +∞
0

⟨
q(t),q(t)

⟩
dt→ inf

q̇ = u; u ∈ Ω ⊂ U ;

q(0) = q0.

(4.14)

Здесь q и u лежат в евклидовом пространстве U ≃ Rn, а 0 является внутренней точкой9 Ω.
Случай, когда dimU = 2, а Ω – произвольный треугольник уже подробно разбирался в приме-
ре 3.6. Из этого примера видно, что топология оптимального синтеза принципиально различается
в случаях, когда проекция начала координат попадает внутрь ребер или снаружи от них. В этом
параграфе будет построен оптимальный синтез для самого простого случая, когда проекции на-
чала координат попадают внутрь соответствующих граней.

Пусть p – сопряженная к q переменная из ПМП, тогда λ0 = 1 по теореме 3.2 и

H = −1

2

⟨
q,q
⟩
+
⟨
p,u
⟩

то есть 
ṗ = q; ⇔ ż1 = z2;

q̇ = u; ⇔ ż2 = u⟨
p,u
⟩
=
⟨
z1,u

⟩
→ max

u∈Ω

(4.15)

В этой задаче существует ровно одна особая по всему многограннику траектория: q ≡ p ≡
u ≡ 0. Она имеет первый порядок. Поведение оптимальных траекторий в окрестности начала ко-
ординат является типичным, потому что раздутие данной системы приводит к тем же уравнениям
(4.13) с ω = 0, что и раздутие общей системы (4.11). Поэтому оптимальные траектории задачи
(4.14) являются модельными для системы (4.11).

По теореме 3.2, множество всех пар (q0,p̂(0,q0)) образует в расширенномфазовом пространстве
M = T ∗M липшицево многообразие M+, однозначно проектирующееся на плоскость {p = 0}.
По теореме 3.3 все оптимальные траектории (и только они) лежат вM+ и приходят в начало ко-
ординат за конечное время. Других попадающих в начало координат траекторий гамильтоновой
системы (4.15) не существует10.

9Это условие необходимо для локальной управляемости.
10Иначе по теореме 3.3 и следствию 3.3 они были бы оптимальны в силу выпуклости исходной задачи.
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Стоит еще сказать, что замена q 7→ −q, p 7→ p (см. замечание 3.1) не меняет гамильтонианаH,
но изменяет знак симплектической формы dq∧dp. Поэтому при такой замени траектории гамиль-
тоновой системы (4.15) переходят в себя, но меняется направление движения по ним. Липшицева
поверхностьM+ переходит в поверхностьM− траекторий, выходящих из начала координат.

Найдем теперь особые траектории задачи (4.14) в случае когдаΩ – многогранник. Рассмотрим
произвольную грань Γ многогранника Ω. Нас интересует траектория q̂,p̂,û, особая по грани Γ при
t ∈ (t1,t2). Поскольку

{
G,G

}
≡ 0, то по лемме 4.1 немедленно получаем, что p̂ ∈ Γ⊥ и q̂ ∈ Γ⊥.

Пусть OΓ – ортогональная проекция начала координат на Aff Γ. Так как
{
G,
{
H,G

}}
≡ id, то

особое управление û по Γ есть OΓ, если OΓ ∈ Γ.

Определение 4.5. Будем называть многогранник Ω не слишком скошенным, если OΓ ∈ Int Γ для
любой грани Γ многогранника Ω.

Компактные не слишком скошенные многогранники обладают тем замечательным свойством,
что подпространства Γ⊥, ортогональные граням, разрезают «удобным образом» все пространство
на конусы, наподобие барицентрического разбиения. А именно верна следующая

Лемма 4.4 (о барицентрическом разбиении многогранника). Пусть на каждой грани Γ ̸= Ω вы-
пуклого компактного многогранника Ω ⊆ U , 0 ∈ IntΩ, выбрано по внутренней точке OΓ. Тогда
для любой точки q0 ∈ U , q0 ̸= 0, найдется единственный набор граней Γ1 ⊊ Γ2 ⊊ . . . ⊊ Γk ⊊ Ω и
положительных чисел λ1 > 0, . . . ,λk > 0 таких, что

q0 = λ1OΓ1 + . . .+ λkOΓk
.

Множество всех q0 с данным набором граней Γ1 ⊊ . . . ⊊ Γk будем обозначать через

cone(Γ1, . . . ,Γk) = {q0 =
k∑
j=1

λjOΓj
, где λ1 > 0, . . . ,λk > 0}.

Доказательство тривиально.

В случае не слишком скошенного компактного многогранника Ω линейное пространство U
разбивается на конусы, грани которых порождены особыми управлениями OΓi

по всем возмож-
ным различным наборам вложенных друг в друга граней Γ1 ⊊ . . . ⊊ Γk ⊊ Ω.

Для любой такой начальной точки q0, что −q0 лежит в cone(Γ1, . . . ,Γk), оптимальная траекто-
рия начинает двигаться с управлением, особым по грани Γ1 до тех пор, пока траектория q̂(t,q0) на
попадет на (k− 1)-мерную грань cone(Γ2, . . . ,Γk). В этот момент управление скачком переключа-
ется на особое управление OΓ2 по грани Γ2 и процесс повторяется до момента выхода траектории
в начало координат (см. рис. 4.2).

Точнее, имеет место
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Рисунок 4.2: Оптимальная траектория −q̂(x)

Теорема 4.2. Если компактный многогранник Ω является не слишком скошенным, то любая оп-
тимальная траектория q̂(t,q0), û(t,q0) устроена следующим образом. Пусть Γ1 ⊊ . . . ⊊ Γk ⊊ Ω

и λ1 > 0, . . . ,λk > 0 из предыдущей леммы для точки −q0, т.е.

−q0 = λ1OΓ1 + . . .+ λkOΓk
∈ cone(Γ1, . . . ,Γk), λj > 0 ∀j.

Тогда найдутся такие моменты времени 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T (q0), tj =
∑j

i=1 λi, что при
t ∈ (tj−1,tj) управление û(t,q0) = OΓj

и

−q(t) = µ(t)OΓj
+ λj+1OΓj+1

+ . . .+ λkOΓk
∈ cone(Γj,Γj+1, . . . ,Γk),

где µ – линейно убывающая функция от µ(tj−1) = λj до µ(tj) = 0, т.е. µ(t) = λj
tj−t

tj−tj−1
.

В частности, управление выбирается по принципу обратной связи: û(t,q0) = û(q̂(t,q0)) = OΓ,
где Γ – грань наименьшей размерности из разложения −q̂(t,q0) по лемме 4.4.

Доказательство теоремы 4.2. Будем доказывать теорему индукцией по количеству граней k.
Пусть k = 1 и −q0 = λ1OΓ1 , λ1 > 0. Рассмотрим управление

u(t) =

{
OΓ1 , при t ∈ (0,λ1);

0, при t > 0.

Тогда из (4.15) при t ∈ (0,λ1) получаем: q(t) = (t−λ1)OΓ1 , p = 1
2
(t−λ1)

2OΓ1 и q(t) = p(t) = 0

при t > λ1. Поскольку p̂(0,q0) ∈ cone(Γ1), тоmax
u∈Ω

⟨
p(t),u

⟩
=
⟨
p(t),OΓ1

⟩
и тройка q(t),p(t),u(t) удо-

влетворяет системе принципа максимума Понтрягина. Значит, в силу существования и единствен-
ности решения (теорема 3.1), эта тройка является оптимальной по теореме 3.3, так как попадает в
начало координат за конечное время.

Предположим теперь, что для некоторого k доказано, что если −q0 ∈ cone(Γ1, . . . ,Γk), то
p̂(0,q0) ∈ cone(Γ1, . . . ,Γk), и оптимальная траектория такая как заявлено в условиях теоремы. До-
кажем аналогичное утверждение для k+1. Пусть−q0 =

∑k+1
i=1 λiOΓi

. Обозначим q1 = q0−λ1OΓ1 .
Рассмотрим управление u(t) = OΓ1 при t ∈ (0;λ1). Тогда из (4.15) получаем
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q(t) = q1 + (t− λ1)OΓ1 , и p(t) = p(λ1) +
1

2
(t− λ1)

2OΓ1 при t ∈ [0;λ1].

Таким образом, тройка q(t),p(t),u(t) на промежутке t ∈ (0;λ1) удовлетворяет системе (4.15)
за исключением, быть может, условия максимума. Покажем, что и оно выполнено. По предпо-
ложению индукции p̂(0,q1) ∈ cone(Γ2, . . . ,Γk+1). Точке q1 по теореме 3.2 соответствует един-
ственное значение E(q1) = p̂(0,q1). Положив p(λ1) = E(q1) немедленно получаем, что p(t) ∈
cone(Γ1, . . . ,Γk+1), и, следовательно max

u∈Ω

⟨
p(t),u

⟩
=
⟨
p(t),OΓ1

⟩
.

Поскольку −q(λ1) = −q1 ∈ cone(Γ2, . . . ,Γk+1) и p(λ1) ∈ cone(Γ2, . . . ,Γk+1) то траектория
продолжается до оптимальной по предположению индукции.

4.8 Структура выхода на особую траекторию и схода с нее.

Как было показано ранее, структура решений модельной задачи определяет поведение траек-
торий управляемой гамильтоновой системы (4.1) в окрестности особой траектории. В предыду-
щем параграфе в модельной задаче были найдены все траектории выходящие на особую траек-
торию и сходящие с нее для случая не слишком скошенного компактного многогранника Ω. Для
произвольной управляемой системы условие «не слишком скошенности»Ω в точке x0 ∈ MΩ озна-
чает следующее: необходимо в пространстве управлений U выбрать в качестве начала координат
особое управление в точке x0, а в качестве скалярного произведение – форму {G,{H,G}}|x0 .

Определение 4.6. Мы будем говорить, что компактный многогранник Ω ⊂ U является не слиш-
ком скошенным в точке x0 ∈ MΩ относительно гамильтоновой системы (4.1), если

(i) Форма {G,{H,G}}|x0 является симметрической и положительно определенной в x0;

(ii) Проекция (относительно скалярного умножения с формой {G,{H,G}}|x0) особого управле-
ния OΩ(x0) по всему многограннику на любую грань Γ попадает строго внутрь этой грани.

Как было доказано в лемме 4.3, в голономном случае форма {G,{H,G}} является сим-
метричной. Согласно необходимому условию локальной оптимальности Гоха-Кренера форма
{G,{H,G}} должна быть неотрицательно определенной. Поэтому если мы имеем дело с локально
оптимальной особой траекторией первого порядка в голономной задаче 4.9, то условие (i) опре-
деления 4.6 выполнено автоматически.

Естественно, если многогранник Ω является не слишком скошенным в x ∈ MΩ (для голо-
номной задачи), то он является не слишком скошенным и для любой точки из MΩ, достаточно
близкой к x. Итак, в рамках этого ограничения мы докажем следующую теорему, являющуюся
обобщением теоремы 4.2 для произвольной управляемой системы (4.1,4.2) с голономным управ-
лением (см. рис. 4.3).
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Теорема 4.3. Пусть x̂(t),û(t), t ∈ (τ1,τ2) – особая траектория по всему выпуклому компактному
многограннику Ω гамильтоновой системы (4.1,4.2) с голономным управлением по каждой грани
Ω. При этом форма {G,{H,G}} положительно определена в точке x̂(t∗) при t∗ ∈ (τ1,τ2).

Если многогранник Ω является не слишком скошенным относительно точки x̂(t∗) (относи-
тельно скалярного умножения на U с формой {G,{H,G}}|x̂(t∗)), то определено следующее семей-
ство траекторий выходящих из x̂(t∗) и удовлетворяющих ПМП и необходимым условиям Гоха-
Кренера: для каждого набора граней Γ1 ⊃ Γ2 . . . ⊃ Γk определена траектория x(t), u(t) выходя-
щая из x̂(t∗) при t > t∗, где {

x(t∗) = x̂(t∗), ẋ(t) = u
(
x(t)

)
;

u
(
x(t)

)
= OΓi

(
x(t)

)
, при t ∈ (ti−1,ti)

Здесь t∗ = t0 < t1 < t2 < . . . < tk – любой набор времен, лишь бы разница tk−t∗ была достаточно
мала. Выход на особую траекторию при t < t∗ устроен аналогично – необходимо лишь изменить
направление течения времени и порядок прохождения граней на противоположный.

Замечание 4.5. Мы не проверяем достаточные условия второго порядка в данной главе, однако
скажем о них пару слов. Рассмотрим случай нормальной траектории (λ0 = 1 и сопряженный мно-
житель p(t) определен однозначно). На самом деле, поскольку на особой траектории выполняются
равенства {G,G} = 0 и {G,{G,G}} = 0, то достаточные условия второго порядка для локально-
го Понтрягинского минимума (Π-минимума) фактически совпадают с достаточными условиями
слабого локального минимума (см. [57]). Последние же в нашем случае требуют положитель-
ной определенности формы {G,{H,G}} (которая уже выполнена) вкупе с некоторыми условиями
трансверсальности на концах траектории. Поэтому проверка достаточных условий в конкретных
примерах сведется к проверке граничных условий и не должна вызвать затруднений (подробнее
см. [64])

Рисунок 4.3: Оптимальный синтез в окрестности особой траектории.

Теорема 4.3 дает наглядное описание поверхностейMΓ: для произвольной грани Γ0 в окрест-
ностиMΓ0 поверхностиMΓ по всем Γ ⊊ Γ0 примыкают друг к другу поMΓ0 (см. рис. 4.3).

Данная теорема может оказаться полезной в приложениях. Например в [26] для задачи управ-
ления потоком Хеле-Шоу автором (совместно с В. Рунге) был построен оптимальный синтез в
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случае когда лишь два момента Ричардсона отличны от 0. Этот случай соответствует одномерно-
му управлению, а в задаче есть ровно одна траектория первого порядка, выход на которую устро-
ен так, как описано в теореме 4.3. Также в [26] построены необходимые и достаточные условия
управляемости, когда конечное количество моментов отличны от 0. В этом случае управление
многомерно и меняется в некотором многограннике. Поэтому есть надежда построить полный
оптимальный синтез с помощью теоремы 4.3.

Доказательство теоремы 4.3. Сначала докажем, что проекция особого управления û(t∗) =

OΩ(x̂(t
∗)) на любую граньΓ (относительно скалярного умножения с формой {G,{H,G}}|x̂(t∗)) сов-

падает с OΓ(x̂(t
∗)). Вычислим (как в лемме 4.1)

{HΓ,{HΓ,G}}|x̂(t∗) =
(
{H,{H,G}}+ {G,{H,G}}u0 +

+{H,{G,G}}u0 + {G,{G,G}}(u0,u0)
)
|x̂(t∗).

Форма {G,{G,G}}|x̂(t∗) обнуляется, как было доказано в лемме 4.3. Форма {H,{G,G}}|x̂(t∗) об-
нуляется ввиду равенства {Gi,{H,Gj}}−{Gj,{H,Gi}} = {H,{Gi,Gj}} и симметричности формы
{G,{H,G}}.

ПосколькуOΓ(x̂(t
∗)) не зависит от выбора u0, то естественно положить u0 = OΓ(x̂(t

∗)). В этом
случае мы немедленно получаем, что

−{GΓ,{H,GΓ}}−1|x̂(t∗)
(
{H,{H,G}}+ {G,{H,G}}u0

)
|x̂(t∗) = 0 ∈ Γ′

Это равносильно тому, что разность −{G,{H,G}}−1|x̂(t∗)
(
{H,{H,G}} + {G,{H,G}}u0

)
|x̂(t∗) и

−{G,{H,G}}−1|x̂(t∗){H,{H,G}}|x̂(t∗) лежит в Γ⊥, то есть u0 ∈ Γ⊥, что и требовалось.
Значит в силу условия нескошенностиΩ особое управлениеOΓ(x̂(t

∗)) по любой грани Γ лежит
внутри Γ

Теперь покажем, что участок траектории x(t),u(t) при t ∈ (t0,t1) удовлетворяет ПМП и тео-
реме Гоха-Кренера, если разница t1 − t0 достаточно мала. Утверждение теоремы для остальных
промежутков доказывается применением замечания 4.1 и очевидной индукции. Сначала прове-
рим, что x(t) ∈ MΓ1 . Векторное поле гамильтоновой системы (4.1) при u = OΓ(x) в точ-
ках MΓ1 является касательным к MΓ1 – управление OΓ1(x) выбиралось именно из этого усло-
вия. Поэтому достаточно проверить, что x(t0) = x̂(t∗) лежит на MΓ1 . Проверим все три усло-
вия леммы 4.1: (i) G(x̂(t∗)) = 0 ∈ Γ⊥

1 ; (iii) {G,G}|x̂(t∗) = 0, поэтому {G,G}|x̂(t∗)Γ′ ∈ Γ⊥; (ii)
{HΓ,G}|x̂(t∗) = {H,G}|x̂(t∗) + {G,G}|x̂(t∗)u0 = 0 ∈ Γ⊥.

ПосколькуG(x(t)) ∈ Γ⊥
1 , то

⟨
G(x(t)),u

⟩
достигает в точках u ∈ Γ1 либо максимума либо мини-

мума по всему многогранникуΩ. Покажем, что это именно максимум, что и завершит доказатель-
ство. Вычислим производные отG в t∗ вдоль траектории x(t). Выбрав û(t∗) = OΩ(x̂(t

∗)) в качестве
начала координат в U и снабдив его ортонормированным базисом относительно {G,{H,G}}|x̂(t∗),
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мы можем считать, что

{H,{H,G}}|x̂(t∗) = 0; и {G,{H,G}}|x̂(t∗) = id.

Итак,

Ġ(t∗) = {H,G}|x̂(t∗) + {G,G}|x̂(t∗)OΓ1

(
x̂(t∗)

)
= 0;

и

G̈(t∗) = {H,{H,G}}|x̂(t∗) + {G,{H,G}}|x̂(t∗)OΓ1

(
x̂(t∗)

)
+

+ {H,{G,G}}|x̂(t∗)OΓ1(x̂(t
∗)) + {G,{G,G}}|x̂(t∗)

(
OΓ1

(
x̂(t∗)

)
,OΓ1

(
x̂(t∗)

))
=

= OΓ1(x̂(t
∗)).

Поэтому G(t∗ +∆t) = 1
2
∆t2OΓ1(x̂(t

∗)) + o(∆t2), что и завершает доказательство.
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Часть II

Хаотическая динамика в гамильтоновых системах с разрывной

правой частью
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ГЛАВА 5

Первая теорема о хаотичном поведении траекторий в
интегральных воронках

В данной главе дана постановка двумерной нильпотентно-выпуклой модельной задачи опти-
мального управления. Задача содержит ровно одну особую экстремаль второго порядка – начало
координат. Управление меняется в некотором (чаще всего правильном, или близком к правильно-
му) треугольнике Ω. Благодаря наличию нетривиальной группы симметрий S3 × R+ в этой главе
будут найдены некоторые важные автомодельные траектории – траектории, являющиеся перио-
дическими с точностью до подкрутки на действие S3×R+. Если треугольникΩ является правиль-
ным, то данная задача содержит три одномерных подзадачи Фуллера внутри, каждая из которых
отвечает одной из высот треугольника Ω. Будет описана динамика в окрестности оптимальных
траекторий этих подзадач и в окрестности найденных автомодельных траекторий.

Ключевым результатом данной главы является теорема 5.1 о наличии хаотического поведе-
ния оптимальных траекторий в интегральной воронке гамильтоновой системы (5.2) для случая,
когда треугольник Ω в модельной задаче (5.1) не слишком сильно отличается от правильного тре-
угольника (см. [72]). Эта теорема является первой из доказанных во второй части диссертации
серии теорем о наличии хаотического поведения траекторий в гамильтоновых системах с разрыв-
ной правой частью. Более того, основные результаты о структуре оптимального синтеза задачи
(5.1), которые мы получим в этой главе, также лягут в основу доказательства теоремы о том, что
подобное хаотическое поведение траекторий в интегральных воронках является общим для га-
мильтоновых систем высоких размерностей с разрывной правой частью. Для случая правильного
треугольника в следующих главах будет доказана теорема p̂(0,q0) ∈ cone(Γ1, . . . ,Γk) включающая
в себя в этом случае результаты теоремы 5.1. В теореме p̂(0,q0) ∈ cone(Γ1, . . . ,Γk), помимо про-
чего, найдены оценки на размерности по Хаусдорфу и Минковскому множеств неблуждающих
точек и соответствующая топологическая энтропия.

5.1 Постановка

Рассмотрим следующую нильпотентно-выпуклую задачу оптимального управления:
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J(x) = 1
2

+∞∫
0

⟨
x(t),x(t)

⟩
dt→ inf

ẍ = u; u ∈ Ω ⊂ U ;

(5.1)

с начальными данными

x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

Здесь x и u лежат в двумерном евклидовом пространстве U ≃ R2 со скалярным произведением⟨
·,·
⟩
, а Ω является (замкнутым) треугольником, и 0 ∈ IntΩ (такие треугольники мы будем назы-

вать допустимыми).

Замечание 5.1. Исследование задачи (5.1) будет опираться на случай, когда Ω является правиль-
ным треугольником с центром в начале координат. Однако, доказанные в этой главе результаты,
связанные с хаотическим поведением оптимальных траекторий, будут получены и для более об-
щего случая, когда треугольник Ω не обязательно является правильным.

Обозначим y = ẋ. Пусть ϕ, ψ – сопряженные к x и y переменные из ПМП. Иногда для со-
кращения записи мы будем писать q = (x,y) и p = (ϕ,ψ). Для фазового пространства мы будем
использовать обозначениеM = U ⊕ U = {(x,y)}, а для расширенного –M = T ∗M = {(p,q)}.

В теореме 3.2 доказано, что в функции Понтрягина λ0 ̸= 0. Положив λ0 = 1 получаем

H = −1

2

⟨
x,x
⟩
+
⟨
ϕ,y
⟩
+
⟨
ψ,u
⟩

и соответствующую гамильтонову систему с разрывной правой частью: ψ̇ = −ϕ; ϕ̇ = x; ẋ = y; ẏ = u.⟨
ψ,u
⟩
→ max

u∈Ω

(5.2)

Согласно теоремам 3.2 и 3.3 оптимальные траектории образуют в расширенном фазовом про-
странствеM липшицеву поверхностьM+, и dimM+ = 4.

В системе (5.2) существует ровно одна особая по Ω траектория: x ≡ y ≡ ϕ ≡ ψ ≡ u ≡ 0.
Она имеет второй глобальный порядок по определению 2.4. Точнее, флаг глобальных порядков
имеем вид (0,0,2,0, . . .). Как будет показано в главе 9, поведение оптимальных траекторий задачи
(5.1) в окрестности начала координат является типичным для гамильтоновых систем с разрывной
правой частью. Поэтому мы произведем максимально полный и подробный анализ оптимального
синтеза для задачи (5.1).

5.2 Симметрии задачи и одномерные задачи Фуллера внутри

Гамильтонова система (5.2) обладает двумя важными группами симметрий. Первая масшта-
бирующая группа R \ 0 одномерна и позволяет уменьшить размерность фазового пространства
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системы. Подобная симметрия уже использовалась в примерах 3.2 и 3.5. Вторая группа S3 дис-
кретна, есть только в случае, когда Ω является правильным треугольником и ведет к доказатель-
ству хаотичности.

1. Пусть λ ∈ R+. Рассмотрим преобразование g(λ) ∈ GL(8,R) расширенного фазового про-
странстваM:

x 7→ λ2x, y 7→ λy, ϕ 7→ λ3ϕ, ψ 7→ λ4ψ.

Преобразование g(λ) изменяет гамильтониан H в λ4 раз и симплектическую форму ω =

dp ∧ dq = dϕ ∧ dx + dψ ∧ dy в λ5 раз. Поэтому g(λ) переводит траектории системы (5.2) в
траектории, однако меняет скорость движения по ним в λ раз. Поскольку λ > 0, то опти-
мальные траектории переходят в оптимальные, так как функционал J изменяется в λ5 раз.

2. Если треугольникΩ является правильным, то в группе ортогональных преобразований плос-
кости U есть дискретная подгруппа S3 ⊂ O(2,R) симметрий треугольника Ω. Одновремен-
ное действие S3 на векторах x, y, ϕ и ψ определяет преобразование расширенного фазового
пространства, сохраняющее оптимальные траектории, гамильтонианH и симплектическую
структуру ω.

Теоремы 3.1 и 3.2 позволяют перенести оптимальный синтез из пространства M = {(x,y)}
в пространство N = {(ϕ,ψ)}. Более того, с помощью отображения E из теоремы 3.2 мы можем
отождествитьM ,M+ иN . Это оказывается очень полезным при изучении поверхности переклю-
чения управления S, так как наиболее простой вид она принимает в пространстве сопряженных
переменныхN . ПосколькуE коммутирует с g(λ) при λ > 0, то пространства (M \0)/g, (M+\0)/g
и (N \ 0)/g также отождествляются. Отметим, что начало координат является (единственной)
неподвижной точкой действия g. На пространствах M \ 0, M+ \ 0 и N \ 0 группа R+ действует
свободно, и потому корректно определены фактор-пространства. Допуская некоторую вольность
записи будем писатьM/g,M+/g иN/g всегда подразумевая соответственно (M \0)/g, (M+\0)/g
и (N \ 0)/g.

Рассмотрим теперь важный частный случай, когда начало координат лежит на одной из высот
треугольника Ω. В этом случае в оптимальном синтезе задачи (5.1) удается найти такую двумер-
ную плоскость в M , что (i) оптимальная траектория системы начавшись на этой плоскости не
может ее покинуть и (ii) поведение оптимальных траекторий на этой плоскости эквивалентно од-
номерной задаче Фуллера с несимметричным отрезком управлений.

Лемма 5.1. Предположим, что аффинная прямая A, содержащая одну из высот Ω, проходит
через начало координат. Тогда если выполнено одно из двух

(i) Начальные условия лежат в A: x0,y0 ∈ A;
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(ii) Значения сопряженных переменных в начальный момент времени лежат в A, т.е. ϕ0, ψ0 ∈
A, где (ϕ0,ψ0) = E(x0,y0);

то оптимальная траектория не покидает A при всех t ≥ 0: x̂(t,q0) ∈ A, ŷ(t,q0) ∈ A, ϕ̂(t,q0) ∈ A,
ψ̂(t,q0) ∈ A и û(t,q0) ∈ A (напомним, q0 = (x0,y0)).

Доказательство. Предположим, что выполнен пункт (i). По теореме 3.1 оптимальная траектория
q̂(t,q0) существует и единственна. Рассмотрим траекторию q(t), которая получена из оптимальной
с помощью ортогональной проекции наA. Траектория q(t) допустима, так какA является высотой
в Ω, и, значит, проекция Ω на A содержится в Ω. Поскольку при ортогональном проектировании
на любое одномерное линейное подпространство длина вектора не может увеличиться, то J(q) ≤
J(q̂). Осталось заметить, что q(t) и q̂(t,q0) начинаются в одной точке q0 ∈ A, поэтому q̂(t,q0) ≡ q(t)

в силу единственности оптимального решения (по теореме 3.1). Следовательно, q̂(t,q0) ∈ A при
всех t. Траектории ϕ̂(t,q0) и ψ̂(t,q0) лежат в A в силу формул (3.9).

При ограничении на подпространство A⊕A ⊂M мы получаем одномерную задачу Фуллера,
отрезком управления в которой выступает высота треугольника Ω. Поэтому E(A ⊕ A) = A ⊕ A

(см. [32], параграф 3.5).
Пусть теперь выполнен пункт (ii). По теореме 3.2 найдутся и при том единственные x0 и y0

такие, что E(x0,y0) = (ϕ0,ψ0). При этом x0 и y0 должны лежать в A (так как отображение E
биективно, а E(A⊕ A) = A⊕ A). Поэтому пункт (ii) следует из уже доказанного пункта (i).

Отметим, что в условиях леммы 5.1 особое управление по ребру (ij), содержащему основание
высоты A, может быть использовано только на оптимальной траектории, целиком лежащей в A.
Действительно, если максимум по u скалярного произведения

⟨
ψ,u
⟩
достигается одновременно

во всех точках ребра (ij), то вектор ψ перпендикулярен ребру (ij). Для особого управления, сле-
довательно, необходимо, чтобы векторψ на оптимальной траектории был перпендикулярен ребру
(ij) в течении некоторого промежутка времени t ∈ (t1,t2). Дифференцируя ψ(t) в силу системы
(5.2) немедленно получаем, что вектора ϕ(t), x(t), y(t) и u(t) также перпендикулярны ребру (ij).

Определение 5.1. Мы будем называть оптимальную траекторию полуособой по ребру (ij) тре-
угольникаΩ, если в течение всего времени эта траектория лежит на прямойA, содержащей высоту
Ω на ребро (ij).

5.3 Барицентрические координаты в случае правильного треугольника

Доказательство теорем о хаотичности опирается на ключевые элементы оптимального синте-
за в задаче (5.1) в случае когда треугольник Ω является правильным. Поэтому основной целью до
конца главы будет являться выделение ключевых элементов оптимального синтеза в этом важном
частном случае, а треугольник Ω будет предполагаться правильным и центрированным относи-
тельно начала координат (в дальнейшем для краткости этот случай мы будем называть «случай
правильного треугольника»).
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Для того, чтобы в явном виде описать некоторые важные примеры оптимальных траекторий,
нам потребуется удобная система координат. Когда множество Ω является правильным треуголь-
ником с центром в начале координат, в этой задаче удобнее всего использовать барицентрическую
систему координат1:

x = (x1,x2,x3), x1 + x2 + x3 = 0; y = (y1,y2,y3), y1 + y2 + y3 = 0;

ϕ = (ϕ1,ϕ2,ϕ3), ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0; ψ = (ψ1,ψ2,ψ3), ψ1 + ψ2 + ψ3 = 0;

u = (u1,u2,u3), u1 + u2 + u3 = 0; ui ≤ 1, i = 1,2,3

Вершинами треугольникаΩ являются точки2 (−2,1,1), (1,−2,1) и (1,1,−2). Мы будем их называть
первой второй и соответственно третьей вершинами треугольника Ω. Условие максимума (5.2)
переписывается в барицентрических координатах в виде

ui = −2, uj = uk = 1, если ψi < min(ψj,ψk), где {i,j,k} = {1,2,3},

за исключением случаев ψi = ψj ≤ ψk.
Действие дискретной группы S3 в барицентрической системе координат – это просто пере-

становка индексов. Обозначим черезAij прямую в U , симметричную относительно транспозиции
(ij) ∈ S3. Из леммы 5.1 следует, что при ограничении на каждую из трех прямыхAij , где совпада-
ют i-ая и j-ая координаты, мы получаем одномерную задачуФуллера с несимметричным отрезком
управления:

+∞∫
0

x2 dt→ min;

ẋ = y; ẏ = u; u ∈
[
−
√
6,1

2

√
6
]
.

Здесь x, y и u одномерны. Такие задачи очень хорошо изучены, оптимальный синтез построен
и может быть явно выписан в координатах, функция Беллмана и отображениеE выписаны в явном
виде (см. [32]). Опишем геометрические свойства оптимального синтеза (см. пример 3.3): на плос-
кости R2 определено однопараметрическое семейство траекторий, переходящих друг в друга при
действии g масштабной группы R+. Каждая оптимальная траектория за конечное время попадает
в начало координат. При этом оптимальное управление совершает счетное число переключений с
левого конца отрезка управлений на правый и обратно. После факторизации фазового простран-
ства R2 (без начала координат) по действию масштабной группы g, получается окружность S1, а
все оптимальные траектории переходят в единственно возможный цикл Z ≃ S1. Причем цикл Z
разбивается точками переключения управления на два (открытых) интервала Z l и Zr. Управле-
ние на Z l – левый конец отрезка, а на Zr – правый. Счетное число переключений управления на
оптимальной траектории соответствует счетному числу оборотов по циклу Z.

1Вообще говоря, в барицентрической системе сумма координат равна 1. Тем не менее, мы будем употреблять
слово «барицентрический» по аналогии, допуская некоторую вольность речи.

2Здесь рассмотрен случай, когда расстояние от вершинΩ до начала координат есть
√
6. Случай, когда треугольник

Ω имеет другие размеры мгновенно к нему сводится очевидной линейной заменой.
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При отображении оптимального синтеза исходной задачи (5.1) на фактор-пространство
M/g ≃ S3 все оптимальные траектории из Aij переходят в одну и ту же траекторию Zij ≃ S1.
Траектория Zij является циклом, который разбит точками переключения управления на два глад-
ких интервала Zs

ij и Zn
ij . На Zn

ij используется управление в k-ой вершине треугольника Ω, т.е.
ui = uj = 1, uk = −2, k ̸= i,j, а на Zs

ij – середина (ij) ребра, ui = uj = −1
2
, uk = 1. Мы будем

называть первое управление неособым, а второе – полуособым по ребру3 (ij) треугольника Ω.
Таким образом, на фактор-пространствеM/g определены три взаимно зацепленных циклаZij .

Нетрудно посчитать, что коэффициенты взаимного зацепления равны 1 (но это не существенно
для дальнейшего).

5.4 Важнейшие примеры периодических траекторий на
фактор-пространствеM/g

Огромную роль при построении полного оптимального синтеза в задаче (5.1) играют автомо-
дельные траектории – это такие траектории, которые являются периодическими, с точностью до
подкрутки на действие g группы R+:

Определение 5.2. Мы будем назвать траекторию (x(t),y(t),ϕ(t),ψ(t)) системы (5.2) автомодель-
ной, если существуют такие момент времени t0 > 0 и число λ0 > 0, что

g(λ0)(x(t),y(t),ϕ(t),ψ(t)) =
(
x(t0 + λ0t),y(t0 + λ0t), ϕ(t0 + λ0t),ψ(t0 + λ0t)

)
Замечание 5.2. Если λ0 < 1, то автомодельная траектория за конечное время 1

1−λ0 t0 попадает в
начало координат, следовательно, по теореме 3.3 (и следствию 3.3 из нее) лежит вM+ и является
оптимальной. Если λ0 > 1, то автомодельная траектория лежит в M− = g(−1)M+ и выходит
из начала координат за конечное время (см. замечание 3.1). Если же λ0 = 1, то автомодельная
траектория является настоящей периодической траекторией и не стремится в 0 ни при t → +∞
ни при t→ −∞.

Поскольку действие g уважает оптимальный синтез в задаче, то g(λ) при λ > 0 переводит лю-
бую автомодельную траекторию с λ0 < 1 в автомодельную с тем же λ0, и все траектории из это-
го семейства проектируются в одну и ту же периодическую траекторию на фактор-пространстве
M+/g. Как будет доказано ниже, наM+/g существует счетное число периодических траекторий,
и, следовательно в исходной задаче есть счетное число типов семейств автомодельных траекто-
рий.

В этом параграфе будут найдены некоторые примеры периодических траекторий на M+/g,
описание которых лежит в основе доказательства хаотичности оптимального синтеза на M+/g.

3Символы s и n в Zs
ij и Zn

ij выбраны по ассоциации с singular и non-singular. Термин «полуособое управление по
ребру» использован во второй части диссертации, чтобы избежать путаницы с особым управлением в начале коор-
динат.
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Начнем с точного определения отображения последования Пуанкаре и поверхности переклю-
чения. Под поверхностью переключения обычно подразумевают множество точек, на которых
управление на траекториях системы ПМП терпит разрыв. Однако, ввиду наличия траекторий с
полуособым управлением в середине ребра, мы расширим это определение:

Определение 5.3. Поверхностью переключения S в задаче (5.1) мы будем называть множество
точек расширенного фазового пространства M = T ∗M , на которых максимум по u скалярного
произведения

⟨
ψ,u
⟩
из (5.2) достигается не в единственной точке треугольника Ω. То есть

S = S12 ∪ S23 ∪ S13 ⊂ M.

Здесь Sij ⊂ M – множество тех точек, на которых argmaxu∈Ω
⟨
ψ,u
⟩
содержит ребро (ij) треуголь-

никаΩ (в этом случае ковектор ψ необходимо перпендикулярен ребру (ij) треугольникаΩ). Через
S123 будем обозначать пересечение

S123 = S12 ∩ S23 ∩ S13 = {ψ = 0} ⊂ M

Если треугольник Ω является правильным, то в барицентрических координатах

Sij = {ψi = ψj ≤ ψk}, k ̸= i,j.

Множество S\S123 является гладким некомпактным многообразием без края коразмерности 1.
В любой точке S \S123 скорость системы (5.2) терпит касательный скачок. То есть в любой точке
S \ S123 разность пределов скоростей системы (5.2) с обеих сторон от S \ S123 является касатель-
ным вектором к S \S123. Если скорость в некоторой точке S \S123 трансверсальна S \S123 (с обеих
сторон), то траектория системы (5.2), начинающаяся в этой точке, в течении некоторого проме-
жутка времени не пересекает S . Рассмотрим те точки многообразия S\S123 в которых определено
отображение последования Пуанкаре, переводящее точку q ∈ S \ S123 в первое пересечение с S
траектории гамильтоновой системы (5.2), начинающейся в q. Обозначим образ q через Φ(q) ∈ S ,
а Φ будем называть отображением последования Пуанкаре поверхности переключения на себя.
Отметим, что отображение Φ определено не во всех точках (S \ S123) ∩M+.

Исследуем теперь периодические оптимальные траектории наM+/g для случая правильного
треугольника. Конечно, траектории Zij являются периодическими на M+/g. Все остальные оп-
тимальные траектории системы пересекают поверхность переключения S \ S123 трансверсально.
Точнее, если в момент t1 ∈

(
0;T (q0)

)
в точке (x1,y1,ϕ1,ψ1) пересечения некоторой оптимальной

траектории с поверхностью переключения Sij выполнено не только условие пересеченияψ1
i = ψ1

j ,
но и условие касания ϕ1

i = ϕ1
j , то по лемме 5.1 часть этой траектории при t ≥ t1 целиком ле-

жит в Aij . Поэтому такая оптимальная траектория счетное число раз пересекает поверхность S123

при t ∈ (t1,T (q0)). Итак, если оптимальная траектория не пересекается с S123 вплоть до момен-
та выхода в начало координат, то она обязана пересекать поверхности Sij с обеих сторон только
трансверсально. Таким образом, доказана
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(a) Трехзвенный цикл Z±. (b) Четырехзвенный цикл Qi (c) Шестизвенный цикл R±

Рисунок 5.1: Схематичное изображение периодических траекторий Z±, Qi и R± на сфереM+/g.

Лемма 5.2. Все периодические оптимальные траектории наM+/g системы (5.2) не пересекаю-
щие S123/g являются периодическими точками отображения Пуанкаре поверхности переключе-
ния на себя. Более того, каждая такая траектория в каждой точке пересечения с поверхностью
переключения4 Sij/g управления трансверсальна ей с обеих сторон.

Отметим, что отрезок траектории γ, соединяющий q иΦ(q) является гладкой кривой, а векторы
x(t), y(t), ϕ(t) и ψ(t) на траектории γ являются полиномами 2-ой, 1-ой, 3-ей и 4-ой степени по t
соответственно.

Поскольку действие g сохраняет траектории гамильтоновой системы (5.2), то при λ > 0 оно
коммутирует с отображением последования Пуанкаре Φ, и индуцирует отображение (S ∩M+)/g

в себя, которое мы будем обозначать так же: Φ : (S ∩M+)/g → (S ∩M+)/g.
Рассмотрим периодическую траекторию (цикл) наM+/g, имеющую k звеньев гладкости, т.е.

пересекающую поверхности Sij/g последовательно в точках z0, z1, ..., zk−1, zk = z0, где zi /∈ S123.
Такую траекторию можно найти из следующих очевидных соображений

Φ(z0) = z1, . . . ,Φ(zk−1) = z0 ⇔ Φk(z0) = z0.

Лемма 5.3 (см. [78]). НаM+/g существуют следующие периодические траектории:

(i) два трехзвенных цикла Z±. Управление на каждом из них чередует по очереди все вершины
треугольника Ω по часовой 1 → 2 → 3 → 1 и против часовой стрелки 1 → 3 → 2 → 1

соответственно.

(ii) три четырехзвенных цикла Qi, i = 1,2,3. Управление на Qi чередует все вершины треуголь-
ника Ω в следующем порядке: i→ j → i→ k → i, где j,k ̸= i.

(iii) два шестизвенных цикла R±. Управление на R+ чередует все вершины треугольника Ω в
следующем порядке: 1 → 2 → 3 → 1 → 2 → 3 → 1, а на R− в обратном порядке.

4Мы опять для удобства пишем Sij/g вместо (Sij \ 0)/g
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Доказательство. Сначала докажем пункт (i). Уравнение Φ3(z) = z, z ∈ S/g, решать в явном
виде неудобно, так как возникающие в результате полиномы имеют очень большую степень. Для
упрощения вычислений воспользуемся дискретной группой симметрий S3 оптимального синтеза,
описанной в параграфе 5.2. Пусть α = (123) ∈ S3. Найдем решение упрощенного уравнения

(
α ◦ Φ

)
(z) = z. (5.3)

Решение упрощенного уравнения очевидно будет решением исходно уравнения Φ3(z) = z, так
как α и Φ коммутируют.

Пусть прообраз z̃ ∈ π−1(z) имеет координаты z̃ = (x0,y0,ϕ
0,ψ0) и γ̃ есть траектория системы

(5.2) вM, выходящая из z̃, γ̃(0) = z̃. Опишем теперь переключения управления. Пусть в точке z̃
управление переключается с третьей вершины треугольника Ω на первую. Это означает, что

ψ0
1 = ψ0

3 < ψ0
2 и ϕ0

1 > ϕ0
3. (5.4)

Поскольку управление постоянно от точки z до точки Φ(z) и u0 = (u10,u
2
0,u

3
0) = (−2,1,1), то γ̃

имеет вид (до первого переключения управления)
y(t) = y0 + u0t

x(t) = x0 + y0t+
1
2
u0t

2

ϕ(t) = ϕ0 + x0t+
1
2
y0t

2 + 1
6
u0t

3

ψ(t) = ψ0 − ϕ0t− 1
2
x0t− 1

6
y0t

2 − 1
24
u0t

3

(5.5)

Если траектория γ̃ пересекает поверхность переключения управления в момент времени t0 >
0, то α

(
π(γ̃(t0))

)
= z, поскольку z удовлетворяет уравнению (5.3). Другими словами, существует

такое число λ0 > 0, что α(γ̃(t0)) = g(λ0)z̃. Последнее условие можно переписать с помощью (5.5)
в виде системы алгебраических уравнений, линейных по x0, y0, ϕ0 и ψ0, и полиномиальных по t0
и λ0. Решение этой системы определено не однозначно, а с точностью до действия g. Это связано
с тем, что точка z̃ ∈ π−1(z) определена тоже с точностью до действия g. Поэтому, без ограни-
чения общности, можем положить t0 = 1. Разрешая полученную систему относительно линейно
входящих x0, y0, ϕ0 и ψ0 и подставляя в равенство ψ0

1 = ψ0
3 из (5.4), получаем полиномиальное

уравнение на λ0:

PZ(λ0) = λ60 − 4λ40 − 7λ30 − 4λ20 + 1 = 0.

МетодомШтурма немедленно получаем, что полином PZ(λ0) имеет ровно 1 корень на промежут-
ке (0,1). Этому корню отвечает такая точка z, что выполняются неравенства (5.4). Таким образом,
на M+/g определена ровно одна периодическая траектория Z+. Вторая траектория Z− ∈ M+/g

получается из Z+ с помощью отражения (12) ∈ S3, или заменой цикла α = (123) на α−1 = (132).

Пункты (ii) и (iii) доказываются аналогично пункту (i). Для получения четырехзвенных циклов
наM+/g необходимо решать уравнение (β◦Φ2)(z) = z, где β ∈ S3 есть одна из трех транспозиций
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(12), (23) или (13) из S3. Описанный выше метод приводит к полиному

PQ(λ0) = 1 + 4λ0 + 60λ20 + 220λ30 − 607λ40 − 5080λ50 − 19 700λ60 − 73 944λ70−
−192 258λ80 − 416 272λ90 − 918 956λ100 − 1 609 184λ110 − 2 528 300λ120 −
−4 868 880λ130 − 5 019 696λ140 − 10 839 184λ150 − 8 659 545λ160 −
−18 568 404λ170 − 12 399 696λ180 − 27 180 572λ190 − 14 695 579λ200 −
−31 988 656λ210 − 16 556 344λ220 − 31 988 656λ230 − 14 695 579λ240 −
−27 180 572λ250 − 12 399 696λ260 − 18 568 404λ270 − 8 659 545λ280 −
−10 839 184λ290 − 5 019 696λ300 − 4 868 880λ310 − 2 528 300λ320 −
−1 609 184λ330 − 918 956λ340 − 416 272λ350 − 192 258λ360 − 73 944λ370 −
−19 700λ380 − 5080λ390 − 607λ400 + 220λ410 + 60λ420 + 4λ430 + λ440 = 0,

который имеет единственный корень на промежутке (0,1). Координаты точек z и Φ(z) удовлетво-
ряют неравенствам, аналогичным (5.4), и, следовательно, наM+/g определены три четырехзвен-
ных периодических траектории.

Для получения шестизвенных циклов наM+/g необходимо решать уравнение (α◦Φ2)(z) = z,
где α есть перестановка (123) или (132) из S3. В результате получаем

PR(λ0) = λ200 − 12λ190 + 30λ180 + 66λ170 − 117λ160 − 504λ150 − 207λ140 +

+942λ130 + 1271λ120 − 390λ110 − 1599λ100 − 390λ90 + 1271λ80 + 942λ70−
−207λ60 − 504λ50 − 117λ40 + 66λ30 + 30λ20 − 12λ0 + 1 = 0.

Этот полином тоже имеет единственный корень на промежутке (0,1), а координаты точек z и
Φ(z) удовлетворяют неравенствам, аналогичным (5.4), и, следовательно, на M+/g определены
две шестизвенных периодических траектории.

Полиномы PZ , PQ и PR получились возвратными, так как примененный метод фактически
позволял находить автомодельные траектории на M без учета условия λ0 < 1. Осталось лишь
сказать, что отображение g(−1) переводит любую автомодельную траекторию на M в автомо-
дельную, но меняет направление течения времени, поэтому λ0 переходит в 1

λ0
.

5.5 Поведение оптимальных траекторий в окрестности периодических
траекторий

Мы покажем, что почти все оптимальные траектории задачи (5.1) в обратном времени при-
тягиваются к одному из двух найденных в предыдущем параграфе трехзвенных циклов Z±, а в
прямом времени выходят за конечное время со счетным числом переключений на один из трех
двугривенных циклов Zij . Выражение «почти все» означает, что наM/g определено множество
точек X полной лебеговой меры, удовлетворяющих описанным свойствам. Циклы Qi и R± не
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лежат в множествеX . Более того, существует счетное число периодических траекторий не лежа-
щих вX , само множество (M/g) \X имеет нецелую размерность, а поведение траекторий на нем
является хаотическим.

Чтобы получить эти результаты, необходимо воспользоваться результатами статьи [78]. В
этом параграфе будут описаны полученные в [78] результаты и снабжены необходимыми пояс-
нениями.

Начнем с изучения поведения оптимальных траекторий в окрестности циклов Z± и Zij . Най-
денные в предыдущем параграфе циклы Z± оказываются отталкивающими на сфереM/g. Дадим
точную формулировку этого утверждения. Рассмотрим отображение ПуанкареΦ поверхности пе-
реключения на себя. Каждый из циклов Z± пересекает поверхность переключения в трех точках
z±i , i = 1,2,3, и каждая из этих точек является неподвижной точкой отображения Φ3. В статье [78]
вычислены в явном виде собственные значения дифференциала отображения Φ3 в точках z±i (эти
числа конечно не зависят от выбора точки z±i ) и все эти числа по модулю строго больше 1. По-
этому любая (оптимальная) траектория, оказавшись в окрестности Z±, при движении в попятном
времени будет наM+/g приближаться к одному из циклов Z±. Отметим, что это не доказывает,
вообще говоря, что почти любая траектория наM/g в попятном времени стремится к Z±.

Поведение оптимальных траекторий в окрестности циклов Zij устроено совершенно иным об-
разом. Как уже отмечалось выше, каждый двузвенный цикл Zij состоит из двух частей Zn

ij и Zs
ij .

Управление на интервале Zn
ij не особое и находится в k-ой вершине треугольника Ω, k ̸= i,j.

Управление на интервале Zs
ij является особым по противоположному ребру (ij) и находится в его

середине.

Рассмотрим точку (x0,y0) ∈ M на Aij , т.е. x0,y0 ∈ Aij . По лемме 5.1, π(x0,y0) ∈ Zij . Предпо-
ложим сначала, что точка (x0,y0) не является точкой переключения и π(x0,y0) лежит на Zn

ij , т.е.
управление – это k-ая вершина треугольникаΩ, k ̸= i,j. Тогда, если точка (x1,y1) ∈M достаточна
близка к (x0,y0), то точкаE(x1,y1) близка кE(x0,y0) по теореме 3.2, и, следовательно, управление
на оптимальной траектории, начинающейся в (x1,y1) в течении некоторого промежутка времени
совпадает с неособым управлением на Zn

ij .
Предположим теперь, что π(x0,y0) лежит на Zs

ij , и, следовательно, оптимальное управление
на Zs

ij является серединой ребра (ij) треугольника Ω. Положим (ϕ0,ψ0) = E(x0,y0). Тогда ψ0
i =

ψ0
j > ψ0

k. Если точка (x1,y1) лежит в окрестности (x0,y0), (ϕ1,ψ1) = E(x1,y1) и ψ1
i ̸= ψ1

j , то в силу
непрерывности отображения E управление на оптимальной траектории, проходящей через точку
x1,y1, должно быть либо i-ой, либо j-ой вершиной треугольника Ω.

Более того, в [78] показано, что существует такая окрестность V интервала Zs
ij в M+/g, что

оптимальная траектория, проходящая через любую точку (x1,y1), образ которой π(x1,y1) лежит
в V , за конечное время, не покидая π−1(V ), выходит на π−1(Zs

ij). Оптимальное управление при
этом совершает счетное число переключений между i-ой и j-ой вершинами треугольника Ω. Этот
процесс аналогичен чаттеринг режиму в одномерной задаче Фуллера с той лишь разницей, что
в качестве отрезка допустимых управлений выступает ребро (ij) треугольника Ω. Подробное до-
казательство этого факта, а также точные аналитические формулы, описывающие этот процесс
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можно найти в [78]. Более того, в [78] показано, что наM+/g у каждого цикла Zij существует та-
кая окрестность, что любая траектория, оказавшись в этой окрестности, не покидает ее и попадает
со счетным числом переключений на Zij

5.6 Формулировка первой теоремы о хаотичном поведении траекторий в
модельной задаче

Мы начнем с формулировки теоремы о хаотичном поведении оптимальных траекторий в экс-
тремальной задаче (5.1), снабдив ее всеми необходимыми пояснениями. Первые три пункта тео-
ремы описывают исследуемое множество точекΞ наM+, сотканное из траекторий гамильтоновой
системы (5.2), а в последнем пункте теоремы описана хаотическая динамика траекторий на этом
множестве. Множество Ξ является аналогом множества неблуждающих траекторий, естествен-
ным для интегральных воронок.

Так как флаг глобальных порядков (по определению 2.4) единственной особой траектории
x = y = ϕ = ψ = u = 0 в задаче (5.1) есть (0,0,2,0 . . .), то по теореме 2.4 любая траектория из
множества Ξ пересекает стратифицированное многообразие S = S12 ∪ S13 ∪ S23 разрыва правой
части системы (5.2) счетное (бесконечное) число раз. Поэтому хаотическая динамика поведения
этих траекторий описана в теореме 5.1 в терминах последовательности пересечения страт Sij . А
именно, последовательность пересечения страт кодируется с помощью пространства Σ01 беско-
нечных в обе стороны слов из 0 и 1, снабженного стандартной топологией прямого произведения.
Пространство Σ01 гомеоморфно подкове Смейла. Через l : Σ01 → Σ01 обозначена топологическая
цепь Маркова бернуллиевского сдвига, т.е. l – отображение, сдвигающее каждое слово на одну
позицию влево.

Теорема 5.1. Существуеттакое число ε > 0, что если углытреугольникаΩ в задаче (5.1) отлича-
ются от π/3 не более чем на ε и расстояние от центра Ω до начала координат5 не превосходит
ε diamΩ, то в расширенном фазовом пространстве M = T ∗M = {(x,y,ϕ,ψ)} гамильтоновой
системы (5.2) определено множество точек Ξ, обладающее следующими свойствами:

(I) Для любой точки z ∈ Ξ определено такое время T (z) < ∞, что траектория X(t,z)

гамильтоновой системы (5.2), проходящая через z, существует и единственная при t ∈
[−∞;T (z)]. Более того, траектория X(t,z) попадает в начало координат за время T (z),
X(T (z),z) = 0.

(II) Множество Ξ соткано из траекторий гамильтоновой системы (5.2) и инвариантно отно-
сительно нее в следующем смысле: если z ∈ Ξ, тоX(t,z) лежит вΞ при всех t ∈ [−∞;T (z)).

5В качестве центра треугольникаΩ можно выбрать, например, любую из точек пересечения высот, биссектрис,
медиан или серединных перпендикуляров, поскольку треугольник Ω близок к правильному и расстояния между ними
не превосходят εCdiamΩ, для некоторого фиксированного C > 0.
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(III) Проекция траектории X(t,z) на фазовое пространствоM , продолженная 0 при t > T (z),
является оптимальной при любом z ∈ Ξ (то есть Ξ ⊂M+). Более того, траекторияX(t,z)

пересекает поверхность переключения S счетное (бесконечное) число раз в моменты . . . <
t−1 < t0 < t1 < t2 . . . < T (z), X(tk,z) ∈ S и t0 ≤ 0 < t1, причем tk → T (z) при k → +∞ и
tk → −∞ при k → −∞.

(IV) Рассмотрим динамическую систему Φ : Ξ ∩ S → Ξ ∩ S , переводящую точку z ∈ Ξ на S
в точку следующего пересечения траектории X(t,z) с S, т.е. Φ(z) = X(t1,z). Существу-
ет такое натуральное n > 0 (одинаковое для всех треугольников Ω), что отображение
Φn полусопряжено с топологической марковской цепью бернуллиевского сдвига на несвяз-
ном объединении двух экземпляров подковы Смейла. Другими словами, существует такое

непрерывное сюрьективное отображение Ψ01 из Ξ∩S в пространство
2⊔
Σ01, что следую-

щая диаграмма коммутативна:

Ξ ∩ S Ξ ∩ S

2⊔
Σ01

2⊔
Σ01

Φn

Ψ01Ψ01

l

где l обозначает сдвиг влево на каждом экземпляре Σ01.

5.7 Раздутие особенности в вершине интегральной воронки

Для доказательства теоремы 5.1 нам потребуется произвести модифицированную процедуру
раздутия начала координат (см. пример 3.2). С топологической точки зрения это означает вкле-
ивание сферы S7 в начало координат. При построении процедуры раздутия мы никак не будем
использовать тот факт, что Ω является треугольником – подойдет любой выпуклое компактное
множество, лишь бы 0 ∈ IntΩ (т.е. должны выполняться условия теоремы 3.1).

Однако отметим, что оптимальные траектории задачи (5.1) попадают в начало координат за
конечное время, поэтому после раздутия начала координат векторное поле (5.2) будет бесконечно
расти при приближении ко вклеенной сфере.

Определение 5.4. Раздутием особенности в начале координат мы будем называть отображение
B устроенное следующим образом:

B : (x,y,ϕ,ψ) 7→ (µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃),

где µ ∈ R+, а x̃ ∈ R2,ỹ ∈ R2,ϕ̃ ∈ R2 и ψ̃ ∈ R2 лежат на многообразии

C0 =
{
|ỹ|24 + |x̃|12 + |ϕ̃|8 + |ψ̃|6 = 1

}
⊂ R8. (5.6)
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Отображение B задается следующими формулами:

ỹ = y/µ, x̃ = x/µ2, ϕ̃ = ϕ/µ3 и ψ̃ = ψ/µ4, (5.7)

где

µ =
(
|y|24 + |x|12 + |ϕ|8 + |ψ|6

) 1
24 . (5.8)

Перенесем действие g группы R+ на цилиндр (µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) естественным образом так, чтобы
отображение B было эквивариантным относительно действия g:

B ◦ g(λ) def
== g(λ) ◦B =⇒ g(λ)

(
µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃

)
= (λµ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) ∀λ > 0.

Мы задали процедуру раздутия особенности системы (5.2) в начале координат именно форму-
лами (5.7,5.8), потому что в этом случае действие g группы R+ записывается в наиболее простом
виде.

Определение 5.5. Через C будем обозначать цилиндр C0 × {µ ∈ R} над C0. Само многообразие
C0 будем отождествлять с нулевым сечением: C0 = C ∩ {µ = 0}. Поверхности переключения Sij
мы продолжим на C0 естественным образом. Под вертикальным направлением будет пониматься
направление по вектору ∂

∂µ
.

Лемма 5.4. Отображение раздутия B есть диффеоморфизмM\ 0 на C ∩ {µ > 0}.

Доказательство. Легко видеть из формул (5.7,5.8), что отображениеB корректно определено на
M\0, и биективно отображаетM\0 на C∩{µ > 0}. Более того, отображениеB является гладким
наM\ 0.

Покажем, что дифференциал dB невырожден в точках сферы {|y|24 + |x|12 + |ϕ|8 + |ψ|6 =

1} = B−1{µ = 1}. В остальных точках невырожденность dB следует из эквивариантности B

относительно действия g. Ограничение отображения B на сферу B−1{µ = 1} является диффео-
морфизмом согласно (5.7), и, значит, ограничение дифференциала dB|TzB−1{µ=1} невырождено в
любой точке z ∈ B−1{µ = 1}. С другой стороны если z ∈ M \ 0, то

d

dλ

(
B(g(λ)z)

)∣∣
λ=1

= µ
∂

∂µ

∣∣
B(z)

∈ TB(z)C.

Если z ∈ B−1{µ = 1}, то касательный вектор ∂
∂µ

∣∣
B(z)

не лежит в касательном пространстве T (C ∩
{µ = 1}). Поэтому отображение dB|z является сюрьективным, и, следовательно невырождено.

Отметим, что формально отображение B−1 определено только на C ∩ {µ > 0}, однако мы
доопределим его естественным образом на C ∩ {µ < 0} теми же формулами:

B−1 : (µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) 7→ (x,y,ϕ,ψ), где y = µỹ, x = µ2x̃, ϕ = µ3ϕ̃, ψ = µ4ψ̃
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В этом случае B−1 становится тривиальным двулистным накрытием C \ C0 надM\ 0.
Если множество Ω является треугольником, то на цилиндре C определена поверхность пе-

реключения S̃ . А именно, обозначим через S̃ij замыкание множества тех точек из C, которые
при отображении B−1 переходят в Sij . Другими словами множество S̃ij состоит из таких точек
(µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃), что argmaxu∈Ω

⟨
ψ̃,u
⟩
содержит (ij) ребро треугольника Ω. Положим также S̃123 =

S̃12 ∩ S̃23 ∩ S̃13 и S̃ = S̃12 ∪ S̃23 ∪ S̃13. Для упрощения записи мы будем опускать знак волны над
S̃ij , S̃123 и S̃ , так как это никогда не приводит к путанице.

5.8 Перепараметризация времени

Разрывное векторное поле в правой части системы (5.2) записывается в координатах
(µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) следующим образом (треугольник Ω не обязан быть правильным):



µ̇ = Υ(x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃,u) = 1
24

(
24|ỹ|22

⟨
ỹ,u
⟩
+ 12|x̃|10

⟨
x̃,ỹ
⟩
+ 8|ϕ̃|6

⟨
ϕ̃,x̃
⟩
− 6|ψ̃|4

⟨
ψ̃,ϕ̃
⟩)

˙̃
ψ = 1

µ

(
−ϕ̃− 4Υψ̃

)
;

˙̃
ϕ = 1

µ

(
x̃− 3Υϕ̃

)
;

˙̃x = 1
µ

(
ỹ − 2Υx̃

)
;

˙̃y = 1
µ

(
u−Υỹ

)
;⟨

ψ̃,u
⟩
→ max

u∈Ω

(5.9)

Решение систем (5.9) и (5.2) определяется классическим образом по Филиппову (см. [62]) как
решение системы ОДУ с разрывной правой частью.

Обозначим векторное поле на C ∩ {µ > 0} в правой части (5.9) через ξ. Формально поле ξ
определено при µ > 0, однако мы его продолжим теми же формулами на нижнюю половину
цилиндра C ∩ {µ < 0}. В этом случае отображение B−1 отображает поле ξ в векторное поле
системы (5.2) и при µ > 0 и при µ < 0.

Отметим, что при µ→ 0 поле ξ растет как 1
µ
. Однако, поле µξ уже может быть продолжено на

сечение цилиндра C0 = C ∩ {µ = 0} во всех точках, в которых ковектор ψ̃ не перпендикулярен ни
одному из ребер треугольника Ω. Траектории поля µξ либо не пересекают сечение C0 либо лежат
в нем, так как вдоль поля µξ имеем µ̇ = µΥ и Υ не зависит от µ. Более того, компоненты поля
µξ, отвечающие переменным (x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) не зависят от µ. Поэтому любая траектория поля µξ на C0
может быть единственным образом поднята на C ∩ {µ ̸= 0} при задании значения µ в начальный
момент времени и наоборот.

Таким образом, интегральные кривые полей ξ и µξ совпадают на C∩{µ ̸= 0}, отличается лишь
скорость движения по ним. Если обозначить через s параметр времени движения по траектории
поля µξ, то s и t связаны соотношением

ds =
1

µ
dt.
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Параметр s движения по траектории оказывается удобен тем, что оптимальные траектории
легко отслеживаются по стремлению к сечению C0 благодаря следующим двум леммам. В первой
лемме доказано, что функция µ(s) экспоненциально быстро стремится к 0 на любой оптимальной
траектории, а во второй доказано достаточное условие оптимальности в терминах стремления к 0
функции µ(s).

Лемма 5.5. Рассмотрим образ оптимальной траектории
(
x̂(t,q0), ŷ(t,q0), ϕ̂(t,q0), ψ̂(t,q0)

)
на C ∩

{µ > 0} при t < T (q0) под действием отображения B. Зафиксируем моменты времени t0 =

t(s0) < T (q0) и t1 = t(s1) < T (q0). Тогда для некоторых положительных констант γ1 и γ2
(независящих от выбора траектории и времен t0 и t1) выполнено

D1µ0e
−γ1(s1−s0) ≤ µ1 ≤ D2µ0e

−γ2(s1−s0),

где µk = µ
(
x̂(tk,q0),ŷ(tk,q0),ϕ̂(tk,q0),ψ̂(tk,q0)

)
, k = 0,1, а D1 =

1
D2

= γ2
γ1
.

Доказательство. Обозначим µ(t) = µ
(
x̂(t,q0),ŷ(t,q0),ϕ̂(t,q0),ψ̂(t,q0)

)
. Из оценок на T (q0), полу-

ченных в теореме 3.1, немедленно следует, что существуют такие γ1 > 0 и γ2 > 0, что для любой
начальной точки q0 на оптимальной траектории выполнено

γ2
(
T (q0)− t

)
≤ µ(t) ≤ γ1

(
T (q0)− t

)
. (5.10)

Поэтому

s1 − s0 =

t1∫
t0

1

µ(t)
dt

≤ 1
γ2
ln T (q0)−t0

T (q0)−t1 ;

≥ 1
γ1
ln T (q0)−t0

T (q0)−t1 .

Следовательно,

e−γ1(s1−s0) ≤ T (q0)− t1
T (q0)− t0

≤ e−γ2(s1−s0).

Для получения заявленных в условии леммы неравенств осталось еще раз воспользоваться
оценками (5.10).

Следствие 5.1. На оптимальной траектории при t→ T (q0)− 0 выполнено µ→ +0 и s→ +∞.

Лемма 5.6. Рассмотрим z̃(s), s ∈ R – траекторию поля µξ на верхней половине цилиндра C∩{µ >
0}. Если µ(s) → 0 при s→ +∞, то

T =

∫ +∞

0

µ(s)ds <∞,

и на траектории z̃(s) выполнено s(t) → +∞ при t → T − 0 и s(t) → −∞ при t → −∞. Более
того, траектория B−1

(
z̃(s(t))

)
лежит в M+ и является оптимальной, если ее продолжить 0

при t ≥ T .
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Доказательство. Так как dt = µds, то на траектории z̃(s) выполнено

t =

∫ s

0

µ(σ)dσ

В силу положительности µ(s) получаем, что t→ T − 0 тогда и только тогда, когда s→ +∞.
Рассмотрим теперь траекторию z(t) = B−1

(
z̃(s(t))

)
, определенную при t < T . Согласно (5.8)

получаем, что x,y,ϕ,ψ → 0 при t → T − 0. Если T < ∞, продолжим траекторию z(t) при t ≥ T

нулем. Таким образом, z(t) → 0 при t → +∞, независимо от конечности T . Так как траекто-
рия z(t) является траекторией гамильтоновой системы (5.2) то, по теореме 3.3 она обязана быть
оптимальной. Следовательно, на самом деле, по теореме 3.1 траектория z(t) попадает в начало
координат за конечное время и случай T = ∞ не возможен.

По теореме 3.1 время достижения начала координат на оптимальной траектории оценивается
сверху через расстояние до начала координат. Следовательно, существует окрестность 0 в M в
которую не заходит оптимальная траектория z(t) при t < 0. Поэтому функция µ(s) отделена от
нуля при s < 0, и, следовательно,

∫ −∞
0

µ(s)ds = −∞, то есть t(s) → −∞ при s→ −∞.

Замечание 5.3. Отметим, что сечение C0 может быть отождествлено с фактор-пространством
(M\ 0)/g, а траектории поля µξ могут рассматриваться как образы траекторий системы (5.2) при
естественном проектировании (M\0) → (M\0)/g. Однако конкретная реализация (M\0)/g как
сечения C0 дает принципиальные улучшения: она дает систему ОДУ поля µξ на всем цилиндре C,
равномерное стремление к C0 оптимальных траекторий и возможность определения оптимально-
сти траектории за счет лемм 5.5 и 5.6.

5.9 Грубость автомодельных траекторий

В этом параграфе мы рассмотрим изменения, которые претерпевает гамильтонова система
(5.2) при замене треугольника Ω на близкий треугольник Ω′.

Итак, пусть каждая вершина треугольникаΩ′ находится в ε-окрестности соответствующей вер-
шины треугольника Ω, а ε > 0 достаточно мало. Тогда 0 ∈ IntΩ′ и Ω′ является допустимым тре-
угольником в задаче (5.1). Все описанные ранее объекты, отвечающие системе (5.2) с треугольни-
ком Ω′ мы будем снабжать штрихами. Например поле (5.9), отвечающее треугольнику Ω′ будем
обозначать через ξ′.

Поскольку при любых i ̸= j ребра (ij) и (ij)′ треугольников Ω и Ω′ близки, то гиперплос-
кости переключения Sij и S ′

ij образуют в M угол αij , близкий к нулевому. Поэтому, когда нам
потребуется говорить о близости отображений, заданных на Sij и S ′

ij , мы будем отождествлять
гиперплоскости Sij и S ′

ij с помощью отображения pr, устроенного следующим образом:

pr(x,y,ϕ,ψ) = (x,y,ϕ,Oαij
ψ) ∈ S ′

ij, где (x,y,ϕ,ψ) ∈ Sij,
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а Oαij
∈ SO(2,R) обозначает поворот в плоскости на угол αij . Отображение pr коммутирует с

действием g группы R+ и гладко продолжается на пересечение с нулевым сечением Sij ∩ C0.

Лемма 5.7. Предположим, что на C0 некотораятраектория поляµξ стреугольникомΩ пересека-
ет последовательно поверхности Sij ∩C0 и Sjk∩C0 в точкахA иB соответственно,A,B /∈ S123,
и эти пересечения трансверсальны6 (возможно k = i, но j ̸= i,k). Тогда для любых r ∈ N и
α > 0 найдется такое ε > 0, что если каждая вершина некоторого треугольника Ω′ находится
в ε окрестности соответствующей вершины треугольника Ω, то отображения последования
Пуанкаре Φ и Φ′ полей µξ и µξ′ являются α-близкими диффеоморфизмами окрестностей A и
A′ = prA в метрике Cr.

Доказательство. Для того, чтобы работать в окрестностях Sij и Sjk мы продолжим поле µξ глад-
ким образом в их окрестность, например, выбросив в (5.9) последнее условие, заменив управление
u на постоянное в j-ой вершине Ω. Полученное поле обозначим через µξ̃. Проделав аналогичную
процедуру для треугольника Ω′ получим поле µξ̃′.

В силу замкнутости поверхностей переключения и трансверсальности поля µξ к Sij и Sjk в
точках A и B, любая траектория, начинающаяся на Sij в окрестности A в первый раз пересечет
S в окрестности точки B. Поэтому можно заменить поле µξ полем µξ̃. При этом интересующие
нас траектории, идущие без переключений из окрестности A на Sij в окрестность B на Sjk, не
изменятся. Аналогичное утверждение верно при замене поля µξ′ полем µξ̃′.

Поскольку поля µξ̃ и µξ̃′ являются гладкими, то утверждение леммы немедленно следует из
трансверсальности поля µξ̃ в точках A и B поверхностям Sij и Sjk соответственно.

Любой траектории z(t) системы (5.2) мы можем поставить в соответствие ее образ π(z(t))
на C0 = M/g при канонической проекции π : M → M/g. Явно этот образ можно найти так:
отправить траекторию z(t) в цилиндр C с помощью отображения B и отбросить координату µ.
При этом автомодельные траектории перейдут в периодические траектории поля µξ на C0.

В этом параграфе мы изучим грубые периодические траектории на C0. Полученные результаты
мы будем применять к найденным в лемме 5.3 шестизвенным циклам R±.

Определение 5.6. Мы будем называть оптимальную автомодельную траекторию z(t) системы
(5.2) грубой, если она не является полуособой траекторией, она не пересекается с S123, а ее образ
π(z(t)) на C0 является грубой периодической траекторией, то есть (i) состоит из конечного чис-
ла гладких участков (звеньев), трансверсальных S; (ii) дифференциал соответствующей степени
отображения последования Пуанкаре Φ/g в точках π(z(t)) ∩ S не имеет единичных собственных
значений.

Предыдущее определение корректно, в том смысле, что отображение последования Пуанкаре
вдоль такой периодической траектории является гладким диффеоморфизмом, в силу лемм 5.2 и

6Трансверсальность в данном случаеформально можно пониматьтак: скорость слева вточкеAтрансверсальна
Sij а скорость справа в точке B трансверсальна Sjk. Хотя на самом деле, скачок поля µξ, например, в точке A (или
в B) на гиперповерхности Sij (соответственно Sjk) является тангенциальным к этой поверхности. Поэтому для
определения трансверсальности не имеет значения, с какой стороны брать предел скоростей.
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5.7. Оказывается, что грубые автомодельные оптимальные траектории не могут разрушаться при
малом изменении треугольника Ω:

Лемма 5.8. Пусть z(t) ∈ M – некоторая грубая оптимальная автомодельная траектория зада-
чи (5.1). Тогда для любых r ∈ N и α > 0 найдется такое число ε > 0, что если каждая вершина
некоторого треугольника Ω′ находятся в ε окрестности соответствующей вершины треуголь-
ника Ω, то для задачи (5.1) с треугольником Ω′ найдется (и при том единственная) такая грубая
оптимальная автомодельная траектория z′(t), что периодические траектории π(z(t)) и π(z′(t))
α-близки в метрикеC0, а отображения последования Пуанкаре на цилиндре C вдоль обеих систем
(5.2) с треугольниками Ω и Ω′ в точках траекторий π(z(t)) и π(z′(t)) α-близки в метрике Cr.

Доказательство. Рассмотрим периодическую траекторию z̃(s) поля µξ, являющуюся вертикаль-
ной проекцией образаB(z(t)) на C0. Пусть s0 такой момент времени, что траектория z̃(s) является
гладкой в окрестности s = s0, а L ∋ z̃(s0) – малая гладкая площадка коразмерности 1 в C, транс-
версальная z̃(s). Так как ˙̃z(s) ∈ Tz̃(s)C0, то площадка L также трансверсальна C0. Обозначим через
Φ̂ отображение последованияПуанкаре Φ̂ : L→ L вдоль траекторий поля µξ. Точка z̃(s0) является
неподвижной точкой отображения Φ̂.

Пусть также s1 < . . . < sm – все точки негладкости траектории z̃(s) и они пронумерова-
ны так, что s1 – первая точка негладкости после s0. Обозначим через Ll – пересечение малой
δ-окрестности точки z̃(sl) с соответствующей поверхностью разрыва Sij поля µξ. Тогда отобра-
жение последования Пуанкаре Φ̂ : L→ L есть композиция отображений последования

Φ̂ : L
Φ0−→ L1

Φ1−→ L2
Φ2−→ . . .

Φm−1−−−→ Lm
Φm−−→ L.

Из этой схемы и леммы 5.7 вытекает, что отображение Φ̂ является гладким диффеоморфизмом.
Обозначим через Φ̃ – ограничение Φ̂ на C0. По определению грубости автомодельной траекто-

рии z(t) дифференциал dΦ̃ в точке z̃(s0) является грубым, то есть не имеет единичных собствен-
ных значений. Отображение Φ̂ явно выражается через Φ̃ следующим образом

Φ̂(µ,x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃) = (λ0µ,Φ̃(x̃,ỹ,ϕ̃,ψ̃)), (5.11)

где λ0 из определения автомодельности 5.2. Поэтому дифференциал dΦ̂|z(s0) по сравнению с
dΦ̃|z(s0) содержит одно дополнительное собственное значение λ0. В силу оптимальности z(t) име-
ем 0 < λ0 < 1 (см. замечание 5.2). Таким образом dΦ̂|z(s0) является грубым.

Опишем теперь как изменяется отображение Φ̂ при замене треугольника Ω на близкий тре-
угольник Ω′. Рассмотрим поле µξ′ полученное на C из системы (5.2) с треугольником Ω′. Тре-
угольники Ω и Ω′ можно считать настолько близкими, что отображения Φk и Φ′

k достаточно близ-
ки в метрике Cr, и, следовательно достаточно близки и отображения Φ̂ и Φ̂′. Поскольку точка
z(s0) ∈ L является грубой неподвижной точкой отображения Φ̂, то она не разрушается при малом
шевелении Φ̂ в C1 метрике (см. [15], например, предл. 1.1.4).
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Добавим еще, что если треугольникΩ сжать в λ > 0 раз, то, после растяжения всех координат в
λ раз, траектории системы (5.2) не изменятся – изменится лишь в λ раз скорость движения по ним.
Поворот треугольника Ω вокруг начала координат приводит к повороту всего оптимального син-
теза на тот же угол. Поэтому условие предыдущей леммы можно переформулировать в терминах
близости углов и центров треугольников Ω и Ω′ (как это сделано для правильного треугольника в
формулировке теоремы 5.1).

5.10 Гомоклиническая траектория на нулевом сечении цилиндра C

В данном параграфе мы построим гомоклиничекую траекторию в раздутой системе (5.9) для
случая, когда треугольник Ω является правильным и покажем, что она не разрушается при малом
шевелении треугольника Ω.

Итак, пусть Ω – правильный треугольник с центром в начале координат. В работе [78] по-
казано, что автомодельные траектории Z±, Qi и R± найденные в лемме 5.3 являются грубыми
(см. [78], утверждения 6.3, 6.4 и 6.5). Более того, показано, что цикл Z± является отталкивающим
(точнее все собственные значения dΦ̃ вещественны и по модулю строго больше 1), а циклы Qi и
R± являются гиперболическими (точнее ровно одно собственное значение dΦ̃ по модулю стро-
го меньше 1, а остальные – больше). Таким образом, если треугольник Ω близок к правильному
и его центр близок к началу координат, то по лемме 5.8 для системы (5.2) на C0 по-прежнему
определены циклы, близкие к Z±, Qi и R± (которые мы будем обозначать также). Также близки
отображения последования Пуанкаре вдоль этих циклов.

Таким образом, в окрестности каждой точки Qi ∩ S и R± ∩ S на S ∩ C0 определено одномер-
ное гладкое устойчивое многообразие и пятимерное гладкое неустойчивое многообразие отоб-
ражения последования Пуанкаре Φ̃ : S → S . Действительно, Φ̃ : S → S является гладким в
окрестности точекQi∩S иR±∩S по лемме 5.7. Однако, вообще говоря, отображение Φ̃ является
разрывным на S. Более того, если продолжать одномерное устойчивое многообразие Φ̃ за преде-
лы окрестностей точек Qi ∩ S и R± ∩ S , оно неизбежно натыкается на поверхность разрыва Φ̃.
Тем не менее верна следующая

Лемма 5.9. Предположим, что треугольник Ω достаточно близок к правильному треугольни-
ку с центром в начале координат. Тогда существует такая гомоклиническая точка z0 ∈ C0 на
поверхности разрыва S , что итерации Φ̃n(z0) стремятся к шестизвенному циклу R+ ∩ S при
n → ±∞ (см. рис. 5.2). Более того, для любой достаточно малой ε-окрестности V ⊂ C0 точек
R+ ∩ S найдется такая δ-окрестность W ⊂ C0 точки z0 и целые числа m > 0 и l < 0, что (i)
образы Φ̃m(W ) и Φ̃l(W ) содержатся в одной связной компоненте V ; (ii) отображения Φ̃m и Φ̃l

являются диффеоморфизмами в ограничении на W ; и (iii) образ устойчивого многообразия пе-
риодической орбиты R+ ∩ S в области Φ̃m(W ) при отображении Φ̃−m и образ неустойчивого
многообразия в Φ̃l(W ) при отображении Φ̃−l пересекаются в гомоклинической точке z0, и это
пересечение трансверсально.
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Аналогичное утверждение выполнено для орбиты R− ∩ S .

Рисунок 5.2: Схематичное изображение результатов леммы 5.9.

Доказательство. Ввиду вышесказанного, достаточно показать существование трансверсальной
гомоклинической точки z0 для случая правильного треугольника Ω и убедиться в том, что траек-
тория, на которой она лежит, отделена от поверхности разрыва S123. Оба условия были проверены
посредством численного анализа системы (5.9) для случая правильного треугольника.

ПустьH5 ⊂ C0 ∩S — пятимерное неустойчивое многообразие отображения Φ̃6 в окрестности
некоторой точки переключения z̃(s0) цикла R+, а H0

5 — компонента связности множества H5 \
S123, в которой лежит точка z̃(s0). Тогда ограничение Φ̃−6|H0

5
будет гладким, Φ̃−6[H0

5 ] ⊂ H0
5 , и

z̃(s0) ∈ H0
5 будет единственной неподвижной точкой и аттрактором отображения Φ̃−6.

Обозначим через σ0,σ1, . . . ,σ6 = σ0 одномерные устойчивые многообразия отображения Φ̃6,
исходящие из точек переключения z̃(s0),z̃(s1), . . . ,z̃(s6) = z̃(s0) цикла R+ соответственно. От-
метим, что отображение Φ̃ переводит кривую σk в кривую σk+1, одновременно прижимая образ
к точке переключения z̃(sk+1). Множество траекторий системы (5.9), проходящие через кривые
σk, образуют некоторую цилидрическую 2-мерную поверхность Σ, содержащую периодическую
траекторию R+. Кривые σk являются подмножеством пересечения Σ ∩ S .

Рассмотрим поведение кривой σk в случае, когда она натыкается на поверхность разрыва S123

отображения Φ̃. Напомним, что S123 является пересечением трех страт S12,S13,S23 поверхности
переключения S . Если траектории системы (5.9) пересекают поверхность переключения S транс-
версально в некоторой точке z ∈ S123, то в окрестности этой точки они претерпевают одно пере-
ключение по одну сторону от S123, и два последовательных переключения по другую сторону. Эта
ситуация схематически изображена на рис.5.3a. Поэтому при пересечении поверхности кривая σk
либо разветвляется на две ветки, либо две ветки сливаются в одну. Получаемая сетка кривых по-
прежнему лежит на цилиндрической поверхности Σ и является ее пересечением с S. Отметим,
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(a) Поведение траекторий в окрестности S123 (b) Цилиндрическая поверхность Σ, кривые σk,
гомоклиническая точка z0 и проходящая через

z0 траектория системы (13)

Рисунок 5.3: Схематичное изображение кривых σk.

что прообразы точек ветвления при отображении Φ̃ являются точками излома кривых, из кото-
рых состоит множество Σ ∩ S .

Прослеживая кривые σk по направлению от точек переключения z̃(sk) циклаR+, мы находим,
что кривые σk с нечетным индексом k проходят через точку ветвления, а кривые σk с четным
индексом k — через точку излома, которая является прообразом вышеназванных точек ветвле-
ния. Пройдя точку излома, кривая σ0 трансверсально пересекает многообразие H0

5 , таким обра-
зом определяя искомую гомоклиническую точку z0. Данная ситуация схематически изображена на
рис.5.3b. На рисунке изображена цилиндрическая поверхностьΣ. При этом следует отождествить
верх и низ рисунка. Цветами закодировано управление u в системе (13), принимающее значения
в вершинах правильного треугольника Ω. Периодическая траектория R+ соответствует жирной
вертикальной кривой, ветки σk — горизонтальным жирным кривым. Тонкая линия обозначает
траекторию, проходящую через точку z0, штрихованные линии символизируют отождествление
точек на этой траектории на кривых σ0 и σ6. Периодичность всей картины есть следствие инва-
риантности периодической траектории R+ по отношению к циклической перестановке порядка 3
группы симметрии S3.

Из вышесказанного ясно, что числа m,l можно, например, положить равными m = 7 и l = 0.
Более того, ясно, что траектория, проходящая через z0, отделена от поверхности разрыва S123.

Для цикла R− доказательство аналогичное.

Отметим, что окрестность W в лемме 5.9 можно заменить на любую сколь угодно малую
окрестность точки z0 в ней содержащуюся.
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5.11 Завершение доказательства первой теоремы о хаотичности

Хорошо известно, что трансверсальная гомоклиническая точка генерирует подкову в окрест-
ности периодической точки. В нашей ситуации отображение последования формально не являет-
ся гладким, но лемма 5.9 позволяет полностью игнорировать разрывы отображения Пуанкаре и
напрямую воспользоваться классической теоремой о том, что трансверсальная гомоклиническая
точка генерирует подкову в любой сколь угодно малой окрестности периодической точки.

Доказательство теоремы 5.1. Мы начнем с построения множества Ξ. Для этого необходимо пе-
ренести подкову в окрестности 6-периодической точкиR+∩S отображения Φ̃ из нулевого сечения
C0 на весь цилиндр C и показать, что все полученные траектории будут стремиться к C0 и удовле-
творять условиям леммы 5.6.

Рассмотрим отображение Φ6 определенное на S ⊂ C в окрестности точек R+ ∩ S . Поскольку
цикл R+ получен из автомодельной траектории с λ0 < 1, то из (5.11) получаем dΦ6( ∂

∂µ
) = λ0

∂
∂µ

в
точках R+ ∩ S . Зафиксируем любую из 6-ти точек R+ ∩ S и рассмотрим ее окрестность, в кото-
рой отображение Φ6 является сжимающим в вертикальном направлении. Эту окрестность можно
выбрать как цилиндр над окрестностью в C0, так как согласно (5.11) свойство сжатия не зависит
от выбора µ.

Итак, пусть V0 ⊂ V такая открытая окрестность одной из 6-ти точек R+ ∩ S в C0, что отобра-
жение Φ6 в V0 × {µ ∈ R} является сжимающим в λ̃0 < 1 раз. Для окрестности V0 ввиду леммы
5.9 существует подкова Λ0 для некоторой итерации (Φ̃6)N

′ (см., например, [15], теорема 6.5.5).
Обозначим N = 6N ′.

Подкова Λ0 разделена на две части следующим образом. В окрестности V определено два
открытых множества W0 и W1. Множество W0 есть Φl(W ), где окрестность W ∋ z0 и степень l
из леммы 5.9 (см. рис. 5.2). Таким образом, для любой точки z ∈ W0 выполнено Φm−l(z) ∈ V ,
и отображение Φm−l|W0 является диффеоморфизмом. Множество W1 состоит из точек z ∈ V ,
не покидающих окрестность R+ ∩ S при итерациях Φk, 0 ≤ k ≤ m − l, W1 =

∩m−l
k=0 Φ

−k(V ).
Отображение Φm−l|W1 является диффеморфизмом. Очевидно W0 ∩W1 = ∅. Подкова Λ0 состоит
из двух частей: Λ0 = (Λ0 ∩W0) ⊔ (Λ0 ∩W1).

Пусть z ∈ (W0 ⊔W1) ∩Φ−N(W0 ⊔W1). Обозначим через S(z) время (по параметру s), движе-
ния по траектории поля µξ (см. систему (5.9)) из точки z при последовательном пересечении N
страт Sij . Поскольку отображение Φm−l является диффеоморфизмом в ограничении на W0 и W1

и траектории поля µξ из (W0 ⊔W1) ∩ Φ−N(W0 ⊔W1) пересекают поверхность переключения S
трансверсально, то для некоторых констант Smin и Smax выполнена оценка

0 < Smin ≤ S(z) ≤ Smax (5.12)

Отметим, что из любой точки подковы Λ0 существует и единственная траектория поля µξ при
всех s ∈ (−∞; +∞). Действительно, любая степеньΦn отображения последование Пуанкаре кор-
ректно определена в точках Λ0, так как Λ0 ⊂ V0 ∩Φ−N(V0) и ΦN(Λ0) = Λ0. Более того траектория
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поля µξ, выпущенная из любой точки подковы Λ0 пересекает поверхность переключения только
трансверсально, и, следовательно, единственна. Существование при s ∈ (−∞; +∞) следует из
полученных оценок на время перехода (5.12).

Любой точке подковы z ∈ Λ0 мы стандартным образом поставим в соответствие бесконечную
последовательность Ψ(z) ∈ Σ01 из 0 и 1. На позиции с номером j ∈ Z в Ψ(z) стоит 0, если все
итерации Φk(z) при k между jN и (j + 1)N лежат в V0, и стоит 1 в противном случае (то есть,
если Φk(z) окажется в окрестности гомоклинической точки z0 при каком-то k ∈ (jN,(j + 1)N)).
Заметим, что итерации ΦjN(z) в любом случае лежат в V0.

Ограничение ΦN на цилиндр в C над основанием Λ0 × {µ ∈ R}, вообще говоря, может не
являться сжимающим в вертикальном направлении (не смотря на то, чтоΦ6 является сжимающим
в окрестностиR+∩S). Это связано с тем, что приN итерациях отображения последованияΦ точки
из подковы Λ0 могут покинуть окрестность R+ ∩ S и побывать в окрестности гомоклиничексой
точки z0.

Обозначим через λmax – максимально возможное растяжение в вертикальном направлении
отображения ΦN в точках этого цилиндра:

λmax = max
z∈Λ0×R\0

µ(Φ̃N(z))

µ(z)
.

Максимум здесь корректно определен, так как множество Λ0 компактно, а непрерывная функция
µ(ΦN (z))
µ(z)

не изменяется, если заменить z на g(λ)z при любом λ ̸= 0.
Таким образом, если в последовательности Ψ(z) на j-ой позиции стоит 0, то отображение ΦN

является сжимающим в вертикальном направлении в окрестности точки ΦjN(z) в λ̃N/60 , так как
итерацииΦk(z) при k ∈ [jN ; (j+1)N ] не покидают окрестностиR+∩S . Если же в последователь-
ностиΨ(z) на j-ой позиции стоит 1, то отображение ΦN растягивает в вертикальном направлении
в окрестности ΦjN(z) не более чем в λmax раз.

Выберем K ∈ N, K > 2 так, чтобы λ̃KN/60 λmax < 1. Рассмотрим подкову Λ1 ⊂ Λ0, состоящую
из тех точек z ∈ Λ0, что в последовательностьΨ(z) на позициях с номерами не кратнымиK стоят
0 (на позициях с номерами, кратными K, могут стоять как 0 так и 1). Тогда отображение ΦKN ,
в ограничении на Λ1 × {µ ∈ R} является сжимающим как минимум в λ1 = λ̃

KN/6
0 λmax < 1 раз.

Обозначим n = KN (здесь n из пункта (IV) теоремы 5.1).
МножествоΞ1 определим так: необходимо рассмотреть верхнюю половину цилиндраΛ1×R+,

выпустить из каждой точки полученного множества траекторию поля µξ при s ∈ (−∞; +∞) и пе-
ренести полученное множество с помощью отображения B−1 на исходное расширенное фазовое
пространствоM.

В окрестности траектории R− тоже существует подкова Λ2 для отображения Φn (без огра-
ничения общности степени отображения Φ для подков Λ1 и Λ2 можно считать совпадающими).
Определим множество Ξ2 аналогично множеству Ξ1. Эти множества не пересекаются. Действи-
тельно, для любой точки z ∈ Λ1 большая часть итераций Φk(z) лежит в окрестности R+ ∩ S (а
именно каждые (K − 1)N из каждых KN и K > 2). Поскольку аналогичное утверждение верно
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для подковы Λ2 в окрестности R− ∩ S , мы немедленно получаем, что Ξ1 ∩ Ξ2 = ∅.
Определим Ξ = Ξ1 ⊔ Ξ2.
Существование времени T (y) из пункта (I) теоремы 5.1 выполняется ввиду леммы 5.6. Дей-

ствительно, при отображении Φn : Λ1 × {µ > 0} → Λ1 × {µ > 0} координата µ(z) любой точки
z ∈ Λ1 × {µ > 0} уменьшается не меньше, чем в λ1 = λ̃0

(K−1)N/6
λmax < 1 раз, а параметр s на

траекторииX(z,s(t)) увеличивается наKS(z) ∈ [KSmin,KSmax]. Поэтому на траектории из точки
z параметр µ(z(s)) экспоненциально убывает, и, следовательно, выполняются условия леммы 5.6.
Единственность следует из определения отображения последования Пуанкаре.

Пункты (II) и (III) теоремы 5.1 выполняется по построениюмножестваΞ (оптимальность также
следует из леммы 5.6). Для доказательства пункта (IV) теоремы необходимо для z ∈ Ξ1 в каче-
стве последовательности Ψ01(z) ∈ Σ01 рассмотреть элементы Ψ(π(z)) на позициях с кратнымиK
номерами: Ψ01(z)j = Ψ(z)jK при всех j ∈ Z. Для z ∈ Ξ2 последовательность Ψ01(z) лежит во
втором экземпляре подковы Σ01 и определяется аналогично.

Доказанная теорема 5.1 позволяет отыскивать в исходной модельной задаче (5.1) элементы
динамической системы бернуллиевского сдвига l : Σ01 → Σ01 с положительной энтропией. На-
пример, верно следующее

Следствие 5.2. Если треугольникΩ удовлетворяет условию теоремы 5.1, то в задаче (5.1) суще-
ствует счетное (бесконечное) число различных однопараметрических семейств автомодельных
траекторий.

Доказательство. Рассмотрим любую периодическую траекторию бернуллиевского сдвига l. Их
очевидно счетное (бесконечное) число. Прообраз любой такой траектории при отображении Ψ01

дает однопараметрическое (относительно действия g группы R+) семейство автомодельных тра-
екторий.
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ГЛАВА 6

Топологические свойства отображения последования
Пуанкаре

В доказанной теореме 5.1 получен полулокальный результат о существовании хаоса в оп-
тимальном синтезе задачи (5.1) с произвольным треугольником Ω, не сильно отличающимся от
правильного треугольника с центром в начале координат. Для случая правильного треугольника
оптимальный синтез может быть описан точно: в теореме 8.2 найдено множество всех неблуж-
дающих траекторий, описан точный граф топологической марковской цепи, полусопряженной с
отображением последования Пуанкаре Φ, найдены оценки на размерности по Хаусдорфу и Мин-
ковскому множества неблуждающих траекторий и соответствующая топологическая энтропия.
Для получения этих результатов необходимо начать с точного изучения глобальных топологиче-
ских свойств отображения Φ поверхности переключения S на себя (см. [72]).

В этой главе мы будем предполагать (если не оговорено противного), что треугольник Ω яв-
ляется правильным и центрирован в начале координат.

6.1 Топологическая структура поверхности переключения

В основе изучения глобальной структуры оптимального синтеза в модельной задаче (5.1) с
правильным треугольником Ω лежит подробное изучение отображения последования Пуанкаре
Φ. Как было сказано выше, отображение Φ определено на некотором подмножестве поверхности
переключения. Поэтому в данном параграфе мы дадим точное топологическое описание самой
поверхности переключения и подмножества точек, на котором определено отображение Φ.

Поскольку поверхность переключения S описывается через переменные ψi, то пересечение
M+ ∩ S проще всего описывать в пространстве сопряженных переменных N = {(ϕ,ψ)} отожде-
ствив его с M и M+ при помощи отображения E по теореме 3.2. Пусть ε : N/g → N – правое
обратное отображение к канонической проекции π : N\0 → N/g. Зададим для удобства вложение
ε следующим образом

(
ε ◦ π

)
(ϕ,ψ) = (µ−3ϕ,µ−4ψ), где µ = 12

√
|ϕ|4 + |ψ|3
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Мы выбрали именно такой способ задания ε, так как ε коммутирует с действием g, и проекцию
π можно себе представлять как отображение точки (ϕ0,ψ0) ∈ N \ 0 в пересечение ее орбиты
g(R+)(ϕ0,ψ0) со сферой ε(N/g) = {(ϕ,ψ) : |ϕ|4 + |ψ|3 = 1}. Пространство N/g автоматически
наделяется структурой гладкого риманова многообразия, отображение π становится гладкой сю-
рьекцией, а ε – гладким вложением.

Пересечение S ∩M+ состоит из трех двумерных полусферDk определяемых соотношениями
ψi = ψj ≤ ψk, пересекающихся по окружности ψ = 0.

Dk = ε(N/g) ∩ {(ϕ,ψ) ∈ N : ψi = ψj ≤ ψk},

D1 ∩D2 ∩D3 = ε(N/g) ∩ {(ϕ,ψ) ∈ N : ψ = 0}.

Каждая полусфера Dk в свою очередь делится плоскостью ϕi = ϕj , i,j ̸= k, на два диска: Dk =

Dij ∪Dji, где

Dij = ε(N/g) ∩ {(ϕ,ψ) ∈ N : ψi = ψj ≥ ψk и ϕi ≤ ϕj}

Обозначим d̃k = Dij ∩Dji = Dk ∩ {ϕi = ϕj}.

Рисунок 6.1: Схематичное изображение диска Dij поверхности переключения π(S).

В любой оптимальной траектории, проходящей через точкуDij не лежащую на d̃k, управление
совершает переключение с i-ой вершины треугольника Ω на j-ую.

Окружность ε(N/g) ∩ {ψ = 0} разбивается на 6 отрезков (см. рис. 6.1)

d0ijk = ε(N/g) ∩ {(ϕ,ψ) : ψ = 0 и ϕi ≤ ϕj ≤ ϕk}

точками

d̃+k = ε(N/g) ∩ {ϕk > ϕi = ϕj} и d̃−k = ε(N/g) ∩ {ϕk < ϕi = ϕj}.

Итак, образ поверхности переключения π(S) на фактор-пространстве N/g является двумер-
ным конечным CW-комплексом с клетками Dij , d0ijk, d̃k и d

±
k . Нетрудно заметить, что поверх-

ность π(S) гомотопически эквивалентна букету двух двумерных сфер. Ориентации отрезков d0ijk
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выберем в зависимости от четности перестановки (ijk) как показано на рис. 6.1 (их ориентации
пригодятся при факторизации по дискретной группе S3).

Как уже неоднократно отмечалось выше, отображение последования Пуанкаре Φ определено
для всех точек π(S) кроме точек, лежащих на d̃k.

Поскольку отображение последованияΦ коммутирует с действием группы S3, то для изучения
различных его асимптотических свойств можно ограничится рассмотрением одного диска Dij .
Действие группы S3 на π(S) является клеточным и устроено следующим образом:

1. Группа S3 свободно и транзитивно действует на 0-мерных клетках d+i и d−i .

2. Группа S3 свободно и транзитивно действует на 1-мерных клетках d0ijk сохраняя введенную
ориентацию.

3. Нормальная подгруппа S3 свободно и транзитивно действует на 1-мерных клетках d̃k. Ста-
билизатором в группе S3 фиксированной клетки d̃k является подгруппа, порожденная транс-
позицией (ij) ∈ S3, i,j ̸= k.

4. Группа S3 свободно и транзитивно действует на 2-мерных клетках Dij .

6.2 Редукция по действию группы S3

Прежде чем приступить к описанию свойств отображенияΦмы введем несколько соглашений,
которые позволят сделать текст значительно более легким для восприятия. ОбразΦ(z) любой точ-
ки z ∈ Dij лежит вDjk или вDji. Применением соответствующей перестановки из σ ∈ S3 можно
получить (σ ◦ Φ)(z) ∈ Dij . Поэтому траекторию Φn(z) любой точки z ∈ Dij можно изображать
только на одном из дисков Dij . Более того, говоря, что образ точки z ∈ Dij при отображении Φ

есть точка z′ ∈ Dij в этой главе мы всегда будем подразумевать применение соответствующей
перестановки σ ∈ S3 и писать, допуская некоторую вольность записи, Φ(z) = z′. Вместо этого
можно было бы перейти к фактор-пространству S/S3. Отображение Пуанкаре Φ корректно пере-
носится на S/S3, так как оно коммутирует с действием S3. Однако описанный выше способ нам
кажется более предпочтительным (хотя по сути эквивалентен), потому что не нарушает исходной
топологии диска Dij

Мы будем производить вычисления в пространстве N/g, отождествив его с M/g и M+/g по
теореме 3.2 с помощью отображения E. В этом случае диск Dij ⊂ (N/g) может быть задан как
подмножество N , описываемое следующей системой неравенств

|ψ|2 + |ϕ|2 = 1;

ψi = ψj ≤ ψk;

ϕi ≤ ϕj;

ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0;

ψ1 + ψ2 + ψ3 = 0.
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Отметим, что в предыдущем параграфе использовалась нормировка |ψ|3 + |ϕ|4 = 1, которая
удобна тем, что согласована с действием g группы R+. Однако численные расчеты нам удобнее
будет проводит именно в нормировке |ψ|2 + |ϕ|2 = 1.

Введем следующие координаты на диске Dij: χ1 =
1
2
(ϕi − ϕj)−

√
3ψi

χ2 =
√

3
2
ϕk

Тогда диск Dij отображается в эллипсоид 2χ2
1 + χ2

2 ≤ 1, а координаты ϕ и ψ могут быть вос-
становлены по формулам

ϕi =
1
2

(
−
√

2/3χ2 − χ1 +
√
1− χ2

1 − χ2
2

)
; ψi = −χ1+

√
1−χ2

1−χ2
2

2
√
3

.

ϕj =
1
2

(
−
√

2/3χ2 − χ1 +
√

1− χ2
1 − χ2

2

)
; ψj = −χ1+

√
1−χ2

1−χ2
2

2
√
3

;

ϕk =
√

2
3
χ2; ψk =

χ1+
√

1−χ2
1−χ2

2√
3

;

6.3 Известные элементы синтеза

В этом разделе мы опишем области в D31, соответствующие элементам синтеза, наличие ко-
торых было установлено в статье [78].

К дуге d̃2 примыкает область C, такая, что из каждой соответствующей точки переключения с
управления 3 на управление 1 траектория в прямом направлении времени, через бесконечное чис-
ло переключений с управления 1 на управления 3 и обратно, попадает на особый режим по ребру
[A1A3]. Эта область ограничена дугой d̃2, частью дуги d0132, и некоторой кривой c, соединяющей
точку d̃−2 и дугу d0132. На рис. 6.2 область C закрашена зеленым цветом. Отображение Пуанкаре в
прямом направлении времени переводит областьC в подмножество C̃ самой себя, при этом точки
дуги d̃2 остаются неподвижными, а кривая c переходит в отрезок c̃ самой себя, примыкающий к
точке d̃−2 . Образ C̃ на рис. 6.2 закрашен темно-зеленым цветом. Кривая, отделяющая область C̃ от
комплемента C \ C̃, примыкает к точке d̃+2 . Эта кривая является образом пересечения дуги d0132 с
границей C при отображении Пуанкаре в прямом времени.
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Рисунок 6.2: Известные области

Комплемент C \ C̃, на рис. 6.2 закрашенный светло-зеленым цветом, в обратном направлении
времени переводится отображением Пуанкаре последовательно в области, на рис. 6.2 закрашен-
ные синим, красным, и желтым цветом, соответственно. Напомним, что при отображении Пуан-
каре в исходном пространстве дуги d0132,d0123 отождествляются. Поэтому граница области C \ C̃
при отображении Пуанкаре в обратном направлении времени следующим образом переходит в
границу синей области. Кривая, отделяющая область C̃ от комплемента C \ C̃, переходит в отре-
зок дуги d0123. Отрезок дуги d0132 переходит в отрезок дуги d0213, а пересечение границы C \ C̃ сD31

переходит в пересечение границы синей области с D31.
Отображение Пуанкаре из синей области в красную область в обратном направлении времени,

или из красной области в синюю область в прямом направлении времени, претерпевает разрыв в
топологии D31. Точнее, пересечения дуг d0132,d0123 с границей красной области сшиваются и пе-
реводятся в прямом направлении времени в темно-синюю штрихованную кривую, а пересечения
дуг d0213,d0123 с границей синей области в обратном направлении времени сшиваются и переводятся
в темно-красную штрихованную кривую.

Граница красной области при отображении Пуанкаре в обратном направлении времени следу-
ющим образом переходит в границу желтой области. Отрезок дуги d0132 переходит в отрезок дуги
d0213, а отрезок дуги d0123 переходит в штрихованный отрезок границы желтой области.

Заметим еще, что в любой окрестности точки d̃−2 существуют точки, не принадлежащие ни
к желтой, ни к зеленой областям. Из результатов [78] следует, что все такие точки, лежащие в
достаточно малой окрестности d̃−2 , в прямом направлении времени конечным числом итераций
отображения Пуанкаре переводятся в желтую область. Эти отображения соответствуют переклю-
чениям, в которых попеременно чередуются управления 1 и 3. Число переключений для каждой
точки конечно, но по мере приближения к границе области C неограниченно возрастает.

Таким образом, поведение отображения Пуанкаре в некоторой окрестности замыкания дуги
d̃2 полностью описано. Опишем связь с областями фактора по группе Фуллера поверхности пере-
ключения, обозначенных на рис. 4 в статье [78]. СтратC ij

ij на рис. 4 соответствует зеленой области,
части желтой области и другим точкам достаточно малой окрестности точки d̃−2 .
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Рисунок 6.3: Глобальная структура отображения Пуанкаре

6.4 Глобальная структура отображения Пуанкаре

Рассмотрим теперь образ окрестности дуг d0132,d0123 при отображении Пуанкаре в прямом на-
правлении времени. Напомним, что при этом отображении данные окрестности сшиваются по
этим дугам, а образ дуг представляет собой некоторую кривую σb, соединяющую точки d̃+2 и d̃+3 .
Темно-синяя штрихованная линия и граница между светло-зеленой и темно-зеленой областями
являются частями этой кривой. Кривая σb разделяет областьD31 на две части. Обозначим ту часть,
которая содержит темно-зеленую область, через Tb, а ту часть, которая содержит светло-зеленую
область, через Rb.

Рассмотрим образ окрестности дуг d0213,d0123 при отображении Пуанкаре в обратном направле-
нии времени. При этом отображении данные окрестности сшиваются по этим дугам, а образ дуг
представляет собой некоторую кривую σf , соединяющую точки d̃−1 и d̃−2 . Темно-красная штри-
хованная линия и штрихованная часть границы желтой области являются частями этой кривой.
Кривая σf разделяет область D31 на две части. Обозначим ту часть, которая содержит зеленую
область, через Tf , а ту часть, которая содержит синюю область, через Rf .

Таким образом, отображение Пуанкаре непрерывно на областях Tf ,Rf и переводит их биек-
тивно в области Tb,Rb, соответственно. Если продолжить отображение непрерывным образом на
границу области Tf , то эта граница следующим образом переходит в границу области Tb. Дуга
d̃2 остается неподвижной, дуга d0132 переходит в кривую σb, а кривая σf — в дугу d0213. Если про-
должить отображение непрерывным образом на границу области Rf , то эта граница следующим
образом переходит в границу области Rb. Дуга d0213 переходит в дугу d0132, дуга d0123 переходит в
кривую σb, а кривая σf —в дугу d0123. Схематически структура отображения Пуанкаре изображена
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на рис. 6.3.
Кривые σf и σb пересекаются в одной точке. Координаты этой точки являются решени-

ем некоторой системы алгебраических уравнений, так как эта точка трехкратным применени-
ем отображения Пуанкаре переходит в желтую область. Численные значения координат равны
χ1 ≈ 0.174146349178, χ2 ≈ 0.907326683652.

6.5 Переходы циклического и осциллирующего типа

Рассмотрим отображение Пуанкаре, переводящее точку переключения с управления i на
управление j в точку переключения с управления j на управление k. Введем следующее опре-
деление.

Если i = k, то будем называть данный переход осциллирующим, еслиже i ̸= k, и таким образом
{i,j,k} = {1,2,3}, то будем называть данный переход циклическим. Введем для этих переходов
обозначения T (transposition) и R (rotation).

Преимущество описания последовательности управлений на какой-либо конкретной траекто-
рии в терминах этого определения заключается в том, что оно инвариантно по отношению дей-
ствия группы перестановок S3, переставляющей вершины множества допустимых управлений Ω.

Заметим, что отображение Пуанкаре области Tf в Tb осуществляется переходом осциллирую-
щего типа, а отображение Пуанкаре областиRf вRb —переходом циклического типа. Индексы b
и f обозначают сокращения от английских слов backward и forward. Заметим также, что любая
точка зеленой областиC в ходе эволюции в прямом направлении времени претерпевает исключи-
тельно переходы осциллирующего типа, пока через бесконечное число переключений не попадает
на особый режим.

6.6 Аттрактор в обратном направлении времени

В статье [78] установлено наличие отталкивающей неподвижной точки FR отображения
Пуанкаре на области D31, соответствующей трехзвенным автомодельным циклам в фактор-
пространстве по группе Фуллера (теорема 3), а также гиперболической периодической траекто-
рии, состоящей из двух точек F 1

R,F
2
R, и соответствующей шестизвенным автомодельным циклам

(теорема 5). На рис. 6.4 точка FR и пара точек F 1
R,F

2
R обозначены синим и красными крестиками,

соответственно.
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Рисунок 6.4: Области I и Ib

На всех вышеназванных автомодельных траекториях имеет место циклическая последователь-
ность всех трех управлений. Таким образом, соответствующие переходы имеют циклический тип,
и все три точки FR,F 1

R,F
2
R лежат в пересечении областей Rf ,Rb.

В силу того факта, что точка FR отталкивающая в прямом направлении времени, а значит,
притягивающая в обратном направлении времени, существует окрестность точки FR такая, что
любая точка из этой окрестности стремится к FR в обратном направлении времени и при этом
претерпевает исключительно переходы циклического типа. Определим область I как наибольшую
из этих окрестностей. Ясно, что область I является подмножеством области Rb.

Численным счетом установлено, что одна из ветвей устойчивого уса гиперболической перио-
дической траектории (F 1

R,F
2
R) принадлежит области I. Из этого следует, чтоF 1

R,F
2
R лежат на грани-

це области I, а эта граница определяется неустойчивым усом периодической траектории (F 1
R,F

2
R).

Таким образом, область I является пересечением полосы, находящейся между устойчивыми уса-
ми периодической траектории (F 1

R,F
2
R), с областью Rb. Наряду с этими усами, ее граница состоит

из отрезков дуги d0123 и кривой σb.
Пересечения области I с синей, желтой, красной и зеленой областями на рис. 6.4 закрашены

сиреневым цветом. Обозначим прообраз области I при отображении Пуанкаре через Iс. Посколь-
ку неподвижная точка притягивающая в обратном направлении времени, то область Iс является
подмножеством области I. Пересечения области Ic с синей, желтой и красной областями на рис.
6.4 закрашены темно-сиреневым цветом. Обозначим комплемент области Ic в области I через Ia.
Пересечения области Ia с красной и зеленой областями на рис. 6.4 закрашены светло-сиреневым
цветом. В качестве границы между областями Ia и Ic выступает отрезок кривой σf . Этот отрезок
при отображении Пуанкаре области Ic в прямом направлении времени отображается на границу
области I, а именно, в отрезок дуги d0123. Этот отрезок одновременно лежит на границе области Ic,
и при отображении Пуанкаре в прямом направлении времени отображается на границу области I,
а именно, в отрезок кривой σb.

В силу вышесказанного образом области I при отображении Пуанкаре (в прямом направлении
времени) является объединение области I с образом области Ia. Обозначим образ области Ia через
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Рисунок 6.5: Схематическое расположение областей

Ib. Пересечения области Ib с синей, частью желтой и зеленой областями на рис. 6.4 закрашены
голубым цветом. При отображении Пуанкаре в прямом направлении времени области Ia отрезок
кривой σf переходит в отрезок дуги d0213, а отрезок кривой σb — вовнутрь темно-зеленой области.
Обратим внимание на то, что пересечение кривой σf с областью Ib полностью лежит на границе
желтой области, но граница желтой области не содержит пересечения кривых σf , σb.

6.7 Промежуточные области

В предыдущих разделах мы установили, что точки, лежащие в синей или красной областях,
через одно или два переключения, соответственно, переходят в зеленую область, а оттуда через
бесконечное число переходов осциллирующего типа попадают на особый режим. С другой сто-
роны, точки, лежащие в области Ib, (в обратном направлении времени) через одно переключение
попадают в область I и далее стремятся к неподвижной точке FR, при этом претерпевая переходы
исключительно циклического типа. В этом разделе мы рассмотрим остальные точки множества
D31.

Любая точка изD31, не лежащая в замыкании зеленой, синей, или красной области, или одной
из областей I, Ib, должна лежать в замыкании одной из следующих четырех областей.

Область II ограничивается отрезком дуги d0132, отрезком границы красной области, отрезком
границы области Ic, и отрезком границы синей области. Область III ограничивается отрезком гра-
ницы области I, отрезком границы зеленой области, отрезком границы области Ib, и отрезком гра-
ницы синей области. Область IV ограничивается отрезком дуги d0123, отрезком границы зеленой
области, отрезком границы области Ia, и отрезком границы красной области. Область V ограни-
чивается отрезком границы области Ib, отрезком границы зеленой области, и отрезком дуги d0213.
Взаимное расположение областей схематически изображено на рис. 6.5, см. также рис. 6.6.
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Рисунок 6.6: Области II,III,IV,V

Рассмотрим сейчас динамику системы, задаваемой отображением Пуанкаре, на промежуточ-
ных областях. Заметим, что обе кривые σf и σb разделяют область III на две части. Обозначим
части области III, определяемые кривой σf , через IIIl и IIIr, а части, определяемые кривой σb, че-
рез IIIu и IIId. При этом область IIIl примыкает к синей области, IIIr к зеленой области, IIIu к
области Ib, а IIId — к области I. Заметим также, что кривая σf разделяет область V на две части.
Обозначим эти части через Vl и Vr, при этом Vl примыкает к дуге d0213, а Vr — к зеленой области.

Тогда отображение Пуанкаре биективно отображает область II на область IIId, при этом от-
резок границы синей области переходит в отрезок границы зеленой области, отрезок границы
красной области переходит в отрезок границы синей области, отрезок границы области Ic пере-
ходит в отрезок границы области I, а отрезок дуги d0132 — в отрезок кривой σb. Соответствующий
переход имеет циклический тип.

Оно также биективно отображает область IV на область IIIu, при этом отрезок границы светло-
зеленой области переходит в отрезок границы темно-зеленой области, отрезок границы красной
области переходит в отрезок границы синей области, отрезок границы области Ia переходит в
отрезок границы области Ib, а отрезок дуги d0123 —в отрезок кривой σb. Соответствующий переход
имеет осциллирующий тип.

Как явствует из рис. 6.3, образ области Vl примыкает к дугам d0132 и d0123. При этом пересечение
границы областей Ib и Vl переходит в кривую, соединяющую эти дуги. Эта кривая не может пе-
ресекать область I, поскольку прообраз области I не пересекается с областью Vl. Концы этой кри-
вой лежат в синей и желтой областях, соответственно, поэтому концы ее образа должны лежать
в зеленой и красной областях, соответственно. Таким образом, отображение Пуанкаре переводит
область Vl в объединение подмножеств замыканий красной и зеленой областей, и подмножества
области IV. Соответствующий переход имеет циклический тип.

Для того чтобы выяснить, как отображается область Vr, рассмотрим прообраз области V при
отображении Пуанкаре. Из вышесказанного следует, что этот прообраз ограничен границей зе-
леной области, кривой σf , и границей области Ia. В частности, он содержит область Vr. Поэтому
отображение Пуанкаре переводит область Vr в подмножество области V. Соответствующий пе-
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реход имеет осциллирующий тип.
Из предыдущего абзаца следует, что область IIIr содержится в прообразе области V, поэтому

она переводится в подмножество области V. Соответствующий переход имеет осциллирующий
тип.

Рассмотрим теперь образ области IIIl. Пересечение границ области IIIl и синей области пере-
водится в отрезок границы зеленой области. Пересечение границ областей IIIl и Ic переводится
в отрезок границы области I. Отрезок кривой σf , граничащий с областью IIIl, переводится в от-
резок дуги d0123. Так как концы этого отрезка кривой σf находятся в красной и желтой областях
соответственно, то концы отрезка дуги d0123 должны находиться в синей и красной областях соот-
ветственно. Из этого следует, что образ области IIIl является объединением подмножеств замыка-
ний красной и синей областей, области II и подмножества области IV. Соответствующий переход
имеет циклический тип.

Образы областей II, IIIl, IIIr, IV, Vl и Vr схематически изображены на рис. 6.7. На рис. 6.7
справа видно, что область IV делится образами областей III и V на три полоски IVa,IVb,IVc. При
этом определим множество IVa как пересечение области IV с образом замыкания области III,
множество IVc как пересечение области IV с образом замыкания области V, а множество IVb —
как комплемент множеств IVa,IVc в области IV.

Рисунок 6.7: Образы областей II,III,IV,V

Перейдем сейчас к прообразам областей II-V. При отображении Пуанкаре в обратном направ-
лении времени область II переходит в подмножество области IIIl. При этом отрезок дуги d0123,
примыкающий к области II, переходит в отрезок кривой σf , отрезки границ синей и красной об-
ластей переходят в отрезки границ красной и желтой областей, соответственно, а отрезок границы
области Ic — в отрезок границы области Ic. Соответствующий переход имеет циклический тип.

Рассмотрим прообраз области IV. Отрезок дуги d0132, примыкающий к области II, переходит в
отрезок дуги d0213, отрезки границ зеленой и красной областей переходят в отрезки границ синей
и желтой областей соответственно, а отрезок границы области Ia— в отрезок границы области Ic.
Таким образом, прообраз области IV является объединением замыканий подмножеств областей
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IIIl и Vl и подмножеством области Ib. Обозначим замыкание этого подмножества области Vl через
Va. Соответствующий переход имеет циклический тип.

Прообразами областей IIIu и IIId являются области IV и II, соответственно, а соответствующие
переходы имеют осциллирующий и циклический тип соответственно.

Наконец, прообраз области V был описан выше. Он является объединением областей IIIr и Vr
и подмножеством замыкания области Ib. Соответствующий переход имеет осциллирующий тип.

Прообразы областей II, IIId, IIIu, IV и V схематически изображены на рис. 6.8.

Рисунок 6.8: Прообразы областей II,III,IV,V

Динамику отображения Пуанкаре на замыканиях областей II-V можно описать ориентирован-
ным графом, представленным на рис. 6.9. При этом выходящие стрелки соответствуют переходам
в точки красной, синей или зеленой областей, откуда они попадают в область притяжения особо-
го режима, а входящие стрелки — переходам из точек областей I или Ib, откуда они в обратном
времени попадают в область притяжения неподвижной точки FR. Буквы t,r обозначают осцилли-
рующий или циклический тип перехода, соответственно.
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Рисунок 6.9: Граф переходов
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6.8 Разрешение динамики на области V

Рассмотрим пересечения области V с образами областей III и V, с одной стороны, и с прообра-
зами областей IV и V, с другой стороны. Эти пересечения схематически изображены на рис. 6.10
справа. (На рис. 6.10 слева видны точные расположения точек, изображенных справа полными
кружочками.

Рисунок 6.10: Динамика на области V

Из рис. 6.10 явствует, что множество Va является подмножеством замыкания пересечения об-
раза области III с областью V. Поэтому любая точка, приходящая в область V не из области III,
уже никогда не может вернуться в одну из областей II,III или IV. Такая точка, если она не лежит в
пересечении области V с синей или желтой областью, обязательно через конечное число перехо-
дов осциллирующего типа попадает в желтую область, из которой через три перехода попадает в
зеленую область, т.е. область притяжения особого режима.

Из графа, изображенного на рис. 6.9, тогда следует, что любая траектория, не попадающая в
прямом направлении времени в область притяжения особого режима, а в обратном направлении
времени — в область притяжения неподвижной точки FR, должна бесконечно много раз прохо-
дить через замыкание области III. Поэтому при изучении этих траекторий мыможем ограничиться
изучением отображения замыкания области III на себя.

Из графа 6.9 следует, что это отображение может происходить тремя способами: двумя пере-
ходами циклического типа через область II, двумя переходами, циклического и осциллирующего
типа соответственно, через область IV, и наконец, тремя переходами, осциллирующего, цикличе-
ского и снова осциллирующего типа соответственно, через области V и IV. Обозначим эти спо-
собы отображения замыкания области III на себя через A,B,C, соответственно. Таким образом,
любая траектория, не попадающая в прямом направлении времени в область притяжения осо-
бого режима, а в обратном направлении времени — в область притяжения неподвижной точки
FR, может быть представлена двусторонне бесконечной последовательностью символов A,B,C.
Точке замыкания области III, которая в прямом направлении времени претерпевает отображе-
ния i1,i2, . . . ,inf

∈ {A,B,C}, а в обратном направлении времени – отображения j1,j2, . . . ,jnb
, где
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nf ,nb могут быть конечными или бесконечными, сопоставим в соответствие последовательность
символов jnb

,jnb−1, . . . ,j1.i1,i2, . . . ,inf
. Здесь точка отделяет переходы, лежащие в будущем, от пе-

реходов, лежащих в прошлом.
С другой стороны, последовательности jnb

,jnb−1, . . . ,j1.i1,i2, . . . ,inf
сопоставим множество то-

чек замыкания области III, которые в прямом направлении времени претерпевают отображения
i1,i2, . . . ,inf

∈ {A,B,C}, а в обратном направлении времени – отображения j1,j2, . . . ,jnb
. Таким

образом, например, A.B соответствует пересечению замыкания области III с прообразом отобра-
жения B и образом отображения A.

Таким образом, множество A. совпадает с замыканием области IIId, множество B. является
образом определенного выше множества IVc, а множествоC.—образом множества IVa. С другой
стороны, множество .A является замыканием прообраза области II, множество .B— замыканием
пересечения прообраза области IV с областью III, а множество .C — прообразом множества Va.
Множества .A,.B,.C изображены на рис. 6.11 слева, а множестваA.,B.,C.—справа. Отображения
A,B,C переводят первые во вторые.

Рисунок 6.11: Динамика на области III

Заметим, что множества .A,.C пересекаются с кривой σf в одном и том же отрезке, который
одновременно является частью их границы. Оба множества также граничат с областью I и с крас-
ной областью. Множество .A также граничит с желтой областью, а множество .C — с прообра-
зом при отображении Пуанкаре пересечения желтого множества с областью V. С другой стороны,
множество .B граничит с областями I и Ib и с синей и желтой областью. МножествоB. граничит с
областью Ib, с синей и зеленой областями, а также с образом области IVb. МножествоC. граничит
с множеством A. по кривой σb, а также примыкает к синей и зеленой областям и к образу области
IVb.

Отметим, что все три области на рис. 6.11 слева пересекаются со всеми тремя областями на рис.
6.11 справа. Поэтому возможны сочетания всех типов отображенийA,B,C со всеми типами. Более
того, каждое из отображений A,B,C имеет неподвижную точку. Эти точки обозначены на рис.
6.11 красным, синим и зеленым крестиком, соответственно для отображений A,B,C. При этом
первая и вторая неподвижные точки соответствуют шестизвенному и четырехзвенному циклу,
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Рисунок 6.12: Динамика с участием отображения B

соответственно, найденными в работе [78], а третья — девятизвенному циклу (открытому в 2002
г.).

6.9 Разрешение динамики отображений типа B

Как явствует из рис. 6.12, множества .AA, .AC, .CA, .CC с множеством B. не пересекаются.
Таким образом, последовательность символов, отвечающая траектории системы, не может содер-
жать подпоследовательности Bij, где i,j ∈ {A,C}. По индукции из этого следует, что если в
последовательности где-либо встречаются подряд два символа из множества {A,C}, то символ B
может встретиться только справа от них.

Рисунок 6.13: Динамика с участием отображения B
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Множества .BA, .BC являются подмножествами B., а множества .BBA,.BBC пе-
ресекаются со всеми тремя множествами A.,B.,C.. Множества .BBBA,.BBBC также
являются подмножествами B., а .BBBBA,.BBBBC — подмножествами A. (см. рис.
6.13). Множества .ABBBBA,.ABBBBC являются подмножествами A., в то время как
.ABBA,.ABBC,.CBBA,.CBBC имеют не пустое пересечение с множеством B. (см. рис.
6.12).

Множества .BABBA,.BABBC,.BCBBA,.BCBBC (начерченные синим на рис. 6.14) явля-
ются подмножеством объединения .BA∪ .BC и поэтому также являются подмножествомB.. Од-
нако, .BBABBA,.BBABBC,.BBCBBA,.BBCBBC (начерченные красным на рис. 6.14) уже яв-
ляются только подмножествами A., а .ABBABBA,.ABBABBC,.ABBCBBA,.ABBCBBC (на-
черченные зеленым на рис. 6.14) — не пересекаются с B..

Рисунок 6.14: Динамика с участием отображения B

Из вышесказанного следует, что если в последовательности встречается подпоследователь-
ность Bi, где i ∈ {A,C}, то эта подпоследовательность налево может продолжаться только од-
ним из способов . . . AABBBBi, . . . ABBjBBi, . . . BBi, где j ∈ {A,C}, а троеточие обозначает
последовательность любой длины, состоящую из символов A,C.

В частности, двусторонне бесконечная последовательность либо состоит только из символов
B, в коем случае она соответствует неподвижной точке отображения B, т.е., четырехзвенному
циклу, либо она содержит подпоследовательность, состоящую только из символов B и продол-
жающуюся бесконечно вправо, и подпоследовательность, не содержащую ни одного символа B
и продолжающуюся бесконечно влево, а между этими подпоследовательностями расположено
максимально 6 символов, либо она не содержит ни одного символа B. Таким образом, если соот-
ветствующая траектория динамики на замыкании множества III не является неподвижной точкой
отображения B, то она проходит через объединение множеств A.A, A.C, C.A, C.C и далее в об-
ратном направлении времени остается в этом объединении.



166

6.10 Динамика отображений типа A и C

В дальнейшем мы рассмотрим динамику отображений A,C на объединении множеств A.A,
A.C, C.A, C.C, а точнее — на замкнутом множестве IIIb, определяемым как объединение мно-
жеств A.A, A.C, C.A, C.C и замыкания пересечения красной области и области III. Таким об-
разом, множество IIIb граничит с областью I, с желтой областью, с образом множества IVb, и с
прообразом пересечения желтой области с областью V. Множество IIIb изображено на рис. 6.15
слева и на рис. 6.16 справа.

Рисунок 6.15: Образ области IIIb

Рисунок 6.16: Прообраз области IIIb

Определим отображения F,F−1 : IIIb→ D31 следующим образом. Для точки χ, расположен-
ной в полосе между желтой областью и кривой σf , определим F (χ) как образ χ при отображении
A, т.е., при двойном отображении Пуанкаре. При этом оба перехода имеют циклический тип.
Для точки χ, расположенной в полосе между прообразом желтой области и кривой σf , опреде-
лим F (χ) как образ χ при отображении C, т.е., при тройном отображении Пуанкаре. При этом
переходы имеют осциллирующий, циклический, и снова осциллирующий тип соответственно.
Отображение F непрерывно продолжается на пересечение множества IIIb с кривой σf . Для точ-
ки χ, расположенной в полосе между областью I и кривой σb, определим F−1(χ) как прообраз χ
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при отображении A, т.е., при двойном отображении Пуанкаре в обратном направлении времени.
При этом оба перехода имеют циклический тип. Для точки χ, расположенной в полосе между
образом множества IVb и кривой σb, определим F−1(χ) как прообраз χ при отображении C, т.е.,
при тройном отображении Пуанкаре в обратном направлении времени. При этом переходы имеют
осциллирующий, циклический, и снова осциллирующий тип соответственно. Отображение F−1

непрерывно продолжается на пересечение множества IIIb с кривой σb.
Отображение F переводит отрезок кривой σf в отрезок кривой σb, а F−1 — отрезок кривой σb

в отрезок кривой σf . При этом образы этих отрезков не пересекаются с множеством IIIb, и пересе-
чение этого множества со своими образами при отображениях F,F−1 состоит из двух компонент
связности соответственно. Таким образом, топология отображения множества IIIb на себя экви-
валентна топологии отображения в классической подкове Смейла. Образы множества IIIb при
отображениях F,F−1 изображены на рис. 6.15, 6.16.

На рис. 6.15, 6.16 неподвижные точки отображения F обозначены красным и зеленым кре-
стиками. Эти две точки являются неподвижными точками отображений A и C, соответствен-
но, и были обозначены выше на рис. 6.11. Синими крестиками на рис. 6.15, 6.16 обозначе-
на двухэлементная периодическая траектория отображения F , состоящая из неподвижных то-
чек отображений A ◦ C и C ◦ A. Она соответствует семейству 15-звенных автомодельных цик-
лов, инвариантному относительно элемента порядка 3 группы перестановок S3. Все три перио-
дические траектории имеют гиперболический тип. Сжимающие собственные значения прибли-
женно равны 0.789389405489713,−0.195427788394708,−0.064093706436160, а растягивающие—
25.416902415438734, −2.553017991174260, −73.29685207454 для неподвижных точек отображе-
ний A,C,A ◦ C соответственно.

Отметим, что отображение F непрерывно дифференцируемо (и даже алгебраическое) на всю-
ду плотном подмножестве множества IIIb. Это множество точек, которые в прямом направлении
времени переводятся многократным применением отображения Пуанкаре во внутренность зеле-
ной области, при этом не проходя через границу областиD31. Поэтому любую такую точку можно
получить, применяя отображение Пуанкаре в обратном направлении времени к некоторой точке
зеленой, или, что эквивалентно, синей области.



168

ГЛАВА 7

Фрактальная структура гиперболических липшицевых
динамических систем

В главе 3 доказана теорема 3.2 гарантирующая, что множество поднятий оптимальных траек-
торий в модельной задаче (5.1) является локально липшицевым лагранжевым подмногообразием
M+ в расширенном фазовом пространстве T ∗M = M. В главе 6 подробно изучена динамика
отображения последования Пуанкаре в ограничении наM+. Однако, многообразиеM+ по суще-
ству не является гладким. Поэтому максимум на что можно рассчитывать – это на липшицевость
отображения последование Пуанкаре в ограничении наM+.

В данной главе подробно изучены динамические системы не обладающие какой-либо глад-
кой структурой, а обладающие лишь свойством липшивости. Построено понятие липшицевой
гиперболической динамической системы, обобщающей классическое понятие гиперболичности
для гладких систем. Доказана теорема о полусопряженности липшицевой гиперболической ди-
намической системы с соответствующей марковской топологической цепью. Предложен новый
способ вычисления оценок размерностей по Хаусдорфову и Минковскому множества неблужда-
ющих точек по марковскому разбиению (см. [16]).

7.1 Введение

Обычным предположением при изучении динамических систем, обладающих фрактальной
структурой, является требование гладкости. Однако в приложениях, требование гладкости иногда
нарушается. Например, в динамических системах, возникающих в теории экстремальных задач,
как правило, условие гладкости нарушается в точках переключения управления, и приходится
рассматривать липшицевы отображения. Особенно важным это становится для экстремальных
задач, в которых управление совершает счетное число переключений на конечном промежутке
времени (см. главу 5). Поэтому в данной главе будет развита техника, применимая к изучению
фрактальной природы липшицевых динамических систем.

Основной метод для исследования липшицевой динамической системы f : B → B заключает-
ся в том, что B разрезается на N областей Bi и поведение каждой точки кодируется бесконечной
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последовательностью (. . . ,i−1,i0,i1, . . .) такой, что fk(x) ∈ Bik при всех k ∈ Z (метод символиче-
ской динамики).

В данной главе доказана теорема о сопряженности исходной динамической системы f с соот-
ветствующей топологической марковской цепью. Отметим, что условия теоремы формулируются
исключительно в терминах липшицевых констант отображений f |Bi

.
Предложен новый способ вычисления размерности множества не блуждающих точек по мар-

ковскому разбиению: пусть на N метрических пространствах Xi задано не более чем N2 отобра-
жений fij : Xi → Xj с константами Липшица λij . Тогда если s является верхней размерностью
по Минковскому аттрактора этой системы, то спектральный радиус матрицы Λs = (λsij) не пре-
восходит 1. Подчеркнем, что в этом критерии в степень s возводится каждый элемент матрицы
Λ = (λij). Аналогично получается и нижняя оценка хаусдорфовой размерности. В отличие от
классических результатов здесь не требуется, чтобы отображения fij были сжимающими. Это
требование заменено на более естественное требование сжатия вдоль простых циклов.

7.2 Локальные свойства гиперболических липшицевых отображений

Рисунок 7.1: Схематичное изображения отображения f : B1 → B2

Для изучения динамики отображения f мы должны начать с простейших свойств липшицевых
отображений. Пусть B1 и B2 подмножества Rk × Rm, и f – некоторое непрерывное отображение
из B1 в Rk × Rm. Вообще говоря, некоторые точки из B1 могут не попасть в B2 (см. рис. 7.1).
Обозначим через (x,y) – координаты наB1, а через u,v – координаты наB2. Здесь x,u ∈ Rk и y,v ∈
Rm. Положим u = u(x,y) и v = v(x,y) – проекции f(x,y) наRk иRm соответственно. Пространства
Rk иRm снабжены произвольными метриками, локально эквивалентными евклидовой (например,
Rk или Rm может быть снабжено римановой метрикой).

Гиперболичность отображения f грубо говоря означает, что по координате x идет растяже-
ние, а по координате y – сжатие. В терминах липшицевых констант это означает, что (через ρ
обозначено расстояние в соответствующем пространстве).
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{
ux∆x ≤ ρ

(
u(x2,y0),u(x1,y0)

)
≤ ux∆x,

ρ
(
u(x0,y2),u(x0,y1)

)
≤ uy∆y,{

vy∆y ≤ ρ
(
v(x0,y2),v(x0,y1)) ≤ vy∆y,

ρ
(
v(x2,y0),v(x1,y0)

)
≤ vx∆y,

(7.1)

для любых x0, x1, x2, y0 ,y1 и y2 таких, что f(xi,yj) ∈ B2. Здесь и далее ∆x = ρ(x2,x1), ∆y =

ρ(y2,y1). Через ux, ux и т.д. обозначены неотрицательные константы. Мы предполагаем, что ux ≥
ux > 0 и vy ≥ vy > 0, а uy и vx, вообще говоря, могут быть нулями. Числа ux− ux, vy − vy, uy и vx
показывают, насколько отображение f искривлено относительно диагонального линейного.

Отметим, что для нахождения констант ux и ux достаточно оценить липшицевость отоб-
ражения u(x,y0) при фиксированном y0 как функции от x. Остальные константы оценивают-
ся аналогично. Конечно, из условий (7.1) немедленно следует липшицевость f с константой
c = ux + uy + vx + vy.

Лемма 7.1. Если константы Липшица удовлетворяют неравенству

ux vy − uy vx > 0, (7.2)

то отображение f является инъективным. Обратное отображение f−1 : B2 → B1 также
удовлетворяет условиям (7.1) с константами

vy
ux vy + uy vx

≤ xu ≤ xu ≤
vy

ux vy − uy vx
; xv ≤

uy
ux vy − uy vx

ux
ux vy + uy vx

≤ yv ≤ yv ≤
ux

ux vy − uy vx
; yu ≤ vx

ux vy − uy vx

Доказательство. Для начала получим пару удобных формул:

ux∆x− uy∆y ≤ ρ(u(x2,y2),u(x1,y1)) ≤ ux∆x+ uy∆y

vy∆x− vx∆y ≤ ρ(v(x2,y2),v(x1,y1)) ≤ vy∆x+ vx∆y
(7.3)

Докажем одно из неравенств:

ρ(u(x2,y2),u(x1,y1)) ≥ ρ(u(x2,y2),u(x1,y2))− ρ(u(x1,y2),u(x1,y1)) ≥ ux∆x− uy∆y.

Остальные доказываются аналогично.
Докажем теперь инъективность отображения f . Пусть для некоторых xi и yi, i = 1,2 выполнено

u(x1,y1) = u(x2,y2) и v(x1,y1) = v(x2,y2). Тогда согласно неравенствам (7.3) получаем

ux∆x− uy∆y ≤ 0 и vy∆y − vx∆x ≤ 0.

Следовательно,
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(ux vy − uy vx)∆x ≤ 0.

Значит, ∆x = 0. Аналогично, ∆y = 0, и инъективность f доказана.

Найдем теперь константы Липшица для обратного отображения. Пусть (u1,v) и (u2,v) лежат
в образе f(B1) ∩ B2. Рассмотрим xi и yi, i = 1,2 такие, что u(xi,yi) = ui, а v(xi,yi) = v, i = 1,2.
Тогда согласно неравенствам (7.3) имеем

ux∆x− uy∆y ≤ ρ(u2,u1) ≤ ux∆x+ uy∆y,

vy∆y − vx∆x ≤ 0.

Отсюда, сразу получаем

vy

ux vy + uy vx
∆u ≤ ∆x ≤

vy

ux vy − uy vx
∆u.

Поскольку ∆y ≤ vx
vy∆x, то

∆y ≤ vx
ux vy − uy vx

∆u.

Аналогично находятся остальные липшицевы константы для f−1.

Лемма 7.2. Пусть f1 : B1 → B2 и f2 : B2 → B3 липшицевы отображения, удовлетворяющие
неравенствам (7.1) с константами uxi,uxi и т.д. для i = 1,2. Тогда композиция f3 = f2 ◦ f1
также удовлетворяет неравенствам (7.1) с константами

ux
2ux

1 − uy
2vx

1 ≤ ux
3 ≤ ux

3 ≤ ux
2ux

1 + uy
2vx

1; uy
3 ≤ ux

2uy
1 + uy

2vy
1

vy
2vy

1 − vx
2uy

1 ≤ vy
3 ≤ vy

3 ≤ vy
2vy

1 + vx
2uy

1; vx
3 ≤ vx

2ux
1 + vy

2vx
1

Доказательство этой леммы, так же как и леммы 7.1, абсолютно прямолинейно и использует
лишь неравенство треугольника.

7.3 Эволюция липшицевых поверхностей

Наличие гиперболической структуры у пусть даже не гладкого, а всего лишь липшицева отоб-
ражения f естественным образом предполагает построение притягивающих и отталкивающих
многообразий. Стандартным способом получения этих многообразий является изучение эволю-
ции липшицевых поверхностей.

ПустьB1 иB2 два прямоугольника в пространствеRk⊕Rm, то естьBi = Di×D′
i, гдеDi ⊆ Rk

и D′
i ⊆ Rm, i = 1,2, Di и D′

i – компактные диски (или гомеоморфные им множества).
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Определение 7.1. Пусть f(B1) ∩ B2 = f(C). Будем называть множество C полным для отобра-
жения f , если (см. рис. 7.1)

1. C связно;

2. pr′(C) = D′
1;

3. Для любого z ∈ C отображение pr |f(C∩(D1×pr′(z))) является сюрьекцией1 на D2.

Здесь pr и pr′ – проекции на Rk и Rm соответственно. Данные требования стандартны для
систем типа подковы (см. [15], гл. 6). Мы будем обозначать через Lipc(x → y) (или Lipc(u → v))
пространство липшицевых функций ψ : Rk → Rm с константой Липшица c и метрикой ρ из
пространства C0.

Лемма 7.3. Рассмотрим произвольную константу c ≥ 0, удовлетворяющую неравенству

ux − cuy > 0.

Тогда отображение f индуцирует отображение липшицевых функций

f∗ : Lipc
(
x→ y

)
→ Lipc′

(
u→ v

)
, где c′ =

cvy + vx
ux − cuy

.

Если ψ1 и ψ2 из Lipc(x→ y), то

ux vy − uy vx

ux + cuy
ρ(ψ2,ψ1) ≤ ρ(f∗ψ2, f∗ψ1) ≤

ux vy + uy vx

ux − cuy
ρ(ψ2,ψ1)

Доказательство. Отображение f∗ : Lipc
(
x → y

)
→ Lipc′

(
u → v

)
устроено естественным об-

разом: для ψ ∈ Lipc(x → y) рассмотрим образ графика ψ. Необходимо проверить два факта:
во-первых, требуется показать, что образ графика ψ, это график некоторой функции f∗ψ : u→ v,
а, во-вторых, что полученная функция f ∗ψ липшицева.

Рассмотрим образ графика ψ и покажем, что если x1 ̸= x2, то u
(
x1,ψ(x1)

)
̸= u

(
x2,ψ(x2)

)
.

Обозначим F (x) = u(x,ψ(x)) : D1 → Rk. Отображение F очевидно является непрерывным.
Используя неравенства (7.3) и липшицевость ψ, получаем

ρ(F (x2),F (x1)) = ρ
(
u(x2,ψ(x2)), u(x1,ψ(x1))

)
≥

≥ ux∆x− uyρ
(
ψ(x2),ψ(x1)

)
≥ (ux − cuy)∆x

То есть отображение F инъективно. Покажем, что образ F (D1) содержит D2. Действительно,
если z ∈ IntD2 и z /∈ F (D1), то в силу полноты компоненты C сферу ∂D2 можно по D2 \ {z}

1Инъективность отображения pr |f(C∩(D1×pr′(z))) немедленно следует из условия ux > 0.
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гомотопно стянуть в точку. Для построения нужной гомотопии потребуется произвольное сече-
ние C горизонтальной плоскостью: Θ = C ∩ (D1 × y), y ∈ D′

1. Искомая гомотопия получается
из последовательного применения гомеоморфизма (pr ◦f)−1 между ∂D2 и ∂Θ, гомотопии ∂Θ в
точку по графику ψ(x), как показано на рис. 7.2 и отображения f . Существование такой гомото-
пии противоречит нетривиальности n-ой гомотопической группы сферы2 πk(D2 \{z}) = Z. Итак,
IntD2 ⊆ F (D1). Осталось заметить, что ∂D2 ⊆ F (D1) так как F (D1) замкнуто.

Рисунок 7.2: Гомотопия нижнего основания C в точку по графику ψ.

Итак, образ функции ψ ∈ Lipc(x → y) есть некоторая функция f∗ψ из u в v (см. рис. 7.1).
Покажем, что f∗ψ снова есть липшицева функция: пусть ui = u(xi,ψ(xi)), i = 1,2, тогда с помо-
щью (7.3)

ρ
(
f∗ψ(u2),f∗ψ(u1)

)
= ρ
(
v(x2,ψ(x2)), v(x1,ψ(x1))

)
≤ (cvy + vx)∆x ≤ cvy + vx

ux − cuy
∆u.

То есть f∗ψ ∈ Lipc′(u → v). Осталось оценить расстояние между f∗ψ1 и f∗ψ2. Итак, рассмот-
рим любые u и xi такие, что u(xi,ψi(xi)) = u. Тогда

vyρ
(
ψ2(x2)ψ1,(x1)

)
− vx∆x ≤ ρ

(
f∗ψ2(u), f∗ψ1(u)

)
≤ vyρ

(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
+ vx∆x (7.4)

Для ∆x имеем

0 = ρ
(
u(x2,ψ2(x2)), u(x1,ψ1(x1))

)
≥ ux∆x− uyρ

(
ψ2(x2),ψ1(x1)).

Поставляя полученную оценку на ∆x в (7.4) для ρ12 = ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
получаем

ux vy − uy vx

ux
ρ12 ≤ ρ

(
f∗ψ2(u), f∗ψ1(u)

)
≤
ux vy + uy vx

ux
ρ12. (7.5)

2Точнее тому, что тождественное отображение сферы Sn в себя задает образующую n-ой гомотопической группы
πn(S

n).
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Для верхней оценки ρ
(
f∗ψ2(u), f∗ψ1(u)

)
осталось заметить, что для любых x1 и x2

ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)) ≤ ρ

(
ψ2,ψ1

)
+ c∆x ≤ ρ

(
ψ2,ψ1

)
+
cuy
ux

ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
.

Выражая ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
и подставляя в (7.5), получаем искомую оценку сверху. Для нижней

оценки необходимо в качестве x2 выбрать точку в которой расстояние ρ
(
ψ2(x),ψ1(x)

)
максималь-

но: ρ
(
ψ2(x2),ψ1(x2)

)
= ρ
(
ψ2,ψ1

)
. Тогда

ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)) ≥ ρ

(
ψ2,ψ1

)
− c∆x ≥ ρ

(
ψ2,ψ1

)
− cuy

ux
ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
.

Опять же выражая ρ
(
ψ2(x2), ψ1(x1)

)
и подставляя в (7.5), получаем нужную оценку снизу.

7.4 Гиперболическая липшицева динамика

Рассмотрим на B динамическую систему с дискретным временем: f : B → B. Здесь f – лип-
шицево отображение, а B – это компактная область3 в Rk+m . Возможно, что f(x) /∈ B для неко-
торых x ∈ B. В этом случае мы считаем, что точка x после одной итерации перестает участвовать
в динамике. Пусть B разрезано на прямоугольники, т.е. дано N прямоугольников Bi = Di ×D′

i в
Rk ⊕ Rm, причем прямоугольники Bi попарно не пересекаются, и B = ⊔iBi. Более того, образы
прямоугольников Bi и Bj не должны пересекаться в Bk при любых k и i ̸= j.

Мы будем обозначать через f ij ограничение f наBi, причем только для тех x ∈ Bi, что f(x) ∈
Bj , f ij : Bi → Bj . Если образ f(Bi) не пересекается с Bj , то отображение f ij не определено.
Системе отображений f ij соответствует конечный ориентированный граф Γ с N вершинами. Из
вершины с номером i ведет стрелка в вершину с номером j, если отображение f ij определено, то
есть если f(Bi) ∩ Bj ̸= ∅. Естественно предположить, что в Γ есть хотя бы один цикл, иначе в
динамической системе f : B → B не участвует ни одной точки.

Рисунок 7.3: Схематичное изображение образов отображений fil, fjl и fkl.

3B может быть (k + m)-мерным компактным подмногообразием в RN , N ≥ k + m, что не принципиально для
дальнейшего.
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Для произвольного пути σ = (i1 . . . ik) в графе Γ мы будем писать

fσ = f i1...ik = f ik−1ik ◦ . . . ◦ f i1i2

Наша цель – написать достаточные условия того, что липшицева динамическая система f :

B → B полностью определяется символической динамикой графа Γ. Иными словами, B = ⊔Bi

задает марковское разбиение для динамической системы f : B → B.

Итак, потребуем, чтобы каждое отображение fij удовлетворяло условиям из предыдущего па-
раграфа, а именно:

Определение 7.2. Будем говорить, что липшицева динамическая система f : B → B допускает
разрезание на прямоугольники (или предмарковское разбиение), если существует конечный набор
прямоугольников Bi, B = ⊔Bi такой, что

1. Для каждого отображения f ij = f |Bi∩f−1(Bj) определены такие липшицевы константы uxij ,
ux

ij и т.д., что выполняются условия (7.1);

2.
(
f(Bi) ∩ f(Bj)

)
∩Bk = ∅ при любых k и i ̸= j;

3. Компоненты f ij(Bi) ∩Bj являются полными для f ij .

Отметим, что обратимость f не предполагается.

Определение 7.3. Здесь и далее путь в Γ – это конечная или бесконечная последовательность
вершин i0 . . . iN последовательно соединенных стрелками в Γ. Вершины и стрелки могут повто-
ряться. Если же вершины не повторяются, то такой пусть будем называть простым.

Основные результаты о фрактальной структуре липшицевой динамической системы f : B →
B в данный главе получены в предположении, что f удовлетворяет набору условий, которые для
удобства мы объединим и назовем «условием липшицевой гиперболичности»:

Определение 7.4. Мы будем говорить, что липшицева динамическая система f : B → B на
предмарковском разбиении B = ⊔iBi удовлетворяет условиям липшицевой гиперболичности,
если

(I) Существуют такие неотрицательные константы ci ≥ 0, что выполняются неравенства

ux
ij − ci uy

ij > 0 и
ci vy

ij + vx
ij

uxij − ci uy
ij ≤ cj для каждой стрелки (ij) в графе Γ; (7.6)

(II) Константы ci ≥ 0 можно выбрать так, что для каждого простого цикла4 σ = (i1i2 . . . iki1),
выполняется условие

4Цикл (i0, . . . iN ,i0), не содержащий повторяющихся вершин, будем называть простым.



176

λσ = λi1i2λi2i3 . . . λiki1 < 1, (7.7)

где

λij =
ux

ijvy
ij + uy

ijvx
ij

ux
ij − ciuy

ij . (7.8)

Лемма 7.4. Предположим, что динамическая система f : B → B удовлетворяет условиям лип-
шицевой гиперболичности. Тогда для произвольного бесконечного влево пути (. . . i−1i0) в графе
Γ, множество точек z таких, что fk(z) ∩ Bik ̸= ∅ при всех5 k ≤ 0, представляет собой график
некоторой липшицевой функции из Lipci0 (x→ y) в прямоугольнике Bi0 .

Доказательство. Обозначим максимальное из λσ для простых циклов σ через λ. Очевидно, λ < 1

В силу конечности графа Γ.
Пусть (xi,yi) – координаты на прямоугольнике Bi. Для каждого Bi рассмотрим пространство

липшицевых функций Lipci(xi → yi). Согласно условию (i) и лемме 7.3 корректно определены
отображения f ij∗ : Lipci(xi → yi) → Lipcj(xj → yj). Более того, если σ – простой цикл, то отобра-
жение fσ∗ является сжимающим в λ раз.

Для бесконечной влево последовательности (. . . i−1i0) в силу конечности графа Γ найдется
номер j встречающийся в ней счетное число раз на местах с номерами . . . < k−1 < k0 ≤ 0.

Рассмотрим пространство X семейств {ψm}m≤0 функций из Lipcj(xj → yj) с метрикой

ρ
(
{ψm}m≤0, {ϕm}m≤0

)
= sup

m≤0
ρ(ψm,ϕm).

Пространство X полно, так как полно пространство Lipcj(xj → yj).
На X отображение f в соответствии с последовательностью (. . . i−1i0) индуцирует отображе-

ние F : X → X по правилу

F ({ψm}m≤0) = {ϕm}m≤0, где ϕm = fσm∗ ψm−1 и σm = (ik(m−1)
ik(m−1)+1 . . . ikm).

Другими словами, отображение F переводит ψm−1 вдоль цикла (ik(m−1)
. . . ikm) и увеличивает его

номер на 1. Отображение F является сжимающим в λ < 1 раз и, в силу полноты X , имеет ровно
одну неподвижную точку {ψ0

m}m<0. Итак, мы нашли функцию ψ ∈ Lipi0(x→ y), ψ = f
ik0 ...i0
∗ (ψ0

0),
то есть ψ это образ ψ0

0 вдоль конечного отрезка пути (ik0 . . . i0). По построению ψ, если точка
z ∈ Bi0 лежит на графике ψ, то fk(z) ∩Bik ̸= ∅ при k ≤ 0.

Осталось показать обратное: пусть точка z ∈ Bi0 не лежит на графике ψ, тогда в силу замкну-
тости графика ψ расстояние d = dist (z,graphψ) > 0. Поскольку

diam (f
ikm ...i0
∗ Lipcj(xj → yj)) ≤ λ|m|diam (f

ik0 ...0
∗ Lipcj(xj → yj)) = Cλ|m|,

5Т.е. множество таких z ∈ Bi0 , что для каждого k ≤ 0 найдется z′ ∈ Bik такой, что f |k|(z′) = z.
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то найдется номер m такой, что z не принадлежит образу f ikm ...i0∗ ни одного графика функции из
Lipcj(xj → yj). Следовательно fkm(z) ∩Bikm

= ∅.

Замечание 7.1. Для каждого δ > 0 существует такой отрезок пути (iK , . . . ,i0) длины |K|, что
множество точек z: fk(z) ∩ Bik ̸= ∅, K ≤ k ≤ 0, является объединением графиков функций из
некоторого множества LK ⊆ Lipci0 (x→ y), причем диаметр LK не превосходит δ. В качестве LK
можно выбрать образ Lipcj(xj → yj) при отображении f ikm ...i0 для достаточно большого km = K.

Условие леммы 7.4 на существование констант ci в точности означает совместность следую-
щей системы неравенств:

ci ≥ 0 ∀1 ≤ i ≤ N ;

ux
ij − ci uy

ij > 0 ∀(ij) ∈ Γ;

ci vy
ij + vx

ij

ux
ij − ci uy

ij ≤ cj ∀(ij) ∈ Γ;

λi1i2λi2i3 . . . λiki1 < 1 ∀ простого цикла σ.

(7.9)

Совместность системы (7.9) достаточно трудно проверяема из-за ее нелинейнойности. Одна-
ко, заменив в последний двух неравенствах uyij на 0 мы немедленно получим линейную систему
неравенств на ci, совместность которой является необходимым условием. При этом, если кон-
станты uyij не слишком велики, то решение исходной системы (7.9) можно найти среди решений
упрощенной линейной системы.

7.5 Символическая динамика на графе

Обозначим множество путей в графе Γ бесконечных в обе стороны через ΣΓ,

ΣΓ =
{
(. . . i−3i−2i−1 . i0i1i2 . . .), где ikik+1 есть стрелка в Γ при любом k ∈ Z

}
Таким образом, рассматриваются такие бесконечные в обе стороны последовательности вершин,
что две последовательные вершины соединены стрелкой в графе. Каждый путь в ΣΓ (см. опреде-
ление 7.3) имеет выделенную «начальную» вершину i0, обозначаемую точкой перед ней.

На множестве ΣΓ естественным образом задается компактно открытая топология из вложения
ΣΓ в множество всех отображений C(Z,Γ) из Z в множество вершин Γ. Таким образом, предбазу
топологии на ΣΓ задают цилиндры вида

ΣΓ(i
0
k, . . . ,i

0
k+t) =

{
(. . . , i−2i−1.i0i1 . . .) ∈ ΣΓ : ik = i0k, . . . ,ik+t = i0k+t

}
.

Очевидно, что ΣΓ – регулярное (а значит хаусдорфово) топологическое пространство, так как
C(Z,Γ) регулярно. На ΣΓ классическим образом определена топологическая цепь Маркова s :

ΣΓ → ΣΓ (сдвиг влево).
Во избежание путаницы в терминологии дадим стандартное
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Определение 7.5. Ориентированный граф Γ (и соответствующая ему марковская цепь) называ-
ется связным, если из каждой вершины существует путь в каждую.

Отметим, что если f обратимо (точнее uxijvyij − uy
ijvx

ij > 0 для каждой стрелки в графе Γ,
см. лемму 7.1), то разбиение B = ⊔Bi является предмарковским также и для f−1. Отображению
f−1 отвечает граф Γ∗, построенный по Γ обращением стрелок.

Для описания нетривиальных возвращений системы нам потребуется следующее классиче-
ское

Определение 7.6. Точка x ∈ B называется неблуждающей, если для любой ее открытой окрест-
ности U найдет номерN такой, что пересечение U ∩ fN(U) не пусто. Множество всех неблужда-
ющий точек будем обозначать через NW(f).

МножествоNW(f) конечно содержит все периодические точки, а также все минимальные ин-
вариантные множества и все рекуррентные точки (см. [15] гл.3). Обозначим через S(f) – множе-
ство таких точек x ∈ B, что fk(x) ∈ B при всех6 k ∈ Z. Асимптотические свойства динамической
системы f : B → B конечно же описываются с помощью ее ограничения f : S(f) → S(f).

Теорема 7.1. Предположим, что липшицева динамическая система f : B → B обладает пред-
марковским разбиением B = ⊔Ni=1Bi. Предположим также, что f обратимо:

ux
ijvy

ij − uy
ijvx

ij > 0 для каждой стрелки (ij) в графе Γ,

и для f и f−1 выполнены условия липшицевой гиперболичности (по определению 7.4) с констан-
тами ci и di соответственно, причем cidi < 1 для 1 ≤ i ≤ N . Тогда существует гомеоморфизм
ΦΓ : ΣΓ → S(f), сопрягающий динамическую систему f : S(f) → S(f) и марковский сдвиг
s : ΣΓ → ΣΓ, то есть следующая диаграмма коммутативна:

ΣΓ ΣΓ

S(f) S(f)

s

f
ΦΓ ΦΓ

(7.10)

Более того, NW(f) ⊆ S(f), а если граф Γ связен, то NW(f) и S(f) совпадают.

Доказательство. Сначала покажем, что для каждого пути σ = (. . . i−1.i0 . . .) из ΣΓ существует
ровно одна точка zσ из B такая, что

fk(zσ) ∈ Bik для всех k ∈ Z. (7.11)

Согласно лемме 7.4 множество точек удовлетворяющих условию (7.11) для k ≤ 0 является
графиком некоторой функции ψ−

σ ∈ Lipci0 (x→ y). Аналогично для k ≥ 0 – это график некоторой

6Напомним, что если fk(x) ∈ B и fk+1(x) /∈ B для некоторого k ≥ 0, то мы предполагаем, что точка x перестает
участвовать в динамической системе f : B → B после k-ой итерации. Аналогично, если fk(x) ∈ B и fk−1(x) /∈ B
для некоторого k ≤ 0.
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функции ψ+
σ ∈ Lipdi0 (y → x). Поскольку ci0di0 < 1, то графики функций ψ−

σ и ψ+
σ пересекаются

ровно в одной точке zσ ∈ Bi0 .
Положим по определению

ΦΓ : ΣΓ → B, и ΦΓ(σ) = zσ для любого пути σ ∈ ΣΓ.

Отображение ΦΓ инъективно, так как прямоугольники Bi попарно не пересекаются (см. опреде-
ление 7.2). Более того ΦΓ(ΣΓ) = S(f). По построению ΦΓ, диаграмма (7.10) коммутативна.

Докажем теперь непрерывность ΦΓ. Пусть ε > 0, тогда существует такой номер K > 0, что
образ цилиндраΦΓ(Σ(i−K , . . . ,iK)) лежит в ε окрестности точкиΦΓ(σ). Действительно, если δ > 0,
то, согласно замечанию 7.1, можно выбрать такой номерK = K(δ) и множества LK ⊆ Lipci0 (x→
y) и RK ⊆ Lipdi0 (y → x) диаметра меньше δ, что

если fk(z) ∈ Bik для −K ≤ k ≤ 0, то z ∈ graphψ+, для некоторого ψ+ ∈ LK ;

если fk(z) ∈ Bik для 0 ≤ k ≤ K, то z ∈ graphψ−, для некоторого ψ− ∈ RK ;

Очевидно, что и образ цилиндра ΦΓ(Σ(i−K , . . . ,iK)) (и, следовательно, ΦΓ(σ)) лежит как в
graphLK так и в graphRK , где

graphLK =
∪

ψ+∈Lk

graphψ+ и graphRK =
∪

ψ−∈Rk

graphψ−.

Найдем расстояние между двумя произвольными точками (xi,yi), i = 1,2 из пересечения
graphLK ∩ graphRK . Поскольку yi = ψ+

i (xi) и xi = ψ−
i (yi), где ψ

+
i ∈ LK и ψ−

i ∈ RK , то

∆y ≤ ci0∆x+ δ и ∆x ≤ di0∆y + δ.

Значит

∆x ≤ 1 + di0
1− di0ci0

δ и ∆y ≤ 1 + ci0
1− di0ci0

δ

Итак, при достаточно маленьком δ образ цилиндра ΦΓ(Σ(i−K , . . . ,iK)) лежит в ε окрестности
ΦΓ(σ), и непрерывность ΦΓ доказана.

Множество ΣΓ компактно, так как множество C(Z,Γ) компактно (так как количество вершин
графа Γ конечно, а множество Z – счетно), а ΣΓ есть замкнутое подмножество в C(Z,Γ). Отобра-
жение ΦΓ инъективно, а значит является гомеоморфизмом между ΣΓ и S(f) = ΦΓ(ΣΓ).

Если x /∈ S(f), то найдется такой номер k ∈ Z, что fk(x) /∈ B. В силу непрерывности f
и замкнутости B у точки x найдется такая окрестность U , что fk(U) /∈ B. Поэтому точка x не
может принадлежать NW(f). Итак NW(f) ⊆ S(f).

Осталось доказать, что если ориентированный граф Γ связен, то NW(f) ⊇ ΦΓ(ΣΓ). Действи-
тельно, множество NW(f) замкнуто (см. [15]) и содержит все периодические точки отображения
f . Поэтому
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{period}f ⊆ NW(f),

где {period}f – множество периодических точек отображения f . При этом

{period}f = ΦΓ

(
{period}s

)
,

С другой стороны ΣΓ = {period}s, так как граф Γ связен. Поэтому

ΦΓ(ΣΓ) = ΦΓ({period}s) ⊆ ΦΓ{period}s = {period}f ⊆ NW(f)

Что и требовалось.

Замечание 7.2. Найденное полусопряжение ΦΓ позволяет по графу Γ найти скорость роста орбит
f и топологическую энтропию (см. [15] гл. 3):

htop(f) = htop(f |NW(f)) = htop(s)

Важно отметить, что теорема 7.1 автоматически влечет структурную устойчивость в следую-
щем смысле:

Теорема 7.2. Предположим, что динамическая система f : B → B удовлетворяет условиям
теоремы 7.1. Если

(i) Компоненты f ij(IntBi) ∩Bj являются полными для f ij;
(ii) ci > 0 и di > 0 для любого i;
(iii) Для любой стрелки (ij) в Γ

ci vy
ij + vx

ij

ux
ij − ci uy

ij < cj и
dj xu

ji + xv
ji

yv
ji − ci yu

ji < di;

то любая достаточно близкая к ней в липшицевой смысле динамическая система g : B → B так-
же будет удовлетворять условиям теоремы 7.1. Более того отображения ΦΓ и Φ̃Γ из теоремы
7.1 для f и g будут близки в C0 метрике:

ρ(ΦΓ,Φ̃Γ) ≤ C
(
ρ(f,g)

)γ
,

для некоторых констант C > 0 и 0 < γ < 1.

Близость в липшицевом смысле означает, что (i) ρ(f,g) < ε в C0 метрике и (ii) f − g есть
липшицево отображение с константой Липшица ε.

Доказательство. Рассмотрим предмаркоское разбиение B = ⊔iBi для динамической системы f .
Покажем, что это же разбиение является предмарковским для g, если g достаточно близко к f в
липшицевом смысле.



181

В силу компактности Bi отображения gij и f ij определены и не определены одновременно.
Условие 2 в определении предмарковости сохраняется в силу компактности Bi. Условие же 3

выполняет ввиду предположения (i).
Так как f и g близки как липшицевы отображения, то условие 1 очевидно выполнено и для g с

некоторыми константами ũxij , ũxij и т.д, и, значит B = ⊔iBi есть предмарковское разбиение для
g. Причем константы Липшица отображений gij близки к константам Липшица отображений f ij .
Следовательно

ũxij ṽyij − ũy
ij ṽx

ij > 0 для каждой стрелки (ij) в графе Γ,

и отображения gij обратимы. Осталось проверить выполнение условий леммы 7.4 для g и g−1.
Нетрудно убедиться, что подойдут c̃i = ci и d̃i = di. Действительно, благодаря предположениям
(ii) и (iii) все нестрогие неравенства в условиях леммы 7.4 превращаются в строгие, и, значит,
выдерживают малое шевеление.

Осталось показать близость отображений ΦΓ и Φ̃Γ. Пусть σ = (. . . i−1.i0i1 . . .) ∈ ΣΓ, и ΦΓ(σ) =

(x1,y1) ∈ Bi0 и Φ̃Γ(σ) = (x2,y2) ∈ Bi0 . Зафиксируем n > 0, положим (x1,y1) = fn(x̃1,ỹ1), (x2,y2) =
gn(x̃2,ỹ2) и (x,y) = fn(x̃2,ỹ2), и воспользуемся леммой 7.3:

∆y ≤ ρ(y1,y) + ρ((x,y),(x2,y2)) ≤ λi−ni−n+1 . . . λi−1i0diamBi−n + ci0∆x+ ρ0(f
n,gn).

Здесь λij из леммы 7.4, а ρ0 – расстояние в метрике C0. С одной стороны, так как f – липшицево
отображение с некоторой константой ЛипшицаA (без ограничения общности можно считать, что
A > 1), то

ρ(fn(z),gn(z)) ≤ ρ(fn(z),f(gn−1(z)) + ρ(f(gn−1(z),gn(z)) ≤

≤ Aρ(fn−1(z),gn−1(z)) + ρ0(f,g).

Применяя индукцию, получаем, что ρ0(fn,gn) ≤ An−1
A−1

ρ0(f,g) <
An−1
A−1

ε. С другой стороны, в силу
условия сжатия вдоль простых циклов, существуют такие положительные константы B и λ < 1,
что независимо от σ неравенство λi−ni−n+1 . . . λi−1i0 < Bλn выполнено при любом n. Итак,

∆y ≤ B diamBi−nλ
n +

An − 1

A− 1
ε+ ci0∆x для любого n ∈ N. (7.12)

Найдем первое такое nε, что λnε+1 ≤ Anε+1ε. Тогда λnε > Anεε и nε < − log ε
logA−log λ

. Поэтому

Anεε < ε
− log λ

logA−log λ . Положим γ1 = − log λ
logA−log λ

> 0, γ1 < 1. Тогда неравенство (7.12) для n = nε

принимает вид

∆y ≤ αεγ1 + ci0∆x,
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где α > 0 некоторая константа. Аналогично, ∆x ≤ βεγ2 + di0∆y. Поскольку ci0di0 < 1, то ∆x ≤
di0α+β

1−ci0di0
εγ и ∆y ≤ α+ci0β

1−ci0di0
εγ для γ = min{γ1,γ2}, что и требовалось.

Теорема 7.2 о структурной устойчивости как обычно дает возможность использовать предла-
гаемую технику для исследования реальных динамических систем на приближенных моделях.

7.6 Размерность аттрактора матричной итерационной системы

В данном параграфе доказана теорема, обобщающая классическую теорему (см. гл. 9 [79])
о размерности аттрактора итерационной системы. Для подсчета размерности полусамоподбно-
го марковского аттрактора можно использовать технику развитую в [80, 81]. Однако, дословное
применение этой техники невозможно, если марковская итерационная система не является гипер-
боличной7. В теореме 7.4 условие гиперболичности заменено на более слабое требование сжатия
вдоль простых циклов (см. определение 7.7). Теорема 7.4 сформулирована в терминах, более удоб-
ных для подсчета размерности множества неблуждающих точек по марковскому разбиению.

Итак, пусть дано N попарно не пересекающихся метрических пространств Di, i = 1, . . . ,N .
Если (ij) – стрелка в ориентированном графе Γ, то определено отображение Sij из множества Di

в множество Dj . Каждое из отображений Sij предполагается липшицевым, точнее

|Sij(x2)− Sij(x1)| ≤ λij|x2 − x1|, где λij > 0. (7.13)

Такой набор будем называть матричной итерационной системой если для каждого простого цикла
σ = (i0 . . . iki0) выполнено неравенство (7.7):

Определение 7.7. Матрица Λ = (λij) называется сжимающей вдоль простых циклов, если для
всех простых циклов выполнено условие (7.7).

Условие сжатия вдоль простых циклов является более естественным для матричной итера-
ционной системы, чем условие гиперболичности, так как оно не меняется при заменах метрик
Di на пропорциональные. Сжатие вдоль простых циклов фактически означает, что отображение
Sσ = Siki0 ◦ . . . ◦ Si1i2 ◦ Si0i1 является сжимающим для любого достаточно длинного пути σ.

Набор компактных множеств F = (F1, . . . ,FN), Fi ⊆ Di, хотя бы одно из которых не пусто,
называется аттрактором матричной итерационной системы, если

Fi =
N∪
j=1

Sji(Fj) для любого i. (7.14)

Здесь и далее для упрощения записи Sij(Fi) = ∅, если отображение Sij не определено. Для
каждого набора компактных множеств E = (E1, . . . ,EN), Ei ⊆ Di, определим отображение

7Итерационная система называется гиперболической, если каждое входящее в нее отображение является сжима-
ющим.
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S(E) = (
N∪
i=1

Si1(Ei), . . . ,
N∪
i=1

SiN(Ei)).

В этом случае аттрактор F является неподвижной точкой отображения S.

Теорема 7.3. Если все пространстваDi полны, то для любой матричной итерационной системы
(Sij)Ni,j=1, существует и единственный аттрактор F такой, что Fi ̸= ∅ для любого i. Более того

Fi =
∞∩
k=1

Sk(E)i 1 ≤ i ≤ N

для любого такого набора E непустых компактных множеств, что (S(E))i ⊆ Ei для любого i.

Доказательство. Положим Yi – метрическое пространство всех непустых компактных подмно-
жеств Di с метрикой Хаусдорфа, а Y = Y1 × . . .× YN с метрикой

ρ(E,E ′) = max
i
ρ(Ei,E

′
i).

Так как пространствоDi полно, то Yi полно, и, следовательно Y также полно. Применим прин-
цип сжимающих отображений. Вообще говоря, само отображение S может не являться сжимаю-
щим на Y , так как возможно λij > 1 для некоторых i и j. Однако, условие сжатия вдоль простых
циклов гарантирует, что найдется такие число 0 < λ < 1 и достаточно большой номер m, что
0 < λσ < λ < 1 для любого пути σ длиныm или больше. Тогда если k ≥ m, то

ρ
(
Sk(E),Sk(E ′)

)
= max

j

(
Sk(E)j,S

k(E ′)j
)
=

= max
j

( ∪
i1,...,ik

Si1...ikj(Ei1),
∪
i1,...,ik

Si1...ikj(E ′
i1
)

)
≤

≤ max
i1,...,ik,j

(
Si1...ikj(Ei1),S

i1...ikj(E ′
i1
)
)
< λρ(E,E ′).

Таким образом отображение Sk : Y → Y является сжимающим при любом k ≥ m. Поэтому
отображение S имеет единственную неподвижную точку F ∈ Y и Sk(E) → F для любого E ∈ Y

при k → +∞. Если S(E)i ⊆ Ei для всех i, то и Sk+1(E)i ⊆ Sk(E)i. Поскольку набор непустых
компактных множеств

(∩∞
k=1 S

k(E)i
)N
i=1

так же неподвижен относительно S, то он совпадает с F .

Замечание 7.3. Если искать аттрактор F = (F1, . . . ,FN), часть компонент которого может быть
пустыми множествами, то единственность сразу теряется. Это хорошо видно на примере с линей-
ными отображениями и λij = 1

2
δji . Однако, если граф Γ связен, то это гарантирует, что аттрактор

F не может содержать пустые компоненты.

Дальнейшие результаты будут сформулированы для примитивных графов, хотя, по-видимому,
могут быть перенесены и на случай лишь связных графов при помощи спектрального разложения.
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Определение 7.8. Граф Γ будем называть примитивным, если соответствующая ему 0,1-матрица
реберMΓ примитивна, т.е. найдется номер k такой, что все элементы матрицыMk

Γ будут положи-
тельны.

Примитивность графа Γ равносильна тому, что он связен, и наибольший общий делитель длин
всех (простых) циклов равен 1.

Пусть s ≥ 0. Обозначим Λs = (λsij)
N
i,j=1, т.е. каждый элемент матрицы Λ возвели в степень s,

считая λsij = 0, если (ij) не является стрелкой в Γ. Если граф Γ примитивен, то нетрудно показать,
что матрица Λs будет примитивной при любом s ≥ 0. Тогда по теореме Перрона-Фробениуса
матрица Λs будет иметь единственное максимальное по модулю собственное значение λmax(Λs)

и оно будет действительным (и совпадать со спектральным радиусом Λs). Более того, все ком-
поненты соответствующего собственного вектора тоже будут положительны. Мы покажем, что
размерность по Хаусдорфу аттрактора F определяется таким s, что максимальное по модулю соб-
ственное значение λmax(Λs) равно 1. Или другими словами, спектральный радиус матрицы Λs ра-
вен 1.

На первый взгляд может показаться странным, что размерность F определяется с помощью
такой не матричной операции как Λ 7→ Λs. Чтобы проиллюстрировать естественность данной
операции, предположим, что неравенства (7.13) превращаются в равенства. Пусть s – это размер-
ность F , и pi = Hs(Fi) – s-мерный объем по Хаусдорфу множества Fi. Из (7.14) вытекает

pj =
N∑
i=1

λsijpi

Считая p = (p1, . . . ,pN)
T , получаем Λsp = p. Поэтому, если pi < +∞ при всех i и p ̸= 0, то

по теореме Перрона-Фробениуса все координаты вектора p положительны и λmax(Λs) = 1. Таким
образом, если s-мерный объем Fi не равен 0, то s = dimH F определяется тем условием, что Λs

имеет максимальное по модулю собственное значение равное 1.

Стоит сказать, что оба рассматриваемых условия – и условие λmax(Λs) = 1, и условие сжатия
вдоль простых циклов – инвариантны относительно линейного растяжения метрик на Xi и пере-
нумерации индексов. Условие λmax(Λs) = 1 тесно связано с уравнение Боувена (см. [82], гл. 5).

Через dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF обозначены соответственно размерность по Хаусдорфу и
нижняя и верхняя размерности по Минковскому множества F .

Теорема 7.4. Предположим, что система (Sij)Ni,j=1 удовлетворяет соотношениям

λ′ij|x2 − x1| ≤ |Sij(x2)− Sij(x1)| ≤ λij|x2 − x1| ∀x1,x2.

Здесь Λ = (λij) и Λ′ = (λ′ij) – матрицы, и λij ≥ λ′ij > 0 если (ij) – стрелка в графе Γ и λij =

λ′ij = 0 в противном случае. Пусть F = (F1, . . . ,FN) – аттрактор итерационной системы Sij

и объединение (7.14) дизъюнктное. Тогда, если граф Γ примитивен и матрица Λ сжимает вдоль
простых циклов (см. условие (7.7)), то dimH Fi = dimH Fj и dimBFi = dimBFj при любых i и j, и
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s′ ≤ dimH Fi ≤ dimBFi ≤ s,

где s и s′ выбираются так, чтобы максимальное по модулю собственное значение матрицы Λs

(соответственно Λ′
s′) равнялось 1 (здесь Λs = (λsij) и Λ′

s = (λ′sij)).

Доказательство. Покажем сначала, что размерности всех Fi совпадают. Поскольку граф Γ при-
митивен, то из вершины i найдется пусть σ в вершину j при любых i и j. Поскольку Sσ есть билип-
шицево отображение, то размерности (и по Хаусдорфу и поМинковскому) Sσ(Fi) и Fi совпадают.
Значит dimH Fj ≥ dimH Fi и dimBFj ≥ dimBFi. Поменяв i и j местами получаем равенство.

Докажем оценку сверху. Пусть Σ−
Γ обозначает множество всех бесконечных влево путей в

графе Γ:

Σ−
Γ =

{
(. . . i−1i0)|(ik−1ik) – стрелка в Γ при любом k

}
.

Пусть p = (p1, . . . ,pN)
T > 0 и q = (q1, . . . ,qN) > 0 – собственные вектор и ковектор Λs и

ΛTs соответствующие8 максимальному собственному значению 1. Тогда на Σ−
Γ можно определить

меру µ следующим образом. На предбазе топологии мера µ задается следующим образом:

µ
(
Σ−

Γ (im . . . ik)
)
= qimλ

s
imim+1

. . . λsik−1ik
pik , m ≤ k ≤ 0.

Здесь Σ−
Γ (im . . . ik) ⊆ Σ−

Γ состоит из последовательностей с im, . . . , ik на номерах m, . . . ,k. Вве-
денное таким образом µ является мерой, так как

∑
j

µ(Σ−
Γ (im . . . ikj)) = qimλ

s
imim+1

. . . λsik−1ik

(∑
j

λsikjpj

)
=

= qimλ
s
imim+1

. . . λsik−1ik
pik = µ(Σ−

Γ (im . . . ik))∑
j

µ(Σ−
Γ (jim . . . ik)) =

(∑
j

qjλ
s
jim

)
λsimim+1

. . . λsik−1ik
pik =

= qimλ
s
imim+1

. . . λsik−1ik
pik = µ(Σ−

Γ (im . . . ik))

В том числе µ(Σ−
Γ ) =

⟨
p,q
⟩
> 0. Перенесем меру µ на F = ⊔iFi. Для этого рассмотрим отображе-

ние Φ−
Γ : Σ−

Γ → F ,

Φ−
Γ (. . . i1i0) =

∩
k≤0

Fik...i0 ,

где Fik...i0 = (Si−1i0 ◦ . . . ◦ Sikik+1)(Fik). Очевидно Fik−1ik...i0 ⊆ Fik...i0 , и множество
∩
k≤0

Fik...i0 со-

стоит из одной точки в силу условия сжатия вдоль простых циклов. Поэтому отображение Φ−
Γ

определено корректно и очевидно сюрьективно. Положим µ̃ = Φ−
Γ (µ).

8AT обозначает транспонированную матрицу.
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Зафиксируем произвольное сколь угодное малое r > 0 и построим покрытие F множества-
ми диаметра не больше rmaxi diamFi. Для этого рассмотрим множество Qr состоящее из таких
конечных путей (ik . . . i0) в Γ, что

λikik+1
. . . λi−1i0 ≤ r и λimim+1 . . . λi−1i0 > r ∀m > k.

Для любой последовательности (. . . i−1i0) ∈ Σ−
Γ найдется единственный номер k такой, что

(ik . . . i0) ∈ Qr. Поэтому множества Σ−
Γ (ik . . . i0), (ik . . . i0) ∈ Qr образуют покрытие Σ−

Γ , и, сле-
довательно, множества Fik...i0 , (ik . . . i0) ∈ Qr образуют покрытие F . Легко оценить диаметр этих
множеств:

diamFik...i0 ≤ λikik+1
. . . λi−1i0diamFik ≤ rmax

i
diamFi.

Таким образом, мы покрыли F множествами Fik...i0 , (ik . . . i0) ∈ Qr, диаметра не больше
rmaxi diamFi. Осталось оценить количество элементов в покрытии, то есть #Qr:

⟨
p,q
⟩

= µ̃(F ) =
∑
Qr

µ̃(Fik...i0) ≥
∑
Qr

qikλ
s
ikik+1

. . . λsi−1i0
pi0 ≥

≥ #Qrr
smin

i
pimin

j
qj

(
min
(ij)∈Γ

λij

)s
.

Итак, поскольку все минимумы в предыдущем неравенстве положительны, получаем, что#Qr ≤
Cr−s, и, значит, dimBF ≤ s.

Докажем теперь оценку снизу. Пусть p′ и q′ – собственные векторы Λ′
s′ и Λ′T

s′ соответствующие
максимальному собственному значению 1. Тогда на Σ−

Γ аналогично µ определена борелевская
мера µ′:

µ′(Σ−
Γ (im . . . ik)

)
= q′imλ

′s′
imim+1

. . . λ′s
′

ik−1ik
p′ik , m ≤ k ≤ 0.

Положим µ̃′ = Φ−
Γ (µ

′) и покажем, что dimH µ̃
′ ≥ s′ (отсюда немедленно следует, что dimH F ≥

dimH µ̃
′ ≥ s′).

Пусть d – это минимальное расстояние между Fji и Fki при j ̸= k, то есть

d = min
i,j ̸=k

inf{|x2 − x1|, x1 ∈ Fji,x2 ∈ Fki}.

Тогда d > 0 так как по условию Fji и Fki компактны и не пересекаются при j ̸= k. Обозначим
через α максимальное из 1 и λ′σ по всем простым путям σ в Γ. Если путь σ содержит циклы, то
в силу условия (7.7) сжатия вдоль простых циклов немедленно получаем, что λ′σ < α. Таким
образом, если (ik . . . i0) и (i′k . . . i

′
0) различны (k ≤ 0), то

dist (Fik...i0 ,Fi′k...i′0) ≥
d

α
λ′ik+1ik+2

. . . λ′i−1i0
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Действительно, если m – это наибольший номер такой, что im ̸= i′m, тогда Fik...im+1 ⊆ Fimim+1 и
Fi′k...i′m+1

⊆ Fi′mim+1 поэтому

dist (Fik...i0 ,Fi′k...i′0) ≥ λ′im+1im+2
. . . λ′i−1i0

d ≥
λ′ik+1ik+2

. . . λ′imim+1

α
λ′im+1im+2

. . . λ′i−1i0
d

Если x ∈ F и x = Φ−
Γ (. . . i−1i0) тогда (в силу сжатия вдоль простых циклов) для каждого

положительного r < d
α
найдется такой номер k ≤ 0, что

d

α
λ′ikik+1

. . . λ′i−1i0
≤ r <

d

α
λ′ik+1ik+2

. . . λ′i−1i0

Поэтому шар U(x,r) радиуса r целиком лежит в Fik...i0 и

µ̃′(U(x,r)) = µ̃′(U(x,r) ∩ F ) ≤ µ̃′(Fik...i0) ≤ max
j
q′j

(α
d
rmax

i
diamFi

)s′
max
i
p′i = Crs

′
,

и константа C не зависит от r. Теперь, если произвольное борелевское множество U пересекается
с F , то U ⊆ U(x,r) с r = diam U и x ∈ U ∩ F . Значит, µ̃′(U) ≤ C(diam U)s

′ и dimH µ̃
′ ≥ s′, что и

требовалось.

Естественно встают вопросы: сколько существует таких s, что λmax(Λs) = 1 и если одно, то
как его найти (по крайней мере численно). Ответ на него дает следующее

Предложение 7.1. Пусть A = (aij) – примитивная N ×N матрица с неотрицательными коэф-
фициентами. Если A удовлетворяет условию (7.7) сжатия вдоль простых циклов, то функция
λmax(As) непрерывна и строго убывает по s. Причем λmax(A0) > 1 и λmax(As) → 0 при s→ +∞.

Доказательство. Итак, для любого простого цикла (i0,i1, . . . ,in,i0) (ik ̸= il при k ̸= l) выпол-
нено 0 ≤ ai0i1 . . . aini0 < λ < 1. Зафиксируем достаточно большое K. Тогда для любого набора
(i0, . . . , iK) имеем 0 ≤ ai0i1 . . . aiK−1iK < 1. Так как коэффициенты матрицы AKs есть конечные
суммы произведений вида asi0i1 . . . a

s
iK−1iK

, то они строго убывают по s. Значит (ввиду неразложи-
мости AKs > 0), λmax(As) =

K
√
λmax(AKs ) строго убывает по s.

Ввиду примитивностиA0, матрицаAK0 состоит из элементов больших 1 и поэтому λmax(A0) >

1. С другой стороны ∥As∥ → 0 при s→ +∞. Поэтому λmax(As) → 0 при s→ +∞. Непрерывность
λmax(As) по s следует их непрерывности коэффициентовAs по s и единственности максимального
собственного значения.

Итак, единственность такого s, что λmax(Λs) = 1, доказана. В свете предложения 7.1 теорема
7.4 может быть переформулирована следующим образом:

Теорема 7.4′. Если выполнены условия теоремы 7.4, а d = dimBF и d′ = dimH F то выполняются
неравенства
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ρ(Λ′
d′) ≤ 1 ≤ ρ(Λd),

где ρ(A) – спектральный радиус матрицы A.

7.7 Оценка размерностей множества неблуждающих точек

Теорема 7.4 является альтернативой к методам, предложенным в [80,81] и представляется бо-
лее удобной для оценки размерности множества не блуждающих точек динамической системы
по марковскому разбиению. Для формулировки теоремы об оценках нам потребуются следую-
щие обозначения.

Предположим, что для липшицевой динамической системы f : B → B выполнены условия
теоремы 7.1. Обозначим Λ± = (λ±ij), Λ′

± = (λ±ij
′
), где если (ij) стрелка в Γ, то9

0 < λ−ij
′
=
ux

ij vy
ij − uy

ij vx
ij

ux
ij + ciuy

ij ≤ λ−ij =
ux

ij vy
ij + uy

ij vx
ij

ux
ij − ciuy

ij (7.15)

и λ−ij = λ−ij
′
= 0 в противном случае. Аналогично, если (ij) стрелка в Γ, то10

0 < λ+ji
′
=
yv
ji xu

ji − yu
ji xv

ji

yv
ji + djxv

ji ≤ λ+ji =
yv
ji xu

ji + yu
ji xv

ji

yv
ji − djxv

ji (7.16)

и λ+ji = λ+ji
′
= 0 в противном случае.

Как обычно, еслиA = (aij), aij ≥ 0 – матрица и s ≥ 0, то черезAs = (asij) обозначена матрица,
каждый элемент которой возведен в степень11 s.

Теорема 7.5. Предположим, что липшицева динамическая система f : B → B удовлетворяет
условиям теоремы 7.1. Тогда если граф Γ примитивен, то

(s′− + s′+)α ≤ dimH NW(f) ≤ dimBNW(f) ≤ s− + s+.

Здесь α = minσ

{
log λ−σ
log λ−σ

′ ,
log λ+σ

log λ+σ
′

}
по всем простым циклам σ в Γ, а константы s−, s′−, s+ и s′+

выбираются так, чтобы спектральный радиус соответствующей матрицы равнялся 1:

ρ
(
(Λ−)s−

)
= 1; ρ

(
(Λ′

−)s′−
)
= 1; ρ

(
(Λ+)s+

)
= 1; ρ

(
(Λ′

+)s′+
)
= 1.

Доказательство. Согласно лемме 7.4 для каждого бесконечного влево пути (. . . ,i−1,i0) множе-
ство точек z ∈ Bi0 таких, что fk(z) ∩ Bik ̸= ∅ при k < 0, является графиком некоторой функции

9Константы λ−
ij и λ−

ij вычислены в лемме 7.3.
10Константы xu,xu и т.д. для отображения f−1 могут быть вычислены, например, по лемме 7.1. Также эти констан-

ты могут быть вычислены из каких-то сторонних соображений – это не имеет значения. Необходимо лишь, чтобы
выполнялись условия (7.1) для отображений f−1

ij .
11Если s = 0, то A0 состоит из 0 и 1, где единицы стоят на тех позициях, что aij ̸= 0.
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ψ ∈ Lipci0 (xi0 → yi0). Описанное отображение Φ−
Γ : Σ−

Γ → ⊔i Lipci(xi → yi) является непре-
рывным в силу замечания 7.1, поэтому Q−

i = Lipci(xi → yi) ∩ Φ−
Γ (Σ

−
Γ ) компактно при любом i.

Аналогично определим Q+
i для бесконечных вправо путей.

Основная идея доказательства заключается в том, чтобы получить оценки размерностей Q+
i

и Q−
i , построить липшицево отображение из ⊔i(Q−

i × Q+
i ) в NW(f) и проверить гельдеровость

обратного.
Рассмотрим матричную итерационную систему Sij = f ij∗ : Lipci(xi → yi) → Lipcj(xj → yj).

Согласно теореме 7.3 у данной системы существует единственный аттрактор, который совпадает
сQ− = (Q−

1 , . . . Q
−
N) в силу непустоты и компактностиQ−

i . Поэтому, в силу теоремы 7.4 и леммы
7.3, имеем

s′− ≤ dimH Q
−
i ≤ dimBQ

−
i ≤ s−.

Аналогичные оценки получаем и для Q+
i . Поэтому

s′− + s′+ ≤ dimH(Q
−
i ×Q+

i ) ≤ dimB(Q
−
i ×Q+

i ) ≤ s− + s+

Построим теперь липшицево отображение πi : Q−
i × Q+

i → Bi, такое, что πi(Q−
i × Q+

i ) =

NW(f) ∩ Bi. Поскольку cidi < 1 то для каждой пары (ψ−,ψ+) ∈ Lipci(xi → yi) × Lipdi(yi → xi)

существует единственная точка z ∈ Bi такая, что z ∈ graphψ− ∩ graphψ+. Определим

πi(ψ
−,ψ+) = graphψ− ∩ graphψ+ для ψ− ∈ Q−

i и ψ+ ∈ Q+
i .

Образом πi(Q−
i ×Q+

i ) является множество S(f) ∩ Bi, где S(f) есть множество всех точек z ∈ B

остающихся в B при всех итерациях fk, k ∈ Z. По теореме 7.1 имеем NW(f) = S(f).
Липшицевость отображения πi никак не связана со спецификой структуры множествQ±

i . Дей-
ствительно, пусть (ψ−

j ,ψ
+
j ) ∈ Q−

i ×Q+
i и πi(ψ−

j ,ψ
+
j ) = (xj,yj), j = 1,2. Тогда

∆y ≤ ρ(ψ−
2 ,ψ

−
1 ) + ci∆x и ∆x ≤ ρ(ψ+

2 ,ψ
+
1 ) + di∆y

Значит,

∆x ≤ di
1− cidi

ρ(ψ−
2 ,ψ

−
1 ) +

1

1− cidi
ρ(ψ+

2 ,ψ
+
1 );

∆y ≤ 1

1− cidi
ρ(ψ−

2 ,ψ
−
1 ) +

ci
1− cidi

ρ(ψ+
2 ,ψ

+
1 );

и липшицевость πi доказана. Докажем теперь, что обратное отображение к πi гельдерово. Пусть
ψ−
1 = Φ−

Γ (. . . ,i−1,i0) и ψ−
2 = Φ−

Γ (. . . ,j−1,j0). Поскольку ψ−
j ∈ Q−

i , j = 1,2, то i0 = j0 = i. Пусть
i−1 = j−1, . . ., i−k = j−k и i−k−1 ̸= j−k−1. Тогда

ρ(ψ−
2 ,ψ

−
1 ) ≤ Aλ−i−ki−k+1

. . . λ−i−1i0
.
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Здесь A – это максимальный диаметр множеств Bj по всем 1 ≤ j ≤ N . С другой стороны, по-
скольку (x1,y1) ∈ graphψ−

1 ⊂ f i−k−1i−k...i0(Bi−k−1
), (x2,y2) ∈ graphψ−

2 ⊂ f j−k−1j−k...j0(Bj−k−1
) и

i−k−1 ̸= j−k−1, то

∆y +∆x ≥ A′λ−i−ki−k+1

′
. . . λ−i−1i0

′
,

где A′ – это минимальное расстояние между f jl(Bi) и f j
′l(Bj) при всех l и j ̸= j′. Константа A′

отлична от нуля, так как f jl(Bi) и f j
′l(Bj) компактны и не пересекаются.

Разрежем путь σ = (i−k, . . . ,i0) на простые циклы. Предположим в σ есть повторяющиеся вер-
шины. Взяв две ближайшие il = il′ = j, l < l′, выделяем простой цикл σ1 = (il, . . . ,il′). Остается
путь σ′ = (i−k, . . . ,il−1,j,il′+1, . . . ,i0). Повторяем эту процедуру до тех пор, пока не останется по-
вторяющихся вершин. В результате выделятся простые циклы σ1, . . . ,σm и оставшийся простой
путь σ̃. Итак, обозначим α− = minσ

log λ−σ
log λ−σ

′ . Тогда

λ−i−ki−k+1
. . . λ−i−1i0

= λ−σ̃ λ
−
σ1
. . . λ−σm ≤ λ−σ̃ (λ

−
σ1

′
. . . λ−σm

′
)α ≤ C(λ−i−ki−k+1

′
. . . λ−i−1i0

′
)α−

Здесь C = max
λ−σ̃

(λ−σ̃
′
)α
по всем простым путям σ̃. Значит,

ρ(ψ−
2 ,ψ

−
1 ) ≤

AC

(A′)α−
(∆y +∆x)α− (7.17)

Аналогичную оценку получаем для ρ(ψ+
2 ,ψ

+
1 ). Поэтому

dimH

(
Q−
i ×Q+

i

)
≤ 1

α
dimH

(
NW(f) ∩Bi

)
,

где α = min{α−,α+} что и требовалось.

В случае, если граф Γ связен, то по теореме 7.1 множество неблуждающих точекNW(f) совпа-
дает с множеством точек S(f), не покидающих B при всех итерация fk, k ∈ Z. Поэтому отметим
еще, в доказательстве теоремы 7.5 мы также получили оценку на размерность множества точек
липшицевой гиперболической динамической системы f : B → B, не покидающих B только при
положительных (или при отрицательных) k. Обозначим

S+(f) = {z ∈ B : fk(z) ∈ B ∀ k ∈ Z+} и S−(f) = {z ∈ B : fk(z) ∈ B ∀ k ∈ Z−}.

Напомним, Bi = Di ×D′
i, где Di и D′

i диски в Rk и Rm соответственно.

Следствие 7.1. В условиях теоремы 7.5 размерности множества S+(f) удовлетворяют оценкам

m+ α+s′+ ≤ dimH S
+(f) ≤ dimBS

+(f) ≤ m+ s+
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где α+ = minσ α
+
σ по всем простым циклам σ в Γ, а α+

σ
log λ+σ

log λ+σ
′ . Аналогично для размерностей мно-

жества S−(f) получаем

k + α−s′− ≤ dimH S
+(f) ≤ dimBS

+(f) ≤ k + s−

где α− = minσ α
−
σ по всем простым циклам σ в Γ, а α−

σ = log λ−σ
log λ−σ

′ .

Доказательство. Доказательство без ограничения общности проведем для множества S−(f).
Множество S−(f) есть в точность

⊔
i graphQ

−
i . Построим отображение

π−
i : Di ×Q−

i → Bi; π−
i (x,ψ

−) = (x,ψ−(xi)), для x ∈ Di,ψ
− ∈ Q−

i .

Отображение π−
i очевидно липшицево. Для обратного отображения имеем согласно доказатель-

ству теоремы 7.5: если (xj,yj) ∈ graphψ−
j , j = 1,2, то выполнено (7.17). Поскольку α− ≤ 1,

обратное отображение к π−
i является α− гельдеровым, что и требовалось.
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ГЛАВА 8

Хаотическая динамика отображения Пуанкаре

В этой главе будет доказана вторая важная теорема 8.2 о полусопряженности динамики оп-
тимального синтеза в модельной задаче (5.1) с некоторой топологической цепью Маркова (для
случая правильного треугольника). Более того, с помощью результатов главы 7 будут найдены
оценки на размерности по Хаусдорфу и по Минковскому множества неблуждающих точек и вы-
числена топологическая энтропия (см. [72]). В этой главе мы продолжим использовать обозначе-
ния для элементов оптимального синтеза задачи (5.1), введенные в главах 5 и 6.

8.1 Билипшицевость отображения последования Пуанкаре.

Основным инструментом изучения оптимального синтеза задачи (5.1) в предыдущих парагра-
фах выступали теоремы 3.1 и 3.2 о переходе к сопряженным переменным, точнее отображениеE.
Поэтому, для доказательства билипшицевости отображения Φ в ограничении на лагранжеву по-
верхность оптимальных траекторий M+ нам потребуется начать с исследования отображения E
на билипшицевость.

В теоремах 3.1 и 3.2 было доказано, что в широком классе задач оптимального управления
(в том числе в модельной задаче (5.1)) отображение E является (локально) липшицевым и би-
ективным. Вообще говоря, обратное отображение E−1 в общей задаче (5.1) может уже не быть
липшицевым даже локально.

В нижеследующей лемме мы докажем, что в модельной задаче (5.1) отображение E является
локально билипшицевым в окрестности любой точки, не лежащей на Aij .

Лемма 8.1. Рассмотримточку q0 = (x0, y0) не лежащую ни в одной плоскостиAij (т.е. x0 /∈ ∪Aij
или y0 /∈ ∪Aij). Тогда существует окрестность точки q0, в которой отображение E является
билипшицевым.

Доказательство. По сути, доказательство заключается в получении нижней оценки на разность
B(q1)−B(q0)−B′(q0)∆q и последующего применения леммы 3.13. Здесь как обычно qi = (xi,yi)

и ∆q = (∆x,∆y) = q1 − q0.
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Пусть X0(t) и X1(t) – две произвольные траектории, начинающиеся в точках x0 и x1 соот-
ветственно. Для произвольного λ ∈ [0; 1] обозначим Xλ(t) = (1 − λ)X0(t) + λX1(t). Тогда для
функционала J , определенного в (5.1), выполнено тождество

(1− λ)J(X0) + λJ(X1)− J(Xλ) = λ(1− λ)J(∆X),

где ∆X(t) = X1(t) −X0(t). Если же траектории X0 и X1 являются оптимальными и Ẋi(0) = yi,
i = 1,2, то

(1− λ)B(q0) + λB(q1)−B(qλ) ≥ λ(1− λ)J(∆X),

где qλ = (1−λ)q0+λq1. Поскольку левая и правая часть написанного неравенства совпадают при
λ = 0, то продифференцировав их по λ при λ = 0 получаем

B(q1)−B(q0)−B′(q0)∆q ≥ J(∆X),

Осталось оценить снизу J(∆X). Простейший способ оценки J(∆X) ≥ B(∆q) дает плохой
результат слишком высокого порядка, так как B(∆q) ≥ A∆x

5
2 + B∆y5, и лучше оценить в про-

извольной точке функцию Беллмана, вообще говоря, нельзя.
Однако, если точка q0 не лежит наAij , то оказывается, что значение функционала J(∆X) мож-

но оценить лучше. Пусть для начала точка q0 /∈ ∪Aij × Aij не является точкой переключения
управления. Это означает, что для некоторой достаточно малой окрестности V точки q0 опреде-
лено время τ > 0 такое, что в течении времени по крайней мере τ все оптимальные траектории
из точек q1 ∈ V идут с одинаковым управлением u0 в одной и той же вершине треугольника Ω.
Действительно, поднятие оптимальной траектории (x̂(t),ŷ(t),ϕ̂(t),ψ̂(t)) из

(
q0,E(q0)

)
пересекает

в первый раз поверхность переключения S в некоторой точке (x′,y′,ϕ′,ψ′) ̸=
(
q0,E(q0)

)
в момент

времени t0 > 0. Поскольку поверхность S замкнута, до для любого ε > 0 найдется такое δ > 0,
что если траектория гамильтоновой системы (5.2) начинается из δ-окрестности точки

(
q0,E(q0)

)
,

то она в первый раз пересечет S не раньше чем в t0 − ε. Осталось отметить, что отображение E
непрерывно по теореме 3.2, поэтому, если точка q1 близка к q0, то (q1,E(q1)) близка к (q0,E(q0)).

Итак, при t ∈ [0; τ ] выполнено равенство ∆X(t) = ∆x + t∆y, так как управления на опти-
мальных траекториях из q0 и q1 в течение этого промежутка времени совпадают (если q1 лежит в
окрестности q0). Поэтому для некоторого C ′ > 0 выполняется

B(q1)−B(q0)−B′(q0)∆q ≥ J(∆X) ≥ 1

2

∫ τ

0

(∆x+ t∆y)2 dt ≥ C ′(∆x2 +∆y2).

Таким образом, после применения леммы 3.13 мы получаем доказательство утверждения лем-
мы 8.1 для точек q0 не лежащих на поверхности переключения. Если же точка q0 лежит на поверх-
ности переключения, то для оценки J(∆X) снизу необходимо сдвинуться по всем оптимальным
траекториям из окрестности q0 на одно и то же небольшое время t0 > 0 и повторить описанное
выше доказательство.
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Таким образом1,

1. Отображение E : M → N есть локально липшицевый гомеоморфизм, являющийся билип-
шицевым в окрестности точек не лежащих на ∪Aij × Aij;

2. Отображение q 7→ (q,E(q)) является (локально) билипшицевым гомеоморфизмом M →
M+;

3. Отображение (q,E(q)) 7→ E(q) есть (локально) липшицев гомеоморфизмM+ → N , являю-
щийся билипшицевым в окрестности точек не лежащих на ∪Aij × Aij .

В том числе все эти отображения сохраняют описанные выше свойства после факторизации по
действию g.

Исследуем теперь на билипшицевость отображение последования Пуанкаре Φ. Пусть точка
x ∈ (S ∩M+)/g не лежит ни в множестве

∪
A×4
ij /g, ни в множестве S123/g. Согласно лемме 5.1,

определен образ Φ(x) ∈ (S ∩ M+)/g. Предположим Φ(x) /∈ S123/g и Φ(x) /∈
∪
A×4
ij /g. Тогда

проекция траектории гамильтоновой системы (5.2), проходящая через x, пересекает поверхность
переключения и в точке x и в точке Φ(x) трансверсально. Поэтому, отображение Φ : S/g → S/g
определено в окрестности x в S/g и является локальным диффеоморфизмом окрестности x в S/g
на ее образ. Воспользовавшись теперь билипшицевостью отображения E немедленно получаем,
что ограничение Φ на (S ∩M+)/g является билипшицевым отображением в окрестности x. Итак,

Лемма 8.2. Отображение последования Пуанкаре Φ : (S ∩ M+)/g → (S ∩ M+)/g является
билипшицевым в окрестности любой такой точки x, что x и Φ(x) не лежат ни на S123/g ни
на
∪
A×4
ij /g. Свойство локальной билипшицевости сохраняется у отображения Φ, записанного в

терминах пространствM/g и N/g с помощью отождествления E.

Следствие 8.1. Отображение F : A.A∪A.C∪C.A∩C.C → A.A∪A.C∪C.A∩C.C, определенное
в параграфе 6.10 является билипшицевым.

8.2 Условия липшицевой гиперболичности

Изучим подробно динамику отображения F . Выберем (как было показано в главе 6) не пере-
секающиеся прямоугольные окрестности B1, B2, B3, B4 множеств A.A, A.C, C.A, C.C соответ-
ственно и координаты (Xi,Yi) наBi, i = 1,2,3,4. Обозначим через Fij ограничениеF на множество
тех точек Bi, которые при одной итерации F попадают в Bj , т.е. Fij = F |Bi∩F−1(Bj). Отображения
Fij определены в соответствии с графом Γ̃ (см. рис. 8.1): отображениеFij определено, если в графе
Γ̃ есть стрелка, соединяющая соответствующие вершины.

1На множествах M , N , M+ естественным образом определены структуры метрических пространств, индуциро-
ванные из объемлющего линейного пространстваM = T ∗M = M ×N . Однако множествоM+ не является, вообще
говоря, гладким подмногообразиемM.



195

A.A A.C

C.A C.C

Рисунок 8.1: Граф Γ̃

F ux ux uy vy vy vx
F11 21 25.6 0.57 0.739 0.792 0.15
F31 20.3 22.4 0.37 0.4 0.48 0.14
F12 22.5 34 3.1 0.72 0.785 0.5
F32 21 25 1.9 0.4 0.48 0.07
F23 3.08 3.28 0.06 0.07 0.18 0.06
F43 3.11 3.28 0.09 0.176 0.019 0.0591
F24 2.35 2.9 0.75 0.1 0.22 0.1
F44 2.3 2.9 0.8 0.175 0.21 0.1

Таблица 8.1: Константы ux,ux и т.д. для отображения F .

F−1 yv yv yu xu xu xv
F−1
11 1.26 1.36 0.098 0.039 0.049 0.37
F−1
31 2.09 2.51 0.16 0.0444 0.049 0.045
F−1
12 1.342 1.384 0.0195 0.029 0.045 0.18
F−1
32 2.1 2.5 0.0061 0.04 0.048 0.2
F−1
23 5.6 14.1 0.25 0.305 0.323 0.171
F−1
43 5.3 5.66 0.0094 0.303 0.323 0.151
F−1
24 5 14.4 0.4 0.37 0.394 1.41
F−1
44 4.6 5.6 0.21 0.364 0.381 1.55

Таблица 8.2: Константы xu, xu и т.д. для отображения F−1.

B1 B2 B3 B4

c 0.00743 0.0225 0.022 0.0488
d 0.146 0.321 0.103 0.374

Таблица 8.3: Константы ci и di отображений F и F−1 для прямоугольников Bi.
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F σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6
λ−σ 0.797 0.249 0.0748 0.0238 0.0201 0.0883
λ′−σ 0.734 0.137 0.0178 0.00462 0.0304 0.0271
α−
σ 0.739 0.701 0.643 0.695 0.674 0.673

Таблица 8.4: Константы λ−σ , λ′−σ и α− для отображения F .

F−1 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6
λ+σ 0.0484 0.46 0.000785 0.00829 0.000403 0.0162
λ′+σ 0.0386 0.288 0.000341 0.00294 0.0000864 0.0117
α+
σ 0.931 0.625 0.895 0.822 0.835 0.927

Таблица 8.5: Константы λ+σ , λ′+σ и α+ для отображения F−1.

ПустьUij(Xi,Yi) и Vij(Xi,Yj) обозначают первую и вторую координаты образаFij(Xi,Yi) в пря-
моугольнике Bj соответственно: Fij(Xi,Yi) =

(
Uij(Xi,Yi),Vij(Xi,Yj)

)
. Согласно результатам гла-

вы 6 отображения Fij удовлетворяют следующим неравенствам, выполненным для любой точки
(Xi,Yi) ∈ Bi ∩ F−1(Bj) и для любого допустимого смещения (∆X,∆Y ){

ux
ij|∆x| ≤

∣∣Uij(Xi +∆x,Yi)− Uij(Xi,Yi)
∣∣ ≤ ux

ij|∆x|,∣∣Uij(Xi,Yi +∆y)− Uij(Xi,Yi)
∣∣ ≤ uy

ij|∆y|,{
vy
ij|∆y| ≤

∣∣Vij(Xi,Yi +∆y)− Vij(Xi,Yi)) ≤ vy
ij|∆y|,∣∣Vij(Xi +∆x,Yi)− Vij(Xi,Yi)

∣∣ ≤ vx
ij|∆y|,

где uxij , uxij и т.д. обозначают положительные константы (их точные значения приведены в таб-
лице2 8.1). Более того, обратные отображения F−1

ij удовлетворяют аналогичным соотношениям с
константами xuij , xuij и т.д., точные значения которых приведены в таблице 8.2.

Отметим, что точные значения констант ux, ux и т.п. зависят от выбора координат Xi и Yi.
Данные в таблицах 8.1 и 8.2 приведены для Xi и Yi, имеющих следующий явный вид

X1 = X3 = 3636.74626682426χ1 − 4481.16386225848χ2 + 3855.15022264945χ2
1 −

− 9508.94604117198χ1χ2 + 5858.26825049964χ2
2 + 1403.04809529772χ3

1 −

− 5062.14415237999χ2
1χ2 + 6220.81334889828χ1χ

2
2 − 2553.62800317877χ3

2,

2Численные значения, приведенные во всех таблицах, выписаны с округлением в нужную сторону, в зависимости
от знаков неравенств, в которых они участвуют.
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X2 = X4 = 15(−434.85845004979χ1 − 1178.18255202967χ2 − 120.01821331858χ2
1 +

+ 1034.23812583926χ1χ2 + 1197.94981377645χ2
2 + 294.58158248528χ3

1 −

− 56.750230435401χ2
1χ2 − 570.219924579354χ1χ

2
2 − 401.871126962896χ3

2),

Y1 = Y2 = 3.239086633898χ1 − 908.305710474105χ2 − 19.706205900010χ2
1 −

− 2.212072200027χ1χ2 + 1018.022649246405χ2
2 + 6.183323553959χ3

1 +

+ 19.428876703623χ2
1χ2 − 1.286781359343χ1χ

2
2 − 379.719994048579χ3

2,

Y3 = Y4 = 7714.46037676461χ1 + 57227.20693518666χ2 − 1394.23893421762χ2
1 −

− 16419.64632698288χ1χ2 − 61359.76468135373χ2
2 + 68.70577470503χ3

1 +

+ 1493.59693767978χ2
1χ2 + 8734.94321423633χ1χ

2
2 + 21935.18377642208χ3

2.

В дальнейшим для оценок размерностей (и вообще использования результатов главы 7) нам
потребуются для отображенийF иF−1 значения констант λ±ij и λ

±
ij
′, определенных в (7.15) и (7.16),

и констант α±, определенных в лемме 7.1. Значения констант α±
σ , λ±σ и λ′±σ для отображения F по

всем простым циклам σ в графе Γ̃ (которых всего шесть: σ1 = (A.A;A.A), σ2 = (C.C;C.C),
σ3 = (A.A;A.C;C.A;A.A), σ4 = (C.C;C.A;A.C;C.C), σ5 = (A.A;A.C;C.C;C.A;A.A) и σ6 =

(A.C;C.A;A.C)) приведены в таблицах 8.4 и 8.5.
Поскольку прямоугольники Bi образуют предмарковское разбиение множества3 B = ⊔iBi

относительно отображений Fij , мы можем воспользоваться техникой исследования липшицевых
гиперболических динамических систем, разработанной в главе 7 (см. [16]). Основным услови-
ем применимости этой техники является условие липшицевой гиперболичности (см. определе-
ние 7.4). Отображение F удовлетворяет условиям липшицевой гиперболичности на B = ⊔iBi с
константами ci, приведенными в таблице 8.3. Действительно, условие (I) проверяется непосред-
ственной подстановкой, а условие (II) проверяется также прямой подстановкой по всем простым
циклам в Γ̃. Численные значения произведений (7.7) для отображения F приведены в таблице 8.4.

Из липшицевой гиперболичности F следует, что B = ⊔iBi является предмарковским разбие-
нием также и для обратного отображения F−1 (см. [16]). Отметим, что в общем случае, вообще
говоря, из липшицевой гиперболичности F не следует, что обратное отображение F−1 удовле-
творяет условиям (I) и (II) хоть с какими-то константами di ≥ 0. Однако в этом конкретном
случае такие константы di для отображения F−1 действительно существуют (их точное значение
приведено в таблице 8.3).

Таким образом доказана

Лемма 8.3. Отображения F и F−1 обладают предмарковским разбиением B = ⊔iBi и удовле-
творяют на нем условиям липшицевой гиперболичности с положительными константами ci и di,

3См. определение 7.2.
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i = 1,2,3,4 соответственно, значения которых приведены в таблице4 8.3.

8.3 Сопряженность с топологической марковской цепью

Для доказательства того факта, что липшицева гиперболическая динамическая система F :

B → B полусопряжена с двусторонней топологической марковской цепью ΣΓ̃ мы воспользуемся
теоремой 7.1 (см. [16]). ОтображениеF удовлетворяет условиям теоремы 7.1 по лемме 8.3. В каче-
стве прямого следствия этой теоремы мы получаем лемму о структуре множества неблуждающих
точек исследуемого отображения F .

Лемма 8.4. Липшицева динамическая система F : B → B полусопряжена с левым сдвигом l на
топологической марковской цепи ΣΓ̃ бесконечных в обе стороны путей на графе Γ̃ (см. рис. 8.1),
то есть существует непрерывное вложение ΨΓ̃ : ΣΓ̃ → B такое, что F ◦ ΨΓ̃ = ΨΓ̃ ◦ l. Более
того NW(F ) = ΨΓ̃(ΣΓ̃) и ΨΓ̃ есть гомеоморфизм

5 NW(F ) = S(F ) и ΣΓ̃

Доказательство. Проверка условий теоремы для исследуемого отображения F тривиальна, по-
скольку константы ci и di уже посчитаны (см. лемму 8.3), а связность графа Γ̃ очевидна.

8.4 Оценка размерностей

В связи с тем, что отображение E является билипшицевым в окрестности точек B по лемме
8.1, мы можем говорить о размерности по Хаусдорфу (или по Минковскому) множества неблуж-
дающих точек NW(F ), так как билипшицевы отображения не меняют размерностей множеств
(см. [79]).

Для оценки размерностей по Хаусдофру и Минковскому множества неблуждающих точек
NW(F ) мы воспользуемся еще одной теоремой 7.5 (см. [16]). Для ее использования достаточно
знать только липшицевы константы ux, ux и т.д. и константы ci и di. Вычисленные на компьютере
значения констант s±, s′± и α для исследуемого отображения F приведены в (8.1).

s+ = 0.408; s′+ = 0.327; s− = 0.876; s′− = 0.593. (8.1)

Отметим, что отыскание (пусть даже численное) решение уравнения ρ(Λs) = 1 по s на пер-
вый взгляд представляется весьма нетривиальным, однако существование и единственность его
решения, а также элементарный численный метод его нахождения с любой наперед заданной точ-
ностью дает лемма 7.1 о непрерывности и строгом убывании функции ρ(Λs) по s.

Численные значения коэффициентов α±
σ для F и F−1 по всем простым циклам приведены в

таблицах 8.4 и 8.5 соответственно. Итак,
4Явные значения констант ci и di были найдены на компьютере с помощью не сложного алгоритма. Интересу-

ющийся читатель может убедится в верности вычислений констант ci и di с помощью прямой подстановки.
5Напомним, что S(F ) ⊂ B есть подмножество тех точек z ∈ B, остающихся в B при всех итерациях F k, k ∈ Z.



199

α = min
σ

{
α−
σ ,α

+
σ

}
= 0.625

Итак, из теоремы 7.5 получаем

Лемма 8.5. Размерности по Хаусдорфу и по Минковскому множества NW(F ) удовлетворяют
следующим неравенствам

0.575 ≤ dimH NW(F ) ≤ dimBNW(F ) ≤ 1.284 (8.2)

8.5 Односторонняя марковская цепь

В главе 9, посвященной общим гамильтоновым системам с разрывной правой частью, потребу-
ется описание множества точек, не сходящихся к полуособым циклам Zij в прямом направлении
времени безотносительно рассмотрения асимптотики траектории в обратном направлении време-
ни.

Очевидно, что точки Qk ∩D31, k = 1,3, под действием отображения Пуанкаре Φ не притяги-
ваются к Z13 в прямом времени (так как (ij)Φ2(Qk ∩Dij) = Qk ∩Dij , k = i,j, по лемме 5.3). Более
того в статье [78] доказано, что дифференциал отображения Пуанкаре в объемлющем фактор-
пространстве Φ : S/g → S/g имеет ровно одно собственное значение по модулю меньшее 1.
Следовательно, по теореме Адамара-Перрона (см. [15]) на поверхности S/g определено гладкое
погруженное одномерное устойчивое многообразие Qk точек, стремящихся к Qk ∩ Dij , k = i,j

под действием отображения Φ. Поднимаясь в расширенное фазовое пространствоM = T ∗M мы
немедленно получаем, что траектории гамильтоновой системы (5.2), начинающиеся в точках про-
образа π−1(Qk) попадают в начало координат за конечное время и следовательно по теореме 3.3
являются оптимальными. Таким образом, на D31 определены два одномерных липшицевых6 по-
груженных подмногообразияQk ⊃ Qk ∩D13, k = 1,3, таких, что для любой точки z ∈ Qk образы
Φn(z) не стремятся к полуособым циклам Zij при n→ ∞.

Помимо Qk, k = 1,3 на D31, присутствует множество Ỹ таких точек, что их образы также не
стремятся к полуособым циклам Zij . Множество Ỹ имеет фрактальную природу: оно состоит из
объединения множеств i0.i1i2... где ik обозначают один из символовA илиC. Структура этих мно-
жеств описана в лемме 7.4 (см. [16]) – каждое такое множество представляет собой липшицеву
кривую из Lipdj(Yj → Xj) в соответствующем прямоугольникеBj ⊃ i0.i1. Рассмотрим естествен-
ное отображение Ψ+

Γ̃
из Ỹ в одностороннюю марковскую цепь Σ+

Γ̃
бесконечных вправо путей на

графе Γ̃. Прообразом каждой точки из Σ+

Γ̃
является соответствующая липшицева кривая i0.i1i2....

Очевидно, что по построению отображениеΨ+

Γ̃
полусопрягает левый сдвиг l наΣ+

Γ̃
и отображение

F , т.е. l ◦Ψ+

Γ̃
= Ψ+

Γ̃
◦F . Отображение Ψ+

Γ̃
является непрерывным в силу замечания 7.1. Оценки на

размерность множества Ỹ так же посчитаны в следствии 7.1:
6На D31 нет, вообще говоря, гладкой структуры, сохраняемой отображением E, поэтому мы всегда используем

лишь липшицеву структуру на D31, которая уважается отображением E (см. теорему 3.2 и лемму 8.1).
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Рисунок 8.2: Граф Γ̂. Буквы r и t не важны для графа Γ̂, но учавствуют в построении графа Γ в
определении 8.1.

1 + α+s
′
+ ≤ dimH Ỹ ≤ dimBỸ ≤ 1 + s+,

где α+ = minσ
log λ+σ

log λ+σ
′

Таким образом, доказана

Лемма 8.6. (I) На дискеD31 определено одномерное погруженное липшицево многообразиеQ2

точек, которые стремятся в прямом времени под действием отображения последования
Пуанкаре Φ к точкам пересечения четырехзвенного цикла Q2 с S/g.

(II) На диске D31 определено множество Ỹ ⊂ B обладающее следующими свойствами: (i) для
любой точки z ∈ Ỹ итерации F n(z) не стремятся к полуособым циклам Zij при n → +∞;
(ii) ограничение отображения F на Ỹ полусопряжено с помощью непрерывного отобра-
жения Ψ+

Γ̃
с левым сдвигом на односторонней топологической цепи Маркова Σ+

Γ̃
, причем

прообраз любой точки изΣ+

Γ̃
есть одномерная липшицева кривая в B; (iii) размерности мно-

жества Ỹ удовлетворяют оценкам

1.204 ≤ dimH Ỹ ≤ dimBỸ ≤ 1.408.

8.6 Фрактальная структура отображения Пуанкаре

Отображение F , конечно, является вспомогательным. Нашей основной целью является иссле-
дование отображения последования Пуанкаре Φ. Для формулировки основной теоремы об отоб-
ражении Φ нам потребуется следующий граф Γ.

Определение 8.1. Изображенная схема графа Γ̂ на рис. 8.2 является прототипом ориентирован-
ного графа Γ. Граф Γ получается из прототипа Γ̂ следующим образом. Множество вершин графа
Γ есть прямое произведение множества вершин Γ̂ и множества упорядоченных пар чисел (ij),
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принимающих значения i,j ∈ {1,2,3}, (i ̸= j). Поэтому Γ имеет 24 вершины {A12,A13, ...D32}. Из
вершины Aij графа Γ ведет стрелка в вершину Bi′j′ тогда и только тогда, когда j = i′ и i ̸= j′, то
есть {i,j = i′,j′} = {1,2,3}. В знак этого факта стрелка A → B в прототипе Γ̂ помечена значком
r. Из вершины Aij графа Γ ведет стрелка в вершину Ci′j′ тогда и только тогда, когда i′ = j и
j′ = i. В знак этого факта стрелка A→ C в прототипе Γ̂ помечена значком t. Стрелки Bij → Ai′j′ ,
Cij → Di′j′ и Dij → Ai′j′ строятся аналогичным образом. Других стрелок в графе Γ нет.

Отметим, что граф Γ состоит из двух несвязных идентичных компонент Γ±, каждая из которых
сильно связна и имеет одну компоненту в спектральном разложении7.

Теорема 8.1 (М.И. Зеликин, Л.В. Локуциевский и Р. Хильдебранд). Динамика отображения по-
следования Пуанкаре Φ : (S ∩M+)/g → (S ∩M+)/g описывается следующем образом:

1. Множество неблуждающих точек Y = NW(Φ) ⊂ (S ∩ M+)/g отображения Φ гомео-
морфно топологической цепи ΣΓ бесконечных в обе стороны путей на графе Γ с помощью
некоторого отображения Ψ̂Γ. Более того, отображение Ψ̂Γ сопрягает Φ и левый сдвиг l
на ΣΓ, то есть следующая диаграмма коммутативна:

Y Y

ΣΓ ΣΓ

Φ

Ψ̂ΓΨ̂Γ

l

Размерности множества Y удовлетворяют неравенствам

0.575 ≤ dimH Y ≤ dimBY ≤ 1.284.

2. Множество точек z ∈ (S∩M+)/g, которые под действиемΦ в прямом направлении време-
ни не стремятся ни к одному из полуособых циклов Zij содержит (i) устойчивые многооб-
разияQi в точкахQi∩(S/g) отображенияΦ; (ii) некоторое множествоY+ ⊂ (S∩M+)/g,
инвариантное относительно Φ, т.е. Φ(Y+) ⊂ Y+. Динамика Φ на Y+ полусопряжена ле-
вому сдвигу l на топологической цепи Маркова Σ+

Γ бесконечных вправо путей на графе Γ с
помощью некоторого отображения Ψ̂+

Γ : Y+ → Σ+
Γ , то есть следующая диаграмма ком-

мутативна:

Y+ Y+

Σ+
Γ Σ+

Γ

Φ

Ψ̂+
ΓΨ̂+

Γ

l

7Граф имеет одну компоненту в спектральном разложении если он примитивен (см. определение 7.8), то есть
наибольший общий делитель длин его простых циклом равен 1 (см. [15])
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Отображение Ψ+
Γ непрерывно, сюрьективно, и прообраз любой точки является липшице-

выммногообразием, гомеоморфным отрезку. РазмерностимножестваY+ удовлетворяют
оценкам

1.204 ≤ dimH Y+ ≤ dimBY+ ≤ 1.408.

Отметим, что в пункте (ii) Теоремы 8.1 описаны не все такие точки z ∈ (S ∩M+)/g, которые
под действиемΦ в прямом направлении времени не стремятся ни к одному из полуособых циклов
Zij . Например в теореме 8.1 ничего не утверждается про трехзвенные циклы.

Доказательство теоремы 8.1. Начнем с доказательства первого пункта. Обозначим через S(Φ)
множество точек z ∈ S/g, которые при итерациях Φk(z) не стремятся ни к одному из трех полу-
особых циклов Zij в прямом времени, k → +∞, и ни к одному их двух трехзвенных циклов Z± в
обратном времени, k → −∞.

Для описания множества S(Φ) и динамической системы Φ : S(Φ) → S(Φ) мы рассмотрим
часть множества S(Φ) лежащую в диске D31. Поскольку F есть в точности Φ2 на A.A ∪ C.A или
Φ3 на A.C ∪C.C, то множество S(F ) содержит NW(F ), Φ(NW(F )) и Φ2(NW(F )). Применяя все
перестановки из S3 к NW(F ) мы получаем, что

S(Φ) ⊃ S1(Φ) =
⊔
σ∈S3

σ
(
NW(F ) ∪ Φ

(
NW(F )

)
∪ Φ2

(
NW(F )

))
.

Как было показано в параграфах 6.9 и 6.10 пересечение разности S(Φ) \ S1(Φ) с замыканием
области III в дискеD31 состоит из точек z, которым отвечает последовательность (. . . i−1i0.i1 . . .),
ik ∈ {A,B,C}, заканчивающаяся бесконечным хвостом из символовB. Любая такая точка z лежит
на устойчивом усеQ2 и притягивается к четырехзвенному циклуQ2 в прямом времени. Остальные
точки разности S(Φ)\S1(Φ) в дискеD31 получаются применением Φ или Φ2 к описанным точкам
z и соответствующей симметрии из S3. Таким образом, мы получаем, что

S(Φ) \ S1(Φ) = S̃(Φ) ⊂
⊔
i

Qi,

и, следовательно, точки множества S̃(Φ) не являются неблуждающими точками отображения Φ.
Точки множества (S/g) \ S(Φ) так же не являются неблуждающими точками Φ, так как либо
притягиваются в обратном времени к одному из трехзвенных циклов Z±, либо притягиваются
к точке выхода соответствующей оптимальной траектории на один из полуособых отрезков Zs

ij .
Итак,

NW(Φ) = S1(Φ) =
⊔
σ∈S3

σ
(
NW(F ) ∪ Φ

(
NW(F )

)
∪ Φ2

(
NW(F )

))
.

Учитывая результаты лемм 8.4 и 8.5 для доказательства первого пункта осталось объяснить,
как возникает граф Γ и построить отображение Ψ̂Γ.
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Во-первых, отметим, что топологическая цепь Маркова ΣΓ̃ идентична во всех смыслах цепи
ΣAC бесконечных в обе стороны слов с двухсимвольным алфавитом {A,C}. Напомним, что (с
точностью до применения некоторой перестановки, переводящей точку вD31) F = Φ3 на множе-
стве A.C ∪ C.C и F = Φ2 на A.A ∪ C.A. Поэтому, если рассмотреть на множестве NW(Φ) ∩D31

отображение Φ̂ : z 7→ σ(Φ(z)), где σ ∈ S3 переводит Φ(z) в D31, то отображение ΨΓ̃ из леммы 8.4
немедленно даст сопряженность динамической системы Ψ̂ : NW(Φ) ∩D31 → NW(Φ) ∩D31 с ле-
вым сдвигом на топологической марковской цепи ΣΓ̂ с помощью естественного гомеоморфизма
Ψ̂Γ̂, построенного по ΨΓ̃ (ориентированный граф Γ̂ имеет четыре вершины и изображен на рис.
8.2). Для того, чтобы вернуться к исходному отображению Φ, необходимо учитывать все диски
Dij и следить за тем, в каком из шести дисков находится точка Φk(z). Это можно легко проде-
лать, если использовать буквы r и t над стрелками на рис. 8.2 (напомним, что A = rr и C = trt).
Буква r обозначает для диска D31 перестановку (312) ∈ S3, а буква t перестановку (13) ∈ S3, что
немедленно дает сопряженность Φ на NW(Φ) с левым сдвигом на цепи ΣΓ. Первая часть теорема
доказана.

Пункт (i) второй части теоремы тривиален. Доказательство пункта (ii) основано на лемме 8.6
и абсолютно аналогично доказательству первой части, если в качестве множества Y+ выбрать,
например,

Y+ =
⊔
σ∈S3

σ
(
Ỹ ∪ Φ

(
Ỹ
)
∪ Φ2

(
Ỹ
))
.

Замечание 8.1. Множество Y+ можно выбрать не единственным образом. Например можно заме-
нить его наΦk(Y+) для любого наперед заданного k ∈ Z. Однако, с множеством

∪
k∈ZΦ

k(Y+) свя-
заны следующие трудности: во-первых, его размерность по Минковскому, вообще говоря, может
быть строго больше размерности Y+; во-вторых, прообраз любой точки из Σ+

Γ в
∪
k∈ZΦ

k(Y+) уже
перестает быть липшицевым многообразием, а превращается в погруженное липшицево многооб-
разие. Вторая трудность сродни ситуации, возникающей из-за наличия в системе трансверсальной
гомоклинической точки: устойчивое и неустойчивое многообразия некоторой неподвижной точ-
ки гиперболического отображения начинают сильно осциллировать и запутываться при удалении
от неподвижной точки.

8.7 Теорема о точной структуре хаоса в оптимальном синтезе в модельной
задаче с правильным треугольником

Теперь мы готовы сформулировать основную теорему второй части работы, описывающую
динамику оптимальных траекторий в исходной задаче оптимального управления (5.1) с правиль-
ным треугольником. Первые три пункта теоремы описывают исследуемые множества точек X и
X+, сотканные из траекторий гамильтоновой системы (5.2), а остальные пункты теоремы описы-
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вают хаотическую динамику на этих множествах. Поскольку любая траектория из множеств X
и X+ пересекает стратифицированное многообразие S = S12 ∪ S13 ∪ S23 разрыва правой части
системы (5.2) счетное число раз, то хаотическая динамика поведения этих траекторий описана в
терминах последовательности пересечения страт Sij .

Теорема 8.2 (М.И. Зеликин, Л.В. Локуциевский и Р. Хильдебранд). В расширенном фазовом про-
странствеM = T ∗M задачи (5.1) определены два множестваX иX+, обладающие следующими
свойствами

(I) Для любой точки z ∈ X ∪ X+ определено такое время T (z) < ∞, что траектория X(t,z)

гамильтоновой системы (5.2), проходящая через z, существует и единственна при t ∈
[−∞;T (z)]. ТраекторияX(t,z) попадает в начало координат за время T (z),X(T (z),z) = 0.

(II) Множества X и X+ инвариантны относительно потока гамильтоновой системы (5.2) в
следующих смыслах. Если z ∈ X+, то X(t,z) лежит в X+ при всех t ∈ [0;T (z)). Если же
z ∈ X , то X(t,z) лежит в X при всех t ∈ [−∞;T (z)).

(III) Проекция траектории X(t,z) на фазовое пространствоM , продолженная 0 при t > T (z)

является оптимальной траекторией при любом z ∈ X ∪ X+ (то есть X ∪ X+ ⊂ M+).
Более того, траекторияX(t,z) пересекает поверхность переключения S счетное число раз
в моменты . . . < t−1 < t0 ≤ 0 < t1 < t2 . . . < T (y), X(tk,z) ∈ S , причем tk → T (z) при
k → +∞ и tk → −∞ при k → −∞.

(IV) Динамическая система Φ : X ∩ S → X ∩ S, переводящая точку z ∈ X ∩ S в точку пер-
вого пересечения траектории X(t,z) с множеством S , Φ(z) = X(t1,z), полусопряжена с
топологической цепью Маркова бесконечных в обе стороны путей на графе Γ с помощью
некоторого отображения ΨΓ:

X ∩ S X ∩ S

ΣΓ ΣΓ

Φ

ΨΓΨΓ

l

Отображение ΨΓ непрерывно, и сюрьективно, а прообраз любой точки σ ∈ ΣΓ есть од-
номерное гладкое многообразие, диффеоморфное открытому интервалу. Пусть .V обо-
значает множество путей в Γ, начинающихся из вершины V . Тогда прообразы множеств
Ψ−1

Γ (.Aij), Ψ−1
Γ (.Bij), Ψ−1

Γ (.Cij) и Ψ−1
Γ (.Dij) лежат на страте Sij .

(V) Динамическая система Φ : X+ ∩ S → X+ ∩ S , переводящая точку y ∈ X+ ∩ S в точку
первого пересечения траектории X(t,z) с множеством S , Φ(z) = X(t1,z), полусопряжена
с левым сдвигом на топологической цепи Маркова Σ+

Γ бесконечных вправо путей на гра-
фе Γ (см. определение 8.1) с помощью некоторого отображения Ψ+

Γ , т.е. нижеследующая
диаграмма коммутативна:
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X+ ∩ S X+ ∩ S

Σ+
Γ Σ+

Γ

Φ

Ψ+
ΓΨ+

Γ

l

Отображение Ψ+
Γ непрерывно, и сюрьективно, а прообраз любой точки σ ∈ Σ+

Γ есть
липшицево многообразие, относительная внутренность которого гомеоморфна двумер-
ному открытому диску. Прообразы множеств (Ψ+

Γ )
−1(.Aij), (Ψ+

Γ )
−1(.Bij), (Ψ+

Γ )
−1(.Cij) и

(Ψ+
Γ )

−1(.Dij) лежат на страте Sij .

(VI) Размерности по Хаусдорфу и Минковскому множеств X и X+ удовлетворяют неравен-
ствам

3.204 ≤ dimH X+ ≤ dimBX+ ≤ 3.408.

2.575 ≤ dimH X ≤ dimBX ≤ 3.284.

(VII) Топологическая энтропия левого сдвига l на ΣΓ и Σ+
Γ равна

htop(l) = log2

 3

√
1

2
+

√
69

18
+

3

√
1

2
−

√
69

18

 ≈ 0.4057

(VIII) Абсолютно аналогичная картина наблюдается в гамильтоновой системе (5.2) для траек-
торий исходящих из начала координат, за исключением того, что, они уже не будут опти-
мальными в задаче (5.1).

Доказательство. Для того, чтобы построить множества X и X+, мы воспользуемся построенны-
ми в теореме 8.1 множествамиY иY+ соответственно. На самом деле, отличие этих пар множеств
друг от друга заключается в том, что, во-первых, вторая пара лежит в фактор-пространствеM+/g

и первая – в исходном пространстве M, а, во-вторых, Y и Y+ лежат на поверхности переключе-
ния S/g и не содержат самих оптимальных траекторий, а лишь точки переключения. Построим
сначала промежуточные множества Z и Z+ следующим образом: для каждой точки из Y или Y+

поместим в Z или Z+ соответственно выходящую из этой точки траекторию проекции гамильто-
новой системы (5.2). ВZ поместим траекторию целиком, а вZ+ только ее половину, отвечающую
положительному направлению времени s. Заметим, что Z ∩ (S/g) = Y и Z+ ∩ (S/g) = Y+, так
как множества Y и Y+ инварианты относительно Φ, и, значит, мы не приобретем новых точек на
S в следствии этой процедуры. Множества X и X+ есть просто прообразы множеств Z и Z+ при
проекции π : M → M/g. Поскольку множества Y и Y+ лежат вM+/g, то любая траектория, на-
чинающаяся в точке π−1(Y) или π−1(Y+) является оптимальной и приходит в начало координат
за конечное время. Таким образом, пункт (I) доказан. Пункты (II) и (III) получается автоматически
из построения множеств X и X+.
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Полусопрягающие отображения ΨΓ и Ψ+
Γ строятся одинаковым образом: необходимо сначала

применить проекцию π изM+ на фактор-пространствоM+/g, а потом соответствующее отобра-
жение Ψ̂Γ или Ψ̂+

Γ из теоремы 8.1:

ΨΓ = Ψ̂Γ ◦ π и Ψ+
Γ = Ψ̂+

Γ ◦ π.

Изучим сначала свойства отображения ΨΓ: очевидно оно непрерывно, как композиция непре-
рывных отображений; сюрьективно, как композиция сюрьетивного и биективного отображения.
Чтобы избежать путаницы, будем писать Φ↑ для отображения Пуанкаре на исходной поверхно-
сти переключения S и Φ↓ для отображения Пуанкаре на факторе S/g. Тогда коммутативность
диаграммы в пункте (IV) получается так:

ΨΓ ◦ Φ↑ = Ψ̂Γ ◦ π ◦ Φ↑ = Ψ̂Γ ◦ Φ↓ ◦ π = l ◦ Ψ̂Γ ◦ π = l ◦ΨΓ.

Второе равенство выполнено в силу того, что гамильтонова система (5.2) уважает действие g, и,
следовательно, его уважает отображение последования Пуанкаре, а третье равенство выполнено
по теореме 8.1. Прообразом π−1(z) любой точки из z ∈M+/g является гладкая одномерная кривая
– орбита действия g группыR+. В силу биективности Ψ̂Γ получаем, чтоΨ−1

Γ (σ) для любого σ ∈ ΣΓ

является гладкой кривой. Пункт (IV) доказан.
Доказательство пункта (V) для отображения Ψ+

Γ почти во всем эквивалентно доказательству
пункта (IV) для отображения ΨΓ. Единственное небольшое отличие заключается в исследова-
нии прообраза (Ψ+

Γ )
−1(σ) любой точки σ ∈ Σ+

Γ . В теореме 8.1 доказано, что (Ψ̂+
Γ )

−1(σ) являет-
ся липшицевой кривой в (S ∩M+)/g. Учитывая структуру проекции π−1 немедленно получаем,
что π−1((Ψ+

Γ )
−1(σ)) является двумерным липшицевым многообразием, гомеоморфным декартову

произведению отрезка на интервал.

Чтобы получить оценки в пункте (VI) мы докажем, что

dimH X ≥ 1 + dimH Z ≥ 2 + dimH Y dimBX ≤ 1 + dimBZ ≤ 2 + dimBY

dimH X+ ≥ 1 + dimH Z+ ≥ 2 + dimH Y+ dimBX+ ≤ 1 + dimBZ+ ≤ 2 + dimBY+

Эти оценки получаются элементарным применением формул для оценки размерностей по Хау-
сдорфу и по Минковскому произведения множеств (см. [79], Chapter 7).

Вычислим теперь топологические энтропии левых сдвигов на ΣΓ и Σ+
Γ . Поскольку граф Γ не

связен и состоит из двух копий некоторого графа Γ′, то для вычисления топологической энтропии
можно заменить графΓ наΓ′. ГрафΓ′ получается изΓ склеиванием вершин одного типа, у которых
совпадают индексы, то есть Aij с Aji, Bij с Bji и т.д. Пусть A01 обозначает 0,1-матрицу графа
Γ′. Поскольку A01 примитивна (так как граф Γ′ сильно связен и у циклов нет общего делителя
длины). Хорошо известно, что в этом случае по теореме Перрона-Фробениуса, у матрицы A01

существует единственное положительное собственное значение λmax > 0 и интересующие нас
топологические энтропии совпадают и равняются log2(λmax) (см. [15]).
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Если p – собственный вектор A01, отвечающий собственному значению λmax, то, в силу един-
ственности λmax и p, он должен выдерживать любую перестановку координат, индуцированную
из действия группы S3 на графе Γ′. Поэтому, если вершине A12 отвечает координата a в векторе
p, то всем вершинамAij также отвечает координате a в векторе p. Следовательно вершинам Bij и
Cij отвечает координата λ−1

maxa, а вершинамDij – координата λ−2
maxa, и мы немедленно приходим к

уравнению a = λ−2
maxa+ λ−3

maxa. Поэтому

λ3max − λmax − 1 = 0.

По формуле Кордано находим значение λmax, заявленное в условии теоремы.

Последний пункт теоремы получается немедленно, после применения отражения g(−1) к га-
мильтоновой системе (5.2).

Замечание 8.2. Размерности по Хаусдорфу и Минковскому множеств X и X+ при проекции на
исходное фазовое пространствоM = {(x,y)} = R4 не изменяются, так как отображение E явля-
ется локально липшицевым, и, следовательно, проекцияM+ = graphE → M является локально
билипшицевой.

Замечание 8.3. Множество Ξ, определенное в теореме 5.1, в случае, если треугольник Ω является
правильным, содержится в множестве X .
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ГЛАВА 9

Хаотичность на конечных интервалах времени в
гамильтоновых системах с разрывной правой частью

В этом параграфе будут сформулированы и доказаны две теоремы о хаотичном поведении тра-
екторий в интегральных воронках в гамильтоновых системах с разрывной правой частью общего
положения (см. [68,72,74,83]). Доказательства этих теорем основываются на структуре оптималь-
ного синтеза в модельной задачи (5.1), точнее на теоремах 5.1 и 8.2.

9.1 Гамильтоновы системы с разрывной правой частью

Рассмотрим гладкое 2n-мерное симплектическое многообразие M2n. Пусть (2n − 1)-мерное
стратифицированное подмногообразие SH ⊂ M разделяетM на конечное число открытых обла-
стей Ω1, ...Ωk: (M =

∪
Ωi). Рассмотрим непрерывный гамильтониан H(q,p) : M → R, ограниче-

ние которогоHi = H|Ωi
на любое множествоΩi определяет гладкую функцию,C∞ продолжимую

на окрестность множества Ωi. Рассмотрим открытое множество U ⊂ M. Пусть в множестве U со-
держатся части лишь от трех (2n − 1)-мерных страт SHij ⊂ SH , (i,j = 1,2,3), которые разделяют
области Ωi и Ωj . Пусть SHij примыкают друг к другу по страте SH123 размерности (2n − 2) как по-
казано на рис. 9.1.

Рисунок 9.1: Взаимное расположение страт SHij , SH123 и областей Ωi
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Главным инструментом исследования общих задач поведения решений дифференциальных
уравнений является изучение их типичных особенностей. Для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с гладкой правой частью эта программа была в основном реализована в работах
Пуанкаре. Но в теории оптимального управления ключевую роль играют гамильтоновы системы
с разрывной правой частью и касательным скачком вектора скорости, которые возникают при
применении принципа максимума Понтрягина.

В работах И.Купки и Зеликина-Борисова [28], [32] были изучены решения кусочно-гладкой
гамильтоновой системы, которые входят в особую точку x0 порядка 2, лежащую на поверхности
разрыва S коразмерности 1. Было доказано, что моменты пересечения {t1,t2...tn...} таких решений
с поверхностью S при подходе решения к точке x0 в ситуации общего положения образуют двой-
ную асимптотически геометрическую прогрессию – четтеринг, точнее, bi-constant ratio chattering:

lim
n→∞

t2n+2 − t2n+1

t2n+1 − t2n
= a, lim

n→∞

t2n+3 − t2n+2

t2n+2 − t2n+1

= b.

В данной главе изучается ситуация, когда особая точка второго порядка лежит на страте ко-
размерности 2. Здесь возникает качественно новый феномен, типичный для задач оптимального
синтеза и для гамильтоновых систем с разрывной правой частью. Помимо траекторий, которые
входят в x0 с обычным четтерингом существует канторово множество траекторий XH(x0), дина-
мика пересечения которых со стратамиSHij описывается топологической цепьюМарковаΣ+

Γ , гдеΓ
некоторый ориентированный граф (см. определение 8.1). Точнее,Σ+

Γ является фактором системы,
описывающей динамику пересечений траекторий из XH(x0) с SHij . Пересечение множества траек-
торий XH(x0) с трансверсальной к ним поверхностью есть многомерное канторово множество
типа подковы Смейла. Топологическая марковская цепь Σ+

Γ гомеоморфна стандартной подкове
Смейла [15] как топологическое пространство, но не сопряжена с ней как динамическая система.

9.2 Формулировки теорем о хаосе в гамильтоновых системах с разрывной
правой частью

Прежде чем перейти к основным формулировкам, определим формально ситуацию, изобра-
женную на рис. 9.1. А именно, потребуем, чтобы выполнялись следующие неравенства (с воз-
можной заменой H на −H):

Hi(x) > max(Hj(x),Hk(x)) ∀x ∈ Ωi, для всех различных i, j и k из {1,2,3}. (9.1)

Обозначим через G и Fi, i = 0,1,2,3, следующие суммы

3G = 3F0 = H1 +H2 +H3, 3F1 = H2 −H3, 3F2 = H3 −H1, 3F3 = H1 −H2. (9.2)

Очевидно, функции Hi однозначно выражаются через G, F1 и F2 и наоборот, а F3 ≡ −F1 − F2

(функция F3 введена для удобства обозначений).
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Определение 9.1. Точку x0 ∈ SH123, H1(x0) = H2(x0) = H3(x0), будем называть странной1, если
в x0 выполнен следующий набор условий (без ограничения общности H(x0) = 0):

(i) В окрестности x0 выполняется условие (9.1) (возможно с заменой H на −H).

(ii) Функций Fr, (adFi)Fr, (adFj)(adFi)Fr и (adFk)(adFj)(adFi)Fr обращаются в ноль в точке
x0, где индекс r пробегает числа 1,2,3, а индексы i,j,k – числа 0,1,2,3. Набор их дифферен-
циалов в точке x0 имеет максимальный ранг2 (насколько это допускается условиями анти-
коммутативности, линейности, тождествами Якоби и тождеством F1 + F2 + F3 ≡ 0), иными
словами, эти дифференциалы находятся в общем положении.

(iii) Билинейная форма

Brr′ = adFr(adG)
3Fr′|x0 , r,r′ = 1,2,3

имеет максимально возможный ранг 2, и является симметрической неположительно (неори-
цательно) определенной, если условие (9.1) выполняется для H (соответственно для −H).
Остальные (независимые от перечисленных) коммутаторы пятого порядка от функций G =

F0 и Fr, r = 1,2,3, обращаются в ноль в точке x0.

Поведение траекторий в интегральной воронке траекторий, входящих в точку x0 описывается
в двух нижеследующих теоремах 9.1 и 9.2. В первой теореме дано намного более точное описание
хаотичного поведения траекторий чем во второй, однако на форму Brr′ наложено дополнитель-
ное ограничение, эквивалентное (для модельной задачи (5.1)) условию правильного треугольника
(аналогично теореме 8.2). Во второй же теореме это условие заменено на естественное условие
близости к правильному треугольнику (аналогично теореме 5.1).

Теорема 9.1 (М.И. Зеликин, Л.В. Локуциевский, Р. Хильдебранд). Предположим точка x0 ∈
S123

H гамильтоновой системы с кусочно гладким гамильтонианом H является странной (удо-
влетворяет условиям определения 9.1), а форма Brr′ пропорциональна билинейной форме с мат-
рицей 

−1 1/2 1/2

1/2 −1 1/2

1/2 1/2 −1

 . (9.3)

с положительным коэффициентом, если условие (9.1) выполняется для H , и с отрицательным
коэффициентом, если условие (9.1) выполняется для −H .

Тогда в любой достаточно малой окрестности странной точки x0 существует множество
точек XH(x0), такое что

1Мы надеемся, что это название вызовет у читателя ассоциации, связанные с понятием странный аттрактор.
2На самом деле это условие может быть ослаблено.
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(I) Для любой точки z ∈ XH(x0) определено такое время T (z) < ∞, что траектория X(t,z),
проходящая через z, существует и единственная при t ∈ [0;T (z)]. Более того, траектория
X(t,z) попадает в x0 за время T (z), X(T (z),z) = x0.

(II) МножествоXH(x0) соткано из траекторий гамильтоновой системы с гамильтонианомH
и инвариантно относительно нее в следующем смысле: если z ∈ XH(x0), то X(t,z) лежит
в XH(x0) при всех t ∈ [0;T (z)). Более того, траекторияX(t,z) при t ∈ (0;T (z)) пересекает
поверхность переключения SH счетное (бесконечное) число раз в моменты t1 < t2 < . . .,
X(tk,z) ∈ SH , причем tk → T (z) при k → +∞.

(III) Динамическая системаΦH : XH(x0)∩SH → XH(x0)∩SH , переводящая точку z ∈ XH(x0)∩
SH в точку следующего пересечения траекторииX(t,z) с SH , т.е.ΦH(z) = X(t1,z), полусо-
пряжена с помощью некоторого отображения ΨH

Γ с односторонней топологической мар-
ковской цепью Σ+

Γ бесконечных вправо путей на фиксированном графе Γ (см. определение
8.1), не зависящем от x0 и H:

XH(x0) ∩ SH XH(x0) ∩ SH

Σ+
Γ Σ+

Γ

ΦH

ΨH
ΓΨH

Γ

l

где l – бернуллиевский сдвиг влево, а ΨH
Γ – непрерывное сюрьективное отображение. Про-

образ (ΨH
Γ )

−1(σ) любой точки σ ∈ Σ+
Γ гомеоморфен открытому двумерному диску D2, и

диаметр Φk
H

(
(ΨH

Γ )
−1(σ)

)
стремится к 0 при k → +∞. Пусть (.V ) обозначает множе-

ство путей в Γ, начинающихся в вершине V . Тогда прообразы множеств (ΨH
Γ )

−1(.Aij),
(ΨH

Γ )
−1(.Bij), (ΨH

Γ )
−1(.Cij) и (ΨH

Γ )
−1(.Dij) лежат на страте SHij с теми же индексами.

(IV) Если3 dG(x0) = 0, то размерности по Хаусдорфу и Минковскому множества XH(x0) не
зависят от x0 и H (лишь бы точка x0 удовлетворяла условиям теоремы), совпадают с
размерностями множества X в теореме 8.2, и, следовательно, удовлетворяют оценкам

3.204762 ≤ dimH XH(x0) ≤ dimBXH(x0) ≤ 3.407495 (9.4)

(V) Топологическая энтропия бернулевского сдвига l есть

htop(l) = log2

 3

√
1

2
+

√
69

18
+

3

√
1

2
−

√
69

18

 ≈ 0.4057

(VI) Аналогичная картина с обращением течения времени имеет место для траекторий, выхо-
дящих из точки x0.

3К сожалению в статьях [68,74] содержится досадная опечатка и условие dG(x0) = 0 пропущено.
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Множество XH(x0) является прямым аналогом множества X+ из теоремы 8.2. Однако, с фор-
мальной точки зрения, гамильтонова система (5.2) ПМП в модельной задачи оптимального управ-
ления (5.1) не удовлетворяют условиям теоремы 9.1, так как большинство скобокПуассона в опре-
делении странной точки обнуляются тождественно, и, значит, не выполняется условие о линейной
независимости дифференциалов в 0. Можно было бы сформулировать теорему 9.1 так, чтобы по-
добные случаи удовлетворяли ее условиям, но тогда мы потеряли бы структурную устойчивость
феномена (см. замечание 9.11).

Замечание 9.1. Используя методы вычисления топологической энтропии несложно найти меру
ПерриµP наΣ+

Γ , удовлетворяющуювариационному принципу имаксимизирующуюметрическую
энтропию:

max
µ

hµ(l) = hµP (l) = htop(l).

Теорема 9.2. Пусть точка x0 гамильтоновой системы с кусочно гладким гамильтонианом H

является странной (удовлетворяет условиям определения 9.1). Предположим также, что суще-
ствует такое число λH(x0) > 0 (если условие (9.1) выполняется для H) или λH(x0) < 0 (если
условие (9.1) выполняется для −H), что форма λH(x0)Brr′ достаточно близка4 к билинейной
форме с матрицей (9.3).

Тогда в любой достаточно малой окрестности странной точки x0 существует множество
точек ΞH(x0), обладающее следующими свойствами:

(I) Для любой точки z ∈ ΞH(x0) определено такое время T (z) < ∞, что траектория X(t,z),
проходящая через z, существует и единственная при t ∈ [0;T (z)]. Более того, траектория
X(t,z) попадает в x0 за время T (z), X(T (z),z) = x0.

(II) Множество ΞH(x0) соткано из траекторий гамильтоновой системы с гамильтонианомH
и инвариантно относительно нее в следующем смысле: если z ∈ ΞH(x0), то X(t,z) лежит
в ΞH(x0) при всех t ∈ [0;T (z)). Более того, траекторияX(t,z) при t ∈ (0;T (z)) пересекает
поверхность переключения SH счетное (бесконечное) число раз в моменты t1 < t2 < . . .,
X(tk,z) ∈ SH , причем tk → T (z) при k → +∞.

(III) Рассмотрим динамическую систему ΦH : ΞH(x0) ∩ SH → ΞH(x0) ∩ SH , переводящую
точку z ∈ ΞH(x0) на SH в точку следующего пересечения траектории X(t,z) с SH , т.е.
ΦH(z) = X(t1,z). Существует такое натуральное n > 0 (одинаковое для всех гамильто-
новых систем и точек x0 и совпадающее со степенью n в теореме 5.1), что отображение
Φn
H полусопряжено с топологической марковской цепью бернуллиевского сдвига на несвяз-

ном объединении двух экземпляров пространств Σ+
01 бесконечных в одну сторону последо-

вательностей из 0 и 1. Другими словами, существует такое непрерывное сюрьективное
4Под «достаточно близка» понимается существование такой независящей от x0 и H окрестности матрицы

(9.3) в пространстве симметрических матриц ранга 2, что форма λH(x0)Brr′ лежит в этой окрестности.
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отображение ΨH
01 из ΞH(x0) ∩ SH в пространство

2⊔
Σ+

01, что следующая диаграмма ком-
мутативна:

ΞH(x0) ∩ SH ΞH(x0) ∩ SH

2⊔
Σ+

01

2⊔
Σ+

01

Φn
H

ΨH
01ΨH

01

l

где l обозначает сдвиг влево на каждом экземпляре Σ+
01. Прообраз (ΨH

01)
−1(σ) каждой точ-

ки σ ∈ Σ+
01 гомеоморфен открытому двумерному диску D2, и диаметр Φk

H

(
(ΨH

01)
−1(σ)

)
стремится к 0 при k → +∞.

(IV) Помимо описанного в пунктах (I)–(IV) канторова множества ΞH(x0) траекторий, в точку
x0 входит еще два множества четтеринг траекторий:

(a) Существует два однопараметрических семейства ”трехзвенных” траекторий R123 и
R132, попадающих в точку x0 за конечное время с четтеринг режимом, т.е. режимом
со счетным числом последовательных пересечений стратов SH12, SH23 и SH31 в написанном
порядке для R123 и в обратном порядке для R132.

(b) Существует 3 двупараметрических семейства ”четырехзвенных” траекторий Q1, Q2

и Q3. Каждая траектория из Qi счетное число раз последовательно пересекает стра-
ты SHij , SHik , SHik , SHij и далее по циклу (i ̸= j ̸= k).

(V) Аналогичная картина с обращением течения времени имеет место для траекторий, выхо-
дящих из точки x0.

Замечание 9.2. Если выполняется условие «правильного треугольника» из теоремы 9.1, то мно-
жество ΞH(x0), содержится в множестве XH(x0).

9.3 Ниспадающая система скобок Пуассона

Доказательства теорем 9.1 и 9.2 похожи и опираются на ключевые факты о хаотичности опти-
мального синтеза в модельной задаче, полученные соответственно в доказательствах теорем 8.2
и 5.1. Для того, чтобы в явном виде отыскать описанный в теоремах 9.1 и 9.2 оптимальный синтез
модельной задачи (5.1), содержащийся внутри произвольной гамильтоновой системы с разрывной
правой частью, мы воспользуемся так называемой ниспадающей системой скобок Пуассона, ко-
торая позволяет проводить эффективное исследование поведения траекторий в интегральных во-
ронках. С помощью метода ниспадающей системы скобок Пуассона доказаны, например, теорема
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о гамильтоновости 1.2 потока особых траекторий (см. [24]) и теорема 4.3 о структуре лагранже-
вого многообразия в окрестности особой траектории первого порядка в экстремальных задачах,
голономных по управлению, меняющемуся в многограннике (см. [61]).

Опишем подробно структуру ниспадающей системы скобок Пуассона. Вместо гамильтониа-
нов Hi будем использовать гамильтонианы Fi из (9.2), учитывая, что F1 + F2 + F3 ≡ 0. Гамиль-
тониан H может быть записан так (здесь и далее по совпадающим верхним и нижним индексам
ведется суммирование от 1 до 3):

H = G+
3∑
r=1

urFr = G+ urFr

где u ∈ R3, u1 + u2 + u3 = 0 и функция u(x) выбирается следующим образом:

ui(x) = −1, uj(x) = 1, uk(x) = 0 если x ∈ Ωk и (ijk) – четная перестановка.

Таким образом, u(x) находится в соответствующей вершине треугольника

Ω = conv
{
(−1,1,0),(0,− 1,1),(1,0,− 1)

}
⊂ U = {u ∈ R3 : u1 + u2 + u3 = 0}. (9.5)

Поскольку гамильтонианH является негладким, то траектория гамильтоновой системыОДУ с
разрывной правой чатью определяется по Филиппову (см. [62]). Дадим точное определение. Обо-
значим через ω симплектическую форму наM, а через iω – задаваемый формой ω канонический
изоморфизм iω(z) : T ∗

zM → TzM. Тогда абсолютно непрерывная траектория z(t) является тра-
екторией гамильтоновой системы ОДУ с гамильтонианомH , если и только если для почти всех t
выполняется дифференциальное включение

ż(t) ∈ conv
{
предельных точек iωdH(z̃) при z̃ → z(t)

}
⊂ Tx(t)M.

или равносильно

ż(t) = iω

(
dG
(
z(t)

)
+ urdFr

(
z(t)

))
, для некоторого u ∈ argmax

u∈Ω
{urFr(z(t))}.

Замечание 9.3. Очень важно отметить, что на пространстве U = {u : u1 + u2 + u3 = 0} ⊂
R3 не задано скалярное произведение. Свертку urFr правильно понимать как свертку вектора и
ковектора, где u(x) ∈ U , а F (x) ∈ U∗.

Приведем теперь процедуру построения ниспадающей системы скобок Пуассона для гамиль-
тонианаH . Для этого выпишем набор дифференциальных уравнений, вдоль произвольной траек-
тории системы, и упорядочим их по строкам. В первой строке ниспадающей системы стоят три
ОДУ (будем перед уравнениями, стоящими в k-ой строке, ставить символ ⌉k⌈):

⌉1⌈ d

dt
Fi = {G,Fi}+ {Fr,Fi}ur, i = 1,2,3



215

Вторая строка содержит два типа уравнений.

⌉2⌈ d
dt
{G,Fi} = {G,{G,Fi}}+ {Fr,{G,Fi}}ur, i = 1,2,3;

⌉2⌈ d
dt
{Fi,Fj} = {G,{Fi,Fi}}+ {Fr,{Fi,Fj}}ur, i,j = 1,2,3.

В общем случае вm-ой строке выписаны уравнения вида

⌉m⌈ d

dt
Km = {G,Km}+ {Fr,Km}ur,

где Km = {Km,{Km−1, . . . {K2,K1} . . .}}, K1 = Fi, i = 1,2,3, а остальные символы Kj могут
обозначать как G так и Fi. Уравнения в (m+ 1)-ой строке получаются дифференцированием по t
правых частей уравнений вm-ой строке. Т.е. например

⌉m+ 1⌈ d

dt
{G,Km} = {G,{G,Km}}+ {Fr,{G,Km}}ur,

и

⌉m+ 1⌈ d

dt
{Fi,Km} = {G,{Fi,Km}}+ {Fr,{Fi,Km}}ur, i = 1,2,3.

Ниспадающая система выписывается вплоть до строки с номером 2h, где h – порядок особенности
в точке x0 (см. [40]). В нашем случае h = 2, так как управление в явном виде в точке x0 возникает
на 4 шаге дифференцирования.

Таким образом, вm-ой строке выписаны уравнения на производную по времени от скобокm-
ого порядка, а правые части этих уравнений есть аффинные по u функции, где коэффициентами
выступают скобки (m+ 1)-ого порядка.

Отметим, что выписывание ниспадающей системы сродни отысканию особой траектории, ко-
гда равенства Fi(x(t)) ≡ 0 дифференцируются вдоль траекторий гамильтоновой системы с га-
мильтонианомH = G+Fru

r. Однако с нашей точки зрения ниспадающая система (хоть и содер-
жит большое количество уравнений) значительно удобнее прямого дифференцирования, так как
не содержит формальных производных от управляющего параметра u̇,ü, . . ., с которыми обычно
очень неудобно работать.

Определение 9.2. Главными скобками в ниспадающей системе мы будем называть скобки Fr,
(adG)Fr, (adG)2Fr, (adG)3Fr, r = 1,2,3. Остальные скобки порядка не больше четырех мы будем
называть не главными5.

Сведение гамильтоновой системы с разрывной правой частью к гамильтоновой системе ПМП
модельной задачи (5.1) будет основано на том факте, что в окрестности любой странной точки
в любой строке с номером m не главные скобки имеют больший порядок малости, чем главные
скобки, и потому (как будет показано ниже) не влияют на принципиальное поведение системы:

5Отметим, что Ġ не участвует в ниспадающей системе и потому не является ни главной скобкой, ни неглавной.
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Лемма 9.1. Рассмотрим произвольную траекторию x(t) входящую в странную точку x0 = x(0)

при t < T . Тогда существует такая константа c > 0, что если Km – главная скобка Пуассона в
ниспадающей системе порядкаm ≤ 4, то при t близких к T выполнено

|Km
(
x(t)

)
| ≤ c(T − t)5−m,

а если Km – не главная скобка Пуассона,m ≤ 4, то

|Km
(
x(t)

)
| ≤ c(T − t)6−m,

Доказательство. Мы будем доказывать лемму обратной индукцией поm. Основным инструмен-
том будет следующая формула, верная для любой скобки Km, m ≤ 4, из ниспадающей системы
при t ∈ [0;T ]:

Km =

∫ t

T

(
{G,Km}(x(τ)) + ur(τ){Fr,Km}(x(τ))

)
dτ, (9.6)

которая следует, из того, что Km(x(T )) = 0 дляm ≤ 4.
Докажем теперь базу обратной индукции. Рассмотрим последнюю строчку ниспадающей си-

стемы. Если K4 – не главная скобка, то подынтегральное выражение в (9.6) обнуляется при t = T

по определению странной точки x0. Следовательно, при малых T − t для некоторого b4 > 0 вы-
полнено

|K4(x(t))| ≤ b4(T − t)2, если K4 – не главная скобка.

Рассмотрим главную скобку Km в последней строке ниспадающей системы. Для нее подынте-
гральное выражение в (9.6) при t = T вообще говоря не обнуляется. Поэтому максимум что мы
можем гарантировать, это

|K4(x(t))| ≤ b4(T − t), если K4 – главная скобка.

Шаг обратной индукции очень похож на базу. Пусть m < 4. Если Km – не главная скобка, то
подынтегральное выражение в (9.6) содержит только не главные скобки. Поэтому из результата
для строчкиm+ 1 получаем, что для некоторого bm > 0 при t < T близких к T

|Km(x(t))| ≤ bm(T − t)6−m, если Km – не главная скобка.

Для главной скобкиKm получаем следующее: первое подынтегральное слагаемое в (9.6) является
главной скобкой в строке с номером (m + 1), а второе – не главной и мажорируется первым при
малых t < T близких к T . Поэтому при малых t ≥ 0

|Km(x(t))| ≤ bm(T − t)5−m, если Km – главная скобка.

что и требовалось.
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Замечание 9.4. В конце доказательства теорем 9.1 и 9.2 мы покажем, что на интересующих нас
траекториях в интегральной воронке странной точки x0 для главных скобок Пуассона выполнена
также оценка снизу:

c′′(T − t) ≤ max
m

∣∣∣Km
(
x(t)

)∣∣∣ 1
5−m ≤ c′(T − t),

для которых констант c′,c′′ > 0.

Конечно оценки, аналогичные полученным в лемме 9.1, верны и для траекторий выходящих
из странной точки – необходимо только заменить T−t на время, прошедшее с выхода из странной
точки x0.

9.4 Раздутие особенности в странной точке

В этом параграфе мы опишем процедуру раздутия особенности в странной точке, связанную
лишь с невырожденностью формы Brr′ и покажем, что на нулевом сечении (т.е. на сфере, вкле-
енной в особую точку) возникает гладкое подмногообразие, содержащее в точности траектории
гамильтоновой системы (5.2) ПМПмодельной задачи (5.1) с треугольникомΩ. Причем формаBrr′

задаст то самое скалярное произведение на плоскости u1 + u2 + u3 = 0, относительно которого
задан функционал J в модельной задаче (5.2), поэтому правильность треугольника Ω на самом
деле определяется формой Brr′ .

Замечание 9.5. Без ограничения общности всегда будем предполагать, что условие (9.1) выпол-
нено для H (а не для −H). В этом случае согласно определению 9.1 форма Brr′ является отри-
цательно определенной на U . Поэтому форму −Brr′ можно использовать в качестве скалярного
произведения на U .

Введем новые локальные координаты в окрестности точки x0. Рассмотрим набор из всех воз-
можных скобок Km, m ≤ 4 из ниспадающей системы скобок Пуассона – всего 255 штук6. Набор
функцийK = {Km,m ≤ 4} конечно же является зависимым, ввиду тождества Якоби, кососиммет-
ричности скобки Пуассона и того, что F1 + F2 + F3 ≡ 0. Более того, некоторые скобки являются
тождественно нулевыми. Однако, согласно определению 9.1 странной точки, набор дифферен-
циалов dKm имеет в x0 максимально возможный ранг. Поэтому набор K определяет отображе-
ние окрестности x0 в линейное подпространство R255 размерности7 31. Дополним систему K до
полного набора локальных координат в окрестности x0 произвольным набором гладких функций
w(x) = (w1(x),...,w(dimM−31)(x)) ∈ RdimM−31, лишь бы дифференциал dw в x0 имел максималь-
ный ранг и выполнялось w(x0) = 0. На пространстве RdimM−31 введем стандартную евклидову

6Размерность 255 получается следующим образом. Скобок 1-ого порядка в ниспадающей системе всего 3: F1, F2

и F3 (скобка G не участвует в процедуре последовательного дифференцирования в ниспадающей системе). Скобок
второго порядка всего 3 · 4 = 12: {Fi,Fj} и {G,Fi}. Итого 255 = 3 + 3 · 4 + 3 · 42 + 3 · 43.

7Размерность 31 получается следующим образом. Размерность свободной нильпотентной алгебры Ли 4-ого по-
рядка с тремя образующими G, F1 и F2 равняется 32. Однако мы исключили G из набора локальных координат,
поэтому размерность понижается на 1.
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норму.
В координатах (K,w) гамильтонова система ОДУ с гамильтонианом H записывается в следу-

ющем виде: 

d
dt
Km = {G,Km}+ {Fr,Km}ur, m ≤ 4;

d
dt
w = α(K,w) + βr(K,w)ur;

Fru
r → max

u∈Ω
.

(9.7)

для некоторых гладких функций α и βr. Отметим, что скобки 5-ого порядка K5 в окрестности x0
являются гладкими функциями от локальных координат (K,w).

Раздутие особенности произведем аналогично раздутию начала координат в модельной задаче
(см. параграф 5.7). Для этого определим действие gH(x0) группыR\{0} на пространствеRdimM =

{(K,w)} следующим образом.

Определение 9.3. Для произвольного ненулевого числа λ определим действие gH(x0)(λ) следу-
ющим образом:

gH(x0)(λ) : (K1,K2,K3,K4,w) 7→ (λ4K1,λ3K2,λ2K3,λK4,λw).

Действие gH(x0) конечно не уважает гамильтонову систему с гамильтонианомH . Однако глав-
ная часть системы может быть выделена благодаря раздутию особенности в точке x0 с помощью
действия gH(x0). Для этого введем точные обозначения для локальных координат в окрестности
странной точки x0. Положим здесь и далее F0 = G, а также

K1
r = Fr, K2

ir = {Fi,K1
r}, K3

jir = {Fj,K2
ir}, K4

kjir = {Fk,K3
jir},

где индекс r может принимать значения 1,2 и 3, а остальные индексы i,j и k принимают те же
значения или 0. В качестве локальных координат возьмем w,K1

r ,K2
ir,K3

jir и K4
kjir.

Учитывая замечание 9.5, положим

µ(K) =
(
(−Brr′K1

rK1
r′)

3 + (−Brr′K2
0rK2

0r′)
4+

+(−Brr′K3
00rK3

00r′)
6 + (−Brr′K4

000rK4
000r′)

12
) 1

24
,

(9.8)

где матрицаBrr′ обозначает матрицу обратной формы на U∗ к отрицательно определенной форме
Brr′ на U из определения 9.1 странной точки. Также положим

(K̃,w̃) = gH(x0) (1/µ(K))
(
K,w

)
. (9.9)

Переменные K̃ = {K̃m,m ≤ 4} и w̃ лежат на сферическом цилиндре

CH0 =
{
(K̃,w̃) : µ(K̃) = 1

}
.
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Цилиндр CH зададим аналогично определению 5.5 в параграфе 5.7: CH = CH0 ×{µ ∈ R}. Цилиндра
CH0 будем отождествлять с нулевым сечением CH ∩ {µ = 0}. Направление ∂

∂µ
будем называть

вертикальным.
Отображение (K,w) 7→ (µ,K̃,w̃) обозначим черезBH . Топологически данная процедура разду-

тия эквивалентна вырезаниюподмногообразия, на котором обнуляются главные скобкиПуассона,
и вклеиванию сферического цилиндра CH0 в странную точку x0.

В дальнейшем знак волны над скобкой Пуассона будет означать деление на µ в соответству-
ющей степени. То есть например

K̃m = Km/µ5−m или ˜{G,Km} = {G,Km}/µ4−m.

Для скобок до 4-ого порядка включительно мы получаем одну их локальных координат на CH , а
скобки 5-ого порядка не изменяются при добавлении знака волны.

Теперь перенесем гамильтонову систему ОДУ на пространство CH , аналогично тому, как мы
действовали в параграфе 5.8. Прямым дифференцированием (9.8) и (9.9) вдоль произвольной тра-
ектории получаем

d
dt
µ = Υ(µ,K̃,w̃, u);

d
dt
K̃m = 1

µ

(
˜{G,Km}+ ˜{Fr,Km}ur − (5−m)ΥK̃m

)
;

d
dt
w̃ = 1

µ
(
α + βru

r −Υw̃
)
;

F̃ru
r → max

u∈Ω
;

(9.10)

где

24Υ(µ,K̃,w̃, u) = −6
(
Brr′K̃1

rK̃1
r′

)2
Brr′K̃1

r

( ˜{G,K1
r′}+

˜{Fr′′ ,K̃1
r′}ur

′′)
+

+ 8(Brr′K̃2
0rK̃2

0r′)
3Brr′K̃2

0r

( ˜{G,K2
0r′}+ ˜{Fr′′ ,K2

0r′}ur
′′)

+

+ 12(Brr′K̃3
00rK̃3

00r′)
5Brr′K̃3

00r

( ˜{G,K3
00r′}+ ˜{Fr′′ ,K3

00r′}ur
′′)

+

+ 24(Brr′K̃4
000rK̃4

000r′)
11Brr′K̃4

000r

( ˜{G,K4
000r′}+ ˜{Fr′′ ,K4

000r′}ur
′′)
.

(9.11)

Аналогично параграфу 5.8 обозначим векторное поле на CH ∩ {µ > 0} в правой части (9.10)
через ξH(x0). Формально поле ξH(x0) определено в окрестности CH0 при µ > 0, однако мы его
продолжим теми же формулами на нижнюю половину окрестности в CH ∩{µ < 0}. Точнее: отоб-
ражение

B−1
H : (µ,K̃, w̃) 7→ (K, w), где (K, w) = gH(x0)(µ)

(
K̃, w̃

)
является двулистным накрытием окрестности CH0 в CH ∩ {µ ̸= 0} над ее образом в проколотой
окрестности8 x0 и позволяет перенести значения функций α и β и скобок Пуассона 5-ого поряд-

8Отметим, что образ окрестности CH
0 в CH ∩{µ ̸= 0} при отображенииB−1

H не содержит проколотую окрестность
точки x0.
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ка на нижнюю половину цилиндра CH ∩ {µ < 0}. В этом случае отображение B−1
H отображает

векторное поле системы (9.10) в поле гамильтониана H и при µ > 0 и при µ < 0.
Отметим, что при µ → 0 поле ξH(x0) растет как 1

µ
. Однако, поле µξH(x0) уже может быть

продолжено по непрерывности на сечение цилиндра CH0 = CH ∩ {µ = 0} во всех точках, кроме
точек множества SH =

{
K̃1
r = K̃1

r′ , r ̸= r′
}
. Поэтому мы в дальнейшим будем предполагать, что

поле µξH(x0) определено на CH0 \ SH с помощью естественного продолжения по непрерывности.
Конечно же µξH(x0) ̸= 0 на C0

H , не смотря на то, что µ = 0 на C0
H . Траектории поля µξH(x0) либо

не пересекают сечение CH0 , либо лежат в нем, так как вдоль поля µξH(x0) имеем µ̇ = µΥ. Более
того, на CH0 компоненты поля µξH(x0), отвечающие переменным (K̃,w̃) не зависят от µ.

Таким образом, интегральные кривые полей ξH(x0) и µξH(x0) совпадают на CH ∩ {µ ̸= 0},
отличается лишь скорость движения по ним. Если обозначить через s параметр времени движения
по траектории поля µξH(x0), то s и t связаны соотношением

ds =
1

µ
dt.

Система (9.10) перепишется в виде

d
ds
µ = µΥ(µ,K̃,w̃, u);

d
ds

K̃m = ˜{G,Km}+ ˜{Fr,Km}ur − (5−m)ΥK̃m;
d
ds
w̃ = α + βru

r −Υw̃;

F̃ru
r → max

u∈Ω
.

(9.12)

9.5 Модельная задача оптимального управления на нулевом сечении CH
0

Рассмотрим произвольную траекторию x(t) входящую в странную точку x0 = x(0) при t →
−0. В этом случае µ(x(t)) ≤ c′|t| → 0 при t → −0 по лемме 9.1. Поэтому, если x(t) лежит
в множестве B−1

H (CH \ CH0 ) при малых t < 0, то образ траектории BH

(
x(t)

)
на CH ∩ {µ > 0}

стремится к CH0 при t→ −0.
Нас будут интересовать такие траектории x(t) входящие в x0 = x(0), что хотя бы одна из

главных скобок Пуассона Km(x(t)) имеет максимально возможный порядок |t|5−m при t → −0.
В этом случае µ(x(t)) имеет порядок |t| при t → −0. А именно, благодаря лемме 9.1, выполнено
c′′|t| ≤ µ(x(t)) ≤ c′|t| при малых t < 0. Поэтому, траектория x(t) при малых t < 0 не покидает
множества B−1

H (CH \ CH0 ), а ее образ BH(x(t)) на CH ∩ {µ > 0} стремится к CH0 . На самом деле,
верно более сильное утверждение: при t → −0 образ BH(x(t)) стремится к подмногообразию
DH

0 ⊂ CH0 , на котором обнуляются все неглавные скобки Пуассона:

DH
0 =

{
µ = 0, и K̃m = 0, K̃m пробегает все неглавные скобки Пуассона

}
⊂ CH0 .



221

Более того, любая траектория поля µξH(x0), начинающаяся на DH
0 не покидает DH

0 . Действитель-
но, на DH

0 вдоль поля µξH(x0) имеем d
ds
µ = 0 и d

ds
K̃m = 0, где K̃m – любая неглавная скобка

Пуассона в ниспадающей системе.
Система ОДУ (9.12) на DH

0 устроена также как и в раздутой системе (5.9) ПМП модельной
задачи (5.1). Действительно, переобозначим главные скобки ниспадающей системы следующим
образом:

ψ̃r = K̃1
r , ϕ̃r = −K̃2

0r, x̃
r = Brr′K̃3

00r′ , ỹ
r = Brr′K̃4

000r′ , (9.13)

где ϕ̃,ψ̃ ∈ U∗ и x̃,ỹ ∈ U . Тогда на DH
0 мы получим систему ОДУ

d
ds
ψ̃r = −ϕ̃r − 4Υψ̃r;

d
ds
ϕ̃r = −Brr′ x̃

r′ − 3Υϕ̃r;
d
ds
x̃r = ỹr − 2Υx̃r;

d
ds
ỹr = ur − Υỹr;

d
ds
w̃ = α(x0) + βr(x0)u

r − Υw̃;

ψ̃ru
r → max

u∈Ω
.

(9.14)

Подставляя в (9.11) вместо неглавных скобок 0 получаем, что на DH
0 выполнено

24Υ|DH
0
= − 6

(
−Brr′ψ̃rψ̃r′

)2(−Brr′ψ̃rϕ̃r′
)
+ 8

(
−Brr′ϕ̃rϕ̃r′

)3(
ϕ̃rx̃

r
)

+

+ 12
(
−Brr′x̃

rx̃r
′)5(−Brr′x̃

rỹr
′)
+ 24

(
−Brr′ ỹ

rỹr
′)11(−Brr′ ỹ

rur
′)
.

Таким образом, если отбросить переменную w̃, то система (9.14) на DH
0 исходной гамильто-

новой системы с гамильтонианом H совпадает (после раздутия) с гамильтоновой системой (5.9)
принципа максимумаПонтрягина в модельной задаче (5.1), если задать наU скалярное произведе-
ние с помощью формы−Brr′ . Система ОДУ, получившаяся на CH0 , является, в некотором смысле,
«нильпотентизацией» исходной гамильтоновой системы в окрестности странной точки x0.

Также отметим, что «правильность» треугольника Ω определяется формой −Brr′ . А именно:
треугольникΩ является правильным еслиформаBrr′ устроена как описано в теореме 9.1. Действи-
тельно, вершины треугольника Ω, заданные в (9.5), должны образовывать правильный треуголь-
ник относительно формы −Brr′ с центром в начале координат. Следовательно, матрица Грамма
вершин треугольника Ω должна быть пропорциональна матрице (9.3) с отрицательным коэффи-
циентом, по модулю равным длине стороны треугольника Ω.
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9.6 Нильпотентизация в окрестности странной точки

Ниже будет показано, что поведение исходной гамильтоновой системы моделируется ее пове-
дением на нулевом сечении CH0 цилиндра C. Доказательство будет основано на точном исследо-
вании отображения последования Пуанкаре в системе (9.12) в окрестности точек странных мно-
жествΞ иX из теорем 9.2 и 9.1. Поэтому в качестве вспомогательной системыОДУ в окрестности
x0 мы рассмотрим следующую систему, полученную из системы (9.12) «нильпотентизацией» по
µ с помощью раздувающего отображения BH .

Процедура «нильпотентизации» в окрестности странной точки с помощью раздувающего
отображения устроена следующим образом. Правую часть системы (9.12), полученную с помо-
щью раздувающего отображения BH , необходимо преобразовать следующим образом: диффе-
ренциальные уравнения на K̃ и w̃ переносятся на весь цилиндр C с нулевого сечения CH0 без из-
менений, а правая часть дифференциального уравнения на µ линеаризуется по µ в окрестности
нулевого сечения (то есть отбрасываются члены порядка o(µ)). В результате получаем систему
(все суммирования по совпадающему верхнему и нижнему индексу r′ ведутся по r′ = 1,2,3)

d
ds
µ = µΥ(0,K̃,w̃, u);

d
ds

K̃1
r = K̃2

0r + K̃2
r′ru

r′ − 4K̃1
rΥ,

d
ds

K̃2
ir = K̃3

0ir + K̃3
r′iru

r′ − 3K̃2
irΥ,

d
ds

K̃3
jir = K̃4

0jir + K̃4
r′jiru

r′ − 2K̃3
jirΥ,

d
ds

K̃4
000r = Brr′u

r′ − K̃4
000rΥ,

d
ds

K̃4
kjir = −K̃4

kjirΥ, если K4
kjir – не главная скобка

d
ds
w̃ = α(x0) + βr(x0)u

r −Υ(0,K̃,w̃, u)w̃;

K̃1
ru

r → max
u∈Ω

.

(9.15)

Перепишем эту систему в исходных не раздутых координатахK иw. После применения обратного
отображения B−1

H и обратной замены параметров времени s и t получим (все суммирования по
совпадающему верхнему и нижнему индексу r′ ведутся по r′ = 1,2,3)

d
dt
K1
r = K2

0r +K2
r′ru

r′ ,
d
dt
K2
ir = K3

0ir +K3
r′iru

r′ ,
d
dt
K3
jir = K4

0jir +K4
r′jiru

r′ ,
d
dt
K4

000r = Brr′u
r′ ,

d
dt
K4
kjir = 0, если K4

kjir – не главная скобка
d
dt
w = α(x0) + βr(x0)u

r;

K1
ru

r → max
u∈Ω

.

(9.16)

Таким образом, «нильпотентизация» по µ в окрестности странной точки с помощью раздувающе-
го отображения BH приводит к системе (9.16), которая, фактически, получена из системы (9.7)
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заменой функций α и βr, а также скобок пятого порядка их значениями в точке x0.
Как было сказано выше, система (9.15) совпадет на нулевом сечении CH0 с системой (9.10),

дифференциальные уравнения на K̃ и w̃ не зависят от µ, а правая часть дифференциального урав-
нения на µ получена из (9.10) линеаризацией по µ в окрестности CH0 = CH ∩ {µ = 0}.

Отметим три важных факта, касательно системы (9.15):

1. Правая часть дифференциальных уравнений на K̃ не зависит от w̃ и µ. Поэтому после точ-
ного отыскания координат K̃ на траектории системы (9.15) lnµ и w̃ могут быть найдены
прямым интегрированием.

2. При постоянном управлении поведение неглавных скобок Пуассона никак не связано с по-
ведением главных скобок Пуассона (поведение главных скобок влияет лишь на момент пе-
реключения управления).

Таким образом, на сечении DH
0 для исходной гамильтоновой системы с гамильтонианом H

мы можем найти любую оптимальную траекторию в модельной задаче оптимального управле-
ния (5.1). Действительно, рассмотрим произвольную траекторию

(
x̂(t),ŷ(t),ϕ̂(t),ψ̂(t),û(t)

)
ПМП

модельной задачи (5.1), лежащую наM+ (см. следствие 3.2), то есть траекторию, входящую в на-
чало координат. По теореме 3.1 эта траектория входит в начало координат при t = T

(
x(0),y(0)

)
.

Эта траектория задает с помощью (9.13) главные скобки Пуассона K как функции времени t при
t < T

(
x(0),y(0)

)
. Чтобы получить траекторию системы (9.16) необходимо еще определить не

главные скобки Пуассона K и w как функции времени. Мы сделаем это следующим образом. По-
ложим не главные скобкиK тождественными 0 (как функции времени). Функциюw(t) определим
из последнего уравнения системы (9.16):

w(t) = w0 + α(x0)
(
t− T

(
x(0),y(0)

))
+ βr(x0)y

r(t).

Поскольку нас интересуют траектории, входящие в странную точку x0, положим w0 = w(0) = 0.
Получившаяся траектория по построению удовлетворяет ОДУ «нильпотентизованной» систе-
мы (9.16). Таким образом мы построили отображение Π+ из M+ ⊂ {(x,y,ϕ,ψ)} в пространство
{(K,w)}, задающееся формулами

Π+ :


K1
r = ψr, K2

0r = −ϕr, K3
00r = Br′rx

r′ , K4
000r = Br′ry

r′ ;

K = 0 для всех не главных скобок K;

w = βr(x0)y
r − α(x0)T

(
x(0),y(0)

)
.

Лемма 9.2. Построенное отображение Π+ :M+ → {(K,w)} является эквивариантной инъекци-
ей, т.е. уважает действие группы R+:

Π+ ◦ g(λ) = gH(x0)(λ) ◦ Π+.
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Более того, отображение Π+ является непрерывным на M+ и переводит траектории гамиль-
тоновой системы (5.2) модельной задачи (5.1) наM+ в траектории «нильпотентизованой» си-
стемы (9.16).

Если к тому же dG(x0) = 0, то отображение Π+ является локально липшицевым.

Доказательство. Отображение Π+ является инъективным и эквивариантным по построению.
Непрерывность Π+ на M+ \ {0} следует из теоремы 3.1, в которой доказано, что функция T (·)
непрерывна, и теоремы 3.2, в которой доказано что отображение E локально липшицево. Отоб-
ражение Π+ переводит траектории системы (5.2) в траектории системы (9.16) по построению.

Если dG(x0) = 0, то x(t) = x0 является траекторией исходного гамильтониана H = G+ Fru
r

при u = 0. Поэтому K(t) = 0, w(t) = 0 является траекторией системы (9.7) при u = 0. Поэто-
му необходимо α(x0) = 0 и отображение Π+ не содержит слагаемого с T (x(0),y(0)) и потому
является локально липшицевым по теореме 3.2.

Таким образом, мы можем отыскать любую траекторию системы (5.2) в «нильпотентизова-
ной» системе (9.16). Однако в исходной системе (9.7) эти траектории, вообще говоря, отсутству-
ют. Однако траектории множествX (из теоремы 8.2) и Ξ (из теоремы 5.1) все же удается отыскать
в исходной гамильтоновой системе. Для этого сначала необходимо спроектировать множества
Π+(X ) и Π+(Ξ) на CH0 , а потом поднять каждую траекторию с нулевого сечения CH0 с помощью
теоремы Адамара-Перрона.

Итак, в силу эквивариантности отображения Π+ корректно определено отображение Π+/g :

M+/g → CH0 . Более того, образM+/g лежит в DH
0 . Поскольку векторное поле µξH(x0) раздутой

«нильпотентизованой» системы (9.15) и векторное поле µξ раздутой модельной системы (5.9) так
же сохраняются действием группы R \ {0}, то любая траектория поля µξ на M+/g переходит в
траекторию поля µξH(x0).

Теперь перенесем множестваX иΞ из модельной задачи оптимального управления на нулевое
сечение CH0 . Определим

X 0
H(x0) = (Π+/g)

(
X/g

)
⊂ DH

0 ; и Ξ0
H(x0) = (Π+/g)

(
Ξ/g

)
⊂ DH

0 .

Отметим, что множество XH(x0) корректно определено для гамильтоновой системы с гамиль-
тонианом H , только если треугольник Ω является правильным относительно формы Brr′ . Или
другими словами, если форма Brr′ устроена как описано в условии теоремы 9.1.

9.7 Отображение последования Пуанкаре в гамильтоновой системе

В предыдущем параграфе мы построили множества X 0
H(x0) и Ξ0

H(x0) на DH
0 ⊂ CH0 в общей

гамильтоновой системе с гамильтонианом H . Однако, при обратном отображении B−1
H сечение

CH0 целиком перейдет в странную точку x0. Поэтому, для того чтобы отыскать траектории исход-
ной гамильтоновой системы, мы применим теорему Адамара-Перрона к каждой траектории из
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множеств ΞH(x0) и XH(x0) наDH
0 . Мы покажем, что их устойчивые многообразия уже не лежат в

нулевом сечении CH0 , и их объединение дает искомые множестваXH(x0) иΞH(x0), а неустойчивые
многообразия лежат в CH0 и не дают никакого вклада в исходную гамильтонову систему.

Мы будем применять теорему Адамара-Перрона к отображению последования Пуанка-
ре в окрестности произвольной траектории γ из X 0

H(x0) или Ξ0
H(x0). Любая траектория(

x̂(t),ŷ(t),ϕ̂(t),ψ̂(t),û(t)
)
из множестваΞ илиX (в модельной задаче (5.1)) пересекает поверхность

переключения только трансверсально, и поэтому в окрестности любой ее точки на поверхности
переключения определено гладкое отображение последования Пуанкаре. В этом параграфе мы
перенесем структуру этого отображения из модельной задачи на траекторию γ сначала в «ниль-
потентизованую» систему (9.15), а потом и в исходную систему (9.12).

Нас будет интересовать дифференциал отображения последования Пуанкаре ΦH поверхно-
сти переключения SH ∩ CH на себя в «нильпотентизованой» системе (9.15) в окрестности про-
извольной траектории наDH

0 (отображение последования в исходной (не «нильпотентизованой»)
гамильтоновой системе мы будем обозначать через ΦH без верхней черты).

Для построения отображения ΦH в окрестности точки z0 = γ(0) на траектории γ(t) из X 0
H(x0)

или Ξ0
H(x0) мы воспользуемся следующими упрощающим соображением: поскольку γ(t) пе-

ресекает поверхность переключения SH трансверсально в последовательных точках z0 и z1 =

ΦH(z0) = γ(τ), то на любой траектории в окрестности γ(t) управление также постоянно между
точками пересечения с SH и совпадает с управлением на γ(t). Поэтому мы будем считать, что
управление в «нильпотентизованой» системе (9.15) постоянно и вычислим dΦH как композицию
линеаризации отображения вдоль системы (9.15) на фиксированное время τ и проекции на каса-
тельное пространство кSH вдоль векторного поля системы (9.15). Обозначим первое отображение
через ΦH(τ) и вычислим его.

Уравнение в вариациях для системы (9.15) в окрестности γ устроено следующим образом:

d

dt
ΦH(t) =MΦH(t).

Поскольку траектория γ лежит вDH
0 , то все не главные скобки обнуляются на γ. Так как функция

Υ не зависит от µ и неглавных скобок K̃, то матрица M имеет следующую блочную структуру
(здесь и далее для краткости обозначеноΥ(t) = Υ(γ(t)), а через I обозначена единичная матрица
нужного размера):
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Υ(t) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0

0 0 0 0 0 −3Υ(t) ∗ ∗ 0

0 0 0 0 0 0 −2Υ(t) ∗ 0

0 0 0 0 0 0 0 −Υ(t) 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 −Υ(t)

µ

Главные скобки K̃1
r

Главные скобки K̃2
0r

Главные скобки K̃3
00r

Главные скобки K̃4
000r

Не главные скобки K̃2

Не главные скобки K̃3

Не главные скобки K̃4

w̃

µ Главные скобки K̃ Не главные скобки K̃ w̃

МатрицаM является блочно диагональной с двумя блоками. Ее нижний блок в свою очередь
является блочно нижне треугольной матрицей с двумя блоками на диагонали, причем верхний
блок (отвечающий переменным K̃) является блочно верхне треугольным. Поэтому матрицаΦH(t)

имеет ту же структуру:

λ 0 0 0

0 ∗ ∗ 0

0 0 C 0

0 ∗ ∗ W

µ

Главные скобки K̃

Не главные скобки K̃

w̃

µ Главные скобки K̃Не главные скобки K̃ w̃

причем матрицаW пропорциональна единичной, а матрица C является верхнетреугольной.
Выпишем явно дифференциальные уравнения на λ,W и C:

d

dt
λ = Υ(t)λ, λ(0) = 1.

Обозначим λ(τ) = ρ, где τ – время движения по γ от z0 до z1. Тогда

d

dt
W = −Υ(t)W, W (0) = I =⇒ W (τ) = ρ−1I.

Уравнение на матрицу C имеет вид:

d

dt
C =


−3Υ(t) ∗ ∗

0 −2Υ(t) ∗
0 0 −Υ(t)

C, C(0) = I.
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Поэтому диагональные блоки C будут соответственно ρ−3I , ρ−2I и ρ−1I .
Вычислим теперь число ρ. Пусть траектория γ′ – это поднятие γ с CH0 = {µ = 0} на {µ ̸= 0}.

Другими словами координаты K̃ и w̃ на γ и γ′ совпадают, но на γ′ выполнено µ ̸= 0. Причем
траектория γ′ удовлетворяет системе (9.15). Через z′0 и z′1 обозначены соответствующие поднятия
точек z0 и z1.

Лемма 9.3. Обозначим µ0 = µ(z′0) и µ1 = µ(z′1). Тогда

µ1

µ0

= ρ.

Доказательство. Действительно, µ1 есть функция начальной точки z′0 = (µ0,K̃0,w̃0), то есть µ1 =

µ1(µ0,K̃0,w̃0). Очевидно, что

µ1(κµ0,K̃0,w̃0) = κµ1(µ0,K̃0,w̃0) ∀κ ∈ R.

Дифференцируя это равенство по κ при κ = 1 получаем

∂µ1

∂µ0

=
µ1

µ0

.

Поскольку правая часть равенства не изменяется при умножении µ0 на κ ̸= 0, мы получаем, что
производная ∂µ1

∂µ0
постоянна на всей вертикальной прямой (κµ0,K̃0,w̃0), κ ∈ R. Однако на γ (то есть

при κ = 0) выполнено ∂µ1
∂µ0

= λ(τ) = ρ, что и требовалось.

Замечание 9.6. Если на траектории γ′ отбросить координату w̃ и координаты неглавных скобок
K̃ (то есть применить отображение, обратное к Π+/g), то получится оптимальная траектория мо-
дельной задачи (5.1). Поэтому к ней применима ключевая лемма 5.5, которая гарантирует экспо-
ненциальную скорость стремления к 0 координаты µ(s) на ней при s→ +∞.

Займемся теперь оператором проектирования касательного пространства Tz1CH на гиперплос-
кость Tz1SH вдоль векторного поля системы (9.15). Вообще говоря, векторное поле системы (9.15)
разрывно в точке z1, но нас интересует тот вектор скорости, с которым траектория γ приходит в
точку z1 при t→ τ − 0. Обозначим этот вектор через v. Тогда

v =
(

0
∣∣ ∗

∣∣ 0
∣∣ ∗

)T
.

Ковектор α, задающий гиперплоскость Tz1SH имеет следующую вид:

α =
(

0
∣∣ ∗

∣∣ 0
∣∣ 0

)
.

Таким образом, оператор проектирования 1− v ⊗ α
α(v)

на Tz1SH вдоль v имеет структуру
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1 0 0 0

0 ∗ 0 0

0 0 I 0

0 ∗ 0 I

µ

Главные скобки K̃

Не главные скобки K̃

w̃

µ Главные скобки K̃Не главные скобки K̃ w̃

Итак, дифференциал отображения последования Пуанкаре dΦH «нильпотентизованой» систе-
мы (9.15) в точке z0 записывается как

dΦH |z0 =
(
1− v ⊗ α

α(v)

)
ΦH(τ)

и имеет следующую блочную структуру:

dΦH |z0 =



ρ 0 0 0

0 A ∗ 0

ρ−3I ∗ ∗

0 0 0 ρ−2I ∗ 0

0 0 ρ−1I

0 ∗ ∗ ρ−1I


Замечание 9.7. Важно отметить, что матрица A получается сопряжением с помощью дифферен-
циала отображения (9.13) из соответствующей матрицы в гамильтоновой системе принципа мак-
симума Понтрягина (5.2) для модельной задачи (5.1). Это немедленно вытекает из сказанного в
параграфе 9.5. Более того, поскольку все рассматриваемые траектории лежат в DH

0 , то матрица
сопряжения будет постоянной и не зависеть от выбора траектории γ на DH

0

Опишем теперь матрицу дифференциала отображения последования Пуанкаре dΦH уже для
исходной (не «нильпотентизованой») системы (9.12). Поскольку исходная система (9.12) и «ниль-
потентизованная» (9.15) совпадают на CH0 , то у матриц dΦH и dΦH заведомо совпадают все эле-
менты вне первого столбца и первой строки. Но первая строка тоже сохраняется, так как диф-
ференциальные уравнения на µ в системах (9.12) и (9.15) отличаются на член порядка O(µ2) в
окрестности CH0 .
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Таким образом, доказана

Лемма 9.4. Дифференциал dΦH отображения последования Пуанкаре системы (9.12) в точке
z0 ∈ DH

0 ∩ SH из X 0
H(x0) или Ξ0

H(x0) на поверхности SH имеет следующий вид:

ρ 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0

∗ A ∗ ∗ ∗ 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0

∗ 0 0 0 0 ρ−3I ∗ ∗ 0

∗ 0 0 0 0 0 ρ−2I ∗ 0

∗ 0 0 0 0 0 0 ρ−1I 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ρ−1I

µ

Главные скобки K̃1
r

Главные скобки K̃2
0r

Главные скобки K̃3
00r

Главные скобки K̃4
000r

Не главные скобки K̃2

Не главные скобки K̃3

Не главные скобки K̃4

w̃

µ Главные скобки K̃ Не главные скобки K̃ w̃

где матрица A совпадает (с точностью до замены (9.13)) с соответствующей матрицей си-
стемы (5.2) принципа максимума Понтрягина для модельной задачи (5.1), а число ρ может быть
вычислено по лемме 9.3.

9.8 Окончание доказательства хаотического поведения траекторий в
общей гамильтоновой системе

Лемма 9.4 позволяет воспользоваться результатами о хаотичности оптимального синтеза, по-
лученными в модельной задаче (5.1). Однако, как уже было сказано выше, множества Ξ0

H(x0) ⊂
CH0 или X 0

H(x0) ⊂ CH0 построены на нулевом сечении CH0 и перейдут в странную точку x0 при об-
ращении раздувающего отображения B−1

H . Поэтому для того, чтобы не потерять картину хаотич-
ного синтеза мы для каждой оптимальной траектории из X или Ξ построим с помощью теоремы
Адамара-Перрона (см. [15]) двумерные устойчивые листы, которые уже будут выходить за преде-
лы нулевого сечения CH0 . Точнее теорему Адамара-Перрона мы будем применять к отображению
последования Пуанкаре ΦH вдоль этой траектории.

Итак, зафиксируем траекторию γ из множества Ξ0
H(x0) или множества X 0

H(x0). Траектория
γ является образом некоторой траектории γ̂ из Ξ/g или X/g при отображении Π+/g. Обозна-
чим точки последовательного пересечения поверхности переключения SH траекторией γ через
. . . ,z−1,z0,z1, . . ., а траектории γ̂ – через . . . ,ẑ−1,ẑ0,ẑ1, . . .. МатрицуA и число ρ из леммы 9.4, отве-
чающие k-ой точке zk будем обозначать через A(zk) = Ak и ρ(zk) = ρk соответственно. По лемме
9.4 для гамильтоновой системы (5.2) имеем:
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dΦ(ẑk) =

(
ρk 0

0 Ak

)
.

Здесь и далее через Φ обозначено отображение последования поверхности CH ∩ SH на себя в
раздутой модельной системе поля µξ (см. систему (5.9)).

Сначала докажем сжатие в вертикальном направлении в исходной гамильтоновой системе с
гамильтонианом H . Вообще говоря, при однократном отображении последования ΦH , в диффе-
ренциале dΦH(zk) собственное значение ρk может быть больше 1. Однако, лемма 5.5 гарантирует,
что найдется такое натуральноеN , что ΦN

H будет сжимать в вертикальном направлении. Действи-
тельно, любая оптимальная траектория в модельной задаче попадает в начало координат за конеч-
ное время, поэтому повторяя отображение последования Пуанкаре ΦH достаточное число раз, мы
получим сжатие в вертикальном направлении. Докажем это утверждение строго. Воспользуемся
результатами, полученными для модельной задачи (5.1). Из леммы 5.5 следует, что на оптималь-
ной траектории γ̂ наM+ выполнены неравенства

c1e
−c2s ≤ µ(γ̂(s))

µ(γ̂(0))
≤ c3e

−c4s

причем положительные константы cj , j = 1, . . . ,4 не зависят от выбора траектории наM+. Сле-
довательно

µ(s)

µ(0)
≤ 1

2
при s ≥ 1

c4
ln(2c3).

Оценим теперь время σ(z) перехода между двумя последовательными пересечениями поверхно-
сти переключения S в точках z ∈ S и Φ(z) ∈ S вдоль поля µξ по произвольной траектории из Ξ
или X . Функция σ непрерывна и не зависит от µ, а множества (Ξ/g) ∩ S и (X/g) ∩ S компактны
и не пересекаются с S123. Поэтому выполнена оценка

smin ≤ σ(z) ≤ smax

для некоторых неотрицательных констант smin и smax. Поскольку непрерывная функция достигает
своего минимума на компакте, то smax ≥ smin > 0. Поэтому по лемме 9.3 получаем

ρkρk+1 . . . ρk+N−1 <
1

2
∀k при N >

1

sminc4
ln(2c3).

Таким образом, зафиксировав произвольное достаточно большое число N и работая только с
N -ой степенью отображений Φ и ΦH вместо них самих, мы можем считать, что в вертикальном
направлении идет сжатие. А именно, доказана

Лемма 9.5. Зафиксируем9 N > 1
sminc4

ln(2c3) и обозначим Θ = Φ−N и ΘH = Φ−N
H . Положим так-

же ϱ(zkN) = ϱk = (ρkN−1ρkN−2 . . . ρ(k−1)N)
−1 > 2 и A(zkN) = Ak = (AkN−1AkN−2 . . . A(k−1)N)

−1.
9Число N не зависит от выбора траектории и точки zk, и может быть выбрано одинаковым для всех траек-

торий.
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Тогда

dΘ(ẑkN) =

(
ϱk 0

0 Ak

)
,

а матрица dΘH(zkN) имеет структуру из леммы 9.4 с заменой ρ на ϱk и A на Ak.

Следующим шагом, необходимым для применения теоремы Адамара-Перрона, является ак-
куратное изучение структуры матриц Ak. А именно, мы докажем, что в некотором специальном
разложении касательного пространства все матрицы Ak превращаются в блочно диагональные.
Поэтому для удобства обозначим

dΦ(ẑ) =

(
ρ(ẑ) 0

0 A(ẑ)

)
, (9.17)

где линейный оператор A(ẑ) действует из Tẑ(C0 ∩ S) в TΦ(ẑ)C0 ∩ S .

Лемма 9.6. В точках ẑ каждого из множеств (Ξ/g) ∩ S и (X/g) ∩ S существует такое разло-
жение касательного пространства10 Tẑ(C0 ∩ S) = Û(ẑ)⊕ V̂ (ẑ), dim Û(ẑ) = 1 и dim V̂ (ẑ) = 5, и
метрика на них, что оператор A(ẑ) принимает вид

A(ẑ) =

(
α̂(ẑ) 0

0 δ̂(ẑ)

)
,

где α̂(ẑ) : Û(ẑ) → Û(Φ(ẑ)) и δ̂(ẑ) : V̂ (ẑ) → V̂ (Φ(ẑ)). Причем α̂ есть сжимающий оператор, а δ̂
– растягивающий, т.е.

∥α̂(ẑ)∥ < 1, и ∥δ̂(ẑ)−1∥ < 1 ∀ẑ

Более того, и метрика и разложение Tẑ(C0 ∩ S) = Û(ẑ)⊕ V̂ (ẑ) непрерывно зависят от ẑ.

Доказательство. Доказательство леммы состоит из двух частей. Сначала мы выберем «почти»
правильное разложение касательного пространства в точках каждого из множеств (Ξ/g) ∩ S и
(X/g)∩S , в которых матрица A(ẑ) становится «почти» блочно диагональной, а потом трансфор-
мируем это разложение.

Итак, мы утверждаем, что в окрестности каждого из множеств (Ξ/g) ∩ S и (X/g) ∩ S суще-
ствуют такие локальные координаты и риманова метрика, что

A−1(ẑ) =

(
α(ẑ) β(ẑ)

γ(ẑ) δ(ẑ)

)
, (9.18)

для каждой точки ẑ из этих окрестностей. Здесь α(ẑ) – число, β(ẑ) и γ(ẑ) – матрицы 1× 5 и 5× 1,
а δ(ẑ) – матрица 5× 5. Причем найдутся 4 таких положительных числа ux, uy, vx и vy, что

10Напомним dim C0 ∩ S = 6.
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∥α(ẑ)−1∥ ≤ u−1
x , ∥β(ẑ)∥ ≤ uy, ∥γ(ẑ)∥ ≤ vx, ∥δ(ẑ)∥ ≤ vy.

Более того, диагональные элементы устроены гиперболически, а элементы на побочной диагона-
ли малы по сравнению с ними. Точнее, числа ux, uy, vx и vy удовлетворяют неравенствам{

ux > 1 > vy;

(ux − 1)(1− vy) > uyvx.
(9.19)

Действительно, существование таких локальных координат в окрестности множества (Ξ/g)∩S
следует из теоремы Гробмана–Хартмана (см. [15]) и трансверсальности гомоклинической точки
(см. лемму 5.9) – множество (Ξ/g) ∩ S в теореме 5.1 можно уменьшить при необходимости так,
что в произвольной фиксированной метрике норма элементов на побочной диагонали будет сколь
угодно мала, а диагональные элементы будут растягивающими и сжимающими операторами тех
размерностей, что и в шестизвенном цикле – то есть 5 и 1.

Для множества (X/g) ∩ S этот факт следуют из явной формулы локальных координат. При-
ведем эти координат на поверхности переключения ψ1 = ψ3, с нормализацией ϕ2 = 1. Сначала
проведем редукцию кшести переменным: π1 =

√
2
2
(y1−y3), π2 = 1√

6
(y1−2y2+y3), π3 =

√
2
2
(x1−x3),

π4 =
1√
6
(x1−2x2+x3), π5 =

√
2
2
(ϕ1−ϕ3), π6 = 1√

6
(ψ1−2ψ2+ψ3). Теперь в каждой из 16 областей

AA.AA,AA.AC, . . . ,CC.CC произведем линейную замену координат η = Mπ, где постоянные
матрицыM для 16 областей имеют вид

MAA.AA =



−0.5913 −1.0677 0.0683 0.2937 −0.0114 0.0316

0.0848 −1.3179 −0.9326 −0.6262 −0.0104 0.0737

−0.0023 0.6606 0.2677 0.7432 0.4258 0.2468

−0.2024 0.8600 −0.7595 0.9189 −1.5610 0.7982

0.5347 −0.1061 1.3964 0.6468 2.3193 −2.1665

−1.1822 0.5279 −2.5279 −0.2730 −3.8024 2.6844


,

MAA.AC =



−0.3772 −0.6812 0.0436 0.1874 −0.0072 0.0201

0.0603 −0.9371 −0.6631 −0.4452 −0.0074 0.0524

−0.0016 0.4697 0.1903 0.5285 0.3028 0.1755

−0.1439 0.6115 −0.5401 0.6534 −1.1101 0.5675

0.3801 −0.0754 0.9930 0.4599 1.6493 −1.5406

−0.8407 0.3754 −1.7976 −0.1940 −2.7037 1.9088


,
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MAA.CA =



−0.3971 −0.6704 0.1033 0.2038 0.0053 −0.0444

0.1116 −0.2444 −0.2931 −0.2188 0.0594 0.0028

0.0819 0.6562 0.5188 0.8690 1.3697 0.2361

−0.0770 0.5547 −0.3887 0.6313 −0.8937 0.5253

0.2177 −0.0065 0.6332 −0.1496 1.2464 0.3705

−0.1329 0.0749 −0.4715 −0.2392 −0.9990 0.9895


,

MAA.CC =



−0.2941 −0.4965 0.0765 0.1509 0.0039 −0.0329

0.1180 −0.2584 −0.3099 −0.2314 0.0629 0.0030

0.0865 0.6937 0.5485 0.9186 1.4479 0.2496

−0.0815 0.5864 −0.4109 0.6674 −0.9447 0.5552

0.2302 −0.0068 0.6694 −0.1581 1.3176 0.3916

−0.1405 0.0791 −0.4985 −0.2529 −1.0561 1.0461


,

MAC.AA =



−1.3472 −1.2301 0.8883 0.9348 −0.4362 −0.0239

0.1653 −1.7355 −1.7124 −0.5395 0.6959 0.2788

0.3610 0.1926 2.3424 −0.1152 4.4150 −0.4106

−0.2216 1.5281 −0.9719 1.9245 −2.4828 1.4865

1.7063 −1.3513 3.2009 −1.9034 4.1924 −0.2951

−0.4124 0.3207 −1.2318 −0.1906 −2.4337 2.6356


,

MAC.AC =



−1.5370 −1.4034 1.0134 1.0666 −0.4977 −0.0273

0.1456 −1.5288 −1.5084 −0.4752 0.6131 0.2456

0.3180 0.1697 2.0633 −0.1015 3.8890 −0.3616

−0.1951 1.3460 −0.8561 1.6952 −2.1869 1.3094

1.5029 −1.1902 2.8195 −1.6767 3.6929 −0.2599

−0.3632 0.2825 −1.0851 −0.1678 −2.1437 2.3215


,

MAC.CA =



−1.4918 −1.2360 1.0849 0.9744 −0.6000 −0.1150

−0.5929 0.5930 1.2489 0.5188 −0.7829 −0.2039

0.2087 −2.0370 0.9934 −2.4691 2.5841 −1.8853

0.8390 1.3864 4.1958 1.8630 10.4128 0.9577

1.8997 −0.1209 6.1266 −1.0920 12.6540 3.2477

−0.5410 0.3880 −1.7381 −0.6350 −3.6204 3.9319


,

MAC.CC =



−1.4492 −1.2008 1.0539 0.9467 −0.5829 −0.1117

−0.6064 0.6066 1.2774 0.5307 −0.8008 −0.2085

0.2134 −2.0836 1.0162 −2.5256 2.6432 −1.9285

0.8583 1.4182 4.2918 1.9056 10.6511 0.9796

1.9431 −0.1237 6.2668 −1.1170 12.9436 3.3220

−0.5534 0.3969 −1.7778 −0.6495 −3.7032 4.0219


,
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MCA.AA =



−0.8312 −1.5009 0.0960 0.4129 −0.0159 0.0445

0.1017 −1.5797 −1.1178 −0.7505 −0.0125 0.0883

−0.0028 0.7918 0.3209 0.8908 0.5104 0.2957

−0.2426 1.0308 −0.9104 1.1014 −1.8712 0.9568

0.6409 −0.1272 1.6739 0.7752 2.7801 −2.5969

−1.4171 0.6327 −3.0301 −0.3272 −4.5577 3.2177


,

MCA.AC =



−0.5590 −1.0094 0.0646 0.2777 −0.0107 0.0300

0.0284 −1.2522 −1.0645 −0.6260 −0.2454 0.2924

0.0136 0.5899 0.2568 0.6980 0.4571 0.2243

−0.1603 0.7743 −0.6799 0.8766 −1.3837 0.6740

0.4698 0.0295 1.3318 0.6845 2.0995 −2.0201

−1.1106 0.4685 −2.3717 −0.2692 −3.5420 2.4780


,

MCA.CA =



−0.6987 −1.1795 0.1817 0.3586 0.0093 −0.0782

0.2866 −0.6276 −0.7527 −0.5620 0.1527 0.0072

0.2102 1.6846 1.3320 2.2311 3.5163 0.6063

−0.1980 1.4241 −0.9979 1.6208 −2.2944 1.3485

0.5591 −0.0166 1.6256 −0.3841 3.1999 0.9511

−0.3412 0.1922 −1.2105 −0.6143 −2.5648 2.5404


,

MCA.CC =



−0.5165 −0.8721 0.1343 0.2651 0.0068 −0.0579

0.2310 −0.5057 −0.6066 −0.4529 0.1230 0.0059

0.1694 1.3576 1.0734 1.7980 2.8339 0.4887

−0.1595 1.1476 −0.8042 1.3062 −1.8490 1.0867

0.4506 −0.0134 1.3100 −0.3096 2.5789 0.7664

−0.2750 0.1549 −0.9756 −0.4950 −2.0670 2.0473


,

MCC.AA =



−1.7029 −1.5549 1.1228 1.1818 −0.5513 −0.0303

0.2242 −2.3541 −2.3229 −0.7318 0.9440 0.3782

0.4897 0.2613 3.1773 −0.1562 5.9887 −0.5568

−0.3006 2.0727 −1.3182 2.6104 −3.3677 2.0164

2.3143 −1.8329 4.3417 −2.5818 5.6867 −0.4003

−0.5593 0.4349 −1.6709 −0.2585 −3.3011 3.5749


,

MCC.AC =



−2.1389 −1.9529 1.4103 1.4843 −0.6925 −0.0380

0.2145 −2.2524 −2.2225 −0.7003 0.9032 0.3618

0.4685 0.2499 3.0400 −0.1494 5.7300 −0.5328

−0.2876 1.9832 −1.2612 2.4976 −3.2221 1.9292

2.2144 −1.7536 4.1542 −2.4703 5.4411 −0.3829

−0.5352 0.4161 −1.5988 −0.2473 −3.1585 3.4205


,
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MCC.CA =



−2.1848 −1.8102 1.5888 1.4272 −0.8787 −0.1684

−0.9631 0.3038 0.8826 0.2771 −2.6832 −1.3049

0.1995 −2.1397 1.4883 −2.6630 3.2584 −1.9360

0.9908 1.4063 4.5037 1.9791 11.6620 0.8665

2.2134 −0.2631 6.8269 −1.3631 14.3844 3.5996

−0.6009 0.2926 −2.2588 −0.8628 −4.4148 4.3259


,

MCC.CC =



−1.8994 −1.5738 1.3813 1.2407 −0.7640 −0.1464

−0.6747 0.6749 1.4212 0.5903 −0.8909 −0.2319

0.2374 −2.3179 1.1304 −2.8096 2.9404 −2.1454

0.9548 1.5775 4.7743 2.1199 11.8485 1.0898

2.1615 −0.1375 6.9713 −1.2427 14.3987 3.6954

−0.6155 0.4415 −1.9777 −0.7225 −4.1196 4.4740


.

В этих координатах константы ux, uy и т.д. для отображения последования Пуанкаре на областях
AA.AA, AA.AC, . . ., CC.CC удовлетворяет неравенствам

|ux| > 1.2641, ∥uy∥ < 0.3894, ∥vx∥ < 0.3894, ∥vy∥ < 0.4000.

Далее рассуждения для множеств (Ξ/g) ∩ S и (X/g) ∩ S совпадают. Поэтому мы будем обо-
значать через X любое из этих двух множеств.

Таким образом, в каждой точке ẑ из X определено разложение касательного пространства

Tẑ(C0 ∩ S) = U(ẑ)⊕ V (ẑ),

непрерывно зависящее от ẑ ∈ X . Получаем, что α(ẑ) : U(ẑ) → U(Φ−1(ẑ)), β(ẑ) : V (ẑ) →
U(Φ−1(ẑ)), γ(ẑ) : U(ẑ) → V (Φ−1(ẑ)) и δ(ẑ) : V (ẑ) → V (Φ−1(ẑ)) – линейные операторы. В нашем
случае dimU(ẑ) = 1, а dimV (ẑ) = 5. Однако это не существенно для дальнейшего и мы будем
производить рассуждения для произвольных размерностей dimU(ẑ) = m1 и dimV (ẑ) = m2 (со-
ответственно, α(ẑ) будем считать не числом, а обратимым растягивающим в ux раз линейным
отображением). Векторы пространств U(ẑ) и V (ẑ) будем обозначать буквами u и v.

Итак, мы ищем такую линейную замену координат ṽ = v + R(ẑ)u в каждом пространстве
Tẑ(C0 ∩ S), что нижний левый элемент в матрице A−1(ẑ) обнулится. НайдемR(ẑ). То есть, если(

ũ

ṽ

)
=

(
1 0

R(ẑ) 1

)(
u

v

)
,

то

A−1(ẑ)

(
ũ

ṽ

)
=

(
1 0

R(Φ−1(ẑ)) 1

)(
α(ẑ) β(ẑ)

γ(ẑ) δ(ẑ)

)(
1 0

−R(ẑ) 1

)(
ũ

ṽ

)
,

или по-другому
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A−1(ẑ)

(
ũ

ṽ

)
=

(
α̃(ẑ) β̃(ẑ)

γ̃(ẑ) δ̃(ẑ)

)(
ũ

ṽ

)
,

где 
α̃(ẑ) = α(ẑ)− β(ẑ)R(ẑ)

β̃(ẑ) = β(ẑ)

γ̃(ẑ) = γ(ẑ)− δ(ẑ)R(ẑ) +R(Φ−1(ẑ))α(ẑ)−R(Φ−1(ẑ))β(ẑ)R(ẑ)

δ̃(ẑ) = δ(ẑ) +R(Φ−1(ẑ))β(ẑ).

Поскольку нас интересует такая замена, что γ̃(ẑ) = 0 для всех ẑ из X , то мы получаем, что

R(Φ−1(ẑ)) = −
(
γ(ẑ)− δ(ẑ)R(ẑ)

)(
α(ẑ)− β(ẑ)R(ẑ)

)−1 (9.20)

Мы будем искать оператор R(ẑ) ограниченной нормы (не зависимо от ẑ), то есть ∥R(ẑ)∥ ≤ ε

для некоторого фиксированного ε > 0 и любого ẑ ∈ X . Произведем точный выбор ε > 0. Для
обратимости оператора α(ẑ)− β(ẑ)R(ẑ) достаточно, чтобы

ux − εuy > 0.

Для того, чтобы отображение в правой части равенства (9.20) давало оператор по норме не
превосходящий ε достаточно, чтобы

vx + εvy
ux − εuy

≤ ε.

Теперь наложим еще одно требование на ε, а именно: выберем его так, чтобы отображение в
правой части равенства (9.20) было сжимающим. Дифференциал этого отображения имеет вид

(
δ(ẑ) +R(Φ−1(ẑ))β(ẑ)

)
dR
(
α(ẑ)− β(ẑ)R(ẑ)

)−1
.

Поэтому достаточным условием сжатия является

vy + εuy
ux − εuy

< 1.

Ну и последнее, что необходимо потребовать от ε, это чтобы операторA−1(ẑ) сохранял гипер-
болическую структуру, а именно: ∥α̃(ẑ)−1∥ < 1 и ∥δ̃(ẑ)∥ < 1. Для этого достаточно, чтобы

1

ux − εuy
< 1 и vy + εuy < 1.

Собирая все полученные условия на ε > 0 воедино, получаем систему
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

uyε < ux;

uyε
2 − (ux − vy)ε+ vx ≤ 0;

uyε <
1
2
(ux − vy);

uyε < ux − 1;

uyε < 1− vy.

(9.21)

Докажем, что эта система совместна по ε. Если uy = 0, то система имеет тривиальное решение
ε ≥ vx

ux−vy . Разберем теперь случай uy > 0. Первое условие системы (9.21) следует из четвертого;
третье – из четвертого и пятого. Таким образом после замены C = uyε получаем равносильную
систему 

C2 − (ux − vy)C + uyvx < 0;

C < ux − 1;

C < 1− vy.

Дискриминант квадратного трехчлена в первом неравенстве положителен. Действительно из
(9.19) следует, что

D = (ux − vy)
2 − 4uyvx = ((ux − 1) + (1− vy))

2 − 4uyvx ≥ 4(ux − 1)(1− vy)− 4uyvx > 0.

Поэтому система совместна, если меньший корень квадратного трехчлена лежит левее обоих чи-
сел ux − 1 и 1− vy. А именно:

ux − vy −
√
D

2
< ux − 1 и

ux − vy −
√
D

2
< 1− vy,

или по другому

√
D > 2− ux − vy и

√
D > ux + vy − 2.

Поэтому осталось показать

√
D > |2− ux − vy| ⇐⇒ D > (2− ux − vy)

2,

что немедленно следует из (9.19) после раскрытия скобок и приведения подобных членов.
Покажем теперь, что интересующее нас линейное отображениеR(ẑ) : U(ẑ) → V (ẑ), ∥R(ẑ)∥ ≤

ε, действительно существует и непрерывно по ẑ. Рассмотрим пространство C всех непрерывных
отображений из ẑ ∈ X в шар радиуса ε в пространстве L(U(ẑ),V (ẑ)) линейных отображений из
U(ẑ) в V (ẑ). Пространство C является полным метрическим пространством относительно стан-
дартной метрики «супремум разности», так как множество X компактно, а L(U(ẑ),V (ẑ)) полно.
На пространстве C определено отображение P : C → C по формуле (9.20), а именно:
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PR(Φ−1(ẑ)) = −
(
γ(ẑ)− δ(ẑ)R(ẑ)

)(
α(ẑ)− β(ẑ)R(ẑ)

)−1
.

Отображение P определено корректно, потому что (i) образ непрерывного отображения R бу-
дет непрерывным, так как оператор

(
α(ẑ) − β(ẑ)R(ẑ)

)
отделен от множества необратимых за

счет выбора ε; и (ii) из |R(ẑ)| < ε следует |PR(ẑ)| < ε, опять же за счет выбора ε. Более того,
отображениеP является сжимающим по тем же причинам. Следовательно, отображениеP имеет
единственную неподвижную точкуR0 ∈ C, т.е.R0(ẑ) – искомый линейный оператор, непрерывно
зависящий от ẑ ∈ X .

Таким образом в точках множества X определено непрерывное семейство операторов R0(ẑ),
таких, что γ̃(ẑ) = 0. Причем ∥α̃(ẑ)−1∥ < 1 и ∥δ̃(ẑ)∥ < 1. Заменяя подпространства U(ẑ) = {v = 0}
и V (ẑ) = {u = 0} на Ũ(ẑ) = {ṽ = v +R0(ẑ)u = 0} и Ṽ (ẑ) = V (ẑ) получаем новое непрерывное
разложение Tẑ(C0 ∩ S) = Ũ(ẑ)⊕ Ṽ (ẑ) в котором матрица A−1(ẑ) принимает форму

A−1(ẑ) =

(
α̃(ẑ) β(ẑ)

0 δ̃(ẑ)

)
для всех ẑ из X,

В силу компактности X найдутся такие положительные константы ũx > 1 и ṽy < 1, что
∥α̃(ẑ)−1∥ < ũ−1

x и ∥δ̃(ẑ)∥ < ṽy. Поскольку в новом разложении ũy = uy, а ṽx = 0, то условия (9.19)
выполнены и в новом разложении. Применяя описанную выше процедуру, но уже к оператору
A(ẑ) в новом разложении Ũ(ẑ)⊕ Ṽ (ẑ), получаем искомое разложение Tẑ(C0∩S) = Û(ẑ)⊕ V̂ (ẑ)11.

Замечание 9.8. Дадим краткое пояснение, почему операторR0(ẑ) вообще говоря не является глад-
ким (скажем, по Уитни). Уравнение (9.20) является функциональном уравнением, и в наиболее
простом виде можно его записать так:

y(x) = f
(
x,y
(
ϕ(x)

))
,

где x – координата, f(x,y) иϕ(x) – данные бесконечно гладкиефункции, а y(x) – искомаяфункция.
Причем про f известно, что ∥f ′

y∥ < 1. Можно даже считать, что x и y одномерны – это не меняет
принципиальных эффектов, связанных с негладкостью решения.

Если бы функции ϕ не было (т.е. ϕ(x) = x), то уравнение бы имело вид y = f(x,y). В этом
случае теорема о неявной функции гарантирует существование бесконечно гладкого решения.
А именно, тот факт, что y ∈ C1 можно доказать прямой оценкой, а из этого факта немедленно
следует, что y ∈ C∞. Действительно,

y′(x) =
f ′
x(x,y(x))

1− f ′
y(x,y(x))

и, следовательно, y′ ∈ C1, а, значит, y ∈ C2 и так далее.
11На самом деле можно показать, что разложение Tẑ(C0∩S) = Û(ẑ)⊕V̂ (ẑ) зависит от ẑ ∈ X не только непрерывно

но и гельдерово, однако это не существенно для дальнейшего.
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Однако если ϕ(x) не есть тождественная функция, то, если ϕ есть отображение некоторого
компакта в себя, по-прежнему можно доказать существование и единственность непрерывного
решения на этом компакте (как это сделано в лемме 9.6). Однако, решение этого уравнения, во-
обще говоря, может быть не гладким. Например, если x ∈ S1 = [0; 2π]/{0 ∼ 2π}, то уравнение

y(x) =
1

2
y(2x) + sin x

имеет и единственное непрерывное решение ŷ(x). Однако, это решение не является гладким. Про-
ще всего показать, что не существует ŷ′(0). Действительно, если существует производная ŷ′(0),
то продифференцировав написанное выше уравнение при x = 0, получаем

y′(0) = y′(0) + cos 0,

что невозможно.

Теперь, применяя поочередно к различным разложениям касательного пространства проце-
дуру, описанную в лемме 9.6 приведем −N степень матрицы дифференциала отображения по-
следования Пуанкаре dΦ−N

H = ΘH из леммы 9.4 к наиболее удобному для нас виду. Поскольку
дальнейшие рассуждения почти идентичны для обоих множеств Ξ0

H(x0) и X 0
H(x0), будем обозна-

чать через X0 любое из двух множеств Ξ0
H(x0) ∩ SH или X 0

H(x0) ∩ SH .
Для того, чтобы привести дифференциал dΘH(z) к блочно диагональному виду, сначала огра-

ничимся нулевым сечением CH0 , и, более того, отбросим пока не нужную координату w̃. Обо-
значим подпространство TzCH0 , отвечающее главным скобкам через T 0

z CH0 , а неглавным – через
T 1
z CH0 . Разложим T 0

z CH0 , с помощью леммы 9.6 и замены (9.13), в сумму T 0
z CH0 = Û(z) ⊕ V̂ (z),

dim Û(z) = 1. Оператор A(z) станет блочно диагональным и будет растягивать на Û(z) и сжи-
мать на V̂ (z). Теперь расширим V̂ (z) присоединив к нему подпространство T 1

z CH0 . В получившим-
ся разложении оператор dΘH |T 0

z CH
0 ⊕T 1

z CH
0
имеет вид (9.18) с γ(z) = 0 и ∥α(z)−1∥ < 1. Поскольку

ϱ(z) > 2, N в определении Θ = Φ−N можно увеличить так, чтобы норма ∥δ(z)∥ стала мень-
ше 1 (число N можно выбрать независимо от z в силу компактности множества X0). Поэтому к
dΘH |T 0

z CH
0 ⊕T 1

z CH
0
может быть применена процедура, описанная в лемме 9.6, после чего оператор

dΘH |TK
z CH

0 ⊕T̃K
z CH

0
примет блочно диагональный вид. Повторяя тот же трюк, мы можем поочередно

присоединить к разложению, касательные подпространства, отвечающие координатам w̃ и µ. При
этом размерность подпространства Û(z) возрастет ровно на 1 на последнем шаге, при добавлении
координаты µ.

Таким образом, мы получаем такое непрерывно зависящие от z разложение TzCH ∩ SH =

U(z) ⊕ V (z) в точках z из X0, что dimU(z) = 2, а подпространство V (z) горизонтально, то есть
V (z) ⊂ TzCH0 . Причем

dΘH(z) =

(
α(z) 0

0 β(z)

)
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где α(z) : U(z) → U(ΘH(z)) и β(z) : V (z) → V (ΘH(z)) непрерывно зависят от z, и ∥α(z)−1∥ < 1,
а ∥β(z)∥ < 1. В силу компактности Ξ0

H(x0) ∩ SH и X 0
H(x0) ∩ SH можно считать, что нормы этих

операторов отделены от 1, то есть ∥α(z)−1∥ < κ и ∥β(z)∥ < κ для некоторого κ < 1.
Применим теперь теорему Адамара-Перрона. Для этого построим систему локальных коорди-

нат в окрестности X0. Поскольку множество X0 компактно, то для любого ε > 0 найдется δ > 0,
что для любой точки z0 из X0 разность ΘH(z)− dΘH(z0)(z − z0) меньше ε в метрике C1 для z из
δ окрестности z0. Покроем X0 конечным числом δ/2 окрестностей в CH0 с центрами в точках z01 ,
. . ., z0M ∈ X0, и в δ-окрестности каждой точки z0m введем свои локальные координаты, порожден-
ные дифференциалом dΘH(z

0
m). Если точка z ∈ X0 лежит в δ окрестности z0m, то норма разности

dΘH(z) − dΘH(z
0
m) меньше ε. Поэтому, если ε достаточно мало, то к орбите Θk

H(z), k ∈ Z при-
менима теорема Адамара-Перрона. Таким образом, для каждой точки z0 ∈ X0 в ее δ/2 найдется
хотя бы одна точка z0m (если найдется несколько таких точек, выберем из них ту, у которой мини-
мальный индекс). Использовав локальные координаты из δ-окрестности точки z0m, получаем, что
в окрестности z0 в CH0 ∩ SH радиуса не меньше δ/2 определено двумерное бесконечно гладкое
многообразие W+(z0) точек z, экспоненциально стремящихся при итерациях отображения Θ−1

H

к образу z0 при тех же итерациях. Поскольку ΘH = Φ−N
H , а множество X0 компактно, то любая

точка z ∈ W+(z0) стремится с образу z0 и при итерациях самого отображения ΦH :

W+(z0) =
{
z ∈ CH ∩ SH и ∥z − z0∥ <

δ

2
, что ∥Φk

H(z)− Φk
H(z0)∥ < Cλk, k ∈ N

}
,

причем константы C > 0 и 0 < λ < 1 из теоремы Адамара-Перрона зависят лишь от выбора ε,
то есть одинаковы для всех точек z. В силу компактности X0 можно выбрать такие константы
C1 > 0 и 0 < λ1 < 1, что

∥Φk
H(z)− Φk

H(z0)∥ < C1λ
k
1 при k ∈ N.

Нам потребуются некоторые свойства построенных множествW+(z0).

(a) Опишем теперь, как устроены траектории исходной гамильтоновой системы с гамильтониа-
ном H , начинающиеся в точках множестваW+(z0), z0 ∈ X0. Для этого воспользуемся полем
µξH(x0) на CH в окрестности C0

H , построенным в параграфе 9.4 (см. систему (9.10)). Пусть для
определенности µ(z) > 0. Траектория γ(s), начинающаяся в точке γ(0) = z ∈ W+(z0), пе-
ресекает при s → +∞ поверхность разрыва правой части гамильтониана SH счетное число
раз в точках Φk

H(z), k ∈ N. При этом такая траектория существует и единственна, так как
в окрестности X0 векторное поле µξH(x0) трансверсально SH . При этом время между пере-
ключениями ограничено снизу и сверху числами 1

2
smin и 2smax. Поэтому γ(s) стремится при

s→ +∞ к CH0 = {µ = 0} с экспоненциальной скоростью, т.е.

c1e
−c2s < µ(γ(s)) < c3e

−c4s
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для некоторых положительных констант ci, i = 1, . . . ,4. Поскольку dt = µds, то мы получаем,
что интеграл

T (z) =

∫ +∞

0

µ(γ(s))ds <∞

конечен, и значит прообраз траектории B−1
H (γ(t)) попадает в странную точку x0 за конечное

время T (z). Другими словами, траектория X(t,z̃), z̃ ∈ M, исходной гамильтоновой системы
с гамильтонианом H , начинающаяся в точке X(0,z̃) = z̃ ∈ B−1

H (W+(z0)), существует и един-
ственна на промежутке t ∈ [0;T (BH(z̃))] и попадает в x0 в момент T (BH(z̃)). В дальнейшем
для краткости мы будем опускать знак отображения BH и будем писать T (z̃) = T (BH(z̃)).

Отметим, что главные скобки Km(X(t,z)) удовлетворяют неравенствам, заявленным в заме-
чании 9.4.

(b) Опишем теперь, как могут пересекаться множества W+(z0) и W+(z1), определенные в δ/2
окрестностях z0 и z1. Пусть U – это пересечение δ/2 окрестностей точек z0 и z1. ТогдаW+(z0)

иW+(z1) либо не пересекаются, либо совпадают в U . Докажем это. Ясно что, если их пересе-
чение не пусто и содержит некоторую точку z ∈ U , то итерации z стремятся и к образу z0 и
к образу z1, поэтому итерации z0 и z1 сближаются с экспоненциальной скоростью. Как след-
ствие, итерации любой точки z ∈ W+(z0) сближаются с итерациями z1 и наоборот. Поэтому
множестваW+(zi), i = 1,2 совпадают на U .

Множества ΞH(x0) и XH(x0) устроены так: их пересечение с SH есть в точности объединение
всех слоев B−1

H (W+(z0)) по всем z0:

ΞH(x0) ∩ SH =
∪

z0∈Ξ0
H(x0)

B−1
H (W+(z0));

XH(x0) ∩ SH =
∪

z0∈X 0
H(x0)

B−1
H (W+(z0));

а сами множества получаются, если из каждой точки на SH выпустить траекторию гамильтоновой
системы до следующего пересечения с SH . Таким образом свойства (I) и (II) обоих теорем 9.1 и
9.2 получаются автоматически из свойства (a) множествW+(z0).

Отображения ΨH
Γ и ΨH

01, а также топологические цепи Маркова Σ+
Γ и Σ+

01, заявленные в (III)
получаются с помощью с помощью соответствующих отображений для модельной задачи (5.1).
А именно, как композиции (i) проекции πW , которая переводит z ∈ B−1

H (W+(z0)) в точку z0 ∈ CH0 ,
(ii) идентификации X 0

H(x0) и Ξ0
H(x0) с X+/g и Ξ/g с помощью отображения Π+/g из леммы 9.2,

(iii) применения соответствующего фактор-отображения из модельной задачи (5.1) и (iv) отбра-
сывания некоторых начальных позиций в полученной топологической цепиМаркова. Точнее, для
отображения ΨH

Γ в (ii) необходимо использовать отображение Ψ+
Γ /g из теоремы 8.2, а для отоб-

ражения ΨH
01 – отображение Ψ01/g из теоремы 5.1. Важно отметить, что сама проекция z 7→ z0
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определена не однозначно, так как вообще говоря возможно, что z ∈ B−1
H (W+(z0) ∩ W+(z1)).

Однако в этом случае по свойству (b) итерации z0 и z1 сближаются с экспоненциальной ско-
ростью, поэтому найдется такое число K ∈ N, что в образах (Ψ+

Γ /g)
(
(Π+/g)

−1(zi)
)
∈ Σ+

Γ или
(Ψ01/g)

(
(Π+/g)(zi)

)
∈ Σ01 отличия могут быть только на позициях с номерами меньше K, а на

позициях с номерами больше K они должны совпадать. Поэтому мы отбросим все позиции ле-
вее K (обозначим это отображение12 через d). После этого неоднозначность в отображении πW
пропадет. Итак,

ΨH
Γ = d ◦ (Ψ+

Γ /g) ◦ (Π+/g)
−1 ◦ πW

ΨH
01 = d ◦ (Ψ01/g) ◦ (Π+/g)

−1 ◦ πW

Таким образом пункт (III) обоих теорем 9.1 и 9.2 доказан.

Пункт (IV) теоремы 9.2 получается заменой множестваX0 конечным множеством, состоящим
из пересечений Rijk/g или Qi/g с S (точнее их образа при отображении Π+/g). В первом случае
X0 – это трехточечное множество, а во втором – четырехточечное. В случае трехзвенного цикла
все собственные значения оператораA3 из (9.17) по модулю больше 1 (см. параграф 5.5). Поэтому
в этом случае мы получаем, что многообразие W+ одномерно. В случае четырехзвенного цикла
операторA4 содержит ровно одно собственное значение, по модулю меньшее 1 (см. параграф 5.5).
Поэтому в этом случае многообразиеW+ двумерно.

Пункт (IV) теоремы 9.1 об оценке размерностей XH(x0) следует из соответствующего пункта
теоремы 8.2. Действительно, во-первых, для некоторого достаточно маленького µ0 отображение
B−1
H является диффеоморфизмом на CH0 × {0 < µ < µ0} и, значит, не изменяет размерностей. Во-

вторых, если dG(x0) = 0, то размерности (и по Хаусдорфу и по Колмогорову) множеств X 0
H(x0)

и X/g совпадают, так как по лемме 9.2 в этом случае отображение Π+ является локально лип-
шицевым. Остается только сказать, что множества XH(x0) и X+ получаются из соответственно
X 0
H(x0) ∩ SH и (X ∩ S)/g с помощью одинаковой процедуры (строятся двумерные устойчивые

листы и выпускаются траектории).

Пункт (V) теоремы 9.1 идентичен соответствующему пункту в теореме 8.2.

Пункты (VI) теоремы 9.1 и (V) теоремы 9.2 получаются рассмотрением липшицевой поверх-
ности M− вместо липшицевой поверхности M+ оптимальных траекторий. Напомним, что M−

состоит из траекторий выходящих из начала координат гамильтоновой системы (5.2) принципа
максимума Понтрягина модельной задачи (5.1). Доказательство теорем 9.1 и 9.2 закончено.

□
12В случае бесконечных вправо последовательностей Σ+

Γ мы отбрасываем ровно K первых членов, а в случае
бесконечных в обе стороны последовательностей Σ01 мы отбрасываем весь бесконечный влево хвост, начиная с по-
зицииK.
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Докажем теперь утверждение, сформулированное в замечании 9.4. Оценка сверху уже полу-
чена в лемме 9.1. Оценка снизу эквивалентна тому, что на любой траектории X(t) из множества
XH(x0) или ΞH(x0) выполнена оценка

µ(X(t)) ≥ c′′(T − t)

где c′′ > 0 некоторая константа, а T – момент выхода в странную точку x0.
Перенесем траекториюX(t) на цилиндр CH с помощью раздувающего отображенияBH и сде-

лаем замену времени ds = 1
µ
dt. Получим траекторию X̃(s) = BH(X(t(s)) системы (9.12). Таким

образом, необходимо доказать, что

µ(X̃(s)) ≥ T − t(s) = c′′
∫ +∞

s

µ(X̃(σ)) dσ.

Обозначим через X̃0(s) траекторию на CH0 изXH(x0) илиΞ0
H(x0) к которой приближается X̃(s)

при s → +∞. Как уже неоднократно упоминалось, траектория X̃0(s) так же является траектори-
ей системы (9.15), так как µ(X̃0(s)) = 0. Рассмотрим также траекторию X̃1(s) системы (9.15),
которая отличается от X̃0(s) только тем, что µ(X̃1(s)) > 0, а именно:

K̃(X̃1(s)) = K̃(X̃0(s));

w̃(X̃1(s)) = w̃(X̃0(s));
d
ds
µ(X̃1(s)) = µ(X̃1(s))Υ(X̃1(s)) = µ(X̃1(s))Υ(X̃0(s));

µ(X̃1(0)) = µ(X̃(0)).

Поскольку траектория X̃1(s) является образом оптимальной траектории в модельной задаче
(5.1) при отображении BH ◦ Π+, то на ней по теоремам 3.1 и 3.2 выполнено

µ(X̃1(s)) ≥ c0

∫ +∞

s

µ(X̃1(σ)) dσ.

для некоторой константы c0 > 0.
Покажем теперь, что значения µ на обеих траекториях X̃(s) и X̃1(s) отличаются «не слишком

сильно». А именно,

{
d
ds
µ(X̃(s)) = µ(X̃1(s))Υ(X̃(s));

d
ds
µ(X̃1(s)) = µ(X̃1(s))Υ(X̃1(s));

⇒ d

ds
ln

µ(X̃(s))

µ(X̃1(s))
= Υ(X̃(s))−Υ(X̃1(s));

Поскольку X̃(s) и X̃1(s) с экспоненциальной скоростью приближаются к X̃0(s), то разность в
правой части тоже стремится к 0 с экспоненциальной скоростью. Итак, для некоторых констант
c1,c2 > 0 выполнено

−c1e−c2s ≤
d

ds
ln

µ(X̃(s))

µ(X̃1(s))
≤ c1e

−c2s
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Учитывая, что ln µ(X̃(0))

µ(X̃1(0))
= 0, немедленно приходим к выводу, что для c3 = ec1/c2 выполнено

1

c3
µ(X̃1(s)) ≤ µ(X̃(s)) ≤ c3µ(X̃

1(s))

Таким образом,

µ(X̃(s)) ≥ 1

c3
µ(X̃1(s)) ≥ c0

c3

∫ +∞

s

µ(X̃1(σ)) dσ ≥ c0
c23

∫ +∞

s

µ(X̃(σ)) dσ,

что и требовалось.

□

Замечание 9.9. Учитывая замечание 9.4 мы можем проконтролировать, как множества ΞH(x0) и
XH(x0) входят в в странную точку x0. Говоря геометрическим языком, множестваΞH(x0) иXH(x0)

касаются (в смысле порядка по µ) конуса B−1
H

(
D0 × {µ ∈ R}

)
.

Замечание 9.10. Странная точка согласно определению 9.1 может появиться только если количе-
ство степеней свободы системы не меньше 16. Действительно, в определении 9.1 требуется линей-
ная независимость дифференциалов функций Fr, (adFi)Fr и т.д. до четвертого порядка включи-
тельно. Минимальная размерность в которой такое возможно легко вычислить через размерность
свободной нильпотентной градуированной алгебры Ли глубины 4 с 3 образующими (F3 необхо-
димо исключить, так как F3 ≡ −F1−F2). А именно, вектор роста такой алгебры легко вычислить
через слова Холла: он есть (3,6,14,32). Поскольку на первой ступени мы не используем dF0, то
минимально возможная размерностьM – это 31. Но dimM четно, поэтому

dimM ≥ 32

и система имеет не меньше 16 степеней свободы. Число степеней свободы так велико, потому что
условия в определении странных точек чрезмерно строги. На самом деле их можно существенно
ослабить. Примером гамильтоновой системы малой размерности (с 4-мя степенями свободы), в
которой наблюдается описанный в теореме 9.1 феномен может служить гамильтонова система
(5.2) ПМП в модельной задаче (5.1).

Замечание 9.11 (М.И. Зеликин, Л.В. Локуциевский и Р. Хильдебранд). Появление странных то-
чек в больших размерностях становится незбежным и не уничтожается малым шевелением Hi,
i = 1,2,3, если линейно независимыми являются дифференциалы коммутаторов в x0 не до 4ого
порядка (как это требуется в определении 9.1) а до 5ого порядка. В этом случае множество стран-
ных точек ST является гладким многообразием в окрестности x0 и его коразмерность также вы-
числяется через размерность свободной нильпотентной градуированной алгебры Ли глубины 5
с 3 образующими. А именно, вектор роста такой алгебры есть (3,6,14,32,80). Коразмерность ST
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меньше 80 на 4 (3 за счет симметрической формыBrr′ и еще за счет F0 на первой ступени). Таким
образом,

codimST = 76.
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Заключение

В диссертации решены трудные задачи теории оптимального управления и теории гамильто-
новых систем с разрывной правой частью. Основные результаты заключаются в следующем.

1. Теоремы о том, что особые экстремали фиксированного (натурального) порядка в задачах
с одномерным управлением формируют симплектическое многообразие, а их поток на нем
является гамильтоновым (теорема 1.2).

2. Доказательство интегрируемости по Лиувиллю потока особых экстремалей в задаче быст-
родействия для управления волчком Лагранжа под воздействием контролируемого магнит-
ного поля (пример 1.6 и теорема 1.5).

3. Нахождение нового феномена оптимального управления в виде иррациональной всюду
плотной обмотки клиффордова тора, проходимой (в положительном направлении) за ко-
нечное время (теорема 2.6 и пример 2.3).

4. Доказательство того, что в классе нильпотентно-выпуклых задач оптимальный синтез об-
разует правосторонний поток, а оптимальное управление имеет не более чем счетное число
точек разрыва (теоремы 3.1 и 3.2 и пример 3.1).

5. Теорема о структуре лагранжева многообразия в окрестности особой траектории первого
порядка в задачах, аффинных и голономных по многомерному управлению из многогран-
ника (теорема 4.3).

6. Теорема о наличии хаотических структур в оптимальном синтезе в модельной
нильпотентно-выпуклой задаче с управлением из произвольного треугольника, близкого к
правильному (теорема 5.1).

7. Теорема о точной хаотической структуре оптимального синтеза в модельной нильпотентно-
выпуклой задаче оптимального управления с управлением из правильного треугольника
(теорема 8.2).

8. Теорема о сопряженности липшицевой гиперболической динамической системы с соответ-
ствующей топологической цепью Маркова (теорема 7.1).

9. Теорема об оценках на размерности по Хаусдорфу и Минковскому множества неблуждаю-
щих точек с помощью липшицевых констант динамической системы (теорема 7.5).

10. Теоремы о наличии хаоса в интегральных воронках точек, лежащих на стыке трех гиперпо-
верхностей разрыва правой части гамильтоновой системы (теоремы 9.1 и 9.2) и его общем
положении (замечание 9.11).
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