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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Êëàññè÷åñêèé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç êîíå÷íîïàðàìåòðè÷åñêèõ àâòîðå-
ãðåññèîííûõ ñõåì îñíîâàí íà ïðîöåäóðàõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ðîäñòâåí-
íûõ èì. Äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå ãàóññîâñêèõ èííîâàöèé ïðîöåäóðû
(îöåíêè è òåñòû) íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ýêâèâàëåíòíû ïðîöåäóðàì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, à ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíû-
ìè. Ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ Brockwell è Davis1. Åñëè æå èííîâàöèè èìå-
þò íåãàóññîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, îáëàäàþò òÿæåëûìè õâîñòàìè),
òî èçâåñòíû íåïàðàìåòðè÷åñêèå àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñî-
áû îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ãèïîòåç î íèõ. Íàïðè-
ìåð, îáîáùåííûå M-ïðîöåäóðû (GM-ïðîöåäóðû), ïðîöåäóðû ìèíèìàëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ (MD-ïðîöåäóðû), ðàíãîâûå, çíàêîâûå ïðîöåäóðû.

Óïîìÿíóòûå ïðîöåäóðû îáëàäàþò åùå îäíèì ñóùåñòâåííûì äîñòîèí-
ñòâîì: âîçìîæíû òàêèå èõ âàðèàíòû, êîòîðûå óñòîé÷èâû ê ãðóáûì îøèáêàì
(çàñîðåíèÿì) â äàííûõ. Íàïðîòèâ, îöåíêè è òåñòû íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê çàñîðåíèÿì.

Ïîñòðîåíèå íîâûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ è ïðîâåðêè
ãèïîòåç, àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûõ, ÷åì ïðîöåäóðû íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé òåîðåòè÷åñêîé çàäà÷åé. Âàæíîé ñîäåðæà-
òåëüíîé çàäà÷åé òàêæå ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè èçâåñòíûõ è
âíîâü ïðåäëàãàåìûõ ïðîöåäóð ê ãðóáûì îøèáêàì â äàííûõ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàòü èçâåñòíûå GM-ïðîöåäóðû â ëè-
íåéíîé àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè íà óñòîé÷èâîñòü ê âûáðîñàì, à òàêæå
ïðåäëîæèòü íîâûå ñïîñîáû ïðîâåðêè ãèïîòåç â òàêîé ìîäåëè â ðàìêàõ GM-
ïîäõîäà.

Âàæíî, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ïðîöåäóðû (GM, MD, çíàêîâî-ðàíãîâûå)
ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà � ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê
íàçûâàåìûõ îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (î.ý.ï.). Èíòåðåñóþùèå íàñ
ñòàòèñòèêè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ôóíêöèîíàëû îò î.ý.ï. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äàííûõ ñòàòèñòèê ê èçó÷å-
íèþ ñâîéñòâ (ðàâíîìåðíûõ ëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé, ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïîä-
õîäÿùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ò.ä.) ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Óïîìÿíóòûå ïðîöåäóðû äåòàëüíî èññëåäîâàëèñü â ñëó÷àå, êîãäà àâòî-
ðåãðåññèîííûé ïðîöåññ íàáëþäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òàê, â AR(p) ìîäåëè
GM-îöåíêè è MD-îöåíêè èçó÷àë Koul2. Ðàíãîâûå îöåíêè â ìîäåëè àâòîðå-

1Brockwell P.J., Davis R.A., Time Series: Theory and Methods, New York, Springer-Verlag, 1987, 519 p.
2Koul H.L., Weighted empiricals and linear models, IMS Lecture Notes � Monograph Series, Hayward,

CA, Vol. 21, 1992.
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ãðåññèè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Koul è Ossiander3, Mukherjee è Bai4. Kreiss5

ñòðîèë ðàíãîâûå è M-òåñòû äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç â AR(p) ìîäå-
ëè. Ðàíãîâûå òåñòû â ARMA ìîäåëÿõ äåòàëüíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Hallin et
al.6,7. Çíàêîâûå òåñòû èññëåäîâàëèñü â ìîíîãðàôèè Áîëäèíà è äð.8 äëÿ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè è àâòîðåãðåññèè, â ðàáîòå Áîëäèíà è Øòóòòå9 äëÿ ARMA
ìîäåëåé.

Â äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ î.ý.ï. ìû ñòðîèì è èññëåäóåì GM-ïðîöåäóðû
äëÿ ìîäåëè àâòîðåãðåññèè â ñõåìå çàñîðåíèÿ äàííûõ àääèòèâíûìè îäèíî÷-
íûìè âûáðîñàìè èíòåíñèâíîñòè O(n−1/2), n � îáúåì äàííûõ. Ðàññìàòðè-
âàåìàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì âàðèàíòîì îáùåóïîòðåáèòåëüíîé ñõåìû
çàñîðåíèÿ äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñì. ðàáîòó Martin, Yohai10. Íàñ èíòåðåñóþò
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè èññëåäóåìûõ ïðîöåäóð ïðî-
òèâ âûáðîñîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðîáàñòíîñòè GM-òåñòîâ. Ðîáàñò-
íîñòü GM-îöåíîê â ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ àâòîðåãðåññèîííûõ ñõåìàõ â îò-
ëè÷èå îò òåñòîâ ðàññìàòðèâàëàñü äàâíî. Îáû÷íî åå õàðàêòåðèçóþò ôóíêöè-
îíàëîì âëèÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôóíêöèîíàëû âëèÿíèÿ äëÿ GM-îöåíîê
âû÷èñëåíû â ARMA ìîäåëÿõ â ðàáîòå 10, â ìîäåëÿõ òèïà ARCH è GARCH
â ðàáîòàõ Boldin11 è Sorokin12, â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ñ àâòîðåãðåññèîííûìè
îøèáêàìè â ñòàòüå Sinha et. al13.

Äëÿ GM-òåñòîâ â äèññåðòàöèè ìû èñïîëüçóåì äâå õàðàêòåðèçàöèè êà-
÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè. Îíè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ðàâíîñòåïåííîé
íåïðåðûâíîñòè äîïðåäåëüíîé ìîùíîñòè (ëîêàëüíàÿ êà÷åñòâåííàÿ ðîáàñò-
íîñòü èëè LQ-ðîáàñòíîñòü) è ïðåäåëüíîé ìîùíîñòè òåñòîâ (ïðåäåëüíàÿ êà÷å-
ñòâåííàÿ ðîáàñòíîñòü). Áîëäèí14,15 èñïîëüçîâàë òàêèå õàðàêòåðèçàöèè ïðè

3Koul H.L., Ossiander M.,Weak convergence of randomly weighted dependent residual empiricals with
applications to autoregression, Ann. Statist., Vol. 22, p. 540�562, 1994.

4Mukherjee K., Bai Z.D., R-estimation in Autoregression with Square-Integrable Score Function J.

Multivar. Anal., Vol. 81, 167�186, 2002.
5Kreiss J.-P., Testing linear hypotheses in autoregressions, Ann. Statist., Vol. 18, No. 3, p. 1470�1482,

1990.
6Hallin M., Ingenbleek J.-F., Puri M.L., Linear serial rank tests for randomness against ARMA

alternatives, Ann. Statist., Vol. 13, No. 3, p. 1156�1181, 1985.
7Hallin M., Puri M.L., Aligned Rank Tests for Linear Models with Autocorrelated Error Terms, J.

Multivar. Anal., Vol. 50, No. 2, p. 175�237, 1994.
8Áîëäèí Ì.Â., Ñèìîíîâà Ã.È., Òþðèí Þ.Í., Çíàêîâûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ ìîäåëåé,

Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 1997.
9Áîëäèí Ì.Â., Øòóòå Â., Î çíàêîâûõ òåñòàõ â ARMA ìîäåëè ñ âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèåé

îøèáîê, Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., Ò. 49, �3, ñ. 436�460, 2004.
10Martin R.D., Yohai V.J., In�uence Functionals for Time Series, Ann. Statist., Vol. 14, p. 781�818, 1986.
11Boldin M.V. On empirical processes in heteroscedastic time series and their use for hypothesis testing

and estimation, Math. Methods Statist., Vol. 9. p. 65�89, 2000.
12Sorokin A.A. On parameter estimation and testing hypotheses on dimension in ARCH(p) model, Math.

Methods Statist., Vol. 15, No. 3, p. 327�348., 2006.
13Sinha S.K, Field C., Smith B. Robust estimation of nonlinear regression with autoregressive errors,

Statist. and Probab. Letters., Vol. 63., p.49�59, 2002.
14Boldin M.V., Local robustness of sign tests in AR(1) against outliers, Math. Methods of Statist., 20, 1,

1�13, 2011.
15Áîëäèí Ì.Â., Ðîáàñòíîñòü çíàêîâûõ òåñòîâ äëÿ ãèïîòåç î ïîðÿäêå àâòîðåãðåññèè, Òåîðèÿ âåðîÿòí.
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ïîñòðîåíèè êà÷åñòâåííî ðîáàñòíûõ çíàêîâûõ òåñòîâ â àâòîðåãðåññèè. Îòìå-
òèì, ÷òî îáùåóïîòðåáèòåëüíûå òåñòû íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðîáàñòíûìè â
ýòèõ ñìûñëàõ íå ÿâëÿþòñÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûå îïðåäåëåíèÿ ðîáàñòíîñòè òåñòîâ ðîäñòâåííû îïðåäåëå-
íèþ Reider16 êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè òåñòîâ â ñõåìå íåçàâèñèìûõ äàííûõ,
íî Rieder èññëåäîâàë êà÷åñòâåííóþ ðîáàñòíîñòü ðàíãîâûõ òåñòîâ â íåëîêàëü-
íîé ñõåìå.

Öåëü ðàáîòû.

1. Ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíûå ëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ â AR(p) ìîäåëè â ëîêàëüíîé ñõåìå çàñîðåíèÿ äàííûõ íåçà-
âèñèìûìè îäèíî÷íûìè âûáðîñàìè.

2. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîëó-
÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè èçâåñòíûõ GM-òåñòîâ,
îñíîâàííûõ íà GM-îöåíêàõ.

3. Ïîñòðîèòü íîâûé GM-òåñò (áåç èñïîëüçîâàíèÿ GM-îöåíîê) äëÿ ïðîâåð-
êè ëèíåéíûõ ãèïîòåç â AR(p) ìîäåëè è èññëåäîâàòü ýòî òåñò íà êà÷åñòâåííóþ
ðîáàñòíîñòü.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâíîìåðíûå ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íûõ ýì-

ïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äëÿ àâòîðåãðåññèè â ëîêàëüíîé ñõåìå çàñîðåíèÿ äàí-
íûõ àääèòèâíûìè îäèíî÷íûìè âûáðîñàìè.

2. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè èçâåñò-
íûõ GM-ïðîöåäóð â ëîêàëüíîé ñõåìå çàñîðåíèÿ.

3. Ïîñòðîåí íîâûé GM-òåñò äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ðàçìåðíîñòè AR(p)
ìîäåëè áåç èñïîëüçîâàíèÿ GM-îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, è óñòàíîâ-
ëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè.

4. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûõ GM-òåñòîâ. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûì
ýêñïåðèìåíòîì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ òåîðåì èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíûå
ëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òåîðèè âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ è ýêîíîìåòðèêå. Òàêæå îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè,

è åå ïðèìåí., 57, 4, 1�10, 2012.
16Reider H., A Robust Asymptotic Testing Model, Ann. Statist., Vol. 6, p.1080�1094, 1978.
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ïðèìåíÿþùèìè ìîäåëè âðåìåííûõ ðÿäîâ íà ïðàêòèêå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñå-
ìèíàðå "Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ Ñòàòèñòèêà è Âðåìåííûå Ðÿäû" ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô. Þ.Í. Òþðèíà, äîö. Ì.Â. Áîëäèíà è ïðîô. Â.Í. Òóòóáàëèíà
â ÌÃÓ (2011�2015 ãã.). Òàêæå áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà íåñêîëüêèõ êîí-
ôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷¼íûõ "Ëîìîíîñîâ" â ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2010-2011 ãã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ" â ÌÃÓ, ïîñâÿùåííîé ñòîëå-
òèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Â.Ãíåäåíêî (Ìîñêâà, 2012 ã.), Ëîìîíîñîâñêèõ ÷òåíè-
ÿõ (Ìîñêâà, 2012 ã.), X Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Êîìïüþòåðíûé àíà-
ëèç äàííûõ è ìîäåëèðîâàíèå" (Ìèíñê, 2013 ã.), Ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå â ÏÎÌÈ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2015);

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïÿòè ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ äâå
� â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôå-
ðàòà [1]-[5].

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ - ââåäåíèå,
ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî
76 íàèìåíîâàíèé. Ôîðìóëû, ëåììû, òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ áóäóò èìåòü
íîìåð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷èñåë. Ïåðâîå èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ãëà-
âû, à âòîðîå � íîìåðó ôîðìóëû (ëåììû, òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ) â äàííîé
ãëàâå. Ññûëêè íà ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ íóìåðóþòñÿ ïî àëôàâèòó, ñîãëàñíî
ôàìèëèè ïåðâîãî èç íèõ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 115 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â àâòîðåôåðàòå ñîõðàíåíû îðèãèíàëüíûå íîìåðà òåîðåì, íî íîìåðà óñëî-
âèé îòëè÷íû îò äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì. Îíà ñîäåðæèò íåîáõî-
äèìûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ, îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è ðåçóëüòà-
òîâ ðàáîòû.

Èç âñåãî ââåäåíèÿ ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ëèíåéíàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ AR(p) ìîäåëü èìååò âèä

ut = β1ut−1 + · · ·+ βput−p + εt, t ∈ Z. (1)

Â (1) {εt} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
(í.î.ð.ñ.â.) ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G è Ëåáåãîâîé ïëîòíî-
ñòüþ g, Eε1 = 0, Eε2

1 < ∞; β = (β1, . . . , βp)
T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (1),
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èìååò êîðíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò (ñì.
ìîíîãðàôèþ 1) ñóùåñòâîâàíèå ï.í. åäèíñòâåííîãî ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ ñîäåðæàò ãðóáûå âûáðîñû è èìåþò
âèä

yt = ut + zγnt ξt, t = 1− p, 2− p, . . . , n. (2)

Â (2) {ut} � âûáîðêà èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1); {zγnt } � í.î.ð.ñ.â. ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè Br (γn), γn = min(1, n−1/2γ), ïàðàìåòð γ ≥ 0 íåèç-
âåñòåí; {ξt} � í.î.ð.ñ.â. ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì µ; ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {ut}, {zγnt }, {ξt} íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξt}
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóáûõ âûáðîñîâ (çàñîðåíèé), γn
� óðîâåíü çàñîðåíèÿ.

Îïèøåì, êàê ñòðîÿòñÿ GM-îöåíêè è íåîáõîäèìûå íàì ýìïèðè÷åñêèå ïðî-
öåññû ñðàçó äëÿ ñõåìû (2) ñ çàñîðåíèÿìè.

Äëÿ àïðèîðè âûáðàííûõ ôóíêöèé ϕ, ψ è ïàðàìåòðà α ∈ Rp ââåäåì âåê-
òîð

LY
n (α) :=

(
LYn1(α), LYn2(α), . . . , LYnp(α)

)T
,

ãäå

LYnj(α) := n−1/2
n∑
t=1

ϕ(yt−j)ψ(yt − α1yt−1 − · · · − αpyt−p).

Èíäåêñ
”
Y“ çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòèêà ñòðîèòñÿ ïî çàñîðåííûì

äàííûì {yt}.
GM-îöåíêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäõîäÿùåå (ò.å. n1/2-ñîñòîÿòåëüíîå) ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ LY
n (α) = 0. Îáîçíà÷èì åå β̂

Y

n,GM . GM-îöåíêè äëÿ àâòîðåãðåñ-
ñèîííûõ ìîäåëåé â îòñóòñòâèè çàñîðåíèé áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Denby
è Martin18 è Martin19,20.

Ïî íàáëþäåíèÿì {yt} ïîñòðîèì âåêòîðû Y t−1 := (yt−1, yt−2, . . . , yt−p)
T ,

t = 1, . . . , n. Ââåäåì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ

ϕ(Y t−1) := (ϕ(yt−1), ϕ(yt−2), . . . , ϕ(yt−p))
T .

18Denby L., Martin R.D., Robust estimation of the �rst-order autoregressive parameter, J. Amer. Statist.

Assoc., Vol. 74, p. 140�146, 1979.
19Martin R.D., Robust estimation of autoregressive models, Direct. Time Ser., Haywood, CA: Institute of

Mathematical Statistics, p.228�254, 1980.
20Martin R.D., Robust methods for time series, Applied Time Series Analysis II, New York: Academic

Press, p.683�759, 1981.
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Îñòàòêàìè â ñõåìå (2) íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû εYt (α) := yt−αTY t−1, α ∈
Rp, t = 1, . . . , n. Îïðåäåëèì îñòàòî÷íûé âçâåøåííûé ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ

vYn (α, x) := n−1/2
n∑
t=1

ϕ(Y t−1)I(εYt (α) ≤ x),

I(·)� èíäèêàòîð ñîáûòèÿ, x ∈ R1. Òîãäà

LY
n (α) =

∫ ∞
−∞

ψ(x)dvYn (α, x). (3)

Ââåäåì σ-àëãåáðû

Ft−1 := σ{εi, i ≤ t− 1; (ξj, z
γn
j ), 0 ≤ j ≤ t}, t = 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ vYn (β+n−1/2θ, x). Óñëîâíîå ñðåäíåå êàæäîãî ñëàãàåìîãî
â äàííîé ñòàòèñòèêå îòíîñèòåëüíî Ft−1 ðàâíî

ϕ(Y t−1)G
(
x+ n−1/2θTY t−1 − ηt(β, γ)

)
,

ãäå
ηt(β, γ) := zγnt ξt − β1z

γn
t−1ξt−1 − β2z

γn
t−2ξt−2 − · · · − βpzγnt−pξt−p.

Ââåäåì óñëîâíî-öåíòðèðîâàííûé ïðîöåññ

uYn (θ, x) := n−1/2
n∑
t=1

ϕ(Y t−1)
[
I
(
εt ≤ x+ n−1/2θTY t−1 − ηt(β, γ)

)
−G

(
x+ n−1/2θTY t−1 − ηt(β, γ)

)]
. (4)

Ñëàãàåìûå â (4) îáðàçóþò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü îòíîñèòåëüíî {Ft}.
Ïóñòü β ðàçáèò íà ïîäâåêòîðû βT = (β(1)T ,β(2)T ), ãäå β(i), i = 1, 2, èìå-

þò ðàçìåðíîñòè m è p −m ñîîòâåòñòâåííî, 1 ≤ m < p. Îäíîé èç îñíîâíûõ
çàäà÷ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàçìåð-
íîñòè ìîäåëè (1) H0 : β(2) = 0. Àëüòåðíàòèâîé âîçüìåì H1 : β(2) 6= 0. Òàêèì
îáðàçîì, β(1) ÿâëÿåòñÿ ìåøàþùèì ïàðàìåòðîì. Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî
ðàçìåðíîñòü (1) íå ïðåâûøàåòm.Ìîùíîñòü òåñòà áóäåì èññëåäîâàòü ïðè ëî-
êàëüíûõ àëüòåðíàòèâàõ H1n(τ ) : β = βn := β0+n−1/2τ , ãäå βT0 = (β(1)T ,0T ),
τ T = (τ (1)T , τ (2)T ) ∈ Rp � ïîñòîÿííûé âåêòîð ñ ïîäâåêòîðàìè ðàçìåðíîñòè
m è p−m ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîùíîñòü òåñòà â ñõåìå (2) íà ëîêàëüíîé àëüòåðíàòèâåH1n(τ ) îáîçíà÷èì
Wn(τ , γ, µ). Òåñò íàçûâàåòñÿ LQ-ðîáàñòíûì, åñëè ñåìåéñòâî {Wn(τ , γ, µ)}
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî ïî γ â òî÷êå γ = 0. Òî åñòü,

sup |Wn(τ , γ, µ)−Wn(τ , 0, µ)| → 0, γ → 0. (5)
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Ñóïðåìóì â (5) áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì µ, ‖τ‖ ≤ T < ∞ è n ≥ n0(T ).
Çäåñü ‖ · ‖� åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà, à n0(T ) � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî
òàêîå, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî (1), ïî
ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû äëÿ âñåõ ‖τ‖ ≤ T.

Ñîîòíîøåíèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàëûõ γ ðàâíîìåðíî ïî µ, ‖τ‖ ≤ T è
n ≥ n0 áëèçêè óðîâíè çíà÷èìîñòè è ìîùíîñòè òåñòîâ â ñõåìàõ ñ çàñîðåíèÿìè
è áåç çàñîðåíèé, ò.å. ïðè γ = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò W (τ , γ, µ) := limn→∞Wn(τ , γ, µ) � ïðå-
äåëüíàÿ ìîùíîñòü òåñòà. Áóäåì íàçûâàòü òåñò ïðåäåëüíî êà÷åñòâåííî ðî-
áàñòíûì, åñëè

sup
µ,‖τ‖≤T

|W (τ , γ, µ)−W (τ , 0, µ)| → 0, γ → 0. (6)

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Îíà ïîñâÿùåíà
ïîñòðîåíèþ GM-ïðîöåäóð äëÿ ñòàöèîíàðíîé AR(1) ìîäåëè â ñëó÷àå, êîãäà
íàáëþäåíèÿ ñîäåðæàò âûáðîñû. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü (1)
â ñõåìå çàñîðåíèé (2) ïðè p = 1. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ïèñàòü βn âìåñòî
βn, Ln(α) âìåñòî Ln(α) è ò.ï.

Ïî çàñîðåííûì íàáëþäåíèÿì {yt} ìû áóäåì ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó H0 : β =
β0 ïðîòèâ ïðàâîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ H+

1 : β > β0. Ìîùíîñòü òåñòîâ áó-
äåì èññëåäîâàòü ïðè ëîêàëüíûõ àëüòåðíàòèâàõ H1n(τ) : β = βn := β0 +
n−1/2τ, τ > 0. Óäîáíî äàëüøå ïîëàãàòü τ ≥ 0, òàê ÷òî H1n(0) åñòü H0.
Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ≥ nτ , ãäå nτ åñòü íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì |βn| < 1 äëÿ n ≥ nτ . Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå ï.í. åäèíñòâåííîãî ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) ïðè p = 1.

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ GM-îöåíêà â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ

LYn (α) :=

∫ ∞
−∞

ψ(x)dvYn (α, x) = n−1/2
n∑
t=1

ϕ(yt−1)ψ(yt − αyt−1) = 0 (7)

äëÿ àïðèîðè âûáðàííûõ ôóíêöèé ϕ è ψ.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1. G äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ñ ïðîèçâîäíîé g, g(x) > 0 ïðè âñåõ
x, supx |g′(x)| <∞.
Óñëîâèå 2. supx |ϕ(x)| <∞.

Ïóñòü BT,Γ := {(τ, γ, µ) : 0 ≤ τ ≤ T <∞, 0 ≤ γ ≤ Γ <∞, µ− ëþáîå} .
Îáîçíà÷èì {u0

t} � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (1) ïðè H0, p = 1.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò òåîðåìà î ëèíåéíîì

ïî τ è γ àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà vYn (α, x), ðàâ-
íîìåðíîì ïî 0 ≤ τ ≤ T, 0 ≤ γ ≤ Γ è ëþáûì µ. À èìåííî,
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1�2 è ôóíêöèÿ ϕ ï.â. íåïðåðûâíà.
Ïóñòü âåðíà H1n(τ). Òîãäà ïðè ëþáûõ δ > 0, 0 ≤ Γ <∞, 0 ≤ T <∞

sup
(τ,γ,µ)∈BT,Γ

Pβn

(
sup
x∈R

∣∣vYn (β0, x)− vn(βn, x)

+ g(x)E[u0
1ϕ(u0

1)]τ − E[ρ(x, µ)]γ
∣∣ > δ

)
→ 0, n→∞,

ãäå ρ(x, µ) := ϕ(u0
1 + ξ1)G(x+ β0ξ1) + ϕ(u0

1)G(x− ξ2)− 2ϕ(u0
1)G(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò Òåîðåìó 2.1 îá
àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîìåðíîì ðàçëîæåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâíî-
öåíòðèðîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìû ñòðîèì òåñò
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : β = β0. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè áåðåòñÿ

Λn,Y = Λn,Y (β0) := ŝ−1
n LYn (β0), (8)

ãäå ŝ2
n � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà σ2(β0) := Eϕ2(u0

1)ψ
2(ε1).

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå íà ôóíêöèþ ψ.

Óñëîâèå 3. Âàðèàöèÿ Var |∞−∞ [ψ] <∞, Eψ(ε1) = 0.

Îáîçíà÷èì

∆1 = ∆1(β0) := E[u0
1ϕ(u0

1)]

∫ ∞
−∞

g(x)dψ(x),

∆2 = ∆2(β0, µ) := Eϕ(u0
1)Eψ(ε1 + ξ1) + Eϕ(u0

1 + ξ1)ψ(ε2 − β0ξ1).

Ïîëîæèì δ(τ, γ, µ) := σ−1(β0)[∆1τ + ∆2γ].
Òåîðåìà 2.2 è ñîîòíîøåíèå (3) âëåêóò àñèìïòîòè÷åñêóþ ðàâíîìåðíóþ

ëèíåéíîñòü (AUL) ñòàòèñòèêè LYn (β0) (Ñëåäñòâèå 2.1). Èñïîëüçóÿ Ñëåäñòâèå
2.1, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñòà-
òèñòèêè (8) ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âåðíà H1n(τ), τ ≥ 0. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1�3
è ôóíêöèÿ ϕ ï.â. íåïðåðûâíà. Òîãäà

sup |Pβn(Λn,Y ≤ x)− Φ(x− δ(τ, γ, µ))| → 0, n→∞. (9)

Ñóïðåìóì â (9) áåðåòñÿ ïî x ∈ R è (τ, γ, µ) ∈ BT,Γ.

Â ñèëó Òåîðåìû 2.3 ïðè γ = 0 ïðè ãèïîòåçå H0 Λn,Y

dβ0→ N(0, 1), n → ∞.
Îòâåðãàòü H0 áóäåì ïðè Λn,Y > t1−α, t1−α � êâàíòèëü Φ(x) óðîâíÿ 1 − α.
Â ñõåìå áåç çàñîðåíèé òàêîé òåñò èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé óðîâåíü α. Ïðè
ïðîèçâîëüíîì γ åãî ìîùíîñòü íà H1n(τ) åñòü Wn(τ, γ, µ) := Pβn(Λn,Y >
t1−α).
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Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 2.3 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî 0 ≤ τ ≤ T <
∞, 0 ≤ γ ≤ Γ <∞ è ïðîèçâîëüíûì µ ñõîäèìîñòü

Wn(τ, γ, µ)→ W (τ, γ, µ) := 1− Φ(t1−α − δ(τ, γ, µ)), n→∞. (10)

Î÷åâèäíî, ïðè îãðàíè÷åííûõ ϕ è ψ è ëþáîãî T ≥ 0 âûïîëíåíî ñîîòíî-
øåíèå âèäà (6), ò.å ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ ìîùíîñòåé {W (τ, γ, µ)} ðàâíîñòå-
ïåííî íåïðåðûâíî ïî γ â òî÷êå γ = 0.

Ñîîòíîøåíèÿ (6) è (10) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü (5), ò.å. LQ-ðîáàñòíîñòü
ïîñòðîåííîãî òåñòà (Òåîðåìà 2.4.).

Â îòëè÷èå îò âòîðîãî ïàðàãðàôà, ãäå GM-òåñòû ñòðîÿòñÿ áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ îöåíîê íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, â òðåòüåì ïàðàãðàôå òåñòû îñíîâàíû
íà çàðàíåå ïîñòðîåííûõ GM-îöåíêàõ. Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà òåîðåìó î ñó-
ùåñòâîâàíèè è àñèìïòîòè÷åñêîé ãàóññîâîñòè òàêèõ îöåíîê â ñõåìå (2) ïðè
p = 1. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèè ϕ, ψ è ðàñ-
ïðåäåëåíèå âûáðîñîâ.

Óñëîâèå 4.
∫∞
−∞ g(x)dψ(x) E[ϕ(u0

1)u
0
1] 6= 0.

Óñëîâèå 5. Eξ2
1 <∞.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1�5. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíê-
öèè ϕ(x) è ψ(x) íåïðåðûâíû. Ïóñòü âåðíà àëüòåðíàòèâà H1n(τ). Òîãäà ñ
âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1, óðàâíåíèå (7) èìååò n1/2-ñîñòîÿòåëüíîå

ðåøåíèå β̂Yn,GM , äëÿ êîòîðîãî

n1/2(β̂Yn,GM − βn)
d→ N

(
γ∆−1

1 ∆2,∆
−2
1 σ2(β0)

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.5 èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàâíîìåð-
íàÿ ïî |θ| ≤ Θ (0 ≤ Θ < ∞) ëèíåéíîñòü LYn (βn + n−1/2θ) (Òåîðåìà 2.7).
Òåîðåìà 2.7, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (3) è Òåîðå-
ìû 2.6 îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîìåðíîì ïî |θ| ≤ Θ ðàçëîæåíèè î.ý.ï. (4)
ïðè p = 1.

Ïóñòü d̂2
n � ïðîèçâîëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ∆−2

1 σ2(β0). Òåñòîâîé ñòà-
òèñòèêîé äëÿH0 âîçüìåì Tn,Y := d̂−1

n n1/2(β̂Yn,GM−β0).Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì
Òåîðåìû 2.5 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü Tn,Y íà àëüòåðíàòèâå

H1n(τ), à èìåííî Tn,Y
d→ N(δ(τ, γ, µ), 1), n→∞. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (9)

GM-òåñòû, îñíîâàííûå íà Tn,Y è Λn,Y , àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ýòî,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîé ìîùíîñòè òåñòà, îñíîâàííîãî íà
Tn,Y , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûé òåñò
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî êà÷åñòâåííî ðîáàñòíûì.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ñëó÷àþ, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ýòî âàæíî, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò óñëî-
âèÿ îãðàíè÷åííîñòè ψ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àé

9



ϕ(x) = ψ(x) = x, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå (7) îïðåäåëÿåò îöåíêó íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, è ñëó÷àé ϕ(x) = x, ψ(x) = −g′(x)

g(x) , ïðè êîòîðîì (7) ñòàíîâèòñÿ
óðàâíåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì íîâîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ψ âìåñòî Óñëîâèÿ 3.

Óñëîâèå 6. ψ(x) ∈ C2, supx{|ψ′(x)|, |ψ′′(x)|} <∞, Eψ(ε1) = 0.

Ïðè âûïîëíåííûõ Óñëîâèÿõ 2, 5�6 äîêàçàòåëüñòâî AUL ñòàòèñòêè
LYn (βn + n−1/2θ) (Óòâåðæäåíèå 2.2) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáû÷íîé ôîð-
ìóëû Òåéëîðà äëÿ ñàìîé ôóíêöèè ψ(x) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà AUL
îñòàòî÷íûõ ïðîöåññîâ vYn (α, x). Óòâåðæäåíèå 2.2 â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò àíà-
ëîã Òåîðåìû 2.5 äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé ψ.

Â ïÿòûé ïàðàãðàô äëÿ óäîáñòâà âûíåñåíû ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàãðàôîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé ìû èñ-
ñëåäóåì GM-ïðîöåäóðû â îáùåé ëèíåéíîé àâòîðåãðåññèîííîé AR(p) ìîäåëè
(1).

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâîãî íåïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî GM-òåñòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïîðÿäêå ýòîé ìîäåëè â ñõåìå (2) è
èññëåäîâàíèå åãî ðîáàñòíîñòè ïðîòèâ ãðóáûõ âûáðîñîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 : β(2) = 0, ãäå β(2) ∈ Rp−m �
êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà βT = (β(1)T ,β(2)T ), 1 ≤ m < p. Îòìå-
òèì, ÷òî òåñò, êîòîðûé ìû ñòðîèì, ìîæåò áûòü îñíîâàí íà ëþáîé ïðåäâà-
ðèòåëüíîé n1/2-ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêå β̂n ïàðàìåòðà β, íàïðèìåð, íà îöåíêå
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ íîâîãî òåñòà â ñõåìå (1) áåç çà-
ñîðåíèé. Äëÿ êðàòêîñòè ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ñðàçó äëÿ áîëåå îáùåãî
ñëó÷àÿ èç âòîðîãî ïàðàãðàôà, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü (1) â ñõåìå
çàñîðåíèé (2). Âûâîäû ïåðâîãî ïàðàãðàôà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç âòîðîãî,
åñëè âçÿòü γ = 0. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå áåç çàñîðåíèé
(Òåîðåìû 3.1-3.3) ïîëó÷åíû ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ ϕ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâíîìåðíîå ðàçëîæåíèå ïðîöåññà uYn (θ, x). Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäå-
íèå â ñõåìå áåç çàñîðåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåé Òåîðåìû 2 èç
Boldin21.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1, 2 è 5. Ïóñòü âåðíà H1n(τ ).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 ≤ Θ <∞

sup
‖θ‖≤Θ, x∈R1

‖uYn (θ, x)− uYn (0, x)‖ P→ 0, n→∞.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì Òåîðåìû 2.6 íà ñëó÷àé ìíîãîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé àâòîðåãðåññèè.

21Boldin M.V., On sequential residual empirical processes in heteroscedastic time series, Math. Methods of

Statist., Vol. 11, No. 4, 453�464, 2002.
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Ìû èñïîëüçóåì Òåîðåìó 3.4 è ñîîòíîøåíèå (3) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà AUL
ïðîöåññà LY

n (α) (Òåîðåìà 3.5).
Ïóñòü u0

1−p, . . . , u
0
n � âûáîðêà èç ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (1) ïðè β = β0. Ââåäåì ñòàòèñòèêó L̃n(β0) := n−1/2
∑n

t=1ϕ(U 0
t−1)ψ(εt)

è ìàòðèöó C :=
∫∞
−∞ g(x)dψ(x) Eϕ(U 0

0)(U
0
0)
T .

Ââåäåì âåêòîð

∆(µ) :=
(
∆1(µ),∆2(µ), . . . ,∆p(µ)

)T
, ãäå

∆j(µ) := Eϕ(u0
2−j + ξ2−j)ψ(ε2 − β0jξ2−j) + Eϕ(u0

2−j)Eψ(ε1 + ξ1)

+

p∑
i=1, i6=j

Eϕ(u0
2−j)Eψ(ε2 − β0iξ2−i),

Âåêòîð ∆(µ) áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå âëèÿíèå çàñîðåíèé íà
âåêòîð LY

n (α) è òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó.
Â ñèëó Òåîðåìû 3.5 äëÿ ïðîèçâîëüíîé n1/2-ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè β̂n,Y

ïðè H1n(τ ) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

LY
n (β̂n,Y ) = L̃n(β0)−Cn1/2(β̂n,Y − βn) + γ∆(µ) + op(1). (11)

Ïóñòü β̂
T

n0,Y := (β̂
(1)T

n0,Y ,0
T ), ãäå β̂

(1)

n0,Y ∈ Rm � n1/2�ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà

ïàðàìåòðà β(1), ïîñòðîåííàÿ ïî {yt}. Ââåäåì âåêòîð a(µ) := C−1∆(µ).
Îáîçíà÷èì π◦α� ïðîåêöèþ íà ïîñëåäíèå (p−m) êîîðäèíàò âåêòîðàα ∈

Rp. Èñïîëüçóÿ (11) è Ĉn,Y , ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
C, ïîëó÷àåì

π ◦ Ĉ−1
n,YL

Y
n (β̂n0,Y ) = π ◦C−1L̃n(β0) + τ (2) + γa(2) + op(1), (12)

ãäå a(2) � âåêòîð ðàçìåðíîñòè (p−m) òàêîé, ÷òî aT (µ) = (a(1)T ,a(2)T ).
Ââåäåì ìàòðèöó K := Eψ2(ε1) Eϕ(U 0

0)ϕ
T (U 0

0). Â ñèëó ÖÏÒ äëÿ

ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü L̃n(β0)
d→ N(0,K), n → ∞.

Äëÿ ìàòðèö K è C íàì ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 7. det C 6= 0, det K > 0.

Ïóñòü J � òàêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (p−m)× (p−m), ÷òî

C−1K(C−1)T :=

(
Q B
BT J

)
.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè íîâîãî òåñòà äëÿ H0 ðàññìàòðèâàåòñÿ

Λπ
n,Y :=

[
π ◦ Ĉ−1

n,YL
Y
n (β̂n0,Y )

]T
Ĵ−1
n,Y

[
π ◦ Ĉ−1

n,YL
Y
n (β̂n0,Y )

]
, (13)
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Ĵn,Y � ïðîèçâîëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ ïðè H1n(τ ) îöåíêà J.
Îáîçíà÷èì íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ p−m ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû è ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòè λ2 êàê χ2(p −m,λ2). Öåíòðàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü χ2(p−m). Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (12), äî-
êàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1�3, 5, 7 è ϕ ï.â. íåïðåðûâíà.
Òîãäà ïðè àëüòåðíàòèâå H1n(τ )

Λπ
n,Y

d→ χ2(p−m,λ2),

ãäå ïàðàìåòð íåöåíòðàëüíîñòè λ2 =
∥∥J−1/2(τ (2) + γa(2))

∥∥2
.

Îòâåðãàòü H0 áóäåì ïðè Λπ
n,Y > χp−m1−α , ãäå χ

p−m
1−α � (1 − α)�êâàíòèëü

χ2(p −m). Ìîùíîñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà Λπ
n,Y , ïðè àëüòåðíàòèâå H1n(τ )

åñòü Wn(τ , γ, µ) = Pβn(Λ
π
n,Y > χp−m1−α ).

Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(p − m,λ2) ÷åðåç Fp−m(x, λ2). Â
ñèëó Òåîðåìû 3.6

lim
n→∞

Wn(τ , γ, µ) = W (τ , γ, µ) = 1− Fp−m(χp−m1−α , λ
2),

è òåñò èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α. Wn(τ , 0, µ) � ìîù-
íîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî òåñòà â ñõåìå (1) áåç çàñîðåíèé. Îáîçíà÷èì M2 êëàññ
ðàñïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Äëÿ ïðåäåëüíîé ìîùíîñòè
îêàçûâàåòñÿ âåðíà
Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 3.6. Òîãäà

sup
µ∈M2

|W (τ , γ, µ)−W (τ , 0, µ)| → 0, γ → 0. (14)

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ ìîùíîñòåé {W (τ , γ, µ)}µ∈M2
ðàâíî-

ñòåïåííî íåïðåðûâíî ïî γ â òî÷êå γ = 0. Ñâîéñòâî (14) õàðàêòåðèçóåò ïðå-
äåëüíóþ êà÷åñòâåííóþ ðîáàñòíîñòü òåñòà (13) ïðîòèâ âûáðîñîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûå â 5

”
general score tests“ òàêæå áûëè îñíî-

âàíû íà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàííîé ñòàòèñòèêå Ln(β̂n), ãäå β̂n
� ïðîèçâîëüíàÿ n1/2-ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà. Ïðè÷åì ïðè ϕ(x) = x íàøà òå-
ñòîâàÿ ñòàòèñòèêà (13) â ñõåìå áåç çàñîðåíèé ñîâïàäàåò ñî ñòàòèñòèêîé èç
5. Îäíàêî ïðåîáðàçîâàíèå Ln(β̂n) èç 5 â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ϕ íåïðèìå-
íèìî. Íàø ñïîñîá ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåñòû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îãðàíè÷åííûõ
ϕ. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò 5 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåãëàäêîé ψ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå â ñõåìå çàñîðåíèé (2) èññëåäóåòñÿ GM-òåñò, îñíî-

âàííûé íà GM-îöåíêå β̂
Y

n,GM � n1/2-ñîñòîÿòåëüíîì ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé LY

n (α) = 0. Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3, 5, 7, ôóíêöèè ϕ(x) è
ψ(x) íåïðåðûâíû. Ïóñòü âåðíà àëüòåðíàòèâà H1n(τ ). Òîãäà c âåðîÿò-
íîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1, ñèñòåìà óðàâíåíèé LY

n (α) = 0 èìååò n1/2-

ñîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå β̂
Y

n,GM , äëÿ êîòîðîãî

n1/2(β̂
Y

n,GM − βn)
d→ N

(
γa(µ),C−1K(C−1)T

)
, n→∞.

Òåïåðü â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâûõ ñòàòèñòèê âîçüìåì

Vn,Y := n β̂
Y,(2)T

n,GM (Ĵn,Y)−1β̂
Y,(2)

n,GM . (15)

Â ñèëó Òåîðåìû 3.8 Vn,Y
d→ χ2(p − m,λ2), n → ∞, ãäå ïàðàìåòð íåöåí-

òðàëüíîñòè λ2 òàêîé æå, êàê è â Òåîðåìå 3.6. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèå
òåñòû, îñíîâàííûå íà Λπ

n,Y (β̂n0) èç (13) è Vn,Y èç (15) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèé òåñò òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíî êà÷åñòâåííî ðîáàñòíûì.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, èçëàãàþòñÿ

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè òåñòîâ, ïîñòðîåí-
íûõ â Ãëàâå 2 äëÿ AR(1) ìîäåëè â ñõåìå çàñîðåíèé (2). Îíè ïðèíàäëåæàò
Ì.Â. Áîëäèíó è ñîäåðæàòñÿ â ñîâìåñòíîé ïóáëèêàöèè [4] (ðàçäåë 3). Îíè
íåîáõîäèìû íàì äëÿ âòîðîãî ïàðàãðàôà, â êîòîðîì èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà ìîäåëèðîâàííûõ äàííûõ.

Äîïîëíèòåëüíî ê Óñëîâèÿì 1�3 ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî

Óñëîâèå 8. Eϕ(u0
1) = 0, E[u0

1ϕ(u0
1)] > 0,

∫∞
−∞ g(x)dψ(x) > 0.

Òîãäà â ñèëó (9) íà àëüòåðíàòèâå H1n(τ) âåðíà ðàâíîìåðíàÿ ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü ñòàòèñòèêè Λn,Y èç (8) ê íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé 1 è
ñðåäíèì δ1(τ, β0) + δ2(γ, µ, β0), ãäå

δ1 :=
E[u0

1ϕ(u0
1)]

[Eϕ2(u0
1)]

1/2

∫
gdψ

[Eψ2(ε1)]
1/2

τ, δ2 :=
Eϕ(u0

1 + ξ1)ψ(ε2 − β0ξ1)

[Eϕ2(u0
1)]

1/2
[Eψ2(ε1)]

1/2
γ.

Ñäâèã δ1(τ, β0) îïðåäåëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé H1n(τ), à δ2(γ, µ, β0) õàðàêòåðè-
çóåò àñèìïòîòè÷åñêîå âëèÿíèå çàñîðåíèé íà Λn,Y .

Äëÿ b > 0 ââåäåì ϕb(x) := (x/b) min(1, b/|x|) � óñå÷åíèå ôóíêöèè x/b
íà óðîâíÿõ 1 è −1. Ïóñòü ϕ0(x) := signx. Äëÿ b ≥ 0 ïîëîæèì eϕ(b) :=

1/[Eϕ2
b(u

0
1)]

1/2. Ââåäåì äëÿ c ≥ 0 ôóíêöèè ψc(x) := ϕc
(
−g′

g (x)
)
è lψ(c) :=

1/[Eψ2
c (ε1)]

1/2.
Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ϕ è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì,

âåäåòñÿ íà êëàññàõ ôóíêöèé

Kϕ(b) :=
{
ϕ :

supx |ϕ(x)|
[Eϕ2(u0

1)]
1/2
≤ eϕ(b)

}
,Kψ(c) :=

{
ψ :

supx |ψ(x)|
[Eψ2(ε1)]

1/2
≤ lψ(c)

}
.
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Ïàðàìåòðû b, c ≥ 0 çàäàíû àïðèîðè (àëãîðèòì âûáîðà èõ çíà÷åíèé îïèñàí âî
âòîðîì ïàðàãðàôå). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ϕ ∈ Kϕ(b), ψ ∈ Kψ(c) ñäâèã δ2(γ, µ, β0)
îãðàíè÷åí äëÿ ôèêñèðîâàííûõ γ. Ñäâèã δ1(τ, β0) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî ϕ,
ψ íà ïàðå ôóíêöèé ϕb, ψc (Ëåììà 4.2).

Ïðåäåëüíóþ ìîùíîñòü W (τ, γ, µ) òåñòà ñî ñòàòèñòèêîé Λn,Y ïåðåîáî-
çíà÷èì ÷åðåç W (τ, γ, µ|ϕ, ψ). Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òåñòà ÿâëÿ-
þòñÿ supµW (0, γ, µ|ϕ, ψ) � åãî íàèáîëüøèé àñèìïòîòè÷åñêèé îáúåì è
infµW (τ, γ, µ|ϕ, ψ) � åãî íàèìåíüøàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëîêàëüíàÿ ìîù-
íîñòü. Ñëåäñòâèåì Ëåììû 4.2 ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 4.1, êîòîðàÿ è îïèñûâàåò
îïòèìàëüíîñòü GM-òåñòà îñíîâàííîãî íà Λn,Y ñ öåëåâûìè ôóíêöèÿìè ϕb è
ψc. À èìåííî, äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Kϕ(b), ψ ∈ Kψ(c) ïðè τ > 0 è 0 ≤ γ < γ0(ϕ, ψ)
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

sup
µ
W (0, γ, µ|ϕ, ψ) ≤ Φ(tα + eϕ(b)lψ(c)γ); (16)

inf
µ
W (τ, γ, µ|ϕb, ψc) ≥ inf

µ
W (τ, γ, µ|ϕ, ψ).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âûáîðà ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ b è c äëÿ ñòàòèñòèêè Λn,Y (ϕb(x), ψc(x)).

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ŝ−1
n n−1/2

∑n
t=1 ϕb(yt−1) sign(yt − θyt−1) ÷ 0, ñî-

îòâåòñòâóþùåå Λn,Y (ϕb(x), ψ0(x)), îïðåäåëÿåò âçâåøåííóþ îöåíêó íàèìåíü-
øèõ ìîäóëåé (LDW-îöåíêó). Çäåñü ñèìâîë ÷ îçíà÷àåò ïåðåõîä ÷åðåç íîëü.
LDW-îöåíêè áûëè ââåäåíû â 8 (�5.5.3). Òåñò ñî ñòàòèñòèêîé Λn,Y (b) :=
Λn,Y (ϕb(x), ψ0(x)) ïî àíàëîãèè áóäåì íàçûâàòü LDW-òåñòîì. Â ñëó÷àå γ = 0
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàòèñòèêó îáîçíà÷èì Λn(b). Òåñò íàèìåíüøèõ ìîäóëåé
(LAD-òåñò) ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêå

Λn,Y (∞) := ŝ−1
n,LADn

−1/2
n∑
t=1

yt−1 sign(yt − β0yt−1),

ãäå ŝ2
n,LAD = n−1

∑n
t=1 y

2
t−1.

Çàôèêñèðîâàâ c = 0 ìû, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì êëàññ àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíûõ LDW-òåñòîâ. Ïðåæäå ÷åì äëÿ ýòîãî êëàññà îïèñûâàòü
÷èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ b ïðè íåèçâåñòíîì ðàñïðå-
äåëåíèè {εt}, ìû ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðàñïðåäå-
ëåíèå èçâåñòíî. Îïòèìàëüíîå b = b∗ â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ ñðåäè âñåõ
çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ âåðõíÿÿ ãðàíèöà íàèáîëüøåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî îáú-
åìà GM-òåñòà èç (16) ïðè âñåõ γ ≤ γ0 (γ0 èçâåñòíî) íå ïðåâîñõîäèò àïðèîðè
âûáðàííîãî ÷èñëà α0, α0 > α : Φ(tα+eϕ(b)γ) ≤ α0. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíò-
íî íåðàâåíñòâó

eϕ(b) ≤ (tα0
− tα)/γ0. (17)

Íàøà öåëü � ñðåäè âñåõ b, óäîâëåòâîðÿþùèõ (17), íàéòè òî,
ïðè êîòîðîì íàèìåíüøàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëîêàëüíàÿ ìîùíîñòü òåñòà
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infµW (τ, γ, µ|ϕb, ψ0) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-
çóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ b1, b2, b1 < b2

sup
µ
W (τ, γ, µ|ϕb1, ψ0) < inf

µ
W (τ, γ, µ|ϕb2, ψ0), (18)

ãäå τ > 0 è 0 ≤ γ ≤ γ0(b1, b2, τ) (Óòâåðæäåíèå 4.1). Èñïîëüçóÿ (18) è âîçðàñ-
òàíèå ôóíêöèè eϕ(b) (Ëåììà 4.1), èìååì, ÷òî èñêîìûì b∗ ÿâëÿåòñÿ (Ñëåä-
ñòâèå 4.1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

eϕ(b) = (tα0
− tα)/γ0. (19)

Çíà÷åíèå b∗ õàðàêòåðèçóåòñÿ åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü γ =
0 (çàñîðåíèÿ îòñóòñòâóþò). Òîãäà ÀÎÝ ïî Ïèòìåíó òåñòà ñî ñòàòèñòèêîé
Λn(b) îòíîñèòåëüíî LAD-òåñòà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñòàòèñòèêà Λn(∞),
äîñòèãàåò â b = b∗ ñâîåãî ìàêñèìóìà (Çàìå÷àíèå 4.1).

Â ñåìèïàðàìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå {εt} íåèçâåñòíî,
eϕ(b) â (19) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûáîðêè {yt}. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî
b òåïåðü áåðåòñÿ îöåíêà b̂n � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

n

n∑
t=1

ϕ2
b(yt) = γ2

0/(tα0
− tα)2. (20)

Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî Óñëîâèå 1. Ïóñòü âåðíà àëüòåðíà-
òèâà H1n(τ), τ ≥ 0. Òîãäà óðàâíåíèå (20) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå b̂n,

ïðè÷åì b̂n
P→ b∗, n→∞.

Çíà÷åíèÿ îöåíîê b̂n äëÿ ðàçëè÷íûõ β0 è îáúåìîâ âûáîðêè n ïîëó÷åíû â
ðàáîòå ÷èñëåííî ìåòîäîì äèõîòîìèè.

Íèæå â Òàáëèöå 1 ÷àñòè÷íî îïèñàíû ðåçóëüòàòû îáøèðíîãî ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî äëÿ äàííîé äèññåðòàöèè. À èìåííî, ïðåäñòàâ-
ëåíû çíà÷åíèÿ óðîâíåé çíà÷èìîñòè è ìîùíîñòåé òåñòîâ, îñíîâàííûõ íà ñòà-
òèñòèêàõ Λn,Y (b∗), Λn,Y (∞) è Λn,Y (̂bn) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : β = −0.5,
H0 : β = 0.5, H0 : β = 0 è H0 : β = 0.9 â ñëó÷àå ãàóññîâñêèõ N(0, 1) èííî-
âàöèé è ðàçëè÷íûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β. Îáîçíà÷èì ìîùíîñòè
òåñòîâ Wn(b

∗), Wn(∞) è Wn(̂bn) ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ξi ∼ N(10, 5). Ïðè ýòîì äëÿ êðàòêîñòè èçëîæå-

íèÿ çäåñü ìû ïðèâîäèì ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ γ = 0.1,
α0 = 0.0615. Çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé ïîëó÷åíû ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, à èìåí-
íî, áûëî ñìîäåëèðîâàíî 10000 âûáîðîê ðàçëè÷íûõ îáúåìîâ. Çäåñü ìû ïðè-
âîäèì òîëüêî ñëó÷àé n = 1000.

Ðåçóëüòàòû Òàáëèöû 1 è äðóãèõ âû÷èñëåíèé, ïðîâåäåííûõ äëÿ äèññåð-
òàöèè, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ìîùíîñòè
ïðè àëüòåðíàòèâå è ãèïîòåçå (ò.å. óðîâíè çíà÷èìîñòè) òåñòîâ, ïîñòðîåííûõ
ïî b̂n è b∗, áëèçêè. Òî åñòü, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n â êà÷åñòâå òåñòîâîé
ñòàòèñòèêè ìîæíî áðàòü îöåíêó Λn,Y (̂bn).
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Òàáëèöà 1: Ìîùíîñòè òåñòîâ äëÿ H0 : β = β0, γ0 = 0.1

β0 = −0.5, Eε2
1 = 1, b∗ = 0.107 β0 = 0.5, Eε2

1 = 1, b∗ = 0.107
β -0.5 -0.48 -0.4 -0.25 0 0.5 0.52 0.6 0.75 0.9

Wn(b∗) 0.064 0.143 0.759 1 1 0.042 0.105 0.811 1 1

Wn(∞) 0.185 0.356 0.959 1 1 0.01 0.034 0.648 1 1

Wn(̂bn) 0.062 0.141 0.75 1 1 0.043 0.106 0.767 1 1

β0 = 0, Eε2
1 = 1, b∗ = 0.092 β0 = 0.9, Eε2

1 = 1, b∗ = 0.212
β 0 0.02 0.1 0.25 0.5 0.9 0.92 0.99 0.8 0.7

Wn(b∗) 0.05 0.109 0.661 1 1 0.006 0.066 1 0.962 1

Wn(∞) 0.05 0.127 0.81 1 1 0 0 0.999 1 1

Wn(̂bn) 0.0505 0.105 0.642 1 1 0.044 0.247 1 1 1

Â ñëó÷àå β0 = 0 ïðèñóòñòâèå çàñîðåíèé íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïðåäåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñòàòèñòèê. Äàëåå, â ñëó÷àÿõ β0 = 0 è
β0 = −0.5 òåñò, îñíîâàííûé íà Λn,Y (b∗), ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ìîùíûì, ÷åì LAD-
òåñò. Îäíàêî ïðè β0 = −0.5 óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïîñòðîåííîãî òåñòà ðàâåí
0.064, ÷òî ãîðàçäî áëèæå ê àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ α = 0.05, ÷åì çíà÷å-
íèå 0.185, ñîîòâåòñòâóþùåå LAD-òåñòó. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøîé äî-
ëè âûáðîñîâ (γ = 1) LAD-òåñò îêàçûâàåòñÿ âîîáùå íåïðèìåíèì, ò.ê. îøèáêà
ïåðâîãî ðîäà äëÿ íåãî ðàâíà 1 ïðîòèâ ïðèìåðíî 0.25 ó òåñòà ñî ñòàòèñòèêîé
Λn,Y (b∗).

Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ β0 ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. À
èìåííî, ïðè β0 = 0.5 è β0 = 0.9 çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè GM-òåñòà ñî ñòàòèñòè-
êîé Λn,Y (b∗) áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé äëÿ LAD-òåñòà. Ïðè ýòîì
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðîâåíü ïîñòðîåííîãî GM-òåñòà áîëüøå óðîâíÿ çíà-
÷èìîñòè LAD-òåñòà, åãî çíà÷åíèå íå ïðåâûøàåò 0.05 (îíî ðàâíî 0.042 äëÿ
β0 = 0.5 è 0.006 äëÿ β0 = 0.9).

Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåð-
òàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî è âûíåñåíû äëÿ óäîáñòâà â òðåòèé ïàðàãðàô.

Çàêëþ÷åíèå.

Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà êà÷åñòâåííàÿ ðîáàñòíîñòü GM-
ïðîöåäóð â àâòîðåãðåññèîííûõ ñõåìàõ ñ çàñîðåíèÿìè. Íî ïîëó÷åííûå â ðà-
áîòå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâíîìåðíûå ðàçëîæåíèÿ
îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñõåìàõ ñ çàñîðåíèÿìè, ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííîé ðîáàñòíîñòè è äðóãèõ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð, íàïðèìåð, ðàíãîâûõ, çíàêîâî-ðàíãîâûõ è ïðîöåäóð ìè-
íèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
áîëåå îáùåé ïðîáëåìû, ðåøåíèå êîòîðîé áóäåò ïðîäîëæåíî â äàëüíåéøåì.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòó Ìèõàèëó Âàñèëüå-
âè÷ó Áîëäèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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