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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Äèññåðòàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå â îáëà-
ñòè ëèíåéíîé àëãåáðû. Áëàãîäàðÿ ðàçðàáîòàííûì íîâûì ïîäõîäàì, îñíîâàí-
íûì íà àíàëèçå áàçîâûõ ñòðóêòóð ëèíåéíîé àëãåáðû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-
ðèè ïîëóêîëåö, àâòîðó óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðÿäà êðóïíûõ îòêðûòûõ
ïðîáëåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå è îáñóæäåíèþ ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ, à òàêæå óêàçàòü íà èõ òåîðåòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü è èõ âîçìîæíûå
ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ, ïîòðåáóåòñÿ íàïîìíèòü íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ.

Èòàê, ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî c çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿ-
ìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìîíîèäîì ïî ñëîæå-
íèþ è ïîëóãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó äèñòðèáó-
òèâíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, îñíîâíîå îòëè÷èå ïîëóêîëåö îò êîëåö ïðîÿâëÿåòñÿ
â òîì, ÷òî íå âñÿêèé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà ìîæåò áûòü îáðàòèì ïî ñëîæåíèþ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ÷ðåçìåðíî
îáùèì è îõâàòûâàþùèì ñëèøêîì áîëüøîé êëàññ ñòðóêòóð. Òåì íå ìåíåå, ýòî
íå ñîâñåì òàê: ñðåäè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàþùèõ â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìèðà,
ìíîãèå îáúåêòû îáëàäàþò ñòðóêòóðîé ïîëóêîëüöà, íî íà íèõ íåëüçÿ çàäàòü
ñòðóêòóðó êîëüöà èëè òåì áîëåå ïîëÿ. Íàïðèìåð, îäíèì èç ïåðâûõ îáúåêòîâ, ñ
êîòîðûì ñòàëêèâàåòñÿ íà÷èíàþùèé èçó÷àòü ìàòåìàòèêó, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, . . .}; ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì îòíî-
ñèòåëüíî çàäàííûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
íî òàêîå çàäàíèå íå îáåñïå÷èâàåò ñòðóêòóðû êîëüöà, � âåäü ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ íåîáðàòèìûìè ïî ñëîæåíèþ.

Äðóãèìè âàæíåéøèìè ïðèìåðàìè ÷èñëîâûõ ïîëóêîëåö ÿâëÿþòñÿ öåëûå,
ðàöèîíàëüíûå, âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ÷èñëà; áîëåå òîãî, ëþáîå êîëüöî
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ïîëóêîëüöîì. Íàèáîëåå ïðîñòûå ïðè-
ìåðû ïîëóêîëåö, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîëüöàìè, äàþò ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà: íà-
ïðèìåð, ïðèâåäåííîå âûøå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêæå êàê è ìíî-
æåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîëüöàìè îòíî-
ñèòåëüíî îáû÷íûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîëóêîëåö, íå ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëîâûìè
ìíîæåñòâàìè: ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè, áóëåâû
àëãåáðû è àëãåáðû Êëèíè. Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëóêîëüöà, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì, ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî âñåõ èäåà-
ëîâ çàäàííîãî êîëüöà: íà ýòîì ìíîæåñòâå êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ èäåàëîâ, íî íå ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíî-
ñòè âû÷èòàòü èäåàëû äðóã èç äðóãà èëè äåëèòü îäèí èç íèõ íà äðóãîé.
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Èñòîðè÷åñêèé îáçîð. Êàê óêàçàíî â ìîíîãðàôèè Ãîëàíà1, âïåðâûå ïîíÿ-
òèå ïîëóêîëüöà íåÿâíî èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå Äåäåêèíäà2 êàê ðàç äëÿ èçó-
÷åíèÿ ìíîæåñòâà èäåàëîâ ÷èñëîâûõ êîëåö; ñ òåìè æå öåëÿìè èçó÷åíèÿ àëãå-
áðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîëóêîëüöà èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ Íåòåð3, Êðóëëÿ4
è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ íà÷àëà XX âåêà. Íåïîñðåäñòâåííî ïîíÿòèå ïîëóêîëüöà
áûëî âïåðâûå ââåäåíî, âåðîÿòíî, Âàíäèâåðîì5 â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè, ñâÿçàí-
íûìè ñ àêñèîìàòèçàöèåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âïîñëåäñòâèè íà ïðîòÿæåíèè
ìíîãèõ ëåò ïîëóêîëüöà èçó÷àëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
çðåíèÿ è â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè òåîðåòè÷åñêèìè è ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè.

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè íà÷àëîñü âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XX âåêà, è îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò íà ýòó òåìó áûëà ñòàòüÿ
Âîðîáüåâà6, ïîñâÿùåííàÿ èññëåäîâàíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö è îïèñàíèþ
âîçìîæíûõ èõ ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìå-
òîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè ïðîèñõîäèëî â ðàáîòàõ Êàíèíãåì-
Ãðèíà7, Ñèìîíà8, Ãîíäðàíà è Ìèíó9 è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ. Íàèáîëüøåå
âíèìàíèå â ýòèõ ðàáîòàõ óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû
íàä îòäåëüíî âçÿòûìè ïîëóêîëüöàìè è îïèñàíèþ ïðèëîæåíèé ïîñòðîåííûõ
òåîðèé: óïîìÿíóòàÿ ðàáîòà Êàíèíãåì-Ãðèíà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è îïèñà-
íèþ ïðèëîæåíèé ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ìèíèìàêñíûõ àëãåáð.
Â óêàçàííîé ðàáîòå Ñèìîíà èññëåäóþòñÿ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïîëóêîëåö ÷èñåë ñ íåñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè: â êà÷åñòâå ñëîæåíèÿ áåðåòñÿ
îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ìèíèìóìà èç äâóõ ÷èñåë, à â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ � îáû÷íàÿ
îïåðàöèÿ ñóììû. Òåîðèÿ òàêèõ ïîëóêîëåö âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ, è îíè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ òðîïè÷åñêèìè ïîëóêîëüöàìè â çíàê
ïðèçíàíèÿ çàñëóã Èìðå Ñèìîíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ áðàçèëüñêîé øêîëû10.
Â ðàáîòàõ Ãîíäðàíà è Ìèíó11 ñòðîèòñÿ îáîáùåíèå òåîðèé ìèíèìàêñíûõ àë-
ãåáð è òðîïè÷åñêèõ ïîëóêîëåö, è îíè èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ áîëåå îáùèõ
ñòðóêòóð � èäåìïîòåíòíûõ ïîëóêîëåö è äèîèäîâ. Íå îñòàëèñü â ñòîðîíå è
áóëåâû ïîëóêîëüöà è ñòðóêòóðû íå÷åòêîé ëîãèêè � èññëåäîâàíèþ â îáëàñòè

1J. S. Golan, Semirings and their applications, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1999.
2 R. Dedekind. Uber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen, Supplement XI to P.G. Lejeune Dirichlet,

Vorlesungen ber Zahlentheorie, 4te Aufl. Druck und Verlag, Braunschweig, 1894.
3E. Noether, Abstrakter Aufbau der idealtheorie in algebraischen Zahl-und Funktionenk�orpern,Math. Ann.,

96(1) (1927) 26�61.
4W. Krull, Die verschiedenen Arten der Hauptidealringe, Sitzungsber. Heidelb. Akad. Wiss., 1924.
5 H. S. Vandiver, Note on a simple type of algebra in which cancellation law of addition does not hold,

Bull. Amer. Math. Soc., 40 (1934) 914�920.
6 N. N. Vorobyev, Extremal algebra of positive matrices, Elektron. Informationsverarbeitung und Kyber-

netik, 3 (1967) 39�71.
7 R. A. Cuninghame-Green, Minimax Algebra, Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems,

166, Springer-Verlag, Berlin, 1979.
8 I. Simon, Recognizable sets with multiplicities in the tropical semiring. Lecture Notes in Comput. Sci.,

324, Springer, Berlin, 1988, 107�120.
9 M. Gondran, M. Minoux, Graphs and Algorithms, Wiley-Interscience, New York, 1984.

10 J.-E. Pin, Tropical semirings, Idempotency, Publ. Newton Inst., 11, Cambridge, 1998, 50�69.
11 M. Gondran, M. Minoux. Graphs, Dioids and Semirings: New Models and Algorithms, Springer Sci-

ence+Business Media, LLC, 2008.
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ëèíåéíîé àëãåáðû íàä íèìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Êèìà è Ðàóøà12 è íåêîòîðûå
äðóãèå. Ïîñòðîåíèå îáùåé ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè
íà÷àëîñü, âåðîÿòíî, â 80-å ãîäû XX âåêà, è â ýòîì îòíîøåíèè ñòîèò îòìåòèòü
ðàáîòû Áèñëè è Ïóëëìàíà13. Çàìåòíóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìåòîäîâ ïîëóêîëü-
öåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû èãðàåò òåîðèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö: åå ðàçâè-
òèå íà÷àëîñü ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ, êîãäà ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ è ëèíåéíî-
àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ íàä ïîëóêîëüöàìè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå. Â 1979 ãîäó
áûëà îïóáëèêîâàíà ìîíîãðàôèÿ Áåðìàíà è Ïëåììîíñà14 ïî ýòîé òåìå; äðóãèì
çàìåòíûì ñîáûòèåì ñòàë âûõîä â ñâåò â 1993 ãîäó ñòàòüè Êîýíà è Ðîòáëóìà15,
â êîòîðîé áûëè îïèñàíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íàáëþäàåòñÿ îñîáåí-
íî áóðíûé ðîñò àêòèâíîñòè èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö16, ñâÿçàííûé âî ìíîãîì ñ çàäà÷åé íåîòðèöàòåëüíîé ôàêòîðèçàöèè.
Âíèìàíèå ê ýòîé çàäà÷å ïðèâëå÷åíî áëàãîäàðÿ ìíîãî÷èñëåííûì ïðèëîæåíè-
ÿì â àíàëèçå äàííûõ, îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè,
äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, � îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëó-
æèâàåò ïóáëèêàöèÿ Ëè è Ñåóíãîì17 â 1999 ãîäó â æóðíàëå Nature ñòàòüè îá
îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëü-
íûõ ìàòðèö.

Ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè. Â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå âñå áîëåå çíà÷èòåëüíîé ñòàíîâèòñÿ ðîëü ìåòîäîâ
ïîëóêîëüöåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì íå â ïîñëåä-
íþþ î÷åðåäü áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è òåîðèè íåîòðè-
öàòåëüíûõ ìàòðèö. Áîëåå ïîäðîáíî ìû îñòàíîâèìñÿ íà îïèñàíèè íåêîòîðûõ
ïðèëîæåíèé ýòèõ òåîðèé, íî ïåðåä ýòèì óêàæåì ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ
ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ðàçëè÷íûìè ïîëóêîëüöàìè.

Îòìåòèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä
ðàçëè÷íûìè èäåìïîòåíòíûìè ïîëóêîëüöàìè è äèîèäàìè9. Ýòè ìåòîäû íàõî-
äÿò ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè äèñêðåòíî-âðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì11

è èññëåäîâàíèè ïðîáëåì îïòèìèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòìû âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì ([0, 1], min, max) èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â ïðîáëåìàõ ñåòåâîé îïòèìèçàöèè; îòìåòèì òàêæå, ÷òî óêàçàííîå ïîëó-
êîëüöî èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â íå÷åòêîé ëîãèêå è òåîðèè íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ18. Áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîëóêîëåö ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè èçó÷åíèè

12K. H. Kim, F. W. Roush, Generalized fuzzy matrices, Fuzzy sets and systems, 4(3) (1980) 293�315.
13 L. B. Beasley, N. J. Pullman, Semiring rank versus column rank, Lin. Alg. Appl., 101 (1988), 33�48.
14A. Berman, R. J. Plemmons, Nonnegative matrices, 1979.
15 J. E. Cohen, U. G. Rothblum, Nonnegative ranks, decompositions, and factorizations of nonnegative

matrices, Linear Algebra Appl., 190 (1993) 149�168.
16S. Fiorini, S. Massar, S. Pokutta, H. R. Tiwary, R. de Wolf, Linear vs. semidefinite extended formulations:

exponential separation and strong lower bounds, in Proc. 44th Symp. on Th. of Comp., 95�106, 2012, ACM.
17D. D. Lee, H. S. Seung, Learning the parts of objects by non-negative matrix factorization, Nature, 401

(1999) 788�791.
18 J. Goguen, The logic of inexact concepts, Synthese, 19 (1968/9) 325�373.
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èäåìïîòåíòíîãî àíàëèçà, ðàçäåëà òåîðèè ïîëóêîëåö, âîçíèêøåãî â ñâÿçè ñ
ïðîáëåìàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè19. Â èäåìïîòåíòíîì àíàëèçå èçó÷àþòñÿ â
òîì ÷èñëå îáîáùåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû íà
øèðîêèé êëàññ ïîëóêîëåö, è ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû
íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèè è òåîðèè âû÷èñëåíèé20. Åùå áîëåå øèðî-
êèé êëàññ àíòèíåãàòèâíûõ ïîëóêîëåö â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîæå ïîäâåðãàåòñÿ
èçó÷åíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ïðèëîæå-
íèÿìè21; çàìåòíûì íàïðàâëåíèåì ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè ñàìîãî îáùåãî
âèäà22.

×òîáû ðàññêàçàòü î ïðèëîæåíèÿõ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû, íàïî-
ìíèì, ÷òî åå îñíîâíûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, òî åñòü,
ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîïîëíåííîå áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïîëîæè-
òåëüíûì ýëåìåíòîì∞. Îïåðàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ⊕ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ïàðå ýëåìåíòîâ ìèèíèìàëüíûé èç íèõ, à îïåðàöèÿ òðîïè÷åñêîãî óìíî-
æåíèÿ ⊗ � èõ îáû÷íóþ ñóììó. Ïîÿâëåíèå ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè
áûëî îáóñëîâëåíî íå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü ïðèëîæåíèÿìè èõ â òåîðèè îïòè-
ìèçàöèè: òðîïè÷åñêèé ïîäõîä â ýòîé òåîðèè îñíîâàí âî ìíîãîì íà òîì, ÷òî
ìíîãèå âàæíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè â êëàññè-
÷åñêîì ñìûñëå, ïðèíèìàþò ëèíåéíûé âèä, åñëè ôîðìàëèçîâàòü èõ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òðîïè÷åñêîé íîòàöèè. Èíûìè ñëîâàìè, îíè ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì
çàäà÷àì, òàêèì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè âû÷èñëåíèå
ðàíãà äëÿ ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òàêîé ïîäõîä â òåîðèè îïòèìèçàöèè, ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Äàíî ìíîæåñòâî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (1), . . . , (n),
ñâÿçàííûõ æåëåçíîäîðîæíîé ñåòüþ è òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n× n,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòîèìîñòü ïðîåçäà ìåæäó ýòèìè ïóíêòàìè. À èìåííî, ýëå-
ìåíò Aij ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ñòîèìîñòè ïðîåçäà íà ïðÿìîì ïîåçäå îò ñòàí-
öèè (i) äî ñòàíöèè (j), åñëè òàêîé ïîåçä ñóùåñòâóåò, è ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî (òî åñòü,
òðåáóþùåãî íàèìåíüøèõ çàòðàò) ïóòè ìåæäó ñòàíöèÿìè p è q. Åñëè îãðà-
íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàðøðóòîâ, íå òðåáóþùèõ ïåðåñàäîê, òî, êîíå÷íî,
ñòîèìîñòü ìàðøðóòà ìåæäó ýòèìè ñòàíöèÿìè îêàæåòñÿ ðàâíîé Apq. Íî ÷òî
äåëàòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìîå ñîîáùåíèå ìåæäó ñòàíöèÿìè (p) è (q)
îòñóòñòâóåò èëè ñòîèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïóòåøåñòâèÿ íåîïðàâäàííî çà-
âûøåíà? Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïàññàæèð, ñòîëêíóâøåéñÿ ñ òàêîé ïðî-
áëåìîé, ñîñòàâèò ñëîæíûé ìàðøðóò, ñîäåðæàùèé ïåðåñàäêó â ñòàíöèè (t),
è â ýòîì ñëó÷àå îáùàÿ ñòîèìîñòü åãî ïóòåøåñòâèÿ ñîñòàâèò Apt + Atq. Ïî-

19 Â. Ï. Ìàñëîâ, Î íîâîì ïðèíöèïå ñóïåðïîçèöèè äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ÓÌÍ, 42:3(255) (1987)
39�48.

20 V. N. Kolokol'tsov, V. P. Maslov, Idempotent Analysis and Applications, Kluwer, Dordrecht, 1997.
21Q.-Y. Shu, X.-P. Wang, Bases in semilinear spaces over zerosumfree semirings, Linear Algebra Appl., 435

(2011) 2681�2692.
22S. Zhao, X.-P. Wang, Invertible matrices and semilinear spaces over commutative semirings, Information

Sciences, 180 (2010) 5115�5124.

4



ñêîëüêó èíòåðåñ ïàññàæèðà ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà, ñòàíöèÿ (t) áó-
äåò âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå Apt+Atq. Òàêèì
îáðàçîì, ñòîèìîñòü ìàðøðóòà ìåæäó ñòàíöèÿìè (p) è (q), ñîäåðæàùåãî îä-
íó ïåðåñàäêó, îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé minn

t=1{Apt + Atq}, èëè æå, â òðîïè÷åñêîé
íîòàöèè,

⊕n
t=1 (Apt ⊗ Atq). Èíûìè ñëîâàìè, ñòîèìîñòü ýòîãî ìàðøðóòà îêà-

çûâàåòñÿ ðàâíûì [A ⊗ A]pq, òî åñòü, ýëåìåíòó, ñòîÿùåìó â p-é ñòðîêå è q-ì
ñòîëáöå ðåçóëüòàòà A⊗2 òðîïè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ñàìó ñåáÿ.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå òîëüêî ïðîÿâëÿþò ñâÿçü çàäà÷ òåîðèè îïòè-
ìèçàöèè è ëèíåéíîé àëãåáðû íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì, íî è óêàçûâàþò
íà âàæíîñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ýòà çàäà÷à âûçûâàåò áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ îãðîìíûé èíòåðåñ â
ïåðåäîâûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè: îòìåòèì îïóáëèêîâàííóþ
â æóðíàëå Journal of the ACM ñòàòüþ Öâèêà23.

Îòìåòèì åùå îäíî ïðèëîæåíèå òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû ê òåîðèè
äèñêðåòíî-âðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîèëëþñòðèðîâàâ åãî íà òîì
æå ïðèìåðå æåëåçíîäîðîæíîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàñ èíòåðåñó-
åò ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ, ïðè÷åì çàäàííàÿ òðîïè÷åñêàÿ
ìàòðèöà B ðàçìåðà n×n õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ ìåæäó ñòàí-
öèÿìè. À èìåííî, ýëåìåíò Bij ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì âðåìåíè äâèæåíèÿ ïîåçäà îò
ñòàíöèè (i) äî ñòàíöèè (j) (è ðàâíûì∞, åñëè ïðÿìîå ñîîáùåíèå ìåæäó ýòèìè
ñòàíöèÿìè îòñóòñòâóåò). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî ïîåçäîâ â ñåòè ðàâíî
÷èñëó ïàð ñòàíöèé, ìåæäó êîòîðûìè óñòàíîâëåíî ïðÿìîå ñîîáùåíèå; òðåáó-
åòñÿ òàêæå, ÷òîáû ñîñòàâëåííîå ðàñïèñàíèå áûëî óäîáíûì äëÿ ïàññàæèðîâ,
òî åñòü, ÷òîáû îò êàæäîé ñòàíöèè âñå ïîåçäà îòïðàâëÿëèñü îäíîâðåìåííî è
ñ îäèíàêîâûìè (íàñòîëüêî ìàëûìè, íàñêîëüêî âîçìîæíî) ïåðåðûâàìè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ïåðåðûâû îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ ñòàíöèé24
è ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê òðîïè÷åñêîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B.
Ìíîæåñòâåííûå ïóáëèêàöèè íà ýòó òåìó25 òàêæå ïîêàçûâàþò âàæíóþ ðîëü
ñïåêòðàëüíîé òåîðèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â èçó÷åíèè äèñêðåòíî-âðåìåííûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òðîïè÷åñêèé ïîäõîä ê àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè îñíîâàí íà ïîíèìàíèè
òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà êàê îáðàçà ïîëÿ ñ âåùåñòâåííûì íåàðõèìåäîâûì
íîðìèðîâàíèåì26. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ val ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ñî çíà÷åíèÿìè
èç òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà çàäàåò òàêîå íîðìèðîâàíèå, åñëè îíà ïðèíèìàåò
êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà íåíóëåâûõ ýëåìåíòàõ ïîëÿ è òîëüêî íà íèõ è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì val(xy) = val(x)+val(y) è val(x+y) > min{val(x), val(y)} äëÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ x è y ïîëÿ F . Íåïîñðåäñòâåííûå ïðèìåðû ïîëåé ñ íåàðõèìåäî-

23U. Zwick, All pairs shortest paths using bridging sets and rectangular matrix multiplication, Journal of
the ACM, 49(3) (2002) 289�317.

24B. Heidergott, G. J. Olsder, J. van der Woude. Max Plus at Work: Modeling and Analysis of Synchronized
Systems, Princeton Univ. Press, 2006.

25G. Cohen, S. Gaubert, J.-P. Quadrat, Max-plus algebra and system theory: where we are and where to
go now, Ann. Rev. Control, 23 (1999) 207�219.

26 M. Develin, F. Santos, B. Sturmfels, On the rank of a tropical matrix, MSRI Publications 52, Cambridge
Univ. Press, 2005, 213�242.
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âûìè íîðìèðîâàíèÿìè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè êîëåö
Ìàëüöåâà�Íåéìàíà, èññëåäîâàíèå êîòîðîé áûëî ïðîâåäåíî Ïîîíåíîì27. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ïîëåì F ïîçâîëÿåò íå
òîëüêî ââåñòè òðîïè÷åñêèå àíàëîãè ïîíÿòèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîâåðõ-
íîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ, ñòàíäàðòíîãî áàçèñà è çàëîæèòü îñíîâû òðîïè÷åñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè28, íî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëåçíûé èíñòðóìåíò
äëÿ èññëåäîâàíèé â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ïðèâåëî ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ âàæíûõ
ïðîáëåì â ýòîé îáëàñòè29.

Îïèøåì åùå îäíî ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû, îïÿòü òàêè ñâÿ-
çàííîå ñ ïîíÿòèåì òðîïè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ñíîâà ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (1), . . . , (n) è çàäàííóþ ìàòðèöåé A ìåòðè-
êó íà ýòîì ìíîæåñòâå. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè �
çàäà÷à êîììèâîÿæåðà � òðåáóåò íàéòè îïòèìàëüíûé ïóòü, âûõîäÿùèé è çà-
êàí÷èâàþùèéñÿ â îäíîì èç ýòèõ ãîðîäîâ è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäûé èç
íèõ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç øèðîêî
èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ NP-òðóäíûõ çàäà÷, òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, ïîêà íå ðàç-
ðàáîòàíî íè îäíîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,
÷òî êðîìå íàñåëåííûõ ïóíêòîâ òàêæå èìåþòñÿ íåñêîëüêî ñêëàäîâ [1], . . . , [k],
è îáîçíà÷èì ñòîèìîñòü ïóòåøåñòâèÿ îò ãîðîäà (i) äî ñêëàäà [t] ÷åðåç Bit, à
ïóòåøåñòâèÿ îò ñêëàäà [t] äî ãîðîäà (j) � ÷åðåç Ctj. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîè-
ìîñòü ïóòåøåñòâèÿ èç ãîðîäà (i) â ãîðîä (j) ñ ïîñåùåíèåì ñêëàäà [t] áóäåò
ðàâíà Bit + Ctj. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä òåì, êàê âîéòè â êàæäûé íîâûé
ãîðîä, êîììèâîÿæåðó äåéñòâèòåëüíî òðåáóåòñÿ ïîñåòèòü îäèí èç ñêëàäîâ äëÿ
îáíîâëåíèÿ àññîðòèìåíòà òîâàðà; ñôîðìóëèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé êîììèâîÿæåðà ñî ñêëàäàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü îï-
òèìàëüíîãî ïóòè èç ãîðîäà (i) â ãîðîä (j) îêàæåòñÿ ðàâíîé minn

t=1{Bit+Ctj}, è
ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ìàòðèöà A â íîâîé çàäà÷å ðàâíà òðîïè÷åñêî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö B⊗C. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
ñ k ñêëàäàìè ñóùåñòâóþò30 áûñòðûå (òî åñòü, ïîëèíîìèàëüíûå ïî âðåìåíè)
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ k, è ýòîò ôàêò îáóñëîâëèâàåò
èíòåðåñ ê çàäà÷å òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Çàäà÷à ïîèñêà ìàòðèö
B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, òðîïè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå B ⊗ C êîòîðûõ ðàâíî çà-
äàííîé ìàòðèöå A, îáñóæäàëàñü ðàíåå31, è áûëè ñôîðìóëèðîâàíû íåñêîëüêî
èíòåðåñíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé çàäà÷åé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, òî
27 B. Poonen, Maximally complete fields, Enseign. Math., 39(1�2) (1993) 87�106.
28 J. Richter-Gebert, B. Sturmfels, T. Theobald, First steps in tropical geometry, Contemporary Mathe-

matics, AMS, 377(2004), 1�38. 289�318.
29F. Cools, J. Draisma, S. Payne, E. Robeva, A tropical proof of the Brill�Noether Theorem, Adv. Math.,

230(2) (2012) 759�776.
30A. Barvinok, E. Kh. Gimadi, A. I. Serdyukov. The maximum traveling salesman problem, in The Traveling

Salesman problem and its variations, (G. Gutin and A. Punnen, eds.), Kluwer, 2002.
31A.I. Barvinok. Two Algorithmic Results for the Traveling Salesman Problem, Mathematics of Operations

Research, 21(1) (1996), 65�84.
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åñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A, B è C â åå ôîðìóëèðîâêå íå ÿâëÿþòñÿ
îáÿçàòåëüíî òðîïè÷åñêèìè è ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà.
Ìèíèìàëüíîå k, ïðè êîòîðîì íàéäóòñÿ ìàòðèöà B ðàçìåðà m×k è ìàòðèöà C
ðàçìåðà k×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B⊗C äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A,
íàçîâåì ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì ìàòðèöû A. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó áàçîâî-
ãî ðåçóëüòàòà êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû îáû÷íûé ðàíã ìàòðèöû A íàä
ïîëåì ðàâåí åå ôàêòîðèçàöèîííîìó ðàíãó. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôàêòîðèçà-
öèè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ
ðàíãà ìàòðèöû íà òðîïè÷åñêèé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôàêòîðèçàöèþ
ìàòðèö íàä áóëåâûì ïîëóêîëüöîì, òî åñòü, ìíîæåñòâîì {0, 1}, îïåðàöèè íà
êîòîðîì çàäàíû îáû÷íûì îáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ 1 ⊕ 1 = 1. Ïî-
íÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ
ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó äàåò âàæíóþ íèæ-
íþþ îöåíêó ñëîæíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ, èíäóöèðîâàííûõ ýòîé
ìàòðèöåé32. Òàêæå âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ôàêòîðè-
çàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòåé äâóäîëüíîãî ãðàôà G ðàâåí äâóäîëüíîé
ðàçìåðíîñòè ãðàôà G, òî åñòü, ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè ïîêðûòèÿ G ïîëíûìè
äâóäîëüíûìè ïîäãðàôàìè33. Äâóäîëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðàôà â ñâîþ î÷åðåäü
íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè ïðîáëåì êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè è çàäà÷
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè34.

Îñîáîå âíèìàíèå çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ïðèâëåêàåò â ñëó÷àå ìàòðèö íàä
ïîëóêîëüöîì R+ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòà çàäà÷à íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ â
ìíîãî÷èñëåííûõ ðàçäåëàõ íàóêè, òàêèõ êàê àíàëèç äàííûõ, ñòàòèñòèêà, òå-
îðèÿ ñëîæíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è ìíîãèå äðóãèå 15. Ðàçëè÷íûå èäåè
òåîðèè ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö òàêæå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå
â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè35, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè36 è äðóãèõ ðàçäåëàõ
íàóêè.

Öåëü ðàáîòû
Ðàçâèòèå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè; ðàçðàáîòêà

ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö è ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èíâà-
ðèàíòîâ ìàòðèö; ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåì
ëèíåéíîé àëãåáðû, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè, òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè, òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ïîëóêîëåö.

32M. Dietzfelbinger, J. Hromkovic, G. Schnitger, A comparison of two lower-bound methods for communi-
cation complexity, Theor. Comp. Sci., 168(1) (1996) 39�51.

33 L. B. Beasley, Isolation number versus Boolean rank, Linear Algebra Appl., 436 (2012), 3469�3474.
34G. Shu, D. Lee, M. Yannakakis, A note on broadcast encryption key management with applications to

large scale emergency alert systems, in Proceedings of the 20th International Parallel and Distributed Processing
Symposium, IEEE Computer Society, Washington, 2006.

35M. Yannakakis, Expressing combinatorial optimization problems by linear programs, Comput. System
Sci., 43 (1991) 441�466.

36S. Fiorini, V. Kaibel, K. Pashkovich, D. O. Theis, Combinatorial bounds on nonnegative rank and extended
formulations, Discrete Math., 313(1) (2013) 67�83.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñëåäóþùèå ðåçóëü-

òàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

• Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö è ïîëóãðóïï ìàò-
ðèö íàä íèìè, áëàãîäàðÿ êîòîðûì áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû:

� ðåøåíà ïðîáëåìà Óàéëäèíãà, Äæîíñîí è Êàìáèòåñà37 î êîëüöàõ,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûõ ïîäìîäóëåé íà ñâîáîäíûé ìîäóëü;

� ðåøåíà ïðîáëåìà Òàí38 î ìîùíîñòè áàçèñà ñâîáîäíîãî ïîëóìîäóëÿ;
� äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö

ïîðÿäêà n ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà, íå
áîëüøåãî n!, ÷òî äîêàçûâàåò ãèïîòåçó, ñôîðìóëèðîâàííóþ Äæîí-
ñîí è Êàìáèòåñîì39;

� ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëóãðóïï, ðàíãîâûå ôóíê-
öèè íà êîòîðûõ ìîíîòîííû îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâ Ãðèíà; â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàíà ìîíîòîííîñòü ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö.

• Ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëó-
êîëüöàìè ñ âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, è ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î ðàíãîâûõ ôóíêöèÿõ ìàòðèö:

� ðàçðàáîòàí ìåòîä øàáëîíîâ, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè êîìáèíàòîð-
íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ìåòîäàìè áóëåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû; êàê
ñëåäñòâèå ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åí áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è òåì
ñàìûì äàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à40;

� â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà øàáëîíîâ ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ,
çàäàííûé â 2005 ãîäó Äåâåëèíîì, Ñàíòîñîì è Øòóðìôåëüñîì41:
ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà íå äîïóñ-
êàþò õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñèìïëåê-
ñà, èíäóöèðóåìîãî òðîïè÷åñêîé ìàòðèöåé;

37D. Wilding, M. Johnson, M. Kambites, Exact rings and semirings, J. Algebra 388 (2013): 324�337.
38Yi-Jia Tan, Bases in semimodules over commutative semirings, Linear Algebra Appl. 443 (2014) 139�152.
39 M. Johnson, M. Kambites, Multiplicative structure of 2× 2 tropical matrices, Linear Algebra Appl. 435

(2011) 1612�1625.
40P. Butkovic, Max-linear Systems: Theory and Algorithms, Springer Monographs in Mathematics 151,

Springer-Verlag London Limited, 2010.
41 M. Develin, F. Santos, B. Sturmfels, On the rank of a tropical matrix, MSRI Publications, 52, Cambridge

Univ., Press, 2005, 213�242.
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� ðàçðàáîòàí ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàí-
ãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ è òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö; äîêàçàòü, ÷òî çàäà-
÷è âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè: òðî-
ïè÷åñêîãî ðàíãà (ýòî äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à 1994 ãî-
äà42), äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà (ýòî äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû, êîòîðàÿ
áûëà ïîñòàâëåíà â 1996 ãîäó Äå Øóòòåðîì43 è â 1997 ãîäó Ãîáå-
ðîì44 è òàêæå îñòàâàëàñü îòêðûòîé) è èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà ìàòðè-
öû (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ñîäåðæàíèåì ãèïîòåçû Ôðèçåí è Òàéñà45);

� äîêàçàíà ãèïîòåçó î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî ðàíãîâ âå-
ùåñòâåííûõ ìàòðèö46;

� ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôàêòîðèçàöèè
áóëåâûõ ìàòðèö â òåðìèíàõ ÷èñëà íóëåâûõ ýëåìåíòîâ; êàê ïðèëî-
æåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíà îöåíêà ðàçìåðà ìàòðèöû ïîëíîãî
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà â òåðìèíàõ äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé.

• Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà èíâàðèàíòîâ òðîïè÷å-
ñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû, è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû èç îáëàñòè
òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè:

� ðåøåíà ïðîáëåìà î òðîïè÷åñêîì áàçèñå èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìè-
íîðàìè ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû ïåðåìåííûõ; ýòà ïðî-
áëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ×àí, Éåíñåíîì è Ðóáåè47;

� ïîêàçàíî, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû íå äî-
ïóñêàåò õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî ãðàôà ðàç-
ëè÷èé ýòîé ìàòðèöû; ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ðåøèòü ïðîáëåìó
Êàðòðàéòà è ×àí48;

� èññëåäîâàíî âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö; ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè òðîïè÷åñêîãî è äåòåðìèíàíòíî-
ãî ðàíãà è ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, åñëè
îãðàíè÷åíà õîòÿ áû îäíà èç íèõ; ïðèâåäåíû ïðèìåðû òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà ñ ðàçëè÷íûìè òðîïè÷åñêèì ðàíãîì
è ðàíãîì Êàïðàíîâà, à òàêæå ñ ðàçëè÷íûìè ñòðî÷íûì è ñòîëáöî-

42P. Butkovic, Strong regularity of matrices - a survey of results, Discrete Applied Math., 48 (1994) 45�68.
43B. De Schutter, Max-algebraic system theory for discrete event systems, Ph.D. thesis, Katholieke Univ.

Leuven, 1996.
44S. Gaubert, Methods and applications of (max,+) linear algebra, STACS 97, Springer Berlin Heidelberg

(1997) 261�282.
45M. Friesen, D. O. Theis, Fooling-sets and rank in nonzero characteristic, arXiv:1305.2468.
46Z. Li, Y. Gao, M. Arav, F. Gong, W. Gao, F. J.Hall, H. van der Holst, Sign patterns with minimum rank

2 and upper bounds on minimum ranks, Lin. Mult. Alg. 61(7) (2013) 895�908.
47 M. Chan, A. N. Jensen, E. Rubei, The 4x4 minors of a 5xn matrix are a tropical basis, Linear Algebra

Appl., 435(7) (2011) 1598�1611.
48D. Cartwright, M. Chan, Three notions of tropical rank for symmetric matrices, Combinatorica, 32(1)

(2012), 55�84.
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âûì ðàíãàìè Ãîíäðàíà�Ìèíó; ïîñëåäíèé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äàåò
îòâåò íà âîïðîñ Àêÿí, Ãîáåðà è Ãóòåðìàíà49.

• Ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîáëåìå ôàêòîðèçàöèè
ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè è åå ïðèëîæåíèÿì:

� ðåøåíà ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ Áàðâèíêîì â 1996 ãîäó50: ïîêàçà-
íî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, äîïóñêàþùèõ
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðîâ m×k è k×n,
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðè îãðàíè÷åííîì k;

� ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà51:
ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè;

� ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Áèñëè è Ëàôôè52: ïðèâåäåí ïðè-
ìåð ñåðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ðàíãà òðè,
èìåþùèõ ðîâíî ïî îäíîìó îòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ, íå âñå èç êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðîâ n × k è k × n ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì k;

� ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåð-
ìèíàõ åå êëàññè÷åñêîãî ðàíãà; â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ðåçóëü-
òàòà ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé n-óãîëüíèê äîïóñêàåò îïèñà-
íèå ñ ïîìîùüþ íå áîëåå, ÷åì 6(n + 1)/7 ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ
òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ïðîåêöèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé àëãåáðû è

òåîðèè ïîëóêîëåö èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé àëãåáðû, îðèåíòè-
ðîâàííûå íà èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ è ðàçâèòûå
àâòîðîì. Îñîáóþ ðîëü èãðàåò ìåòîä ñâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåé-
íîé àëãåáðû ê ïðîáëåìàì òåîðèè ãðàôîâ, ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì; ýòîò ìåòîä
ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î âçàèìíîì ïîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ
ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ, à òàêæå äîêàçàòü âàæíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå
ñî ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíâàðèàíòîâ. Ñðåäè íîâûõ ìåòîäîâ, ðàç-
ðàáîòàííûõ àâòîðîì, òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä øàáëîíîâ, îñíîâàííûé
íà èçó÷åíèè êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ìåòîäàìè áóëåâîé ëèíåéíîé

49 M. Akian, S. Gaubert, A. Guterman, Linear independence over tropical semirings and beyond, Contem-
porary Mathematics, AMS, 495 (2009), 1�38.

50A.I. Barvinok. Two Algorithmic Results for the Traveling Salesman Problem, Mathematics of Operations
Research, 21(1) (1996), 65�84.

51DSS
52 L. B. Beasley, T. J. Laffey, Real rank versus nonnegative rank, Linear Algebra Appl., 431 (2009),

2330�2335.
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àëãåáðû; ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ðåøèòü ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäî-
âàíèåì âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì è ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àë-
ãåáðû, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè, òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè, òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ïîëóêîëåö.

Çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ñîèñêàòåëåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðàêòèêè ïîäòâåðæäà-
åòñÿ òåì, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè, èñïîëü-
çóþòñÿ â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, ìîíîãðàôèÿõ è íàó÷íûõ ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ñîèñêàòåëÿ áûëè èñïîëüçîâàíû Á. Øòóðìôåëüñîì
ïðè ÷òåíèè êóðñà ïðèêëàäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â Êîðåéñêîì Ñïåöè-
àëèçèðîâàííîì èíñòèòóòå íàóêè è òåõíîëîãèé (KAIST) â 2014 ãîäó; â ó÷åáíè-
êå53 ïî òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè Á.Øòóðìôåëüñà è Ä. Ìàêëàãàí òåîðåìà 1.3.35
èç òåêñòà äèññåðòàöèè óïîìÿíóòà êàê ”òåîðåìà Øèòîâà”. Ñëåäóþùèå àâòîðû
òàêæå öèòèðóþò ðåçóëüòàòû àâòîðà äèññåðòàöèè: Ë. Áèñëè, Ã. Áðàóí, À. Âàí-
äåëå, Ø. Âåëüòãå, Ô. Ãëèíåð, Æ. Ãîóâåéÿ, Ì. Äæîíñîí, Ç. Èçõàêÿí, Í. Æèë-
ëèñ, Ì. Êàìáèòåñ, Õ. Êëàóê, Ò. Ëè, ß. Îêíèíñêè, Ê. Ïàøêîâè÷, À. Ïàäðîë,
Þ. Ïôàéôëå, Ð. Ðîáèíñîí, Î. Ñàïèð, Ä.Î. Òàéñ, Ð. Òîìàñ, Ä. Òóéòòåíñ,
Ò. Óîòñîí, Ì. Ôðèçåí, À. Õàìåä è äðóãèå.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ïåðèîä ñ 2007 ïî 2015 ãîä íåîäíîêðàòíî äî-

êëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àë-
ãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, íà ñåìèíàðàõ ”Êîëüöà
è ìîäóëè” è ”Òåîðèÿ ìàòðèö” ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.
Òàêæå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• XVII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 12�15 àïðåëÿ 2010 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíûé àëãåáðàè÷åñêèé ñèìïîçèóì, ïîñâÿùåííûé 80-ëåòèþ êà-
ôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è
70-ëåòèþ ïðîôåññîðà À. Â. Ìèõàëåâà, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 15�18 íîÿáðÿ 2010
ãîäà;

• XVIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 11�15 àïðåëÿ 2011 ãîäà;

53D. Maclagan, B. Sturmfels, Introduction to tropical geometry, volume 161 of Graduate Studies in Math-
ematics, American Mathematical Society, 2015.
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• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì â ìàòåìàòèêå è
ïðèëîæåíèÿõ ”MMMA-2011”, Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ÐÀÍ, Ìîñêâà, 22�25 èþíÿ 2011 ãîäà;

• íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 14 íîÿ-
áðÿ 2011 ãîäà;

• ñåìèíàð ”Ãîìîëîãè÷åñêèå è ãîìîòîïè÷åñêèå ìåòîäû â ãåîìåòðèè”, ÍÈÓ
ÂØÝ, Ìîñêâà, 29 ôåâðàëÿ 2012;

• XIX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 9�13 àïðåëÿ 2012 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Communication Complexity, Linear Opti-
mization and Lower Bounds for Nonnegative Ranks of Matrices”, Schloss
Dagstuhl, Âàäåðí, Ãåðìàíèÿ, 17�22 ôåâðàëÿ 2013 ãîäà;

• íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 15 àïðå-
ëÿ 2013 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Optimization and Algebraic Geometry”,
Íàöèîíàëüíûé èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Òýäæîí, Êîðåÿ, 16�20
èþíÿ 2014 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Limitations of convex programming:
Lower bounds on extended formulations and factorization ranks”, Schloss
Dagstuhl, Âàäåðí, Ãåðìàíèÿ, 15�20 ôåâðàëÿ 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ”Large Structures Seminar”, Óíèâåð-
ñèòåò Ààëòî, Õåëüñèíêè, Ôèíëÿíäèÿ, 22 èþíÿ 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”SIAM Conference on Applied Algebraic
Geometry”, Íàöèîíàëüíûé èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Òýäæîí, Êî-
ðåÿ, 3�7 àâãóñòà 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì â ìàòåìàòèêå è
ïðèëîæåíèÿõ ”MMMA-2015”, SkolTech, Ñêîëêîâî, Ìîñêâà, 24�28 àâãó-
ñòà 2015 ãîäà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, âîñüìè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû,

ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îáùèé
îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 302 ñòðàíèöû. Îáùèé ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò
170 íàèìåíîâàíèé.
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Ïóáëèêàöèè
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 27 ðàáîò, è âñå

îíè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ è èíäåêñèðóåìûõ
áàçîé öèòèðîâàíèÿ Web of Science. Òåçèñû äîêëàäîâ â ñïèñîê ïóáëèêàöèé
àâòîðà íå âõîäÿò. Ñòàòüÿ [21] íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå, è èç íåå â òåêñò äèñ-
ñåðòàöèè âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû åå àâòîðà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ïîíÿòèé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äèññåðòà-

öèîííàÿ ðàáîòà. Ìû ïðèâîäèì áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö è èçëà-
ãàåì îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîé òåîðèè. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ, êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ëèíåé-
íàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ è ðàíã ìàòðèöû, äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå òðàêòîâêè
â ïîëóêîëüöåâîé ëèíåéíîé àëãåáðå; â ñàìîì äåëå, äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå-
íèé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè
è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, à òàêæå ðàçëè÷íûå ðàíãîâûå ôóíêöèè ìàòðèö49. Â
ãëàâå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è èçó÷åíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî S c îïåðàöèÿìè ⊕ è ⊗,
íàçûâàåìûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 è
1, íàçûâàåìûìè íóëåì è åäèíèöåé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìîíîèäîì ïî
ñëîæåíèþ è ïîëóãðóïïîé c åäèíèöåé ïî óìíîæåíèþ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðè÷åì ëþáîé ýëåìåíò x ïîëóêîëüöà S äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 0⊗x = x⊗0 = 0. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòà-
òèâíûì, åñëè óìíîæåíèå â íåì êîììóòàòèâíî, è â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî òàêèå ïîëóêîëüöà.

Â ðàçäåëå 1.1 îáñóæäàþòñÿ êëàññû ïîëóêîëåö, èçó÷åíèþ êîòîðûõ ïîñâÿ-
ùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíò-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ S âåðíî ðàâåíñòâî a⊕ a = a; îíî íàçûâà-
åòñÿ ñåëåêòèâíûì, åñëè óñëîâèå a⊕ b ∈ {a, b} âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ ïîëóêîëüöà. Èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì
ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S íàéäåòñÿ ýëåìåíò c ∈ S, îòëè÷íûé
îò íóëÿ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (a⊗ c)⊕ (b⊗ c) ∈ {a⊗ c, b⊗ c}. Â
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïîëóêîëüöî íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë R+ ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå òàê íà-
çûâàåìîå òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, òî åñòü, ìíîæåñòâî R∪{∞} ñ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè ìèíèìóìà è ñóììû ÷èñåë. Î÷åíü ïîëåçíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå áèíàðíîå áóëåâî ïîëóêîëüöî, åãî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ìíîæåñòâî
{0, 1}, îïåðàöèè íà êîòîðîì çàäàíû îáû÷íûì îáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì óñëî-
âèÿ 1 + 1 = 1.

Â ðàçäåëå 1.2 îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàçìåðíîñòè è ðàíãà ìàòðèöû. Êàê ïîêàçûâàþò ïðè-
âåäåííûå ïðèìåðû, íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïîíÿòèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
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â ïîëóêîëüöåâîé àëãåáðå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü â ñìûñëå Ãîíäðàíà�
Ìèíó : âåêòîðû a1, . . . , an ∈ Sm íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, è ìíîæåñòâ I, J ⊂ {1, 2, . . . , n}
âûïîëíåíû óñëîâèÿ I ∩J = ∅, I ∪J 6= ∅ è

⊕
i∈I λi⊗ai =

⊕
j∈J λj⊗aj. Ðàíãîì

Ãîíäðàíà�Ìèíó (ñòðî÷íûì) ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ñòðîê.

Ñðåäè äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé, íàõîäÿùèõ ïðèìåíåíèÿ â èññëåäîâàíè-
ÿõ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì, ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ôóíêöèè, îñíîâàííûå íà ïî-
íÿòèè âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈ Sn×n íàçûâàåòñÿ
òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà I ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû Sn ìíîæåñòâà {1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå

⊕
σ∈I A1,σ(1)⊗ . . .⊗

An,σ(n) =
⊕

τ∈Sn\I A1,τ(1)⊗ b2,τ(2)⊗An,τ(n). Òðîïè÷åñêè âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
íàçûâàåòñÿ òàêæå d-âûðîæäåííîé, åñëè â îïðåäåëåíèè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
I ìîæíî âçÿòü çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Òðîïè÷åñêèì
è äåòåðìèíàíòíûì ðàíãàìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðû
åå íàèáîëüøèõ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé è d-íåâûðîæäåííîé ïîäìàòðèö.
Òàêæå ïðèâåäåì ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû A íàä ïîëóêîëü-
öîì S: îí ðàâåí íàèìåíüøåìó k, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B ∈ Sm×k

è C ∈ Sk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B⊗C = A. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èë-
ëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâà êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé äëÿ
ìàòðèö íàä ðàçíûìè ïîëóêîëüöàìè è èõ âçàèìíîå ïîâåäåíèå.

Â ðàçäåëå 1.3 ìû ïðèâîäèì è îáñóæäàåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ïîâåðõíîñòè, èäåàëà è ñòàíäàðòíîãî áàçèñà íà òðîïè÷åñêèé ñëó÷àé.
Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè41 âûáðàíî êîëüöî
Ìàëüöåâà�Íåéìàíà íàä ãðóïïîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èíûìè ñëîâàìè, ìû
îïðåäåëÿåì ïîëå HF êàê ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà a(t) =

∑
e∈R aet

e,
ãäå t � ïåðåìåííàÿ, êîýôôèöèåíòû {ae} ïðèíàäëåæàò áàçîâîìó ïîëþ F, à
íîñèòåëü E(a) = {e ∈ R : ae 6= 0} ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà R. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîé ñóììû a ∈ HF íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè åå ãëàâíîãî ÷ëåíà, òî åñòü, deg a = min E(a); ñòåïåíü íó-
ëåâîé ñóììû èç HF ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ∞. Â êðàòêîì èçëîæåíèè ñîäåðæàíèÿ
ãëàâû 1 ìû íå áóäåì äàâàòü ïîëíûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèé òðîïè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ è òðîïè÷åñêîãî áàçèñà; ìû îñòàíîâèìñÿ íà îïðåäåëåíèè ðàíãîâîé
ôóíêöèè, âîçíèêàþùåé â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè.
Ðàíãîì Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû B îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî ïîëÿ F
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ðàíãîâ ìàòðèö A íàä ïîëåì F, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ B = deg A.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ îñíîâíûõ îáúåêòîâ ëèíåéíîé
àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå. Ìû èëëþñòðèðóåì îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè, ââåäåííûå â ïåðâîé ãëàâå,
è ïðèìåíÿåì ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàçìåðíîñòè è ðàíãà ê èçó÷å-
íèþ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîëóêîëåö. Íåñìîòðÿ íà îñòóòñòâèå ñòîëü æå áîãàòîãî
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îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö, êàê òî, êîòîðîå èçâåñòíî äëÿ êîëåö, íîâàÿ èí-
òåðåñíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî
íà òî÷êå çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ
îïèñàòü êëàññû ïîëóêîëåö, óäîâëåòâîðÿþùèå òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì, õà-
ðàêòåðèçóþùèì ëèíåéíóþ àëãåáðó íàä íèìè, è èçó÷åíèå ýòèõ íîâûõ êëàññîâ
ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè54.

Â ðàçäåëå 2.1 èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïîëóìîäóëåé. Ââîäèòñÿ
ñëåäóþùåå ïîíÿòèå: êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà,
åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ëåâîãî ïîäìîäóëÿ M ⊂ Rn è ëþáîé
R-ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ : M → R íàéäåòñÿ R-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ψ : Rn → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ϕ(x) = ψ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Ðàíåå37 áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ñàìîèíúåêòèâíîå êîëüöî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñà-
ìîèíúåêòèâíûì, è áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òîì, âåðíî ëè îáðàòíîå. Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è îí äàåòñÿ â ðàçäåëå 2.1. Òàêæå ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî R[G] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì
ñëåâà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî
ñëåâà è ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Â ðàçäåëå 2.2 îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íàä ðàçëè÷íû-
ìè ïîëóêîëüöàìè. Ýòà çàäà÷à âîñõîäèò ê áàçîâîìó ðåçóëüòàòó êëàññè÷åñêîé
ëèíåéíîé àëãåáðû: ðàíã ìàòðèöû A ñ ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ ðàâåí
íàèìåíüøåìó ÷èñëó k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ ìàòðèöà B ðàçìåðà m × k
è ìàòðèöà C ðàçìåðà k × n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = BC. Öåëüþ
ðàçäåëà 2.1 ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîëóêîëåö, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûìè âåðíà
àíàëîãè÷íàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè. Êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ àë-
ãåáðà îáû÷íî èñõîäèò èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà êàê íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íàáîðà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû, äëÿ ìàòðèö æå íàä ïîëóêîëüöàìè ñó-
ùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè. Ýòè ïîäõîäû áûëè èçëîæåíû â ïåðâîé ãëàâå, è â ðàçäåëå 2.1
îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîíÿòèþ çàâèñèìîñòè ïî Ãîíäðàíó�Ìèíó, êîòîðîå â
ñèëó ðàññóæäåíèé ïåðâîé ãëàâû ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç íàèáîëåå ïîäõîäÿ-
ùèõ îïðåäåëåíèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóêîëåö. Èíû-
ìè ñëîâàìè, â ðàçäåëå 2.1 èçó÷àþòñÿ ïîëóêîëüöà, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèö íàä êîòîðûìè ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó. Îäíèì èç îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (2.2.9). Ïóñòü ïîëóêîëüöî S òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
A íàä S âåðíî f(A) = GMc(A). Òîãäà S âëîæåíî â íåêîòîðîå ïîëå.

Èòàê, äëÿ ñîâïàäåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàí-
ãà íàä ïîëóêîëüöîì S íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ ýòîãî êîëüöà â
íåêîòîðîå ïîëå. Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîëüöîì, ìû
äîêàçûâàåì ðàâåíñòâî ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó êëàññè÷åñêîìó ðàíãó ìàòðèöû;
âîïðîñ î ðàâåíñòâå ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèö

54Ya. Shitov, Inequalities for Gondran-Minoux rank and idempotent semirings, Linear Algebra and its
Applications, 435(2011), 1769�1777.
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íàä öåëîñòíûì êîëüöîì S îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëåí ñëåäóþùåìó âîïðîñó: äëÿ
ëþáîé ëè ìàòðèöû A íàä S ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, òî åñòü,
ïðåäñòàâëåíèå âèäà A = BC, ãäå B ∈ Sm×k, C ∈ Sk×n, à ÷åðåç k îáîçíà÷åí
êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíûì äëÿ íåêîòîðûõ öåëîñòíûõ êîëåö S, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé â
òåêñòå äèññåðòàöèè ïðèìåð.

Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäóþòñÿ îáîáùåíèÿ íà ïîëóêîëüöåâîé ñëó÷àé ñëåäóþ-
ùèõ ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàíãà ìàòðèö íàä ïîëåì:

åñëè A⊗B = C, òî GMr(C) 6 min(GMr(A), GMr(B)), (1)

åñëè A⊕B = C, òî GMr(C) 6 GMr(A) + GMr(B), (2)

åñëè (A|B) = C, òî GMr(C) 6 GMr(A) + GMr(B). (3)

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà èññëåäîâàëèñü ðàíåå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàíãîâûõ
ôóíêöèé. Äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà îíè âûïîëíÿþòñÿ íàä ëþáûì ïîëó-
êîëüöîì: ðàíåå áûëè äîêàçàíû íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìàò-
ðèö55 è íåðàâåíñòâî äëÿ ìàòðè÷íîãî îáúåäèíåíèÿ56.

Àêÿí, Ãîáåð è Ãóòåðìàí49 ïîêàçàëè, ÷òî óêàçàííûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿ-
þòñÿ äëÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ, íî íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ìàêñèìàëüíîãî ñëàáîãî ðàíãà ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Â ðàç-
äåëå 2.3 èññëåäóåòñÿ âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó,
êîòîðîå áûëî îòêðûòîé ïðîáëåìîé äàæå äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Äîêàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (2.3.20). Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæà-
ùåå äåëèòåëåé íóëÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
2) óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
3) óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
4) ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì.
Òàêæå â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà 2.3.20 íå ìîæåò áûòü îáîáùå-

íà íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ; ïðèâåäåí ïðèìåð ñåëåêòèâíîãî
ïîëóêîëüöà, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûì óñëîâèÿ (1)�(3) íå âûïîëíÿþòñÿ.

Â ãëàâå 3 îáñóæäàåòñÿ ñòðóêòóðà ïîëóãðóïïû êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèê-
ñèðîâàííîãî ïîðÿäêà íàä çàäàííûì ïîëóêîëüöîì. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå
îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ìàòðèö íàä ïîëåì èëè êîëüöîì ìíîæåñòâî òàêèõ
ìàòðèö íå îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîëüöà, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàòðóäíÿåò
èõ èçó÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñ âûçûâàþò ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ ïîëóãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà ìàòðèö, â òîì ÷èñëå îïèñàíèå
îòíîøåíèé Ãðèíà, ïîäãðóïï, èäåìïîòåíòîâ è íåêîòîðûå äðóãèe57. Èçó÷åíèå

55 L. B. Beasley, A. E. Guterman, Rank inequalities over semirings, J. Korean Math. Soc. 42(2)(2005),
223�241.

56 O. A. Pshenitsyna, Factor and term ranks for matrix union over a semiring, Fundam. Prikl. Mat., 9(3)
(2003) 175�197.

57 M. Johnson, M. Kambites, Green's J-order and the rank of tropical matrices, arXiv:1102.2707v1.
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ýòèõ âîïðîñîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ
î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà ìàòðèö ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëóãðóïï, è ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, äîêàçàòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñòðóêòóðå ïîëóêîëåö, ìàòðèöû íàä êîòîðûìè
óäîâëåòâîðÿþò òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ïðè-
ëîæåíèÿìè òåîðèè ïîëóãðóïï.

Â ðàçäåëå 3.1 ìû èçó÷àåì ñâÿçü îòíîøåíèé Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö
ðàçìåðà n×n íàä ïîëóêîëüöîì è ðàíãîâûõ ôóíêöèé ýòèõ ìàòðèö. Íàïîìíèì,
êàê îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ Ãðèíà R, L è J íà ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïå
S. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ìû ïèøåì a 6R b, åñëè a = b èëè a = bc äëÿ íåêî-
òîðîãî c ∈ S, à òàêæå a 6L b, åñëè a = b èëè a = db äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ S.
Ìû òàêæå ïèøåì a 6J b, åñëè a 6L b èëè a 6R b, èëè a = s1bs2 äëÿ íåêî-
òîðûõ s1, s2 ∈ S. Â ñèëó îïðåäåëåíèé îòíîøåíèÿ R, L è J ðåôëåêñèâíû è
òðàíçèòèâíû, òî åñòü, çàäàþò ïðåäïîðÿäêè íà ïîëóãðóïïå S. Íàçîâåì ôóíê-
öèþ f íà ïîëóãðóïïå S, ïðèíèìàþùóþ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ìîíîòîííîé
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J , åñëè óñëîâèå a 6J b âëå÷åò f(a) 6 f(b). Ðàíåå èñ-
ñëåäîâàëàñü ñâÿçü îòíîøåíèé Ãðèíà è ðàíãîâûõ ôóíêöèé57, è áûëà äîêàçàíà
ìîíîòîííîñòü òðîïè÷åñêîãî, äåòåðìèíàíòíîãî è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãîâ
è ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö
íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé L è J
äëÿ ìàòðèö äàëåêî íå íàä âñåìè ïîëóêîëüöàìè, è ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò
õàðàêòåðèçàöèþ òàêèõ ïîëóêîëåö.

Òåîðåìà (3.1.2). Ðàññìîòðèì èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî (S,⊕,⊗) è öå-
ëîå ÷èñëî n > 6. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîëóêîëüöî S êâàçèñåëåêòèâíî;
(ii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J íà (Sn×n,⊗);
(iii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ L íà (Sn×n,⊗).
Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿçè îòíîøåíèé Ãðèíà è ôóíê-

öèè ðàíãà Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö áûëà îòìå÷åíà ðàíåå57, è â ðàçäå-
ëå 3.1 ìû ïðîâîäèì òàêîå èññëåäîâàíèå. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî åãî ðåçóëüòàòà
ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (3.1.11). Åñëè áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n+2 ýëå-
ìåíòà, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé
Ãðèíà L, R è J íà ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Åñëè æå
áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò ìåíåå n ýëåìåíòîâ, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà
íå ìîíîòîííà íè îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ýòèõ îòíîøåíèé íà ïîëóãðóïïå
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Òàêèì îáðàçîì, â íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî áàçîâîãî ïîëÿ
ìû äîêàçàëè ìîíîòîííîñòü ðàíãà Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé Ãðèíà.
Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ áàçîâûõ ïîëåé äîêàçàíî îòñóòñòâèå ìîíîòîííîñòè ýòîãî
ðàíãà äëÿ ìàòðèö äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà.

Â ðàçäåëå 3.2 ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òåîðèè ïîëóãðóïï. Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïî-
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òåçû, ñôîðìóëèðîâàííîé Äæîíñîí è Êàìáèòåñîì39. À èìåííî, îñíîâíûì ðå-
çóëüòàòîì ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (3.2.5). Åñëè ãðóïïà G îáëàäàåò òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì òðî-
ïè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n, òî G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîä-
ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n!.

Áîëåå òîãî, â ðàçäåëå 3.2 ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîäãðóïï ïî-
ëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â òåðìèíàõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö. Íàçîâåì
òðîïè÷åñêóþ ìàòðèöó P ìîíîìèàëüíîé, åñëè íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ, äëÿ
êîòîðîé Pij 6= ∞ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà i = σ(j). Â òåêñòå äèññåð-
òàöèè äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (3.2.4). Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè ìîíîìèàëüíûìè
ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.2 ìû óëó÷øàåì ðåçóëüòàò Ä'Àëåññàíäðî è Ïàñêó58,
óòâåðæäàþùèé, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n êîíå÷íà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà (ñëåäñòâèå 3.2.6). Ïîðÿäîê ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïî-
ëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íå ïðåâîñõîäèò n!.

Â ðàçäåëå 3.3 ìû îáðàùàåìñÿ ê ïðîáëåìå òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, ðàíåå èçó÷àâøåéñÿ Èçõàêÿíîì è Ìàðãîëèñîì?? è
Èçõàêÿíîì59. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, óòâåðæäàþùàÿ íàëè-
÷èå òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ïðè ëþáîì n, íî
áûëè äîêàçàíû òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. À èìåííî, áûëî
ïðèâåäåíî òîæäåñòâî ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2 è ïîñòðîåíî
òîæäåñòâî äëÿ âåðõíåòðåóãîëüíûõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ
ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé ïðîáëåìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
ðàçðåøèòü ïðîáëåìó Èçõàêÿíà è Ìàðãîëèñà î òîæäåñòâå äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà
òðè, êîòîðàÿ îñòàâàëàñü îòêðûòîé â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà (3.3.13). Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A,B ∈ R3×3 è ïîëîæèì A =
A6B6, B = B6A6; ïîëîæèì òàêæå U(x, y) = x2y4x2x2y2x2y4x2 è V(x, y) =
x2y4x2y2x2x2y4x2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, . . . , w8 íàáîð âñåõ ñëîâ äëèíû 3 è ïî-
ëîæèì Γ(x, y) = w1 . . . w8. Ïîëîæèì

A = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A, B

)
A Γ3 (

A, B
)
,

58 F. d'Alessandro, E. Pasku, A combinatorial property for semigroups of matrices, Semigroup Forum, 67
(2003) 22�30.

59Z. Izhakian, Semigroup identities in the monoid of triangular tropical matrices, Semigroup Forum, (2013)
1�17.
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B = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A, B

)
B Γ3 (

A, B
)
.

Òîãäà U (AA,AB)A = V (AA,AB)A.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàíãîâûõ ôóíêöèé íàä áèíàðíûì áóëå-
âûì ïîëóêîëüöîì. Â ñèëó âëîæåíèÿ áèíàðíîãî ïîëóêîëüöà â òðîïè÷åñêîå ïî-
ëóêîëüöî èçó÷åíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Â ñàìîì äåëå, ïîíÿòèå òðîïè-
÷åñêîãî ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ
òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè41. Ôóíêöèÿ äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà êàê òðîïè÷åñêèõ,
òàê è áóëåâûõ ìàòðèö îêàçûâàåòñÿ èíòåðåñíîé â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â
îáëàñòè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì60. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå âàæ-
íûå èíâàðèàíòû áóëåâûõ ìàòðèö íå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ôóíêöèé òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö. Òàêîâà, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà ìàòðèöû,
âûçûâàþùàÿ èíòåðåñ â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìà-
ìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ñëîæíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ è
íåêîòîðûìè èíûìè36.

Â ðàçäåëå 4.1 ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå ñëîæíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ ìàòðèö. Èññëåäîâàíèå ýòîé ñëîæíîñòè áûëî,
â ÷àñòíîñòè, ìîòèâèðîâàíî âîïðîñîì Áóòêîâè÷à42 î òîì, ìîæåò ëè òðîïè-
÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû áûòü íàéäåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî,
âûçûâàë èíòåðåñ òàêæå âîïðîñ Äå Øóòòåðà43 î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà, êîòîðûé áûë òàêæå óïîìÿíóò â ðàáîòå Ãîáåðà44 è
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Íàêîíåö, áûëà îòêðûòîé ïðîáëåìîé íåäàâíÿÿ ãèïîòåçà
Ôðèçåí è Òàéñà45 î âû÷èñëåíèè èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 4.1 ïîëó÷åí îòâåò íà óêàçàííûå âîïðîñû è äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è
âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ è èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà
áóëåâîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé
ðåçóëüòàò, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå íîâîãî äëÿ íàøåé ðàáîòû ïîíÿòèÿ. Ýëåìåí-
òû (i1, j1), . . . , (in, jn) áóëåâîé ìàòðèöû B íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûì ìíî-
æåñòâîì, åñëè óñëîâèå Bis,jt

= Bit,js
= 1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà t = s. Èçîëÿöèîííûì ÷èñëîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîù-
íîñòü åå èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà (4.1.3). Äàíû áóëåâà ìàòðèöà A è öåëîå ÷èñëî k. Çàäà÷à ðàñïî-
çíàâàíèÿ òîãî, áîëüøå ëè èçîëÿöèîííîå ÷èñëî (èëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã,
èëè òðîïè÷åñêèé ðàíã) ìàòðèöû A, ÷åì k, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Îòìåòèì òàêæå âàæíîñòü ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö, èçó-
÷åíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåí ðàçäåë 4.2: íåîáõîäèìîñòü åå èçó÷åíèÿ îáóñëîâëåíà
ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðèêå, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è äðóãèõ îáëà-
ñòÿõ íàóêè. À èìåííî, ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè áóëåâîé ìàòðèöû ïðåäîñòàâ-
ëÿåò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïîíÿòèÿ äâóäîëüíîé ðàçìåð-

60T. van den Boom, B. De Schutter, Properties of MPC for max-plus-linear systems, Eur. J. Control, 8(5)
(2002) 453�462.
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íîñòè ãðàôà, ïîñêîëüêó ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòåé äâó-
äîëüíîãî ãðàôà G ðàâåí ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè ïîêðûòèÿ ãðàôà G ïîëíûìè
äâóäîëüíûìè ïîäãðàôàìè ýòîãî ãðàôà33. Â ðàçäåëå 4.2 ìû äîêàçûâàåì ñóùå-
ñòâîâàíèå ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî áóëåâûì ðàíãîì (0, 1)-ìàòðèöû íàçûâà-
åòñÿ åå ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã íàä áèíàðíûì áóëåâûì ïîëóêîëüöîì.

Òåîðåìà (4.2.10). Åñëè áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m ðàâåí n, òî
íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

√
n

2 − 1 íóëåé.
Â ðàçäåëå 4.2 íàìè òàêæå äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìàëüíîñòü ðå-

çóëüòàòà ïðèâåäåííîé òåîðåìû.
Òåîðåìà (ñëåäñòâèå 4.2.12). Êàêîâî áû íè áûëî öåëîå ïîëæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî n, íàéäåòñÿ (0, 1)-ìàòðèöà áóëåâà ðàíãà n ðàçìåðà n×m, ëþáîé ñòîëáåö
êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì

√
2n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû ïîëó÷àåì âåðõíþþ
îöåíêó ðàçìåðà ìàòðèöû ïîëíîãî áóëåâà ðàíãà â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêîãî è
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãîâ è èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà (4.2.14). Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ {0, 1}n×m èìååò ïîëíûé áóëåâ
ðàíã. Åñëè äåòåðìèíàíòíûé èëè òðîïè÷åñêèé ðàíãè èëè ÷èñëî èçîëÿöèè
ìàòðèöû A ìåíüøå k, òî min{n,m} < 162k−1.

Ðàçäåë 4.3 ïîñâÿùåí êîìáèíàòîðíîìó àíàëèçó ñâîéñòâ ðàíãîâûõ ôóíê-
öèé, è ìíîãèå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ïîñëåäóþùèõ
ãëàâàõ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû è
ðåøàåòñÿ îäíà èç ïðîáëåì î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî ðàíãîâ âåùå-
ñòâåííûõ ìàòðèö, êîòîðàÿ äî ïóáëèêàöèé àâòîðà äèññåðòàöèè áûëà îòêðûòîé.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíè÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî t, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàáîð èç t ëèíèé (òî åñòü, ñòðîê èëè ñòîëáöîâ),
ïîêðûâàþùèé âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Â ðàçäåëå 4.3 ïîëó÷åíî
äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû, ñôîðìóëèðîâàííîé Ëè è ñîàâòîðàìè46, è äîêàçàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A èìååò êëàññè÷åñêèé
ðàíã r è ãðàíè÷íûé ðàíã r + 2, òî íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ òàêèìè
æå ðàíãîì è çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó ìàòðèöû A.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî òåì ôóíêöèÿì, êîòîðûå âàæíû äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû: äåòåðìèíàíòíîìó
è òðîïè÷åñêîìó ðàíãàì, ðàíãàì Êàïðàíîâà è Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçà-
öèîííîìó ðàíãó. Óêàçàííûå ðàíãîâûå ôóíêöèè âîçíèêàþò èç ðàññìîòðåíèÿ
ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè42, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè61, òåîðèè

61 M. Einsiedler, M. Kapranov, D. Lind. Non-Archimedean amoebas and tropical varieties, J. Reine Angew.
Math., 601 (2006) 139�157.
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ðàñïèñàíèé, äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì44 è ðÿäà äðóãèõ. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû âàæåí ìåòîä øàáëîíîâ òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö, êîòîðûé â öåëîì îïèñàí â ïåðâîì ðàçäåëå è îáîñíîâàíèþ êîòîðîãî
ïîñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë ýòîé ãëàâû. Êîðîòêî, ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íåêîòîðûå ðàíãîâûå ôóíêöèè òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû îêàçûâàþòñÿ (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû) ðàâ-
íûìè ðàíãó íåêîòîðîé áóëåâîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì ñ ïîìîùüþ èñõîäíîé.

Â ðàçäåëå 5.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå øàáëîíà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû è ïîêà-
çûâàåòñÿ åãî ñâÿçü ñ ïîíÿòèåì ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêî-
ãî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ñóììîé Ìèíêîâñêîãî

∑k
i=1 Pi

ìíîæåñòâ P1, . . . , Pk ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì âè-
äà x1 + . . . + xk ïðè x1 ∈ P1, . . . , xk ∈ Pk. Ðàññìîòðèì òåïåðü íàáîð
B = (B1, . . . , Bk) âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Rd è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü èõ ñóììû Ìèíêîâñêîãî ðàâíà d. Íàáîð âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ
(B1, . . . , Bk) èç Rd íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé Ìèíêîâñêîãî äëÿ íàáîðà (P1, . . . , Pk),
åñëè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Bi îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàí-
íèêà Pi ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ i, à òàêæå âûïîëíåíû åùå íåñêîëüêî äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé, óêàçàííûõ â òåêñòå äèññåðòàöèè.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé (d − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆d−1 â ïðîñòðàíñòâå
Rd, òî åñòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà {e1, . . . , ed}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n∆d−1 ñóììó Ìèíêîâñêîãî ∆d−1 + . . . + ∆d−1, â êîòîðîé n ñëàãàåìûõ. Òè-
ïîì âåêòîðà x ∈ Rd îòíîñèòåëüíî ñòîëáöîâ ìàòðèöû V ∈ Rd×n íàçûâàåòñÿ
íàáîð èç d ìíîæåñòâ (S1, . . . , Sd), ãäå ìíîæåñòâà Sj ñîñòàâëåíû èç òåõ èí-
äåêñîâ i ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ θ = j äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ
Vθi−xθ. Ýòîò òèï ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç typeV (x). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ n∆d−1, èíäóöèðîâàííîãî
ìàòðèöåé M ∈ Rd×n, âçÿâ çà îñíîâó ñëåäóþùóþ åãî õàðàêòåðèçàöèþ.

Òåîðåìà41. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ∈ Rd×n è ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ
S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ typeM(x) = S;
(2) cìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-

æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ, èíäóöèðóåìûå òðîïè÷åñêèìè
ìàòðèöàìè, íàõîäÿò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå: ðàíåå áûëà
ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ åå ñìå-
øàííîãî ðàçáèåíèÿ41. Â òîé æå ðàáîòå ôîðìóëèðóåòñÿ âîïðîñ îá àíàëîãè÷íîé
õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà: åñëè äâå
òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ ñóììû
ñèìïëåêñîâ, îáÿçàòåëüíî ëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå ôàêòîðèçàöèîííûå ðàí-
ãè è ðàíãè Êàïðàíîâà? Ìû ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ,
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äîêàçûâàÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïðèìåð (ïðåäëîæåíèå 5.1.10, ëåììà 5.1.11). Ïðè ε ∈ (0, 0.5) ìàòðèöû

A =




2 2 3 2 2 0
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0




è B =




2 2 3 2 2 ε
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0




èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ 6∆5. Ôàê-
òîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäÿò 4, à íà
ìàòðèöå B ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, íå ìåíüøèå ïÿòè.

Â ðàçäåëå 5.1 òàêæå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå øàáëîíà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû,
îäíî èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé ãëàâû.

Îïðåäåëåíèå (5.1.5). Òðîïè÷åñêèì øàáëîíîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ áó-
ëåâà ìàòðèöà B, îïðåäåëåííàÿ êàê (1) Buv = 1, åñëè Auv = mini{Aiv} < ∞;
(2) Buv = 0, åñëè Auv > mini{Aiv} èëè åñëè Auv = ∞. Òðîïè÷åñêèé øàáëîí
ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(A).

Ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîíÿòèÿ øàáëîíà â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàç-
áèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, èíäóöèðîâàííîãî òðîïè÷åñêîé ìàòðèöåé. Òðîïè-
÷åñêèå ìàòðèöû M è M ′ îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, äëÿ êîòîðûõ Mij = M ′

ij + αi + βj ïðè
âñåõ i è j.

Òåîðåìà (5.1.7). Ïóñòü M ∈ Rd×n. Ðàññìîòðèì íàáîð ïîäìíîæåñòâ
S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìàòðèöà M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå M ′, ýëåìåíòû øàáëîíà P ′ êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ P ′

ji = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ∈ Si;
(2) ñìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-

æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Òåîðåìà 5.1.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñìåøàííîå ðàçáèåíèå, èíäóöèðîâàííîå ìàò-
ðèöåé M , îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ìàò-
ðèö èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè M , è íàîáîðîò, ìíîæåñòâî òàêèõ òðîïè÷åñêèõ
øàáëîíîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñìåøàííîå ðàçáèåíèå.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ãëàâû ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòîâ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Â
ðàçäåëå 5.2 ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçàöèè ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó; ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (5.2.13). Ñòðî÷íûé ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû
A ðàâåí íàèáîëüøåìó ñòðî÷íîìó ðàíãó Ãîíäðàíà�Ìèíó ñðåäè øàáëîíîâ âñåõ
ìàòðèö, ýêâèâàëåíòíûõ A.

22



Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.2.13 â ñèëó ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû 5.1.7 ãà-
ðàíòèðóåò õàðàêòåðèçàöèþ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû â òåðìèíàõ ñìå-
øàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, è â ýòîì ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîÿâ-
ëÿåò îòëè÷èå îò ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà.

Ðàçäåë 5.3 ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ïðèëîæåíèé ìåòîäà òðîïè÷åñêèõ øà-
áëîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó
è äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé. Ðàíåå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü
äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà41, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, äàæå åñëè òðî-
ïè÷åñêèé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó îãðàíè÷åíû. Ñëó÷àé ðàíãà Êàïðàíîâà è
òðîïè÷åñêîãî ðàíãà òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå62, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî è ðàíã
Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, äàæå åñëè
èõ òðîïè÷åñêèé ðàíã îãðàíè÷åí. Ìû äîêàæåì, ÷òî íè ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó,
íè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö íå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèìè, åñëè îãðàíè÷åí òðîïè÷åñêèé ðàíã.

Òåîðåìà (5.3.4 è 5.3.6). Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà trop(A) >

√
GMr(A) è trop(A) > d(A)+2

3 , ãäå ÷åðåç trop(A), d(A)
è GMr(A) îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, òðîïè÷åñêèé è äåòåðìèíàíòíûé
ðàíãè è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû A.

Åùå îäíî èç ñâîèõ ïðèëîæåíèé ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ íàõîäèò ïðè
èçó÷åíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö. Âîïðîñàì èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè ïîñâÿùåíà ïðîáëåìà,
ïîñòàâëåííàÿ Áóòêîâè÷åì â 2008 ãîäó63: äàíû k òðîïè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ñó-
ùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ëèíåéíîé
GM-çàâèñèìîñòè ýòèõ âåêòîðîâ? Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîãî ðåçóëüòà-
òà 1984 ãîäà64 óêàçàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà äàæå äëÿ 0-1 ìàòðèö, åñëè ÷èñëî
k ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäíûõ äàííûõ. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëü-
íîãî àëãîðèòìà, îäíàêî, îñòàâàëàñü îòêðûòîé â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà
çíà÷åíèÿ ÷èñëà k. Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïîëó÷åíî
àâòîðîì äèññåðòàöèè è èçëîæåíî â ïîäðàçäåëå 5.3.

Òåîðåìà (5.3.10). Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà GMr(A) < k ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàç-
ìåðó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âðåìÿ.

Íàêîíåö, ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëü-
íûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèö îãðàíè-
÷åííîãî òðîïè÷åñêîãî ðàíãà.

Òåîðåìà (5.3.11). Ïóñòü t � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à
62 K. H. Kim, N. F. Roush, Kapranov rank vs. tropical rank, Proc. Amer. Math. Soc. 134(9)(2006),

2487�2494.
63P. Butkovic, Introduction to max-algebra, preprint, 2008.
64 V. Klee, R. Ladner, and R. Manber. Sign-solvability revisited, Linear Algebra Appl., 59 (1984) 131�158.
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âû÷èñëåíèÿ GM-ðàíãà ìàòðèöû òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, íå áîëüøåãî t, ðåøà-
åòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â ãëàâå 6 ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëå-
ìó èç îáëàñòè òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà ×àí, Éåíñåíîì è Ðóáåè47. Òåîðèÿ îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ òðîïè-
÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû è èñïîëüçóåò ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå
ìåòîä øàáëîíîâ, à òàêæå íîâûå ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà òðîïè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìû, êîòîðûì ïîñâÿùåíà ãëàâà 6,
è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû, ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òðîïè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè.

Òðîïè÷åñêèì ïîëèíîìîì áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà F (ξ1, . . . , ξn) =
minh=(h1,...,hn)∈A {ch + h1ξ1 + . . . + hnξn} , ãäå ch ∈ R, à A � êîíå÷íîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (Z+)n. Òðîïè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
deg f , åñëè ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) =

∑
h=(h1,...,hn)∈ACh · xh1

1 · . . . · xhn
n íàä ïî-

ëåì HC óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ch 6= 0 è ch = deg Ch ïðè âñÿêîì h ∈ A.
Àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I ⊂ HC[x1, . . . , xn], íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî V (I) = {(u1, . . . , un) ∈ (H∗

C)
n | ∀f ∈ I f(u1, . . . , un) = 0} .

Òðîïè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I, íàçûâàåòñÿ îá-
ðàç ìíîæåñòâà V (I) ïðè îòîáðàæåíèè deg, òî åñòü, deg V (I) =
{(deg u1, . . . , deg un) ∈ Rn | (u1, . . . , un) ∈ V (I)} . Òðîïè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé òðîïè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó F , íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì â âûðàæåíèè äëÿ ýòî-
ãî ìíîãî÷ëåíà äîñòèãàåòñÿ êàê ìèíèìóì äâà ðàçà. Ïóñòü f ∈ HC[x1, . . . , xn],
J ⊂ HC[x1, . . . , xn]. Òðîïè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíî-
ãî÷ëåíó deg f , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (f); ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå T (J) =⋂

g∈J T (g). Ìíîæåñòâî {f1, . . . , fk} ⊂ I íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì
èäåàëà I, åñëè I = 〈f1, . . . , fk〉 è T (I) = T (f1) ∩ . . . T (fk).

Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ C[x11, . . . , xdn] îò dn ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûå îáðàçóþò ìàòðèöó X = (xij) ðàçìåðà d × n. ×åðåç Hd,n

r îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ìàòðèöû X, òî åñòü ïîëèíîìîâ
âèäà

∑
σ∈Sn

(−1)σxs1,cσ(1)
. . . xsr,cσ(r)

, ãäå â êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(s1, . . . , sr) è (c1, . . . , cr) èíäåêñû âîçðàñòàþò. ×åðåç Jd,n

r ⊂ C[x11, . . . , xdn] îáî-
çíà÷èì èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè ñåìåéñòâà Hd,n

r . Òåïåðü ìû ìîæåì
ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó, ðåøåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà ãëàâà 6: ïðè êàêèõ
d, n è r ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d×n îáðàçóþò òðî-
ïè÷åñêèé áàçèñ ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà? Èíûìè ñëîâàìè, ïðè êàêèõ d, n
è r ìíîãî÷ëåíû Hd,n

r ÿâëÿþòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà Jd,n
r ? Â ãëàâå 6

ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà (1.3.35). Ðàññìîòðèì öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà d, n è r,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ r 6 min{d, n}. Ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïå-
ðåìåííûõ ðàçìåðà d× n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (1) r 6 3; (2)
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r = min{d, n}; (3) r = 4 è min{d, n} 6 6.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå r 6 min{d, n} ôèãóðèðóåò â ïðèâåäåííîé òåîðåìå,

÷òîáû èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé r > min{d, n}. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, è ïîòîìó â ñèëó îïðå-
äåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì ïîðîæäàåìîãî èì íóëåâîãî èäåàëà.

Â ãëàâå 7 èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö è ñâîé-
ñòâà ñâÿçàííîé ñ ýòîé ïðîáëåìîé ôóíêöèè ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Èññëå-
äîâàíèå ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì íà÷àëîñü â 90-å
ãîäû ïðîøëîãî âåêà â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è
ïðîäîëæàëîñü âïîñëåäñòâèè65. Ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëî îòìå÷åíî áóðíûì
ðàçâèòèåì ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, è áûëè íàéäåíû íîâûå ïðèëîæå-
íèÿ òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè â ëèíåéíîé àëãåáðå è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè41. Èçëîæåííûå â ãëàâå 7 ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà ðàçâèòèè òðîïè÷åñêèõ
ìåòîäîâ è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðÿäà îòêðûòûõ ïðîáëåì, âîçíèêøèõ
â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, òðîïè÷åñêîé ìàòå-
ìàòèêå, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.

Âàæíîé ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ èçó÷åíèåì ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü41. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîáëåìà âû-
÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ðàçðåøèìà àëãîðèòìè÷åñêè: â ñàìîì äå-
ëå, îïðåäåëåíèå 7.1.1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà ÿçûêå ëîãèêè ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà òåîðèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîðÿäêîì è ñëîæåíèåì, è ïîòîìó
âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïðèìåíåíèåì
àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ äëÿ ýòîé òåîðèè66.

Êðàéíå âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàí-
òîðîâ äåëàåò óïîìÿíóòûé àëãîðèòì íåïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ. Äðóãîé àëãîðèòì áûë ðàçðàáîòàí Äåâåëèíîì67, â êîòîðîé áûëà ðàçâè-
òà òåîðèÿ òðîïè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîé ðàáîòå áûëà ïîëó-
÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, è ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ðàíãà. Ê ñîæàëåíèþ, íè àëãîðèòì Äåâåëèíà, íè êàêîé-ëèáî äðóãîé àëãîðèòì,
âèäèìî, íå ïîçâîëÿò âû÷èñëÿòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàò-
ðèöû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ýòîãî
ðàíãà îêàçûâàåòñÿ NP-ñëîæíîé äàæå äëÿ òðîïè÷åñêèõ 01-ìàòðèö41. Äðóãèìè
ñëîâàìè, îáùàÿ ïðîáëåìà òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö � ñóùåñòâó-
þò ëè ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B⊗C,
äëÿ äàííûõ ìàòðèöû A è ÷èñëà k? � îêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ïîìèìî îáùåé ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà áîëüøîé
èíòåðåñ âûçûâàåò ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà.

65A. Barvinok, D.S. Johnson, G.J. Woeginger, and R. Woodroofe. The maximum traveling salesman problem
under polyhedral norms, Integer programming and combinatorial optimization, Lecture Notes in Comput. Sci,
1412, Springer, Berlin, 1998.

66J. Ferrante, C. Rackoff. A decision procedure for the first order theory of real addition with order, SIAM
J. Computing, 4 (1975) 69�76.

67 M. Develin, Tropical Secant Varieties of Linear Spaces, Discr. Comp. Geom., 35(1) (2006) 117�129.
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Ýòîò èíòåðåñ âûçâàí âî ìíîãîì ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-
öèè: íåêîòîðûå âàæíûå ïðîáëåìû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè äîïóñêàþò
áûñòðûå ðåøåíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòðèöû äàííûõ èìåþò îãðàíè÷åí-
íûé ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã50. Ìàòðèöû îãðàíè÷åííîãî ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò òàêæå è â äðóãèõ âîïðîñàõ êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè è òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè41. Ýòè çàìå÷àíèÿ ïðèâîäÿò
íàñ ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó î òðîïè÷åñêèõ ôàêòîðèçàöèÿõ ìàòðèö.

Ïðîáëåìà (7.1.4). Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó ôàêòî-
ðèçàöèè ìàòðèö çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k?

Áàðâèíîê ïðåäïîëàãàë68, ÷òî ïðîáëåìà 7.1.4 äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå, è óïîìèíàë ýòó ïðîáëåìó â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ50. Äàëüíåéøèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà ïðîâîäèëèñü â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ67, íî ïðîáëåìà îñòàâàëàñü
îòêðûòîé äàæå â ñëó÷àå k = 3, êàê óêàçûâàþò Äåâåëèí, Ñàíòîñ è Øòóðì-
ôåëüñ41.

Ñ ïðîáëåìîé áûñòðîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà ñâÿçàíà ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè òàêèõ ìàòðèö â òåðìè-
íàõ ðàíãîâ èõ ïîäìàòðèö41. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî
Θ(k), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ñîäåðæèò ïîä-
ìàòðèöó ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ðàçìåðà, îãðàíè÷åííîãî ÷èñëîì Θ(k)?
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k óäàëîñü íàéòè òàêîå Θ(k). ×òîáû ðå-
øèòü ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, ìåíüøåãî
k, íàì äîñòàòî÷íî â ýòîì ñëó÷àå ïîñ÷èòàòü ðàíãè âñåõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà, íå
áîëüøåãî Θ(k)× Θ(k). ×èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö, êàê íåñëîæíî âèäåòü, èìååò
ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð ðîñòà ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìàòðèöû, à ðàíã
êàæäîé èç òàêèõ ïîäìàòðèö ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû óâèäåëè,
÷òî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Θ(k) âëåêëî áû ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðî-
áëåìû 7.1.4. Ê ñîæàëåíèþ, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 7.2, òàêîãî
çíà÷åíèÿ Θ(k) íå ñóùåñòâóåò ïðè k > 5.

Òåîðåìà (7.2.10). Äëÿ öåëûõ ÷èñåë k > 5 è ν ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k, ñîäåðæàùàÿ áîëåå ν ñòðîê è ñòîëáöîâ, ôàêòî-
ðèçàöèîííûå ðàíãè âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìàòðèö êîòîðîé ìåíüøå k.

Òàêæå ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå õàðàêòåðèçàöèè ìàò-
ðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k.

Òåîðåìà (7.2.4) Åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A
ðàâåí r 6 3, òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà r × r ïîëíîãî
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà r > 3 íàéäåòñÿ ìàò-
ðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà r, âñå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà r × r êîòîðîé
èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå r.

68A.I. Barvinok. Combinatorial Optimization and Computations in the Ring of Polynomials, DIMACS Tech-
nical Report 93-13, 1993.
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Â ðàçäåëå 7.3 ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è
Øòóðìôåëüñà î õàðàêòåðèçàöèè ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà â òåðìèíàõ ðàíãîâ èõ ïîäìàòðèö; ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (7.3.32). Ïîëîæèì Θ(1) = 1, Θ(2) = 2, Θ(3) = 3 è Θ(4) = 1539.
Åñëè öåëîå ÷èñëî k íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ, òî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ôàê-
òîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, è ñîäåðæàùóþ íå áîëåå Θ(k) ñòðîê è
íå áîëåå Θ(k) ñòîëáöîâ. Åñëè k > 5, òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà k ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàçìåðà, âñå ñîáñòâåííûå ïîäìàòðèöû
êîòîðûõ èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå k.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû (7.3.32) ïîëó÷åíî ðåøåíèå åùå îäíîé ïðîáëåìû
Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà � âîïðîñà î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè.

Òåîðåìà (7.3.31). Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè.

Ðàçäåë 7.4 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ïðîáëåìû 7.1.4. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 7,
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, äàæå åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû ñîñòîÿò èç öåëûõ
÷èñåë. Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à (7.4.1). k-ôàêòîðèçàöèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö (k-ÔÒÌ).
Äàíà òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ Zm×n.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B ⊗ C = A?
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 7.4 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû

çàäà÷è k-ÔÒÌ ïðè âñåõ k > 7. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò, íàì òðåáóåò-
ñÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è k-ÔÒÌ ê êàêîé-ëèáî çàäà÷å,
NP-ïîëíîòà êîòîðîé èçâåñòíà. Êëþ÷åâûì äëÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ ñâåäåíèå êëàññè÷åñêîé NP-ïîëíîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðàôà ê çàäà÷å
ôàêòîðèçàöèè; ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà (7.4.29). Çàäà÷à k-ÔÒÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè âñÿêîì k > 7.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.4.29 äàåò ðåøåíèå óïîìÿíóòîé âûøå ïðîáëå-

ìû 7.1.4, ïîñòàâëåííîé Áàðâèíêîì â 1996 ãîäó50. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîç-
âîëÿåò, áîëåå òîãî, äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, òåì ñàìûì ðåøàÿ ïðîáëå-
ìó 3.2 èç ñòàòüè Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà41.

Òåîðåìà (7.4.30). Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðè-
öû, òðîïè÷åñêèé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ãëàâà 8 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ âàæíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé è
áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöà-
òåëüíûõ ìàòðèö. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìàòðèö B ∈
Rm×k

+ è C ∈ Rk×n
+ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A = BC ïðè äàííûõ ìàòðè-

öå A è ÷èñëå k, è íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â àíàëèçå äàííûõ,
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ñòàòèñòèêå, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ìíîãèõ äðóãèõ îá-
ëàñòÿõ15.

Ñ çàäà÷åé ôàêòîðèçàöèè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà
ìàòðèöû A ∈ Rm×n

+ , êîòîðûé ðàâåí íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó k, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B ∈ Rm×k

+ è C ∈ Rk×n
+ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

A = BC. Êàê ïîêàçûâàþò ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ69, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
âàæíûì âîïðîñ î ïîëó÷åíèè âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëÿ íåîòðèöàòåëüíî-
ãî ðàíãà â òåðìèíàõ èíûõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ; îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì,
äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 8.1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îäíîé èç
ïðîáëåì òàêîãî âèäà. À èìåííî, ìû äàåì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 4.4
èç ðàáîòû Áèñëè è Ëàôôè52 è äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (8.1.5). Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû A ∈ Rn×n
+

êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, èìåþùèå ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå è ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã.

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ðàçäåëå 8.2, íàõîäÿò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â
òåîðèè ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîãðàííèêîâ, ïîýòîìó ìû íàïîìíèì
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P ⊂ Rn.
Ðàñøèðåíèåì ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ äðóãîé ìíîãîãðàííèê Q ⊂ Rd, èç
êîòîðîãî P ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê îáðàç ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîé ïðîåê-
öèè Rd íà Rn. Ðàñøèðåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ
îïèñàíèå ìíîãîãðàííèêà Q â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ è
îïèñàíèå ïðîåêöèè Rd íà Rn, ïåðåâîäÿùåé Q â P . Ðàçìåðîì ðàñøèðåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ Q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q. Ñëîæ-
íîñòü ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêà P � íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ ðàçìå-
ðîâ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî ìíîãîãðàííèêà, òî åñòü, íàèìåíüøåå
èç âîçìîæíûõ ÷èñëî íåðàâåíñòâ â îïèñàíèè ìíîãîãðàííèêà Q. Îòìåòèì, ÷òî
÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øèì â ñðàâíåíèè ñ ÷èñëîì ãèïåðãðàíåé P ; ýòîò ôåíîìåí ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
ñëîæíîñòü ïðîáëåì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âàæíûõ äëÿ ìíîãî÷èñëåí-
íûõ ïðèëîæåíèé70.

Íåñìîòðÿ íà ñåðüåçíûå óñèëèÿ, ïðèëàãàåìûå71 â ïîñëåäíåå âðåìÿ ê èçó÷å-
íèþ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû, äî íåäàâ-
íåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êàêîé-ëèáî íåòðè-
âèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé
ðàíãîâîé ôóíêöèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé è êëàññè÷åñêèé ðàíãè
ìàòðèöû ñîâïàäàþò15 äðóã ñ äðóãîì, åñëè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé íå ïðåâîñ-
õîäèò äâóõ. Òåì íå ìåíåå, íèêàêîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà
ìàòðèöû ðàçìåðà m × n (êðîìå òðèâèàëüíîé min{m,n}) íå áûëî èçâåñòíî

69V. Kaibel, Extended Formulations in Combinatorial Optimization, Optima, 85 (2011) 2�7.
70S. Fiorini, T. Rothvoß, H. R. Tiwary, Extended formulations for polygons, Disc. Comp. Geom., 48(3)

(2012) 1-11.
71N. Gillis, F. Glineur, On the Geometric Interpretation of the Nonnegative Rank, Linear Algebra Appl.,

437 (2012) 2685�2712.
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äàæå â ñëó÷àå, êîãäà êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû ðàâåí òðåì52.
Ïðîáëåìà52. (8.2.1). Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî n > 3. Ñóùåñòâóåò ëè

ìàòðèöà ðàçìåðà n × n êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã
êîòîðîé ðàâåí n?

Â ñèëó ðåçóëüòàòà Èàííàêàêèñà72 ãèïîòåçà 8.2.1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâà-
íþ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà n. Äëÿ
n 6 5 ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå71. Òàê-
æå ðàíåå73 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, êîîðäèíàòû
âåðøèí êîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, èìååò ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ,
ðàâíóþ øåñòè, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû 8.2.1 ïðè n = 6. Äëÿ ëþáîãî n > 7 ýòà ïðîáëåìà îñòàâàëàñü îòêðûòîé.

Àâòîðîì äèññåðòàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà
ìàòðèö ïîëíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà, êîòîðûå ïðèâåëè â èòîãå ê ïîëíîìó
ðåøåíèþ ïðîáëåìû 8.2.1.

Òåîðåìà (8.2.17). Åñëè n > 7, òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû ðàíãà
òðè ðàçìåðà m× n âñåãäà ìåíüøå n. Ïðè 3 6 k 6 6 ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
ðàçìåðà k × k êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà k.

Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ
îöåíêó íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîãî ðàíãà, à
òàêæå âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Òåîðåìà (8.2.16 è 8.2.18). Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ëþáîé ìàòðèöû A ∈
Rm×n

+ êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, ðàâíî êàê è ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ëþáîãî
âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, íå ïðåâîñõîäÿò 6(n + 1)/7.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà 8.2.18 ãàðàíòèðóåò îïèñàíèå ëþáîãî âûïóêëîãî
n-óãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ 6(n + 1)/7 ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â ðàçäåëå 8.3 èñ-
ñëåäîâàíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ ïðîäîë-
æàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ; ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ áîëüøèìè çíà÷å-
íèÿìè ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ.

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûøåñêàçàííîãî äèññåðòà-
öèÿ âíîñèò ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ëèíåéíîé àëãåáðû, ñòðóêòóð-
íîé òåîðèè êîëåö è ïîëóêîëåö è òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Àâòîðîì ðåøåíû
êðóïíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû è äîêàçàíû âàæíûå ãèïîòåçû, îòíîñÿùè-
åñÿ ê óêàçàííûì îáëàñòÿì íàóêè. Åùå ðàç îòìåòèì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè: ðåøåíà ïðîáëåìà Óàéëäèíãà, Äæîíñîí è Êàìáèòåñà 2013 ãîäà
î êîëüöàõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ ïîäìîäóëåé íà ñâîáîäíûé ìîäóëü; äîêàçàíà ãèïîòåçà Äæîíñîí

72M. Yannakakis, Expressing combinatorial optimization problems by linear programs, Comput. System
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è Êàìáèòåñà 2011 ãîäà î ïîäãðóïïàõ ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö; ðå-
øåíû ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à 1994 ãîäà è Ãîáåðà 1997 ãîäà î âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû; ðåøåíà ïðîáëåìà Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è
Øòóðìôåëüñà 2005 ãîäà î ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ðàíãà Êàïðàíî-
âà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû; ðåøåíà ïðîáëåìà ×àí, Éåíñåíà è Ðóáåè 2011 ãîäà
î òðîïè÷åñêîì áàçèñå èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìèíîðàìè ôèêñèðîâàííîãî ïî-
ðÿäêà; ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Áèñëè è Ëàôôè 2009 ãîäà î ñâÿçè
íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà è ñïåêòðà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû; ðåøåíà ïðîáëå-
ìà Êàðòðàéòà è ×àí 2012 ãîäà î êîìáèíàòîðíîé õàðàêòåðèçàöèè ñèììåòðè-
÷åñêîãî ðàíãà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû; ðåøåíà ïðîáëåìà Áàðâèíêà 1996 ãîäà î
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö; ðåøåíà ïðî-
áëåìà Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà 2005 ãîäà è ðàçðàáîòàí áûñòðûé
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè; äîêàçàíà ãè-
ïîòåçà Ëè 2013 ãîäà î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî ðàíãîâ âåùåñòâåííûõ
ìàòðèö; ðåøåíà ïðîáëåìà Áèñëè è Ëàôôè 2009 ãîäà è ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé
âûïóêëûé n-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîãîãðàííèêà ñ [6(n + 1)/7] ãðà-
íÿìè.
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