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Ââåäåíèå
Ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî c çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìîíîèäîì ïî ñëîæåíèþ è
ïîëóãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó äèñòðèáóòèâ-
íîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, îñíîâíîå îòëè÷èå ïîëóêîëåö îò êîëåö ïðîÿâëÿåòñÿ â
òîì, ÷òî íå âñÿêèé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà ìîæåò áûòü îáðàòèì ïî ñëîæåíèþ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ÷ðåçìåðíî
îáùèì è îõâàòûâàþùèì ñëèøêîì áîëüøîé êëàññ ñòðóêòóð. Òåì íå ìåíåå, ýòî
íå ñîâñåì òàê: ñðåäè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàþùèõ â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìèðà,
ìíîãèå îáúåêòû îáëàäàþò ñòðóêòóðîé ïîëóêîëüöà, íî íà íèõ íåëüçÿ çàäàòü
ñòðóêòóðó êîëüöà èëè òåì áîëåå ïîëÿ. Íàïðèìåð, îäíèì èç ïåðâûõ îáúåêòîâ, ñ
êîòîðûì ñòàëêèâàåòñÿ íà÷èíàþùèé èçó÷àòü ìàòåìàòèêó, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, . . .}; ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì îòíî-
ñèòåëüíî çàäàííûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
íî òàêîå çàäàíèå íå îáåñïå÷èâàåò ñòðóêòóðû êîëüöà, � âåäü ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ íåîáðàòèìûìè ïî ñëîæåíèþ.

Äðóãèìè âàæíåéøèìè ïðèìåðàìè ÷èñëîâûõ ïîëóêîëåö ÿâëÿþòñÿ öåëûå,
ðàöèîíàëüíûå, âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ÷èñëà; áîëåå òîãî, ëþáîå êîëü-
öî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ïîëóêîëüöîì. Íàèáîëåå ïðîñòûå
ïðèìåðû ïîëóêîëåö, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîëüöàìè, äàþò ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà:
íàïðèìåð, ïðèâåäåííîå âûøå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêæå êàê è
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîëüöàìè
îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîëóêîëåö, íå ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëîâûìè
ìíîæåñòâàìè: ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè, áóëåâû
àëãåáðû è àëãåáðû Êëèíè. Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëóêîëüöà, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì, ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî âñåõ èäåà-
ëîâ çàäàííîãî êîëüöà: íà ýòîì ìíîæåñòâå êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ èäåàëîâ, íî íå ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíî-
ñòè âû÷èòàòü èäåàëû äðóã èç äðóãà èëè äåëèòü îäèí èç íèõ íà äðóãîé.
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Èñòîðè÷åñêèé îáçîð
Êàê óêàçàíî â ìîíîãðàôèè [63], âïåðâûå ïîíÿòèå ïîëóêîëüöà íåÿâíî èñïîëü-
çîâàëîñü â ðàáîòå Äåäåêèíäà [41] êàê ðàç äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâà èäåàëîâ
÷èñëîâûõ êîëåö; ñ òåìè æå öåëÿìè èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîëó-
êîëüöà èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ Íåòåð [111], Êðóëëÿ [96] è äðóãèõ ìàòåìà-
òèêîâ íà÷àëà XX âåêà. Íåïîñðåäñòâåííî ïîíÿòèå ïîëóêîëüöà áûëî âïåðâûå
ââåäåíî, âåðîÿòíî, Âàíäèâåðîì â ðàáîòå [134], ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìàì, ñâÿ-
çàííûì ñ àêñèîìàòèçàöèåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âïîñëåäñòâèè íà ïðîòÿæåíèè
ìíîãèõ ëåò ïîëóêîëüöà èçó÷àëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
çðåíèÿ è â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè òåîðåòè÷åñêèìè è ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè.

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè íà÷àëîñü âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XX âåêà, è îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò íà ýòó òåìó áûëà ñòàòüÿ
Âîðîáüåâà [138], ïîñâÿùåííàÿ èññëåäîâàíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö è îïè-
ñàíèþ âîçìîæíûõ èõ ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè. Äàëüíåéøåå ðàç-
âèòèå ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè ïðîèñõîäèëî â ðàáîòàõ Êàíèíãåì-
Ãðèíà [37], Ñèìîíà [129], Ãîíäðàíà è Ìèíó [67] è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.
Íàèáîëüøåå âíèìàíèå â ýòèõ ðàáîòàõ óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ëèíåé-
íîé àëãåáðû íàä îòäåëüíî âçÿòûìè ïîëóêîëüöàìè è îïèñàíèþ ïðèëîæåíèé
ïîñòðîåííûõ òåîðèé: ðàáîòà [37] ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è îïèñàíèþ ïðèëîæå-
íèé ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ìèíèìàêñíûõ àëãåáð. Â ðàáîòå [129]
èññëåäóþòñÿ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëóêîëåö ÷èñåë ñ íåñòàíäàðò-
íûìè îïåðàöèÿìè: â êà÷åñòâå ñëîæåíèÿ áåðåòñÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ìèíèìóìà
èç äâóõ ÷èñåë, à â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ � îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ ñóììû. Òåîðèÿ
òàêèõ ïîëóêîëåö âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è îíè ÷àñòî
íàçûâàþòñÿ òðîïè÷åñêèìè ïîëóêîëüöàìè â çíàê ïðèçíàíèÿ çàñëóã Èìðå Ñè-
ìîíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ áðàçèëüñêîé øêîëû [118]. Â ðàáîòàõ Ãîíäðàíà è
Ìèíó [67, 68] ñòðîèòñÿ îáîáùåíèå òåîðèé ìèíèìàêñíûõ àëãåáð è òðîïè÷åñêèõ
ïîëóêîëåö, è îíè èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ áîëåå îáùèõ ñòðóêòóð � èäåì-
ïîòåíòíûõ ïîëóêîëåö è äèîèäîâ. Íå îñòàëèñü â ñòîðîíå è áóëåâû ïîëóêîëüöà
è ñòðóêòóðû íå÷åòêîé ëîãèêè � ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä
íèìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Êèìà è Ðàóøà [84] è íåêîòîðûå äðóãèå. Ïîñòðîåíèå
îáùåé ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè íà÷àëîñü, âåðîÿò-
íî, â 80-å ãîäû XX âåêà, è â ýòîì îòíîøåíèè ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòû Áèñëè
è Ïóëëìàíà [14, 15]. Çàìåòíóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìåòîäîâ ïîëóêîëüöåâîé ëè-
íåéíîé àëãåáðû èãðàåò òåîðèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Â 1979 ãîäó áûëà
îïóáëèêîâàíà ìîíîãðàôèÿ Áåðìàíà è Ïëåììîíñà [16] ïî ýòîé òåìå; äðóãèì çà-
ìåòíûì ñîáûòèåì ñòàë âûõîä â ñâåò â 1993 ãîäó ñòàòüè Êîýíà è Ðîòáëóìà [33],
â êîòîðîé áûëè îïèñàíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íàáëþäàåòñÿ îñîáåí-
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íî áóðíûé ðîñò àêòèâíîñòè èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö [54, 55, 53, 58, 135], ñâÿçàííûé âî ìíîãîì ñ çàäà÷åé íåîòðèöàòåëüíîé
ôàêòîðèçàöèè. Âíèìàíèå ê ýòîé çàäà÷å ïðèâëå÷åíî áëàãîäàðÿ ìíîãî÷èñëåí-
íûì ïðèëîæåíèÿì â àíàëèçå äàííûõ, îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, � îñîáîãî
âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ïóáëèêàöèÿ Ëè è Ñåóíãîì [99] â 1999 ãîäó â æóðíàëå
Nature ñòàòüè îá îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçà-
öèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå âñå áîëåå çíà÷èòåëüíîé ñòàíî-
âèòñÿ ðîëü ìåòîäîâ ïîëóêîëüöåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì íå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è
òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Áîëåå ïîäðîáíî ìû îñòàíîâèìñÿ íà îïèñà-
íèè íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé ýòèõ òåîðèé, íî ïåðåä ýòèì óêàæåì ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ðàçëè÷íûìè ïîëóêîëüöàìè.

Îòìåòèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä
ðàçëè÷íûìè èäåìïîòåíòíûìè ïîëóêîëüöàìè è äèîèäàìè [68]. Ýòè ìåòîäû
íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè äèñêðåòíî-âðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì [67] è èññëåäîâàíèè ïðîáëåì îïòèìèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòìû
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì ([0, 1], min, max) èãðàþò
âàæíóþ ðîëü â ïðîáëåìàõ ñåòåâîé îïòèìèçàöèè; îòìåòèì òàêæå, ÷òî óêà-
çàííîå ïîëóêîëüöî èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â íå÷åòêîé ëîãèêå è òå-
îðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ [62]. Áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîëóêîëåö ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïðè èçó÷åíèè èäåìïîòåíòíîãî àíàëèçà, ðàçäåëà òåîðèè ïîëóêîëåö,
âîçíèêøåãî â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè [102, 107], òåîðèè äèñ-
êðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [94] è íåêîòîðûìè äðóãèìè ïðèëîæåíèÿìè.
Â èäåìïîòåíòíîì àíàëèçå èçó÷àþòñÿ îáîáùåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé êëàñ-
ñè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû, òàêèõ êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ñîáñòâåííûå
âåêòîðû [92]; ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû òàêæå íàõîäÿò
ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèè è òåîðèè âû÷èñëåíèé [88]. Åùå áîëåå øèðîêèé
êëàññ àíòèíåãàòèâíûõ ïîëóêîëåö â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîæå ïîäâåðãàåòñÿ èçó-
÷åíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ïðèëîæåíèÿ-
ìè [126]; çàìåòíûì íàïðàâëåíèåì ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè ñàìîãî îáùåãî
âèäà [51, 142].

×òîáû ðàññêàçàòü î ïðèëîæåíèÿõ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû, íàïî-
ìíèì, ÷òî åå îñíîâíûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, òî åñòü,
ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîïîëíåííîå áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïîëîæè-
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òåëüíûì ýëåìåíòîì∞. Îïåðàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ⊕ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ïàðå ýëåìåíòîâ ìèíèìàëüíûé èç íèõ, à îïåðàöèÿ òðîïè÷åñêîãî óìíî-
æåíèÿ ⊗ � èõ îáû÷íóþ ñóììó. Ïîÿâëåíèå ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè
áûëî îáóñëîâëåíî íå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü ïðèëîæåíèÿìè èõ â òåîðèè îïòè-
ìèçàöèè: òðîïè÷åñêèé ïîäõîä â ýòîé òåîðèè îñíîâàí âî ìíîãîì íà òîì, ÷òî
ìíîãèå âàæíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè â êëàññè-
÷åñêîì ñìûñëå, ïðèíèìàþò ëèíåéíûé âèä, åñëè ôîðìàëèçîâàòü èõ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òðîïè÷åñêîé íîòàöèè. Èíûìè ñëîâàìè, îíè ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì
çàäà÷àì, òàêèì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè âû÷èñëåíèå
ðàíãà äëÿ ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òàêîé ïîäõîä â òåîðèè îïòèìèçàöèè, ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Äàíî ìíîæåñòâî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (1), . . . , (n),
ñâÿçàííûõ æåëåçíîäîðîæíîé ñåòüþ è òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n×n,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòîèìîñòü ïðîåçäà ìåæäó ýòèìè ïóíêòàìè. À èìåííî, ýëå-
ìåíò Aij ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ñòîèìîñòè ïðîåçäà íà ïðÿìîì ïîåçäå îò ñòàí-
öèè (i) äî ñòàíöèè (j), åñëè òàêîé ïîåçä ñóùåñòâóåò, è ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî (òî åñòü,
òðåáóþùåãî íàèìåíüøèõ çàòðàò) ïóòè ìåæäó ñòàíöèÿìè p è q. Åñëè îãðà-
íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàðøðóòîâ, íå òðåáóþùèõ ïåðåñàäîê, òî, êîíå÷íî,
ñòîèìîñòü ìàðøðóòà ìåæäó ýòèìè ñòàíöèÿìè îêàæåòñÿ ðàâíîé Apq. Íî ÷òî
äåëàòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìîå ñîîáùåíèå ìåæäó ñòàíöèÿìè (p) è (q)
îòñóòñòâóåò èëè ñòîèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïóòåøåñòâèÿ íåîïðàâäàííî çà-
âûøåíà? Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïàññàæèð, ñòîëêíóâøåéñÿ ñ òàêîé ïðî-
áëåìîé, ñîñòàâèò ñëîæíûé ìàðøðóò, ñîäåðæàùèé ïåðåñàäêó â ñòàíöèè (t),
è â ýòîì ñëó÷àå îáùàÿ ñòîèìîñòü åãî ïóòåøåñòâèÿ ñîñòàâèò Apt + Atq. Ïî-
ñêîëüêó èíòåðåñ ïàññàæèðà ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà, ñòàíöèÿ (t) áó-
äåò âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå Apt+Atq. Òàêèì
îáðàçîì, ñòîèìîñòü ìàðøðóòà ìåæäó ñòàíöèÿìè (p) è (q), ñîäåðæàùåãî îä-
íó ïåðåñàäêó, îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé minn

t=1{Apt + Atq}, èëè æå, â òðîïè÷åñêîé
íîòàöèè,

⊕n
t=1 (Apt ⊗ Atq). Èíûìè ñëîâàìè, ñòîèìîñòü ýòîãî ìàðøðóòà îêà-

çûâàåòñÿ ðàâíûì [A ⊗ A]pq, òî åñòü, ýëåìåíòó, ñòîÿùåìó â p-é ñòðîêå è q-ì
ñòîëáöå ðåçóëüòàòà A⊗2 òðîïè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ñàìó ñåáÿ.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå òîëüêî ïðîÿâëÿþò ñâÿçü çàäà÷ òåîðèè îïòè-
ìèçàöèè è ëèíåéíîé àëãåáðû íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì, íî è óêàçûâàþò
íà âàæíîñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ýòà çàäà÷à âûçûâàåò áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ îãðîìíûé èíòåðåñ â
ïåðåäîâûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, � îòìåòèì òîëüêî âûøåä-
øèå çà ïîñëåäíèå òðè ãîäà ðàáîòû [29, 30, 72] è îïóáëèêîâàííóþ â æóðíàëå
Journal of the ACM ñòàòüþ Öâèêà [143]. Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â
ýòîé îáëàñòè, îòìåòèì àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé â ðàáîòå [72] è ïîçâîëÿþùèé
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îñóùåñòâëÿòü òðîïè÷åñêîå óìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n çà âðåìÿ
O(n3 log log n/ log2 n), òîãäà êàê íàèâíûé àëãîðèòì äëÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ
òðåáóåò O(n3) âðåìåííûõ ðåñóðñîâ.

Îòìåòèì åùå îäíî ïðèëîæåíèå òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû ê òåîðèè
äèñêðåòíî-âðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîèëëþñòðèðîâàâ åãî íà òîì
æå ïðèìåðå æåëåçíîäîðîæíîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàñ èíòåðåñó-
åò ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ, ïðè÷åì çàäàííàÿ òðîïè÷åñêàÿ
ìàòðèöà B ðàçìåðà n×n õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ ìåæäó ñòàí-
öèÿìè. À èìåííî, ýëåìåíò Bij ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì âðåìåíè äâèæåíèÿ ïîåçäà
îò ñòàíöèè (i) äî ñòàíöèè (j) (è ðàâíûì ∞, åñëè ïðÿìîå ñîîáùåíèå ìåæ-
äó ýòèìè ñòàíöèÿìè îòñóòñòâóåò). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî ïîåçäîâ â
ñåòè ðàâíî ÷èñëó ïàð ñòàíöèé, ìåæäó êîòîðûìè óñòàíîâëåíî ïðÿìîå ñîîá-
ùåíèå; òðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû ñîñòàâëåííîå ðàñïèñàíèå áûëî óäîáíûì äëÿ
ïàññàæèðîâ, òî åñòü, ÷òîáû îò êàæäîé ñòàíöèè âñå ïîåçäà îòïðàâëÿëèñü îä-
íîâðåìåííî è ñ îäèíàêîâûìè (íàñòîëüêî ìàëûìè, íàñêîëüêî âîçìîæíî) ïå-
ðåðûâàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ïåðåðûâû îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ
âñåõ ñòàíöèé [74] è ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê òðîïè÷åñêîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå ìàòðèöû B. Ìíîæåñòâåííûå ïóáëèêàöèè ïîñëåäíåãî âðåìåíè íà ýòó òåìó
òàêæå ïîêàçûâàþò âàæíóþ ðîëü ñïåêòðàëüíîé òåîðèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â
èçó÷åíèè äèñêðåòíî-âðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [26, 32, 42]. Â ñâÿçè ñ
ïðèëîæåíèÿìè â òåîðèè îïòèìèçàöèè âûçûâàåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ýêñòðå-
ìàëüíûõ ñâîéñòâ òðîïè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê ïîêàçûâàåò, íàïðè-
ìåð, íåäàâíÿÿ ðàáîòà Êðèâóëèíà [95]. Ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè òàêæå
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ ñèñòåì ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ [5, 60, 91].

Òðîïè÷åñêèé ïîäõîä ê àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè îñíîâàí íà ïîíèìàíèè
òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà êàê îáðàçà ïîëÿ ñ âåùåñòâåííûì íåàðõèìåäîâûì
íîðìèðîâàíèåì [45]. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ val ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ñî çíà-
÷åíèÿìè èç òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà çàäàåò òàêîå íîðìèðîâàíèå, åñëè îíà
ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà íåíóëåâûõ ýëåìåíòàõ ïîëÿ è òîëüêî íà
íèõ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì val(xy) = val(x) + val(y) è val(x + y) >
min{val(x), val(y)} äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x è y ïîëÿ F . Íåïîñðåäñòâåííûå ïðè-
ìåðû ïîëåé ñ íåàðõèìåäîâûìè íîðìèðîâàíèÿìè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïî-
ìîùüþ êîíñòðóêöèè êîëåö Ìàëüöåâà�Íåéìàíà, èññëåäîâàíèå êîòîðîé áûëî
ïðîâåäåíî â ðàáîòå [119]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè íàä ïîëåì F ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ââåñòè òðîïè÷åñêèå àíàëîãè ïîíÿòèé
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîâåðõíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ, ñòàíäàðòíîãî áàçèñà è
çàëîæèòü îñíîâû òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [123], íî è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèé â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ïðèâåëî
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ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ âàæíûõ ïðîáëåì â ýòîé îáëàñòè [35, 109].
Îïèøåì åùå îäíî ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû, îïÿòü òàêè ñâÿ-

çàííîå ñ ïîíÿòèåì òðîïè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ñíîâà ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (1), . . . , (n) è çàäàííóþ ìàòðèöåé A ìåòðè-
êó íà ýòîì ìíîæåñòâå. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè �
çàäà÷à êîììèâîÿæåðà � òðåáóåò íàéòè îïòèìàëüíûé ïóòü, âûõîäÿùèé è çà-
êàí÷èâàþùèéñÿ â îäíîì èç ýòèõ ãîðîäîâ è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäûé èç
íèõ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç øèðîêî
èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ NP-òðóäíûõ çàäà÷, òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, ïîêà íå ðàç-
ðàáîòàíî íè îäíîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,
÷òî êðîìå íàñåëåííûõ ïóíêòîâ òàêæå èìåþòñÿ íåñêîëüêî ñêëàäîâ [1], . . . , [k],
è îáîçíà÷èì ñòîèìîñòü ïóòåøåñòâèÿ îò ãîðîäà (i) äî ñêëàäà [t] ÷åðåç Bit, à
ïóòåøåñòâèÿ îò ñêëàäà [t] äî ãîðîäà (j) � ÷åðåç Ctj. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîè-
ìîñòü ïóòåøåñòâèÿ èç ãîðîäà (i) â ãîðîä (j) ñ ïîñåùåíèåì ñêëàäà [t] áóäåò
ðàâíà Bit + Ctj. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä òåì, êàê âîéòè â êàæäûé íîâûé
ãîðîä, êîììèâîÿæåðó äåéñòâèòåëüíî òðåáóåòñÿ ïîñåòèòü îäèí èç ñêëàäîâ äëÿ
îáíîâëåíèÿ àññîðòèìåíòà òîâàðà; ñôîðìóëèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé êîììèâîÿæåðà ñî ñêëàäàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü îï-
òèìàëüíîãî ïóòè èç ãîðîäà (i) â ãîðîä (j) îêàæåòñÿ ðàâíîé minn

t=1{Bit+Ctj}, è
ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ìàòðèöà A â íîâîé çàäà÷å ðàâíà òðîïè÷åñêî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö B⊗C. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
ñ k ñêëàäàìè ñóùåñòâóþò [8] áûñòðûå (òî åñòü, ïîëèíîìèàëüíûå ïî âðåìåíè)
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ k, è ýòîò ôàêò îáóñëîâëèâàåò
èíòåðåñ ê çàäà÷å òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. À èìåííî, çàäà÷à ïî-
èñêà ìàòðèö B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, òðîïè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå B⊗C êîòîðûõ
ðàâíî çàäàííîé ìàòðèöå A, îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [7, 28, 45, 44, 76], è áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé çàäà÷åé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, òî
åñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A, B è C â åå ôîðìóëèðîâêå íå ÿâëÿþòñÿ
îáÿçàòåëüíî òðîïè÷åñêèìè è ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà.
Ìèíèìàëüíîå k, ïðè êîòîðîì íàéäóòñÿ ìàòðèöà B ðàçìåðà m×k è ìàòðèöà C
ðàçìåðà k×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B⊗C äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû
A, íàçîâåì ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì ìàòðèöû A. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó áà-
çîâîãî ðåçóëüòàòà êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû îáû÷íûé ðàíã ìàòðèöû A
íàä ïîëåì ðàâåí åå ôàêòîðèçàöèîííîìó ðàíãó. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôàêòî-
ðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû âû÷èñ-
ëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû íà òðîïè÷åñêèé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôàêòîðèçà-
öèþ ìàòðèö íàä áóëåâûì ïîëóêîëüöîì, òî åñòü, ìíîæåñòâîì {0, 1}, îïåðàöèè
íà êîòîðîì çàäàíû îáû÷íûì îáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ 1 ⊕ 1 = 1.
Ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì
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äëÿ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â òåîðèè ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó äàåò âàæíóþ
íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ, èíäóöèðîâàííûõ
ýòîé ìàòðèöåé [46, 53]. Òàêæå âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòåé äâóäîëüíîãî ãðàôà G ðà-
âåí [57] äâóäîëüíîé ðàçìåðíîñòè ãðàôà G, òî åñòü, ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè
ïîêðûòèÿ G ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ïîäãðàôàìè [10, 71]. Äâóäîëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü ãðàôà â ñâîþ î÷åðåäü íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè ïðîáëåì êîìïüþ-
òåðíîé áåçîïàñíîñòè [128] è çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè [48].

Îñîáîå âíèìàíèå çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ïðèâëåêàåò â ñëó÷àå ìàòðèö íàä
ïîëóêîëüöîì R+ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòà çàäà÷à íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ â
ìíîãî÷èñëåííûõ ðàçäåëàõ íàóêè, òàêèõ êàê àíàëèç äàííûõ, ñòàòèñòèêà, òåî-
ðèÿ ñëîæíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è ìíîãèå äðóãèå [33]. ×òîáû ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü èäåè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö,
ìû ïðèâåäåì ïðèìåð èç îáëàñòè àíàëèçà äàííûõ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîå-
íèÿ àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíîé âûñîêîêà÷åñòâåííîé èí-
ôîðìàöèè èç áàçû òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ, íàïèñàííûõ íà åñòåñòâåííîì ÿçû-
êå. Íà ïåðâîì øàãå ìû âûäåëÿåì ìíîæåñòâî êëþ÷åâûõ ñëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ
â ýòèõ äîêóìåíòàõ è ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó ”òåðìèí-äîêóìåíò”, èíäåêñàìè
ñòðîê êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûå ñëîâà, à èíäåêñàìè ñòîëáöîâ � îòäåëü-
íûå äîêóìåíòû çàäàííîé áàçû; ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû, ñòîÿùèé â ñòðîêå ñ
èíäåêñîì i è ñòîëáöå ñ èíäåêñîì j, çàäàäèì êàê ÷àñòîòó âñòðå÷àíèÿ òåðìèíà
i â äîêóìåíòå j. Ìàòðèöà ”òåðìèí-äîêóìåíò” ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, è
îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö B
è C, ïðè÷åì ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå ÷èñëà åå ñòðîê, òî åñòü, ÷èñëà êëþ÷åâûõ ñëîâ. Óêàçàííûå ìàòðèöû B
è C íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöåé ”òåðìèí-ïðèçíàê” è ìàòðèöåé
”ïðèçíàê-äîêóìåíò” è ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ïîëó÷àòü ïîëåç-
íóþ èíôîðìàöèþ, óäîáíóþ äëÿ õðàíåíèÿ è äàëüíåéøåé îáðàáîòêè. Â ÷àñò-
íîñòè, ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ ìîæåò áûòü òåïåðü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ìàòðè-
öû ”òåðìèí-ïðèçíàê”, è â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ”ïðèçíàê-äîêóìåíò” áóäåò
îïèñûâàòü êëàñòåðû äàííûõ èñõîäíîé áàçû, òî åñòü íàáîðû áëèçêèõ ïî ñî-
äåðæàíèþ äîêóìåíòîâ ýòîé áàçû. Íà ñõîäíîé èäåå îñíîâàíû è äðóãèå ìíî-
ãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö, â òîì ÷èñëå ìåòîäû
ðàñïîçíàâàíèÿ ðå÷è [125], îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé [99], ðåøåíèÿ çàäà÷ àíà-
ëèòè÷åñêîé õèìèè [113], èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãèè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé [106]
è ìíîãèå äðóãèå. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò è íåêîòîðûå äðóãèå èäåè èñïîëü-
çîâàíèÿ ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ,
â ÷àñòíîñòè, â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [141], äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè [53],
ñòàòèñòèêå [33] è äðóãèõ ðàçäåëàõ íàóêè.
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Öåëü ðàáîòû
Ðàçâèòèå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè íàä ïîëóêîëüöàìè; ðàçðàáîòêà ìå-
òîäîâ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö è ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðè-
àíòîâ ìàòðèö; ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåì ëè-
íåéíîé àëãåáðû, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè, òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè, òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ïîëóêîëåö.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

• Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö è ïîëóãðóïï ìàòðèö
íàä íèìè, áëàãîäàðÿ êîòîðûì áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� ðåøåíà ïðîáëåìà Óàéëäèíãà, Äæîíñîí è Êàìáèòåñà [140] î êîëüöàõ,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íî ïîðî-
æäåííûõ ïîäìîäóëåé íà ñâîáîäíûé ìîäóëü;

� ðåøåíà ïðîáëåìà Òàí [132] î ìîùíîñòè áàçèñà ñâîáîäíîãî ïîëóìîäóëÿ;
� äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà, íå áîëü-
øåãî n!, ÷òî äîêàçûâàåò ãèïîòåçó, ñôîðìóëèðîâàííóþ â ðàáîòå [80];

� ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëóãðóïï, ðàíãîâûå ôóíêöèè
íà êîòîðûõ ìîíîòîííû îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâ Ãðèíà; â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíà ìîíîòîííîñòü ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

• Ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëó-
êîëüöàìè ñ âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ÷òî ïîçâî-
ëèëî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î ðàíãîâûõ ôóíêöèÿõ ìàòðèö:

� ðàçðàáîòàòü ìåòîä øàáëîíîâ, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè êîìáèíàòîð-
íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ìåòîäàìè áóëåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû; êàê ñëåä-
ñòâèå ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åí áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è òåì ñàìûì
äàíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à, ñôîðìóëèðîâàííîé â [25];

� â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà øàáëîíîâ ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ,
çàäàííûé â 2005 ãîäó Äåâåëèíîì, Ñàíòîñîì è Øòóðìôåëüñîì [45]:
ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà íå äîïóñ-
êàþò õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà,
èíäóöèðóåìîãî òðîïè÷åñêîé ìàòðèöåé;
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� ðàçðàáîòàòü ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàíãî-
âûõ ôóíêöèé áóëåâûõ è òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö; äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷è
âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè: òðîïè÷å-
ñêîãî ðàíãà (ýòî äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à, ñôîðìóëèðîâàí-
íîé â 1994 ãîäó â ñòàòüå [22]), äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà (ýòî äàåò ðåøå-
íèå ïðîáëåìû, êîòîðàÿ áûëà ïîñòàâëåíà â 1996 ãîäó Äå Øóòòåðîì [42]
è â 1997 ãîäó Ãîáåðîì [60] è òàêæå îñòàâàëàñü îòêðûòîé) è èçîëÿ-
öèîííîãî ÷èñëà ìàòðèöû (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ñîäåðæàíèåì ãèïîòåçû
Ôðèçåí è Òàéñà, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòå [58]);

� äîêàçàòü ãèïîòåçó î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî ðàíãîâ âåùå-
ñòâåííûõ ìàòðèö, ñôîðìóëèðîâàííóþ Ëè è ñîàâòîðàìè â ðàáîòå [100];

� ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôàêòîðèçàöèè áó-
ëåâûõ ìàòðèö â òåðìèíàõ ÷èñëà íóëåâûõ ýëåìåíòîâ; êàê ïðèëîæåíèå
ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíà îöåíêà ðàçìåðà ìàòðèöû ïîëíîãî ôàêòî-
ðèçàöèîííîãî ðàíãà â òåðìèíàõ äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé.

• Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà èíâàðèàíòîâ òðîïè÷åñêîé
ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷òî ïîçâîëèëî àâòîðó äèññåðòàöèè ïîëó÷èòü ñëåäóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû èç îáëàñòè òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè:

� ðåøèòü ïðîáëåìó î òðîïè÷åñêîì áàçèñå èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìèíî-
ðàìè ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû ïåðåìåííûõ; ýòà ïðîáëåìà
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ×àí, Éåíñåíîì è Ðóáåè â ðàáîòå [31];

� ïîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû íå äîïóñêà-
åò õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî ãðàôà ðàçëè÷èé ýòîé
ìàòðèöû; ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ðåøèòü ïðîáëåìó Êàðòðàéòà è ×àí,
ñôîðìóëèðîâàííóþ â ðàáîòå [27];

� èññëåäîâàòü âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàò-
ðèö; ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè òðîïè÷åñêîãî è äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà
è ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, åñëè îãðàíè÷å-
íà õîòÿ áû îäíà èç íèõ; ïðèâåäåíû ïðèìåðû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö
ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà ñ ðàçëè÷íûìè òðîïè÷åñêèì ðàíãîì è ðàíãîì
Êàïðàíîâà, à òàêæå ñ ðàçëè÷íûìè ñòðî÷íûì è ñòîëáöîâûì ðàíãàìè
Ãîíäðàíà�Ìèíó; ïîñëåäíèé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äàåò îòâåò íà âîïðîñ
Àêÿí, Ãîáåðà è Ãóòåðìàíà [1].

• Ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîáëåìå ôàêòîðèçàöèè
ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöàìè è åå ïðèëîæåíèÿì:
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� ðåøåíà ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ Áàðâèíêîì â 1996 ãîäó â ñòàòüå [7]:
ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, äîïóñêàþ-
ùèõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðîâ m × k è
k × n, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðè îãðàíè÷åííîì k;

� ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà [45]:
ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè;

� ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Áèñëè è Ëàôôè [12]: ïðèâåäåí ïðè-
ìåð ñåðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ðàíãà òðè, èìåþ-
ùèõ ðîâíî ïî îäíîìó îòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, íå âñå
èç êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðîâ n× k è k × n ïðè ôèêñèðîâàííîì k;

� ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìè-
íàõ åå êëàññè÷åñêîãî ðàíãà; â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà
ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé n-óãîëüíèê äîïóñêàåò îïèñàíèå ñ ïî-
ìîùüþ íå áîëåå, ÷åì 6(n + 1)/7 ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèíåéíîé ïðîåêöèè.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé àëãåáðû è òåî-
ðèè ïîëóêîëåö èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé àëãåáðû, îðèåíòèðîâàí-
íûå íà èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ è ðàçâèòûå àâòîðîì.
Îñîáóþ ðîëü èãðàåò ìåòîä ñâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû
ê ïðîáëåìàì òåîðèè ãðàôîâ, ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì; ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ïî-
ëó÷èòü ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î âçàèìíîì ïîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íûõ
èíâàðèàíòîâ, à òàêæå äîêàçàòü âàæíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî ñëîæíî-
ñòüþ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíâàðèàíòîâ. Ñðåäè íîâûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ
àâòîðîì, òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä øàáëîíîâ, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè
êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ìàòðèö ìåòîäàìè áóëåâîé ëèíåéíîé àëãåáðû; ýòîò
ìåòîä ïîçâîëèë ðåøèòü ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì âçàèìíî-
ãî ïîâåäåíèÿ è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèõ è
ãåîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì è ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãå-
áðû, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè, òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè, òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ïîëóêîëåö.
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Çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ñîèñêàòåëåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðàêòèêè ïîäòâåðæäà-
åòñÿ òåì, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûå â äèññåðòàöèè, èñïîëü-
çóþòñÿ â ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ, ìîíîãðàôèÿõ è íàó÷íûõ ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ñîèñêàòåëÿ áûëè èñïîëüçîâàíû Á. Øòóðìôåëüñîì
ïðè ÷òåíèè êóðñà ïðèêëàäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â Êîðåéñêîì Ñïå-
öèàëèçèðîâàííîì èíñòèòóòå íàóêè è òåõíîëîãèé (KAIST) â 2014 ãîäó; â ó÷åá-
íèêå ïî òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [105] Ä. Ìàêëàãàí è Á. Øòóðìôåëüñà òåîðå-
ìà 1.3.35 èç òåêñòà äèññåðòàöèè óïîìÿíóòà êàê ”òåîðåìà Øèòîâà”.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ïåðèîä ñ 2007 ïî 2015 ãîä íåîäíîêðàòíî äî-
êëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé àë-
ãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, íà ñåìèíàðàõ ”Êîëüöà
è ìîäóëè” è ”Òåîðèÿ ìàòðèö” ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.
Òàêæå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• XVII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 12�15 àïðåëÿ 2010 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíûé àëãåáðàè÷åñêèé ñèìïîçèóì, ïîñâÿùåííûé 80-ëåòèþ êà-
ôåäðû âûñøåé àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è
70-ëåòèþ ïðîôåññîðà À. Â. Ìèõàëåâà, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 15�18 íîÿáðÿ 2010
ãîäà;

• XVIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 11�15 àïðåëÿ 2011 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì â ìàòåìàòèêå
è ïðèëîæåíèÿõ ”MMMA-2011”, Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ÐÀÍ, Ìîñêâà, 22�25 èþíÿ 2011 ãîäà;

• íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 14 íîÿáðÿ
2011 ãîäà;

• ñåìèíàð ”Ãîìîëîãè÷åñêèå è ãîìîòîïè÷åñêèå ìåòîäû â ãåîìåòðèè”, ÍÈÓ
ÂØÝ, Ìîñêâà, 29 ôåâðàëÿ 2012;

• XIX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ ”Ëîìîíîñîâ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 9�13 àïðåëÿ 2012 ãîäà;
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• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Communication Complexity, Linear Opti-
mization and Lower Bounds for Nonnegative Ranks of Matrices”, Schloss
Dagstuhl, Âàäåðí, Ãåðìàíèÿ, 17�22 ôåâðàëÿ 2013 ãîäà;

• íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ”, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 15 àïðåëÿ
2013 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Optimization and Algebraic Geometry”, Íà-
öèîíàëüíûé èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Òýäæîí, Êîðåÿ, 16�20 èþíÿ
2014 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”Limitations of convex programming: Lower
bounds on extended formulations and factorization ranks”, Schloss Dagstuhl,
Âàäåðí, Ãåðìàíèÿ, 15�20 ôåâðàëÿ 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ”Large Structures Seminar”, Óíèâåðñè-
òåò Ààëòî, Õåëüñèíêè, Ôèíëÿíäèÿ, 22 èþíÿ 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ”SIAM Conference on Applied Algebraic
Geometry”, Íàöèîíàëüíûé èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Òýäæîí, Êî-
ðåÿ, 3�7 àâãóñòà 2015 ãîäà;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì â ìàòåìàòèêå è
ïðèëîæåíèÿõ ”MMMA-2015”, SkolTech, Ñêîëêîâî, Ìîñêâà, 24�28 àâãóñòà
2015 ãîäà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, âîñüìè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, ñïèñêà
ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îáùèé îáúåì
ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 302 ñòðàíèöû. Îáùèé ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 170
íàèìåíîâàíèé.

Ïóáëèêàöèè
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 27 íàèìåíîâàíèé;
âñå ðàáîòû èç ýòîãî ñïèñêà îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, êîòîðûå ðåêîìåíäî-
âàíû ÂÀÊ ÐÔ è èíäåêñèðóþòñÿ â áàçå öèòèðîâàíèÿ Web of Science. Òåçèñû
äîêëàäîâ â ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà íå âõîäÿò. Ñòàòüÿ [164] íàïèñàíà â ñî-
àâòîðñòâå, è èç íèõ â òåêñò ýòîé ðàáîòû âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû àâòîðà
äèññåðòàöèè.
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Áëàãîäàðíîñòü
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ãóòåðìàíó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè-
÷ó çà ïîìîùü â ðàáîòå. Àâòîð ïðèçíàòåëåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñ-
øåé àëãåáðû çà ñîçäàíèå äîáðîæåëàòåëüíîé òâîð÷åñêîé àòìîñôåðû, ñïîñîá-
ñòâóþùåé íàó÷íîé ðàáîòå.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ïîíÿòèé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äèññåðòàöè-
îííàÿ ðàáîòà. Ìû ïðèâîäèì áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö è èçëàãà-
åì îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîé òåîðèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ, êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ è ðàíã ìàòðèöû, äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå òðàêòîâêè â
ïîëóêîëüöåâîé ëèíåéíîé àëãåáðå; â ñàìîì äåëå, äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè è ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè, à òàêæå ðàçëè÷íûå ðàíãîâûå ôóíêöèè ìàòðèö [1, 45]. Â
ãëàâå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé è èçó÷åíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóêîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî S c îïåðàöèÿìè ⊕ è ⊗,
íàçûâàåìûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè 0 è
1, íàçûâàåìûìè íóëåì è åäèíèöåé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì ìîíîèäîì ïî
ñëîæåíèþ è ïîëóãðóïïîé c åäèíèöåé ïî óìíîæåíèþ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðè÷åì ëþáîé ýëåìåíò x ïîëóêîëüöà S äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 0⊗ x = x⊗ 0 = 0. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî áûâàåò ïîëåç-
íûì ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî áîëåå îáùèå, íî ïîõîæèå íà ïîëóêîëüöà àëãå-
áðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû [136]. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè
óìíîæåíèå â íåì êîììóòàòèâíî, è â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
òàêèå ïîëóêîëüöà.

Â ðàçäåëå 1.1 îáñóæäàþòñÿ êëàññû ïîëóêîëåö, èçó÷åíèþ êîòîðûõ ïîñâÿ-
ùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíò-
íûì ïî ñëîæåíèþ èëè ïðîñòî èäåìïîòåíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà a ∈ S âåðíî ðàâåíñòâî a ⊕ a = a. Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà áûâàåò ïîëåç-
íî ðàññìàòðèâàòü è ïîëóêîëüöà, èäåìïîòåíòíûå ïî óìíîæåíèþ [137]. Ïî-
ëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ ñåëåêòèâíûì, åñëè óñëîâèå a ⊕ b ∈ {a, b} âûïîëíå-
íî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà. Èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî S íàçû-
âàåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S íàé-
äåòñÿ ýëåìåíò c ∈ S, îòëè÷íûé îò íóëÿ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå
(a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) ∈ {a ⊗ c, b ⊗ c}. Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü
èãðàþò ïîëóêîëüöî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë R+ ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëî-
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æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå òàê íàçûâàåìîå òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, òî
åñòü, ìíîæåñòâî R ∪ {∞} ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ìèíèìóìà è ñóììû ÷è-
ñåë. Î÷åíü ïîëåçíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå áèíàðíîå áóëåâî ïîëóêîëüöî,
åãî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ìíîæåñòâî {0, 1}, îïåðàöèè íà êîòîðîì çàäàíû
îáû÷íûì îáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ 1 + 1 = 1.

Â ðàçäåëå 1.2 îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàçìåðíîñòè è ðàíãà ìàòðèöû. Êàê ïîêàçûâàþò ïðè-
âåäåííûå ïðèìåðû, íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïîíÿòèåì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
â ïîëóêîëüöåâîé àëãåáðå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü â ñìûñëå Ãîíäðàíà�
Ìèíó : âåêòîðû a1, . . . , an ∈ Sm íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé λ1, . . . , λn, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, è ìíîæåñòâ I, J ⊂ {1, 2, . . . , n} âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ I ∩ J = ∅, I ∪ J 6= ∅ è

⊕
i∈I λi ⊗ ai =

⊕
j∈J λj ⊗ aj. Ðàíãîì

Ãîíäðàíà�Ìèíó (ñòðî÷íûì) ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ñòðîê.

Ñðåäè äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé, íàõîäÿùèõ ïðèìåíåíèÿ â èññëåäîâàíè-
ÿõ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì, ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ôóíêöèè, îñíîâàííûå íà ïî-
íÿòèè âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈ Sn×n íàçûâàåòñÿ
òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà I ñèììåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû Sn ìíîæåñòâà {1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå

⊕
σ∈I A1,σ(1)⊗ . . .⊗

An,σ(n) =
⊕

τ∈Sn\I A1,τ(1)⊗ b2,τ(2)⊗An,τ(n). Òðîïè÷åñêè âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
íàçûâàåòñÿ òàêæå d-âûðîæäåííîé, åñëè â îïðåäåëåíèè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
I ìîæíî âçÿòü çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Òðîïè÷åñêèì
è äåòåðìèíàíòíûì ðàíãàìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìå-
ðû åå íàèáîëüøèõ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé è d-íåâûðîæäåííîé ïîäìàò-
ðèö. Òàêæå ïðèâåäåì ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû A íàä ïî-
ëóêîëüöîì S: îí ðàâåí íàèìåíüøåìó k, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
B ∈ Sm×k è C ∈ Sk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B ⊗ C = A. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâà êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ôóíêöèé äëÿ ìàòðèö íàä ðàçíûìè ïîëóêîëüöàìè è èõ âçàèìíîå ïîâåäåíèå.

Â ðàçäåëå 1.3 ìû ïðèâîäèì è îáñóæäàåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïîâåðõíîñòè, èäåàëà è ñòàíäàðòíîãî áàçèñà íà òðîïè÷åñêèé ñëó-
÷àé. Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñëåäóÿ ðàáî-
òàì [19, 31, 45], âûáðàíî êîëüöî Ìàëüöåâà�Íåéìàíà íàä ãðóïïîé âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Èíûìè ñëîâàìè, ìû îïðåäåëÿåì ïîëå HF êàê ìíîæåñòâî ôîðìàëü-
íûõ ñóìì âèäà a(t) =

∑
e∈R aet

e, ãäå t � ïåðåìåííàÿ, êîýôôèöèåíòû {ae}
ïðèíàäëåæàò áàçîâîìó ïîëþ F, à íîñèòåëü E(a) = {e ∈ R : ae 6= 0} ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà R. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîé
ñóììû a ∈ HF íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè åå ãëàâíîãî ÷ëåíà, òî åñòü,
deg a = min E(a); ñòåïåíü íóëåâîé ñóììû èç HF ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé∞. Â êðàò-
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êîì èçëîæåíèè ñîäåðæàíèÿ ãëàâû 1 ìû íå áóäåì äàâàòü ïîëíûõ îïðåäåëåíèé
ïîíÿòèé òðîïè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è òðîïè÷åñêîãî áàçèñà; ìû îñòàíîâèì-
ñÿ íà îïðåäåëåíèè ðàíãîâîé ôóíêöèè, âîçíèêàþùåé â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè. Ðàíãîì Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû B
îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ðàíãîâ ìàòðèö A
íàä ïîëåì F, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ B = deg A.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ îñíîâíûõ îáúåêòîâ ëèíåéíîé
àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå. Ìû èëëþñòðèðóåì îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè, ââåäåííûå â ïåðâîé ãëàâå,
è ïðèìåíÿåì ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ðàçìåðíîñòè è ðàíãà ê èçó÷å-
íèþ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîëóêîëåö. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ñòîëü æå áîãàòîãî
îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö, êàê òî, êîòîðîå èçâåñòíî äëÿ êîëåö, íîâàÿ èí-
òåðåñíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî
íà òî÷êå çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ
îïèñàòü êëàññû ïîëóêîëåö, óäîâëåòâîðÿþùèå òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì, õà-
ðàêòåðèçóþùèì ëèíåéíóþ àëãåáðó íàä íèìè, è èçó÷åíèå ýòèõ íîâûõ êëàññîâ
ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè [169].

Â ðàçäåëå 2.1 èññëåäóþòñÿ áàçèñû è ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïîëóìîäóëåé.
Â ïåðâîé ÷àñòè ðàçäåëà äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà î ìîùíîñòè áàçèñà ñâîáîäíîãî
ïîëóìîäóëÿ, ïîñòàâëåííàÿ Òàí â ðàáîòå [132]. Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
åñëè íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü áàçèñà êîììóòàòèâíîãî ïîëóêîëüöà R, ðàññìàòðè-
âàåìîãî êàê ìîäóëü íàä ñîáîé, êîíå÷íà è ðàâíà q, òî äëÿ áàçèñîâ ïîëóìîäóëÿ
Rn âîçìîæíû ìîùíîñòè n, n + 1, . . . , qn è òîëüêî îíè.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàçäåëà 2.1 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû Âàéëäèí-
ãà, Äæîíñîí è Êàìáèòåñà î ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûõ êîëüöàõ. Êîëüöî
R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîïîðîæäåííîãî ëåâîãî ïîäìîäóëÿ M ⊂ Rn è ëþáîé R-ëèíåéíîé ôóíêöèè
ϕ : M → R íàéäåòñÿ R-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ψ : Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ϕ(x) = ψ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Â ðàáîòå [140] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ëþáîå ñàìîèíúåêòèâíîå êîëüöî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì,
è áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òîì, âåðíî ëè îáðàòíîå. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçû-
âàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è îí äàåòñÿ â ðàçäåëå 2.1. Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî
ãðóïïîâîå êîëüöî R[G] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà è ãðóïïà
G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Â ðàçäåëå 2.2 îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íàä ðàçëè÷íû-
ìè ïîëóêîëüöàìè. Ýòà çàäà÷à âîñõîäèò ê áàçîâîìó ðåçóëüòàòó êëàññè÷åñêîé
ëèíåéíîé àëãåáðû: ðàíã ìàòðèöû A ñ ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ ðàâåí
íàèìåíüøåìó ÷èñëó k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ ìàòðèöà B ðàçìåðà m × k
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è ìàòðèöà C ðàçìåðà k × n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = BC. Öåëüþ
ðàçäåëà 2.1 ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîëóêîëåö, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûìè âåðíà
àíàëîãè÷íàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè. Êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ àë-
ãåáðà îáû÷íî èñõîäèò èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà êàê íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íàáîðà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû, äëÿ ìàòðèö æå íàä ïîëóêîëüöàìè ñó-
ùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè. Ýòè ïîäõîäû áûëè èçëîæåíû â ïåðâîé ãëàâå, è â ðàçäåëå 2.1
îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîíÿòèþ çàâèñèìîñòè ïî Ãîíäðàíó�Ìèíó, êîòîðîå â
ñèëó ðàññóæäåíèé ïåðâîé ãëàâû ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç íàèáîëåå ïîäõîäÿ-
ùèõ îïðåäåëåíèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóêîëåö. Èíû-
ìè ñëîâàìè, â ðàçäåëå 2.1 èçó÷àþòñÿ ïîëóêîëüöà, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèö íàä êîòîðûìè ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó. Îäíèì èç îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (2.2.9). Ïóñòü ïîëóêîëüöî S òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
A íàä S âåðíî f(A) = GMc(A). Òîãäà S âëîæåíî â íåêîòîðîå ïîëå.

Èòàê, äëÿ ñîâïàäåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàí-
ãà íàä ïîëóêîëüöîì S íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ ýòîãî êîëüöà â
íåêîòîðîå ïîëå. Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîëüöîì, ìû
äîêàçûâàåì ðàâåíñòâî ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó êëàññè÷åñêîìó ðàíãó ìàòðèöû;
âîïðîñ î ðàâåíñòâå ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèö
íàä öåëîñòíûì êîëüöîì S îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëåí ñëåäóþùåìó âîïðîñó: äëÿ
ëþáîé ëè ìàòðèöû A íàä S ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, òî åñòü,
ïðåäñòàâëåíèå âèäà A = BC, ãäå B ∈ Sm×k, C ∈ Sk×n, à ÷åðåç k îáîçíà÷åí
êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíûì äëÿ íåêîòîðûõ öåëîñòíûõ êîëåö S, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé â
òåêñòå äèññåðòàöèè ïðèìåð.

Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäóþòñÿ îáîáùåíèÿ íà ïîëóêîëüöåâîé ñëó÷àé ñëåäóþ-
ùèõ ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàíãà ìàòðèö íàä ïîëåì:

åñëè A⊗B = C, òî GMr(C) 6 min(GMr(A), GMr(B)), (1)

åñëè A⊕B = C, òî GMr(C) 6 GMr(A) + GMr(B), (2)

åñëè (A|B) = C, òî GMr(C) 6 GMr(A) + GMr(B). (3)

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà èññëåäîâàëèñü ðàíåå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàíãîâûõ
ôóíêöèé. Äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà îíè âûïîëíÿþòñÿ íàä ëþáûì ïî-
ëóêîëüöîì: íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìàòðèö áûëè äîêàçàíû â
ðàáîòå [11], à íåðàâåíñòâî äëÿ ìàòðè÷íîãî îáúåäèíåíèÿ � â ðàáîòå [121].

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ äåòåð-
ìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ, íî íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìàêñèìàëüíîãî
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ñëàáîãî ðàíãà ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäó-
åòñÿ âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó, êîòîðîå áûëî
îòêðûòîé ïðîáëåìîé äàæå äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö äî ïóáëèêàöèè àâòîðîì
äèññåðòàöèè ñòàòüè [169]. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (2.3.20). Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæà-
ùåå äåëèòåëåé íóëÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
2) óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
3) óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;
4) ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì.
Òàêæå â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìà 2.3.20 íå ìîæåò áûòü îáîáùå-

íà íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ; ïðèâåäåí ïðèìåð ñåëåêòèâíîãî
ïîëóêîëüöà, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûì óñëîâèÿ (1)�(3) íå âûïîëíÿþòñÿ.

Â ãëàâå 3 îáñóæäàåòñÿ ñòðóêòóðà ïîëóãðóïïû êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèê-
ñèðîâàííîãî ïîðÿäêà íàä çàäàííûì ïîëóêîëüöîì. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå
îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ìàòðèö íàä ïîëåì èëè êîëüöîì ìíîæåñòâî òàêèõ
ìàòðèö íå îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîëüöà, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàòðóäíÿåò
èõ èçó÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñ âûçûâàþò ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ ïîëóãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà ìàòðèö, â òîì ÷èñëå îïèñàíèå
îòíîøåíèé Ãðèíà, ïîäãðóïï, èäåìïîòåíòîâ è íåêîòîðûå äðóãèå [81, 118, 129].
Èçó÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èí-
ôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà ìàòðèö ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëóãðóïï, è ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñòðóêòóðå ïîëóêîëåö, ìàòðèöû
íàä êîòîðûìè óäîâëåòâîðÿþò òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ
ñâÿçàíî ñ ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè ïîëóãðóïï.

Â ðàçäåëå 3.1 ìû èçó÷àåì ñâÿçü îòíîøåíèé Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö
ðàçìåðà n×n íàä ïîëóêîëüöîì è ðàíãîâûõ ôóíêöèé ýòèõ ìàòðèö. Íàïîìíèì,
êàê îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ Ãðèíà R, L è J íà ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïå
S. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ìû ïèøåì a 6R b, åñëè a = b èëè a = bc äëÿ
íåêîòîðîãî c ∈ S, à òàêæå a 6L b, åñëè a = b èëè a = db äëÿ íåêîòîðîãî
d ∈ S. Ìû òàêæå ïèøåì a 6J b, åñëè a 6L b èëè a 6R b, èëè a = s1bs2 äëÿ
íåêîòîðûõ s1, s2 ∈ S. Â ñèëó îïðåäåëåíèé îòíîøåíèÿ R, L è J ðåôëåêñèâ-
íû è òðàíçèòèâíû, òî åñòü, çàäàþò ïðåäïîðÿäêè íà ïîëóãðóïïå S. Íàçîâåì
ôóíêöèþ f íà ïîëóãðóïïå S, ïðèíèìàþùóþ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ìîíî-
òîííîé îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J , åñëè óñëîâèå a 6J b âëå÷åò f(a) 6 f(b).
Ðàíåå ñâÿçü îòíîøåíèé Ãðèíà è ðàíãîâûõ ôóíêöèé èññëåäîâàëàñü â ðàáî-
òå [81], ãäå áûëà äîêàçàíà ìîíîòîííîñòü òðîïè÷åñêîãî, äåòåðìèíàíòíîãî è
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãîâ è ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ
J íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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ôóíêöèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé îòíîñè-
òåëüíî îòíîøåíèé L è J äëÿ ìàòðèö äàëåêî íå íàä âñåìè ïîëóêîëüöàìè, è
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ òàêèõ ïîëóêîëåö.

Òåîðåìà (3.1.2). Ðàññìîòðèì èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî (S,⊕,⊗) è öå-
ëîå ÷èñëî n > 6. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîëóêîëüöî S êâàçèñåëåêòèâíî;
(ii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J íà (Sn×n,⊗);
(iii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ L íà (Sn×n,⊗).
Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿçè îòíîøåíèé Ãðèíà è ôóíê-

öèè ðàíãà Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòå [81], è â
ðàçäåëå 3.1 ìû ïðîâîäèì òàêîå èññëåäîâàíèå. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî åãî ðå-
çóëüòàòà ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (3.1.11). Åñëè áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n+2 ýëå-
ìåíòà, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé
Ãðèíà L, R è J íà ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Åñëè æå
áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò ìåíåå n ýëåìåíòîâ, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà
íå ìîíîòîííà íè îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ýòèõ îòíîøåíèé íà ïîëóãðóïïå
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Òàêèì îáðàçîì, â íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî áàçîâîãî ïîëÿ ìû
äîêàçàëè ìîíîòîííîñòü ðàíãà Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé Ãðèíà. Â
ñëó÷àå êîíå÷íûõ áàçîâûõ ïîëåé äîêàçàíî îòñóòñòâèå ìîíîòîííîñòè ýòîãî ðàí-
ãà äëÿ ìàòðèö äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà.

Â ðàçäåëå 3.2 ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òåîðèè ïîëóãðóïï. Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïî-
òåçû, ñôîðìóëèðîâàííîé Äæîíñîí è Êàìáèòåñîì â ðàáîòå [80]. À èìåííî,
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (3.2.5). Åñëè ãðóïïà G îáëàäàåò òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì òðî-
ïè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n, òî G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîä-
ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n!.

Áîëåå òîãî, â ðàçäåëå 3.2 ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîäãðóïï ïî-
ëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â òåðìèíàõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö. Íàçîâåì
òðîïè÷åñêóþ ìàòðèöó P ìîíîìèàëüíîé, åñëè íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ, äëÿ
êîòîðîé Pij 6= ∞ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà i = σ(j). Â òåêñòå äèññåð-
òàöèè äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (3.2.4). Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè ìîíîìèàëüíûìè
ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n.
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Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.2 ìû óëó÷øàåì ðåçóëüòàò Ä'Àëåññàíäðî è Ïàñêó [3],
óòâåðæäàþùèé, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n êîíå÷íà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà (ñëåäñòâèå 3.2.6). Ïîðÿäîê ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïî-
ëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íå ïðåâîñõîäèò n!.

Â ðàçäåëå 3.3 ìû îáðàùàåìñÿ ê ïðîáëåìå òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå òðî-
ïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, ðàíåå èçó÷àâøåéñÿ Èçõàêÿíîì è Ìàðãîëèñîì â
ñòàòüå [79] è Èçõàêÿíîì â [78]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, óòâåð-
æäàþùàÿ íàëè÷èå òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n
ïðè ëþáîì n, íî áûëè äîêàçàíû òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
À èìåííî, â ðàáîòå [79] â ÿâíîì âèäå ïðèâåäåíî òîæäåñòâî ïîëóãðóïïû òðî-
ïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2, à â ñòàòüå [78] áûëî ïîñòðîåíî òîæäåñòâî äëÿ
âåðõíåòðåóãîëüíûõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè
äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé ïðîáëåìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-
ëÿþò ðàçðåøèòü ïðîáëåìó Èçõàêÿíà è Ìàðãîëèñà î òîæäåñòâå äëÿ ìàòðèö
ïîðÿäêà òðè, êîòîðàÿ îñòàâàëàñü îòêðûòîé â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà (3.3.13). Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A,B ∈ R3×3 è ïîëîæèì A =
A6B6, B = B6A6; ïîëîæèì òàêæå U(x, y) = x2y4x2x2y2x2y4x2 è V(x, y) =
x2y4x2y2x2x2y4x2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, . . . , w8 íàáîð âñåõ ñëîâ äëèíû 3 è ïî-
ëîæèì Γ(x, y) = w1 . . . w8. Ïîëîæèì

A = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A,B

)
A Γ3 (

A, B
)
,

B = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A, B

)
B Γ3 (

A, B
)
.

Òîãäà U (AA,AB)A = V (AA,AB)A.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàíãîâûõ ôóíêöèé íàä áèíàðíûì áó-
ëåâûì ïîëóêîëüöîì. Â ñèëó âëîæåíèÿ áèíàðíîãî ïîëóêîëüöà â òðîïè÷åñêîå
ïîëóêîëüöî èçó÷åíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Â ñàìîì äåëå, ïîíÿòèå
òðîïè÷åñêîãî ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì â ðàçëè÷íûõ çà-
äà÷àõ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [45]. Ôóíêöèÿ äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà êàê òðî-
ïè÷åñêèõ, òàê è áóëåâûõ ìàòðèö îêàçûâàåòñÿ èíòåðåñíîé â ñâÿçè ñ ïðèëî-
æåíèÿìè â îáëàñòè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [21, 42, 60]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìíîãèå âàæíûå èíâàðèàíòû áóëåâûõ ìàòðèö íå ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-
íèÿìè ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Òàêîâà, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èçîëÿöè-
îííîãî ÷èñëà ìàòðèöû, âûçûâàþùàÿ èíòåðåñ â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ,
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ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [53], ñëîæíîñòè èíôîð-
ìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ [46] è íåêîòîðûìè èíûìè.

Â ðàçäåëå 4.1 ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå ñëîæíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ ìàòðèö. Èññëåäîâàíèå ýòîé ñëîæíîñòè áûëî,
â ÷àñòíîñòè, ìîòèâèðîâàíî âîïðîñîì Áóòêîâè÷à [22] î òîì, ìîæåò ëè òðî-
ïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû áûòü íàéäåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî,
âûçûâàë èíòåðåñ òàêæå âîïðîñ Äå Øóòòåðà [42] î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà, êîòîðûé áûë òàêæå óïîìÿíóò â ðàáîòàõ [21] è [60] è
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Íàêîíåö, áûëà îòêðûòîé ïðîáëåìîé íåäàâíÿÿ ãèïîòåçà
Ôðèçåí è Òàéñà [58] î âû÷èñëåíèè èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 4.1 ïîëó÷åí îòâåò íà óêàçàííûå âîïðîñû è äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è
âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ è èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà
áóëåâîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé
ðåçóëüòàò, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå íîâîãî äëÿ íàøåé ðàáîòû ïîíÿòèÿ. Ýëåìåí-
òû (i1, j1), . . . , (in, jn) áóëåâîé ìàòðèöû B íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûì ìíî-
æåñòâîì, åñëè óñëîâèå Bis,jt

= Bit,js
= 1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà t = s. Èçîëÿöèîííûì ÷èñëîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîù-
íîñòü åå èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà (4.1.3). Äàíû áóëåâà ìàòðèöà A è öåëîå ÷èñëî k. Çàäà÷à ðàñïî-
çíàâàíèÿ òîãî, áîëüøå ëè èçîëÿöèîííîå ÷èñëî (èëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã,
èëè òðîïè÷åñêèé ðàíã) ìàòðèöû A, ÷åì k, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Îòìåòèì òàêæå âàæíîñòü ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö, èçó-
÷åíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåí ðàçäåë 4.2: íåîáõîäèìîñòü åå èçó÷åíèÿ îáóñëîâëåíà
ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðèêå, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è äðóãèõ îá-
ëàñòÿõ íàóêè. À èìåííî, ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè áóëåâîé ìàòðèöû ïðåäî-
ñòàâëÿåò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïîíÿòèÿ äâóäîëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè [57] ãðàôà, ïîñêîëüêó ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ñìåæíî-
ñòåé äâóäîëüíîãî ãðàôà G ðàâåí ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè ïîêðûòèÿ ãðàôà
G ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ïîäãðàôàìè ýòîãî ãðàôà [10, 71]. Äâóäîëüíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò è â
ñâîþ î÷åðåäü íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåì êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè [128] è çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè [48]. Â ðàçäåëå 4.2 ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ôàêòîðèçàöèè
áóëåâûõ ìàòðèö ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî áóëåâûì ðàíãîì (0, 1)-ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ åå ôàêòîðèçàöèîí-
íûé ðàíã íàä áèíàðíûì áóëåâûì ïîëóêîëüöîì.

Òåîðåìà (4.2.10). Åñëè áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m ðàâåí n, òî
íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

√
n

2 − 1 íóëåé.
Â ðàçäåëå 4.2 íàìè òàêæå äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìàëüíîñòü ðå-
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çóëüòàòà ïðèâåäåííîé òåîðåìû.
Òåîðåìà (ñëåäñòâèå 4.2.12). Êàêîâî áû íè áûëî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî n, íàéäåòñÿ (0, 1)-ìàòðèöà áóëåâà ðàíãà n ðàçìåðà n×m, ëþáîé ñòîë-
áåö êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì

√
2n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû ïîëó÷àåì âåðõíþþ
îöåíêó ðàçìåðà ìàòðèöû ïîëíîãî áóëåâà ðàíãà â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêîãî è
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãîâ è èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà (4.2.14). Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ {0, 1}n×m èìååò ïîëíûé áóëåâ
ðàíã. Åñëè äåòåðìèíàíòíûé èëè òðîïè÷åñêèé ðàíãè èëè ÷èñëî èçîëÿöèè
ìàòðèöû A ìåíüøå k, òî min{n,m} < 162k−1.

Ðàçäåë 4.3 ïîñâÿùåí êîìáèíàòîðíîìó àíàëèçó ñâîéñòâ ðàíãîâûõ ôóíê-
öèé, è ìíîãèå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ïîñëåäóþùèõ
ãëàâàõ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû è
ðåøàåòñÿ îäíà èç ïðîáëåì î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî ðàíãîâ âåùå-
ñòâåííûõ ìàòðèö, êîòîðàÿ äî ïóáëèêàöèé àâòîðà äèññåðòàöèè áûëà îòêðû-
òîé. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíè÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî t, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàáîð èç t ëèíèé (òî åñòü, ñòðîê èëè
ñòîëáöîâ), ïîêðûâàþùèé âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Â ðàçäåëå 4.3
ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû, ïîñòàâëåííîé â ðàáîòå [100] è äîêàçàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A èìååò êëàññè÷åñêèé
ðàíã r è ãðàíè÷íûé ðàíã r + 2, òî íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ òàêèìè
æå ðàíãîì è çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó ìàòðèöû A.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî òåì ôóíêöèÿì, êîòîðûå âàæíû äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû: äåòåðìèíàíòíîìó è
òðîïè÷åñêîìó ðàíãàì, ðàíãàì Êàïðàíîâà è Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðèçàöè-
îííîìó ðàíãó. Óêàçàííûå ðàíãîâûå ôóíêöèè âîçíèêàþò èç ðàññìîòðåíèÿ ïðî-
áëåì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [22], àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [47], äèñ-
êðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [60], òåîðèè ðàñïèñàíèé [36], àëãîðèòìîâ êëà-
ñòåðèçàöèè [64] è ðÿäà äðóãèõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ãëàâû âàæåí ìåòîä øàáëîíîâ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, êîòîðûé â öåëîì îïè-
ñàí â ïåðâîì ðàçäåëå è îáîñíîâàíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë ýòîé
ãëàâû. Êîðîòêî, ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå ðàíãîâûå ôóíê-
öèè òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû îêàçûâàþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñòðîê è
ñòîëáöîâ ìàòðèöû íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû) ðàâíûìè ðàíãó íåêîòîðîé áóëåâîé
ìàòðèöû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ èñõîäíîé.

Â ðàçäåëå 5.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå øàáëîíà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû è ïîêà-
çûâàåòñÿ åãî ñâÿçü ñ ïîíÿòèåì ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêî-
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ãî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ñóììîé Ìèíêîâñêîãî
∑k

i=1 Pi

ìíîæåñòâ P1, . . . , Pk ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì âè-
äà x1 + . . . + xk ïðè x1 ∈ P1, . . . , xk ∈ Pk. Ðàññìîòðèì òåïåðü íàáîð
B = (B1, . . . , Bk) âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Rd è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü èõ ñóììû Ìèíêîâñêîãî ðàâíà d. Íàáîð âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ
(B1, . . . , Bk) èç Rd íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé Ìèíêîâñêîãî äëÿ íàáîðà (P1, . . . , Pk),
åñëè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Bi îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàí-
íèêà Pi ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ i, à òàêæå âûïîëíåíû åùå íåñêîëüêî äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé, óêàçàííûõ â òåêñòå äèññåðòàöèè è òàêæå â [45, 124].

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé (d − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆d−1 â ïðîñòðàíñòâå
Rd, òî åñòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà {e1, . . . , ed}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n∆d−1 ñóììó Ìèíêîâñêîãî ∆d−1 + . . . + ∆d−1, â êîòîðîé n ñëàãàåìûõ. Òè-
ïîì âåêòîðà x ∈ Rd îòíîñèòåëüíî ñòîëáöîâ ìàòðèöû V ∈ Rd×n íàçûâàåòñÿ
íàáîð èç d ìíîæåñòâ (S1, . . . , Sd), ãäå ìíîæåñòâà Sj ñîñòàâëåíû èç òåõ èí-
äåêñîâ i ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ θ = j äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ
Vθi−xθ. Ýòîò òèï ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç typeV (x). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ n∆d−1, èíäóöèðîâàííîãî
ìàòðèöåé M ∈ Rd×n, âçÿâ çà îñíîâó ñëåäóþùóþ åãî õàðàêòåðèçàöèþ.

Òåîðåìà (òåîðåìà 5.2 ðàáîòû [45]). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ∈ Rd×n è
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ typeM(x) = S;
(2) cìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-

æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ, èíäóöèðóåìûå òðîïè÷åñêèìè
ìàòðèöàìè, íàõîäÿò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå: â ðàáîòå [45]
áûëà ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ åå
ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ. Â òîé æå ðàáîòå ôîðìóëèðóåòñÿ âîïðîñ îá àíàëîãè÷-
íîé õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà: åñ-
ëè äâå òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ
ñóììû ñèìïëåêñîâ, îáÿçàòåëüíî ëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå ôàêòîðèçàöèîí-
íûå ðàíãè è ðàíãè Êàïðàíîâà? Ìû ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ, äîêàçûâàÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ïðèìåð (ïðåäëîæåíèå 5.1.10, ëåììà 5.1.11). Ïðè ε ∈ (0, 0.5) ìàòðèöû

A =




2 2 3 2 2 0
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0




è B =




2 2 3 2 2 ε
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0




èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ñìåøàííûå ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ 6∆5. Ôàê-
òîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäÿò 4, à íà
ìàòðèöå B ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, íå ìåíüøèå ïÿòè.

Â ðàçäåëå 5.1 òàêæå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå øàáëîíà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû,
îäíî èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé ãëàâû.

Îïðåäåëåíèå (5.1.5). Òðîïè÷åñêèì øàáëîíîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ áó-
ëåâà ìàòðèöà B, îïðåäåëåííàÿ êàê (1) Buv = 1, åñëè Auv = mini{Aiv} < ∞;
(2) Buv = 0, åñëè Auv > mini{Aiv} èëè åñëè Auv = ∞. Òðîïè÷åñêèé øàáëîí
ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(A).

Ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîíÿòèÿ øàáëîíà â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàç-
áèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, èíäóöèðîâàííîãî òðîïè÷åñêîé ìàòðèöåé. Òðîïè-
÷åñêèå ìàòðèöû M è M ′ îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βn, äëÿ êîòîðûõ Mij = M ′

ij + αi + βj ïðè
âñåõ i è j.

Òåîðåìà (5.1.7). Ïóñòü M ∈ Rd×n. Ðàññìîòðèì íàáîð ïîäìíîæåñòâ
S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ìàòðèöà M ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå M ′, ýëåìåíòû øàáëîíà P ′ êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ P ′

ji = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ∈ Si;
(2) ñìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-

æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Òåîðåìà 5.1.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñìåøàííîå ðàçáèåíèå, èíäóöèðîâàííîå ìàò-
ðèöåé M , îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ìàò-
ðèö èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè M , è íàîáîðîò, ìíîæåñòâî òàêèõ òðîïè÷åñêèõ
øàáëîíîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñìåøàííîå ðàçáèåíèå.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ãëàâû ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòîâ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Â
ðàçäåëå 5.2 ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçàöèè ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó; ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà (5.2.13). Ñòðî÷íûé ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû
A ðàâåí íàèáîëüøåìó ñòðî÷íîìó ðàíãó Ãîíäðàíà�Ìèíó ñðåäè øàáëîíîâ âñåõ
ìàòðèö, ýêâèâàëåíòíûõ A.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà 5.2.13 â ñèëó ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû (5.1.7)
ãàðàíòèðóåò õàðàêòåðèçàöèþ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû â òåðìèíàõ ñìå-
øàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, è â ýòîì ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîÿâ-
ëÿåò îòëè÷èå îò ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà.

Ðàçäåë 5.3 ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ïðèëîæåíèé ìåòîäà òðîïè÷åñêèõ øà-
áëîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó
è äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé. Ðàíåå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü
äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà [1, 45], è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçàöè-
îííûé ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, äàæå
åñëè òðîïè÷åñêèé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó îãðàíè÷åíû. Ñëó÷àé ðàíãà Êà-
ïðàíîâà è òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [86], áûëî ïîêàçàíî,
÷òî è ðàíã Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëü-
øèì, äàæå åñëè èõ òðîïè÷åñêèé ðàíã îãðàíè÷åí. Ìû äîêàæåì, ÷òî íè ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó, íè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö íå ìîãóò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, åñëè îãðàíè÷åí òðîïè÷åñêèé ðàíã.

Òåîðåìà (5.3.4 è 5.3.6). Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà trop(A) >

√
GMr(A) è trop(A) > d(A)+2

3 , ãäå ÷åðåç trop(A),
d(A) è GMr(A) îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, òðîïè÷åñêèé è äåòåðìè-
íàíòíûé ðàíãè è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû A.

Åùå îäíî èç ñâîèõ ïðèëîæåíèé ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ íàõîäèò ïðè
èçó÷åíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö. Âîïðîñàì èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè ïîñâÿùåíà ïðîáëåìà,
ïîñòàâëåííàÿ Áóòêîâè÷åì â 2008 ãîäó â ñòàòüå [24]: äàíû k òðîïè÷åñêèõ âåê-
òîðîâ, ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
ëèíåéíîé GM-çàâèñèìîñòè ýòèõ âåêòîðîâ? Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîãî
ðåçóëüòàòà 1984 ãîäà (òåîðåìû 1.2 ðàáîòû [87]) óêàçàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà
äàæå äëÿ 0-1 ìàòðèö, åñëè ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäíûõ äàííûõ. Ïðîáëå-
ìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, îäíàêî, îñòàâàëàñü îòêðûòîé
â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèÿ ÷èñëà k è áûëà âíîâü ñôîðìóëèðî-
âàíà â ìîíîãðàôèè [25]; åå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî àâòîðîì
äèññåðòàöèè â ðàáîòå [164] è èçëîæåíî â ïîäðàçäåëå 5.3.

Òåîðåìà (5.3.10). Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà GMr(A) < k ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàç-
ìåðó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âðåìÿ.

Íàêîíåö, ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëü-
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íûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèö îãðàíè-
÷åííîãî òðîïè÷åñêîãî ðàíãà.

Òåîðåìà (5.3.11). Ïóñòü t � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à
âû÷èñëåíèÿ GM-ðàíãà ìàòðèöû òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, íå áîëüøåãî t, ðåøà-
åòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â ãëàâå 6 ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìó
èç îáëàñòè òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìóëè-
ðîâàíà â ñòàòüå [31] è èíòåðåñ â ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñâÿçàí ñ ðàáîòàìè [45]
è [47]. Òåîðèÿ îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû è èñ-
ïîëüçóåò ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìåòîä øàáëîíîâ, à òàêæå íîâûå
ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà òðîïè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ. ×òîáû ñôîðìó-
ëèðîâàòü ïðîáëåìû, êîòîðûì ïîñâÿùåíà ãëàâà 6, è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëà-
âû, ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Òðîïè÷åñêèì ïîëèíîìîì áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà F (ξ1, . . . , ξn) =
minh=(h1,...,hn)∈A {ch + h1ξ1 + . . . + hnξn} , ãäå ch ∈ R, à A � êîíå÷íîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (Z+)n. Òðîïè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
deg f , åñëè ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) =

∑
h=(h1,...,hn)∈ACh · xh1

1 · . . . · xhn
n íàä ïî-

ëåì HC óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ch 6= 0 è ch = deg Ch ïðè âñÿêîì h ∈ A.
Àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I ⊂ HC[x1, . . . , xn], íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî V (I) = {(u1, . . . , un) ∈ (H∗

C)
n | ∀f ∈ I f(u1, . . . , un) = 0} .

Òðîïè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I, íàçûâàåòñÿ îá-
ðàç ìíîæåñòâà V (I) ïðè îòîáðàæåíèè deg, òî åñòü, deg V (I) =
{(deg u1, . . . , deg un) ∈ Rn | (u1, . . . , un) ∈ V (I)} . Òðîïè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé òðîïè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó F , íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì â âûðàæåíèè äëÿ ýòî-
ãî ìíîãî÷ëåíà äîñòèãàåòñÿ êàê ìèíèìóì äâà ðàçà. Ïóñòü f ∈ HC[x1, . . . , xn],
J ⊂ HC[x1, . . . , xn]. Òðîïè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíî-
ãî÷ëåíó deg f , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (f); ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå T (J) =⋂

g∈J T (g). Ìíîæåñòâî {f1, . . . , fk} ⊂ I íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì
èäåàëà I, åñëè I = 〈f1, . . . , fk〉 è T (I) = T (f1) ∩ . . . T (fk).

Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ C[x11, . . . , xdn] îò dn ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûå îáðàçóþò ìàòðèöó X = (xij) ðàçìåðà d × n. ×åðåç Hd,n

r îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ìàòðèöû X, òî åñòü ïîëèíîìîâ
âèäà

∑
σ∈Sn

(−1)σxs1,cσ(1)
. . . xsr,cσ(r)

, ãäå â êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(s1, . . . , sr) è (c1, . . . , cr) èíäåêñû âîçðàñòàþò. ×åðåç Jd,n

r ⊂ C[x11, . . . , xdn] îáî-
çíà÷èì èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè ñåìåéñòâà Hd,n

r . Òåïåðü ìû ìîæåì
ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó, ðåøåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà ãëàâà 6: ïðè êàêèõ
d, n è r ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d × n îáðàçóþò
òðîïè÷åñêèé áàçèñ ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà? Èíûìè ñëîâàìè, ïðè êàêèõ d,
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n è r ìíîãî÷ëåíû Hd,n
r ÿâëÿþòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà Jd,n

r ? Â ãëàâå 6
ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (1.3.35). Ðàññìîòðèì öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà d, n è r,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ r 6 min{d, n}. Ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïå-
ðåìåííûõ ðàçìåðà d× n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (1) r 6 3; (2)
r = min{d, n}; (3) r = 4 è min{d, n} 6 6.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå r 6 min{d, n} ôèãóðèðóåò â ïðèâåäåííîé òåîðåìå,
÷òîáû èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé r > min{d, n}. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, è ïîòîìó â ñèëó îïðå-
äåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì ïîðîæäàåìîãî èì íóëåâîãî èäåàëà.

Â ãëàâå 7 èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö è ñâîé-
ñòâà ñâÿçàííîé ñ ýòîé ïðîáëåìîé ôóíêöèè ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Èñ-
ñëåäîâàíèå ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì íà÷àëîñü â
90-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè [6] è ïðîäîëæàëîñü âïîñëåäñòâèè [8]. Ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëî
îòìå÷åíî áóðíûì ðàçâèòèåì ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, è áûëè íàé-
äåíû íîâûå ïðèëîæåíèÿ òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè â ëèíåéíîé àëãåáðå [45] è
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [44]. Îòìåòèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè-
÷åñêîé ìàòðèöû â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ òàêæå íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì
ðàíãîì [7] è ðàíãîì Áàðâèíêà [45]. Òàêæå ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà
ó÷àñòâóåò â ôîðìóëèðîâêàõ ðÿäà ïðîáëåì îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð â òàê íà-
çûâàåìîé çàäà÷å êîììèâîÿæåðà ñî ñêëàäàìè [8]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìîæíî ïîíèìàòü êàê ìèíèìàëüíóþ ñëà-
áóþ ðàçìåðíîñòü ïîëóìîäóëÿ, ñîäåðæàùåãî ñòîëáöû çàäàííîé ìàòðèöû [44].
Èçëîæåííûå â ãëàâå 7 ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà ðàçâèòèè òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ
è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðÿäà îòêðûòûõ ïðîáëåì, âîçíèêøèõ â ñâÿ-
çè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêå,
äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.

Âàæíîé ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ èçó÷åíèåì ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü [6, 44, 45]. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðî-
áëåìà âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ðàçðåøèìà àëãîðèòìè÷åñêè: â
ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå 7.1.1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà ÿçûêå ëîãè-
êè ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîðÿäêîì è ñëîæåíèåì, è
ïîòîìó âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïðèìå-
íåíèåì àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ äëÿ ýòîé òåîðèè [56].

Êðàéíå âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàí-
òîðîâ äåëàåò óïîìÿíóòûé àëãîðèòì íåïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ. Äðóãîé àëãîðèòì áûë ðàçðàáîòàí Äåâåëèíîì â ðàáîòå [44], â êîòîðîé
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áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ òðîïè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîé ðàáîòå
áûëà ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ñ òî÷êè çðåíèÿ òðî-
ïè÷åñêîé ãåîìåòðèè, è ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ðàíãà. Ê ñîæàëåíèþ, íè àëãîðèòì Äåâåëèíà, íè êàêîé-ëèáî äðóãîé
àëãîðèòì, âèäèìî, íå ïîçâîëÿò âû÷èñëÿòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷å-
ñêîé ìàòðèöû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ
ýòîãî ðàíãà îêàçûâàåòñÿ NP-ñëîæíîé äàæå äëÿ òðîïè÷åñêèõ 01-ìàòðèö [45].
Äðóãèìè ñëîâàìè, îáùàÿ ïðîáëåìà òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö �
ñóùåñòâóþò ëè ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
A = B ⊗ C, äëÿ äàííûõ ìàòðèöû A è ÷èñëà k? � îêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ïîìèìî îáùåé ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà áîëüøîé
èíòåðåñ âûçûâàåò ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà.
Ýòîò èíòåðåñ âûçâàí âî ìíîãîì ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-
öèè: íåêîòîðûå âàæíûå ïðîáëåìû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè äîïóñêàþò
áûñòðûå ðåøåíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòðèöû äàííûõ èìåþò îãðàíè÷åííûé
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã [6, 7]. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà äîïóñêàåò
áûñòðîå ðåøåíèå, åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ðàññòîÿíèé îãðàíè-
÷åí íàïåðåä çàäàííûì ÷èñëîì; òàêîé âàðèàíò èìååò íàçâàíèå çàäà÷è êîììè-
âîÿæåðà ñî ñêëàäàìè [8]. Ìàòðèöû îãðàíè÷åííîãî ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò òàêæå è â äðóãèõ âîïðîñàõ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè [6] è òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [45]. Ýòè çàìå÷àíèÿ ïðèâîäÿò íàñ
ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó î òðîïè÷åñêèõ ôàêòîðèçàöèÿõ ìàòðèö.

Ïðîáëåìà (7.1.4). Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó ôàêòî-
ðèçàöèè ìàòðèö çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k?

Â ðàáîòå [6] Áàðâèíîê ïðåäïîëàãàë, ÷òî ïðîáëåìà 7.1.4 äîïóñêàåò ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå è òàêæå óïîìÿíóë ýòó ïðîáëåìó â ðàáîòå [7]. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðèçà-
öèîííîãî ðàíãà ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ [28, 43, 44, 45, 76], íî ïðîáëåìà îñòà-
âàëàñü îòêðûòîé äàæå â ñëó÷àå k = 3 è áûëà ñíîâà ñôîðìóëèðîâàíà â [45].

Ñ ïðîáëåìîé áûñòðîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà ñâÿçàíà ïðîáëåìà õàðàêòåðèçàöèè òàêèõ ìàòðèö â òåðìè-
íàõ ðàíãîâ èõ ïîäìàòðèö, ïîñòàâëåííàÿ â ðàáîòå [45]. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ
òàê: ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî Θ(k), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà k ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ðàçìåðà,
îãðàíè÷åííîãî ÷èñëîì Θ(k)? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k óäàëîñü
íàéòè òàêîå Θ(k). ×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà, ìåíüøåãî k, íàì äîñòàòî÷íî â ýòîì ñëó÷àå ïîñ÷èòàòü ðàíãè
âñåõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà, íå áîëüøåãî Θ(k)× Θ(k). ×èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö,
êàê íåñëîæíî âèäåòü, èìååò ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð ðîñòà ïðè óâåëè÷åíèè
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ðàçìåðà ìàòðèöû, à ðàíã êàæäîé èç òàêèõ ïîäìàòðèö ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí
çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû óâèäåëè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Θ(k) âëåêëî áû ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.4. Ê ñîæàëåíèþ, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû
ðàçäåëà 7.2, òàêîãî çíà÷åíèÿ Θ(k) íå ñóùåñòâóåò ïðè k > 5.

Òåîðåìà (7.2.10). Äëÿ öåëûõ ÷èñåë k > 5 è ν ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k, ñîäåðæàùàÿ áîëåå ν ñòðîê è ñòîëáöîâ, ôàêòî-
ðèçàöèîííûå ðàíãè âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìàòðèö êîòîðîé ìåíüøå k.

Òàêæå ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå õàðàêòåðèçàöèè ìàò-
ðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k.

Òåîðåìà (7.2.4) Åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A
ðàâåí r 6 3, òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà r × r ïîëíîãî
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà r > 3 íàéäåòñÿ ìàò-
ðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà r, âñå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà r × r êîòîðîé
èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå r.

Â ðàçäåëå 7.3 ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è
Øòóðìôåëüñà î õàðàêòåðèçàöèè ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðèçàöèîííî-
ãî ðàíãà â òåðìèíàõ ðàíãîâ èõ ïîäìàòðèö; ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (7.3.32). Ïîëîæèì Θ(1) = 1, Θ(2) = 2, Θ(3) = 3 è Θ(4) = 1539.
Åñëè öåëîå ÷èñëî k íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ, òî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàò-
ðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ôàê-
òîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, è ñîäåðæàùóþ íå áîëåå Θ(k) ñòðîê è
íå áîëåå Θ(k) ñòîëáöîâ. Åñëè k > 5, òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà k ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàçìåðà, âñå ñîáñòâåííûå ïîäìàòðèöû
êîòîðûõ èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå k.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû (7.3.32) ïîëó÷åíî ðåøåíèå åùå îäíîé ïðîáëåìû
Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà � âîïðîñà î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè.

Òåîðåìà (7.3.31). Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðè.

Ðàçäåë 7.4 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ïðîáëåìû 7.1.4. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 7,
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, äàæå åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû ñîñòîÿò èç öåëûõ
÷èñåë. Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à (7.4.1). k-ôàêòîðèçàöèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö (k-ÔÒÌ).
Äàíà òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ Zm×n.
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Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B ⊗ C = A?

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 7.4 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû
çàäà÷è k-ÔÒÌ ïðè âñåõ k > 7. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò, íàì òðåáóåò-
ñÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è k-ÔÒÌ ê êàêîé-ëèáî çàäà÷å,
NP-ïîëíîòà êîòîðîé èçâåñòíà. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ñâåäåíèÿ, èñïîëüçî-
âàííûé â äîêàçàòåëüñòâå, ìîæåò áûòü êîðîòêî îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà ìû èçó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè, êîòîðûé ìû
íàçâàëè ôàêòîðèçàöèåé ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö. Ýòà íîâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò
â ïîèñêå ìàòðèöû M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò çàäàí-
íîãî ÷èñëà k è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A 6 M 6 B äëÿ çàäàííûõ
ìàòðèö A è B. Çàìåòèì, ÷òî ïðè A = B çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ïðîìåæó-
òî÷íûõ ìàòðèö ðàâíîñèëüíà îáû÷íîé ôàêòîðèçàöèè, è ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ïðîìåæóòî÷íûå ôàêòîðèçàöèè ìîãóò áûòü â ñâîþ î÷åðåäü ñâåäåíû ê îáû÷-
íûì. Êëþ÷åâûì äëÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå êëàññè÷åñêîé
NP-ïîëíîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðàôà ê çàäà÷å ïðîìåæóòî÷íîé ôàêòîðèçà-
öèè; ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì.

Òåîðåìà (7.4.29). Çàäà÷à k-ÔÒÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè âñÿêîì k > 7.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.4.29 äàåò ðåøåíèå óïîìÿíóòîé âûøå ïðîáëå-

ìû 7.1.4, ïîñòàâëåííîé Áàðâèíêîì â 1996 ãîäó [7]. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîç-
âîëÿåò, áîëåå òîãî, äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, òåì ñàìûì ðåøàÿ ïðîáëå-
ìó 3.2 èç ñòàòüè [45] Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà.

Òåîðåìà (7.4.30). Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðè-
öû, òðîïè÷åñêèé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ãëàâà 8 ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ âàæíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé è
áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöà-
òåëüíûõ ìàòðèö. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìàòðèö B ∈
Rm×k

+ è C ∈ Rk×n
+ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A = BC ïðè äàííûõ ìàòðè-

öå A è ÷èñëå k, è íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â àíàëèçå äàííûõ,
ñòàòèñòèêå, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè è ìíîãèõ äðóãèõ îá-
ëàñòÿõ [33].

Ñ çàäà÷åé ôàêòîðèçàöèè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà
ìàòðèöû A ∈ Rm×n

+ , êîòîðûé ðàâåí íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó k, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B ∈ Rm×k

+ è C ∈ Rk×n
+ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

A = BC. Êàê ïîêàçûâàþò ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ [54, 61, 82], îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü âàæíûì âîïðîñ î ïîëó÷åíèè âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëÿ íåîòðèöà-
òåëüíîãî ðàíãà â òåðìèíàõ èíûõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ; îñíîâíûì ðåçóëü-
òàòîì, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 8.1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
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îäíîé èç ïðîáëåì òàêîãî âèäà. À èìåííî, ìû äàåì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ 4.4 èç ðàáîòû Áèñëè è Ëàôôè [12] è äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (8.1.5). Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû A ∈ Rn×n
+

êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, èìåþùèå ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå è ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã.

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ðàçäåëå 8.2, íàõîäÿò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â
òåîðèè ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîãðàííèêîâ, ïîýòîìó ìû íàïîìíèì
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P ⊂ Rn.
Ðàñøèðåíèåì [55, 61] ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ äðóãîé ìíîãîãðàííèê
Q ⊂ Rd, èç êîòîðîãî P ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê îáðàç ïîä äåéñòâèåì ëè-
íåéíîé ïðîåêöèè Rd íà Rn. Ðàñøèðåííûì ïðåäñòàâëåíèåì [61, 82] ìíîãî-
ãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ îïèñàíèå ìíîãîãðàííèêà Q â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ è îïèñàíèå ïðîåêöèè Rd íà Rn, ïåðåâîäÿùåé Q â
P . Ðàçìåðîì [61, 82] ðàñøèðåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ãè-
ïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q. Ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ [61, 82] ìíîãîãðàííèêà
P � íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ ðàçìåðîâ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà, òî åñòü, íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ ÷èñëî íåðàâåíñòâ â îïè-
ñàíèè ìíîãîãðàííèêà Q. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q
çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì [55] â ñðàâíåíèè ñ ÷èñëîì ãèïåð-
ãðàíåé P ; ýòîò ôåíîìåí ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ñëîæíîñòü ïðîáëåì ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âàæíûõ äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé [34, 55, 82].

Íåñìîòðÿ íà ñåðüåçíûå óñèëèÿ, ïðèëàãàåìûå [53, 54, 61, 69] â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ê èçó÷åíèþ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàò-
ðèöû, äî íåäàâíåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
êàêîé-ëèáî íåòðèâèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà â òåðìè-
íàõ êëàññè÷åñêîé ðàíãîâîé ôóíêöèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé è
êëàññè÷åñêèé ðàíãè ìàòðèöû ñîâïàäàþò [33] äðóã ñ äðóãîì, åñëè îäíà èç ýòèõ
ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäèò äâóõ. Òåì íå ìåíåå, íèêàêîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðè-
öàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû ðàçìåðà m×n (êðîìå òðèâèàëüíîé min{m,n}) íå
áûëî èçâåñòíî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû ðàâåí òðåì.

Ïðîáëåìà (8.2.1; ãèïîòåçà 3.2 èç ðàáîòû [12]). Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî
n > 3. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà ðàçìåðà n × n êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè,
íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã êîòîðîé ðàâåí n?

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [141] ãèïîòåçà 8.2.1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâà-
íèþ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà n. Äëÿ
n 6 5 ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [61]. Â
ñòàòüå [69] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, êîîðäèíàòû
âåðøèí êîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, èìååò ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ,
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ðàâíóþ øåñòè, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû 8.2.1 ïðè n = 6. Äëÿ ëþáîãî n > 7 ýòà ïðîáëåìà îñòàâàëàñü îòêðûòîé.

Ëèí è ×ó â ðàáîòå [101] îáúÿâèëè î ïîëó÷åíèè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû 8.2.1 ïðè ëþáîì n, íî âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî èõ ðàññóæäåíèÿ
ñîäåðæàò îøèáêó [61, 75]. Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 áûëî ïî-
ëó÷åíî â ðàáîòå [61] â ÷àñòíîì ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìåòðèêàì, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè íàáîðàìè òî÷åê ïðÿìîé. Ãëóáîêîå èññëåäî-
âàíèå òàêèõ ìàòðèö áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [75], è áûëè ïîëó÷åíû âåðõíèå
îöåíêè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïîäðîáíî-
ìó èññëåäîâàíèþ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîóãîëüíèêîâ áûëà ïîñâÿ-
ùåíà ðàáîòà [55], îäíàêî è îíà îñòàâèëà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè n-óãîëüíèêà
ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ n îòêðûòûì. Àâòîðîì äèññåðòàöèè áûëè ðàçðàáîòà-
íû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà ìàòðèö ïîëíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà,
êîòîðûå ïðèâåëè â èòîãå ê ïîëíîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû 8.2.1.

Òåîðåìà (8.2.17). Åñëè n > 7, òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû ðàíãà
òðè ðàçìåðà m× n âñåãäà ìåíüøå n. Ïðè 3 6 k 6 6 ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
ðàçìåðà k × k êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà k.

Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ
îöåíêó íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîãî ðàíãà, à
òàêæå âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Òåîðåìà (8.2.16 è 8.2.18). Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ëþáîé ìàòðèöû A ∈
Rm×n

+ êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, ðàâíî êàê è ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ëþáîãî
âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, íå ïðåâîñõîäÿò 6(n + 1)/7.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà 8.2.18 ãàðàíòèðóåò îïèñàíèå ëþáîãî âûïóêëî-
ãî n-óãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ 6(n + 1)/7 ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â ðàçäåëå 8.3
èññëåäîâàíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ ïðî-
äîëæàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Â äàííîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö è èçëà-
ãàþòñÿ îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîé òåîðèè. Âî ââåäåíèè
ïîäðîáíî îáñóæäàëèñü ïðèëîæåíèÿ ïîëóêîëåö, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèÿìè
â îáëàñòè ëèíåéíîé àëãåáðû; îêàçûâàåòñÿ æå, ÷òî ïîëóêîëüöà íàõîäÿò ïðè-
ìåíåíèÿ è âíå êîíòåêñòà ïðîáëåì ëèíåéíîé àëãåáðû. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
òåîðèÿ ïîëóêîëåö ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè: ïîëó-
êîëüöà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè õèìèè, â òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ, èíæåíåðíûõ íàóêàõ è äðóãèõ ðàçäåëàõ íàóêè [63]. Ïîíÿòèå ïî-
ëóêîëüöà áûëî âïåðâûå íåïîñðåäñòâåííî ââåäåíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì
Ãàððè Âàíäèâåðîì â ðàáîòå [134], ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ àê-
ñèîìàòèçàöèåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âïîñëåäñòâèè íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò
ïîëóêîëüöà èçó÷àëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ è
â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè òåîðåòè÷åñêèìè è ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè. Ïîäðîáíîå
èçëîæåíèå èñòîðèè òåîðèè ïîëóêîëåö è îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ åå ïðèëîæåíèé
äàíû â ìîíîãðàôèè [63].

×òîáû èçó÷àòü ïîëóêîëüöà ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû, ìû äîëæ-
íû ðàññìîòðåòü îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ðàíãà ìàòðèöû íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö. Îòìåòèì, ÷òî â
êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ìàòðèö íàä ïîëåì èìååòñÿ ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè îñíîâíûõ çàäà÷ ëèíåé-
íîé àëãåáðû è ïðèëîæåíèé è èìååò ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé.
Êîãäà ìû ïåðåõîäèì îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ê ëèíåéíîé àëãåáðå íàä ïî-
ëóêîëüöàìè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíà ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ íå â ñîñòîÿíèè äàòü
äîñòàòî÷íî ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ìàòðèö: â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæå-
íèÿìè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, îáîáùàþ-
ùèå êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå ðàíãà íà ïîëóêîëüöåâîé ñëó÷àé.
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1.1 Ïîëóêîëüöà è ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
Ìû íà÷èíàåì íàøå èçëîæåíèå ñ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ïîëóêîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ìíîæåñòâî S c îïåðàöèÿìè ⊕ è ⊗, íàçûâàåìûìè ñîîò-
âåòñòâåííî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì, åñëè

1) (S,⊕) � àáåëåâ ìîíîèä (íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕ ýëå-
ìåíò áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 0);

2) (S,⊗) � ïîëóãðóïïà (íåéòðàëüíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊗ ýëåìåíò,
åñëè îí åñòü, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1);

3) ñëîæåíèå ñïðàâà è ñëåâà äèñòðèáóòèâíî ïî óìíîæåíèþ;
4) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç S âåðíî, ÷òî x⊗ 0 = 0⊗ x = 0.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå âàæíûå â íàøåé ðàáîòå îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ýòèõ è äðóãèõ ïîíÿòèé òåîðèè
ïîëóêîëåö ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [63].

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïîëóêîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé), åñëè åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà
êîììóòàòèâíà (ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ýëåìåíò a ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ïî
ñëîæåíèþ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà b ∈ S âåðíî, ÷òî a⊕ b = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Åñëè ïîëóêîëüöî íå ñîäåðæèò îáðàòèìûõ ïî ñëîæåíèþ
ýëåìåíòîâ, êðîìå 0, îíî íàçûâàåòñÿ àíòèíåãàòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ýëåìåíò a ïîëóêîëüöà S íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâûì) äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ S,
äëÿ êîòîðîãî a⊗ b = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, b⊗ a = 0).

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ S âåðíî, ÷òî a⊕ a = a.

Êàê è îïðåäåëåííûå âûøå áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîëóêîëåö, ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö è
íàõîäèò ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ [68].

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ñåëåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S âåðíî, ÷òî a⊕ b ∈ {a, b}.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ïîíÿòèå ñåëåêòèâíîãî ïîëóêîëüöà.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.8. [169] Èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ êâàçè-
ñåëåêòèâíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S íàéäåòñÿ òàêîé
ýëåìåíò c ∈ S, îòëè÷íûé îò 0, äëÿ êîòîðîãî (a⊗ c)⊕ (b⊗ c) ∈ {a⊗ c, b⊗ c}.

Â íàøåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîììóòàòèâ-
íûõ ïîëóêîëåö; ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðèâèàëüíîå ïîëóêîëüöî, ñîñòîÿ-
ùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà 0. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâî ”ïîëóêîëüöî” äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîì-
ìóòàòèâíûõ ïîëóêîëåö, ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà. Ñèìâîë
S áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàáîòå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêèõ ïîëóêîëåö.

Êðîìå òîãî, ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì èçëîæå-
íèè: ñèìâîë F èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîëÿ, F∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ F, ÷åðåç Z+ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë, ÷åðåç Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷åðåç
|X| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X, ÷åðåç D> � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê
ìàòðèöå D. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Aij äëÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû A,
íàõîäÿùåãîñÿ â ñòðîêå ñ íîìåðîì i è ñòîëáöå ñ íîìåðîì j, ÷åðåç A[r1, . . . , rp]
áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè
r1, . . . , rp, ÷åðåç A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cq] � ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè ñ
íîìåðàìè c1, . . . , cq ìàòðèöû A[r1, . . . , rp].

1.1.1 Ïðèìåðû ïîëóêîëåö
Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îïðåäåëåíèÿ
ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, à òàêæå ââîäèì â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûå ïîëó-
êîëüöà, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì íåñêîëüêî
óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü äðóã ñ äðóãîì ðàññìàòðèâàåìûå
êëàññû ïîëóêîëåö. Ïåðâîå èç òàêèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèé 1.1.6, 1.1.7 è 1.1.8.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9. [169, çàìå÷àíèå 1.10] Ñåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà êâà-
çèñåëåêòèâíû, êâàçèñåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà èäåìïîòåíòíû.

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ïî-
íÿòèÿ èäåìïîòåíòíîãî è àíòèíåãàòèâíîãî ïîëóêîëåö.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.10. [63] Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî. Òîãäà
S àíòèíåãàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ S è a⊕b = 0. Òîãäà a = a⊕(a⊕b) = (a⊕a)⊕b =
a⊕ b = 0 è b = 0⊕ b = a⊕ b = 0.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàííûõ âêëþ÷åíèé,
âñå ïåðå÷èñëåííûå â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé 1.1.9 è 1.1.10 êëàññû ïîëó-
êîëåö ðàçëè÷íû. Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì ýòîò ôàêò, à ïîêà îñòàíîâèìñÿ
íà íàèáîëåå âàæíûõ äëÿ íàøåé ðàáîòû â öåëîì ïðèìåðàõ ïîëóêîëåö.

Ïðèìåð 1.1.11. [65] Íà ìíîæåñòâå R ∪ {−∞} âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî-
ïîëíåííîì áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì, çà-
äàäèì îïåðàöèè ⊕ è ⊗, ïîëàãàÿ a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b. Ìíîæåñòâî
Rmax = (R ∪ {−∞},⊕,⊗) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ñåëåêòèâíûì ïîëó-
êîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 1.1.1 è 1.1.7.

Ïîëóêîëüöî, çàäàâàåìîå ïðèìåðîì 1.1.11, íàçûâàåòñÿ ìàêñ-àëãåáðîé. Àëü-
òåðíàòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìàêñ-àëãåáðû äàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.1.12. [45, 130] Ìíîæåñòâî R ∪ {+∞} âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî-
ïîëíåííîå áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì, îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (a, b) → min{a, b} è óìíîæåíèÿ (a, b) → a + b ÿâëÿåòñÿ
ïîëóêîëüöîì, èçîìîðôíûì ìàêñ-àëãåáðå Rmax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìûé èçîìîðôèçì çàäàåò îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå
ýëåìåíò r ∈ Rmax â −r ∈ R ∪ {+∞}.

Ïîëóêîëüöî èç ïðèìåðà 1.1.12 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëü-
öîì. Êðîìå êëàññè÷åñêèõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà,
äàâàåìûõ ïðèìåðàìè 1.1.11 è 1.1.12, ïîëåçíûì òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.1.13. Ìíîæåñòâî R+ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (a, b) → min{a, b} è óìíîæåíèÿ (a, b) →
a · b ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì, èçîìîðôíûì ìàêñ-àëãåáðå Rmax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìûé èçîìîðôèçì çàäàåò îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå
ýëåìåíò r ∈ Rmax â 2r ∈ R+.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå îäíî ïîëóêîëüöî, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ âàæ-
íûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòû.

Ïðèìåð 1.1.14. Ìíîæåñòâî B = ({0, 1}, max, ·) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-
íûì ñåëåêòèâíûì ïîëóêîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 1.1.1 è 1.1.7.
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Òåïåðü ìû áóäåì ïðèâîäèòü ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ðàçëè÷èå êëàññîâ
ïîëóêîëåö, óïîìÿíóòûõ â óòâåðæäåíèÿõ 1.1.9 è 1.1.10. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 1.1.9 cåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà êâàçèñåëåêòèâíû. Êàê ïîêàçû-
âàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 1.1.15. [169, ïðèìåð 1.11] Ïóñòü N åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N. Òîãäà ìíîæåñòâî Q = N ∪ {N} îáðàçó-
åò ïîëóêîëüöî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ. Q åñòü êîììóòà-
òèâíîå êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñåëåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé 1.1.1 è 1.1.6 ñëåäóåò, ÷òî Q åñòü êîììóòà-
òèâíîå èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, N ∈ Q åñòü íóëåâîé ýëåìåíò. Ïîñêîëüêó
{1, 2} ∩ {1, 3} = {1}, ïîëóêîëüöî Q íå ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòèâíûì.

Ïóñòü I, J ∈ Q. Åñëè I èëè J ñîâïàäàåò ñ N, òî ÷åðåç K ∈ Q ìû îáî-
çíà÷àåì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Åñëè æå I è J êîíå÷íû, òî ìû
îáîçíà÷àåì K = I ∪ J è ïîëó÷àåì (K∪I)∩(K∪J)∈{K∪I,K∪J}. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1.1.8 ïîëóêîëüöî Q êâàçèñåëåêòèâíî.

Äàëåå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1.9 êâàçèñåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà èäåì-
ïîòåíòíû. Îáðàòíîå îïÿòü æå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, êàê ïîêàçûâàåò ñëå-
äóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.1.16. [169, ïðèìåð 1.12] Ïóñòü N2 � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü 0 = (0, 0). Ïîëîæèì (a1, b1) ⊕
(a2, b2) = (max{a1, a2}, max{b1, b2}), (a1, b1) ⊗ (a2, b2) = (a1a2, b1b2). Òîãäà
(N2∪{0},⊕,⊗) åñòü êîììóòàòèâíîå èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, íå ÿâëÿ-
þùååñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé 1.1.1 è 1.1.6 ñëåäóåò, ÷òî (N2 ∪ {0},⊕,⊗)
åñòü êîììóòàòèâíîå èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî.

Äàëåå, ïîëîæèì a = (1, 3), b = (2, 2). Ïîëîæèì r = (r1, r2) ∈ N2. Ïîëó÷à-
åì, ÷òî a⊗r = (r1, 3r2) è b⊗r = (2r1, 2r2), è òîãäà (a⊗r)⊕(b⊗r) = (2r1, 3r2) /∈
{a⊗ r, b⊗ r}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.8 ïîëóêîëüöî (N2 ∪ {0},⊕,⊗) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì.

Íàêîíåö, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1.10 èäåìïîòåíòíûå ïîëóêîëüöà àíòè-
íåãàòèâíû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ïîëóêîëüöî (Z+, +, ·) íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë äàåò ïðèìåð àíòèíåãàòèâíîãî ïîëóêîëüöà, êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì.
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1.1.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
Âàæíåéøèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìîäóëè íàä êîëüöàìè ÿâëÿþòñÿ îäíèì
èç îáîáùåíèé ýòîãî ïîíÿòèÿ, à òàê íàçûâàåìûå ïîëóìîäóëè âûñòóïàþò â êà-
÷åñòâå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå íàä ïîëó-
êîëüöàìè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íå ïðåäïîëàãàåò êîììóòàòèâíîñòè ïîëó-
êîëüöà S.

Îïðåäåëåíèå 1.1.17. Êîììóòàòèâíûé ìîíîèä (U,⊕, 0) íàçûâàåòñÿ ëåâûì
ïîëóìîäóëåì íàä ïîëóêîëüöîì S (èëè ïðîñòî ëåâûì S-ïîëóìîäóëåì), åñëè
çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð S×U → U , êîòîðàÿ ïðè âñåõ λ, µ ∈ S
and a, b ∈ U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì λ(µa) = (λµ)a, (λ + µ)a = λa + µa,
λ(a + b) = λa + λb, 1a = a è 0a = λ0 = 0.

Ïîíÿòèå ïðàâîãî S-ïîëóìîäóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì. Êàê
è â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðå, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêà-
ëÿð â S-ïîëóìîäóëå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ òàêæå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðà-
öèè â ïîëóêîëüöå S. Âàæíûì ïðèìåðîì ïîëóìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûé ïî-
ëóìîäóëü Sν , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû ν ñ ýëåìåí-
òàìè ïîëóêîëüöà S ñ ïîêîîðäèíàòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ñêàëÿð. Ïîëóêîëüöî S ñàìî ÿâëÿåòñÿ S-ïîëóìîäóëåì, êîòîðûé îòîæäå-
ñòâëÿåòñÿ ñ S1. Ïîäïîëóìîäóëåì â U íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî U ′, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Ìèíèìàëüíûé
ïîäïîëóìîäóëü, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà G ⊂ U , íà-
çûâàåòñÿ ïîäïîëóìîäóëåì, ïîðîæäåííûì ýòèì ìíîæåñòâîì.

Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, âàæíûì ïîíÿòèåì â ëèíåéíîé àëãåáðå íàä
ïîëóêîëüöîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Òåîðèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
íàä ïîëóêîëüöàìè ìîæåò ñòðîèòüñÿ îòäåëüíî êàê äëÿ ëåâûõ, òàê è äëÿ ïðà-
âûõ ïîëóìîäóëåé, íî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íàèáîëåå âàæíîãî äëÿ
íàñ ñëó÷àÿ êîììóòàòèâíûõ ïîëóêîëåö. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëü-
êî ðàçëè÷íûõ ïîëåçíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íà ñëó÷àé
ïîëóêîëåö. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðåäîñòàâëÿåò íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá
òàêîãî îáîáùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.18. [1] Íàáîð ýëåìåíòîâ u1, . . . , un ëåâîãî S-ïîëóìîäóëÿ U
íàçûâàåòñÿ ñëàáî ëèíåéíî çàâèñèìûì (ñëàáî çàâèñèìûì), åñëè îäèí èç íèõ
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå, ò.å., åñëè íàéäåòñÿ èíäåêñ i ∈ {1, . . . , n} è
ýëåìåíòû λj ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ui =

⊕
j 6=i λj ⊗ uj.

Îïðåäåëåíèå 1.1.18 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè íà ñëó÷àé ïîëóìîäóëåé, è îíî èãðàåò çàìåòíóþ ðîëü â
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íåêîòîðûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîñëåäíåãî âðåìåíè. Îòìåòèì ðàáîòó Âàãíåðà [139],
ãäå ýòî ïîíÿòèå áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó òåîðèè ðàçìåðíîñòè ïîëóìîäóëåé.
Ñåðèÿ ðàáîò Êðèâóëèíà [92, 93] äîêàçûâàåò âàæíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé â èäåìïîòåíòíîé àëãåáðå. Ïîíÿ-
òèå ñëàáîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàøëî îòðàæåíèå è â ðàáîòàõ àâòîðà ýòîãî
òåêñòà, îòìåòèì ñòàòüþ [146] î òåîðèè ðàçìåðíîñòè ïîëóìîäóëåé è ïóáëèêà-
öèþ [162], ñîäåðæàùóþ îïèñàíèå ïîäãðóïï ïîëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.
Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíèå 1.1.18 îêà-
çûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ñèëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè áàçîâûõ ðåçóëüòàòîâ
êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè äëÿ òàêîãî îïðå-
äåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåð 2.14 èç ñòàòüè [1] è
ïðèìåð 1.1.27, ïðèâåäåííûé íèæå â íàøåé ðàáîòå. Äðóãîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö áûëî ââåäåíî Ãîíäðàíîì è Ìèíó
è ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ
ïðîáëåì òåîðèè îïòèìèçàöèè, òåîðèè ãðàôîâ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè [1, 67, 68].

Îïðåäåëåíèå 1.1.19. [68] Íàáîð ýëåìåíòîâ u1, . . . , un ëåâîãî S-ïîëóìîäóëÿ
U íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó (èëè GM-
ëèíåéíî çàâèñèìûì, èëè ïðîñòî GM-çàâèñèìûì), åñëè íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà
I è J è ñêàëÿðû λi ∈ S, íå âñå ðàâíûå 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì I∩J = ∅,
I ∪ J = {1, . . . , n} è

⊕
i∈I λi ⊗ ui =

⊕
j∈J λj ⊗ uj.

Çàìå÷àíèå 1.1.20. Åñëè íàáîð íå ÿâëÿåòñÿ GM-çàâèñèìûì, òî îí íàçû-
âàåòñÿ GM-ëèíåéíî íåçàâèñèìûì (èëè GM-íåçàâèñèìûì).

Çàìå÷àíèå 1.1.21. Â îïðåäåëåíèÿõ 1.1.18 è 1.1.19 è äàëåå â òåêñòå ðåçóëü-
òàò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ýëåìåíòó,
íåéòðàëüíîìó îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè. Íàïðèìåð, åñëè
â îïðåäåëåíèè 1.1.19 ìíîæåñòâî I ïóñòî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

⊕
i∈I λi⊗ui = 0.

Åùå îäíî ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàññìàòðèâàëîñü Èçõàêÿíîì â
ðàáîòå [77] â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðîáëåì òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.
Ìû ïðèâåäåì îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîëóêîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.22. [1] Íàáîð ñòðîê a1, . . . , an ∈ Sm íàçûâàåòñÿ òðîïè-
÷åñêè çàâèñèìûì, åñëè íàéäóòñÿ ñêàëÿðû λi ∈ S, íå âñå ðàâíûå 0, è ïðè
âñåõ k ∈ {1, . . . , m} íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà Ik è Jk, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
Ik ∩ Jk = ∅, Ik ∪ Jk = {1, . . . , n} è

⊕
i∈Ik

λi ⊗ Aik =
⊕

j∈Jk
λj ⊗ Ajk.

Çàìå÷àíèå 1.1.23. Åñëè íàáîð ñòðîê íå ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè çàâèñèìûì,
îí íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè íåçàâèñèìûì.
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Îòìåòèì ïðîñòûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå îáîáùàþò àíà-
ëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö
è ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.24. Ïóñòü α ⊂ β � íàáîðû ýëåìåíòîâ S-ïîëóìîäóëÿ U .
Åñëè ñèñòåìà β ñëàáî (ñîîòâ., GM-, òðîïè÷åñêè) çàâèñèìà, òî ñèñòåìà α
òàêæå ñëàáî (ñîîòâ., GM-, òðîïè÷åñêè) çàâèñèìà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.25. Ñëàáî çàâèñèìûå ñèñòåìû ñòðîê GM-çàâèñèìû.
GM-çàâèñèìûå ñèñòåìû ñòðîê òðîïè÷åñêè çàâèñèìû.

Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïîíÿòèé ñëàáîé çàâèñèìîñòè è çàâèñèìîñòè â
ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó, îïðåäåëåíèå 1.1.22 íå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ïî-
íÿòèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Òåì íå ìåíåå,
ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îêàçûâàåòñÿ âàæíûì äëÿ èññëåäîâàíèé â
îáëàñòè òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè [77, 170]. Â îäíîì èç íàèáîëåå âàæíûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àåâ, êîãäà S = Rmax, ñïðàâåäëèâ àíàëîã îäíîãî èç áàçîâûõ ñâîéñòâ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ íàä ïîëåì.

Òåîðåìà 1.1.26. [65] Ïóñòü a1, . . . , an ∈ (Rmax)
k, n > k. Òîãäà ñòðîêè

a1, . . . , an GM-çàâèñèìû.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.1.25 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1.26 ñòðî-
êè a1, . . . , an òàêæå òðîïè÷åñêè çàâèñèìû. Óòâåðæäåíèå äëÿ ñëàáîé çàâèñè-
ìîñòè, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1.1.26, îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.1.27. [1, ïðèìåð 7.12] Ñèñòåìà ñòðîê (−∞, 0,−∞),
(−∞,−∞, 0), (0,−∞, 0), (0, 0,−∞) èç (Rmax)

3 íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çà-
âèñèìîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1.25 ñëàáî çàâèñèìûå ñèñòåìû
ñòðîê âñåãäà GM-çàâèñèìû, ïðèìåð 1.1.27 ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òðîïè÷åñêè
çàâèñèìûå ñèñòåìû ñòðîê ìîãóò íå áûòü GM-çàâèñèìûìè.

Ïðèìåð 1.1.28. [1, ïðèìåð 2.24] Ñèñòåìà ñòðîê (−∞, 0, 0), (0,−∞, 0),
(0, 0,−∞) èç (Rmax)

3 ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè çàâèñèìîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ GM-
çàâèñèìîé.

Ïðèìåðû 1.1.27 è 1.1.28 ïîêàçûâàþò, ÷òî óòâåðæäåíèÿ î ïîíÿòèÿõ ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè, îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.1.25, îêàçûâàþòñÿ
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íåâåðíûìè. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïîíÿòèÿ GM- è ñëàáîé çàâèñèìîñòåé âåêòî-
ðîâ íàä ïîëåì F ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîìó ïîíÿòèþ ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè íàä F. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè òåì íå ìåíåå ìîãóò íàðóøèòüñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ýòè
âåêòîðû êàê ñòðîêè íàä íåêîòîðûì ïîëóêîëüöîì, ñîäåðæàùåìñÿ â F.
Ïðèìåð 1.1.29. [147] Ïóñòü ζ ∈ R � òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî. Ïóñòü
S ⊂ R � ïîëóêîëüöî, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè 1, ζ ∈ R, èíûìè ñëîâàìè,
S � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé â òî÷êå ζ âñåâîçìîæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëû-
ìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà íàáîð âåêòîðîâ −→a = (ζ, 1),−→
b = (1, 1), −→c = (1, 0), ïðèíàäëåæàùèõ S2, ëèíåéíî çàâèñèì íàä R, íî íå
ÿâëÿåòñÿ GM-çàâèñèìûì íàä ïîëóêîëüöîì S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî óðàâíåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

1 · −→a = 1 · −→b + (ζ − 1) · −→c ,

õîòÿ è äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íàä R, íå âëå÷åò GM-çàâèñèìîñòè
íàä S. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíò (ζ − 1) ìîæåò íå ëåæàòü â ïîëóêîëüöå S.

Ïðåäïîëîæèì, òåì íå ìåíåå, ÷òî ñòðîêè −→a , −→b è −→c GM-çàâèñèìû íàä
ïîëóêîëüöîì S. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 äëÿ íåêîòîðûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ f1(t), f2(t), f3(t) ∈ Z[t], êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ëèáî òîëüêî
íåîòðèöàòåëüíûå, ëèáî òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, âåðíî, ÷òî
f1(ζ)ζ + f2(ζ) + f3(ζ) = 0, f1(ζ) + f2(ζ) = 0, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íî èç ÷èñåë f1(ζ), f2(ζ), f3(ζ) îòëè÷íî îò 0. Èìååì f1(ζ) = −f2(ζ), ïîýòîìó
f1(ζ) 6= 0 è

f1(ζ)(ζ − 1) + f3(ζ) = 0. (1.1.1)
Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí f1(t) íåíóëåâîé, è ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f1(t)(t−
1) ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Òà-
êèì îáðàçîì, öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí h(t) = f1(t)(t − 1) + f3(t) ñîäåðæèò
íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1.1.1) ÷èñëî ζ ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà h(t). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîêè −→a ,−→
b è −→c íå ÿâëÿþòñÿ GM-çàâèñèìûìè íàä ïîëóêîëüöîì S.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.1.25 â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 1.1.29 íà-
áîð ñòðîê −→a , −→b è −→c òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàâèñèìûì íàä S.

1.2 Ðàíã ìàòðèöû
Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ðàíãîâûå ôóíêöèè ìàò-
ðèö íàä ïîëóêîëüöîì. Ìàòðèöà íàä ïîëóêîëüöîì S íàçûâàåòñÿ íóëåâîé, åñëè
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îíà ñîñòîèò òîëüêî èç íåéòðàëüíûõ ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòîâ ïîëóêîëüöà, ò.å.,
èç ýëåìåíòîâ 0. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m × n
÷åðåç Om×n. Àíàëîãè÷íî, ìàòðèöà A ∈ Sn×n, òàêàÿ ÷òî Aii = 1 ïðè âñåõ
i ∈ {1, . . . , n}, è Aij = 0 ïðè i 6= j, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà
n. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç In.

Ââåäåì ñíà÷àëà ðàíãîâûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ïîäðàçäåëå 1.1.2. Íàèáîëåå ïðîñòîå îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè äàåò ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. [1] Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, a1, . . . , am ∈ Sn � ñèñòåìà
ñòðîê. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê â ñëàáî íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìàõ ñèñòåìû
a1, . . . , am íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñëàáûì ðàíãîì ýòîé ñèñòåìû. Ìàêñè-
ìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû A ∈ Sm×n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Wr(A), ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ñèñòåìû ñòðîê òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-
ðèöû A> (ñòîëáöîâ ìàòðèöû A) � ÷åðåç Wc(A).

Ïðèìåð 1.1.27 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëó-
êîëüöîì (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ) ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñëàáîãî ðàíãà îáëàäàåò âåñüìà ïàòîëîãè÷åñêèì
(ñì. òàêæå [1]) ïîâåäåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñëàáîãî ðàíãà îêàçûâàþòñÿ
íåâåðíûìè îáîáùåíèÿ ìíîãèõ áàçîâûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé
àëãåáðû: êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 1.1.27, ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ìàòðèöû
ðàçìåðà m × n ìîæåò ïðåâîñõîäèòü min{m,n}. Ïîýòîìó íàèáîëüøåå âíèìà-
íèå â íàøåé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ äðóãèì ðàíãîâûì ôóíêöèÿì. Îäíîé èç òàêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó, êîòîðûé èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ
íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ è òåîðèè îïòèìèçàöèè [1, 68].

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. [1] Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, a1, . . . , am ∈ Sn � ñèñòåìà
ñòðîê. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê â GM-íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìàõ ñèñòåìû
a1, . . . , am íàçûâàåòñÿ ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó (èëè, ñîêðàùåííî, GM-ðàíãîì)
ýòîé ñèñòåìû. GM-ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû A ∈ Sm×n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
GMr(A), GM-ðàíã ñèñòåìû ñòðîê òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû A> (ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A) � ÷åðåç GMc(A).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû íàä ïîëåì ñîâïàäàåò ñ
åå êëàññè÷åñêèì ðàíãîì, ñòðî÷íûé ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ðàâåí ñòîëáöîâî-
ìó â ýòîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå òàê: ñòðî÷íûé ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñî ñòîëáöîâûì. Ïîäðîáíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ýòîãî ôåíîìåíà áûëî ïðîâåäåíî àâòîðîì â ðàáîòå [170]. Ñðåäè
äðóãèõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ðàíãà îòìåòèì òàêæå òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ àíà-
ëîãàìè ïîíÿòèÿ âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû.
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Îïðåäåëåíèå 1.2.3. [1] Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, B ∈ Sn×n. Ïîëîæèòåëüíûì
îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû B íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

‖B‖+ =
⊕

σ∈An

B1,σ(1) ⊗B2,σ(2) ⊗ . . .⊗Bn,σ(n) ∈ S,

ãäå ÷åðåç An îáîçíà÷åíà çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Àíà-
ëîãè÷íî, ýëåìåíò

‖B‖− =
⊕

σ∈Sn\An

B1,σ(1) ⊗B2,σ(2) ⊗ . . .⊗Bn,σ(n) ∈ S

íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû B. Ìàòðèöà B íàçû-
âàåòñÿ d-íåâûðîæäåííîé, åñëè ‖B‖+ 6= ‖B‖−.

Ïîíÿòèå d-âûðîæäåííîñòè ïîçâîëÿåò ââåñòè åùå îäíî îáîáùåíèå êëàññè-
÷åñêîé ðàíãîâîé ôóíêöèè ìàòðèö íàä ïîëåì.
Îïðåäåëåíèå 1.2.4. [1] Äåòåðìèíàíòíûì ðàíãîì d(M) ìàòðèöû M ∈ Sp×q

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð d-íåâûðîæäåííîãî ìèíîðà. Ïîëàãàåì ïî
îïðåäåëåíèþ d(Op×q) = 0.

Òåïåðü ìû áóäåì ââîäèòü ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, êîòîðîå èãðàåò
âàæíóþ ðîëü äëÿ èçó÷åíèÿ ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé [45, 86, 170]. Â ñëåäó-
þùåì ïîäðàçäåëå áóäåò äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ,
à ñåé÷àñ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êîìáèíàòîðíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ, îñíîâàííàÿ
íà ïîíÿòèè òðîïè÷åñêîé âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû.
Îïðåäåëåíèå 1.2.5. [1, 45] Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, B ∈ Sn×n. Ïåðìàíåíò
ìàòðèöû B îïðåäåëÿåòñÿ êàê

perm(B) =
⊕

σ∈Sn

B1,σ(1) ⊗B2,σ(2) ⊗ . . .⊗Bn,σ(n) = ‖B‖+ ⊕ ‖B‖− ∈ S.

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìíî-
æåñòâ I è J âûïîëíåíû óñëîâèÿ I∪J = Sn, I∩J = ∅ è ⊕

σ∈I B1,σ(1)⊗B2,σ(2)⊗
. . .⊗Bn,σ(n) =

⊕
τ∈J B1,τ(1)⊗B2,τ(2)⊗ . . .⊗Bn,τ(n). Åñëè ìàòðèöà B íå ÿâëÿåòñÿ

òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, îíà íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé.
Çàìå÷àíèå 1.2.6. Ïóñòü S = Rmax èëè S = B, k > 1. Êàê ïîêàçûâàåò
îïðåäåëåíèå 1.1.11, ìàòðèöà B â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðî-
æäåííîé, åñëè è òîëüêî åñëè ìàêñèìóì â ðàâåíñòâå äëÿ ïåðìàíåíòà ìàò-
ðèöû B äîñòèãàåòñÿ íà äâóõ ïåðåñòàíîâêàõ èç Sn, ò.å. åñëè íàéäóòñÿ σ è
ϕ èç Sn, òàêèå ÷òî σ 6= ϕ è perm(B) = B1,σ(1) ⊗ B2,σ(2) ⊗ . . . ⊗ Bn,σ(n) =
B1,ϕ(1) ⊗B2,ϕ(2) ⊗ . . .⊗Bn,ϕ(n).
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Îïðåäåëåíèå 1.2.7. [1, 45] Òðîïè÷åñêèì ðàíãîì trop(M) ìàòðèöû M ∈
Sp×q íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîãî ìèíîðà.
Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ trop(Op×q) = 0.

Äëÿ èçó÷åíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö î÷åíü âàæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòî-
ðàÿ áûëà äîêàçàíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè Äåâåëèíîì, Ñàíòîñîì è Øòóðì-
ôåëüñîì â ðàáîòå [45], Èçõàêÿíîì â ñòàòüå [77], à òàêæå Àêÿí, Ãîáåðîì è
Ãóòåðìàíîì â [2].

Òåîðåìà 1.2.8. [2, òåîðåìà 1.4] [77, òåîðåìà 5.11] Òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàò-
ðèöû A ∈ (Rmax)

m×n ðàâåí íàèáîëüøåé ìîùíîñòè òðîïè÷åñêè íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû A.

Çàìåòèì, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî åå
òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.7. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò
âûâåñòè èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.2.8.

Ñëåäñòâèå 1.2.9. [2, 45, 77] Íàèáîëüøèå ìîùíîñòè òðîïè÷åñêè íåçàâèñè-
ìûõ ñèñòåì ñòðîê è ñèñòåì ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ∈ (Rmax)

m×n ñîâïàäàþò.

Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, êîòîðûé äëÿ ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé òàêæå
èçâåñòåí êàê ðàíã Áàðâèíêà [45], òàêæå îêàçûâàåòñÿ âàæíûì äëÿ èçó÷åíèÿ
ïîëóêîëåö, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ñëîæíîñòè è òðî-
ïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [9, 15, 45].

Îïðåäåëåíèå 1.2.10. [1, 45] Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, 1 ∈ S, A ∈ Sm×n.
Ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì f(A) ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî
k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B ∈ Sm×k è C ∈ Sk×n, äëÿ êîòîðûõ
A = B ⊗ C. Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ f(Op×q) = 0.

Çàìå÷àíèå 1.2.11. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëóêîëüöå (Z+\{1}, +, ·) ìàòðèöà (2)
ðàçìåðà 1× 1 íå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö.
Ýòèì îáóñëîâëåíî òðåáîâàíèå 1 ∈ S â îïðåäåëåíèè 1.2.10. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè 1 ∈ S, òî âåðíû ðàâåíñòâà Im⊗A = A⊗In = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈
Sm×n. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî f(A) 6 min{m,n}.

Îòìåòèì ïðîñòîå ñâîéñòâî ââåäåííûõ ïîíÿòèé, êîòîðîå ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 1.2.12. Ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé, ôàêòîðèçàöèîííûé, äåòåðìèíàíò-
íûé, òðîïè÷åñêèé ðàíãè è ñòðî÷íûé è ñòîëáöîâûé ðàíãè Ãîíäðàíà�Ìèíó
ìàòðèöû A íàä ïîëóêîëüöîì èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ
èëè íóëåâûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ê ìàòðèöå A.
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Ñâÿçü ââåäåííûõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [1] äëÿ ìàò-
ðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå è â îáùåì
ñëó÷àå, è ìû ïðèâåäåì èõ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Ëåììà 1.2.13. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, A ∈ Sp×q. Òîãäà trop(A) 6 d(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà B ∈ Sn×n d-âûðîæäåíà. Ïîëîæèâ â îïðåäå-
ëåíèè 1.2.5 I = An, J = Sn \An, ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà B òðîïè÷åñêè âûðî-
æäåíà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð íàèáîëüøåé òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé ïîä-
ìàòðèöû ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðà íàèáîëüøåé d-íåâûðîæäåííîé
ïîäìàòðèöû.

Ëåììà 1.2.14. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, A ∈ Sp×q. Òîãäà f(A) 6 Wr(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Wr(A) = r, òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.1 ëþ-
áûå r + 1 ñòðîê ìàòðèöû A ñëàáî çàâèñèìû. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.18 òåïåðü
ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåêîòîðûå r åå
ñòðîê (ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòèõ ñòðîê îáîçíà÷èì ÷åðåç K = {k1, . . . , kr}).
Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ (λik) ∈ S (ãäå i ∈ {1, . . . , p}, k ∈ K) âåðíî, ÷òî
Aij =

⊕
k∈K λik ⊗Akj ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , q}. Ïîýòîìó A = Λ⊗A[k1, . . . , kr],

ãäå Λ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ðàçìåðà p× r, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ (λik).
Ëåììû 1.2.13 è 1.2.14 óñòàíàâëèâàþò íåðàâåíñòâà, ïîêàçûâàþùèå âçàèìî-

ñâÿçü ðàññìàòðèâàåìûõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé. Çàäà÷à îá óñòàíîâëåíèè àíàëî-
ãè÷íîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïîíÿòèé äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà è ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé. Îíà áûëà ðåøåíà Ãîíäðàíîì
è Ìèíó äëÿ ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé â ðàáîòå [65], à â íàèáîëåå îáùåé ôîð-
ìå � âïîñëåäñòâèè â ìîíîãðàôèè [68].

Òåîðåìà 1.2.15. [68] Ïóñòü S � ñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî, íåíóëåâûå ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî îáðàòèìû ïî óìíîæåíèþ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ
ìàòðèöû A ∈ Sk×k ýêâèâàëåíòíû:

(i) ñòðîêè ìàòðèöû A GM-çàâèñèìû;
(ii) ñòîëáöû ìàòðèöû A GM-çàâèñèìû;
(iii) ‖A‖+ = ‖A‖−.
Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.2.15 ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå

äåòåðìèíàíòíûé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû íàä ìàêñ-àëãåáðîé.

Òåîðåìà 1.2.16. [1, ëåììà 8.5] Ïóñòü A ∈ (Rmax)
m×n. Òîãäà f(A) >

GMr(A) > d(A).

Èç ëåìì 1.2.13, 1.2.14 è òåîðåìû 1.2.16 ñëåäóåò òåïåðü òåîðåìà î ñðàâíåíèè
ðàíãîâûõ ôóíêöèé ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé.
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Òåîðåìà 1.2.17. [1, òåîðåìà 8.6] Ïóñòü A ∈ (Rmax)
m×n. Òîãäà Wr(A) >

f(A) > GMr(A) > d(A) > trop(A).

Îòìåòèì, ÷òî ëåììû 1.2.13 è 1.2.14 ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ
Wr(A) > f(A) è d(A) > trop(A) äëÿ ìàòðèö íàä ëþáûì ïîëóêîëüöîì. Â òî
æå âðåìÿ, íåðàâåíñòâà f(A) > GMr(A) è GMr(A) > d(A) ìîãóò â îáùåì
ñëó÷àå íàðóøàòüñÿ, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.2.18. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî èç ïðèìåðà 1.1.29,

B =




ζ 1
1 1
1 0


 ∈ S3×2.

Òîãäà GMr(B) = 3 > f(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî GMr(A) = 3 ñëåäóåò èç ïðèìåðà 1.1.29, íåðà-
âåíñòâî f(A) < 3 � èç çàìå÷àíèÿ 1.2.11.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåð 1.2.18 ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû Ãîíäðàíà�Ìèíó (òî åñòü, òåîðåìû 1.2.15), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå âû-
ïîëíÿòüñÿ, åñëè ïîëóêîëüöî S íå ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòèâíûì. Áàçîâûì ðåçóëüòà-
òîì ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (i)�(iii) èç òåîðå-
ìû 1.2.15 äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A íàä ïîëåì F; â òî æå âðåìÿ, ýòà ýêâèâàëåíò-
íîñòü ìîæåò íàðóøèòüñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ðàíã ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî
ïîëóêîëüöà S, âëîæåííîãî â ïîëå F, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 1.2.18.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äåòåðìèíàíòíûé ðàíã ìàòðèöû íàä
íåêîòîðûì ïîëóêîëüöîì ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó. Ýòî äàåò
åùå îäèí ïðèìåð íàðóøåíèÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.2.15 äëÿ ìàòðèöû íàä
ïîëóêîëüöîì, íå ÿâëÿþùèìñÿ ñåëåêòèâíûì.

Ïðèìåð 1.2.19. Ïóñòü Q � ïîëóêîëüöî èç ïðèìåðà 1.1.15,

A =

( {1} {2}
{2} {1}

)
∈ Q2×2.

Òîãäà d(A) = 2 > GMr(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé â ïîëóêîëüöåQ âåðíî, ÷òî
‖A‖+ = {1}, ‖A‖− = {2}. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.4 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî d(A) = 2.
Äàëåå, óìíîæèâ êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû A íà {1, 2}, ìû ïîëó÷èì ìàòðè-
öó ñ ðàâíûìè ñòðîêàìè. Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè
ìàòðèöû A GM-çàâèñèìû, ò.å., GMr(A) < 2.
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1.3 Òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðà
Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îñíîâàì è íåêîòîðûì âàæíûì çàäà÷àì òðîïè÷åñêîé
ëèíåéíîé àëãåáðû, áóäóò èçó÷àòüñÿ ñâîéñòâà ðàíãîâûõ ôóíêöèé, âàæíûõ äëÿ
òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òðîïè÷åñêèé ïîäõîä â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè ñòàë ðàçâèâàòüñÿ âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ ðàáîòàì áðàçèëüñêîãî
ìàòåìàòèêà Èìðå Ñèìîíà [129]. Îòìåòèì, ÷òî, êàê óòâåðæäàþò àâòîðû ðà-
áîòû [131], ïðèëàãàòåëüíîå ”òðîïè÷åñêèé” áûëî ïðåäëîæåíî ôðàíöóçñêèìè
ìàòåìàòèêàìè, â ÷àñòíîñòè, Æàíîì-Ýðèêîì Ïåíîì, â çíàê ïðèçíàíèÿ çàñëóã
Èìðå Ñèìîíà â îáëàñòè ðàçâèòèÿ òðîïè÷åñêîãî ïîäõîäà â ìàòåìàòèêå. Îäíîé
èç ðàáîò, çàëîæèâøèõ îñíîâû òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòàòüÿ
ñàìîãî Æ.-Ý. Ïåíà [118]; îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Âèêòîðà Ìàñëîâà, â êîòîðûõ
îí óñòàíîâèë ñâÿçü òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ðàçðà-
áîòàë íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ñòðóêòóð [104, 107]. Ýòîò ìåòîä
òåïåðü íàçûâàåòñÿ äåêâàíòîâàíèåì Ìàñëîâà è íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå,
êàê ïîêàçûâàþò, íàïðèìåð, ðàáîòû Ãðèãîðèÿ Ëèòâèíîâà [102, 104]. Ìåòîäû
òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîëåçíû äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè
è äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé [1, 5, 74], â òîì ÷èñëå äëÿ èññëåäîâàíèé
â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé áèîëîãèè [114].

1.3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè
Îñíîâíûì îáúåêòîì òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîå ïîëó-
êîëüöî, òî åñòü ïîëóêîëüöî èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.12. Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íûå
ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííóþ âàæíîñòü, ïî-
ýòîìó ÷àñòî [45] ãîâîðÿò î òðîïè÷åñêîì ïîëóêîëüöå êàê î ìíîæåñòâå R ñ îïå-
ðàöèÿìè ⊕ : (a, b) → min{a, b} è ⊗ : (a, b) → a + b. Íàðÿäó ñ òðîïè÷åñêèì
ïîëóêîëüöîì, îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå ïîëÿ ñ âåùåñòâåííûì íåàðõèìåäîâûì íîðìèðîâàíèåì [31, 45, 47, 108].

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. [98] Ïóñòü F � ïîëå. Ôóíêöèÿ val : F → R ∪ {+∞}
çàäàåò íåàðõèìåäîâî íîðìèðîâàíèå ïîëÿ F , åñëè

(1) val(x) = +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0 ∈ F ;
(2) val(xy) = val(x) + val(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ F ;
(3) val(x + y) > min{val(x), val(y)} äëÿ âñåõ x, y ∈ F .

Âàæíûì îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå ÷àñòî íàêëàäûâàåòñÿ íà ïîëå ñ íåàðõè-
ìåäîâûì íîðìèðîâàíèåì, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå åãî àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòî-
ñòè [45, 47, 130]. Ïîëåçíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâà-
åìûå êîëüöà Ìàëüöåâà�Íåéìàíà, ãëóáîêîå èññëåäîâàíèå êîòîðûõ áûëî ïðî-
âåäåíî â ðàáîòå [119].
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Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü R � êîëüöî. ×åðåç HR îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà

a(t) =
∑

e∈R
aet

e, (1.3.1)

ãäå t � ïåðåìåííàÿ, êîýôôèöèåíòû {ae} ïðèíàäëåæàò êîëüöó R, à íîñèòåëü
E(a) = {e ∈ R : ae 6= 0} ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà R, ò.å. ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E(a) ñîäåðæèò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîé ñóììû a ∈ HR íàçûâàåòñÿ ïî-
êàçàòåëü ñòåïåíè åãî ãëàâíîãî ÷ëåíà, ò.å. deg a = min E(a). Ýëåìåíò a0 ∈ R
íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì a. Ñòåïåíü íóëåâîé ñóììû èç HR ïîëàãàåòñÿ
ðàâíîé +∞.
Çàìå÷àíèå 1.3.3. Áóäåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿòü ñâîáîä-
íûå ÷ëåíû ñóìì âèäà (1.3.1) è ýëåìåíòû r ∈ R, òî åñòü ïèñàòü ïðîñòî r
âìåñòî rt0.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò êîëüöåâóþ ñòðóê-
òóðó íà ìíîæåñòâå HR.
Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Ïóñòü R � êîëüöî, a =

∑
e∈R aet

e ∈ HR, b =
∑

e∈R bet
e ∈

HR. Ñóììîé ýëåìåíòîâ a è b íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò a+b =
∑

e∈R(ae+be)t
e ∈ HR,

èõ ïðîèçâåäåíèåì � ýëåìåíò

ab =
∑

e∈R
γet

e ∈ HR, ãäå γe =
∑

g+h=e

agbh. (1.3.2)

Âàæíàÿ äëÿ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [119] è äàåò ãëóáîêóþ õàðàêòåðèçàöèþ êîëåö Ìàëüöåâà�
Íåéìàíà.
Òåîðåìà 1.3.5. [119, ñëåäñòâèå 4] Êîëüöî HF ÿâëÿåòñÿ ïîëåì äëÿ ëþáî-
ãî ïîëÿ F. Êðîìå òîãî, åñëè ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ïîëå HF
òàêæå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.3.1 îòîáðàæåíèå deg çàäàåò íåàðõèìåäîâî íîð-
ìèðîâàíèå íà ïîëå HF. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è áàçîâûå ðåçóëüòàòû òðîïè÷å-
ñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñâÿçàíû ñ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿ-
ìè ñ íåàðõèìåäîâûìè íîðìèðîâàíèÿìè, è ïîëå HC äàåò îäèí èç âàæíåéøèõ
ïðèìåðîâ òàêèõ ïîëåé [31, 45, 119]. Êðîìå òîãî, ïîëåçíûìè äëÿ äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèé îêàçûâàþòñÿ ïîëÿ HF è ïðè äðóãèõ áàçîâûõ ïîëÿõ F. ×òîáû
ïðîäîëæèòü èçëîæåíèå îñíîâ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïî-
íÿòèå òðîïè÷åñêîãî ïîëèíîìà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
ïîíÿòèÿ ïîëèíîìà íàä ïîëåì.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.6. [130] Òðîïè÷åñêèì ïîëèíîìîì áóäåì íàçûâàòü âûðà-
æåíèå âèäà

F (ξ1, . . . , ξn) = min
h=(h1,...,hn)∈A

{ch + h1ξ1 + . . . + hnξn} , (1.3.3)

ãäå ch ∈ R, à A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (Z+)n.

Îòîáðàæåíèå deg åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíûõ
è ìàòðè÷íûõ àðãóìåíòîâ, à òàêæå íà ñëó÷àé, êîãäà àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëèíîì.

Îïðåäåëåíèå 1.3.7. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ (H∗
F)

n, A ∈ (H∗
F)

d×n. Âåêòîð
deg x ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ êàê (deg x1, . . . , deg xn). Åñëè ìàòðèöà B ∈ Rd×n

òàêîâà, ÷òî Bij = deg Aij ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , d} è j ∈ {1, . . . , m}, òî ìû
ïèøåì B = deg A è íàçûâàåì ìàòðèöó A ïîäíÿòèåì ìàòðèöû B.

Îïðåäåëåíèå 1.3.8. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

f(x1, . . . , xn) =
∑

h=(h1,...,hn)∈A
Ch · xh1

1 · . . . · xhn
n ∈ HF[x1, . . . , xn], (1.3.4)

ãäå Ch 6= 0 ïðè h ∈ A; ïîëîæèì ch = deg Ch ïðè êàæäîì h ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå
÷åðåç deg f îáîçíà÷àåòñÿ òðîïè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F èç ðàâåíñòâà (1.3.3).

Îòìåòèì âàæíîñòü çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
ïðèëîæåíèé êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Êàê óêàçàíî â ðàáîòå [131], ïðåäñòàâ-
ëåíèå ìíîãî÷ëåíà deg f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîç-
âîëÿåò óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è î ôàêòîðèçàöèè ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f . Âîç-
íèêàþùåå â ñâÿçè ñ ýòèìè ïðîáëåìàìè ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîãî òðîïè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà òàêæå ïîäâåðãàåòñÿ èçó÷åíèþ [158].

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòî ïî-
íÿòèå, íàì òðåáóåòñÿ ïîíÿòèå àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî èäå-
àëîì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ HC[x1, . . . , xn]. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññè-
÷åñêîå ïîíÿòèå àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëåííîãî íà n-ìåðíîì àëãå-
áðàè÷åñêîì òîðå (H∗

C)
n; òàêîé âûáîð îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ

òåîðèè òðîïè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé [130, ðàçäåë 2].

Îïðåäåëåíèå 1.3.9. [130] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë. Àôôèííûì
ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

V (I) = {(u1, . . . , un) ∈ (H∗
C)

n | ∀f ∈ I f(u1, . . . , un) = 0} .
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Ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî èäåàëîì I, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.10. [130] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë. Òðîïè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì èäåàëîì I, íàçûâàåòñÿ îáðàç ìíîæåñòâà V (I)
ïðè îòîáðàæåíèè deg, ò.å.

deg V (I) = {(deg u1, . . . , deg un) ∈ Rn | (u1, . . . , un) ∈ V (I)} .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î òðîïè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ, íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå òðîïè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.11. [130] Òðîïè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ñîîòâåòñòâó-
þùåé òðîïè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó F èç ðàâåíñòâà (1.3.3), íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì â âûðàæåíèè (1.3.3)
äîñòèãàåòñÿ êàê ìèíèìóì äâà ðàçà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.12. [130] Ïóñòü f ∈ HC[x1, . . . , xn], J ⊂ HC[x1, . . . , xn].
Òðîïè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîãî÷ëåíó deg f , îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç T (f). Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå T (J) =

⋂
g∈J T (g).

Âàæíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïåðåñå÷åíèé òðîïè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
îñíîâàíà íà ïîíÿòèè áàçîâîãî èäåàëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòî ïîíÿ-
òèå, íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìóþ áàçîâóþ ôîðìó
ïîëèíîìà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.13. [130] Ïóñòü f ∈ HC[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåí èç ðà-
âåíñòâà (1.3.4), ω ∈ Rn. ω-âåñîì ìîíîìà Ch · xh1

1 · . . . · xhn
n íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî deg Ch + h1ω1 + . . . + hnωn ∈ R. ×åðåç f̃ îáîçíà÷èì ñóììó âñåõ ìîíî-
ìîâ ïîëèíîìà f , êîòîðûå îáëàäàþò íàèìåíüøèì ω-âåñîì ν. Áàçîâîé ôîð-
ìîé ïîëèíîìà f îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ω íàçûâàåòñÿ ïîëèíîì inω(f) =

t−ν f̃(tω1x1, . . . , t
ωnxn) ∈ HC[x1, . . . , xn].

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå áàçîâîãî èäåàëà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.14. [130] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë, ω ∈ Rn. Áà-
çîâûì èäåàëîì èäåàëà I îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ω íàçûâàåòñÿ èäåàë, ïîðî-
æäåííûé áàçîâûìè ôîðìàìè ìíîãî÷ëåíîâ èäåàëà I, ò.å.

inω(I) = 〈inω(f) : f ∈ I〉 ⊂ HC[x1, . . . , xn].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè òðîïè÷åñêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè è áàçîâîãî èäåàëà.
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Òåîðåìà 1.3.15. [130, òåîðåìà 2.1] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë. Ìíî-
æåñòâî âñåõ ω ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ áàçîâûé èäåàë inω(I) íå ñîäåðæèò ìî-
íîìîâ, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì T (I) èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.12.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó î òðîïè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â
ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâêàõ ýòà òåîðåìà âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [18, 45, 47, 130];
ìû ñôîðìóëèðóåì åå, ñëåäóÿ ñïîñîáó, ïðèíÿòîìó â ðàáîòàõ [45, 130].

Òåîðåìà 1.3.16. [45, òåîðåìà 3.1] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë. Òîãäà
ìíîæåñòâî T (I) èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.12 ñîâïàäàåò ñ òðîïè÷åñêèì ìíîãîîá-
ðàçèåì deg V (I), ïîðîæäåííûì èäåàëîì I.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî òðîïè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå
èäåàëîì I ⊂ HC[x1, . . . , xn], ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì òðîïè÷åñêèõ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé T (I) =

⋂
f∈I T (f). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî I ′ � ïîäìíîæåñòâî

èäåàëà I. Èç òåîðåìû 1.3.16 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå T (I) ⊂ ⋂
g∈I ′ T (g), à îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå ìîæåò, êîíå÷íî, íå âûïîëíÿòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, âàæíóþ ðîëü äëÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ èãðàåò [19] ñëó÷àé T (I) =

⋂
g∈I ′ T (g), ÷åì îáóñëîâëåíî

ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.17. [123] Ïóñòü I ⊂ HC[x1, . . . , xn] � èäåàë. Ìíîæå-
ñòâî {f1, . . . , fk} ⊂ I íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà I, åñëè
I = 〈f1, . . . , fk〉 è T (I) = T (f1) ∩ . . . T (fk).

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé èäåàëîâ, ïîðîæäåííûõ ñåìåéñòâîì
êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ [19, 45, 130]. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.18. Ïóñòü J � èäåàë êîëüöà C[x1, . . . , xn]. Òðîïè÷åñêèì
áàçèñîì èäåàëà J íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêèé áàçèñ èäåàëà J ′ ⊂ HC[x1, . . . , xn],
ïîðîæäåííîãî ìíîãî÷ëåíàìè èç J .

Â ðàáîòå [19] áûëà òàêæå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà î ñóùå-
ñòâîâàíèè òðîïè÷åñêîãî áàçèñà.

Òåîðåìà 1.3.19. [19, òåîðåìà 2.9] Èäåàë I êîëüöà C[x1, . . . , xn] âñåãäà èìååò
òðîïè÷åñêèé áàçèñ.

Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð òðîïè÷åñêîãî áàçèñà äàþò ãëàâíûå èäåàëû êîëüöà.

Ïðèìåð 1.3.20. [19, ïðèìåð 2.7] Ïóñòü èäåàë I êîëüöà C[x1, . . . , xn] ïîðî-
æäåí ýëåìåíòîì f ∈ C[x1, . . . , xn]. Òîãäà îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {f}
ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà I.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.17 ñâÿçàíî ñ ðàáîòîé [130], â êîòîðîé áûëî âûñêàçàíî
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óíèâåðñàëüíûé áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà I ⊂ C[x1, . . . , xn]
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì ýòîãî èäåàëà. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå
îêàçàëîñü íåâåðíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 1.3.21. [19, ïðèìåð 2.8] Ïóñòü èäåàë I îáðàçîâàí ïåðåñå÷åíèåì èäå-
àëîâ 〈x + y, z〉, 〈y + z, x〉, 〈x + z, y〉 êîëüöà C[x, y, z]. Òîãäà ìíîæåñòâî

{
x + y + z, x2y + xy2, y2z + yz2, x2z + xz2}

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì áàçèñîì Ãðåáíåðà äëÿ I, íî íå ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷å-
ñêèì áàçèñîì.

Äðóãèå ïðèìåðû òðîïè÷åñêèõ áàçèñîâ áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ
ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû. Ñåé÷àñ ìû îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äàëåêî íå êàæäîå
ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî îáðàçóåò òðîïè÷åñêèé áàçèñ äàííîãî èäåàëà. Áîëåå
òîãî, òðîïè÷åñêèå áàçèñû çà÷àñòóþ ñîäåðæàò çíà÷èòåëüíî áîëüøå ýëåìåíòîâ,
÷åì ìèíèìàëüíûå ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà.

1.3.2 Ðàíãîâûå ôóíêöèè â òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêå
Â äàííîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ðàíãîâûå ôóíêöèè òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö, âàæíûå â òðîïè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îòìåòèì,
÷òî ðàíãîâûå ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå â ïîäðàçäåëå 1.1.2, èìåþò ñìûñë äëÿ
ìàòðèö íàä ëþáûì ïîëóêîëüöîì è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Òå-
ïåðü ìû îñòàíîâèìñÿ íà äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèÿõ, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ
âîñõîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì, � ôóíêöèÿì òðîïè÷åñêîãî ðàíãà
è ðàíãà Êàïðàíîâà. Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, òðîïè÷åñêèé ðàíã äîïóñêàåò
ýëåìåíòàðíóþ õàðàêòåðèçàöèþ â òåðìèíàõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé; â äàí-
íîì ðàçäåëå ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ââîäèìîå â ýòîì ïîäðàçäåëå â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ðàíãà
Êàïðàíîâà èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, íå èìååò ýëåìåíòàðíîé õàðàêòå-
ðèçàöèè è ïîýòîìó íå áûëî ïðèâåäåíî â ïîäðàçäåëå 1.1.2.

Ñíà÷àëà ìû ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ 1.2.5 è 1.2.7 â òåðìèíàõ òðî-
ïè÷åñêèõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òðîïè÷åñêèì ïåðìàíåíòîì ìàòðèöû
S ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

min
σ∈Sn

{
S1,σ(1) + . . . + Sn,σ(n)

}
, (1.3.5)

ãäå ÷åðåç Sn îáîçíà÷åíà ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ìàò-
ðèöà S íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè ìèíèìóì â âûðàæå-
íèè (1.3.5) äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà
S íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.22. Òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû M ∈ Rp×q, trop(M), åñòü
íàèáîëüøèé ðàçìåð òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ðàíãà Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.23. [45] Ðàíãîì Êàïðàíîâà ìàòðèöû B ∈ Rd×n îòíîñè-
òåëüíî áàçîâîãî ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ðàíãîâ åå ïîäíÿòèé, ò.å.

KF(M) = min
{
rank(A)

∣∣ A ∈ Hm×n
F , deg A = B

}
,

ãäå ÷åðåç rank(A) îáîçíà÷åí îáû÷íûé ðàíã ìàòðèöû A íàä ïîëåì HF.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.3.23 èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîãî áàçîâîãî ïîëÿ
F. Òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå êîíå÷íûõ áàçîâûõ ïîëåé ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà
ïðîÿâëÿåò âåñüìà íååñòåñòâåííîå ïîâåäåíèå [45, 166]. Ïîýòîìó äàëåå, ãîâîðÿ
î ðàíãå Êàïðàíîâà, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü (åñëè â ÿâíîì âèäå íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå), ÷òî áàçîâûì ïîëåì ñëóæèò íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ïîëå F. Îñî-
áåííóþ æå âàæíîñòü ïîíÿòèå ðàíãà Êàïðàíîâà ïðèîáðåòàåò â ñëó÷àå F = C â
ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, è ïîýòîìó ìû ïîñâÿòèì
çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïîäðàçäåëà îáñóæäåíèþ ýòîãî ñëó÷àÿ.

×òîáû ïðèâåñòè õàðàêòåðèçàöèþ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà
ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëüöî
ìíîãî÷ëåíîâ C[x11, . . . , xdn] îò dn ïåðåìåííûõ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííûå
îáðàçóþò ìàòðèöó X = (xij) ðàçìåðà d×n, è ÷åðåç Hd,n

r îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ìàòðèöû X, òî åñòü ïîëèíîìîâ âèäà

∑

σ∈Sn

(−1)σxs1,cσ(1)
. . . xsr,cσ(r)

, (1.3.6)

ãäå 1 6 s1 < . . . < sr 6 d, 1 6 c1 < . . . < cr 6 n. ×åðåç Jd,n
r ⊂ C[x11, . . . , xdn]

îáîçíà÷èì èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè ñåìåéñòâà Hd,n
r .

Ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà äîêàçàíà â ðàáîòå [45] è
áûëà èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà â ðàáîòå [31].
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.3.24. [31, 45] Òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû B ∈ Rd×n íå ïðåâîñ-
õîäèò öåëîãî ÷èñëà r − 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà B
ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ òðîïè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ìíîãî÷ëåíàì ñåìåéñòâà Hd,n

r , ò.å. åñëè

B ∈
⋂

h∈Hd,n
r

T (h).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h � ïîëèíîì èç ðàâåíñòâà (1.3.6). Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ 1.3.8 òðîïè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí deg h èìååò âèä

min
σ∈Sr

{
xs1,cσ(1)

+ . . . + xsr,cσ(r)

}
. (1.3.7)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.3.12 ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó T (h) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè åå ïîäìàòðèöà
B[s1, . . . , sr|c1, . . . , cr] òðîïè÷åñêè âûðîæäåíà. Íàáîðû èíäåêñîâ s1, . . . , sr è
c1, . . . , cr â ïîëèíîìàõ èç ìíîæåñòâà Hd,n

r îõâàòûâàþò âñå ïîäìàòðèöû ðàçìå-
ðà r × r ìàòðèöû B, ïîýòîìó trop(B) < r â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
B ∈ ∩h∈Hd,n

r
T (h).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î òðîïè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ äàåò ñëåäóþùóþ õàðàê-
òåðèçàöèþ ðàíãà Êàïðàíîâà â ñëó÷àå áàçîâîãî ïîëÿ C. Ðàíåå ýòà òåîðåìà áûëà
äîêàçàíà â ðàáîòå [45]. Ìû òàêæå äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì åå äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà 1.3.25. [31, 45] Ïóñòü B ∈ Rd×n, r ∈ Z. Òîãäà KC(B) < r â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà B ïðèíàäëåæèò òðîïè÷åñêîìó ìíî-
ãîîáðàçèþ T (Jd,n

r ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 1.3.23 è 1.3.10 ìàòðèöà B ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó deg V (Jd,n

r ) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè KC(B) < r.
Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.16.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé òðîïè÷åñêîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà
òàêæå âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1.3.26. [45] Çíà÷åíèÿ trop(B) è KF(B) èíâàðèàíòíû îòíî-
ñèòåëüíî ïðèáàâëåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ê êàæäîìó ýëåìåíòó íåêîòî-
ðîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû B, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
òðîïè÷åñêîìó óìíîæåíèþ ñòðîêè èëè ñòîëáöà ìàòðèöû íà ýòî ÷èñëî.
Òåîðåìà 1.3.27. [45, óòâåðæäåíèå 4.1] Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû
B ∈ Rd×n âåðíî íåðàâåíñòâî trop(B) 6 KF(B).

Êàê âèäèì, òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû âñåãäà ìåíüøå ëèáî ðàâåí åå ðàíãó
Êàïðàíîâà. Âîïðîñ î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ñ
ðàíãîì Êàïðàíîâà íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì î òðîïè÷åñêîì áàçèñå,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [31, 45]. Äëÿ ïîëíîòû ìû ïðèâîäèì åå
äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà 1.3.28. [45] Ïóñòü d, n, r � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, r 6
min{d, n}. Òîãäà íåðàâåíñòâî trop(B) < r âëå÷åò íåðàâåíñòâî KC(B) < r
äëÿ ìàòðèö B ∈ Rd×n â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî Hd,n

r

ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà Jd,n
r .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 1.3.24 è 1.3.25 âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
KC(B) < r ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà trop(B) < r äëÿ âñåõ ìàòðèö B ∈ Rd×n

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè T (Jd,n
r ) = ∩h∈Hd,n

r
T (h). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 1.3.17 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Hd,n
r ÿâëÿåòñÿ òðî-

ïè÷åñêèì áàçèñîì èäåàëà Jd,n
r .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.3.28 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíîðû ïîðÿäêà r+1 ìàò-
ðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d×n íå îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ ïîðîæäàåìî-
ãî èìè èäåàëà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ ìàòðèöà B ∈ Rd×n,
äëÿ êîòîðîé trop(B) = r < KC(B). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã
ìàòðèöû è åå ðàíã Êàïðàíîâà ñîâïàäàþò, åñëè îäèí èç íèõ ðàâåí 1; òàêèì îá-
ðàçîì, ìèíîðû ïîðÿäêà 2 ìàòðèöû ïåðåìåííûõ îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ
ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìèíîðîâ ïîðÿäêà
1 âûïîëíÿåòñÿ ïî òðèâèàëüíûì ñîîáðàæåíèÿì: èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.12 ñëåäó-
åò, ÷òî òðîïè÷åñêèå ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðàì ïîðÿäêà 1,
è òðîïè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå T (Jd,n

r ) ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè. Áîëåå
ñëîæíûå ïðèìåðû òðîïè÷åñêèõ áàçèñîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [45] è ïîëó÷àþòñÿ
êàê ñëåäñòâèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.3.29. [45, òåîðåìû 5.5 è 6.5] Ïóñòü F � áåñêîíå÷íîå ïîëå, B ∈
Rd×n. Òîãäà åñëè trop(B) ∈ {1, 2, d− 1, d}, òî KC(B) = trop(B).

Íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð òðîïè÷åñêîãî áàçèñà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òå-
îðåì 1.3.28 è 1.3.29.

Òåîðåìà 1.3.30. [45, ñëåäñòâèå 3.8] Ïóñòü r 6 3 èëè r = min{d, n}. Òîãäà
ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d × n îáðàçóþò òðîïè÷å-
ñêèé áàçèñ ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà.

Òåîðåìà 1.3.29 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè min{d, n} 6 4, òî trop(B) = KC(B)
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ∈ Rd×n. Åùå áîëåå ãëóáîêèé ïðèìåð òðîïè÷åñêîãî
áàçèñà áûë ïîñòðîåí â ðàáîòå [31], ãäå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3.31. [31, òåîðåìà 1.4] Ïóñòü n > 4. Òîãäà ìèíîðû ïîðÿäêà 4
ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà 5× n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåì 1.3.30 è 1.3.31.

Òåîðåìà 1.3.32. [31, ñëåäñòâèå 1.5] Ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåí-
íûõ ðàçìåðà 5× n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ ïðè ëþáîì r.

Ïðèâåäåííûå òåîðåìû äàþò íåñêîëüêî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òîãî, ÷òîáû
ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ÿâëÿëèñü òðîïè÷åñêèì áàçèñîì. Òåì
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íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíîðû ïîðÿäêà r îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ
äàëåêî íå âñåãäà; èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû ñ ðàç-
ëè÷íûìè òðîïè÷åñêèì ðàíãîì è êîìïëåêñíûì ðàíãîì Êàïðàíîâà. Ïåðâûé
ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû áûë ïðèâåäåí â ðàáîòå [45].
Ïðèìåð 1.3.33. [45, ðàçäåë 7] Ïóñòü

B =




1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1




. (1.3.8)

Òîãäà trop(B) = 3, KC(B) = 4.
Ïðèìåð 1.3.33 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíîðû ïîðÿäêà 4 ìàòðèöû ïåðåìåííûõ

ðàçìåðà 7 × 7 íå îáðàçóþò òðîïè÷åñêîãî áàçèñà. Â ðàáîòå [31] áûë â íàè-
áîëåå îáùåé ôîðìå ñôîðìóëèðîâàí âîïðîñ î òðîïè÷åñêèõ áàçèñàõ èäåàëà,
ïîðîæäåííîãî ìèíîðàìè ìàòðèöû ïåðåìåííûõ.
Ïðîáëåìà 1.3.34. [31, Âîïðîñ 1.1] Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ d, n, r ìèíîðû
ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d×n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ
ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà? Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïðè êàêèõ d, n, r äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû B ∈ Rd×n óñëîâèå trop(B) < r âëå÷åò óñëîâèå KC(B) < r?

Ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.3.34, ïîëó÷åííîå àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå [161],
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 1.3.35. [161, òåîðåìà 1.11] Ðàññìîòðèì öåëûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà d, n è r, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ r 6 min{d, n}. Ìèíîðû ïîðÿäêà r
ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà d × n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) r 6 3;
(2) r = min{d, n};
(3) r = 4 è min{d, n} 6 6.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå r 6 min{d, n} ôèãóðèðóåò â òåîðåìå 1.3.35, ÷òîáû

èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé r > min{d, n}. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì âûðî-
æäåííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, è ïîòîìó
â ñèëó îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêèì áàçèñîì ïîðîæäàåìîãî èì íóëå-
âîãî èäåàëà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.35 îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì,
ïîýòîìó ìû îòêëàäûâàåì åãî ðàññìîòðåíèå äî ãëàâû 6, öåëèêîì ïîñâÿùåí-
íîé ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó è ðåøåíèþ ïðîáëåìû 1.3.34.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è
ñòðóêòóðà ïîëóêîëåö
Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ îñíîâíûõ îáúåêòîâ ëèíåéíîé
àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââå-
äåíèè ê ýòîé ðàáîòå, ðàçðàáîòêà ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ âàæíà íå
òîëüêî â íàèáîëåå èçó÷åííûõ ñëó÷àÿõ òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà, ïîëóêîëüöà
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è íåêîòîðûõ äðóãèõ, íî è ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðå-
íèÿ. Â ãëàâå 1 ìû ïðèâåëè ðÿä åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêèõ ïîíÿ-
òèé ðàçìåðíîñòè, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ðàíãà è îïèñàëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
ëèíåéíîé àëãåáðû íàä ïîëóêîëüöàìè, è â ýòîé ãëàâå ìû èëëþñòðèðóåì ýòè
ïîíÿòèÿ ïðèìåíåíèåì èõ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ïîëóêîëåö.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîëóêîëüöàìè è êîëüöàìè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü çíà÷èòåëüíûìè ââèäó îòñóòñòâèÿ
îáðàòèìîñòè ñëîæåíèÿ ñðåäè àêñèîì ïîëóêîëüöà [63]. Âñå æå, íåñìîòðÿ íà îò-
ñóòñòâèå ñòîëü æå áîãàòîãî îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóêîëåö, êàê òî, êîòîðîå
èçâåñòíî äëÿ êîëåö, íîâàÿ èíòåðåñíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ
ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà òî÷êå çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû. Â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòü êëàññû ïîëóêîëåö, óäîâëåòâîðÿþùèå
òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì, õàðàêòåðèçóþùèì ëèíåéíóþ àëãåáðó íàä íèìè, è
èçó÷åíèå ýòèõ íîâûõ êëàññîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñòðóêòóðíîé òåîðèè [169].

2.1 Ïîëóìîäóëè è ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå èìåþò äîâîëüíî ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûì ðåçóëüòàòîì ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîïîëíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû
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âåêòîðîâ äî áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðî-
äîëæèòü ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊂ Sn â ïîëå S
äî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èç Sn â S. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ
íåâåðíûì â ëèíåéíîé àëãåáðå íàä ïîëóêîëüöàìè; áîëåå òîãî, òàêîå ïðîäîëæå-
íèå íå âñåãäà âîçìîæíî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Â ñàìîì
äåëå, êàê ëåãêî çàìåòèòü, îòîáðàæåíèå 2r → r ïîäìîäóëÿ 2Z â Z íå ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ Z â Z. Ýòîò ôåíîìåí áûë ïîäâåðãíóò
ãëóáîêîìó èññëåäîâàíèþ â ðàáîòå [140]. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ñâÿçàííîå ñ
ýòèì ôåíîìåíîì ïîíÿòèå, íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ëåâîãî S-ïîëóìîäóëÿ
U â ëåâûé S-ïîëóìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ S-ëèíåéíûì (èëè S-ëèíåéíûì ñëå-
âà), åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ s1, s2 ∈ S è u1, u2 ∈ U âûïîëíåíî óñëîâèå
ϕ(s1u1 + s2u2) = s1ϕ(u1) + s2ϕ(u2). Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ
ðàññìîòðåíèåì êîììóòàòèâíûõ ïîëóêîëåö, à ïîä êîëüöîì ìû ïîíèìàåì àññî-
öèàòèâíîå êîëüöî ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëå-
âà, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîïîðîæäåííîãî ëåâîãî ïîäìîäóëÿ M ⊂ Rn è ëþáîé
R-ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ : M → R íàéäåòñÿ R-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ψ : Rn → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ϕ(x) = ψ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ S.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà, åñëè îíî
èíúåêòèâíî êàê ëåâûé R-ìîäóëü; èíûìè ñëîâàìè, åñëè ëþáàÿ R-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ èç ïîäìîäóëÿ X ëåâîãî R-ìîäóëÿ Y â R ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà
äî R-ëèíåéíîé ôóíêöèè èç Y â R. Ïîíÿòèå êîëüöà, (ëîêàëüíî) ñàìîèíúåê-
òèâíîãî ñïðàâà, îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì. Ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî êîëüöî R (ëîêàëüíî) ñàìîèíúåêòèâíî, åñëè R (ëîêàëüíî) ñàìîèíúåêòèâ-
íî ñëåâà è ñïðàâà.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 2.1.1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç îïðåäåëåíèÿ ñà-
ìîèíúåêòèâíîãî êîëüöà, åñëè ïîòðåáîâàòü îò X áûòü êîíå÷íîïîðîæäåííûì
ïîäìîäóëåì ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ Y = Rn. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå ñàìî-
èíúåêòèâíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì. Âåðíî ëè îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå? Òàêîé âîïðîñ áûë ïîñòàâëåí Óàéëäèíãîì, Äæîíñîí è Êàìáè-
òåñîì â ðàáîòå [140].

Ïðîáëåìà 2.1.2. [140, ðàçäåë 8] Ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíîå
êîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñàìîèíúåêòèâíûì?

2.1.1 Ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûå ãðóïïîâûå êîëüöà
Îòâåò íà âîïðîñ 2.1.2 áûë äàí àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå [152], ñîäåðæàíèå
êîòîðîé èçëàãàåòñÿ â ýòîì ïîäðàçäåëå. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîâûì êîëüöîì
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ãðóïïû G íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R[G] âñåõ ôîðìàëüíûõ ñóìì
âèäà ρ =

∑
h∈G ρh h, êîýôôèöèåíòû ρh êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò R è íîñèòåëü

êîòîðûõ êîíå÷åí (íîñèòåëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ h ∈ G, äëÿ êîòîðûõ
ρh 6= 0). Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [ρ′ +
ρ′′]h = ρ′h + ρ′′h, [ρ′ρ′′]h =

∑
g∈G ρ′g−1ρ′′gh. Ýëåìåíò ρe ∈ R íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì

÷ëåíîì ýëåìåíòà ρ, åñëè e ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû G, è ìû
îòîæäåñòâëÿåì ïîäêîëüöî êîëüöà R[G], ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ,
ñ êîëüöîì R.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ëîêàëüíî ñà-
ìîèíúåêòèâíûõ ãðóïïîâûõ êîëåö, àíàëîãè÷íàÿ ñëåäóþùåìó èçâåñòíîìó ðå-
çóëüòàòó î ñàìîèíúåêòèâíûõ êîëüöàõ.

Òåîðåìà 2.1.3. [52] Ãðóïïîâîå êîëüöî F[G] íàä ïîëåì F ñàìîèíúåêòèâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G êîíå÷íà.

À èìåííî, íàìè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî R[G] ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè êîëüöî R
ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà è ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Èç ýòîãî ðå-
çóëüòàòà áóäåò ñëåäîâàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 2.1.2, è íàìè áóäåò
ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíîãî êîëüöà, íå ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ñàìîèíúåêòèâíûì. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2.1.3
èçâåñòíû è äëÿ ïîëóãðóïïîâûõ êîëåö [89, 90, 112].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ëîêàëüíîé ñàìîèíúåêòèâíîñòè â
òåðìèíàõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäêîëåö.

Ëåììà 2.1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà F
êîëüöà R íàéäåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíîå ñëåâà êîëüöî S, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ F ⊂ S ⊂ R. Òîãäà R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâûé R-ìîäóëü M , ïîðîæäåííûé âåêòîðàìè
v1, . . . , vk ∈ Rn×1 è R-ëèíåéíóþ ñëåâà ôóíêöèþ ϕ : M → R. Â ñèëó óñëî-
âèÿ ëåììû R ñîäåðæèò ïîäêîëüöî S, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíú-
åêòèâíûì ñëåâà è ñîäåðæèò âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ vi è ýëåìåíòû ϕ(vi).
Ïîñêîëüêó S ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî, îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà S-
ìîäóëü Sv1 + . . . + Svk ïðîäîëæàåòñÿ äî S-ëèíåéíîé ôóíêöèè ψ : Sn×1 → S.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíò ψ(0, . . . , 1, . . . , 0) (â êîòîðîì åäèíèöà ñòîèò íà j-îì
ìåñòå) ÷åðåç σj è ïîëîæèì σ = (σ1, . . . , σn). Òîãäà ïðè ëþáîì x ∈ Sn âûïîë-
íåíî óñëîâèå ψ(x) = σ · x, à ïðè ëþáîì i � óñëîâèå ψ(vi) = ϕ(vi). Îïðåäå-
ëèì Ψ(y) êàê σ · y äëÿ âñåõ y ∈ Rn; òîãäà ïðè ëþáîì i âûïîëíåíî óñëîâèå
Ψ(vi) = ψ(vi) = ϕ(vi). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé â ñèëó
ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, ðàâåíñòâî Ψ(w) = ϕ(w) âûïîëíåíî ïðè âñåõ w ∈ M .
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Èç òåîðåìû 5.3 ðàáîòû [140] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî êîíå÷íîé ãðóï-
ïû íàä ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà è ñïðàâà êîëüöîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ýòî óòâåðæäåíèå è
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ åãî ñïðàâåäëèâîñòè äîñòàòî÷íî ëèáî òîëüêî ëåâîé, ëèáî
òîëüêî ïðàâîé ëîêàëüíîé ñàìîèíúåêòèâíîñòè.

Ëåììà 2.1.5. Åñëè êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, è ãðóïïà G
êîíå÷íà, òî êîëüöî R[G] ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïîëîæèì R = R[G]. Ðàññìîòðèì ëåâûé R-ìîäóëü
S, ïîðîæäåííûé êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì Σ ⊂ Rn, è R-ëèíåéíóþ ñëåâà ôóíê-
öèþ ϕ : S →R.

Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1 : S → R ôóíêöèþ, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíòó x ∈ S ñâîáîäíûé ÷ëåí ýëåìåíòà ϕ(x). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿ-
åòñÿ R-ëèíåéíîé ñëåâà, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ϕ1.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé, óñëîâèå [ϕ(x)]h =
ϕ1(h

−1x) âûïîëíåíî ïðè âñåõ h ∈ G, è ïîýòîìó ïðè âñåõ x ∈ S âåðíî, ÷òî
ϕ(x) =

∑
h∈G ϕ1(h

−1x) h.
Øàã 4. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû g v (ãäå g ∈ G and v ∈ Σ) ïîðîæäàþò S

êàê R-ìîäóëü, è ÷òî Rn èçîìîðôåí R-ìîäóëþ R|G|n. Ïîñêîëüêó êîëüöî R
ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, íàéäåòñÿ R-ëèíåéíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ ψ1 :
Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ϕ1(x) = ψ1(x) ïðè ëþáîì x ∈ S.

Øàã 5. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ψ : Rn → R ïî ôîðìóëå Ψ(y) =∑
h∈G ψ1(h

−1y) h.
Øàã 6. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà g ∈ G âûïîëíåíî

óñëîâèå
Ψ(g y) =

∑

h∈G

ψ1(h
−1gy) h =

∑

γ∈G

ψ1(γ
−1y) gγ = gΨ(y).

Øàã 7. Â ñèëó øàãà 4 ôóíêöèÿ ψ1 ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé ñëåâà, è òàêîâà
æå ôóíêöèÿ Ψ â ñèëó øàãà 5. Èç øàãà 6 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ
ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé ñëåâà. Øàãè 4 è 5 òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ëþáîì
x ∈ S âûïîëíåíî óñëîâèå Ψ(x) =

∑
h∈G ϕ1(h

−1x) h, è ïîòîìó ïðè ëþáîì x ∈ S
âåðíî ðàâåíñòâî Ψ(x) = ϕ(x) â ñèëó øàãà 3.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé, åñëè êîíå÷íà ëþáàÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ýòîé ãðóïïû.

Òåîðåìà 2.1.6. Åñëè êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, è ãðóïïà G
ëîêàëüíî êîíå÷íà, òî êîëüöî R[G] ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ R[G] êîíå÷íûì ÿâ-
ëÿåòñÿ è îáúåäèíåíèå J íîñèòåëåé âñåõ ýëåìåíòîâ èç S. Â ñèëó óñëîâèÿ òåî-
ðåìû J ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó G0, è ïîäêîëüöî R[G0] êîëüöà R[G]
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà â ñèëó ëåììû 2.1.5. Ïîñêîëüêó
R[G0] ñîäåðæèò S, ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 2.1.4.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîâîëüíî ïðîñòà è ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [52] áåç äîêà-
çàòåëüñòâà; ìû ïðèâîäèì åå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Ëåììà 2.1.7. Ïóñòü G′ � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G. Åñëè íàéäåòñÿ íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò a ∈ R[G], ïðè âñåõ g′ ∈ G′ óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
a(1 − g′) = 0, òî ïîäãðóïïà Γ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì G′, ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ G íîñèòåëü ýëåìåíòà a; ìíîæåñòâî
Σ èìååò êîíå÷íóþ ìîùíîñòü n. Äëÿ ëþáîãî g ∈ G ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕg :
Σ → G, ñòàâÿùóþ ýëåìåíòó h ∈ Σ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò hg. Åñëè a = ag, òî
íîñèòåëè ýëåìåíòîâ ag è ag−1 ðàâíû Σ, è â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕg ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà Σ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ϕγ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
ìíîæåñòâà Σ ïðè ëþáîì γ ∈ Γ. Ïîñêîëüêó óñëîâèå ϕγ′ = ϕγ′′ âëå÷åò ðàâåíñòâî
γ′ = γ′′, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Γ íå ïðåâîñõîäèò n!.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ îïèñà-
íèå àííóëÿòîðîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ èäåàëîâ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûõ
êîëåö. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3 èç ðàáîòû [52].

Ëåììà 2.1.8. Åñëè êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà,
òî âñÿêèé ñîáñòâåííûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R îáëà-
äàåò íåíóëåâûì ëåâûì àííóëÿòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðàâûé èäåàë I = s1R + . . . + snR ⊂ R è
ëåâûé ïîäìîäóëü S ⊂ Rn, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ (rs1, . . . , rsn), ãäå r ∈ R.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ : R → S ïî ôîðìóëå φ(r) = (rs1, . . . , rsn).

Åñëè ëåâûé àííóëÿòîð èäåàëà I ðàâåí {0}, òî ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì ëåâûõ R-ìîäóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ φ−1 ìî-
æåò áûòü ïðîäîëæåíà äî R-ëèíåéíîé ôóíêöèè ψ : Rn → R, ïîñêîëü-
êó êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî óñëîâèå
ψ(s1, . . . , sn) = ψ(φ(1)) = 1. Îáîçíà÷àÿ ýëåìåíò ψ(0, . . . , 1, . . . , 0) (â êî-
òîðîì åäèíèöà ñòîèò íà j-îé ïîçèöèè) ÷åðåç σj, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
ψ(s1, . . . , sn) = s1σ1 + . . . + snσn ∈ I, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 1 ∈ I.

Ëåììû 2.1.7 è 2.1.8 ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ðåçóëüòàò, îáðàòíûé ðåçóëüòàòó
òåîðåìû 2.1.6.
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Òåîðåìà 2.1.9. Åñëè êîëüöî R[G] ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, òî ãðóï-
ïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà G′ = {g1, . . . , gn} ýëåìåí-
òîâ G îïðåäåëåí ñîáñòâåííûé ïðàâûé èäåàë (1− g1)R[G]+ . . .+(1− gn)R[G].
Â ñèëó ëåììû 2.1.8 íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ R[G], ïðè ëþáîì g ∈ G′

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ a(1− g′) = 0. Ïîýòîìó ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíî-
æåñòâîì G′, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé â ñèëó ëåììû 2.1.7.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîé ñàìîèíúåêòèâíî-
ñòè êîëüöà R â òåðìèíàõ ãðóïïîâîãî êîëüöà R[G].

Ëåììà 2.1.10. Åñëè êîëüöî R[G] ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, òî òà-
êîâûì ÿâëÿåòñÿ è êîëüöî R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâûé R-ìîäóëü S, ïîðîæäåííûé âåêòîðàìè
s1, . . . , sk ∈ Rn, è R-ëèíåéíóþ ñëåâà ôóíêöèþ ϕ : S → R. Ïîëîæèì
R = R[G] è îáîçíà÷èì ÷åðåç S ⊂ Rn ëåâûé R-ìîäóëü, ïîðîæäåííûé âåê-
òîðàìè s1, . . . , sk íàä R. Òîãäà ôóíêöèÿ Φ : S → R, ñòàâÿùàÿ ýëåìåíòó∑

g∈G gσg â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò
∑

g∈G ϕ(σg)g, ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé ñëåâà
(çäåñü ÷åðåç σg îáîçíà÷åíû ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ìîäóëÿ S). Ïîñêîëüêó
êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî, ñóùåñòâóåò R-ëèíåéíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ
Ψ : Rn → R, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ Φ íà S. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ
ψ : Rn → R, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó r ∈ Rn ñóììó êîýôôèöèåíòîâ
ýëåìåíòà Ψ(r). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíîé ñëåâà, òàêîâà æå
è ôóíêöèÿ ψ. Äëÿ âñåõ s ∈ S âûïîëíåíî óñëîâèå Ψ(s) = Φ(s) = ϕ(s) ∈ R,
ïîýòîìó ψ(s) = ϕ(s).

Èç òåîðåì 2.1.6 è 2.1.9 è ëåììû 2.1.10 ñëåäóåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî
ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.1.11. Êîëüöî R[G] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî R ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà
è ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êîëüöî R[G] ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíî ñëåâà, òî òà-
êîâûì ÿâëÿåòñÿ è R â ñèëó ëåììû 2.1.10. Ãðóïïà G â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíî
êîíå÷íà â ñèëó òåîðåìû 2.1.9. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû 2.1.6 êîëüöî
R[G] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñàìîèíúåêòèâíûì ñëåâà, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ R è
ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òåîðåìû 2.1.3 è 2.1.11 ïîçâîëÿþò äàòü ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà âîïðîñ 2.1.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G áåñêîíå÷íóþ ïðÿìóþ ñóììó

64



êîíå÷íûõ ãðóïï, òîãäà ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ñòàíäàðòíûì ðåçóëüòà-
òîì ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîëå F ëîêàëüíî ñàìîèíúåê-
òèâíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 2.1.11 êîëüöî F[G] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ñàìîèíúåêòèâíûì; ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 2.1.3, îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ñàìîèíúåêòèâíûì.

2.1.2 Áàçèñû ñâîáîäíîãî ïîëóìîäóëÿ
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áàçèñà ëåâîãî ïîëóìîäóëÿ S íàä ïîëóêîëüöîì R. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò s ∈ S ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì G ⊂ S, åñëè
íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λg ∈ R, òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîòîðûõ îòëè÷íû îò íóëÿ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ s =

∑
g∈G λgg. Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ áàçè-

ñîì, åñëè îíî ïîðîæäàåò ëþáîé ýëåìåíò èç S è ìèíèìàëüíî ïî âêëþ÷åíèþ.
Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ïîëóìîäóëè óñòðîåíû ïðî-
ñòî: ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî Rn ïðè íåêîòîðîì n, è êàæäûé
èç áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà Rn ñîäåðæèò ðîâíî n ýëåìåíòîâ. Îáîáùåíèå ýòîãî
ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïîëóêîëåö áûëî ïðåäëîæåíî Òàí [132].

Ãèïîòåçà 2.1.12. ([132, çàìå÷àíèå 4.4]) Ïóñòü íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü áàçè-
ñà êîììóòàòèâíîãî ïîëóêîëüöà R, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ìîäóëü íàä ñîáîé,
êîíå÷íà è ðàâíà q. Òîãäà äëÿ áàçèñîâ ïîëóìîäóëÿ Rn âîçìîæíû ìîùíîñòè
n, n + 1, . . . , qn è òîëüêî îíè.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîáëåìà èçó÷àëàñü â ìíîæåñòâå ïóáëèêàöèé ïîñëåäíåãî
âðåìåíè [83, 132, 127]. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Òàí â ñëó÷àå
àíòèíåãàòèâíûõ ïîëóêîëåö [132], à Øó è Âàíã [127] äîêàçàëè åå â ÷àñòíîì
ñëó÷àå q = 1. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî îïóáëèêîâàíî àâòîðîì
äèññåðòàöèè â ðàáîòå [146] è ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Rn êàê ëåâûé R-ïîëóìîäóëü, äëÿ ýòîãî ïîëîæèì
λ(r1, . . . , rn) ðàâíûì (λr1, . . . , λrn). ×åðåç πj áóäåì îáîçíà÷àòü åñòåñòâåííîå
âëîæåíèå R â Rn, ïåðåâîäÿùåå ýëåìåíò s â âåêòîð, íà j-é ïîçèöèè â êîòîðîì
ñòîèò s, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
σ ∈ Rn; îáîçíà÷èì ÷åðåç ρj(σ) ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà j-é ïîçèöèè â σ. ×åðåç
invi(σ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ λσ ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ
ýëåìåíò ρj(λσ) îáðàòèì ïî ñëîæåíèþ ïðè êàæäîì j, îòëè÷íîì îò i.

Ëåììà 2.1.13. Åñëè ëåâûé R-ïîëóìîäóëü Rn ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì G,
òî ýëåìåíò πi(1) ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì Γ =

⋃
g∈G invi(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λg, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ πi(1) =

∑
g∈G λgg; ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå ρj, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
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0 =
∑

g∈G ρj(λgg) äëÿ âñåõ j, îòëè÷íûõ îò i. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ρj(λgg)
îáðàòèì ïî ñëîæåíèþ, è ïîòîìó λgg ∈ invi(g).

Òåîðåìà 2.1.14. Ïóñòü íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü áàçèñà ëåâîãî R-ïîëóìîäóëÿ
R1 êîíå÷íà è ðàâíà q. Åñëè ëåâûé R-ïîëóìîäóëü Rn ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì
G, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî H ⊂ G, êîòîðîå ïîðîæäàåò Rn è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ |H| 6 nq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 ðåçóëüòàò î÷åâèäåí, ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì
n > 1 è ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.

Èç ëåììû 2.1.13 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì i ìíîæåñòâî Γi =
⋃

g∈G invi(g)
ïîðîæäàåò ýëåìåíò πi(1). Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Γi èìåþò âèä νg
ïðè íåêîòîðûõ ν ∈ R è g ∈ G, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
÷òî Γi ⊂ G. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî H ′ ⊂
Γ2 ∪ . . . ∪ Γn, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |H ′| 6 (n − 1)q è ïîðîæäàåò
âåêòîðû α2 = (a2, 1, 0, . . . , 0), . . . , αn = (an, 0, . . . , 0, 1). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà Γi ýëåìåíòû a2, . . . , an ∈ R îáðàòèìû ïî ñëîæåíèþ.

Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ïðè íåêîòîðûõ λg ∈ R
âûïîëíåíî óñëîâèå π1(1) =

∑
g∈G λgg. Ïîñêîëüêó

∑
g∈G ρt(λgg) = 0, ýëåìåíòû

ρt(λgg) îáðàòèìû ïî ñëîæåíèþ ïðè âñåõ t ∈ {2, . . . , n}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè
âñåõ t è g íàéäóòñÿ ýëåìåíòû µtg ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ρt(λgg) +
µtg = 0. Òîãäà

π1(1) =
∑

g∈G

(
λgg +

n∑
τ=2

µτgατ

)
+

n∑
τ=2

∑

g∈G

ρτ(λgg)ατ . (2.1.1)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòà µtg óñëîâèå λgg +
n∑

τ=2
µτgατ ∈ π1(R) âûïîëíåíî

ïðè ëþáîì g, îòêóäà

0 = ρt




n∑
τ=2

∑

g∈G

ρτ(λgg)ατ


 =

∑

g∈G

ρt(λgg). (2.1.2)

Èç ðàâåíñòâ (2.1.1) è (2.1.2) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð π1(1) ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì
G′ ýëåìåíòîâ âèäà λgg+

∑n
τ=2 µτgατ , êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò π1(R).

Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî H ⊂ G′, êîòîðîå
ïîðîæäàåò π1(R) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |H| 6 q. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû
a2, . . . , an îáðàòèìû ïî ñëîæåíèþ, ìíîæåñòâî H ∪ H ′ ïîðîæäàåò Rn. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà H ïîðîæäåí ìíîæåñòâîì H ′ è
íåêîòîðûì îäíèì ýëåìåíòîì èç G.
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Ãèïîòåçà 2.1.12 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.14, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [132]. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèòü áàçèñû ñâîáîäíîãî ïîëóìîäóëÿ Rn

ìîùíîñòåé, íå ìåíüøèõ n è íå áîëüøèõ qn íåñëîæíî, è ýòîò ðåçóëüòàò ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 4.1 ðàáîòû [132]. Äàëåå, âñÿêèé áàçèñ Rn

ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì qn ýëåìåíòîâ â ñèëó òåîðåìû 2.1.14. Íàêîíåö, åñëè
ïîëóêîëüöî R êîììóòàòèâíî, òî â ñèëó òåîðåìû 3.3 ðàáîòû [132] (îòìåòèì,
÷òî ýòîò ðåçóëüòàò â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [120] 1984 ãî-
äà) ëþáîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîëóìîäóëÿ Rn ñîäåðæèò íå ìåíåå, ÷åì
n ýëåìåíòîâ.

2.2 Ôàêòîðèçàöèÿ è ðàíã ìàòðèöû
Áàçîâûì ðåçóëüòàòîì ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçà-
öèÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè ìàòðèö íàä ïîëåì: ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí íàèìåíü-
øåìó ÷èñëó k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ ìàòðèöà B ðàçìåðà m × k è ìàòðèöà
C ðàçìåðà k × n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = BC. Â äàííîì ðàçäåëå
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îïèñàíèå ïîëóêîëåö, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûìè âåð-
íà àíàëîãè÷íàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàíãîâîé ôóíêöèè. Êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ
àëãåáðà îáû÷íî èñõîäèò èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà êàê íàèáîëüøåé ìîùíîñòè íà-
áîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû, äëÿ ìàòðèö æå íàä ïîëóêîëüöàìè
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè. Ýòè ïîäõîäû áûëè èçëîæåíû â ãëàâå 1, è â äàííîì ðàçäåëå
ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïîíÿòèè çàâèñèìîñòè ïî Ãîíäðàíó�Ìèíó, êîòîðóþ â ñèëó
ðàññóæäåíèé ãëàâû 1 ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ îïðåäå-
ëåíèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóêîëåö. Èíûìè ñëîâàìè,
â äàííîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ïîëóêîëüöà, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèö
íàä êîòîðûìè ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ëþ-
áîå ïîëóêîëüöî, ìàòðèöû íàä êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óñëîâèþ, âëî-
æåíî â íåêîòîðîå ïîëå. Òàêæå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð öåëîñòíîãî êîëüöà, äëÿ
ìàòðèö íàä êîòîðûì ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà áûëè îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [167]. Â
èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (S, +, ·, 0, 1) � êîììóòàòèâíîå
ïîëóêîëüöî. Íà÷íåì èçëîæåíèå ñ ïðèìåðà, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò ïîíÿòèÿ
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëü-
íåéøåì.
Ïðèìåð 2.2.1. Ïóñòü ýëåìåíòû a, b, c ïîëóêîëüöà (S, +, ·,0,1) òàêîâû,
÷òî a 6= b, c 6= 0 è ac = bc. Ïîëîæèì

A =

(
a 1
b 1

)
∈ S2×2.
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Òîãäà GMr(A) = GMc(A) = 1, f(A) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà λ ∈ S \ {0}
âåðíî, ÷òî λ · (a, 1) = (a · λ, λ) 6= (0, 0). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû A, íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî çàâèñèìûì â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó, ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2
ñëåäóåò, ÷òî GMr(A) > 1. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàáîð, ñîñòîÿùèé
èç âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì â ñìûñëå
Ãîíäðàíà�Ìèíó, ïîýòîìó òàêæå GMc(A) > 1.

2. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 1.1.19, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñòðîêè
ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó. Ïîëîæèì I = {1},
J = {2}, λ1 = λ2 = c, òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ïðèìåðà èìååì c·(a, 1) = c·(b, 1),
÷òî äîêàçûâàåò â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A ïî
Ãîíäðàíó�Ìèíó. Òàêèì îáðàçîì, èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî GMr(A) 6
1. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâî

c ·
(

a
b

)
= ac ·

(
1
1

)

äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A â ñìûñëå Ãîíäðàíà�
Ìèíó, ïîýòîìó GMc(A) 6 1.

3. Ðàâåíñòâî (
1 0
0 1

)
·
(

a 1
b 1

)
=

(
a 1
b 1

)

ïîêàçûâàåò, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.10, ÷òî f(A) 6 2.
4. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî f(A) 6= 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ p, q, r è s ïîëóêîëüöà S âåðíî, ÷òî
(

p
q

)
· ( r s

)
=

(
a 1
b 1

)
,

èëè, â èíîé çàïèñè,
pr = a, qr = b, (2.2.1)

ps = 1, qs = 1. (2.2.2)
Èç ðàâåíñòâ (2.2.2) ñëåäóåò, ÷òî sp = 1, qsp = p. Ïîýòîìó q ·1 = p, èëè q = p.
Èç ðàâåíñòâ (2.2.1) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî a = b. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ ïðèìåðà, ïîýòîìó f(A) 6= 1. Íàêîíåö, ìàòðèöà A ñîäåðæèò
ýëåìåíò, íå ðàâíûé 0, ïîýòîìó f(A) 6= 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2.10.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ áóäåò ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî (A · B)> =
B> · A> äëÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì S; ïîýòîìó ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèöû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî åå òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ñòðî÷íîãî ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó äëÿ âñåõ ìàòðèö íàä S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà
ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ñòîëáöîâîãî ðàíãà.

2.2.1 Àíòèíåãàòèâíûå ïîëóêîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ïîëóêîëåö, äëÿ ìàò-
ðèö íàä êîòîðûìè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó âîîáùå
ãîâîðÿ íå ñîâïàäàþò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïîäðàçäåëà
íàì ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. [68] Ïîëóêîëüöî S íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ ñîêðàùå-
íèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ S èç ac = bc è c 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî a = b.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 2.2.3. Ëþáîå ïîëóêîëüöî ñ ñîêðàùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì áåç
äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî ñ ñîêðàùåíèåì, è ýëåìåíòû a ∈
S, b ∈ S \ {0} òàêîâû, ÷òî a · b = 0. Òîãäà èìååì a · b = 0 · b, îòêóäà
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.2.2 a = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.5 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî
íèêàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà S íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Ëåììà
äîêàçàíà.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîíÿòèå áèíàðíîãî áó-
ëåâà ïîëóêîëüöà ñ àíòèíåãàòèâíûìè ïîëóêîëüöàìè áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Àíà-
ëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ óïîìèíàþòñÿ, íàïðèìåð, â ïàðàãðàôå 3.2 ðàáîòû [14],
òåì íå ìåíåå, ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü (S, +, ·,0′,1′) � àíòèíåãàòèâíîå ïîëóêîëüöî, íå ñî-
äåðæàùåå äåëèòåëåé íóëÿ, è (B,⊕,⊗,0,1) � áèíàðíîå áóëåâî ïîëóêîëüöî.
Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕ : S → B, ïîëîæèâ ϕ(0′) = 0 è ϕ(s) = 1 ïðè
s ∈ S \ {0′}. Åñëè 0′ 6= 1′, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ ϕ âåðíî ϕ(0′) = 0,
ϕ(1′) = 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâà

ϕ(a + b) = ϕ(a)⊕ ϕ(b), (2.2.3)
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ϕ(ab) = ϕ(a)⊗ ϕ(b). (2.2.4)
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîëóêîëåö x + 0′ = 0′ + x = x äëÿ ëþáîãî x ∈ S,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (2.2.3) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ
ðàâíî 0′. Åñëè æå a, b ∈ S \ {0′}, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1.4 a + b 6= 0′, ÷òî
çàêàí÷èâàåò ïðîâåðêó ðàâåíñòâà (2.2.3).

Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîëóêîëåö x ·0′ = 0′ ·x = 0′, ÷òî äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî (2.2.4) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî 0′.
Íàêîíåö, åñëè a, b ∈ S \ {0′}, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1.5 a · b 6= 0′, ÷òî
îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (2.2.4).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîëåçåí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïðèìåð 2.2.5. Ïóñòü

A =




1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1


 ∈ B4×4,

à ìàòðèöû R ∈ B4×k è S ∈ Bk×4 òàêîâû, ÷òî R⊗ S = A. Òîãäà k > 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òîãäà k 6 3. Ðàñ-
ñìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû S èëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà
ìàòðèöû R ñîñòîÿò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íà
ïîëóêîëüöå B ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò, ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî íóëåâîé
ñòîëáåö, ëèáî íóëåâóþ ñòðîêó. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû A,
ïîýòîìó ñëó÷àé 1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

2. Ïóñòü ëèáî ìàòðèöà R ñîäåðæèò äâå ñîâïàäàþùèå ñòðîêè, ëèáî ìàò-
ðèöà S ñîäåðæèò äâà ñîâïàäàþùèõ ñòîëáöà. Â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ
óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ëèáî äâå ñîâïàäàþùèõ
ñòðîêè, ëèáî äâà ñîâïàäàþùèõ ñòîëáöà. Îïÿòü æå, ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäå-
ëåíèþ ìàòðèöû A è ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àé 2 íåâîçìîæåí.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòðîêà (îáîçíà÷èì åå íîìåð ÷åðåç t) ìàò-
ðèöû R ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû A, íàé-
äåòñÿ èíäåêñ q ∈ {1, 2, 3, 4}, äëÿ êîòîðîãî Atq = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, (Rt1 ⊗ S1q) ⊕ . . . ⊕ (Rtk ⊗ Skq) = 0. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ïóíêòà 3, êàæäûé ýëåìåíò ñòðîêè ñ íîìåðîì t ìàòðèöû R
ðàâåí 1, òî åñòü, ðàâåí íåéòðàëüíîìó ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíòó ïîëóêîëüöà
B. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì S1q ⊕ . . . ⊕ Skq = 0, îòêóäà â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ îïåðàöèé íà ïîëóêîëüöå B ñëåäóåò, ÷òî S1q = . . . = Skq = 0. Òàêèì
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îáðàçîì, ñòîëáåö ìàòðèöû S ñ íîìåðîì q ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó ïóíêòà 1.

4. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k = 3 è íåêîòîðàÿ ñòðîêà (åå íîìåð ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç u) ìàòðèöû R ñîäåðæèò ðîâíî äâà ýëåìåíòà 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, Rux = Ruy = 1, Ruz = 0, ãäå {x, y, z} = {1, 2, 3}. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû A, íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ èíäåêñà g1, g2 ∈ {1, 2, 3, 4}, äëÿ êîòîðûõ
Aug1

= Aug2
= 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö,

(Rux ⊗ Sxgi
) ⊕ (Ruy ⊗ Sygi

) ⊕ (Ruz ⊗ Szgi
) = 0 ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2}. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íà ïîëóêîëüöå B âåðíî, ÷òî Sxgi
= Sygi

= 0. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ëèáî îäèí èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû S ñ èíäåêñàìè g1, g2 ñîñòîèò
òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 0, ëèáî ýòè äâà ñòîëáöà ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòàìè ïóíêòîâ 1 è 2.

5. Åñëè âñå ñòðîêè ìàòðèöû R ñîäåðæàò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó 1, òî
ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå ìàòðèöà R ñîäåðæèò ñîâïàäàþùèå ñòðîêè, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó ïóíêòà 2.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïóíêòû 1�5 èñ÷åðïûâàþò âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèöû íàä ïðîèçâîëüíûì àíòèíå-
ãàòèâíûì ïîëóêîëüöîì, íå ñîäåðæàùåì äåëèòåëåé íóëÿ, ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã êîòîðîé íå ñîâïàäàåò ñ åå ðàíãàìè Ãîíäðàíà�Ìèíó.

Ïðèìåð 2.2.6. Ïóñòü (S, +, ·,0,1) � àíòèíåãàòèâíîå ïîëóêîëüöî, íå ñî-
äåðæàùåå äåëèòåëåé íóëÿ, â êîòîðîì 0 6= 1. Ïîëîæèì

H =




1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1


 .

Òîãäà f(H) > GMr(H) = GMc(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî f(H) > 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
íå òàê, òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2.10 H = P · Q äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö
P ∈ S4×k è Q ∈ Sk×4 è íåêîòîðîãî k < 4. ×åðåç R è S îáîçíà÷èì áóëåâû ìàò-
ðèöû, ïîëó÷åííûå, ñîîòâåòñòâåííî, èç P è Q ïîêîìïîíåíòíûì ïðèìåíåíèåì
îòîáðàæåíèÿ ϕ èç òåîðåìû 2.2.4. Òîãäà, ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì, ïðîèçâåäåíèå R ⊗ S áóëåâûõ ìàòðèö îêàçûâàåòñÿ ðàâíî ìàòðèöå A èç
ïðèìåðà 2.2.5. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 2.2.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà
ñàìîì äåëå f(H) > 4.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî GMc(H) 6 3. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 íàì òðåáóåò-
ñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû H ëèíåéíî çàâèñèìû â ñìûñëå Ãîíäðàíà�
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Ìèíó. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 èõ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà

1 ·




1
1
0
0


 + 1 ·




0
0
1
1


 = 1 ·




0
1
0
1


 + 1 ·




1
0
1
0


 .

Íàêîíåö, ðàâåíñòâî GMr(H) = GMc(H) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 â
âèäó òîãî, ÷òî ìàòðèöà H ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé.

2.2.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ïîëóêîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà è ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó, âëîæåíî â íåêîòîðîå ïîëå. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèå ïîëóêîëüöà ÷àñòíûõ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà. Îòìåòèì, ÷òî
ãëóáîêîå èçó÷åíèå ïîëóêîëåö ÷àñòíûõ áûëî ïðîâåäåíî â [63]. Äëÿ íàøèõ æå
ðàññóæäåíèé áóäåò äîñòàòî÷íî áîëåå ñëàáîãî óñëîâèÿ, ÷åì òå, êîòîðûå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â [63].

Òåîðåìà 2.2.7. Ïóñòü (S, +, ·,0,1) � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî ñ ñîêðà-
ùåíèåì, â êîòîðîì 0 6= 1. Íà ìíîæåñòâå S×(S \ {0}) çàäàäèì îòíîøåíèå
∼ ïî ïðàâèëó (a, b) ∼ (c, d) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad = bc. Òîãäà

1) ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè;
2) ìíîæåñòâî QuotS êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè 〈a, b〉 ïàð (a, b) ∈ S ×

(S \ {0}) ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé 〈a, b〉 + 〈c, d〉 =
〈ad + bc, bd〉, 〈a, b〉 · 〈c, d〉 = 〈ac, bd〉; íåéòðàëüíûì ïî ñëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà (0,1), ïî óìíîæåíèþ � ýëåìåíòà (1,1).
Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà QuotS îáðàòèì ïî óìíîæåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ ∼ ñëåäóþò
íåïîñðåäñòâåííî èç åãî îïðåäåëåíèÿ. Åñëè æå (a, b) ∼ (c, d) è (c, d) ∼ (g, h),
òî ad = bc è ch = dg; òîãäà èìååì adch = bcdg, îòêóäà ah = bg, èëè
(a, b) ∼ (g, h). Òàêèì îáðàçîì, ∼ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå QuotS îïðåäåëåíû êîð-
ðåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (a1, b1) ∼ (a2, b2) è (c1, d1) ∼ (c2, d2), òî åñòü,

a1b2 = a2b1, c1d2 = c2d1. (2.2.5)
Òîãäà 〈ai, bi〉 · 〈ci, di〉 = 〈aici, bidi〉 ïðè i ∈ {1, 2}, à èç (2.2.5) ñëåäóåò, ÷òî
a1c1b2d2 = a2c2b1d1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 〈a1, b1〉·〈c1, d1〉 = 〈a2, b2〉·〈c2, d2〉. Êðîìå
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òîãî, 〈ai, bi〉+〈ci, di〉 = 〈aidi +bici, bidi〉. Îïÿòü æå, èç ðàâåíñòâ (2.2.5) ñëåäóåò,
÷òî (a1d1 + b1c1)b2d2 = (a2d2 + b2c2)b1d1, ïîýòîìó 〈a1, b1〉+ 〈c1, d1〉 = 〈a2, b2〉+
〈c2, d2〉. Èòàê, îïåðàöèè íà QuotS îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçûâàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Êîììóòà-
òèâíîñòü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ QuotS, òàêæå êàê è àññîöèà-
òèâíîñòü óìíîæåíèÿ, ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îïåðà-
öèé. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî 〈0, 1〉 + 〈a, b〉 = 〈0 · b + 1 · a, b · 1〉 = 〈a, b〉,
〈0, 1〉 · 〈a, b〉 = 〈0 · a, 1 · b〉 = 〈0, b〉 = 〈0, 1〉 è 〈1, 1〉 · 〈a, b〉 = 〈a, b〉. Åñëè
æå a 6= 0, òî åñòü, åñëè (0, 1) íå ïðèíàäëåæèò êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû
(a, b), òî 〈a, b〉 · 〈b, a〉 = 〈ab, ab〉 = 〈1, 1〉. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû òåïåðü
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ è äèñòðèáóòèâíîñòü:

(〈a, b〉+ 〈c, d〉) + 〈g, h〉 = 〈adh + bch + bdg, bdh〉 = 〈a, b〉+ (〈c, d〉+ 〈g, h〉),

(〈a, b〉+ 〈c, d〉) · 〈g, h〉 = 〈adgh + bcgh, bdhh〉 = (〈a, b〉 · 〈g, h〉) + (〈c, d〉 · 〈g, h〉).

Çàìå÷àíèå 2.2.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.7 èìååò ìåñòî åñòåñòâåííîå
âëîæåíèå ïîëóêîëüöà S â ïîëóêîëüöî QuotS: äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
s1, s2 ∈ S âåðíî, ÷òî 〈s1,1〉+ 〈s2,1〉 = 〈s1 + s2,1〉 è 〈s1,1〉 · 〈s2,1〉 = 〈s1s2,1〉.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.2.9. Ïóñòü ïîëóêîëüöî S òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A
íàä S âåðíî f(A) = GMc(A). Òîãäà S âëîæåíî â íåêîòîðîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íåéòðàëüíûå ïî ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ ýëåìåíòû
ïîëóêîëüöà S ñîâïàäàþò, òî S = {0}, è ïîýòîìó S âëîæåíî â ïîëå. Äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî 0 6= 1.

Â ñèëó ïðèìåðà 2.2.1 S ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì ñ ñîêðàùåíèåì. Òîãäà èç
ëåììû 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ïîëóêîëüöî S íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ. Äàëåå,
êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 2.2.6, ïîëóêîëüöî S íå ÿâëÿåòñÿ àíòèíåãàòèâíûì. Òà-
êèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû a, b ∈ S, äëÿ êîòîðûõ a + b = 0.

Â ñèëó òåîðåìû 2.2.7 ïîëóêîëüöî S îáëàäàåò ïîëóêîëüöîì ÷àñòíûõ
QuotS, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîòîðîãî îáðàòèì ïî óìíîæåíèþ. Èç çà-
ìå÷àíèÿ 2.2.8 ñëåäóåò, ÷òî S âëîæåíî â QuotS. Òåïåðü íàì äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëóêîëüöà QuotS îáðàòèì ïî ñëîæåíèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè ëþáîì x ∈ S è y ∈ S \ {0} èìååì ay 6= 0 è 〈x, y〉 + 〈bx, ay〉 =
〈0, 1〉.

Ðàññìîòðèì òîò èíòåðåñíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
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Ëåììà 2.2.10. Åñëè êîëüöî S âëîæåíî â ïîëå F, òî ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó
ìàòðèöû A íàä S ðàâåí åå êëàññè÷åñêîìó ðàíãó êàê ìàòðèöû íàä F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó íàä S ðàâ-
íîñèëüíî â ýòîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêîìó ïîíÿòèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàä S.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî áàçîâîìó ðåçóëüòàòó ëèíåéíîé àëãåáðû êëàññè-
÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí íàèáîëüøåìó ÷èñëó åå ñòðîê, ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ íàä ïîëåì QuotS. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàä
S ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàä QuotS, ïîñêîëüêó S íå ñîäåðæèò
äåëèòåëåé íóëÿ.

Â ñèëó ëåììû 2.2.10 âîïðîñ î ðàâåíñòâå ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèö íàä öåëîñòíûì êîëüöîì S ðàâíîñèëåí ñëåäóþùåìó
âîïðîñó: äëÿ ëþáîé ëè ìàòðèöû A íàä S ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ôàêòî-
ðèçàöèÿ, òî åñòü, ïðåäñòàâëåíèå âèäà A = BC, ãäå B ∈ Sm×k, C ∈ Sk×n,
à ÷åðåç k îáîçíà÷åí êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.2.11. Ïóñòü S � êîëüöî âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ
ïåðåìåííûõ R[x, y, z]. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =




x −z 0
0 y x
y 0 z




íàä ïîëóêîëüöîì S. Òîãäà GMc(A) = 2, f(A) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, ïîýòîìó GMc(A) > 2. Â ñèëó æå îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 ðàâåíñòâî

z ·



x
0
y


 + x ·



−z
y
0


 = y ·




0
x
z




ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû â ñìûñëå Ãîíäðàíà�
Ìèíó. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëåäóåò òàêèì îáðàçîì, ÷òî GMc(A) = 2.

Çàìåòèì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ·




x −z 0
0 y x
y 0 z


 =




x −z 0
0 y x
y 0 z


 ,

ïîýòîìó f(A) 6 3.
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Òåïåðü íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f(A) > 3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå; òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû B ∈ B3×k è C ∈ Bk×3, äëÿ êîòîðûõ k < 3 è
A = BC. Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A â ïîëå QuotS ðàâåí 2,
ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå k = 2, è ñòðîêè ìàòðèöû C îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñòðîêàìè ìàòðèöû A. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîêè
ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè (ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ
QuotS) ñòðîê ìàòðèöû A, è ïîòîìó îðòîãîíàëüíû ñòðîêå (z x − y). Òàêèì
îáðàçîì, Ci1z + Ci2x− Ci3y = 0 ïðè i ∈ {1, 2}. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëå-
äóåò, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ Ci1, Ci2 è Ci3 ðàâíû íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ñâîáîäíûå ÷ëåíû âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C ðàâíû íóëþ. Àíàëî-
ãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B òàêæå
ðàâíû íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí A11 = B11C11+B12C21 ðàâåí ëèáî
íóëþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìîíîìîâ ñòåïåíè, íå ìåíüøåé 2. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû A çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2.3 Î ðàíãàõ ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìàòðèö
Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èññëåäîâàòü îáîáùåíèÿ íà ïîëóêîëüöåâîé ñëó÷àé
ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàíãà ìàòðèö íàä ïîëåì:

åñëè A⊗B = C, òî rk(C) 6 min{rk(A), rk(B)}, (2.3.1)

åñëè A⊕B = C, òî rk(C) 6 rk(A) + rk(B), (2.3.2)

åñëè (A|B) = C, òî rk(C) 6 rk(A) + rk(B). (2.3.3)
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà áûëè îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðà-

áîòå [169]. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîëóêîëüöî, à rk îáîçíà÷àåò íåêîòî-
ðóþ ðàíãîâóþ ôóíêöèþ ìàòðèö íàä S. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî íà ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ðàíã ñóììû èëè ðàíã îáúåäè-
íåíèÿ) ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè rk ìàòðèö íàä S, åñëè äëÿ ëþáûõ
ìàòðèö A,B, C íàä S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.3.1) (ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå
(2.3.2) èëè (2.3.3)). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùåå íåðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Â äàííîì ðàçäåëå íàñ â
îñîáåííîñòè áóäåò èíòåðåñîâàòü âûïîëíåíèå óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé, êîòîðîå áûëî îòêðûòîé ïðîáëå-
ìîé äî ïóáëèêàöèè àâòîðîì äèññåðòàöèè ñòàòüè [169].

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèìåðà 1.1.27 ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ìàòðèöû
íàä Rmax ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ÷èñëî åå ñòîëáöîâ. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, â
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÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâà íà ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ïðîèçâå-
äåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö íàä Rmax âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿ-
þòñÿ [1]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâà íà äåòåðìèíàíòíûé è òðîïè÷åñêèé
ðàíãè ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö íàä Rmax âñåãäà âûïîëíÿ-
þòñÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 9 ñòàòüè [1].

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà âûïîëíÿþòñÿ
íàä ëþáûì ïîëóêîëüöîì. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ìàòðèö
áûëè äîêàçàíû â ðàáîòå [11], íåðàâåíñòâî äëÿ ìàòðè÷íîãî îáúåäèíåíèÿ �
â [121].

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâà íà ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó
ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ â ñëó÷àå êâàçèñåëåêòèâíûõ ïîëóêîëåö
áåç äåëèòåëåé íóëÿ, îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðîâ êîòîðûõ ÿâëÿåò-
ñÿ ìàêñ-àëãåáðà Rmax. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà íàðóøàþòñÿ â
ñëó÷àå ìàòðèö íàä ëþáûì èäåìïîòåíòíûì ïîëóêîëüöîì, êîòîðîå íå ÿâëÿåò-
ñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì. Êðîìå òîãî, ìû ïðèâîäèì ïðèìåð ñåëåêòèâíîãî ïîëó-
êîëüöà (ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ), äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûì íåðàâåíñòâà íà ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âûïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ ðàññóæäåíèé ýòîãî ðàçäåëà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìîòðåíèå ñëå-
äóþùåãî îòíîøåíèÿ íà ýëåìåíòàõ ïîëóêîëüöà, êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü
è â ðàçëè÷íûõ äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ [63, 68].

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, a, b ∈ S. Åñëè a = a⊕ b, òî ìû
áóäåì ïèñàòü a º b. Åñëè a º b è a 6= b, ìû áóäåì ïèñàòü a Â b. Ýëåìåíòû
c, d ∈ S íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè c º d èëè d º c.

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Åñëè ïîëóêîëüöî S èäåìïîòåíòíî (ñîîòâ., ñåëåêòèâíî),
òî îòíîøåíèå º çàäàåò ÷àñòè÷íûé (ñîîòâ., ëèíåéíûé) ïîðÿäîê íà S.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ 2.3.1.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.3. Ïóñòü a, b, c ∈ S, a º b. Òîãäà a⊗ c º b⊗ c.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îäíîé òåõíè÷åñêîé ëåììû.

Ëåììà 2.3.4. Ïóñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò h ∈ S íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
íóëÿ. Òîãäà GMr(Ih(m)⊗ A) = GMr(A) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Sm×n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A(t) ñòðîêó ìàòðèöû A ñ íîìåðîì
t, à ÷åðåç Ih(n) � ìàòðèöó ðàçìåðà n × n, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ýëå-
ìåíòû h ïîëóêîëüöà S, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0.
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè ìàòðèöû Ih(m) ⊗ A çàäàþòñÿ
êàê h⊗A(1), . . . , h⊗A(m). Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
{1, . . . , m}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ
GM-çàâèñèìîñòè ñèñòåì ñòðîê {A(t)}t∈T è {h⊗ A(t)}t∈T ðàâíîñèëüíû.

1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∑

i∈I ′λi⊗A(i)=
∑

j∈J ′λj⊗A(j). Óìíî-
æàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà íà h, ìû ïîëó÷àåì

∑

i∈I ′
λi ⊗ (h⊗ A(i)) =

∑

j∈J ′
λj ⊗ (h⊗ A(j)).

2. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∑

i∈I ′′µi⊗(h⊗A(i))=
∑

j∈J ′′µj⊗(h⊗A(j)). Â
ýòîì ñëó÷àå

∑
i∈I ′′(h⊗µi)⊗A(i) =

∑
j∈J ′′(h⊗µj)⊗A(j). Ïîñêîëüêó ýëåìåíò h íå

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, èç óñëîâèÿ µk 6= 0 ñëåäóåò óñëîâèå h⊗ µk 6= 0.

Ëåììà 2.3.5. Ïóñòü ïîëóêîëüöî S ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò h, êî-
òîðûé òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Åñëè íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ìàòðèö íàä S, òî íåðàâåíñòâî
äëÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ñóììû òîæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö íàä S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A è B íàä S ðàçìåðà m × n è
ïîëîæèì GMr(A) = a, GMr(B) = b. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû
X = (Ih(m)|Ih(m)) ∈ Sm×2m, Y =

(
A
B

)
∈ S2m×n. Çàìåòèì, ÷òî X ⊗ Y =

Ih(m)⊗ (A⊕B), ïîýòîìó GMr(Ih(m)⊗ (A⊕B)) 6 GMr(Y ).
Äàëåå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå a+ b+1 ñòðîê ìàòðèöû Y . Ñîãëàñíî ïðèí-

öèïó Äèðèõëå ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ èëè a+1 ñòðîê ìàòðèöû A, èëè b+1 ñòðîê
ìàòðèöû B. Çíà÷èò, ïðîèçâîëüíûå a+ b+1 ñòðîê ìàòðèöû Y GM-çàâèñèìû.
Èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî GMr(Y ) 6 a + b.

Òàêèì îáðàçîì, GMr(Ih(m) ⊗ (A ⊕ B)) 6 a + b. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.4
GMr(Ih(m)⊗ (A⊕B)) = GMr(A⊕B), ïîýòîìó GMr(A⊕B) 6 a + b.

Ëåììà 2.3.6. Åñëè íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ñóììû âûïîëíÿ-
åòñÿ ìàòðèö íàä S, òî íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó îáúåäèíåíèÿ
òîæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö íàä S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû U ∈ Sm×u è V ∈ Sm×v. Ïîëîæèì
D = (U |Om×v), F = (Om×u|V ). Çàìåòèì, ÷òî D⊕F = (U |V ). Ñëåäîâàòåëüíî,
GMr(U |V ) 6 GMr(D)+GMr(F ). Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëåäóåò,
÷òî GMr(U) = GMr(D), GMr(V ) = GMr(F ).
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2.3.1 Êâàçèñåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ
Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâà íà ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó
ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö â ñëó÷àå êâàçèñåëåêòèâíûõ ïî-
ëóêîëåö áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàçûâàåì ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ
ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé Rmax. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåå ïîíÿòèå,
êîòîðîå îêàæåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.7. Ïóñòü ïîëóêîëüöî S êâàçèñåëåêòèâíî. Ìíîæåñòâî R ⊂
S íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì, åñëè

1) ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R ïîïàðíî ñðàâíèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1,
2) äëÿ ëþáûõ r1, r2 ∈ R, s ∈ S èç óñëîâèé r1 Â r2, s 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî

r1 ⊗ s Â r2 ⊗ s.

Ïóñòü S � ïîëóêîëüöî, s ∈ S, P ⊂ S. ×åðåç s ⊗ P ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî

⋃
p∈P{s⊗p}. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïîëåçíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

ïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 2.3.8. Ïóñòü S � êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæàùåå äå-
ëèòåëåé íóëÿ, R � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíó-
ëåâîãî h ∈ S ìíîæåñòâî h⊗R ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå R = {r1, . . . , rn}. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 1.1.8 äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, . . . , n} íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò dij ∈ S
òàêîé, ÷òî ýëåìåíòû dij ⊗ ri è dij ⊗ rj ñðàâíèìû. Ïîëîæèì d =

n⊗
i,j=1

dij. Ëåì-

ìà 2.3.3 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà d⊗R ïîïàðíî ñðàâíèìû.
Äàëåå, ÷åðåç T ìû îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ ïàð (u, v) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

d⊗R, äëÿ êîòîðûõ u Â v è íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò cuv ∈ S, ïðè êîòîðîì
óñëîâèå cuv ⊗ u Â cuv ⊗ v íàðóøàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3
cuv ⊗ u = cuv ⊗ v. Åñëè ìíîæåñòâî T ïóñòî, òî èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.7 ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî d⊗R ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì. Åñëè æå T íåïóñòî, ìû ïîëîæèì
c =

⊗
(u,v)∈T

cuv. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.7 ìíîæåñòâî (c⊗d)⊗
R ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì. Ïîñêîëüêó ïîëóêîëüöî S íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé
íóëÿ, ìû èìååì d 6= 0 è c⊗ d 6= 0.

Ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà õàðàêòåðèçóåò ïîðÿäîê, çàäàííûé íà ýëå-
ìåíòàõ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Ëåììà 2.3.9. Ïóñòü ({a1, a2, b1, b2, c1, c2},º) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî. Ïóñòü max{a1, b1} = max{c1, b2}, max{a2, b2} = max{c2, b1}. Òîãäà
max{a1, a2, b1} = max{c1, c2, b2}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà max{a1,a2,b1} 6=
max{c1,c2,b2}. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
max{a1,a2,b1}>max{c1,c2,b2}. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1. Åñëè a1>max{c1,c2,b2} èëè b1>max{c1,c2,b2}, òî ìû èìååì ïðîòèâîðå÷èå
ñ óñëîâèåì max{a1,b1}=max{b2,c1}.

2. Ïóñòü òåïåðü a2>max{c1,c2,b2}. Ïîñêîëüêó max{a2,b2}=max{b1,c2}, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî b1=a2. Òàêèì îáðàçîì, b1>c1, b1>b2. Ýòî îïÿòü æå ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ max{a1,b1}=max{b2,c1}.

Òåïåðü äîêàæåì îäèí èç êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.3.10. Ïóñòü S � êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæàùåå
äåëèòåëåé íóëÿ è a1, . . . , an, b1, b2 � ñòðîêè èç Sm. Ïóñòü íàáîð a1, . . . , an, b1
è íàáîð a1, . . . , an, b2 ÿâëÿþòñÿ GM-çàâèñèìûìè. Ïóñòü a0 = b1 ⊕ b2 ∈ Sm.
Òîãäà ñòðîêè a0, a1, . . . , an GM-çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
λ0, . . . , λn ∈ S, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0, ýëåìåíòû µ0, . . . , µn ∈ S, ñðåäè
êîòîðûõ òàêæå åñòü îòëè÷íûå îò 0, è ìíîæåñòâà L1, L2, R1, R2, äëÿ êîòîðûõ
Li ∩Ri = ∅, Li ∪Ri = {1, . . . , n}, è äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , m} âåðíî, ÷òî

(⊕

t∈L1

λt ⊗ atk

)
⊕ λ0 ⊗ b1k =

⊕

t∈R1

λt ⊗ atk, (2.3.4)

(⊕

t∈L2

µt ⊗ atk

)
⊕ µ0 ⊗ b2k =

⊕

t∈R2

µt ⊗ atk. (2.3.5)

Ðàâåíñòâà (2.3.4) è (2.3.5) ìîãóò áûòü óìíîæåíû íà íåíóëåâîé ýëåìåíò
ïîëóêîëüöà. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 2.3.8 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ÷òî ñëàãàåìûå â ðàâåíñòâàõ (2.3.4) è (2.3.5) ïîïàðíî ñðàâíèìû. Ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , m} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

max

{
λ0 ⊗ b1k, max

t∈L1

{λt ⊗ atk}
}

= max
t∈R1

{λt ⊗ atk}, (2.3.6)

max

{
µ0 ⊗ b2k, max

t∈L2

{µt ⊗ atk}
}

= max
t∈R2

{µt ⊗ atk}, (2.3.7)

ãäå ìàêñèìóìû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îòíîøåíèÿ º èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.1. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2.3.8 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìíîæå-
ñòâî {λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn} ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì. Åñëè λ0 = 0 èëè µ0 = 0,
òî èç ðàâåíñòâ (2.3.6) è (2.3.7) ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè a1, . . . , an, a0 GM-çàâèñèìû.
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Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî λ0 6= 0 è µ0 6= 0. Óìíîæèì ðàâåíñòâà (2.3.6) íà µ0,
ðàâåíñòâà (2.3.7) � íà λ0. Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = µ0 = Λ 6= 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ D = (L1 ∩ R2) ∪ (L2 ∩ R1), Dλ = {t ∈ D|λt Â µt},
Dµ = {t ∈ D|µt Â λt}, D0 = {t ∈ D|µt = λt} è ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå
k ∈ {1, . . . , m}. Èç ðàâåíñòâ (2.3.6) è (2.3.7) ñëåäóåò, ÷òî

max

{
Λ⊗b1k,max

L1\D0

{λt⊗atk}, max
L1∩D0

{λt⊗atk}
}

=max

{
max
R1∩D0

{λt⊗atk},max
R1\D0

{λt⊗atk}
}

, (2.3.8)

max

{
Λ⊗b2k,max

L2\D0

{µt⊗atk}, max
L2∩D0

{µt⊗atk}
}

=max

{
max
R2∩D0

{µt⊗atk},max
R2\D0

{µt⊗atk}
}

. (2.3.9)

Çàìåòèì, ÷òî

max
t∈L1∩D0

{λt ⊗ atk} = max
t∈R2∩D0

{µt ⊗ atk}, max
t∈R1∩D0

{λt ⊗ atk} = max
t∈L2∩D0

{µt ⊗ atk}.

Èç ëåììû 2.3.9 è ðàâåíñòâ (2.3.8) è (2.3.9) ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî

max

{
Λ⊗ a0k, max

L1

{λt ⊗ atk}, max
L2\D0

{µt ⊗ atk}
}

=

= max

{
max

R1

{λt ⊗ atk}, max
R2\D0

{µt ⊗ atk}
}

. (2.3.10)

Äàëåå, ìíîæåñòâî {λ1, µ1, . . . , λn, µn} ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 2.3.7 äëÿ ëþáîãî i ∈ Dλ âåðíî èëè µi ⊗ aik = 0, èëè λi ⊗ aik Â
µi ⊗ aik. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì óáðàòü ñëàãàåìîå µi ⊗ aik, íå íàðóøèâ
ðàâåíñòâà (2.3.10). Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì óáðàòü ñëàãàåìîå λj ⊗ ajk èç ðà-
âåíñòâà (2.3.10) ïðè ëþáîì j ∈ Dµ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

max

{
Λ⊗ a0k, max

i∈I
{νi ⊗ aik}

}
= max

j∈J
{νj ⊗ ajk}, (2.3.11)

ãäå I = (L1 \ Dµ) ∪ (L2 \ (D0 ∪ Dλ)), J = (R1 \ Dµ) ∪ (R2 \ (D0 ∪ Dλ)) è νt =
max{λt, µt}. Çàìåòèì, ÷òî I ∩J = D \ (Dλ ∪D0 ∪Dµ). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
{λ1, µ1, . . . , λn, µn} ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì, äëÿ ëþáîãî s ∈ {1, . . . , n} âåðíî
èëè λs Â µs, èëè µs Â λs, èëè λs = µs. Ïîýòîìó D = Dλ ∪ D0 ∪ Dµ.

Òàêèì îáðàçîì, I ∩ J = ∅. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ I ∪ J ⊂
{1, . . . , n} è Λ 6= 0, à ðàâåíñòâî (2.3.11) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì k ∈
{1, . . . , m}. Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 è ðàâåíñòâà (2.3.11) ñëåäóåò, ÷òî
ñòðîêè a0, . . . , an GM-çàâèñèìû.
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Òåîðåìà 2.3.11. Ïóñòü S � êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé
íóëÿ, λ1, . . . , λn � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû S, è a1, a2, . . . , an � ñòðîêè èç
Sm. Òîãäà GM-ðàíã íàáîðà ñòðîê a1, . . . , an ñîâïàäàåò ñ GM-ðàíãîì íàáîðà
ñòðîê a1, . . . , an,

⊕n
k=1 λk ⊗ ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü GM-ðàíã íàáîðà a1, . . . , an ðàâåí p − 1. ×åðåç
d1, . . . , dp ìû îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç p ñòðîê, ëåæàùèé â íàáîðå
a1, . . . , an,

∑n
k=1 λk ⊗ ak. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 íàì äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ñòðîêè d1, . . . , dp GM-çàâèñèìû.
Åñëè

⊕n
k=1 λk ⊗ ak /∈ {d1, . . . , dp}, òî âñå ýëåìåíòû íàáîðà d1, . . . , dp

ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè íàáîðà a1, . . . , an. Ïîñêîëüêó GM-ðàíã íàáîðà
a1, . . . , an ðàâåí p− 1, ñòðîêè d1, . . . , dp GM-çàâèñèìû.

Ïóñòü òåïåðü
⊕n

k=1 λk ⊗ ak ∈ {d1, . . . , dp}. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî

∑n
k=1 λk ⊗ ak = d1. Ïîñêîëüêó GM-ðàíã íàáîðà a1, . . . , an ðà-

âåí p − 1, ïðè êàæäîì k ∈ {1, . . . , n} ñòðîêè d2, d3, . . . , dp, ak GM-çàâèñèìû.
Òåïåðü, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 ïðè êàæäîì k ∈ {1, . . . , n} ñòðîêè
d2, d3, . . . , dp, λk ⊗ ak òàêæå GM-çàâèñèìû. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.3.10 ïî-
êàçûâàåò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê d2, d3, . . . , dp,

⊕n
k=1 λk ⊗ ak.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 2.3.11.

Òåîðåìà 2.3.12. Ïóñòü S � êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé
íóëÿ, A ∈ Sm×k, B ∈ Sk×n, C ∈ Sm×n. Åñëè A ⊗ B = C, òî GMr(C) 6
GMr(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî C(i) =
⊕k

t=1 Ait⊗B(t) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ. Äàëåå,
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.11 GM-ðàíã íàáîðà B(1), . . . , B(k), C(1), . . . , C(m) è GM-
ðàíã íàáîðà B(1), . . . , B(k) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 òåïåðü
ñëåäóåò, ÷òî GM-ðàíã íàáîðà C(1), . . . , C(m) íå ïðåâîñõîäèò GM-ðàíãà íàáîðà
B(1), . . . , B(k), òî åñòü, GMr(B) > GMr(C).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2.3.12 ñòðî÷íûé ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèç-
âåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ñòðî÷íîãî ðàíãà ïðàâîãî ñîìíîæèòåëÿ. Àíà-
ëîãè÷íûé æå ðåçóëüòàò äëÿ ëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðîñòî.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.13. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî, A ∈ Sm×k,
B ∈ Sk×n, C ∈ Sm×n. Åñëè A⊗B = C, òî GMr(C) 6 GMr(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(i) ñòðîêó ìàòðèöû A ñ íîìåðîì i
è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà I, J ∈ {1, . . . , m} è ýëåìåíòû
λ1, . . . , λm ∈ S. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî ðàâåíñòâî

⊕
i∈I λi ⊗ C(i) =

⊕
j∈J λj ⊗ C(j) ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà⊕

i∈I λi ⊗ A(i) =
⊕

j∈J λj ⊗ A(j) óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó B ñïðàâà.
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïîäðàçäåëà.
Òåîðåìà 2.3.14. Ïóñòü S � êâàçèñåëåêòèâíîå ïîëóêîëüöî áåç äåëèòåëåé
íóëÿ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâå-
äåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö íàä S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî íà ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 2.3.12 è ïðåäëîæåíèÿ 2.3.13. Íåðàâåíñòâî íà ðàíã ñóììû ñëåäóåò òåïåðü
èç ëåììû 2.3.5, íåðàâåíñòâî íà ðàíã îáúåäèíåíèÿ � èç ëåììû 2.3.6.
Òåîðåìà 2.3.15. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâåäåíèÿ,
ñóììû è îáúåäèíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé Rmax.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1.11 ìàêñ-àëãåáðà Rmax ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíûì ñåëåêòèâíûì ïîëóêîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ïîýòîìó ðåçóëü-
òàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3.14.

2.3.2 Ïîëóêîëüöà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êâàçèñåëåêòèâíûìè
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èäåìïîòåíòíûå ïîëóêîëüöà, íå
ÿâëÿþùèåñÿ êâàçèñåëåêòèâíûìè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà íà GM-ðàíãè
ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ ìàòðèö íàä òà-
êèìè ïîëóêîëüöàìè. Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷àåì õàðàêòåðèçàöèþ èäåìïîòåíò-
íûõ ïîëóêîëåö, äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûìè ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ.
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
Ëåììà 2.3.16. Ïóñòü èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî S íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñå-
ëåêòèíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò h ∈ S, íå ÿâëÿþùèéñÿ
äåëèòåëåì íóëÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.8 íàéäóòñÿ ýëåìåíòû g, h ∈ S
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî d ∈ S ýëåìåíòû d ⊗ g è d ⊗ h íå ÿâëÿ-
þòñÿ ñðàâíèìûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1. Åñëè d ⊗ h = 0, òî ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 2.3.1 d⊗ g º d⊗ h. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïðèìåð ìàòðèö, âàæíûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïîäðàçäåëà.
Ëåììà 2.3.17. Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, a, b ∈ S, ýëåìåíòû
a⊗ d è b⊗ d íå ñðàâíèìû íè ïðè êàêîì d ∈ S, îòëè÷íîì îò 0. Ïóñòü

A =




a
a⊕ b

b


 , B =




a⊕ b
b
a


 ,
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F = (A|B). Òîãäà GMr(A) 6 1, GMr(B) 6 1, GMr(F ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.19 ñëåäóåò, ÷òî äâå ïðîèçâîëüíûå ñòðî-
êè ìàòðèö A è B GM-çàâèñèìû. Ïîýòîìó GMr(A) 6 1 è GMr(B) 6 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû F GM-çàâèñèìû. Òîãäà ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.

1. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû λ1, λ2, λ3 ïîëóêîëüöà S, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû
0, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

{
λ1 ⊗ a = λ2 ⊗ (a⊕ b)⊕ λ3 ⊗ b,

λ1 ⊗ (a⊕ b) = λ2 ⊗ b⊕ λ3 ⊗ a.

Ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïðèáàâèì (λ2⊕λ3)⊗a; êî âòîðîìó
ðàâåíñòâó ïðèáàâèì ïåðâîå; ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü èäåìïîòåíòíîñòüþ,

{
(λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3)⊗ a = (λ2 ⊕ λ3)⊗ (a⊕ b),

λ1 ⊗ (a⊕ b) = (λ2 ⊕ λ3)⊗ (a⊕ b).

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî (λ2⊕λ3)⊗ (a⊕ b) =
(λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3) ⊗ (a ⊕ b), ò.ê. ïîëóêîëüöî S èäåìïîòåíòíî. Òàêèì îáðàçîì,
èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî (λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3) ⊗ a = (λ1 ⊕ λ2 ⊕
λ3) ⊗ (a ⊕ b), èëè (λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3) ⊗ a º (λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3) ⊗ b. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
ëåììû λ1 ⊕ λ2 ⊕ λ3 = 0. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1.10 λ1 = λ2 = λ3 = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëó÷àé 1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

2. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû µ1, µ2, µ3 ïîëóêîëüöà S, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû
0, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

{
µ2 ⊗ (a⊕ b) = µ1 ⊗ a⊕ µ3 ⊗ b,

µ2 ⊗ b = µ1 ⊗ (a⊕ b)⊕ µ3 ⊗ a.

Ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó ïðèáàâèì âòîðîå; ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì âòîðîãî ðà-
âåíñòâà ïðèáàâèì (µ1 ⊕ µ3)⊗ b; ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü èäåìïîòåíòíîñòüþ,

{
µ2 ⊗ (a⊕ b) = (µ1 ⊕ µ3)⊗ (a⊕ b),

(µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3)⊗ b = (µ1 ⊕ µ3)⊗ (a⊕ b).

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî (µ1⊕µ3)⊗ (a⊕ b) =
(µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3) ⊗ (a ⊕ b), ò.ê. ïîëóêîëüöî S èäåìïîòåíòíî. Òàêèì îáðàçîì,
èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî (µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3) ⊗ b = (µ1 ⊕ µ2 ⊕
µ3)⊗ (a⊕ b), èëè (µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3)⊗ b º (µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3)⊗ a. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
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ëåììû µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3 = 0. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1.10 µ1 = µ2 = µ3 = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëó÷àé 2 íå ðåàëèçóåòñÿ.

3. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ν1, ν2, ν3 ïîëóêîëüöà S, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû
0, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

{
ν3 ⊗ b = ν1 ⊗ a⊕ ν2 ⊗ (a⊕ b),

ν3 ⊗ a = ν1 ⊗ (a⊕ b)⊕ ν2 ⊗ b.

Ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïðèáàâèì (ν1⊕ν2)⊗b; êî âòîðîìó
ðàâåíñòâó ïðèáàâèì ïåðâîå; ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü èäåìïîòåíòíîñòüþ,

{
(ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3)⊗ b = (ν1 ⊕ ν2)⊗ (a⊕ b),

ν3 ⊗ (a⊕ b) = (ν1 ⊕ ν2)⊗ (a⊕ b).

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî (ν1⊕ ν2)⊗ (a⊕ b) =
(ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3) ⊗ (a ⊕ b), ò.ê. ïîëóêîëüöî S èäåìïîòåíòíî. Òàêèì îáðàçîì,
èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî (ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3) ⊗ b = (ν1 ⊕ ν2 ⊕
ν3) ⊗ (a ⊕ b), èëè (ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3) ⊗ b º (ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3) ⊗ a. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
ëåììû ν1 ⊕ ν2 ⊕ ν3 = 0. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1.10 ν1 = ν2 = ν3 = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëó÷àé 3 íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû F GM-
íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 èìååì GMr(F ) = 3.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðåçóëüòàò ëåììû 2.3.17.

Ïðèìåð 2.3.18. Ïóñòü S = N2 ∪ {0} � ïîëóêîëüöî èç ïðèìåðà 1.1.16,

C =




(1, 3) (2, 3)
(2, 3) (2, 2)
(2, 2) (1, 3)


 ∈ S3×2.

Òîãäà GMr(C) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðîâåðèòü (ýòî óæå áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå
ïðèìåðà 1.1.16), ÷òî (1, 3) ⊗ d è (2, 2) ⊗ d íå ñðàâíèìû íè ïðè êàêîì d ∈ S,
îòëè÷íîì îò 0. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.17.

Îòìåòèì òàêæå åùå îäíî ñëåäñòâèå ëåììû 2.3.17. Ïðèâîäèìûé â íåé ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà Ãîíäðàíà�Ìèíó (òî åñòü, òåîðåìà 1.1.26) íå ìî-
æåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ìàòðèö íàä èäåìïîòåíòíûì ïîëóêîëüöîì, êî-
òîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì. Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ýòîãî ïîäðàçäåëà.
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Òåîðåìà 2.3.19. Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ
êâàçèñåëåêòèâíûì. Òîãäà íåðàâåíñòâà äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâå-
äåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ ìàòðèö íàä S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.3.17 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî íà ðàíã îáúåäè-
íåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå, èç ëåììû 2.3.6 ñëåäóåò, ÷òî
íåðàâåíñòâî íà ðàíã ñóììû òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàêîíåö,
èç ëåìì 2.3.16 è 2.3.5 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî íà ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 2.3.20. Ïóñòü S � èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, íå ñîäåðæàùåå
äåëèòåëåé íóëÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;

2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ñóììû ìàòðèö
ñ ýëåìåíòàìè èç S;

3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó îáúåäèíåíèÿ
ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç S;

4) ïîëóêîëüöî S ÿâëÿåòñÿ êâàçèñåëåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè 4) ⇒ 1), 4) ⇒ 2), 4) ⇒ 3) ñëåäóþò èç òåîðå-
ìû 2.3.14; èìïëèêàöèè 1) ⇒ 4), 2) ⇒ 4), 3) ⇒ 4) � èç òåîðåìû 2.3.19.

2.3.3 Ïîëóêîëüöà ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñåëåêòèâíûå ïîëóêîëüöà,
äëÿ ìàòðèö íàä êîòîðûìè ìîãóò íàðóøàòüñÿ íåðàâåíñòâà íà GM-ðàíã ïðî-
èçâåäåíèÿ, ñóììû è îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 2.3.21. Ïóñòü H = {ai, b, cj, 0}, i, j ∈ Z+. Îïðåäåëèì îòíîøå-
íèå º ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) ai º b º cj º 0 ïðè âñåõ i, j,
(ii) ai º aj, ci º cj ïðè i º j.
Ñóììó ýëåìåíòîâ x, y ∈ H îïðåäåëèì êàê x⊕ y = max{x, y}. Ïîëîæèì
(iii) ai ⊗ aj = ai+j ïðè âñåõ i, j,
(iv) b⊗ ai = ai ⊗ b = b⊗ b = b ïðè âñåõ i,
(v) ci ⊗ aj = aj ⊗ ci = ci+j ïðè âñåõ i, j,
(vi) ci⊗ b = b⊗ ci = ci⊗ cj = 0⊗ x = x⊗ 0 = 0 ïðè âñåõ i, j ∈ Z+, x ∈ H.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.22. (H,⊕,⊗) � êîììóòàòèâíîå ñåëåêòèâíîå ïîëóêîëü-
öî ñ åäèíèöåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.21 äëÿ ëþáûõ u1, u2, u3 ∈ H
âåðíî, ÷òî u1⊕(u2⊕u3)=(u1⊕u2)⊕u3=max{u1,u2,u3}. Êðîìå òîãî, èç ïóíêòà
(i) ñëåäóåò, ÷òî x⊕0=0⊕x=x ïðè ëþáîì x ∈ H. Òàêèì îáðàçîì,H åñòü àáåëåâ
ìîíîèä îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕.

2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ⊗ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïóíêòû (iii)�(vi) îïðåäåëåíèÿ 2.3.21. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, y, z ∈ H. Åñëè
êàêîé-òî èç ýëåìåíòîâ x, y, z ðàâåí 0, òî èç ïóíêòà (vi) ñëåäóåò, ÷òî x⊗(y⊗z) =
0 = (x⊗y)⊗z. Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî 0 /∈ {x, y, z}, ðàçáåðåì òðè âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ îòäåëüíî.

2.1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî y = ch. Ðàññìîòðèì âíîâü îòäåëüíî äâà
ñëó÷àÿ, âîçìîæíûõ ïðè ýòîì óñëîâèè.

2.1a. Ïóñòü x 6= am èëè z 6= an. Òîãäà èç ïóíêòîâ (v) è (vi) ñëåäóåò, ÷òî
x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z = 0.

2.1b. Åñëè æå x = am, z = an, òî x ⊗ (y ⊗ z) = (x ⊗ y) ⊗ z = ch+m+n

ñîãëàñíî ïóíêòó (v); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 2.1.
2.2. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî y = b. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
2.2a. Ïóñòü x = ci èëè z = cj. Òîãäà èç ïóíêòîâ (v) è (vi) ñëåäóåò, ÷òî

x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z = 0.
2.2b. Åñëè æå x 6= ci, z 6= cj, òî x ⊗ (y ⊗ z) = (x ⊗ y) ⊗ z = b ñîãëàñíî

ïóíêòó (iv); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 2.2.
2.3. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî y = ap. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì óæå

÷åòûðå âîçìîæíîñòè, êàæäóþ èç êîòîðûõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.
2.3a. Ïóñòü z = cr. Åñëè òîãäà x 6= aq, òî èç ïóíêòà (vi) ñëåäóåò x⊗(y⊗z) =

(x⊗ y)⊗ z = 0. Åñëè æå x = aq, òî x⊗ (y⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z = cp+q+r ñîãëàñíî
ïóíêòó (v).

2.3b. Ïóñòü òåïåðü x = cs. Åñëè òîãäà z 6= aq, òî èç ïóíêòà (vi) ñëåäóåò
x⊗(y⊗z) = (x⊗y)⊗z = 0. Åñëè æå z = aq, òî x⊗(y⊗z) = (x⊗y)⊗z = cp+q+s

ñîãëàñíî ïóíêòó (v).
2.3c. Åñëè x = z = b èëè {x, z} = {b, at}, òî èç ïóíêòà (iv) ñëåäóåò, ÷òî

x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z = b.
2.3d. Íàêîíåö, åñëè x = at1, z = at2, òî x⊗ (y⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z = ap+t1+t2

ñîãëàñíî ïóíêòó (iii); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 2.3.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ 2.1, 2.2

è 2.3, ÷òî îïåðàöèÿ ⊗ àññîöèàòèâíà. Íåïîñðåäñòâåííî èç åå îïðåäåëåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà è a0 ⊗ h = h äëÿ ëþáîãî h ∈ H. Òàêèì
îáðàçîì, H åñòü àáåëåâ ìîíîèä îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊗.

3. Ïóñòü òåïåðü x, y, z ∈ H, x º y. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà äèñòðè-
áóòèâíîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî x ⊗ z º y ⊗ z. Âî-ïåðâûõ, åñëè
y = 0 èëè z = 0, òî èç ïóíêòà (vi) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî y⊗z = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
x⊗z º y⊗z ñîãëàñíî ïóíêòó (i). Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî 0 /∈ {y, z}, ðàçáåðåì
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òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ îòäåëüíî.
3.1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî y = cq. Ðàññìîòðèì âíîâü îòäåëüíî äâà

ñëó÷àÿ, âîçìîæíûõ ïðè ýòîì óñëîâèè.
3.1a. Ïóñòü z = ap, òîãäà y ⊗ z = cp+q ñîãëàñíî ïóíêòó (v). Äàëåå, ïî-

ñêîëüêó x º y, âîçìîæíû ëèøü ñëó÷àè x = ar, x = b è x = cs (ïðè s º q).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî, ñîîòâåòñòâåííî, x ⊗ z = ap+r èëè x ⊗ z = b,
èëè x⊗ z = cp+s. Òåïåðü èç ïóíêòîâ (i) è (ii) ñëåäóåò, ÷òî x⊗ z º y ⊗ z.

3.1b. Åñëè æå z 6= ap, òî èç ïóíêòà (vi) ñëåäóåò y⊗z = 0. Òîãäà x⊗z º y⊗z
ñîãëàñíî ïóíêòó (i); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 3.1.

3.2. Äàëåå, ïóñòü y = b. Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
3.2a. Ïóñòü z 6= ci, òîãäà y⊗ z = b ñîãëàñíî ïóíêòó (iv). Äàëåå, x = aj èëè

x = b, ïîñêîëüêó x º y; ïîýòîìó x ⊗ z = at èëè x ⊗ z = b. Òàêèì îáðàçîì,
x⊗ z º y ⊗ z ñîãëàñíî ïóíêòó (i).

3.2b. Åñëè æå z = ci, òî èç ïóíêòà (vi) ñëåäóåò y⊗z = 0. Òîãäà x⊗z º y⊗z
ñîãëàñíî ïóíêòó (i); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 3.2.

3.3. Ïðåäïîëîæèì íàêîíåö, ÷òî y = am; òîãäà x = an è n > m, ïîñêîëüêó
x º y. Îïÿòü æå, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååòñÿ òðè âîçìîæíîñòè, êàæäóþ èç
êîòîðûõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

3.3a. Åñëè z = ck, òî x⊗ z = cn+k º cm+k = y ⊗ z ñîãëàñíî ïóíêòó (ii).
3.3b. Åñëè æå z = b, òî x⊗ z = y ⊗ z = b ñîãëàñíî ïóíêòó (iv).
3.3c. Íàêîíåö, åñëè z = av, òî x⊗z = an+v º y⊗z = am+v ñîãëàñíî ïóíêòó

(ii); ýòî çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 3.2.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ 3.1, 3.2

è 3.3, ÷òî x⊗ z º y ⊗ z. Òàêèì îáðàçîì, x1 ⊗max{x2, x3} º x1 ⊗min{x2, x3}
ïðè ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ H; ïîýòîìó

x1(x2⊕x3)=x1⊗max{x2,x3}=x1⊗max{x2,x3}⊕x1⊗min{x2,x3}=x1x2⊕x1x3,

òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè.
4. Ñîãëàñíî ïóíêòàì 1 è 2 ìíîæåñòâî H îáðàçóåò àáåëåâ ìîíîèä îòíîñè-

òåëüíî êàæäîé èç îïåðàöèé ⊗ è ⊗; ñîãëàñíî ïóíêòó 3 âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî
äèñòðèáóòèâíîñòè. Êðîìå òîãî, èç ïóíêòà (vi) îïðåäåëåíèÿ 2.3.21 ñëåäóåò, ÷òî
0 ⊗ x = x ⊗ 0 = 0 ïðè ëþáîì x ∈ H. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.1 H åñòü
êîììóòàòèâíîå ïîëóêîëüöî ñ åäèíèöåé. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî a⊕ b ∈ {a, b}
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ H, òî åñòü, H ñåëåêòèâíî.
Ïðèìåð 2.3.23. Ïóñòü A = ( a0 a0

a1 a0 ) ∈ H2×2, B = ( 0b ) ∈ H2×2. Òîãäà
GMr(A) 6 1, GMr(B) = 0, GMr(A|B) = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.21 âåðíî, ÷òî b ⊗ (a0, a0) = b ⊗
(a1, a0), c0⊗ b = 0. Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî GMr(A) 6 1 è
GMr(B) = 0.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû (A|B) GM-çàâèñèìû. Èç îïðå-
äåëåíèÿ 1.1.19 ñëåäóåò, ÷òî

λ⊗ a0 = µ⊗ a1, λ⊗ a0 = µ⊗ a0, µ⊗ b = 0, (2.3.12)

ïðè íåêîòîðûõ λ, µ ∈ H, (λ, µ) 6= (0, 0). Åñëè µ = 0, òî ïåðâîå èç ðà-
âåíñòâ (2.3.12) âëå÷åò ðàâåíñòâî λ = 0.

Åñëè æå µ 6= 0, òî òðåòüå èç ðàâåíñòâ (2.3.12) îçíà÷àåò, ÷òî µ = cq. Èñ-
ïîëüçóÿ òåïåðü ïåðâûå äâà èç ðàâåíñòâ (2.3.12), ìû ïîëó÷àåì λ ⊗ a0 = cq+1,
λ⊗a0 = cq. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû (A|B)
GM-íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, GMr(A|B) = 2.

Òåîðåìà 2.3.24. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàíãîâ Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîèçâåäåíèÿ,
ñóììû è îáúåäèíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ ìàòðèö íàä H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöû A,B èç ïðèìåðà 2.3.23 íå óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó íà ðàíã îáúåäèíåíèÿ. Äàëåå, èç ëåììû 2.3.6 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
íà ðàíã ñóììû òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàêîíåö, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 2.3.21 ýëåìåíò a0 ∈ H íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ïîýòîìó èç
ëåììû 2.3.5 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî íà ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ãëàâà 3

Ïîëóãðóïïà ìàòðèö íàä
ïîëóêîëüöîì
Â ýòîé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ ñòðóêòóðà ïîëóãðóïïû êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñè-
ðîâàííîãî ïîðÿäêà íàä çàäàííûì ïîëóêîëüöîì. Îòìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå ìàòðèö íàä ïîëåì èëè êîëüöîì ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö îáðàçóåò àñ-
ñîöèàòèâíóþ àëãåáðó è èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ âàæíîñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ òåîðèé àáñòðàêòíîé àëãåáðû, òàêèõ êàê òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï èëè ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ êîëåö [38].

Ìíîæåñòâî ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì íå îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîëüöà, ÷òî
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàòðóäíÿåò èõ èçó÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñ âû-
çûâàþò ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîëóãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà
ìàòðèö, â òîì ÷èñëå îïèñàíèå îòíîøåíèé Ãðèíà, ïîäãðóïï, èäåìïîòåíòîâ è
íåêîòîðûå äðóãèå [81, 118, 129]. Èçó÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà ìàòðèö
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëóãðóïï, è ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ î
ñòðóêòóðå ïîëóêîëåö, ìàòðèöû íàä êîòîðûìè óäîâëåòâîðÿþò òåì èëè èíûì
óñëîâèÿì, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè ïîëóãðóïï.

3.1 Îòíîøåíèÿ Ãðèíà è ðàíãîâûå ôóíêöèè
Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ñâÿçü îòíîøåíèé Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö
ðàçìåðà n×n íàä ïîëóêîëüöîì è ðàíãîâûõ ôóíêöèé ýòèõ ìàòðèö. Íàïîìíèì,
êàê îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ Ãðèíà R, L è J íà ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïå
S. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ìû ïèøåì a 6R b, åñëè a = b èëè a = bc äëÿ íåêî-
òîðîãî c ∈ S, à òàêæå a 6L b, åñëè a = b èëè a = db äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ S.
Ìû òàêæå ïèøåì a 6J b, åñëè a 6L b èëè a 6R b, èëè a = s1bs2 äëÿ íåêî-
òîðûõ s1, s2 ∈ S. Â ñèëó îïðåäåëåíèé îòíîøåíèÿ R, L è J ðåôëåêñèâíû è
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òðàíçèòèâíû, òî åñòü, çàäàþò ïðåäïîðÿäêè íà ïîëóãðóïïå S. Íàçîâåì ôóíê-
öèþ f íà ïîëóãðóïïå S, ïðèíèìàþùóþ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ìîíîòîííîé
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J , åñëè óñëîâèå a 6J b âëå÷åò f(a) 6 f(b).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 8.1 ðàáîòû [81] ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ rk ìîíîòîííà îòíî-
ñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J íà ïîëóãðóïïå ìàòðèö (Sn×n,⊗) â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå (2.3.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n
íàä ïîëóêîëüöîì S. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëèëî àâòîðàì ðàáîòû [81] äîêà-
çàòü äëÿ îòíîøåíèÿ J íà ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîíîòîííîñòü òðî-
ïè÷åñêîãî, äåòåðìèíàíòíîãî è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãîâ è ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ìîíîòîííîñòè ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó áûëî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [169], îïóáëèêîâàííîé àâòîðîì
äèññåðòàöèè ðàíåå. Â äàííîé æå ðàáîòå, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.3,
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó
ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèé Ãðèíà. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 3.1.1. Ôóíêöèÿ GMr ìàòðèö ðàçìåðà n × n íàä ïðîèçâîëüíûì
ïîëóêîëüöîì ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå A 6R B âëå÷åò
GMr(A) 6 GMr(B). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ R, óñëîâèå A 6R B
îçíà÷àåò ëèáî A = B, ëèáî A = B ⊗ C ïðè íåêîòîðîì C. Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.13.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé L è J äëÿ ìàòðèö íå íàä âñåìè ïîëóêîëüöàìè, è
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ òàêèõ ïîëóêîëåö.

Òåîðåìà 3.1.2. Ðàññìîòðèì èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî S è öåëîå ÷èñëî
n > 6. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïîëóêîëüöî S êâàçèñåëåêòèâíî;
(ii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ J íà (Sn×n,⊗);
(iii) ôóíêöèÿ GMr ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ L íà (Sn×n,⊗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîëóêîëüöî S êâàçèñåëåêòèâíî, òî â ñèëó òåîðå-
ìû 2.3.20 óñëîâèå A = P⊗B⊗Q âëå÷åò GMr(A) 6 GMr(B), ÷òî äîêàçûâàåò
èìïëèêàöèþ (i) → (ii); èìïëèêàöèÿ (ii) → (iii) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèé, ïîñêîëüêó A 6L B âëå÷åò A 6J B äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B.

Íàêîíåö, áóäåì äîêàçûâàòü (iii) → (i), äëÿ ÷åãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëî-
âèå (i) íàðóøàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.1.8 íàéäóòñÿ ýëåìåí-
òû a, b ∈ S, äëÿ êîòîðûõ a ⊗ d è b ⊗ d íå ñðàâíèìû íè ïðè êàêîì d ∈ S,
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îòëè÷íîì îò 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö



a 0 0 0 0 0
a⊕ b 0 0 0 0 0

b 0 0 0 0 0
0 a⊕ b 0 0 0 0
0 b 0 0 0 0
0 a 0 0 0 0



⊗




1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




, (3.1.1)

ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé F èç ëåììû 2.3.17 ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ íóëå-
âûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Äàëåå, ïåðâàÿ èç ýòèõ ìàòðèö èìååò ñòðî÷íûé ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó íå áîëåå 2, à ïðîèçâåäåíèå èìååò ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó, ðàâ-
íûé 3 ïî ëåììå 2.3.17. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ GMr íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé
îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ L íà ïîëóãðóïïå

(S6×6,⊗)
. ×òîáû îêîí÷àòåëüíî âû-

âåñòè îòðèöàíèå îòíîøåíèÿ (iii), äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ïî n−6 íóëåâûõ ñòðîê
è ñòîëáöîâ ê ìàòðèöàì èç ðàâåíñòâà (3.1.1).

Â ðàáîòå [81] íå áûëà èññëåäîâàíà ñâÿçü ôóíêöèè ðàíãà Êàïðàíîâà òðî-
ïè÷åñêèõ ìàòðèö ñ îòíîøåíèÿìè Ãðèíà, è áûëî îòìå÷åíî, ÷òî òàêîå èññëå-
äîâàíèå ïðåäñòàâëÿëî áû èíòåðåñ. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçäåëà áóäåò ïî-
ñâÿùåíà êàê ðàç èçó÷åíèþ ýòîãî âîïðîñà, è ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû, îïóá-
ëèêîâàííûå àâòîðîì äèññåðòàöèè â ñòàòüå [166]. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâ Ãðèíà íà ïî-
ëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n ïðè âñåõ n â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè îíà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå áåñêîíå÷íîãî áàçîâîãî ïîëÿ.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà ìû èññëåäóåì ìàòðèöû íàä òðîïè÷åñêèì
ïîëóêîëüöîì (R, min, +) è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ a ⊕ b = min{a, b} è
a ⊗ b = a + b äëÿ òðîïè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ðàíã Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü êîíå÷íûì.
Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç B(i) ìû îáîçíà÷àåì i-þ ñòðîêó ìàòðèöû B.

Ëåììà 3.1.3. Ïóñòü ìàòðèöà B′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû B ∈ Rm×n äîáàâëå-
íèåì ñòðîêè B(0) = B(r) ⊕B(s), ãäå r, s ∈ {1, . . . , m}. Òîãäà KF(B′) = KF(B),
åñëè ïîëå F ñîäåðæèò íå ìåíåå n + 2 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Hm×n
F òàêîâà, ÷òî B = deg A. Â

ñèëó óñëîâèÿ íà ìîùíîñòü ïîëÿ F, íàéäåòñÿ λ ∈ F∗, íå ðàâíîå êîýôôèöèåíòó
ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå íè îäíîãî èç ýëåìåíòîâ Ar1

As1
, . . ., Arn

Asn
. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì Ark − λAsk, k = 1, . . . , n, íå ïðîèçîéäåò ñîêðàùåíèÿ
ãëàâíûõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, deg(Ark−λAsk) = min {deg Ark, deg λAsk} =
min{Brk, Bsk}, ò.å. deg(Ark − λAsk) = B0k.
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2. ×åðåç A′ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A äîáàâëåíèåì ñòðîêè
A(0) = A(r)−λA(s). Èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî B′ = deg A′, êðîìå òîãî, ìàòðèöà
A′ ïîëó÷åíà èç A ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê, ïîýòîìó rank(A′) =
rank(A). Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 ñëåäóåò, ÷òî KF(B) > KF(B′). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ìàòðèöà B åñòü ïîäìàòðèöà B′, ïîýòîìó KF(B) 6 KF(B′).

Äîêàæåì ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ëåììû 3.1.3.

Ñëåäñòâèå 3.1.4. Ïóñòü ìàòðèöà B′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû B ∈ Rm×n äî-
áàâëåíèåì ñòðîêè B(0) =

m⊕
i=1

(
ci ⊗B(i)

)
, ci ∈ R. Òîãäà KF(B′) = KF(B), åñëè

ïîëå F ñîäåðæèò íå ìåíåå n + 2 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç B′′ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç B äîáàâëåíè-
åì ñòðîê

2⊕
i=1

(
ci ⊗B(i)

)
,

3⊕
i=1

(
ci ⊗B(i)

)
, . . .,

m⊕
i=1

(
ci ⊗B(i)

)
. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.23

ñëåäóåò, ÷òî òðîïè÷åñêîå óìíîæåíèå ñòðîê ìàòðèöû íà ýëåìåíòû èç R íå âëè-
ÿåò íà ðàíãè Êàïðàíîâà, ïîýòîìó, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1.3, ïîëó-
÷àåì, ÷òî KF(B′′) = KF(B). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B′ ñîäåðæèò B êàê ïîäìàò-
ðèöó è ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû B′′. Çíà÷èò, KF(B′) = KF(B).

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî, îãðàíè÷èâàþùåå ðàíã Êàïðàíîâà
ïðîèçâåäåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 3.1.5. Ïóñòü A ∈ Rm×k, B ∈ Rk×n. Òîãäà KF(A ⊗ B) 6
min{KF(A),KF(B)}, åñëè ïîëå F ñîäåðæèò íå ìåíåå n + 2 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç B′ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç B äîáàâëå-
íèåì ñòðîê

k⊕
i=1

(
A1i ⊗B(i)

)
, . . .,

k⊕
i=1

(
Ami ⊗B(i)

)
. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.4

KF(B′) = KF(B). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A⊗B åñòü ïîäìàòðèöà ìàòðèöû B′,
ïîýòîìó KF(A⊗B) 6 KF(B′) = KF(B). Êðîìå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23
ðàíãè Êàïðàíîâà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, ïî-
ýòîìó KF ((A⊗B)τ) = KF(Bτ ⊗ Aτ) 6 KF(Aτ), èëè KF(A⊗B) 6 KF(A).

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (2.3.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðàíãà Êàïðàíîâà ìàòðèö
íåçàâèñèìî îò áàçîâîãî ïîëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.6. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Åñëè A ∈ Rm×u, B ∈
Rm×v, òî KF(A|B) 6 KF(A) + KF(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû R ∈
Hm×u
F è S ∈ Hm×v

F , òàêèå ÷òî A = deg R, B = deg S, rank(R) = KF(A),
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rank(S) = KF(B). ßñíî, ÷òî deg(R|S) = (A|B). Êðîìå òîãî, ëþáûå (KF(A) +
KF(B) + 1) ñòîëáöîâ ìàòðèöû (R|S) ëèíåéíî çàâèñèìû: îíè ñîäåðæàò ëèáî
(KF(A) + 1) ñòîëáöîâ ìàòðèöû R, ëèáî (KF(B) + 1) ñòîëáöîâ ìàòðèöû S.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 3.1.5 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, îãðàíè÷èâàþùåå ðàíã
Êàïðàíîâà ñóììû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Ñëåäñòâèå 3.1.7. Ïóñòü A,B ∈ Rm×n. Òîãäà KF(A⊕B) 6 KF(A) + KF(B),
åñëè ïîëå F ñîäåðæèò íå ìåíåå n + 2 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç g îáîçíà÷èì ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ýëå-
ìåíòîì îäíîé èç ìàòðèö A, B, ÷åðåç l îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå ÷èñëî, îáëàäàþ-
ùåå òàêèì ñâîéñòâîì. Ââåäåì ìàòðèöó I ∈ Rn×n, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò
íóëè, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû g − l. Ïîëîæèì C = (A|B), D =

(
I
I

)
.

Çàìåòèì, ÷òî C ⊗ D = A ⊕ B. Ïî òåîðåìå 3.1.5, KF(A ⊕ B) 6 KF(C).
Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.6 ñëåäóåò, ÷òî KF(C) 6 KF(A) + KF(B), à çíà÷èò,
KF(A⊕B) 6 KF(A) + KF(B).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 3.1.5 è ñëåäñòâèÿ 3.1.7 óñëîâèÿ (2.3.1)
è (2.3.2) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðàíãà Êàïðàíîâà âñåõ ìàòðèö (íåçàâèñèìî îò èõ
ðàçìåðà) â ñëó÷àå, åñëè áàçîâîå ïîëå áåñêîíå÷íî. Èç òåîðåìû 3.1.5 ñëåäóåò,
÷òî ðàíã Êàïðàíîâà ìîíîòîíåí îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâ Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n ïðè ëþáîì n, åñëè áàçîâîå ïîëå áåñêî-
íå÷íî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ áàçîâûõ ïîëåé ôóíêöèÿ ðàíãà
Êàïðàíîâà îáëàäàåò áîëåå ñëîæíûì ïîâåäåíèåì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàíã ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö ìîæåò ïðåâûøàòü ðàíã îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé â ýòîì
ñëó÷àå.

Ïðèìåð 3.1.8. Îïðåäåëèì ìàòðèöó B ∈ Rn×n, ïîëîæèâ Bij = 1 ïðè i = j
è Bij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè ïîëå F ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n−1
ýëåìåíòîâ, òî trop(B) = KF(B) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {0, e1, . . . , en−2} ⊂ F. Ïîñòðîèì ìàòðèöó A ∈ Hn×n
F

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì Ann = t, Anp = 1 ïðè p < n, ïîëîæèì An−1,n =
1, An−1,n−1 = t, An−1,q = eq + t ïðè q ∈ {1, . . . , n − 2}. Ïðè r ∈ {1, . . . , n −
2}, s ∈ {1, . . . , n} ïîëîæèì Ars = An−1,s − erAns. Çàìåòèì, ÷òî deg A = B.
Ïî ïîñòðîåíèþ ñòðîêè ìàòðèöû A ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè åå ïîñëåäíèõ
äâóõ ñòðîê, ò.å. rank(A) 6 2. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 èìååì KF(B) 6 2.
Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå 1.3.22, íàõîäèì trop(B) = 2. Â ñèëó òåîðåìû 1.3.27
KF(B) > 2, ïîýòîìó KF(B) = 2.

93



Ïðèìåð 3.1.9. Îïðåäåëèì ìàòðèöó C ∈ Rn×n, ïîëîæèâ Cij = 1 ïðè i =
j < n, è Cij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè ïîëå F ñîäåðæèò íå áîëåå n− 1
ýëåìåíòîâ, òî trop(C) = 2, KF(C) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Hn×n
F òàêîâà, ÷òî deg A = C. Òîãäà

deg An−1,k = deg Ank = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , n − 2, n}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
An−1,k

Ank
= fk + gk, ãäå fk ∈ F∗, deg gk > 0. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå fu = fv ïðè

íåêîòîðûõ u, v ∈ {1, . . . , n−2, n}, u < v. Òàêèì îáðàçîì, deg(
An−1,u

Anu
− An−1,v

Anv
) >

0, ïîýòîìó deg(An−1,uAnv − An−1,vAnu) > 0.
2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìèíîð ïîðÿäêà 3 ìàòðèöû A:

A′ =




Auu Auv Au,n−1
An−1,u An−1,v An−1,n−1
Anu Anv An,n−1


 .

Ïîñêîëüêó deg A = C, èìååì deg Auu = deg An−1,n−1 = 1, à ñòåïåíè îñòàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A′ ðàâíû 0. Âûäåëÿÿ â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû A′ ñëàãàåìûå íóëåâîé ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

det A′ = −AuvAn−1,uAn,n−1 + Au,n−1(An−1,uAnv − An−1,vAn,u) + h1,

ãäå deg h1 > 0. Â ñèëó ïóíêòà 1 deg(An−1,uAnv − An−1,vAnu) > 0, ïîýòîìó
deg det A′ = 0. Â ÷àñòíîñòè, det A′ 6= 0, çíà÷èò, rank(A) > 3. Â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ 1.3.23, KF(C) > 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà C ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðè-
öû B èç ïðèìåðà 3.1.8 èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà Bnn. Ïîýòîìó â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 3.1.6 KF(C)−KF(B) 6 1, ò.å. KF(C) 6 3. Ðàâåíñòâî trop(C) = 2
äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé îïðåäåëåíèÿ 1.3.22.

Ïðèìåðû 3.1.8 è 3.1.9 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó. Íàïîìíèì, ÷òî
÷åðåç D> ìû îáîçíà÷àåì ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê D.

Ïðèìåð 3.1.10. Ïóñòü ïîðÿäîê ïîëÿ F ðàâåí n − 1, ïóñòü B � ìàòðèöà
èç ïðèìåðà 3.1.8. Îïðåäåëèì ìàòðèöó D ∈ Rn×n: ïîëîæèì Dij = 0, åñëè
i = j èëè (i, j) = (n, n − 1), ïîëîæèì Dij = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà
KF(D ⊗B) = KF(B ⊗D>) > KF(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî D ⊗ B = B ⊗D> = C, ãäå C � ìàòðèöà èç
ïðèìåðà 3.1.9. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðèìåðîâ 3.1.8 è 3.1.9.

Èòàê, ïðèìåð 3.1.10 ïîêàçûâàåò, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî êîíå÷íîå ïîëå F,
óñëîâèå (2.3.1) äëÿ ðàíãà Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî F âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ
ìàòðèö. Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3.1.5 è ïðèìåðà 3.1.10, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.1.11. Åñëè áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n + 2 ýëå-
ìåíòà, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé
Ãðèíà L, R è J íà ïîëóãðóïïå (Rn×n,⊗). Åñëè æå áàçîâîå ïîëå ñîäåðæèò
ìåíåå n ýëåìåíòîâ, òî ôóíêöèÿ ðàíãà Êàïðàíîâà íå ìîíîòîííà íè îòíîñè-
òåëüíî îäíîãî èç ýòèõ îòíîøåíèé íà ïîëóãðóïïå (Rn×n,⊗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîëå F ñîäåðæèò íå ìåíåå n + 2 ýëåìåíòîâ, òî â ñèëó
òåîðåìû 3.1.5 óñëîâèå A = P ⊗B⊗Q âëå÷åò KF(A) 6 KF(B), ÷òî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îòñóòñòâèå ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëüíî ïîðÿä-
êîâ L è J â ñëó÷àå |F| < n ñëåäóåò èç ïðèìåðà 3.1.10; âòîðîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç îïðåäåëåíèé îòíîøåíèé Ãðèíà, ïîñêîëüêó óñëîâèå
A 6L B âëå÷åò A 6J B äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B.

Òàêèì îáðàçîì, â íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî áàçîâîãî ïîëÿ
ìû äîêàçàëè ìîíîòîííîñòü ðàíãà Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé Ãðèíà.
Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ áàçîâûõ ïîëåé äîêàçàíî îòñóòñòâèå ìîíîòîííîñòè ýòîãî
ðàíãà äëÿ ìàòðèö äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà.

3.2 Ïîäãðóïïû ïîëóãðóïïû ìàòðèö
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ìàòðèöû íàä òðîïè÷åñêèì ïî-
ëóêîëüöîì R = (R ∪ {∞}, min, +) ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïîëóãðóïï, è öå-
ëüþ ýòîãî ðàçäåëà áóäåò ðåøåíèå ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé Äæîíñîí è
Êàìáèòåñîì â ðàáîòå [80]. À èìåííî, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîëíàÿ õàðàê-
òåðèçàöèÿ ïîäãðóïï ïîëóãðóïïû

(
Rn×n

,⊗
)
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ýòîé ïîëóãðóïïû äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ òðîïè÷åñêèõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Íàø
ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ãèïîòåçó Äæîíñîí è Êàìáèòåñà [80] è äîêà-
çàòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè
ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n, ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó áåç êðó÷å-
íèÿ èíäåêñà, íå áîëüøåãî n!. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçûâàåì âåðõíþþ îöåíêó
ïîðÿäêà ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n, êîòîðàÿ
óëó÷øàåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ä'Àëåññàíäðî è Ïàñêó â ðàáîòå [3].

Òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíîé, åñëè íàéäåò-
ñÿ ïåðåñòàíîâêà σ = σ(P ) ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé Pij 6= −∞ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà i = σ(j). Ìàòðèöà P òàêæå íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè ïåðå-
ñòàíîâêà σ(P ) òîæäåñòâåííà. Îòìåòèì, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ íóëÿìè
íà äèàãîíàëè ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïîëóãðóïïû

(
Rn×n

,⊗
)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîãî ñëàáîãî ðàíãà èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.1.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà B ∈ Rn×m èìååò ïîë-
íûé ñòðî÷íûé ðàíã, åñëè ìàêñèìàëüíûé ñëàáûé ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê ðàâåí
n (èíûìè ñëîâàìè, åñëè íèêàêàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòðîê).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ôàêòà,
èçâåñòíîãî â òåîðèè ïîëóìîäóëåé [139].

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü ìàòðèöû A,B, C, D ∈ Rn×n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì B = C⊗A, A = D⊗B. Åñëè ìàòðèöà B èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã,
òî íàéäåòñÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà P ∈ Rn×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
B = P ⊗ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òðîïè÷åñêèõ ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé ñòðîê ìàòðèöû A ÷åðåç M(A). Òî, ÷òî ìàòðèöà B èìååò ïîëíûé ñòðî÷-
íûé ðàíã, îçíà÷àåò, ÷òî åå ñòðîêè îáðàçóþò ñëàáûé áàçèñ ïîëóìîäóëÿ M(B),
ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.5 èç ðàáîòû [139]. Ïîñêîëüêó B = C ⊗ A, ìû ïîëó÷àåì
M(B) ⊂ M(A), à â ñèëó A = D ⊗ B èìååì M(A) ⊂ M(B). Òàêèì îáðà-
çîì, M(A) = M(B), è ñòðîêè ìàòðèöû B îáðàçóþò ñëàáûé áàçèñ ïîëóìî-
äóëÿ M(A). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ðàáîòû [139], ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû
B ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñòðîê ìàòðèöû A ñ òî÷íîñòüþ äî òðîïè÷åñêîãî
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ ìàòðèö íåïîëíîãî ðàíãà.

Ëåììà 3.2.3. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû
(
Rn×n

,⊗
)

ïðè n > 2. Åñëè
ñòðî÷íûé ðàíã íåêîòîðîé ìàòðèöû A ∈ G íå ïîëîí, òî ãðóïïà G äîïóñêàåò
òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâ-
ëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòðîê. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n} ìû èìååì A = P ⊗A, ãäå ìàòðèöà A ∈ R(n−1)×n

ïîëó÷åíà èç A îòáðàñûâàíèåì ñòðîêè ñ èíäåêñîì i, è ìàòðèöà P ∈ Rn×(n−1)

òàêîâà, ÷òî ïîäìàòðèöà P [1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n] ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû

(
R(n−1)×(n−1)

,⊗
)
. Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, äëÿ

êàæäîé ìàòðèöû G ∈ G íàéäåòñÿ ìàòðèöà B ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
G = A⊗B.

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî G = P ⊗A⊗B. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ìàò-
ðèöà P [1, . . . , i−1, i+1, . . . , n] íåéòðàëüíà ïî óìíîæåíèþ, ìàòðèöà G = A⊗B
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ G = P ⊗G. Îòîáðàæåíèå
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ϕ, ïåðåâîäÿùåå ìàòðèöó G ∈ G â ìàòðèöó G⊗P ∈ R(n−1)×(n−1) òàêèì îáðàçîì
êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû G,H ∈ G è îáîçíà÷èì ÷åðåç G è H ìàòðèöû, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì G = P⊗G è H = P⊗H. Òîãäà G⊗H = P⊗G⊗P⊗H,
è ïîýòîìó G⊗H = G⊗ P ⊗H, îòêóäà

ϕ(G⊗H) = G⊗H ⊗ P = G⊗ P ⊗H ⊗ P = ϕ(G)⊗ ϕ(H),

òî åñòü îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî, åñëè ϕ(G) =
ϕ(H), òî G⊗P = H⊗P , ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå P⊗G⊗P⊗G = P⊗H⊗P⊗G,
èëè G ⊗ G = H ⊗ G. Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, óñëîâèå ϕ(G) = ϕ(H)
âëå÷åò G = H, äîêàçûâàÿ èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 3.2.4. Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû
(
Rn×n

,⊗
)
äîïóñêàåò òî÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè ìîíîìèàëüíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ìû äàëåå ïîëàãàåì n >
1 è ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G
ïîëóãðóïïû

(
Rn×n

,⊗
)
, è îáîçíà÷èì íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G ÷åðåç

E. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò ìàòðèöó íåïîëíîãî ñòðî÷íîãî ðàíãà. Ëåì-

ìà 3.2.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå òðîïè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n−1. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ïî-
êàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G äîïóñêàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðî-
ïè÷åñêèìè ìîíîìèàëüíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n− 1, îòêóäà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû.

2. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìàòðèöû ãðóïïû G èìåþò ïîëíûé ñòðî÷-
íûé ðàíã. Â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû 3.2.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
G ∈ G íàéäåòñÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà PG ∈ Rn×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ G = PG ⊗ E. Ïîñêîëüêó ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû G ïîëîí, ìàòðèöà PG

îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàòü îòîáðàæåíèå ψ,
ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå G ∈ G ìîíîìèàëüíóþ ìàòðèöó PG. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ èíúåêòèâíî. Ìû òàêæå âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ìàòðèö G è H èç ãðóïïû G âûïîëíåíî óñëîâèå

ψ(G⊗H) = ψ(PG ⊗ E ⊗H) = ψ(PG ⊗H) = ψ(PG ⊗ PH ⊗ E) = PG ⊗PH ,

ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

97



Äæîíñîí è Êàìáèòåñ â ðàçäåëå 4 ðàáîòû [80] âûñêàçàëè ãèïîòåçó, ñîãëàñ-
íî êîòîðîé ëþáàÿ ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðîïè÷åñêèìè
ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n, ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó áåç êðó÷å-
íèÿ èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n!. Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó.

Òåîðåìà 3.2.5. Åñëè ãðóïïà G îáëàäàåò òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì òðîïè-
÷åñêèìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n, òî G ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîä-
ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ èíäåêñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.4, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷è-
âàÿ îáùíîñòè, ÷òî ãðóïïà G ñîñòîèò èç òðîïè÷åñêèõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó D âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èç G. ßñ-
íî, ÷òî ãðóïïà D íîðìàëüíà â G, àáåëåâà è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, êðîìå íåéòðàëüíîãî. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû A,B ∈ G ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñìåæíîìó êëàññó ïî ãðóïïå D â G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà σ(A) = σ(B).

Ä'Àëåññàíäðî è Ïàñêó ïîêàçàëè â ðàáîòå [3], ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû

(
Rn×n

,⊗
)

êîíå÷íà. Òåîðåìà 3.2.4 æå ïîçâîëÿåò íàì
ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíóþ õàðàêòåðèçàöèþ òàêèõ ïîäãðóïï. Íàïîìíèì, ÷òî
ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäñòâèå 3.2.6. Ïîðÿäîê ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïîëóãðóïïû(
Rn×n

,⊗
)
íå ïðåâîñõîäèò n!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû òðèâèàëüíà. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 3.2.5.

3.3 Òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå ìàòðèö
Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó òîæäåñòâ â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö ïîðÿäêà n, ðàññìîòðåííóþ ðàíåå Èçõàêÿíîì è Ìàðãîëèñîì â ðàáî-
òå [79] è Èçõàêÿíîì â [78]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, óòâåð-
æäàþùàÿ íàëè÷èå òîæäåñòâà â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n
ïðè ëþáîì n, íî áûëè äîêàçàíû òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
À èìåííî, â ðàáîòå [79] â ÿâíîì âèäå ïðèâåäåíî òîæäåñòâî ïîëóãðóïïû òðî-
ïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2, à â ñòàòüå [78] áûëî ïîñòðîåíî òîæäåñòâî äëÿ
âåðõíåòðåóãîëüíûõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.
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Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ,
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé ïðîáëåìû, è áó-
äóò ïîñòðîåíû òîæäåñòâà äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðåñíûõ ïîëóãðóïï òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö. Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîêà íå ïîçâîëÿþò ðåøèòü
ïðîáëåìó î òîæäåñòâàõ â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ïðè ëþ-
áîì n, íî íàì óäàñòñÿ äîêàçàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå â ñëó÷àå n = 3, ÷òî ðåøàåò
ïðîáëåìó, óïîìÿíóòóþ Èçõàêÿíîì â ðàáîòå [78].

3.3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà
Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n íàä òðîïè÷åñêèì
ïîëóêîëüöîì (R,⊕,⊗), îïåðàöèè â êîòîðîì çàäàíû êàê a ⊕ b = min{a, b}
è a ⊗ b = a + b. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö A è B
ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A ⊗ B è çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
[A ⊗ B]ij = minn

t=1{Ait + Btj} ïðè âñåõ i è j. ßñíî, ÷òî óìíîæåíèå òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö àññîöèàòèâíî, ïîýòîìó ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö Rn×n

îáðàçóåò ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊗.
Äëÿ âñÿêîãî ñëîâà u(x, y) = u1 . . . uk, ïðèíàäëåæàùåãî ñâîáîäíîé ïîëó-

ãðóïïå, ïîðîæäåííîé áóêâàìè x è y, ìû ïîëîæèì u(A,B) = H1 ⊗ . . . ⊗ Hk,
ãäå Hi = A, åñëè ui = x, è Hi = B, åñëè ui = y. Â òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ
ðàçëè÷íûå ñëîâà U(x, y) è V(x, y) èç ýòîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ U(A,B) = V(A,B) äëÿ ëþáûõ ïàð ìàòðèö ðàçìåðà n × n,
òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ ïîëóãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó U = V . Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà áóäåò ïîñòðîåíèå òîæäåñòâà, âåðíîãî
â ïîëóãðóïïå

(
R3×3,⊕)

.

3.3.2 Òîæäåñòâà äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîæäåñòâà, âåðíîãî äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà èññëåäîâàòü òîæäåñòâà äëÿ d-âûðîæäåííûõ
ìàòðèö. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Σ(A) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê τ ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

A1,τ(1) + . . . + An,τ(n) = min
σ∈Sn

{A1,σ(1) + . . . + An,σ(n)}.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà íàçûâàåòñÿ ïåðìàíåíòîì òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷åðåç perm(A), à ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.3 ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ d-
âûðîæäåííîé, åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Σ(A) èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åò-
íîñòü. Íàø ìåòîä èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö áóäåò îïèðàòüñÿ íà

99



ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâî Σ(A) â òåðìèíàõ ïðî-
èçâåäåíèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Ëåììà 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå A⊗B òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö
A,B ∈ Rn×n ÿâëÿåòñÿ d-íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé, è ïóñòü σ ∈ Σ(A) è
τ ∈ Σ(B). Òîãäà τσ ∈ Σ(A⊗B) è perm(A) + perm(B) = perm(A⊗B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ψ = τσ; ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ïðîèçâåäåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö óñëîâèå [A ⊗ B]i,ψ(i) 6 Ai,σ(i) + Bσ(i),ψ(i)
âûïîëíåíî ïðè âñåõ i. Òîãäà ìû èìååì íåðàâåíñòâî

∑n
i=1[A ⊗ B]i,ψ(i) 6

perm(A) + perm(B), îòêóäà òàêæå perm(A⊗B) 6 perm(A) + perm(B).
Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ôîðìàëü-

íûõ ñóìì âèäà s = c1X
e1 + . . .+ctX

et, ãäå êîýôôèöèåíòû ci > 0 è ïîêàçàòåëè
ei ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Îáû÷íûå îïåðàöèè ôîðìàëüíîãî ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ çàäàþò íà H ñòðóêòóðó ïîëóêîëüöà, âëîæåííîãî â ãðóï-
ïîâîå êîëüöî ãðóïïû (R, +) íàä êîëüöîì (R, +, ·). Îáîçíà÷èì ÷åðåç deg s ñòå-
ïåíü ñóììû s, òî åñòü, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå eτ ïî âñåì τ ∈ {1, . . . , t}. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ñòåïåíè çàäàåò ãîìîìîðôèçì ïîëóêîëüöà H è òðî-
ïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà.

Øàã 3. Çàäàäèì ìàòðèöû A′ è B′ íàä H ðàâåíñòâàìè A′
ij = ξijX

Aij è
B′

ij = χijX
Bij . Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû A′ è B′ èìåþò îïðåäå-

ëèòåëè ñòåïåíåé perm(A) è perm(B), ñîîòâåòñòâåííî, âûáðàâ êîýôôèöèåíòû
ξ è χ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè. Çàäàäèì ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû C ′ êàê C ′

ij = A′
i1B

′
1j + . . . + A′

inB
′
nj, òî åñòü, îáîçíà÷èì ÷åðåç C ′ îáû÷-

íîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A′ è B′. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñòåïåíè çàäàåò
ãîìîìîðôèçì H â òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, ìàòðèöà C ′ èìååò îïðåäåëèòåëü
ñòåïåíè perm(A) + perm(B).

Øàã 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïåðåñòàíîâêó, äëÿ êîòîðîé ìîíîì
C ′

1,π(1) . . . C
′
n,π(n) èìååò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü d. Åñëè d < perm(A)+

perm(B), òî ïî ðåçóëüòàòó øàãà 3 íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà π′ ÷åòíîñòè, îòëè÷-
íîé îò ÷åòíîñòè π, äëÿ êîòîðîé C ′

1,π′(1) . . . C
′
n,π′(n) òîæå èìååò ñòåïåíü d.

Øàã 5. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñòåïåíè çàäàåò ãîìîìîðôèçì ïîëóêîëüöà
H â òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, ìàòðèöà A ⊗ B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç C ′

ïîýëåìåíòíûì ïðèìåíåíèåì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, perm(A ⊗
B) = d, è òîãäà â ñèëó øàãà 4 π, π′ ∈ Σ(A ⊗ B), ïîýòîìó ìàòðèöà A ⊗ B
òðîïè÷åñêè âûðîæäåíà.

Øàã 6.Ïðîòèâîðå÷èå, ïîëó÷åííîå â øàãå 5, ïîêàçûâàåò, ÷òî d > perm(A)+
perm(B), òî åñòü, perm(A⊗B) > perm(A)+perm(B). Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò
èç øàãà 1.

Âûâåäåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé äîêàçàííîé ëåììû.
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Ëåììà 3.3.2. Åñëè òðîïè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå A ⊗ B êâàäðàòíûõ ìàòðèö
d-íåâûðîæäåíî, òî îáå ýòè ìàòðèöû A è B òàêæå d-íåâûðîæäåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ1, σ2 ∈ Σ(A) è τ1, τ2 ∈ Σ(B), òîãäà ïî ëåììå 3.3.1
ïåðåñòàíîâêà σiτj ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Σ(A⊗ B). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
Σ(A⊗B) ñîñòîèò èç ïåðåñòàíîâîê îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïåðåñòàíîâêè σ1 è σ2 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü è ÷òî ïåðåñòàíîâêè τ1 è τ2
èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.

Äðóãîå ñëåäñòâèå ïîñâÿùåíî ñòåïåíè A⊗k òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A, òî åñòü
ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A óìíîæåíèåì íà ñåáÿ k ðàç.

Ëåììà 3.3.3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ Rn×n. Åñëè òîæäåñòâåííàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Σ(A⊗n!), òî ìàòðèöà A⊗n! ÿâëÿ-
åòñÿ d-âûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 3.3.1, ïîñêîëüêó ëþáàÿ
ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}, âîçâåäåííàÿ â ñòåïåíü n!, ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííîé.

Íàêîíåö, ìû óêàæåì åùå îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.3.4. Äëÿ ëþáûõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö A è B ïîðÿäêà n âû-
ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: (i) ìàòðèöà A⊗n!⊗B⊗n! d-âûðîæäåíà;
(ii) ìàòðèöà B⊗n! ⊗ A⊗n! d-âûðîæäåíà; (iii) óñëîâèå

[
A⊗n! ⊗B⊗n!

]
ii

=[
B⊗n! ⊗ A⊗n!

]
ii
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òðîïè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
âåðíî, ÷òî

[
A⊗n! ⊗B⊗n!

]
ii

6
[
An!

]
ii
+

[
Bn!

]
ii
è

[
Bn! ⊗ An!

]
ii

6
[
An!

]
ii
+

[
Bn!

]
ii
.

Åñëè îáå ìàòðèöû An!⊗Bn! è Bn!⊗An! áûëè áû d-íåâûðîæäåíû, îíè â ñèëó
ëåììû 3.3.1 èìåëè áû ïåðìàíåíò

∑n
i=1

[
An!

]
ii

+
∑n

i=1

[
Bn!

]
ii
, è â ýòîì ñëó÷àå[

An! ⊗Bn!
]
ii

=
[
Bn! ⊗ An!

]
ii

=
[
An!

]
ii

+
[
Bn!

]
ii
.

Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà d-âûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 3.

Ëåììà 3.3.5. [1] Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ R3×3 d-âûðîæäåíà. Òîãäà íàéäóòñÿ
ìàòðèöû P ∈ R3×2 è Q ∈ R2×3, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ P ⊗Q = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû
A íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, åñëè åå äåòåðìèíàíòíûé ðàíã íå ïðåâîñõîäèò äâóõ.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.3 è ñëåäñòâèÿ 8.12 ðàáîòû [1].

Ìû çàêàí÷èâàåì ýòîò ïîäðàçäåë ïîñòðîåíèåì òîæäåñòâ äëÿ òåõ òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö, êîòîðûå äîïóñêàþò ôàêòîðèçàöèè êàê â ëåììå 3.3.5.
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Ëåììà 3.3.6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A = P1 ⊗ Q1 è B = P2 ⊗ Q2, ãäå
P1, P2 ∈ R(n+1)×n è Q1, Q2 ∈ Rn×(n+1). Åñëè òîæäåñòâî Un(x, y) = Vn(x, y)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, òî âûïîëíåíî óñëî-
âèå Un(A⊗ A,A⊗B)⊗ A = Vn(A⊗ A,A⊗B)⊗ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
Un(A⊗A,A⊗B)⊗A = P1⊗Un(Q1⊗P1⊗Q1⊗P1, Q1⊗P2⊗Q2⊗P1)⊗Q1 è
Vn(A⊗A,A⊗B)⊗A = P1⊗Vn(Q1⊗P1⊗Q1⊗P1, Q1⊗P2⊗Q2⊗P1)⊗Q1.

3.3.3 Ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì
Êàêîâî áû íè áûëî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî H, ìû áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó
A ∈ Rn×n ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì H-ïðåîáëàäàíèåì, åñëè íåðàâåíñòâî
Aij > max{Aii, Ajj}+H|Aii−Ajj| âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ i è j. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìàòðèöû A,B ∈ Rn×n îáðàçóþò ïàðó ñ äèàãîíàëüíûì H-ïðåîáëàäàíèåì,
åñëè A ⊕ B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì è óñëîâèå
Aii = Bii âûïîëíåíî ïðè ëþáîì i. Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåíî òîæ-
äåñòâî, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì H äëÿ âñåõ ìàòðèö ñ
äèàãîíàëüíûì H-ïðåîáëàäàíèåì.

Ëåììà 3.3.7. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ Rn×n ñ äèàãîíàëüíûì H-
ïðåîáëàäàíèåì è ïîëîæèì h 6 H−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i âûðàæåíèå

α = Aii1 + Ai1i2 + . . . + Aih−1ih + Aihi

äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïðè i1 = . . . = ih = i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óäàëèì ýëåìåíò ik èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (i, i1, . . . , ih, i),
åñëè îí ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì ýëåìåíòîì. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷åðåç J = (j0 . . . jt); òàêæå, îáîçíà÷èì ÷åðåç j ∈ J òîò èíäåêñ,
äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå Ajj ìèíèìàëüíî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî t > 0, ìû ïîëó÷àåì
óñëîâèå α > Aj0j1 + . . . + Ajt−1jt

+ (h − t + 1)Ajj. Â ñèëó äèàãîíàëüíîãî H-
ïðåîáëàäàíèÿ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî α > (h+1)Ajj +H

∑t−1
τ=0 |Ajτ jτ

−Ajτ+1jτ+1
|.

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò óñëîâèå α > (h + 1) maxg∈J Agg > (h +
1)Aii, è òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè i1 = . . . = ih = i âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî α = (h + 1)Aii.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç G ∈ {A,B}∗ ïðîèçâîëüíîå ñëî-
âî, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ñëîâà äëèíû n êàê ïîäñëîâà.

Ëåììà 3.3.8. Ïóñòü ìàòðèöû A,B ∈ Rn×n îáðàçóþò ïàðó ñ äèàãîíàëüíûì
h-ïðåîáëàäàíèåì; îáîçíà÷èì ÷åðåç g äëèíó ñëîâà G è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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h = 2ng + 1. Âûáåðåì çíà÷åíèå X(ng+1) ∈ {A,B} ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è
îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t) áóêâó ñëîâà GnX(ng+1)Gn, ñòîÿùóþ íà ìåñòå t. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ κ0 è κh âûðàæåíèå

β = X(1)
κ0,κ1

+ . . . + X(h)
κh−1,κh

äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîì íàáîðå (κ1 . . . κh−1), óäîâëåòâîðÿþùåì
óñëîâèþ κng = κng+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïðè n = 1 ðåçóëüòàò î÷åâèäåí, ïîýòîìó ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî n > 2, è ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì
íàáîð K = (κ1 . . . κh−1), äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì âûðàæåíèþ β. Â ñèëó ëåì-
ìû 3.3.7 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå κp = κq âëå÷åò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
κr = κp ïðè âñåõ r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ p < r < q. Òåïåðü íàøå ðàñ-
ñóæäåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ðàññìîòðåí
îòäåëüíî.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì u 6 g âûïîëíåíî óñëîâèå
κ0 6= κu (èëè, àíàëîãè÷íî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì u > h− g âåðíî, ÷òî κh 6= κu).
Â ñèëó øàãà 1 èíäåêñ κ0 íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè κv ïðè v > g (â äðóãîì ñëó-
÷àå κh íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè κv ïðè v 6 h − g). Òåïåðü ïîëîæèì cg = κg

è ch−g = κh−g. Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ìû íàõîäèì èíäåêñû cg+1, . . . , ch−g−1,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ cng = cng+1 è äëÿ êîòîðûõ âûðàæåíèå
X

(g+1)
cg,cg+1 + . . . + X

(h−g)
ch−g−1,ch−g ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Òå-

ïåðü íàì äîñòàòî÷íî çàìåíèòü κu íà cu â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K ïðè ëþáîì
u ∈ {g, . . . , h− g}.

Øàã 3. Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì i 6 g âûïîëíåíî óñëî-
âèå κi = κ0, à ïðè ëþáîì i > h− g âåðíî ðàâåíñòâî κi = κh. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
e ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå Aκeκe

ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íî; îáîçíà÷èì ÷åðåç {j1, . . . , jt} ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ κj−1 6= κj. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ìû ñ÷èòàåì,
÷òî j1 < . . . < js 6 e < js+1 < . . . < jt.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ G ñîäåðæèò ïîäñëîâî X(j1) . . . X(js), ïîýòîìó íàé-
äóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà r + 1, . . . , r + s ∈ {1, . . . , g}, ïðè ëþáîì
σ ∈ {1, . . . , s} óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ X(jσ) = X(r+σ). Àíàëîãè÷íî, íàé-
äóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà q + s + 1, . . . , q + t ∈ {h − g + 1, . . . , h} ïðè
ëþáîì π ∈ {s + 1, . . . , t} óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ X(jπ) = X(q+π). Òåïåðü
ìû ïîëàãàåì (1) ci = κ0 ïðè i 6 r, (2) ci = κh ïðè i > q + t, (3) ci = κe

ïðè r + s < i 6 q + s, (4) cr+σ = κjσ
ïðè σ ∈ {1, . . . , s}, (5) cq+π = κjπ

ïðè
π ∈ {s+1, . . . , t}. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ cng = cng+1 = κe

è X
(1)
c0,c1 + . . . + X

(h)
ch−1,ch 6 β.
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Òåïåðü ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç w1, . . . , w2n íàáîð âñåõ ñëîâ äëèíû n èç {A,B}∗ è ïîëîæèì Γ = w1 . . . w2n.

Òåîðåìà 3.3.9. Åñëè H > n2 2n+1 + 1, òî òîæäåñòâî Γn A Γn = Γn B Γn

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ïàðû òðîïè÷åñêèõ n × n ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì H-
ïðåîáëàäàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì G = Γ è ïðèìåíèì ëåììó 3.3.8. Äëÿ ëþáûõ κ0
è κh çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé [Γn A Γn]κ0κh

è [Γn B Γn]κ0κh
ðàâíû ìèíèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ β, è ïîòîìó â ñèëó ëåììû 3.3.8 ýòîò ìèíèìóì íå çàâèñèò
îò X(ng+1).

3.3.4 Ìàòðèöû áåç äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ
Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, èç-
âåñòíûé êàê âåíãåðñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ [97].

Ëåììà 3.3.10. Ïóñòü ìàòðèöà M ∈ Rn×n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Mii = 0
ïðè âñåõ i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå M1σ(1)+. . .+Mnσ(n) > 0 âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ íà {1, . . . , n}. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà r1, . . . , rn, äëÿ
êîòîðûõ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ Mij − ri + rj íåîòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ i è j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåíãåðñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëà ri, sj ∈ R, äëÿ
êîòîðûõ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ Mij + ri + sj íåîòðèöàòåëüíî ïðè ëþáûõ i è j.
Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå M ′

ij = Mij + ri + cj íå âëèÿåò íà ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåñòàíîâîê σ, äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì âûðàæåíèþ M1σ(1) + . . . + Mnσ(n),
ìû ïîëó÷àåì ri = −si.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû C è C ′ ïîðÿäêà n ýêâèâàëåíò-
íû, åñëè íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà s1, . . . , sn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
C ′

ij = Cij + si − sj ïðè âñåõ i è j.

Ëåììà 3.3.11. Ðàññìîòðèì òðîïè÷åñêóþ ìàòðèöó C ïîðÿäêà n è ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂
{1, . . . , n} è äëÿ ëþáîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè σ íà K âûïîëíåíî óñëîâèå

∑

κ∈K

Cκ,σ(κ) > |K|max
κ∈K

{Cκκ}+ H
∑

κ∈K

|Cκ,κ − Cσ(κ),σ(κ)|.

Òîãäà ìàòðèöà C ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå ñ äèàãîíàëüíûì H-
ïðåîáëàäàíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó D, çàäàííóþ êàê Cij−H|Cii−Cjj|−
max{Cii, Cjj} ïðè âñåõ i è j. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó σ íà ìíîæåñòâå K ⊂
{1, . . . , n}, òîãäà ìû ïîëó÷èì
∑

κ∈K

Dκ,σ(κ) =
∑

κ∈K

Cκ,σ(κ) −H
∑

κ∈K

|Cκ,κ − Cσ(κ),σ(κ)| −
∑

κ∈K

max{Cκ,κ, Cσ(κ),σ(κ)},

ïîýòîìó
∑

κ∈K Dκ,σ(κ) > |K|maxκ∈K{Cκκ} −
∑

κ∈K max{Cκ,κ, Cσ(κ),σ(κ)} > 0.
Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.3.10,

ïîýòîìó íàéäóòñÿ ÷èñëà r1, . . . , rn ∈ R, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
Dij−ri+rj íåîòðèöàòåëüíî ïðè âñåõ i è j. Ïîýòîìó çíà÷åíèå C ′

ij = Cij +ri−rj

íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì H|Cii−Cjj|+max{Cii, Cjj}, è ïîòîìó C ′ ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì H-ïðåîáëàäàíèåì.

Òåïåðü ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà. Êàê îáû÷íî,
îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, . . . , w2n íàáîð âñåõ ñëîâ äëèíû n èç {A,B}∗ è ïîëîæèì
Γ = w1 . . . w2n.

Òåîðåìà 3.3.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A,B ∈ Rn×n óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì id ∈ Σ(A) ∩ Σ(B) è Aii = Bii, ïðè ëþáîì i. Åñëè ïàðà A,B íå
ïîäîáíà ïàðå ñ äèàãîíàëüíûì h-ïðåîáëàäàíèåì, òî ìàòðèöà Γ(Ah+1, Bh+1)
ÿâëÿåòñÿ d-âûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C = A⊕B. Â ñèëó ëåììû 3.3.11 äëÿ íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâà K ⊂ {1, . . . , n} è öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå K
âûïîëíåíî óñëîâèå

∑

κ∈K

Cκ,σ(κ) < |K|max
κ∈K

{Cκκ}+ h
∑

κ∈K

|Cκ,κ − Cσ(κ),σ(κ)|. (3.3.1)

Áóäåì îáîçíà÷àòü σ ÷åðåç (k1 k2 . . . kt) è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèå Ck1k1

ìàêñèìàëüíî ñðåäè âñåõ Ckk ïðè k ∈ K. Ìû ïîëîæèì X(i, j) = A ïðè Aij <
Bij è X(i, j) = B â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå χij :=[
X(i, j)h+1

]
ij

6 Cij + h min{Cii, Cjj}.
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç P ïðîèçâåäåíèå (X(k1, k2))

h+1 . . . (X(kt, k1))
h+1, ìû ïî-

ëó÷àåì óñëîâèå Pk1k1
6 χk1k2

+ . . . + χktk1
, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Pk1k1
6

∑

κ∈K

Cκ,σ(κ) + h
∑

κ∈K

min{Cκ,κ, Cσ(κ),σ(κ)},

êîòîðîå âëå÷åò â ñèëó óñëîâèÿ (3.3.1) íåðàâåíñòâî Pk1k1
< (h+1)|K|Ck1k1

. Çà-
ìåòèì, ÷òî òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå Pii 6 (h+1)|K|Cii, èç êîòîðîãî ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî perm(P ) < (h + 1)|K|∑n

i=1 Cii.
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Åñëè áû ìàòðèöà Γ(Ah+1, Bh+1) áûëà d-íåâûðîæäåíà, òî òàêîâà æå áûëà
è P â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.3.2. Òîãäà èç òåîðåìû 3.3.1 ñëåäîâàëî áû óñëîâèå
perm(P ) = (h + 1)|K|∑n

i=1 Cii, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

3.3.5 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîæäåñòâà, âûïîëíåííîãî â
ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3. Òîæäåñòâî, êîòîðîå ìû ñòðîèì
â ñëåäóþùåé òåîðåìå, ñîäåðæèò ïî 1 795 308 ñîìíîæèòåëåé â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè.

Òåîðåìà 3.3.13. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A,B ∈ R3×3 è ïîëîæèì A = A6B6,
B = B6A6; ïîëîæèì òàêæå U(x, y) = x2y4x2x2y2x2y4x2 è V(x, y) =
x2y4x2y2x2x2y4x2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, . . . , w8 íàáîð âñåõ ñëîâ äëèíû 3 è ïî-
ëîæèì Γ(x, y) = w1 . . . w8. Ïîëîæèì

A = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A,B

)
A Γ3 (

A, B
)
,

B = Γ
(
A

146
, B

146
)

Γ3 (
A, B

)
B Γ3 (

A, B
)
.

Òîãäà U (AA,AB)A = V (AA,AB)A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [79] òîæäåñòâî U = V
âûïîëíåíî â ïîëóãðóïïå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2. Ïîýòîìó, åñëè ìàò-
ðèöû A è B ÿâëÿþòñÿ d-âûðîæäåííûìè, ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåìì 3.3.5
è 3.3.6. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöû A, B è Γ

(
A

146
, B

146
)

ÿâëÿþòñÿ d-
íåâûðîæäåííûìè â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.3.2. Èç òåîðåìû 3.3.1 è ñëåäñòâèÿ 3.3.3
ñëåäóåò óñëîâèå id ∈ Σ

(
A

)∩Σ
(
B

)
, è â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.3.4 óñëîâèå Aii = Bii

âûïîëíåíî ïðè ëþáîì i. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.3.12, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïàðà(
A, B

)
ïîäîáíà ïàðå ñ äèàãîíàëüíûì 145-ïðåîáëàäàíèåì. Èç òåîðåìû 3.3.9

òåïåðü ñëåäóåò ðàâåíñòâî A = B, è â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò
èç ðàâåíñòâà U(x, x) = V(x, x).

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà íå òîëüêî ïîçâîëÿþò ðàçðåøèòü ïðîáëåìó
Èçõàêÿíà è Ìàðãîëèñà î òîæäåñòâå äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 3, íî â ñèëó òåî-
ðåì 3.3.12 è 3.3.9 òàêæå ñâîäÿò çàäà÷ó ê ïîñòðîåíèþ òîæäåñòâà äëÿ êëàñ-
ñà d-âûðîæäåííûõ ìàòðèö. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåñüìà ïîëåçíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû òîæäåñòâà äëÿ ýòîãî êëàññà.
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Ãëàâà 4

Î ðàíãîâûõ ôóíêöèÿõ
áóëåâûõ ìàòðèö
Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàíãîâûõ ôóíêöèé íàä áèíàðíûì áóëå-
âûì ïîëóêîëüöîì. Â ñèëó âëîæåíèÿ áèíàðíîãî ïîëóêîëüöà ({0, 1}, max, ·) â
òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî (R ∪ {∞}, min, +) èçó÷åíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé áó-
ëåâûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé
àëãåáðû. Â ñàìîì äåëå, ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîãî ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû îêàçû-
âàåòñÿ ïîëåçíûì â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [45]. Ôóíêöèÿ
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà êàê òðîïè÷åñêèõ, òàê è áóëåâûõ ìàòðèö îêàçûâàåò-
ñÿ èíòåðåñíîé â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â îáëàñòè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì [21, 42, 60]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå âàæíûå èíâàðèàíòû áóëåâûõ
ìàòðèö íå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Òàêîâà, íà-
ïðèìåð, ôóíêöèÿ èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà ìàòðèöû, âûçûâàþùàÿ èíòåðåñ â ñî-
âðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-
çàöèè [53], ñëîæíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ïðîòîêîëîâ [46] è íåêîòîðûìè èíûìè.
Èíòåðåñ âûçûâàåò òàêæå íåäàâíî ââåäåííûé â ðàññìîòðåíèå CP-ðàíã áóëåâîé
ìàòðèöû [149].

Îòìåòèì òàêæå âàæíîñòü ïðîáëåìû ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö: íåîá-
õîäèìîñòü åå èçó÷åíèÿ îáóñëîâëåíà ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðèêå, âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. À èìåííî, ïðîáëåìà ôàêòî-
ðèçàöèè áóëåâîé ìàòðèöû ïðåäîñòàâëÿåò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòå-
ðèçàöèþ ïîíÿòèÿ äâóäîëüíîé ðàçìåðíîñòè [57] ãðàôà, ïîñêîëüêó ôàêòîðèçà-
öèîííûé ðàíã ìàòðèöû ñìåæíîñòåé äâóäîëüíîãî ãðàôà G ðàâåí ìèíèìàëü-
íîé ìîùíîñòè ïîêðûòèÿ ãðàôà G ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ïîäãðàôàìè ýòîãî
ãðàôà [10, 71]. Äâóäîëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé
êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò è â ñâîþ î÷åðåäü íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíî-
ñòè [128] è çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè [48].
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4.1 Âû÷èñëåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå àâòîðîì äèñ-
ñåðòàöèè â ðàáîòå [160]. Èññëåäîâàíèå, ïðåäïðèíÿòîå àâòîðîì â ýòîé ðàáîòå
áûëî, â ÷àñòíîñòè, ìîòèâèðîâàíî âîïðîñîì Áóòêîâè÷à [22] î òîì, ìîæåò ëè
òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû áûòü íàéäåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òî-
ãî, âûçûâàë èíòåðåñ òàêæå âîïðîñ Äå Øóòòåðà [42] î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà, êîòîðûé áûë òàêæå óïîìÿíóò â ðàáîòàõ [21]
è [60] è îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Íàêîíåö, áûëà îòêðûòîé ïðîáëåìîé íåäàâíÿÿ
ãèïîòåçà Ôðèçåí è Òàéñà [58] î âû÷èñëåíèè èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé
ìàòðèöû. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì îòâåò íà óêàçàííûå âîïðîñû è äîêà-
æåì, ÷òî çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ è èçî-
ëÿöèîííîãî ÷èñëà áóëåâîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè. Îòìåòèì, ÷òî
óêàçàííûå ïðîáëåìû äëÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ áûëè îò-
êðûòûìè äî îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû [160] àâòîðîì äèññåðòàöèè. Äîêàçàòåëü-
ñòâî NP-ïîëíîòû äëÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ïîÿâèëîñü ðàíåå â [85], íî îíî, êàê
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå èçëàãàåìîãî íàìè è íèêîãäà íå áûëî
îïóáëèêîâàíî â ðåöåíçèðóåìîì æóðíàëå.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ
ôèãóðèðóþùèõ â íåì ïîíÿòèé. Òðîïè÷åñêèé è äåòåðìèíàíòíûé ðàíãè áóëå-
âîé ìàòðèöû çàäàþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îïðåäåëåíèé 1.2.4 è 1.2.7.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. [1] Áóëåâà ìàòðèöà U ∈ {0, 1}k×k íàçûâàåòñÿ d-íåâû-
ðîæäåííîé, åñëè ‖U‖+ 6= ‖U‖−, òî åñòü, åñëè óñëîâèå U1,σ(1) = . . . = Uk,σ(k) =
1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sk

è íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîé ïåðåñòàíîâêè, ÷åòíîñòü êîòîðîé îòëè÷íà îò
÷åòíîñòè σ. Ìàòðèöà U íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé, åñëè óñëî-
âèå U1,ϕ(1) = . . . = Uk,ϕ(k) = 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè
ϕ èç Sk. Äåòåðìèíàíòíûì (ñîîòâåòñòâåííî, òðîïè÷åñêèì) ðàíãîì áóëåâîé
ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð åå d-íåâûðîæäåííîãî (ñîîòâåò-
ñòâåííî, òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîãî) ìèíîðà.

Õîòÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ïîäðàçäåëà ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äëÿ ñëó-
÷àÿ áóëåâûõ ìàòðèö, îíè îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ðàíãîâûõ ôóíêöèé ìàòðèö
íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. Äåéñòâèòåëüíî, ìåíÿÿ â áóëåâîé ìàòðèöå A
âñå íóëåâûå ýëåìåíòû íà∞, à âñå åäèíè÷íûå íà 0, ìû ïîëó÷èì òðîïè÷åñêóþ
ìàòðèöó ñ òàêèìè æå äåòåðìèíàíòíûì è òðîïè÷åñêèì ðàíãàìè, êàê ó ìàòðè-
öû A. Òåïåðü ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà ìàòðèöû, êîòîðîå
ðàíåå â ýòîé ðàáîòå íå âñòðå÷àëîñü.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ýëåìåíòû (i1, j1), . . . , (in, jn) áóëåâîé ìàòðèöû B íàçû-
âàþòñÿ èçîëèðîâàííûì ìíîæåñòâîì, åñëè óñëîâèå Bis,jt

= Bit,js
= 1 âûïîë-

íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = s. Èçîëÿöèîííûì ÷èñëîì ìàòðèöû
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü åå èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã áóëåâîé ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò åå
äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü íå ìîæåò áûòü áîëüøå åå
èçîëÿöèîííîãî ÷èñëà. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàç-
äåëà.

Òåîðåìà 4.1.3. Äàíû áóëåâà ìàòðèöà A è öåëîå ÷èñëî k. Çàäà÷à ðàñïîçíà-
âàíèÿ òîãî, áîëüøå ëè èçîëÿöèîííîå ÷èñëî (èëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã, èëè
òðîïè÷åñêèé ðàíã) ìàòðèöû A, ÷åì k, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ãðàô G = (V, E). Çàìåíèì êàæäîå ðå-
áðî {u, v} ãðàôà G ïàðîé îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç u è v
â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ; ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô îáî-
çíà÷èì ÷åðåç D(G). Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà D(G) ðàâíî V , è ìû îáîçíà-
÷àåì ÷åðåç E ⊂ V ×V ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà D(G). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ìàòðèöó A = A(G), ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà
V ∪ E, è çàäàäèì åå ýëåìåíòû, ïîëîæèâ Axy = 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) x = y,
(ii) (x, y) ∈ E, òî åñòü, D(G) ñîäåðæèò ðåáðî, ïðîõîäÿùåå èç âåðøèíû x

â âåðøèíó y,
(iii) y = (x, u) äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ V , òî åñòü, y ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà

D(G) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå x,
(iv) x = (v, y) äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V , òî åñòü, x ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà

D(G) ñ êîíöîì â âåðøèíå y.
Øàã 1. Ïóñòü U � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ïåðåñòàíîâêà σ íà ìíîæåñòâå U ∪ E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ax,σ(x) = 1 äëÿ
âñåõ x ∈ U ∪ E. Åñëè σ(e) 6= e ïðè íåêîòîðîì e ∈ E, òî ñîãëàñíî íàøåìó ïî-
ñòðîåíèþ óñëîâèå Ae,σ(e) = 1 âëå÷åò e = (v1, σ(e)) ïðè íåêîòîðîì v1 ∈ V .
Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå Aσ−1(e),e = 1 âëå÷åò e = (σ−1(e), v2) ïðè íåêîòîðîì
v2 ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, åñëè σ(e) 6= e, òî e ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì, ïðîõîäÿùèì
èç σ−1(e) â σ(e), òî åñòü, e ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U ×U . Ïîñêîëüêó U ÿâ-
ëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåì
òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå σ(e) = e ïðè âñåõ e ∈ E. Îòñþäà òàêæå
ñëåäóåò, ÷òî σ(u) ∈ U ïðè ëþáîì u ∈ U ; ïîñêîëüêó U ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ìíîæåñòâîì, ýëåìåíò Au,σ(u) ðàâåí 1 åñëè è òîëüêî åñëè σ(u) = u. Òåïåðü ìû
âèäèì, ÷òî óñëîâèå Ax,σ(x) = 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ U∪E, òîëüêî åñëè σ
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ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìàòðèöà ìàò-
ðèöû A, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà U∪E
ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé, è ïîòîìó òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû
A íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì |U |+ |E|.

Øàã 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S ⊂ (V ∪E)× (V ∪E),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |S| = |E|+ h. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû A ñ èíäåê-
ñàìè èç S îáðàçóþò èçîëèðîâàííîå ìíîæåñòâî, òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà S
ñ ìíîæåñòâîì {e, u}×{e, v} èìååò ìîùíîñòü 0 èëè 1 äëÿ âñåõ e = (u, v) ∈ E.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå h ýëåìåíòîâ âèäà (w, w),
ãäå w ∈ V , è ýòè âåðøèíû w îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè h â
ãðàôå G. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
f − |E|, ãäå ÷åðåç f îáîçíà÷åíî èçîëÿöèîííîå ÷èñëî ìàòðèöû A.

Èç ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî èçîëÿöèîííîå ÷èñëî è òðîïè÷å-
ñêèé è äåòåðìèíàíòíûé ðàíãè ìàòðèöû A(G) ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû
÷èñëó |U ′|+ |E|=|U ′|+ 2|E|, ãäå ÷åðåç U ′ îáîçíà÷åíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
íàèáîëüøåé ìîùíîñòè â ãðàôå G. Ðàñïîçíàâàíèå òîãî, ñîäåðæèò ëè ïðîñòîé
ãðàô íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè, ïðåâîñõîäÿùåé k, ÿâëÿåòñÿ êëàññè-
÷åñêîé NP-ïîëíîé ïðîáëåìîé [59]. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî,
áîëüøå ëè èçîëÿöèîííîå ÷èñëî èëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã, èëè òðîïè÷åñêèé
ðàíã ìàòðèöû A, ÷åì k, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Âñå óïîìÿíóòûå çàäà÷è òàêæå
ïðèíàäëåæàò êëàññó NP � òðîïè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü è d-âûðîæäåííîñòü
ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [23], à
ðàñïîçíàâàíèå èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âîçìîæ-
íî íåïîñðåäñòâåííî ïî åãî îïðåäåëåíèþ.

4.2 Î ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáðàùàåìñÿ ê ïðîáëåìå ôàêòîðèçàöèè áóëåâûõ ìàòðèö
è ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì äèññåðòàöèè
â ðàáîòå [159]. Ñâÿçàííîå ñ ïðîáëåìîé ôàêòîðèçàöèè ïîíÿòèå áóëåâà ðàíãà
ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïðåäåëåíèÿ 1.2.10 è ìîæåò áûòü ââå-
äåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé â
áèíàðíîì áóëåâîì ïîëóêîëüöå ïðîèçâåäåíèåì áóëåâûõ ìàòðèö B ∈ {0, 1}n×k

è C ∈ {0, 1}k×m ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m, ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàíû
êàê [B ⊗ C]ij = maxk

t=1{Bit · Ctj} ïðè ëþáûõ i è j.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Áóëåâûì ðàíãîì ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ ìàòðèöû B ∈ {0, 1}n×k è
C ∈ {0, 1}k×m, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B ⊗ C. Áóëåâ ðàíã ìàòðèöû,
ñîñòîÿùåé èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0.
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Ïîëîæèâ B = A è â êà÷åñòâå C âçÿâ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà m, ìû
äîêàæåì, ÷òî áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m íå ïðåâîñõîäèò m; ìîæíî
ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî, ÷òî ýòîò ðàíã íå ïðåâîñõîäèò n. Òàêèì îáðàçîì, áóëåâ
ðàíã ìàòðèöû A íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü çíà÷åíèÿ min{m,n}, è ìàòðèöà A
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíîãî áóëåâà ðàíãà (â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì íàçû-
âàòü òàêèå ìàòðèöû ïðîñòî ìàòðèöàìè ïîëíîãî ðàíãà), åñëè åå áóëåâ ðàíã
ðàâåí min{m,n}. Ïîíÿòèå ìàòðèö ïîëíîãî ðàíãà ñâÿçàíî òàêæå ñ èçó÷åíèåì
ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû áóëåâûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n [39].

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî íóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ (0, 1)-ìàòðèö â çàâèñèìîñòè îò èõ áóëåâà ðàíãà. Ïîõîæèå èññëåäîâàíèÿ
ïðîâîäèëèñü è ðàíåå: â ðàáîòå [20] èçó÷àëèñü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàíãà áó-
ëåâîé ìàòðèöû ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â åå ñòðîêàõ
è ñòîëáöàõ, è áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè íà ìèíèìàëüíîå òàêîå çíà÷å-
íèå. Â ðàáîòå [73] áûëè ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ðàíãà
áóëåâûõ ìàòðèö, íà÷àòûå â ðàáîòå [20], è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áóëåâ ðàíã ìàò-
ðèöû ðàçìåðà n× n, ñîäåðæàùåé k íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è
êàæäîì ñòîëáöå, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì n

k . Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà
áóëåâà ðàíãà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [71] äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñîäåðæà-
ùèõ k íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå äëÿ k 6 4
ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.

Ìû òàêæå èññëåäóåì ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ áóëåâà ðàíãà ïðè
çàäàííûõ óñëîâèÿõ íà ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íî â îòëè÷èå îò óïîìÿ-
íóòûõ ðàáîò, ìû îãðàíè÷èâàåì òîëüêî ÷èñëî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòîëá-
öàõ äàííîé áóëåâîé ìàòðèöû. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè ìàòðè-
öà A ∈ {0, 1}n×m èìåòü ïîëíûé áóëåâ ðàíã (ðàâíûé n), åñëè êàæäûé èç åå
ñòîëáöîâ ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì k íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîáëåìà 4.2.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåõ ìàòðèö A ∈ {0, 1}n×m, áó-
ëåâ ðàíã êîòîðûõ ðàâåí n. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé k íåêîòîðûé
ñòîëáåö ëþáîé ìàòðèöû A îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå k íóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ?

Â âîïðîñå 4.2.2 ïîïðîáóåì ñìÿã÷èòü òðåáîâàíèå î ïîëíîòå áóëåâà ðàíãà,
çàìåíèâ åãî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåíèåì ìàòðèö, èìåþùèõ ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîé áóëåâ ðàíã. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ïðèâåäåí â [17]), â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ïðèñóòñòâèå ëèøü
îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà â ñòîëáöàõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 4.2.3. [40] Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ {0, 1}n×m çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè
Aij = 1 ïðè i 6= j è Aij = 0 ïðè i = j. Òîãäà áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí
íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó k, ïðè êîòîðîì n 6

([k
2 ]
k

)
.
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Òðåáîâàíèå ïîëíîòû áóëåâà ðàíãà îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñèëü-
íûì; â ÷àñòíîñòè, èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå k íå
ìîæåò îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè n → ∞. Òåì íå ìåíåå, áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî îòíîøåíèå k ê n ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïðè áîëüøèõ n. Áî-
ëåå òîãî, íàìè áóäåò íàéäåíî çíà÷åíèå k, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûì ïðè n →∞.

Èññëåäîâàíèå, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî èçëîæåíû â äàííîì ðàçäåëå, áûëî
òàêæå ìîòèâèðîâàíî èçó÷åíèåì ñâÿçè ïîíÿòèÿ áóëåâà ðàíãà ñ ïîíÿòèåì ÷èñëà
èçîëÿöèè ãðàôà èëè (0, 1)-ìàòðèöû [71]. Âçàèìîñâÿçü ýòèõ ïîíÿòèé èññëåäó-
åòñÿ äîâîëüíî äàâíî: â ðàáîòå [71] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî èçîëÿöèè äàííîé
ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò åå áóëåâà ðàíãà. Â íåäàâíåé ñòàòüå Áèñëè [10] ïðî-
äîëæàåò èçó÷åíèå âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ ýòèõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ è ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî èçîëÿöèè ñîâïàäàåò ñ áóëåâûì ðàíãîì, åñëè êàêàÿ-ëèáî
èç ýòèõ âåëè÷èí íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïðèâåäåíû òàêæå ïðèìåðû ìàòðèö, ïîêà-
çûâàþùèå, ÷òî áóëåâ ðàíã ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ,
åñëè äàæå èçîëÿöèîííîå ÷èñëî ôèêñèðîâàíî è ðàâíî 3. Â äàííîì ðàçäåëå ïî-
êàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïîëíîãî áóëåâà
ðàíãà: èíûìè ñëîâàìè, áóëåâû ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà íå ìîãóò èìåòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøîãî ðàçìåðà, åñëè èõ ÷èñëà èçîëÿöèè îãðàíè÷åíû.

4.2.1 Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ìàëûì ÷èñëîì íóëåé
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó 4.2.2 è ïîêàçûâàåì, ÷òî çíà÷åíèå
k =

√
n

2 − 1 óäîâëåòâîðÿåò åå óñëîâèÿì. Âïîñëåäñòâèè ìû äîêàæåì àñèìïòî-
òè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü ýòîãî çíà÷åíèÿ, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ
ýòîãî ïîäðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.4. Áóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈
{0, 1}n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ âåêòîðîâ âèäà (λ1 ⊗ a1) ⊕ . . . ⊗
(λm ⊗ am), ãäå λ1, . . . , λm âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}.

Ïîíÿòèå áóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè äàåò âàæíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïîíÿ-
òèÿ áóëåâà ðàíãà.

Ëåììà 4.2.5. Áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m ðàâåí íàèìåíüøåé âîç-
ìîæíîé ìîùíîñòè òàêîãî ìíîæåñòâà α ⊂ {0, 1}n, ÷òî âñå ñòîëáöû ìàò-
ðèöû A ïðèíàäëåæàò áóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ ìíîæåñòâà α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí k, òî â êà÷åñòâå α ìîæíî
âçÿòü ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû B èç îïðåäåëåíèÿ 4.2.1.

112



Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò áóëåâîé ëè-
íåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ b1, . . . , bk. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4.2.4 äëÿ ëþ-
áîãî t ∈ {1, . . . , m} íàéäóòñÿ òàêèå c1t, . . . , ckt ∈ {0, 1}, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ (c1t⊗ b1)⊕ . . .⊗ (ckt⊗ bk) ðàâíà ñòîëáöó ìàòðèöû A ñ íîìåðîì t.
Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç B ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè b1, . . . , bk, è çà-
äàâ ìàòðèöó C ∈ {0, 1}k×m ñîîòíîøåíèåì Ctj = ctj, ïîëó÷èì A = B ⊗ C.

Êàê ñëåäñòâèå ëåììû 4.2.5 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.6. Åñëè ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç áóëåâîé ìàòðèöû A
óäàëåíèåì îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà, òî áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A′

ðàâåí èëè íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà óäàëåíèåì ñòîëáöà a0, è åå
ñòîëáöû ïðèíàäëåæàò áóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ v1, . . . , vk. Òî-
ãäà ñòîëáöû ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò áóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ
a0, v1, . . . , vk, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 4.2.5.

Ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà óäàëåíèåì ñòðîêè, ñâîäèòñÿ ê ðàñ-
ñìîòðåííîìó: ðàâåíñòâî C> ⊗B> = (B ⊗ C)> ïîêàçûâàåò, ÷òî áóëåâû ðàíãè
ìàòðèö èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê äî-
êàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 4.2.7. Ïóñòü öåëîå ÷èñëî q > 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà. Åñëè êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ∈ {0, 1}q2×m ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì
q−2 íóëåâûõ ýëåìåíòà, òî áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò q(q−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäåêñû ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö, èñïîëüçîâàííûå â äî-
êàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû, îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íîé ÷èñëîâîé íóìåðàöèè è
âåñüìà ñëîæíû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ýëåìåíò ìàòðèöû A, ëåæàùèé â ñòðîêå ñ
èíäåêñîì α è ñòîëáöå ñ èíäåêñîì β, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç A(α|β).

1. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü èíäåêñû ñòðîê ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ïàð ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ Fq (òàêèõ ïàð ðîâíî q2); èíûìè ñëîâàìè, ñòðîêàì ìàòðèöû A
ìû ïðèñâîèì èíäåêñû èç ìíîæåñòâà Fq × Fq. Ñòîëáöû ìàòðèöû A áóäóò, êàê
îáû÷íî, èìåòü èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, . . . , m}. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàò-
ðèöó B ∈ {0, 1}q2×q(q−1), ñòðîêàì êîòîðîé, êàê è ñòðîêàì ìàòðèöû A, ïðèñâîèì
èíäåêñû èç ìíîæåñòâà Fq×Fq. Ñòîëáöàì æå ìàòðèöû B ïðèñâîèì èíäåêñû èç
ìíîæåñòâà Fq × F∗q, ãäå F∗q îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
Fq; ÿñíî, ÷òî

∣∣F∗q
∣∣ = q− 1. Çàäàäèì ýëåìåíòû ìàòðèöû B êàê B(k, l|g, h) = 1,

åñëè l = g + kh, è ïîëîæèì B(k, l|g, h) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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2. Òåïåðü ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v ∈ {1, . . . , m} è ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå ýëåìåíòû k, l ∈ Fq, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ A(k, l|v) =
1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû B ïðè êàæäîì s ∈ F∗q âûïîëíåíî óñëîâèå
B(k, l| − sk + l, s) = 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû B òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ýëåìåíòû k′, l′ ∈ Fq òàêîâû, ÷òî (k′, l′) 6= (k, l), òî íå áîëåå, ÷åì îäèí ýëåìåíò
s′ ∈ F∗q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ B(k′, l′| − s′k + l, s′) = 1. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
òåîðåìû íå áîëåå, ÷åì q−2 ïàðû (k′, l′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A(k′, l′|v) = 0.
Â ñèëó ïðèíöèïà Äèðèõëå íå áîëåå, ÷åì q−2 ýëåìåíòà s′ ∈ F∗q óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì B(k′, l′|−s′k+l, s′) = 1 è A(k′, l′|v) = 0 ïðè êàêèõ-ëèáî k′ è l′. Òàêèì
îáðàçîì, íàéäåòñÿ ýëåìåíò ŝ = ŝ(k, l, v) ∈ F∗q, äëÿ êîòîðîãî B(k′, l′| − ŝk +
l, ŝ) = 0 ïðè ëþáûõ k′ è l′, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A(k′, l′|v) = 0.

3. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (k, l), äëÿ êîòîðûõ A(k, l|v) = 1,
è îáîçíà÷èì ÷åðåç Sv ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (−ŝ(k, l, v)k + l, ŝ(k, l, v)). Ïóíêò
2 ïîêàçûâàåò, ÷òî v-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ðàâåí áóëåâîé ñóììå ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà Sv. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäûé ñòîëáåö
ìàòðèöû A ïðåäñòàâèì êàê áóëåâà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû
B, ïîýòîìó äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû 4.2.5.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàçìåð ìàòðèöû ñ
êîëè÷åñòâîì íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â åå ñòîëáöàõ.

Òåîðåìà 4.2.8. Ïóñòü A ∈ {0, 1}n×m � ìàòðèöà áóëåâà ðàíãà n. Òîãäà
íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå q − 1 íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ, ãäå q � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
ïðîñòîãî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ q2 − q + 1 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Åñëè n > q2, òî îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç A′ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A óäàëåíèåì ïðîèçâîëüíûõ n − q2 ñòðîê. Â
ñèëó òåîðåìû 4.2.7 áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A′ íå ïðåâîñõîäèò q2 − q, ïîýòîìó â
ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.2.6 ìàòðèöà èìååò áóëåâ ðàíã, íå áîëüøèé n − q < n.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè æå n < q2, òî ðàññìîòðèì ìàòðèöó A′′, ïîëó÷åííóþ èç A äîáàâëå-
íèåì q2 − n ñòðîê, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ 1. Â ñèëó òåîðåìû 4.2.7 ìàòðèöà
A′′ èìååò áóëåâ ðàíã, íå ïðåâîñõîäÿùèé q2 − q. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîäìàò-
ðèöåé ìàòðèöû A′′, è ïîýòîìó åå áóëåâ ðàíã òîæå íå ïðåâîñõîäèò q2 − q < n.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ÷èñëà íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ÿâíîì âèäå, íàì ïî-
òðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò òåîðèè ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.2.9. [122] Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k íàéäåòñÿ
ïðîñòîå ÷èñëî p, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ k < p 6 2k.
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 4.2.10. Åñëè áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ∈ {0, 1}n×m ðàâåí n, òî íåêî-
òîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

√
n

2 − 1 íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4.2.9 ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p, áîëüøåå
[√

n
2

]

è íå ïðåâîñõîäÿùåå [
√

n]. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.2.8.

4.2.2 Ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà
Ýòîò ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé è ïðèëîæåíèé
òåîðåìû 4.2.10. Ñíà÷àëà áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 4.2.10
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí ïðè n → ∞. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 4.2.7, â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ìàòðèöû A, ëå-
æàùèé â ñòðîêå ñ èíäåêñîì α è ñòîëáöå ñ èíäåêñîì β, ÷åðåç A(α|β).

Ïðèìåð 4.2.11. Ïóñòü t � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïîëîæèì òàêæå
f(t) = t2+3t+4

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ìíîæåñòâî âñåõ t-ýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà ψ = {1, . . . , f(t)}. Îïðåäåëèì áóëåâó ìàòðèöó A = A(t)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðèñâàèâàÿ åå ñòðîêàì èíäåêñû èç ìíîæåñòâà ψ,
ñòîëáöàì � èç ìíîæåñòâà Ψ, ïîëîæèì A(i|I) = 0, åñëè i ∈ I, è A(i|I) = 1
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí f(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî
ìàòðèöû B ∈ {0, 1}f(t)×(f(t)−1) è C ∈ {0, 1}(f(t)−1)×|Ψ| íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ A = B ⊗ C. Ñëó÷àé t = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðó 2.4 ðàáîòû [10], à
òàêæå ìîæåò áûòü ðàçîáðàí íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 4.2.1.

Â ñëó÷àå t > 1 ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìàòðèöû B è C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ B ⊗ C = A. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû A, ïðèñâîèì ñòðîêàì ìàòðèöû B èíäåêñû èç ìíî-
æåñòâà ψ, ñòîëáöàì ìàòðèöû C � èíäåêñû èç ìíîæåñòâà Ψ. Ñòîëáöàì ìàò-
ðèöû B, òàêæå êàê è ñòðîêàì ìàòðèöû C, ïðèñâîèì èíäåêñû èç ìíîæåñòâà
{1, . . . , f(t)− 1}. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì t
ýëåìåíòîâ 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû B áîëüøå, ÷åì ÷èñëî åå ñòîëá-
öîâ, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ u ∈ ψ, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà v, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî óñëîâèþ B(u|v) = 1, óñëîâèå B(u′(v)|v) = 1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïðè
íåêîòîðîì u′(v) 6= u. Ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ v, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
B(u|v) = 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç V . Îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö ïî-
êàçûâàåò, ÷òî åñëè A(u|ν) = 1 ïðè íåêîòîðîì ν ∈ Ψ, òî A(u′(v)|ν) = 1 äëÿ
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íåêîòîðîãî v ∈ V . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà 1 ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà V íå ïðåâîñõîäèò t, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî I ∈ Ψ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u /∈ I è u′(v) ∈ I ïðè ëþáîì v ∈ V . Â ýòîì
ñëó÷àå A(u|I) = 1 è A(u′(v)|I) = 0 ïðè ëþáîì v ∈ V . Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòðîêà (îáîçíà÷èì åå íîìåð ÷åðåç
µ) ìàòðèöû B ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå t + 1 ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ 1. Îïÿòü
æå, îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ v, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ B(µ|v) = 1; ÷åðåç V îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ v, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ B(µ|v) = 0. ×åðåç ψ′ îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà ψ \ {µ}, ñîñòîÿùåå èç f(t− 1) ýëåìåíòîâ; îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′ ìíî-
æåñòâî âñåõ (t−1)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ψ′. Ëþáîå ìíîæåñòâî
J ∈Ψ′ òåïåðü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

⊕

k∈V ∪V

B(µ|k)⊗ C(k|J ∪ {µ}) = A(µ|J ∪ {µ}) = 0,

ïîýòîìó C(v|J ∪ {µ}) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ω ∈ ψ′ è J ∈Ψ′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

⊕

k∈V

B(ω|k)⊗ C(k|J ∪ {µ}) = A(ω|J ∪ {µ}).

Çàìåòèì, ÷òî ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû A ñ èíäåêñàìè èç
ìíîæåñòâà ψ′ è ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè J ∪{µ}, ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé A(t−1)
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ñòîëáöîâ è ñòðîê. Ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî ïîýòîìó ïîêàçûâàåò, ÷òî áóëåâ ðàíã ìàòðèöû A(t − 1) íå ïðåâîñõîäèò
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà V , òî åñòü, íå ïðåâîñõîäèò f(t)−t−2. Ïîëüçóÿñü ïðåäïî-
ëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî f(t−1) 6 f(t)− t−2 è ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç âîçìîæíîñòåé 1 è 2 áûëà ñâåäåíà íàìè ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, ìàòðèöû B ∈ {0, 1}f(t)×(f(t)−1) è C ∈ {0, 1}(f(t)−1)×|Ψ| íà
ñàìîì äåëå íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ A = B ⊗ C.

Äîêàæåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü ðåçóëüòàòà òåîðå-
ìû 4.2.10.

Ñëåäñòâèå 4.2.12. Êàêîâî áû íè áûëî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n, íàé-
äåòñÿ (0, 1)-ìàòðèöà áóëåâà ðàíãà n ðàçìåðà n×m, ëþáîé ñòîëáåö êîòîðîé
ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì

√
2n íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå ïðèìåðà 4.2.11 äëÿ t =
[√

2n
]
è

çàòåì ïðèìåíÿåì Ïðåäëîæåíèå 4.2.6.
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Òåîðåìà 4.2.10 è ñëåäñòâèå 4.2.12 ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà-
÷åíèå âåëè÷èíû k èç óñëîâèÿ ïðîáëåìû 4.2.2 ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó[√

n
2 − 1,

√
2n

]
. Èíûìè ñëîâàìè, îïòèìàëüíîå k èìååò ïîðÿäîê ðîñòà Θ (

√
n)

ïðè n →∞.
Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê òåîðåìà 4.2.10 ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê èññëåäî-

âàíèþ âçàèìíîãî ïîâåäåíèÿ áóëåâà ðàíãà è ðàçëè÷íûõ äðóãèõ èíâàðèàíòîâ
áóëåâûõ ìàòðèö � äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ è èçîëÿöèîííîãî
÷èñëà. Õîòÿ áóëåâ ðàíã ìàòðèöû ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèê ïðè îãðà-
íè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðå÷èñëåííûõ èíâàðèàíòîâ [1, 10], îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû
áóëåâà ðàíãà. Îêàçûâàåòñÿ âåðíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.13. Ïóñòü k, n è m � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, n >
162k−1. Åñëè ìàòðèöà A ∈ {0, 1}n×m èìååò áóëåâ ðàíã n, òî íàéäóò-
ñÿ ñåìåéñòâà èíäåêñîâ r1, . . . , rk è c1, . . . , ck, äëÿ êîòîðûõ A(ri|ci) = 1 è
A(rj|ci) = 0 ïðè j > i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî; ïðåäïîëîæèì, ÷òî
k > 1 è ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåî-
ðåìû 4.2.10 ñëåäóåò, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö (îáîçíà÷èì åãî íîìåð ÷åðåç c1)
ìàòðèöû A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

√
n

4 > 162k−1−1 íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
ßñíî, ÷òî óäàëåíèå íóëåâûõ ñòîëáöîâ íå âëèÿåò íà ðàíã ìàòðèöû; ïîýòîìó
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A(r1|c1) = 1 ïðè íåêîòîðîì r1 ∈ {1, . . . , n}. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç A′ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A óäàëåíèåì ñòðîê ñ èíäåêñàìè
ρ, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ A(ρ|c1) = 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
äëÿ ìàòðèöû A′ íàéäóòñÿ òàêèå ñåìåéñòâà èíäåêñîâ r2, . . . , rk è c2, . . . , ck, ÷òî
A(ri|ci) = 1 è A(rj|ci) = 0 ïðè âñåõ j > i > 1. Ïîñêîëüêó èíäåêñû r2, . . . , rk

ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè ñòðîê ìàòðèöû A′, ìû èìååì òàêæå A(rg|c1) = 0 äëÿ
êàæäîãî g > 1.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ äàåò âåðõíþþ
îöåíêó ðàçìåðà ìàòðèöû ïîëíîãî áóëåâà ðàíãà â òåðìèíàõ äðóãèõ ðàññìîò-
ðåííûõ íàìè èíâàðèàíòîâ áóëåâîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4.2.14. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ {0, 1}n×m èìååò ïîëíûé áóëåâ ðàíã.
Åñëè äåòåðìèíàíòíûé èëè òðîïè÷åñêèé ðàíãè èëè ÷èñëî èçîëÿöèè ìàòðè-
öû A ìåíüøå k, òî min{n,m} < 162k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó A′

ìàòðèöû A èç òåîðåìû 4.2.13, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè ñ èíäåêñàìè r1, . . . , rk
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è ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè c1, . . . , ck. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 ìàòðèöà A′ d-
íåâûðîæäåíà è òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó äåòåðìèíàíòíûé è òðî-
ïè÷åñêèé ðàíãè ìàòðèöû A íå ìîãóò áûòü ìåíüøå, ÷åì k. Êðîìå òîãî, â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4.1.2 ÷èñëî èçîëÿöèè ìàòðèöû A òàêæå íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå, ÷åì k. Äàëåå, áóëåâ, äåòåðìèíàíòíûé, òðîïè÷åñêèé ðàíãè è ÷èñëî
èçîëÿöèè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, ïîýòîìó ðå-
çóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.13.

4.3 Âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé
Â äàííîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì âçàèìíîå ïîâåäåíèÿ ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëå-
âûõ ìàòðèö. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà èíòåðåñíû íå òîëüêî ñàìè ïî ñåáå, íî
è ñâîèìè ïðèëîæåíèÿìè ê èçó÷åíèþ ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà è ìåòîä, êîòîðûé áóäåò èçëîæåí è îáîñ-
íîâàí â ãëàâå 5, ìû äîêàæåì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î âçàèìíîì
ïîâåäåíèè ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

4.3.1 Ãðàíè÷íûé ðàíã è êëàññè÷åñêèé ðàíã
Øàáëîíîì íóëåé ìàòðèöû A íàä ïîëåì íàçûâàåòñÿ áóëåâà ìàòðèöà Z =
Z(A), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Zij = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
Aij = 0. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö íàä ïîëåì, ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì
ðàíãà è øàáëîíà íóëåé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, ñðå-
äè êîòîðûõ òåîðèÿ ìàòðîèäîâ è òðîïè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ [45]. Â ñàìîì äåëå,
â ãëàâå 1 áûëî óêàçàíî íà ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ ïîíÿòèåì ðàíãà Êàïðàíîâà
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ èíòåðåñíîé è â ÷àñòíîì ñëó÷àå óïîðÿ-
äî÷åííîãî ïîëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå R íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî
ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî P , êîòîðîå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ, è R ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
P , −P è {0}. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, à ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà {−P} � îòðèöàòåëüíûìè. Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò
îáîáùèòü ïîíÿòèå øàáëîíà íóëåé: ìàòðèöà S(A) ∈ {0, +,−}m×n íàçûâàåò-
ñÿ çíàêîâûì øàáëîíîì ìàòðèöû A ∈ Rm×n, åñëè óñëîâèå Aij ∈ P âëå÷åò
[S(A)]ij = +, óñëîâèå −Aij ∈ P âëå÷åò [S(A)]ij = −, è, íàêîíåö, óñëîâèå
Aij = 0 âëå÷åò [S(A)]ij = 0. Ìèíèìàëüíûì ðàíãîì øàáëîíà S îòíîñèòåëüíî
ïîëÿ R íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã ìàòðèöû B íàä ïîëåì R,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ S(B) = S.

Ýòîò ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû î ñâÿçè ìèíèìàëüíîãî
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è ãðàíè÷íîãî ðàíãîâ, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòå [100]. Íàïîìíèì îïðåäåëå-
íèå ãðàíè÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû, äëÿ ýòîãî íàçîâåì ëèíèåé ìàòðèöû A ëþáóþ
åå ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Ãðàíè÷íûì ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî t, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàáîð èç t ëèíèé, ïîêðûâàþùèé âñå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A.
Ãèïîòåçà 4.3.1. [100, ãèïîòåçà 4.2] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ðàíã
çíàêîâîãî øàáëîíà S îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàâåí r, à ãðàíè÷-
íûé ðàíã ýòîãî øàáëîíà ðàâåí t. Åñëè r > t−2, ìèíèìàëüíûé ðàíã øàáëîíà
S îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêæå ðàâåí r.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 4.3.1, îïóáëèêî-
âàííîå àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå [151]. Áóäóò ïîëåçíûì ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå íàáëþäåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
Íàáëþäåíèå 4.3.2. Óìíîæåíèå ñòðîêè âåùåñòâåííîé ìàòðèöû íà íåíó-
ëåâîå ÷èñëî íå âëèÿåò íà ìèíèìàëüíûå ðàíãè åå çíàêîâîãî øàáëîíà.
Íàáëþäåíèå 4.3.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è t, ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëü-
íûé è ãðàíè÷íûé ðàíãè øàáëîíà S îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ R.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà h ∈ [r, t], íàéäåòñÿ ìàòðèöà íàä R ðàíãà h,
çíàêîâûé øàáëîí êîòîðîé ðàâåí S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êåíèãà [11] ìàòðèöà S ñî-
äåðæèò t íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé
ëèíèè. Ïîýòîìó äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè íåêîòîðîì h > t; îñòà-
ëîñü ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ðàíãè ìàòðèö, îäíà èç êîòîðûõ ïîëó÷åíà èç äðóãîé
èçìåíåíèåì åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, íå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ áîëåå, ÷åì íà åäè-
íèöó.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ Rd ðàöèîíàëüíî, åñëè
íåêîòîðûé áàçèñ V ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, âñå êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàöèîíàëü-
íû. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïîëåçíîå îïèñàíèå ðàíãà áëî÷íîé ìàòðèöû.
Ëåììà 4.3.4. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ìàòðèöû V1 ∈ Qp×(p−1) è V2 ∈
Q(q−1)×q ðàíãîâ p− 1 è q− 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî W âñåõ ìàòðèö
W ∈ Rp×q, äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà U =

(
W V1
V2 O

)
èìååò ðàíã p+q−2, ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïåðâûõ p ñòðîê è ïåðâûõ q ñòîëáöîâ ìàòðèöû U íå âëèÿþò íà ñâîéñòâî W
áûòü ðàöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðè-
öû V1 è V2 îòëè÷àþòñÿ îò åäèíè÷íûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâåííî, óäàëåíèåì p-îé
ñòðîêè è q-ãî ñòîëáöà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî W ñîñòîèò èç òåõ ìàòðèö
W , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Wpq = 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû 4.3.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà ëåììà. ×å-
ðåç [x] ìû îáîçíà÷àåì öåëóþ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x.

Ëåììà 4.3.5. Ïóñòü âåêòîð a = (a1, . . . , an) è ìàòðèöà B ∈ Rn×2 óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ aB = (0 0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïåðâîãî
ñòîëáöà ìàòðèöû B ðàâåí 0 èëè 1. Ïðè êàæäîì öåëîì ïîëîæèòåëüíîì N
çàäàäèì ìàòðèöó C = C(N) ðàçìåðà 2 × 2 ïî ôîðìóëå Cij = [BijN ]. Òî-
ãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíûé âåêòîð x = x(N),
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì xC = (0 0) è x(N) → a ïðè N →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé 1. Åñëè ìàòðèöà B íóëåâàÿ, òî äîñòàòî÷íî ïîëî-
æèòü xi = [aiN ]/N .

Ñëó÷àé 2. Åñëè ðàíã ìàòðèöû B ðàâåí 1, òî òàêîâ æå è ðàíã ìàòðèöû
C. Ïîñêîëüêó ïðè íåêîòîðûõ i è χ çíà÷åíèå Biχ îòëè÷íî îò 0, ìû ìîæåì
ïîëîæèòü xj = [ajN ]/N ïðè j 6= i è xi = −∑

j 6=i xjCjχ/Ciχ.

Ñëó÷àé 3. Äëÿ íåêîòîðûõ p è q âûïîëíåíî óñëîâèå det
(

Bp1 Bp2

Bq1 Bq2

)
6= 0.

Ïîëîæèì xj = [ajN ]/N ïðè j /∈ {p, q} è uχ =
∑

j /∈{p,q}
xjCjχ. Ôîðìóëû Êðàìåðà

ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿþò ïîëîæèòü

xp =
−u1Cq2 + u2Cq1

Cp1Cq2 − Cp2Cq1
è xq =

−u2Cp1 + u1Cp2

Cp1Cq2 − Cp2Cq1
.

Óñëîâèå x(N) → a ïðè N →∞ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû 4.3.1.

Ëåììà 4.3.6. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A ðàíãà n − 2 ðàçìåðà
m × n íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ òàêèìè æå ðàíãîì è çíàêîâûì
øàáëîíîì, êàê ó ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ íàéäåòñÿ ìàòðèöà B ∈ Rn×2 ðàíãà 2, äëÿ
êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå AB ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé. Íàáëþäåíèå 4.3.2 ïîç-
âîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö.
Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà N çàäàäèì ìàòðèöó C = C(N) ïî
ôîðìóëå Cjk = [NBjk]. Çàìåòèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû C(N) ðàâåí äâóì ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìàòðèöó ðàçìåðà m×n, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïåðåìåííûå Xij ïðè Aij 6= 0, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ïðè êàæäîì i
ïðèìåíèì ðåçóëüòàò ëåììû 4.3.5 ê ñèñòåìå óðàâíåíèé X(i)C = (0 0). Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèñâîèòü ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàì ìàòðèöû
X è ïîëó÷èòü ìàòðèöó X(N), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì X(N)C(N) = 0
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è X(N) → A ïðè N →∞. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ X(N) → A ñëåäóåò, ÷òî
ìàòðèöû X(N) è A èìåþò îäèíàêîâûå çíàêîâûå øàáëîíû ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ N .

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Ëåììà 4.3.7. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A èìååò êëàññè÷åñêèé ðàíã r
è ãðàíè÷íûé ðàíã t. Åñëè r = t − 2, òî íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ
òàêèìè æå ðàíãîì è çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñèëó íàáëþäåíèÿ 4.3.3, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ðàöèî-
íàëüíóþ ìàòðèöó ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî r, ñ òàêèì æå çíàêîâûì øàáëî-
íîì, êàê ó A.

2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöà A èìååò âèä
( B C

D O ), ãäå ìàòðèöà B ∈ Rp×q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ p + q = t, à ÷åðåç
O îáîçíà÷åíà íóëåâàÿ ìàòðèöà. Åñëè ðàíã ìàòðèöû D íå ïðåâîñõîäèò q −
2, òî â ñèëó ëåììû 4.3.6 ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ðàöèîíàëüíóþ ìàòðèöó D′

ðàíãà, íå áîëüøåãî q − 2, ñ òàêèì æå çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó ìàòðèöû
D. Âûáèðàÿ B′ è C ′ êàê ïðîèçâîëüíûå ðàöèîíàëüíûå ìàòðèöû, øàáëîíû
êîòîðûõ ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ øàáëîíàìè ìàòðèö B è C, ìû ïîëó÷àåì
ìàòðèöó

(
B′ C ′
D′ O

)
, ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò t−2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû D ïðåâîñõîäèò q−2 è, àíàëîãè÷íî, ðàíã ìàòðèöû
C ïðåâîñõîäèò p− 2. Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí t− 2 = p + q − 2, ìû
âèäèì, ÷òî ðàíãè ìàòðèö C è D ðàâíû p− 1 è q − 1, ñîîòâåòñòâåííî.

3. Â ñèëó øàãà 2 ñòðîêè ìàòðèöû C ëèíåéíî çàâèñèìû, è íàáëþäåíèå 4.3.2
ïîçâîëÿåò íàì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû èõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàöèî-
íàëüíû. Èíûìè ñëîâàìè, ñòîëáöû ìàòðèöû C ïîðîæäàþò ðàöèîíàëüíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â Rp. Ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïëîòíû â ðàöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû C (è, àíàëîãè÷-
íî, ìàòðèöû D) ðàöèîíàëüíû. Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 4.3.4.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ãèïîòåçó 4.3.1.

Òåîðåìà 4.3.8. Ïóñòü ãðàíè÷íûé ðàíã âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A ðàâåí t.
Åñëè ðàíã ìàòðèöû A áîëüøå èëè ðàâåí t−2, òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ
ìàòðèöà ñ òàêèìè æå ðàíãîì è çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâëåíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîêè èëè ñòîëáöà íå âëèÿåò
íà ðàíã ìàòðèöû, à ãðàíè÷íûé ðàíã ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó èñõîä-
íîé èëè ïðåâîñõîäèò åãî íà åäèíèöó. Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûé ðàíã ìàòðèöû
( A A

A A ) ðàâåí óäâîåííîìó ãðàíè÷íîìó ðàíãó ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
äîáàâèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ê ìàòðèöå A
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è ïîëó÷èòü ìàòðèöó A′, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëåììû 4.3.7. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà B ñ òàêèì æå çíàêîâûì øàáëîíîì, êàê ó
A, ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà ìàòðèöû A. Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò
èç íàáëþäåíèÿ 4.3.3.

4.3.2 Ñòðî÷íûé è ñòîëáöîâûé ðàíãè Ãîíäðàíà�Ìèíó
Â ýòîì ïîäðàçäåëå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðèìåðû ìàòðèö, íà êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàåìûå ðàíãîâûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Òà-
êèå ïðèìåðû áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [1] äëÿ äåòåðìèíàíòíîãî, òðîïè÷åñêî-
ãî, ôàêòîðèçàöèîííîãî, ñëàáîãî ðàíãîâ è äëÿ äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé, à
òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìàòðèö ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà, ðàçëè÷àþùèõ òå
èëè èíûå ðàíãîâûå ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ïðèìå-
ðå ìàòðèöû ñ ðàçëè÷íûìè ñòðî÷íûì è ñòîëáöîâûì ðàíãàìè Ãîíäðàíà�Ìèíó
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, è â ðàáîòå [1] áûë ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 4.3.9. [1, âîïðîñ 8.10] Êàêîâû ìèíèìàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
m è n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà D ∈ Rm×n

max , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ GMr(D) 6= GMc(D)?

Îòâåò íà âîïðîñ 4.3.9 áûë ïîëó÷åí àâòîðîì â ðàáîòå [170], à â äàííîì
ïîäðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð áóëåâîé ìàòðèöû ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà,
ñòðî÷íûé è ñòîëáöîâûé ðàíãè êîòîðîé ðàçëè÷íû. Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò èñ-
ïîëüçîâàí íàìè â ãëàâå 5, â êîòîðîé ìû èññëåäóåì ðàíãîâûå ôóíêöèè òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö è ïîëó÷àåì îòâåò íà âîïðîñ 4.3.9 â ïîëíîé îáùíîñòè.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåð ìàòðèöû A ∈ B5×6, äëÿ êîòîðîé GMr(A) = 5,
GMc(A) = d(A) = 4. Íà ñàìîì äåëå, ïðèâîäèìàÿ íàìè ìàòðèöà áóäåò èìåòü
òàêèå æå äåòåðìèíàíòíûé ðàíã è ðàíãè Ãîíäðàíà�Ìèíó, åñëè ðàññìîòðåòü åå
êàê ìàòðèöó íàä ïîëóêîëüöîì èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.13.

Ïðèìåð 4.3.10. Äëÿ ìàòðèöû

A =




1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1




âåðíû ðàâåíñòâà GMr(A) = 5, GMc(A) = d(A) = 4, GMr(A>) = 4,
GMc(A>) = 5, åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê ìàòðèöó íàä B èëè íàä ïîëó-
êîëüöîì (R+, max, ·).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå ïÿòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A GM-
ëèíåéíî çàâèñèìû. Ðàâåíñòâî max{Ai1, Ai2, Ai3} = max{Ai4, Ai5} âûïîëíÿ-
åòñÿ ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3, 4} è äîêàçûâàåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ñ íîìåðà-
ìè 1, 2, 3, 4, 5 GM-ëèíåéíî çàâèñèìû. Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâî max{Ai3, Ai6} =
max{Ai4, Ai5} ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè 3, 4, 5, 6
GM-ëèíåéíî çàâèñèìû. Ëèíåéíàÿ GM-çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
1, 2, 4, 5, 6 ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà max{Ai1, Ai2, Ai6} = max{Ai4, Ai5}, è, íàêî-
íåö, ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 5, 6 ëèíåéíî GM-çàâèñèìû ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
max{Ai1, Ai2, Ai5} = max{Ai3, Ai6}. Òàêèì îáðàçîì, èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñëå-
äóåò, ÷òî GMc(A) < 5.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà A[1, 3, 4, 5|1, 2, 3, 4] d-íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó
d(A) > 4. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.2.17, ïîëó÷àåì, ÷òî GMc(A) > d(A). Ðàíåå
ìû äîêàçàëè, ÷òî GMc(A) < 5, ïîýòîìó GMc(A) = d(A) = 4.

2. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû A GM-ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìà. Îòìåòèì, ÷òî â âèäó âëîæåíèÿ áèíàðíîãî áóëåâà ïîëóêîëüöà â ïîëóêîëü-
öî (R+, max, ·), íàì áóäåò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü GM-ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü
ñòðîê íàä (R+, max, ·). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ìíî-
æåñòâ I ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}, J ⊂ {1, 2, 3, 4, 5} è ýëåìåíòîâ λi ∈ R+, íå âñå èç
êîòîðûõ ðàâíû 0, âåðíî, ÷òî I ∩ J = ∅, I ∪ J = {1, 2, 3, 4, 5} è äëÿ âñåõ
k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

max
i∈I

{λiAik} = max
j∈J

{λjAjk}. (4.3.1)

Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî |I| > |J |.
2.1. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû A[1, 2, 3|1, 3, 5] è A[3, 4, 5|2, 3, 4] ÿâëÿþòñÿ d-

íåâûðîæäåííûìè. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1.2.17 ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû
A[1, 2, 3], êàê è ñòðîêè ìàòðèöû A[3, 4, 5] ÿâëÿþòñÿ GM-ëèíåéíî íåçàâèñèìû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ýëåìåíòîâ λ1, λ2, êàê è ñðåäè ýëåìåíòîâ λ4, λ5,
íàéäåòñÿ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 0. Èç ðàâåíñòâà (4.3.1) äëÿ k = 1 òåïåðü ñëå-
äóåò, ÷òî λ1 = λ2, à èíäåêñû 1 è 2 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì èç ìíîæåñòâ I è
J . Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà (4.3.1) äëÿ k = 2 ñëåäóåò, ÷òî λ4 = λ5, à èíäåêñû
4 è 5 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì èç ìíîæåñòâ I è J .

2.2. Òàêèì îáðàçîì, ïóíêò 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ |I| > |J |
îñòàåòñÿ ðîâíî ÷åòûðå âîçìîæíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà I: èëè I = {1, 3, 4}, èëè
I = {1, 3, 5}, èëè I = {2, 3, 4}, èëè I = {2, 3, 5}. Â ïåðâîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî (4.3.1) äëÿ k = 3, âî âòîðîì � äëÿ k = 4, â òðåòüåì �
äëÿ k = 5, â ÷åòâåðòîì � äëÿ k = 6. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîêè
ìàòðèöû A GM-ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü, ÷òî GMr(A) = 5.

Â ñèëó ðàâåíñòâ GMr(A) = 5 è GMc(A) = 4 ìû òàêæå ïîëó÷àåì
GMr(A>) = 4 è GMc(A>) = 5 èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.2.
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Òåïåðü ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî åñëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã ìàòðèöû
M ∈ Bp×q íå ïðåâîñõîäèò 3, òî GMr(M) = GMc(M) = d(M). Êàê ñëåä-
ñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ìû ïîëó÷èì, ÷òî m = 5 è n = 6 � ýòî ìèíèìàëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ∈ Bm×n, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ GMr(C) > GMc(C). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 èç ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî m′ = 6 è n′ = 5 � ýòî ìèíèìàëüíûå íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ′ ∈ Bm′×n′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ GMc(C ′) > GMr(C ′). Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñ óòâåðæäåíèÿ, êîòî-
ðîå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.11. Ïóñòü A ∈ Bm×n, d(A)∈{0, 1}. Òîãäà GMr(A) =
d(A).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 1.2.2 è 1.2.4 êàæäûé èç óêàçàííûõ
ðàíãîâ ðàâåí 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà A � íóëåâàÿ ìàòðèöà, è
êàæäûé èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå íåíóëåâûå
ñòðîêè ìàòðèöû A ñîâïàäàþò.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì òåîðèè ìàòðèö.
Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2.5 ïåðìàíåíòîì áóëåâîé ìàòðèöû B
ðàçìåðà k × k ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî perm(B) = maxσ∈Sk

{B1,σ(1) · . . . ·Bk,σ(k)}.
Òåîðåìà 4.3.12. (Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Ê�åíèãà.) [110, òåîðåìà 2.2] Ïóñòü
B ∈ Bn×n, perm(B) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìàòðèöà ìàòðèöû B ðàçìå-
ðà l × (n + 1− l), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã ìàòðèöû íàä B íå ïðå-
âîñõîäèò 2, òî îí ðàâåí åå ðàíãó Ãîíäðàíà�Ìèíó.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.13. Ïóñòü M∈Bn×m, d(M)=2. Òîãäà GMr(M) = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ∈ B3×m ïîäìàòðèöó ìàòðèöû M , îáðà-
çîâàííóþ òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñòðîêàìè ìàòðèöû M .

Åñëè A11 = 1 è A21 = A31 = 0, òî â ñèëó óñëîâèÿ d(A) 6 2 ëèáî âòîðàÿ
è òðåòüÿ ñòðîêè ñîâïàäàþò, ëèáî îäíà èç íèõ ñîñòîèò èç íóëåé. Â êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ ñòðîêè A GM-ëèíåéíî çàâèñèìû, è ìû ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî
ñòîëáöû ìàòðèöû A ñîäåðæàò íå ìåíåå äâóõ åäèíèö (íóëåâûå ñòîëáöû ìîæíî
íå ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò, òàê êàê îíè íå âëèÿþò íà ðàíãè ìàòðèö).

Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ñîñòîèò èç åäèíèö, òî îíà ÿâëÿåò-
ñÿ áóëåâîé ñóììîé äðóãèõ ñòðîê, ÷òî âëå÷åò òðåáóåìóþ ëèíåéíóþ GM-
çàâèñèìîñòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû â ìàòðèöå A íå áûëî ñòðîê èç
åäèíèö, îíà ñîäåðæàëà áû d- íåâûðîæäåííóþ ïîäìàòðèöó

(
0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
, ÷òî íåâîç-

ìîæíî â âèäó èñõîäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ d(A) < 3.
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Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A GM-ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñòðîê ìàòðèöû A èìååì, ÷òî ëþáûå òðè ñòðîêè ìàò-
ðèöû M GM-ëèíåéíî çàâèñèìû, GMr(M) 6 2. Íî ïî òåîðåìå 1.2.17 âåðíî,
÷òî GMr(M) > d(M). Çíà÷èò, GMr(M) = 2.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã ìàòðèöû
íàä B íå ïðåâîñõîäèò 3, òî îí ðàâåí åå ðàíãó Ãîíäðàíà�Ìèíó.
Ïðåäëîæåíèå 4.3.14. Ïóñòü M ∈ Bn×m′, d(M)63. Òîãäà GMr(M)=d(M).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ∈ B4×m′ ïîäìàòðèöó ìàòðèöû M , îá-
ðàçîâàííóþ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñòðîêàìè ìàòðèöû M .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B GM-ëèíåéíî çàâèñèìû â ñëó÷àå
m′ = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B GM-ëèíåéíî çàâèñèìû è â ñëó-
÷àå m′ > 2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A ∈ B4×m, äëÿ êîòîðîé âåðíî, ÷òî d(A) 6 3
è GMr(A) = 4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ñòîëáöîâ ñðåäè âñåõ ìàòðèö ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ðàçáåðåì íåñêîëüêî
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà.

Øàã 1. Ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò ñòîëáöà, ñîñòîÿùåãî èç íóëåé.
Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
Øàã 2. Â ìàòðèöå A íåò ñòîëáöà, ñîäåðæàùåãî ðîâíî îäíó åäèíèöó.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìû

èìåëè áû A11 = 1 è Ai′1 = 0 ïðè i′ > 1. Ïîñêîëüêó â ñèëó ïðåäëîæåíèé 4.3.11
è 4.3.13 íàéäåòñÿ d-íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà A[2, 3, 4|j1, j2, j3], ìàòðèöà
A[1, 2, 3, 4|1, j1, j2, j3] áûëà áû â ýòîì ñëó÷àå d-íåâûðîæäåíà, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èëî áû èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ d(A) 6 3.

Øàã 3. Ìàòðèöà A ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâ-
íî äâà ýëåìåíòà 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñòîëáöà, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî ïî äâå åäèíèöû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ ïîä-
ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ýòèìè ñòîëáöàìè. Åñëè perm(A′) = 0, òî â ñèëó òåî-
ðåìû 4.3.12 ìàòðèöà A′ ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ëèáî ðàçìåðà 1 × 4,
ëèáî ðàçìåðà 2 × 3. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìàòðèöà A′ ãàðàíòèðîâàííî
ñîäåðæèò ïîâòîðÿþùèåñÿ ñòîëáöû, è ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè m.

Çíà÷èò, perm(A′) = 1, è òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ A′
ii =

1 ïðè i ∈ {1, 2, 3, 4}. Â ñèëó èñõîäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååì òàêæå A′
i,σ(i) = 1

ïðè âñåõ i äëÿ íåêîòîðîé íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè σ (êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü
òðàíñïîçèöèåé â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè m). Òàêèì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ìû èìååì A =

(
1 1 0 0 A15 ... A1m
0 1 1 0 A25 ... A2m
0 0 1 1 A35 ... A3m
1 0 0 1 A45 ... A4m

)
.
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Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà m ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, íàéäóòñÿ íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I 6= ∅ è J ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4}, äëÿ êîòîðûõ ðàâåí-
ñòâî maxi∈I{λiAik′} = maxj∈J{λjAjk′} âåðíî ïðè âñåõ k′ > 1. Îòìåòèì, ÷òî èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äëÿ k′ ∈ {2, 3, 4} ñëåäóåò, ÷òî {I, J} = {{1, 3}, {2, 4}}
è ïîòîìó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ïðè âñåõ k′. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì GMr(A) = 4 çàâåðøàåò ðàçáîð øàãà 3.

Òåïåðü èñïîëüçóåì óñòàíîâëåííûå ðàññóæäåíèÿìè øàãîâ 1 � 3 ñâîéñòâà
ìàòðèöû A äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Â ñèëó óñëîâèÿ GMr(A) > 3 äëÿ
ëþáûõ {i, j, p, q} = {1, 2, 3, 4} íàéäåòñÿ òàêîå k, äëÿ êîòîðîãî max{Aik, Ajk} 6=
max{Apk, Aqk}. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k-é ñòîëáåö ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ åäè-
íèö, òî max{Aik, Ajk} = max{Apk, Aqk} ïðè ëþáûõ òàêèõ i, j, p, q. Ñîãëàñíî
øàãàì 1 è 2 ñòîëáöû ìàòðèöû A ñîäåðæàò íå ìåíåå äâóõ åäèíèö, è ñîãëàñíî
øàãó 3 íå áîëåå òðåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîäåðæàò ðîâíî ïî äâå åäèíèöû.
Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâ-
êè ñòðîê è ñòîëáöîâ) ïîäìàòðèöó

(
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
èëè ïîäìàòðèöó

(
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
. Â ñèëó

óñëîâèÿ d(A) 6 3 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ñîñòîèò ëèáî
òîëüêî èç íóëåé, ëèáî òîëüêî èç åäèíèö. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ æå ñòðîêè A ëèíåéíî
GM-çàâèñèìû, ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì GMr(A) = 4.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñòðîêè ìàòðèöû B (òî
åñòü ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû M) GM-ëèíåéíî çàâèñèìû, à çíà÷èò
GMr(M) 6 3. Ïî òåîðåìå 1.2.17 GMr(M) > d(M), îòêóäà GMr(M)=3.

Áóäåì òåïåðü äîêàçûâàòü, ÷òî ìàòðèöà èç ïðèìåðà 4.3.10 èìååò ìèíè-
ìàëüíûé ðàçìåð ñðåäè ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó è äå-
òåðìèíàíòíûì ðàíãîì.

Òåîðåìà 4.3.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà M ∈ Bp×q óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ min{p, q} < 5 èëè óñëîâèþ max{p, q} < 6. Òîãäà GMr(M) = d(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè min{p, q} < 5, òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäëîæå-
íèÿ 4.3.14 è òåîðåìû 1.2.17. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå p = q = 5, è óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.15.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà èç ïðèìåðà 4.3.10 èìååò ìèíèìàëüíûé ðàç-
ìåð ñðåäè ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè ðàíãàìè Ãîíäðàíà�Ìèíó.

Òåîðåìà 4.3.16. Ìàòðèöà A èç ïðèìåðà 4.3.10 ñîäåðæèò ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíûå ñðåäè âñåõ ìàòðèö M ∈ Bp×q ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðè óñëîâèè
GMr(M) > GMc(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3.15.
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4.3.3 Ìàòðèöû ñ ôèêñèðîâàííûì òðîïè÷åñêèì ðàíãîì
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ñðàâíèâàåì ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé áóëåâûõ ìàò-
ðèö. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðàíãè Ãîíäðàíà�Ìèíó, äåòåðìèíàíòíûé è òðîïè-
÷åñêèé ðàíãè ïðèíèìàþò îãðàíè÷åííûå çíà÷åíèÿ, åñëè îäèí èç íèõ îãðàíè-
÷åí. Áîëåå òîãî, ìû äîêàçûâàåì äëÿ ëþáîé áóëåâîé ìàòðèöû A íåðàâåíñòâà
trop(A) >

√
GMr(A), d(A) >

√
GMr(A), trop(A) > d(A)+2

3 . Ðåçóëüòàòû äàí-
íîãî ïîäðàçäåëà áóäóò èñïîëüçîâàíû â ãëàâå 5 ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ìàòðèö íàä ìàêñ-àëãåáðîé.

4.3.3.1 Ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó è òðîïè÷åñêèé ðàíã
Áóäåì ñíà÷àëà äîêàçûâàòü îöåíêó ñðàâíåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó è òðîïè-
÷åñêîãî ðàíãà, âåðíóþ äëÿ áóëåâûõ ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3.17. Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû A ∈ Bn×m GM-ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû. Òîãäà trop(A) > √

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
íåâåðíî. Ïóñòü B ∈ Bn×m � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé GM-íåçàâèñèìû, è
trop(B) <

√
n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè âñåõ ìàòðèö, îáëàäàþùèõ ýòèìè

ñâîéñòâàìè, ìàòðèöà B ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê; à ñðåäè ìàòðèö,
ñîäåðæàùèõ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê, ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòîëá-
öîâ. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Çàìåòèì, êðîìå
òîãî, ÷òî n > 1, m > 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî ýëåìåíòîâ 1 â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû B. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B11 = . . . = Bk1 = 1. Òîãäà
Bk+1,1 = . . . = Bn1 = 0. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü k <
√

n. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 ñòðîêè ìàòðèöû B ñ íîìå-
ðàìè k + 1, . . . , n GM-íåçàâèñèìû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìèíèìàëüíîñòè ìàò-
ðèöû B trop(B[k + 1, . . . , n]) >

√
n− k. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.7 íàéäåòñÿ òðî-

ïè÷åñêè íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà B[r1, . . . , rt|c1, . . . , ct], ãäå t = trop(B[k +
1, . . . , n]), {r1, . . . , rt} ⊂ {k + 1, . . . , n}. Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì ïåðâûé ñòîë-
áåö ìàòðèöû B[k + 1, . . . , n] ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ 0, ïîýòîìó ci 6= 1.
Òàêèì îáðàçîì,

B[1, r1, . . . , rt|1, c1, . . . , ct] =




1 B1c1
. . . B1ct

0
. . . B′

0


 ,
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ãäå ìàòðèöà B′ = B[r1, . . . , rt|c1, . . . , ct] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà. Òàêèì îá-
ðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 ìàòðèöà B[1, r1, . . . , rt|1, c1, . . . , ct] òðî-
ïè÷åñêè íåâûðîæäåíà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.7 trop(B) > t + 1 =√

n− k + 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèÿì, trop(B) <
√

n, k <
√

n. Òàêèì îáðàçîì,√
n > trop(B) >

√
n−√n + 1; îòñþäà n − 2

√
n + 1 > n −√n, ò.å. 1 > √

n.
Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïóñòü k > √
n. Ïîñêîëüêó trop(B[1, . . . , n|2, . . . , m]) 6 trop(B),

ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ìàòðèöû B ñòðîêè ìàòðèöû B[1, . . . , n|2, . . . , m]
GM-çàâèñèìû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà I, J ⊂
{1, . . . , n}, òàêèå ÷òî I ∩ J = ∅, I ∪ J 6= ∅, è âåðíî, ÷òî

⊕

i∈I

Ais =
⊕

j∈J

Ajs ïðè âñåõ s ∈ {2, . . . , m}. (4.3.2)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî çíà÷åíèå |I ∪ J | ìàêñèìàëüíî
ïî âñåì çàâèñèìîñòÿì âèäà (4.3.2). ×åðåç S = {s1, . . . , sh} îáîçíà÷èì ìíîæå-
ñòâî âñåõ s ∈ {2, . . . , m}, äëÿ êîòîðûõ

⊕
i∈I Ais =

⊕
j∈J Ajs = 0. Âîçìîæíû

äâà ñëó÷àÿ.
2.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî S íåïóñòî. ×åðåç P = {p1, . . . , pg} îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî òåõ p ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ s ∈ S, òàêîå, ÷òî Aps = 1.
Çàìåòèì, ÷òî P ∩ (I ∪J) = ∅. Äàëåå, ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî P íåïóñòî. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç B0 ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ
ñòðîêàìè ìàòðèöû B ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n} \ P è ñòîëáöàìè ñ
íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà {1, . . . , m} \ S, èìååì

B =




B0 O

B1 B[p1, . . . , pg|s1, . . . , sh]




, (4.3.3)

ãäå ÷åðåç B1 îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû B ñ íîìå-
ðàìè èç ìíîæåñòâà P è ñòîëáöàìè ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà {1, . . . , m} \ S.

2.1.1. Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû B[p1, . . . , pg|s1, . . . , sh] GM-çàâèñèìû, òî ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà I1, J1 ⊂ P , òàêèå ÷òî I1∩J1 =
∅, I1 ∪ J1 6= ∅, è âåðíî, ÷òî

⊕

i∈I1

Ais =
⊕

j∈J1

Ajs ïðè âñåõ s ∈ S. (4.3.4)

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì ïðè s′ ∈ {2, . . . , m} \ S âåðíî, ÷òî
⊕

i∈I Ais =⊕
j∈J Ajs = 1; çíà÷èò, ïðè s′ ∈ {2, . . . , m} \ S âåðíî, ÷òî

⊕
i∈I∪I1

Ais′ =
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⊕
j∈J∪J1

Ajs′ = 1. Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (4.3.2) è (4.3.4), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
âñåõ s ∈ {2, . . . , m} âåðíî, ÷òî

⊕

i∈I∪I1

Ais =
⊕

j∈J∪J1

Ajs,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ |I ∪ J |, ïîñêîëüêó I1, J1 ⊂ P , è
P ∩ (I ∪ J) = ∅.

2.1.2. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêè ìàòðèöû B[p1, . . . , pg|s1, . . . , sh] GM-
íåçàâèñèìû. Êðîìå òîãî, ñòðîêè ìàòðèöû B GM-íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ñîãëàñ-
íî ðàâåíñòâó (4.3.3) ñòðîêè ìàòðèöû B0 GM-íåçàâèñèìû. Èòàê, ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ ìèíèìàëüíîñòè ìàòðèöû B âåðíû íåðàâåíñòâà trop(B0) >

√
n− |P |

è trop(B[p1, . . . , pg|s1, . . . , sh]) >
√
|P |. Èç (4.3.3) ñëåäóåò, ÷òî trop(B) >

trop(B0)+trop(B[p1, . . . , pg|s1, . . . , sh]). Òàêèì îáðàçîì, trop(B) >
√

n− |P |+√
|P |. Ïî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, trop(B) <

√
n, ò.å.

√
n− |P |+

√
|P | <√

n, èëè
√

n− |P | <
√

n −
√
|P |. Îòñþäà n − |P | < n + |P | − 2

√
n|P |, ò.å.√

|P | > √
n. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àé 2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

2.2. Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî S ïóñòî, ò.å. âåðíî, ÷òî
⊕

i∈I

Ais =
⊕

j∈J

Ajs = 1 ïðè âñåõ s ∈ {2, . . . , m}. (4.3.5)

Çàìåòèì, ÷òî
⊕

i∈I Ai1 6=
⊕

j∈J Aj1, èíà÷å ñòðîêè ìàòðèöû B áûëè áû GM-
çàâèñèìû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

⊕
i∈I Ai1 = 1,⊕

j∈J Aj1 = 0. Òîãäà, ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì J ∩ {1, . . . , k} = ∅. Èç (4.3.5)
ñëåäóåò òîãäà, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ {2, . . . , m} âåðíî, ÷òî

⊕

i∈I∪{1,...,k}
Ais =

⊕

j∈J

Ajs = 1.

Çíà÷èò, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ |I ∪ J | âåðíî, ÷òî {1, . . . , k} ⊂ I.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r ∈ {1, . . . , k}. Ñòðîêè ìàòðèöû B GM-

íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì v = v(r) ∈ {1, . . . , m} âåðíî, ÷òî
⊕

i∈I\{r}
Aiv 6=

⊕

j∈J∪{r}
Ajv. (4.3.6)

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì
⊕

i∈I\{r}Ai1 =
⊕

j∈J∪{r}Aj1 = 1, ïîýòîìó v 6= 1.
Äàëåå, èç (4.3.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè v 6= 1 âåðíî, ÷òî

⊕
j∈J∪{r}Ajv = 1. Òàêèì

îáðàçîì, èç (4.3.6) ñëåäóåò, ÷òî
⊕

i∈I\{r}Aiv = 0. Ñîãëàñíî (4.3.5)
⊕

i∈I Aiv =

1, ò.å. Arv = 1, Ar′v = 0 ïðè r′ ∈ I \ {r}.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî r ∈ {1, . . . , k} íàéäåòñÿ ÷èñëî v(r) ∈
{2, . . . , m}, òàêîå ÷òî Ar,v(r) = 1, Ar′,v(r) = 0 ïðè r′ ∈ {1, . . . , r−1, r+1, . . . , k}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà äèàãîíàëè ìàòðèöû B[1, . . . , k|v(1), . . . , v(k)] ñòîÿò ýëå-
ìåíòû 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 ìàòðèöà
B[1, . . . , k|v(1), . . . , v(k)] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó trop(B) > k. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ïóíêòà 2, k > √

n, ïîýòîìó trop(B) > √
n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì.
Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 2.2 òàêæå íå ðåàëèçóåòñÿ. Ñëó÷àè 1 è 2 èñ÷åðïû-

âàþò âîçìîæíîñòè, ïîýòîìó òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó.

Òåîðåìà 4.3.18. Ïóñòü M ∈ Bn×m. Òîãäà trop(M) >
√

GMr(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü GMr(M) = t. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2
ïðè íåêîòîðûõ r1, . . . , rt ñòðîêè ìàòðèöû M [r1, . . . , rt] GM-íåçàâèñèìû. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 4.3.17 trop(M [r1, . . . , rt]) >

√
t. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ 1.2.7 trop(M) >
√

t.

Îöåíêà ñðàâíåíèÿ GM- è äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãîâ, âåðíàÿ äëÿ ìàòðèö íàä
B, ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.3.18.

Ñëåäñòâèå 4.3.19. Ïóñòü M ∈ Bn×m. Òîãäà d(M) >
√

GMr(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 4.3.18 è ëåììû 1.2.13.

4.3.3.2 Äåòåðìèíàíòíûé è òðîïè÷åñêèé ðàíãè
Òåïåðü ìû áóäåì ñðàâíèâàòü äåòåðìèíàíòíûé è òðîïè÷åñêèé ðàíãè ìàòðèö
íàä áèíàðíûì áóëåâûì ïîëóêîëüöîì. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ
òåîðèè ãðàôîâ.

Îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí
V (G) è ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð E(G) ðàçëè÷íûõ âåðøèí (x, y). Åñ-
ëè e = (x1, x2) ∈ E(G), ìû ãîâîðèì, ÷òî ðåáðî e èñõîäèò èç âåðøèíû x1 è
âõîäèò â x2, à òàêæå, ÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî ýòèì âåðøèíàì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí x1, . . . , xm íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ïó-
òåì â G, åñëè ïàðû (x1, x2), . . . , (xm−1, xm) ïðèíàäëåæàò E(G). Â ýòîì ñëó÷àå
ìû ãîâîðèì, ÷òî èç âåðøèíû x1 ìîæíî ïîïàñòü â âåðøèíó xm. Åñëè ïðè ýòîì
x1 = xm, îðèåíòèðîâàííûé ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû m− 1. Ýòîò öèêë
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè âåðøèíû x1, . . . , xm−1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ïîä óäàëåíèåì èç ãðàôà G âåðøèí x1, . . . , xk áóäåì ïîíèìàòü óäàëåíèå
ýòèõ âåðøèí è âñåõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ èì.
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Îïðåäåëåíèå 4.3.20. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿç-
íûì, åñëè èç ëþáîé åãî âåðøèíû ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó.

Îïðåäåëåíèå 4.3.21. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî k-
ñâÿçíûì, åñëè ëþáîé ãðàô G′, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì íå áîëåå ÷åì k−1
âåðøèí, ñèëüíî ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå 4.3.22. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà n âåðøèíàõ.
Ìàòðèöó A ∈ Bn×n, � ãäå Aij = 1, åñëè i = j èëè (ij) ∈ E(G), è Aij = 0
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, � áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè
ãðàôà G.

Ëåììà 4.3.23. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà n âåðøèíàõ, íå ÿâ-
ëÿþùèéñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, A � îáîáùåííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G.
Òîãäà ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà p× (n− p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.3.20 èç íåêîòîðîé âåðøèíû x ãðà-
ôà G íåëüçÿ ïîïàñòü â íåêîòîðóþ âåðøèíó y 6= x ãðàôà G ïî îðèåíòèðî-
âàííîìó ïóòè. ×åðåç R = {r1, . . . , rp} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
âåðøèíû x è âñåõ òåõ âåðøèí, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç âåðøèíû x ïî
îðèåíòèðîâàííûì ïóòÿì, ÷åðåç C = {c1, . . . , cn−p} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
äðóãèõ âåðøèí. Ìíîæåñòâà R è C íåïóñòû, ò.ê. x ∈ R, y ∈ C. Çàìåòèì, ÷òî
ìàòðèöà A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cn−p] íóëåâàÿ.

Ëåììà 4.3.24. Ïóñòü k < n. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà n âåð-
øèíàõ, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñèëüíî k-ñâÿçíûì, A � îáîáùåííàÿ ìàòðèöà ñìåæ-
íîñòè ãðàôà G. Òîãäà ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà
p× (n + 1− p− k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.3.21 ãðàô G′, ïîëó÷åííûé èç G
óäàëåíèåì íåêîòîðûõ t (t < k) âåðøèí, íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.

Îáîçíà÷èì âåðøèíû ãðàôà G′ ÷åðåç v1, . . . , vn−t. Ñîãëàñíî ëåììå 4.3.23
ìàòðèöà A[v1, . . . , vn−t|v1, . . . , vn−t] ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà
p × (n − p − t). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðè-
öó ðàçìåðà p × (n − p − t), è, ò. ê. t < k, è íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà
p× (n + 1− p− k).

Òàêæå íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4.3.25. [133, ñëåäñòâèå 4.3] Ëþáîé ñèëüíî 3-ñâÿçíûé îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûé öèêë ÷åòíîé äëèíû.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3.26. Ïóñòü A ∈ Bn×n, ÷èñëà p1, . . . , pt ∈ {1, . . . , n}
ðàçëè÷íû. Ïóñòü, êàêîâû áû íè áûëè q1, . . . , qt ∈ {1, . . . , n}, âåðíî, ÷òî
‖A[p1, . . . , pt|q1, . . . , qt]‖+ = ‖A[p1, . . . , pt|q1, . . . , qt]‖−. Òîãäà ‖A‖+ = ‖A‖−.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç [120, òåîðåìà 5.4].

Òåîðåìà 4.3.27. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Bn×n òàêîâà, ÷òî ‖A‖+ 6= ‖A‖−.
Òîãäà trop(A) > n+2

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n ∈ {1, 2, 3} óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü n > 3. Çàìåòèì, ÷òî ‖A‖+ = 1 èëè ‖A‖− = 1. Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A11 = . . . = Ann = 1. Ðàññìîòðèì
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, èç âåðøèíû i êîòîðîãî âûõîäèò ðåáðî â âåðøèíó j
(ïðè i 6= j) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Aij = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô
G ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûé öèêë ÷åòíîé äëèíû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî öèêë (1, 2, . . . , 2k). Òîãäà A12 = . . . = A2k−1,2k = A2k,1 = 1,
ïîýòîìó

(A12 . . . A2k−1,2kA2k,1)(A2k+1,2k+1 . . . Ann) = 1,
è ‖A‖+ = ‖A‖− = 1.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ
÷åòíîé äëèíû. Çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.25 ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íî 3-ñâÿçíûì. Ïî ïîñòðîåíèþ, A ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè
ãðàôà G, ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 4.3.24 ìàòðèöà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîä-
ìàòðèöó A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cq], äëÿ êîòîðîé p + q = n − 2. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 4.3.26 ñóùåñòâóþò d-íåâûðîæäåííûå ïîäìàòðèöû A[r1, . . . , rp|c′1, . . . , c′p] è
A[r′1, . . . , r

′
q|c1, . . . , cq]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ i è j âåðíî, ÷òî ri 6= r′j, c′i 6= cj,

ò.ê. ìàòðèöà A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cq] íóëåâàÿ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ g = trop(A[r1, . . . , rp|c′1, . . . , c′p]), h =

trop(A[r′1, . . . , r
′
q|c1, . . . , cq]). Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè g > p+2

3 ,
h > q+2

3 . Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.7, íàéäóòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííàÿ
ïîäìàòðèöà A[R1, . . . , Rg|C ′

1, . . . , C
′
g] ìàòðèöû A[r1, . . . , rp|c′1, . . . , c′p], è

òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà A[R′
1, . . . , R

′
h|C1, . . . , Ch] ìàòðèöû

A[r′1, . . . , r
′
q|c1, . . . , cq].

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A[R1, . . . , Rg|C1, . . . , Ch] ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé
ìàòðèöû A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cq], ïîýòîìó ìàòðèöà A[R1, . . . , Rg|C1, . . . , Ch] íó-
ëåâàÿ. Ìàòðèöà A0 = A[R1, . . . , Rg, R

′
1, . . . , R

′
h|C ′

1, . . . , C
′
g, C1, . . . , Ch], òàêèì
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îáðàçîì, èìååò âèä



A[R1, . . . , Rg|C ′
1, . . . , C

′
g] O

A[R′
1, . . . , R

′
h|C ′

1, . . . , C
′
g] A[R′

1, . . . , R
′
h|C1, . . . , Ch]




.

Èòàê, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 ìàòðèöà A0 òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà,
ïîñêîëüêó ìàòðèöû A[R1, . . . , Rg|C ′

1, . . . , C
′
g] è A[R′

1, . . . , R
′
h|C1, . . . , Ch] òðîïè-

÷åñêè íåâûðîæäåíû. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.7 trop(A) > g + h. Òàêèì îáðàçîì,
trop(A) > p+2

3 + q+2
3 , èëè trop(A) > p+q+4

3 , ò.å. trop(A) > n+2
3 , ÷òî äîêàçûâàåò

èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå äåòåðìèíàíòíûé è
òðîïè÷åñêèé ðàíãè ìàòðèö íàä B.

Òåîðåìà 4.3.28. Ïóñòü A ∈ Bm×n. Òîãäà trop(A) > d(A)+2
3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(A) = r. Òîãäà ìàòðèöà A ñîäåðæèò d-
íåâûðîæäåííóþ ïîäìàòðèöó B ∈ Br×r. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3.27 trop(B) >
r+2
3 . Òàêèì îáðàçîì, trop(A) > r+2

3 , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ãëàâà 5

Ðàíãîâûå ôóíêöèè
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö
Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðàíãîâûõ ôóíêöèé òðîïè÷å-
ñêèõ ìàòðèö. Îñîáîå âíèìàíèå ìû óäåëèì òåì ôóíêöèÿì, êîòîðûå âàæíû
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû: äåòåðìèíàíòíî-
ìó è òðîïè÷åñêîìó ðàíãàì, ðàíãàì Êàïðàíîâà è Ãîíäðàíà�Ìèíó è ôàêòî-
ðèçàöèîííîìó ðàíãó. Îòìåòèì ðàçäåëû ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,
çàäà÷è êîòîðûõ òðåáóþò ðàçâèòèÿ òåîðèè ýòèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé: ïîíÿòèå
òðîïè÷åñêîãî ðàíãà âîçíèêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè [22] è ãåîìåòðèè [45], äåòåðìèíàíòíûé ðàíã ïîëåçåí äëÿ èññëåäî-
âàíèé â òåîðèè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [60], ðàíãè Ãîíäðàíà�Ìèíó
ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíîé òåîðèåé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö [66] è íàõîäÿò ïðèëî-
æåíèÿ â òåîðèè ðàñïèñàíèé [36], ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè [64] è
ðÿä äðóãèõ. Ïîíÿòèå ðàíãà Êàïðàíîâà âîñõîäèò ê ïðîáëåìàì àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè [47] è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé [31].
Ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â ñâÿ-
çè ñ íåêîòîðûìè âîïðîñàìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [7] è îêàçûâàåòñÿ
ïîëåçíûì äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ åå ïðîáëåì [8, 9]; âïîñëåäñòâèè ïîíÿòèå
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà íàøëî òàêæå ïðèëîæåíèÿ â ãåîìåòðèè [44].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû âàæåí ìåòîä øàáëîíîâ
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, êîòîðûé â öåëîì îïèñàí â ïåðâîì ðàçäåëå è îáîñíî-
âàíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë ýòîé ãëàâû. Êîðîòêî, ñóòü ìåòîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå ðàíãîâûå ôóíêöèè òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû îêà-
çûâàþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû íà íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû) ðàâíûìè ðàíãó íåêîòîðîé áóëåâîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ èñõîäíîé. Ìåòîä ïîçâîëÿåò îáîá-
ùèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ áóëåâûõ ìàòðèö, íà ñëó÷àé ìàò-
ðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì. À èìåííî, áóäóò äîêàçàíû íåðàâåíñòâà
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trop(A) >
√

GMr(A) è trop(A) > d(A)+2
3 , âåðíûå äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàò-

ðèöû A. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà øàáëîíîâ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì k çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà GMr(A) < k ðåøàåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàçìåðó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âðåìÿ. Â äàííîé ãëàâå
ìû òàêæå èçó÷àåì ìàòðèöû, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûå ðàíãîâûå ôóíêöèè
ïðîÿâëÿþò ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå, è îáñóæäàåì ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà øàáëî-
íîâ ê èçó÷åíèþ ôóíêöèé ðàíãà Êàïðàíîâà è ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà.

5.1 Øàáëîí òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû
Ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ, ðàçðàáîòêå êîòîðîãî ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ [164]
àâòîðà äèññåðòàöèè, îêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ ïîíÿ-
òèåì ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêîãî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ñóììîé Ìèíêîâñêîãî

∑k
i=1 Pi ìíîæåñòâ P1, . . . , Pk ⊂ Rd íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñóìì âèäà x1+ . . .+xk ïðè x1 ∈ P1, . . . , xk ∈
Pk. Ðàññìîòðèì òåïåðü íàáîð B = (B1, . . . , Bk) âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â
Rd è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü èõ ñóììû Ìèíêîâñêîãî ðàâíà d. Íà-
áîð âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ (B1, . . . , Bk) èç Rd íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé Ìèí-
êîâñêîãî äëÿ íàáîðà (P1, . . . , Pk), åñëè âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Bi îáðàçóþò
ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Pi ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ i.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Íàáîð S ÿ÷ååê Ìèíêîâñêîãî B(α) =
(
B

(α)
1 , . . . , B

(α)
k

)

íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ðàçáèåíèåì ñóììû Ìèíêîâñêîãî íàáîðà ìíîãîãðàí-
íèêîâ (P1, . . . , Pk), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) îáúåäèíåíèå ïî âñåì ÿ÷åéêàì èç S èõ ñóìì Ìèíêîâñêîãî
∑k

i=1 B
(α)
i

ïîêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî
∑k

i=1 Pi;
(ii) äëÿ ëþáûõ i, α è β ïåðåñå÷åíèåì ìíîãîãðàííèêîâ B

(α)
i è B

(β)
i ÿâëÿåòñÿ

èõ îáùàÿ ãðàíü.

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ðàçáèåíèÿ ìíîãîãðàííèêà. Ïîäðîáíîå îá-
ñóæäåíèå ñìåøàííûõ ðàçáèåíèé ïðîâåäåíî â ñòàòüå [124], à â íàøåé ðàáîòå
ìû îñòàíîâèìñÿ íà òåõ èõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå âàæíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàíãî-
âûõ ôóíêöèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé (d− 1)-ìåðíûé
ñèìïëåêñ ∆d−1 â ïðîñòðàíñòâå Rd, òî åñòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà
{e1, . . . , ed}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n∆d−1 ñóììó Ìèíêîâñêîãî ∆d−1 + . . . + ∆d−1,
â êîòîðîé n ñëàãàåìûõ. Òèïîì âåêòîðà x ∈ Rd îòíîñèòåëüíî ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû V ∈ Rd×n íàçûâàåòñÿ íàáîð èç d ìíîæåñòâ (S1, . . . , Sd), ãäå ìíîæåñòâà
Sj ñîñòàâëåíû èç òåõ èíäåêñîâ i ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ θ = j äîñòàâëÿåò
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ìèíèìóì âûðàæåíèþ Vθi−xθ. Ýòîò òèï ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç typeV (x).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ
n∆d−1, èíäóöèðîâàííîãî ìàòðèöåé M ∈ Rd×n, âçÿâ çà îñíîâó ñëåäóþùóþ
õàðàêòåðèçàöèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Òåîðåìà 5.1.2. [45, òåîðåìà 5.2] Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ∈ Rd×n è ñå-
ìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ typeM(x) = S;
(2) cìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-

æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Äåâåëèí, Ñàíòîñ è Øòóðìôåëüñ â ðàáîòå [45] äîêàçûâàþò ïîëåçíóþ õà-
ðàêòåðèçàöèþ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ, èíäó-
öèðîâàííîãî ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 5.1.3. [45, ñëåäñòâèå 5.4] Òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû M ∈ Rd×n

ðàâåí ÷èñëó d ìèíóñ ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ÿ÷åéêè ñìåøàííîãî ðàçáèå-
íèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ n∆d−1, èíäóöèðîâàííîãî ìàòðèöåé M .

Òåîðåìà 5.1.3 ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è äðóãèå ðàíãîâûå ôóíêöèè
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæíî çàäàòü â òåðìèíàõ èíäóöèðóåìîãî èìè ñìåøàí-
íîãî ðàçáèåíèÿ. Âîïðîñ î òîì, òàê ëè ýòî íà ñàìîì äåëå, áûë ïðåäñòàâëåí â
ðàáîòå [45]. Áîëåå ôîðìàëüíî ïîñòàâëåííàÿ ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîáëåìà 5.1.4. [45, ðàçäåë 8, âîïðîñ 4] Ïóñòü ìàòðèöû M è M ′ ðàçìåðà
d × n èíäóöèðóþò îäíî è òî æå ñìåøàííîå ðàçáèåíèå ñóììû ñèìïëåêñîâ
n∆d−1. Îáÿçàòåëüíî ëè M è M ′ èìåþò îäèíàêîâûå ôàêòîðèçàöèîííûå ðàí-
ãè èëè îäèíàêîâûå ðàíãè Êàïðàíîâà?

Ïðîáëåìà 5.1.4 áûëà ðåøåíà àâòîðîì äèññåðòàöèè â ñòàòüå [156], â êîòî-
ðîé ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìàòðèö ðàçìåðà 6× 6, êîòîðûå èíäóöèðóþò îäíî èç
òî æå ñìåøàííîå ðàçáèåíèå è èìåþò ðàçëè÷íûå ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè è
ðàçëè÷íûå ðàíãè Êàïðàíîâà. Ïðåæäå ÷åì îñòàíîâèòüñÿ íà ýòèõ ïðèìåðàõ áî-
ëåå ïîäðîáíî, ìû ïðèâåäåì åùå îäíó õàðàêòåðèçàöèþ ñìåøàííûõ ðàçáèåíèé,
äëÿ ÷åãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå øàáëîíà òðîïè÷å-
ñêîé ìàòðèöû (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç R ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî R ∪ {∞}
ýëåìåíòîâ òðîïè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà).

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Òðîïè÷åñêèì øàáëîíîì ìàòðèöû A ∈ Rd×n íàçûâàåòñÿ
áóëåâà ìàòðèöà B ∈ Bd×n, îïðåäåëåííàÿ êàê
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1) Buv = 1, åñëè Auv = mini{Aiv} < ∞,
2) Buv = 0, åñëè Auv > mini{Aiv} èëè åñëè Auv = ∞.

Òðîïè÷åñêèé øàáëîí ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(A).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîãî øàáëîíà
â òåðìèíàõ òèïîâ òðîïè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

Ëåììà 5.1.6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ∈ Rd×n, âåêòîð x ∈ Rd è ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) typeM(x) = S;
(2) ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîãî øàáëîíà P ìàòðèöû M(x), ýëåìåíòû êî-

òîðîé çàäàíû êàê [M(x)]ji = Mji − xj, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Pji = 1 â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè j ∈ Si.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òèïà òðîïè÷åñêîãî âåêòîðà óñëîâèå
typeM(x) = S îáîçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà Sj ñîñòàâëåíû èç òåõ èíäåê-
ñîâ i ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ θ = j äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ
Mθi − xθ = M ′

θi.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè õàðàêòåðèçàöèþ ïîíÿòèÿ øàáëîíà â òåðìèíàõ
ñìåøàííûõ ðàçáèåíèé òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîïè÷å-
ñêèå ìàòðèöû M è M ′ îäíîãî ðàçìåðà òðîïè÷åñêè ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíò-
íû (èëè ïðîñòî ýêâèâàëåíòíû), åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βn,
äëÿ êîòîðûõ Mij = M ′

ij +αi +βj ïðè âñåõ i è j. Â ñèëó ëåììû 1.2.12 ðàññìàò-
ðèâàåìûå ðàíãîâûå ôóíêöèè ïîñòîÿííû íà êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 5.1.7. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M ∈ Rd×n è ñåìåéñòâî ïîäìíî-
æåñòâ S = (S1, . . . , Sd) ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(1) ìàòðèöà M ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ìàòðèöå M ′, ýëåìåíòû øà-
áëîíà P ′ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P ′

ji = 1 â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè j ∈ Si;

(2) ñìåøàííîå ðàçáèåíèå n∆d−1, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé M , ñîäåð-
æèò ÿ÷åéêó Ìèíêîâñêîãî (τ1, . . . , τn), ãäå ÷åðåç τi îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà {ej |i ∈ Sj} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (1) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû îáîçíà÷àåò, ÷òî íàéäåò-
ñÿ âåêòîð x ∈ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2) èç ëåììû 5.1.6, è ïîòîìó
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 5.1.2.

137



Òåîðåìà 5.1.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñìåøàííîå ðàçáèåíèå, èíäóöèðîâàííîå ìàò-
ðèöåé M , îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ìàò-
ðèö èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè M , è íàîáîðîò, ìíîæåñòâî òàêèõ òðîïè÷åñêèõ
øàáëîíîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñìåøàííîå ðàçáèåíèå. Ïðè äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ ãëàâû ìû óâèäèì, ÷òî õàðàêòåðèçàöèè ðàíãîâûõ ôóíê-
öèé â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ äàþò ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé. Ïîêà æå ìû îñòàíîâèìñÿ íà òåõ ôóíêöèÿõ, êîòîðûå,
ê ñîæàëåíèþ, íå äîïóñêàþò õàðàêòåðèçàöèè â òàêèõ òåðìèíàõ: â ÷àñòíîñòè,
ìû äàäèì îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 5.1.4.

Ïðèìåð 5.1.8. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû

A =




2 2 3 2 2 0
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0



∈ R6×6

íå ïðåâîñõîäèò 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà



2 2 3 2 2 0
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0




=




2 3 2 0
0 5 5 5
5 1 4 0
5 0 5 5
5 4 0 1
5 5 0 5



⊗




0 0 4 4 4 0
5 4 0 0 4 0
5 5 5 5 0 0
5 3 5 2 5 0


 .

Ïðèìåð 5.1.9. Ïðè ëþáîì ε èç èíòåðâàëà (0, 0.5) òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà

B =




2 2 3 2 2 ε
0 0 4 4 4 0
5 3 1 1 4 0
5 4 0 0 4 0
5 4 4 3 0 0
5 5 5 5 0 0



∈ R6×6

èìååò ðàíã Êàïðàíîâà, íå ìåíüøèé 5.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H ∈ H6×6, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ deg H = B, è ïîëîæèì u = H33H44 − H34H43. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà-
è÷åñêèå äîïîëíåíèÿ H16 è H61 âûðàæàþòñÿ êàê H16 = −H21uH52H65 + η1 è
H61 = −H14H22H36H43H55 −H16H22uH55 + η2, ãäå deg η1 > 6, deg η2 > 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H16 � ýòî íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ H. Â ýòîì ñëó÷àå,
ñòåïåíü ýëåìåíòà H21uH52H65 íå ìåíüøå 6, ïîýòîìó deg u > 2. Òîãäà ìû
èìååì deg (H16H22uH55) > 2 + ε, è ïîòîìó H61 = −H14H22H36H43H55 + η′2,
ãäå deg η′2 > 2 + ε. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ðàâåíñòâî deg H61 = 2 â ñëó÷àå,
åñëè H16 ðàâíî íóëþ, è ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû H íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 5.
Äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.23.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.10. Ìàòðèöû A è B èç ïðèìåðîâ 5.1.8 è 5.1.9 èìåþò
ðàçëè÷íûå ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè è ðàçëè÷íûå ðàíãè Êàïðàíîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.4 ñòàòüè [45] ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû íå ìî-
æåò áûòü ìåíüøå åå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, ïîýòîìó ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò
èç ðåçóëüòàòîâ ïðèìåðîâ 5.1.8 è 5.1.9.

Ëåììà 5.1.11. Ìàòðèöû A è B èç ïðèìåðîâ 5.1.8 è 5.1.9 èíäóöèðóþò îäíî
è òî æå ñìåøàííîå ðàçáèåíèå ñóììû ñèìïëåêñîâ 6∆5.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì äâå áèåêòèâíûå ôóíêöèè

f(t) =





t, åñëè t < −2ε
t
2 − ε, åñëè t ∈ [−2ε, 0)
t− ε, åñëè t ∈ [0, ε]

è

g(t) =

{
f(t + 1)− 1, åñëè t < −1 + ε
t− ε, åñëè t ∈ [−1 + ε, ε]

,

îòîáðàæàþùèå èíòåðâàë R6ε
=(−∞, ε] â (−∞, 0]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåê-

òîð x ∈ R6
6ε

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x1 = 0, ïîëîæèì òîãäà x′ =

(0, f(x2), f(x3), g(x4), f(x5), f(x6)). Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , 6} íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèÿ Aθi−xθ è Bθi−x′θ ïðèíèìàþò ñâîè
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó typeA(x) = typeB(x′).

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y ∈ R6. Ïîñêîëüêó òèïû ïðî-
åêòèâíî ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâû, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
y1 = 0. Åñëè âåêòîð y ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ êîîðäèíàòó, òî ìû èìååì
typeA(y) = typeB(y). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð y ñîñòîèò èç íåïîëîæèòåëü-
íûõ êîîðäèíàò, è â ñèëó ïóíêòà 1 íàéäóòñÿ âåêòîðû y′, y′′ ∈ R6, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèÿì typeA(y) = typeB(y′), typeB(y) = typeA(y′′). Òàêèì îáðàçîì,
ìàòðèöû A è B èíäóöèðóþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî òèïîâ. Òåïåðü ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1.2.
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Ïðåäëîæåíèå 5.1.10 è Ëåììà 5.1.11 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöû A è B èí-
äóöèðóþò îäíî èç òî æå ñìåøàííîå ðàçáèåíèå è èìåþò ðàçëè÷íûå ôàêòî-
ðèçàöèîííûå ðàíãè è ðàçëè÷íûå ðàíãè Êàïðàíîâà. Ýòî äàåò îòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå ïðîáëåìû 5.1.4 è äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.1.12. Íè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, íè ðàíã Êàïðàíîâà òðîïè÷å-
ñêîé ìàòðèöû íå äîïóñêàþò õàðàêòåðèçàöèè â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàç-
áèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ n∆d−1, èíäóöèðîâàííîãî ýòîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 5.1.12 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 5.1.7 ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû M íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ
ìíîæåñòâà øàáëîíîâ ìàòðèö èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè M . Îïðåäåëåííûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå âû÷èñëåíèå òðîïè÷åñêèõ ðàíãîâ ìàòðèö èç ïðè-
ìåðîâ 5.1.8 è 5.1.9. Õîòÿ ýòè ðàíãè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû íåïîñðåäñòâåííûì
ïðèìåíåíèåì îïðåäåëåíèÿ 1.2.7, ìû ïîëó÷èì ýòîò ðåçóëüòàò êàê ñëåäñòâèå
ìåòîäà øàáëîíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.13. Ìàòðèöû A è B èç ïðèìåðîâ 5.1.8 è 5.1.9 èìåþò
òðîïè÷åñêèé ðàíã 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåð 5.1.9 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû B
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 5. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 ðàíã Êàïðàíîâà ëþ-
áîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû B ðàçìåðà 6 × 5 íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 4. Äàëåå,
òåîðåìû 1.3.28 è 1.3.32 ïîêàçûâàþò, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû B íå ìî-
æåò áûòü ìåíüøå 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.3.27 òðîïè÷åñêèé ðàíã
ìàòðèöû A íå ìîæåò áûòü áîëüøå 4. Â ñèëó ëåììû 5.1.11 ìàòðèöû A è B
èíäóöèðóþò îäíî è òî æå ñìåøàííîå ðàçáèåíèå, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü
òåîðåìó 5.1.3.

Òåîðåìû 1.3.28 è 1.3.32 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà B èìååò ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûé ðàçìåð ñðåäè ìàòðèö ñ ðàçëè÷íûìè òðîïè÷åñêèì ðàíãîì è ðàí-
ãîì Êàïðàíîâà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî áàçîâîãî ïîëÿ, ÷òî äàåò, â ÷àñòíî-
ñòè, îòâåò íà âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â ðàçäåëå 1 ñòàòüè [31]. Èíîé ïðèìåð
ìàòðèöû, äàþùåé îòâåò íà âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ðàçìåðå ìàòðèöû ñ ðàç-
ëè÷íûìè òðîïè÷åñêèì ðàíãîì è ðàíãîì Êàïðàíîâà, áûë ïðèâåäåí àâòîðîì
äèññåðòàöèè â ðàáîòå [168].

Çàâåðøèì ðàçäåë îáñóæäåíèåì åùå îäíîãî ìàòðè÷íîãî èíâàðèàíòà, ââå-
äåííîãî â ðàáîòå [27]. Ãðàô ðàçëè÷èé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû Q ∈ Rm×n ñòðî-
èòñÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí {1, . . . , m} × {1, . . . , n}; âåðøèíû (i, j) è (k, l)
ñîåäèíåíû ðåáðîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Qij + Qkl < Qik −Qjl. Èç
òåîðåìû 5.1.7 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû, èíäóöèðóþùèå îäèíàêîâûå ñìåøàííûå
ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, èíäóöèðóþò è îäèíàêîâûå ãðàôû ðàçëè÷èé.
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Êàðòðàéò è ×àí [27] ïîñòàâèëè ïðîáëåìó: ìîæíî ëè õàðàêòåðèçîâàòü ôóíê-
öèþ òàê íàçûâàåìîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ðàíãà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö â òåðìèíàõ
ãðàôà ðàçëè÷èé? Íàïîìíèì, ÷òî òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà S èìååò ñèììåòðè-
÷åñêèé ðàíã k, åñëè íàéäåòñÿ ìàòðèöà U ∈ Rm×k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
S = U ⊗ U>, è ÷èñëî k ìèíèìàëüíî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ.

Ïðîáëåìà 5.1.14. [27] Ñóùåñòâóþò ëè òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû C, D ∈ Rn×n

ñ ðàçëè÷íûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ðàíãàìè, êîòîðûå èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå
ãðàôû ðàçëè÷èé?

Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 5.1.14 áûëî ïîëó÷åíî àâòîðîì äèññåð-
òàöèè â ðàáîòå [145]. ×òîáû íà÷àòü èçëîæåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, ðàññìîòðèì
òðîïè÷åñêóþ ìàòðèöó

C(α) =




0 0 2 4 2 4 0 0
0 0 4 4 4 4 0 0
2 4 0 0 2 4 0 0
4 4 0 0 4 4 0 0
2 4 2 4 0 0 α 4
4 4 4 4 0 0 4 4
0 0 0 0 α 4 0 0
0 0 0 0 4 4 0 0




.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.15. Ñèììåòðè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû C(1) íå ïðåâîñõî-
äèò ÷åòûðåõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî C = v>1 ⊗v1⊕v>2 ⊗v2⊕v>3 ⊗
v3 ⊕ v>4 ⊗ v4, ãäå u1 = (0 0 4 4 4 4 0 0), v2 = (4 4 0 0 4 4 0 0), v3 = (4 4 4 4 0 0 4 4),
v4 = (1 4 1 4 1 4 0 4).

Ïðåäëîæåíèå 5.1.16. Ïðè α < 1 ñèììåòðè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû C(α)
áîëüøå èëè ðàâåí ïÿòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû U (1),
U (2), U (3), U (4) ðàçìåðà 8 × 8, êîòîðûå ïðè ëþáûõ t, i, j, k, l óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

U
(t)
ij + U

(t)
kl = U

(t)
il + U

(t)
kj è (5.1.1)

Cij = min{U (1)
ij , U

(2)
ij , U

(3)
ij , U

(4)
ij } (5.1.2)

(äëÿ ïðîñòîòû ìû ïèøåì Cij âìåñòî [C(α)]ij â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ïðåäëî-
æåíèÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(i, j) ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ τ , óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ Cij = U

(τ)
ij .
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Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå τ(2p, 2p) = τ(2q, 2q) = t âûïîëíåíî
ïðè íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ p, q ∈ {1, 2, 3}. Òîãäà ìû èìååì ðàâåíñòâà U

(t)
2p,2p =

C2p,2p è U
(t)
2q,2q = C2q,2q. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C âûïîëíåíî óñëîâèå

U
(t)
2p,2p = U

(t)
2q,2q = 0. Èç ðàâåíñòâà (5.1.1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî U

(t)
2p,2q + U

(t)
2q,2p = 0;

òåïåðü ðàâåíñòâî (5.1.2) âëå÷åò óñëîâèå C2p,2q + C2q,2p 6 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû C, â ñèëó êîòîðîãî C2p,2q = C2q,2p = 4; òàêèì îáðà-
çîì, èíäåêñû τ(2, 2), τ(4, 4), τ(6, 6) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è ìû ìîæåì ïîëàãàòü
τ(2p, 2p) = p ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ìàòðèö U (τ).

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (u, v) = (r, s), ãäå èíäåêñû r è s ÿâëÿþòñÿ ëè-
áî ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {1, 3, 5}, ëèáî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
{r, s} = {5, 7}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå τ(u, v) = p âûïîëíåíî ïðè íåêîòî-
ðîì p ∈ {1, 2, 3}; òîãäà ìû èìååì óñëîâèÿ U

(p)
2p,2p = C2p,2p è U

(p)
uv = Cuv. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C âûïîëíåíû óñëîâèÿ U
(p)
2p,2p = 0 è U

(p)
uv < 4. Èç ðà-

âåíñòâà (5.1.1) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî U
(p)
2p,v + U

(p)
u,2p < 4; òåïåðü ðàâåíñòâî (5.1.2)

âëå÷åò óñëîâèå C2p,v + Cu,2p < 4. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû
C, â ñèëó êîòîðîãî ÷èñëà C2p,v è Cu,2p íåîòðèöàòåëüíû è îäíî èç íèõ ðàâíî
÷åòûðåì. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî τ(u, v) = 4.

Øàã 3. Èç øàãà 2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî U
(4)
uv = Cuv. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ

ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ r, s ∈ {1, 3, 5} âûïîëíåíî óñëîâèå U
(4)
r,s = 2. Èç ðàâåí-

ñòâà (5.1.1) ñëåäóþò ðàâåíñòâà U
(4)
r,r = U

(4)
r,s + U

(4)
s,r − U

(4)
s,s = 4 − U

(4)
s,s , ïîýòîìó

ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî U
(4)
r,r = 2.

Øàã 4. Â ñèëó øàãà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå τ(5, 7) = τ(7, 5) = 4, ïîýòîìó
U

(4)
5,7 = U

(4)
7,5 = α. Èç øàãà 3 ñëåäóåò, ÷òî U

(4)
5,5 = 2, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (5.1.1)

âëå÷åò óñëîâèå U
(4)
7,7 = U

(4)
5,7 +U

(4)
7,5−U

(4)
5,5 . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåí-

ñòâî U
(4)
7,7 = 2α−2 < 0, èç êîòîðîãî â ñèëó óñëîâèÿ (5.1.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

C7,7 < 0, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû C.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.17. Ìàòðèöû C(e) èíäóöèðóþò îäèí è òîò æå ãðàô
ðàçëè÷èé ïðè âñåõ e ∈ (0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå ψ(e) = [C(e)]ij +
[C(e)]kl − [C(e)]ik − [C(e)]jl èìååò îäèí è òîò æå çíàê ïðè âñåõ e ∈ (0, 1].
Âûðàæåíèå ψ çàâèñèò îò e, òîëüêî åñëè {5, 7} ⊂ {i, j, k, l}; êðîìå òîãî, åñëè
i = k èëè j = l, òî ψ(e) = 0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 5, l = 7,
i, j /∈ {5, 7}. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ψ(1) ÿâëÿåòñÿ öåëûì íå÷åòíûì ÷èñëîì,
è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî |ψ(1)− ψ(e)| 6 1− e.

Èç ïðåäëîæåíèé 5.1.15 è 5.1.16 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû C(0.5) è C(1) èìåþò
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ðàçëè÷íûå ñèììåòðè÷åñêèå ðàíãè, ïîýòîìó ïðåäëîæåíèå 5.1.17 äàåò ïîëîæè-
òåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 5.1.14.

5.2 Î ðàíãå Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû
Îáñóæäàÿ òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû, ìû áóäåì â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàòü
ïîëóêîëüöî R>0,max = (R+,⊕,⊗), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à îïåðàöèè çàäàíû êàê a ⊕ b = max{a, b},
a ⊗ b = ab. Ðåçóëüòàò ïðèìåðà 1.1.13 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëóêîëüöî R>0,max
èçîìîðôíî òðîïè÷åñêîìó ïîëóêîëüöó

(
R, min, +

)
, ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå ïî-

ëóêîëüöà R>0,max íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé. Îñíîâíûì ðåçóëü-
òàòîì äàííîãî ðàçäåëà áóäåò õàðàêòåðèçàöèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè-
÷åñêîé ìàòðèöû â òåðìèíàõ åå øàáëîíà, ïîýòîìó ìû íà÷íåì ñ ïåðåôîðìóëè-
ðîâêè îïðåäåëåíèÿ 5.1.5 íà ÿçûê ïîëóêîëüöà R>0,max.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Òðîïè÷åñêèì øàáëîíîì ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
n×m íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà B ∈ Bn×m, ãäå
1) Buv = 1, åñëè Auv = maxi{Aiv} > 0,
2) Buv = 0, åñëè Auv < maxi{Aiv} èëè åñëè Auv = 0.

Òðîïè÷åñêèé øàáëîí ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(A).

Ïîëóêîëüöî R>0,max ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è
áóäåò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà íàì ïîòðåáóþòñÿ áàçîâûå ïî-
íÿòèÿ òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî R ñ
îáû÷íîé ìåòðèêîé ρ(a, b) = |a− b|. Ïóñòü {a(t)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë; ìû ïèøåì limt→∞ a(t) = a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå çíà÷åíèå t, ÷òî ïðè âñåõ t′ > t âûïîëíåíî óñëîâèå |a(t′)−a| < ε. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(t)} ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó a è
ïèøåì a(t) → a. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö {A(t)} ñõîäèòñÿ ê ìàòðèöå A,
A(t) → A, åñëè Aij(t) → Aij ïðè âñåõ i è j. Ìíîæåñòâî ìàòðèö M ′ ⊂ Rn×m

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â Rn×m, åñëè ïðåäåë ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìàòðèö èç M ′ ñàì ïðèíàäëåæèò M ′. Ìíîæåñòâî M ′ íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ M ′ è
ëþáûõ i è j âåðíî, ÷òî |Aij| < C.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â ñìûñëå
Ãîíäðàíà�Ìèíó äëÿ ìàòðèö íàä ïîëóêîëüöîì R>0,max.

Îïðåäåëåíèå 5.2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà (λ1, . . . , λn) ∈ Rn
+ ðåàëèçó-

åò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
n×m, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

143



ìíîæåñòâ I, J , I ∩ J = ∅, I ∪ J = {1, . . . , n}, âåðíî, ÷òî maxi∈I{λiAik} =
maxj∈J{λjAjk} ïðè âñåõ k ∈ {1, . . . , m}.
Çàìå÷àíèå 5.2.3. Â îïðåäåëåíèè 5.2.2 ñòðîêà (λ1, . . . , λn) ìîæåò áûòü è
íóëåâîé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 äëÿ GM-çàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû
A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñòðîêà (λ1, . . . , λn) 6=
(0, . . . , 0), ðåàëèçóþùàÿ GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A.

Äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçó-
þò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè
è áóäóò ïîëåçíû äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.
Ëåììà 5.2.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà n×m íàä ïîëóêîëüöîì
R>0,max, ñòðîêè êîòîðûõ GM-çàâèñèìû, çàìêíóòî â Rn×m. Ìíîæåñòâî âñåõ
ñòðîê Λ ∈ Rn

+, ðåàëèçóþùèõ GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê íåêîòîðîé ìàòðèöû
A ∈ (R>0,max)

n×m, çàìêíóòî â Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {A(t)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n×m-ìàòðèö íàä
R>0,max, ñòðîêè êîòîðûõ GM-çàâèñèìû, òàêàÿ ÷òî A(t) → A. Çàìåòèì, ÷òî
A ∈ (R>0,max)

n×m, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèö A(t) íåîòðèöàòåëüíû. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû íóæíî äîêàçàòü GM-çàâèñèìîñòü
ñòðîê ìàòðèöû A.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 ïðè êàæäîì t íàéäóòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà λ1(t), . . . , λn(t), íå âñå ðàâíûå 0, íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà I(t), J(t), òàêèå
÷òî I(t) ∩ J(t) = ∅, I(t) ∪ J(t) = {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ âåðíî, ÷òî

max
i∈I(t)

{λi(t)Aik(t)} = max
j∈J(t)

{λj(t)Ajk(t)} ïðè âñåõ t ∈ N è k ∈ {1, . . . , m}.
(5.2.1)

Ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâ (5.2.1) íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî maxi{λi(t)} = 1 ïðè âñåõ t. Çíà÷èò ýëåìåíòû
(λ1(t), . . . , λn(t)) ∈ Rn

+ ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîìó øàðó â Rn. Ïîýòîìó íåêîòî-
ðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λ1(t), . . . , λn(t)) èìååò ïðå-
äåë (λ1, . . . , λn) â Rn. Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
÷òî (λ1(t), . . . , λn(t)) → (λ1, . . . , λn). Äàëåå, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn

+, ïîñêîëüêó âñå
÷èñëà λi(t) íåîòðèöàòåëüíû. Êðîìå òîãî, (λ1, . . . , λn) 6= (0, . . . , 0), ïîñêîëüêó
maxi{λi(t)} = 1 ïðè âñåõ t.

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè êàæäîì t ñòðîêà (λ1(t), . . . , λn(t)) ðåàëèçó-
åò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A(t), è, êðîìå òîãî, A(t) → A,
(λ1(t), . . . , λn(t)) → (λ1, . . . , λn), òî ñòðîêà (λ1, . . . , λn) ðåàëèçóåò GM-
çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A. Ýòèì áóäåò äîêàçàíî òàêæå âòîðîå óòâåð-
æäåíèå ëåììû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ A(t) ≡ A.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé äëÿ
ìíîæåñòâ I(t) è J(t), ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, t2, . . ., òà-
êàÿ ÷òî ìíîæåñòâà I(ts) è J(ts) íå çàâèñÿò îò s. Òàêèì îáðàçîì, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I(t) = I, J(t) = J ïðè âñåõ t.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → ∞ â ðàâåíñòâå (5.2.1), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
maxi∈I{λiAik} = maxj∈J{λjAjk}, âåðíûå ïðè âñåõ k ∈ {1, . . . , m}. Òàêèì îá-
ðàçîì, ñòðîêà (λ1, . . . , λn) ðåàëèçóåò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A. Ëåì-
ìà äîêàçàíà.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå GM-çàâèñèìîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè ìî-
æåò áûòü äàíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2.5. Ïóñòü A ∈ (R>0,max)
n×m. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçDk(A)

ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê èç Rn
+, êîòîðûå ðåàëèçóþò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàò-

ðèöû A[1, . . . , n|1, . . . , k − 1, k + 1,m]. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bk(A) ìíî-
æåñòâî âñåõ ñòðîê (λ1, . . . , λn) ∈ Rn

+, òàêèõ ÷òî maxn
t=1{λtAtk} 6 1. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèå Lk(A) = Dk(A) ∩ Bk(A).

Ëåììà 5.2.6. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
n×m îòëè÷íû îò 0.

Òîãäà ìíîæåñòâî Lk(A) êîìïàêòíî â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2.4 ìíîæåñòâî Dk(A) çàìêíóòî.
2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîê {L(t)} ⊂ Rn

+ ñõîäèòñÿ ê ñòðîêå L. Òî-
ãäà L ∈ Rn

+. Äàëåå, ïóñòü maxn
s=1{ls(t)Ask} 6 1 ïðè âñåõ t. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäå-

ëó ïðè t →∞, ïîëó÷àåì, ÷òî maxn
s=1{lsAsk} 6 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

Bk(A) çàìêíóòî.
3. Èç óñëîâèÿ maxn

s=1{λsAsk} 6 1, âåðíîãî äëÿ ëþáîé ñòðîêè (λ1, . . . , λn) ∈
Bk(A), ñëåäóåò, ÷òî λs 6 1

Ask
ïðè âñåõ s ∈ {1, . . . , n}. Ýòî îçíà÷àåò îãðàíè÷åí-

íîñòü ìíîæåñòâà Bk(A) ⊂ Rn
+.

Èòàê, èç ïóíêòîâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Lk(A) = Dk(A) ∩ Bk(A)
çàìêíóòî. Â ïóíêòå 3 äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Bk(A) îãðàíè÷åíî. Çíà÷èò
ìíîæåñòâî Lk(A) îãðàíè÷åíî. Çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà â
Rn îçíà÷àþò åãî êîìïàêòíîñòü.

Îïðåäåëèì òåïåðü åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Rn
+.

Îïðåäåëåíèå 5.2.7. Ïóñòü (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ Rn
+. Åñëè at > bt

ïðè âñåõ t, ìû áóäåì ïèñàòü (a1, . . . , an) > (b1, . . . , bn). Åñëè (a1, . . . , an) >
(b1, . . . , bn) è (a1, . . . , an) 6= (b1, . . . , bn), ìû ïèøåì (a1, . . . , an) > (b1, . . . , bn).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Lk(A) ñîäåðæèò ýëåìåíò, ìàêñèìàëüíûé îò-
íîñèòåëüíî ïîðÿäêà >.
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Ëåììà 5.2.8. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
n×m îòëè÷íû îò 0,

ñòðîêè ìàòðèöû A[1, . . . , n|1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , m] GM-çàâèñèìû. Òîãäà
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (Lk(A), >) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé
ýëåìåíò Λ 6= (0, . . . , 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2.6 ìíîæåñòâî Lk(A) êîìïàêòíî â Rn.
Ïîýòîìó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) = x1 + . . . + xn äîñòèãàåò ìàê-
ñèìóìà íà Lk(A) ïðè íåêîòîðîì Λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Lk(A).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (λ′1, . . . , λ
′
n) > (λ1, . . . , λn), òî f(λ′1, . . . , λ

′
n) >

f(λ1, . . . , λn). Ïîýòîìó ñòðîêà (λ1, . . . , λn) ìàêñèìàëüíà â ñìûñëå îòíîøåíèÿ
> â ìíîæåñòâå Lk(A). Äàëåå, ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû A[1, . . . , n|1, . . . , k−
1, k +1, . . . , m] GM-çàâèñèìû, íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà Λ0 ∈ Lk(A). Â ñèëó
ìàêñèìàëüíîñòè ñòðîêè Λ, (λ1, . . . , λn) 6= (0, . . . , 0).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû âëå-
÷åò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê åå øàáëîíà.

Ëåììà 5.2.9. Ïóñòü A ∈ (R>0,max)
n×m, W = P(A) ∈ Bn×m. Ïóñòü ìíî-

æåñòâà I, J ⊂ {1, . . . , n} è íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ∈ R+, íå âñå
ðàâíûå 0, òàêîâû, ÷òî maxi∈I{λiAik} = maxj∈J{λjAjk} ïðè âñåõ k. Ïîëî-
æèì µt = 1, åñëè λt = maxu{λu}, ïîëîæèì µt = 0, åñëè λt < maxu{λu}.
Òîãäà maxi∈I{µiWik} = maxj∈J{µjWjk} ïðè âñåõ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáîì k ∈ {1, . . . , m} âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü maxi∈I{λiAik} = maxj∈J{λjAjk} = maxu{λu} · maxv{Avk} > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå λi0 = maxu{λu}, Ai0k = maxv{Avk} ïðè íåêîòîðîì i0 ∈ I.
Òàêæå λj0 = maxu{λu}, Aj0k = maxv{Avk} ïðè íåêîòîðîì j0 ∈ J . Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 5.2.1 Wi0k = Wj0k = 1. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ ëåììû µi0 =
µj0 = 1. Ïîýòîìó maxi∈I{µiWik} = maxj∈J{µjWjk} = 1.

2. Ïóñòü òåïåðü maxi∈I{λiAik} = maxj∈J{λjAjk} < maxu{λu} ·maxv{Avk}.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ i ∈ I ∪J ëèáî λi < maxu{λu}, ëèáî Aik < maxv{Avk}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ I ∪ J ëèáî µi = 0, ëèáî Wik = 0. Ïî-
ýòîìó µiWik = 0 ïðè âñåõ i ∈ I ∪ J . Òàêèì îáðàçîì, maxi∈I{µiWik} =
maxj∈J{µjWjk} = 0.

3. Ïóñòü, íàêîíåö, maxi∈I{λiAik} = maxj∈J{λjAjk} = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè âñåõ i ∈ I ∪ J ëèáî λi = 0, ëèáî Aik = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ
i ∈ I ∪ J ëèáî µi = 0, ëèáî Wik = 0. Ïîýòîìó µiWik = 0 ïðè âñåõ i ∈ I ∪ J .
Òàêèì îáðàçîì, maxi∈I{µiWik} = maxj∈J{µjWjk} = 0.

Ýòè ñëó÷àè èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, ïîýòîìó ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåãî ðàç-
äåëà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìàòðèö, íå ñîäåðæàùèõ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
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Òåîðåìà 5.2.10. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
p×q îòëè÷íû îò

0, ñòðîêè ìàòðèöû A GM-íåçàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A′, ïî-
ëó÷åííàÿ èç A óìíîæåíèåì ñòðîê íà íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
òàêàÿ ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(A′) GM-íåçàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
íåâåðíî. ×åðåç B ∈ (R>0,max)

n×m îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé îò-
ëè÷íû îò 0, ñòðîêè êîòîðîé GM-íåçàâèñèìû, à ñòðîêè ìàòðèöû P(B′) GM-
çàâèñèìû ïðè ëþáîé ìàòðèöå B′, ïîëó÷åííîé èç B óìíîæåíèåì ñòðîê íà
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ m ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ. Ñëó÷àé m = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå ðàçìåðà
1 × 1 è òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ; äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî
m > 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B[1, . . . , n|2, . . . , m] GM-íåçàâèñèìû.
Òîãäà, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà ñòîëáöîâ ìàòðèöû B, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
B1, ïîëó÷åííàÿ èç B óìíîæåíèåì ñòðîê íà ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, òàêàÿ
÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(B1[1, . . . , n|2, . . . , m]) GM-íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 5.2.1 ìàòðèöà P(B1) îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû P(B1[1, . . . , n|2, . . . , m])
äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó è ñòðîêè ìàòðèöû P(B1) GM-
íåçàâèñèìû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû B[1, . . . , n|2, . . . , m] GM-çàâèñèìû.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.2.8 ìíîæåñòâî L1(B) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
Λ = (λ1, . . . , λn) 6= (0, . . . , 0). Ïî îïðåäåëåíèþ 5.2.5

n
max
t=1

{λtBt1} 6 1, (5.2.2)

è, êðîìå òîãî, ñòðîêà Λ ðåàëèçóåò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû
B[1, . . . , n|2, . . . , m]. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ I, J , I ∩ J = ∅,
I ∪ J = {1, . . . , n}, âåðíî, ÷òî

max
i∈I

{λiBik} = max
j∈J

{λjBjk} ïðè âñåõ k ∈ {2, . . . , m}. (5.2.3)

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü íå âñå {λs} îòëè÷íû îò 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì,

÷òî λn = 0. Ïîñêîëüêó Λ 6= (0, . . . , 0), λi 6= 0 ïðè íåêîòîðîì i. Ïîëîæèì

λ′n =
λi

2

m
min
τ=1

{Biτ}
m

max
τ=1

{Bnτ}
.

Òîãäà ïðè ëþáîì τ âåðíî, ÷òî λ′nBnτ < λiBiτ , ò.å. çàìåíà λn = 0 íà λ′n íå
íàðóøèò ñâîéñòâ (5.2.2) è (5.2.3). Òàêèì îáðàçîì, (λ1, . . . , λn−1, λ

′
n) ∈ L1(B).
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Êðîìå òîãî, (λ1, . . . , λn−1, λ
′
n) > (λ1, . . . , λn), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíî-

ñòè ñòðîêè Λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àé 1 íå ðåàëèçóåòñÿ.
2. Ïóñòü òåïåðü ïðè ëþáîì s ∈ {1, . . . , n} âåðíî, ÷òî λs 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå

ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñòðîê ìàòðèöû B íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî λs = 1 ïðè ëþáîì s. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî λs = 1 ïðè ëþáîì s.

Ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñòðîêè ìàòðèöû W = P(B) ∈ Bn×m

GM-çàâèñèìû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.19 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ I,J ⊂
{1, . . . , n}, òàêèõ, ÷òî I ∩ J = ∅, I ∪ J 6= ∅, âåðíî, ÷òî

max
i∈I

{Wiv} = max
j∈J

{Wjv} ïðè âñåõ v ∈ {1, . . . , m}. (5.2.4)

×åðåç E îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ e ∈ {1, . . . , m}, äëÿ êîòîðûõ
maxi∈I{Wie} = maxj∈J {Wje} = 0. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

2.1. Ïóñòü 1 ∈ E, ò.å. maxi∈I{Wi1} = maxj∈J {Wj1} = 0. Ïîëîæèì

θ = max
e∈E,t∈I∪J





Bte
n

max
τ=1

{Bτe}



 . (5.2.5)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà E èìååì Wte = 0 ïðè e ∈ E, t ∈ I ∪ J .
Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 5.2.1 Bte <

n
max
τ=1

{Bτe}. Ïîýòîìó θ < 1.
Ïîëîæèì ξ =

√
θ−1. Çàìåòèì, ÷òî ξ > 1. Ïîëîæèì ρt′ = 1 ïðè t′ /∈ I ∪ J ;

ïîëîæèì ρt = ξ ïðè t ∈ I ∪ J . Ñîãëàñíî (5.2.5) ïðè t ∈ I ∪ J , e ∈ E âåðíî,
÷òî ρtBte 6 ξθ maxn

τ=1{Bτe}, ò.å. ρtBte < maxn
τ=1{Bτe}. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå

íåðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì (5.2.3), ïîëó÷àåì, ÷òî

max
i∈(I∪I)\J

{ρiBie} = max
j∈(J∪J )\I

{ρjBje} =
n

max
τ=1

{Bτe} ïðè e ∈ E \ {1}. (5.2.6)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.2.2), ïîëó÷àåì, ÷òî
n

max
t=1

{ρtBt1} =
n

max
τ=1

{Bτ1} 6 1. (5.2.7)

Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (5.2.4) è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E ñëåäóåò, ÷òî
maxi∈I{Wie′} = maxj∈J {Wje′} = 1 ïðè e′ /∈ E. Èç îïðåäåëåíèÿ 5.2.1 ïîëó-
÷àåì, ÷òî maxi∈I{Bie′} = maxj∈J {Bje′} =

n
max
τ=1

{Bτe} ïðè e′ /∈ E, ïîýòîìó

max
i∈I

{ρiBie′} = max
j∈J

{ρjBje′} = ξ
n

max
τ=1

{Bτe′} ïðè e′ /∈ E. (5.2.8)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ {ρi} èìååì ρt′ = 1 < ξ ïðè t′ /∈ I ∪J .
Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (5.2.8) ñëåäóåò, ÷òî

max
i∈(I∪I)\J

{ρiBie′} = max
j∈(J∪J )\I

{ρjBje′} = ξ
n

max
τ=1

{Bτe′} ïðè e′ /∈ E. (5.2.9)
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (5.2.6) è (5.2.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðîêà
(ρ1, . . . , ρn) ðåàëèçóåò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû B[1, . . . , n|2, . . . , m],
íåðàâåíñòâî (5.2.7) � ÷òî maxn

t=1{ρtBt1} 6 1. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 5.2.5 (ρ1, . . . , ρn) ∈ L1(B). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ñòðîêè
(λ1, . . . , λn) = (1, . . . , 1), ò.ê. (ρ1, . . . , ρn) Â (1, . . . , 1). Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé
2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

2.2. Ïóñòü òåïåðü 1 /∈ E, ò.å. maxi∈I{Wi1} = maxj∈J {Wj1} = 1. Èç ðà-
âåíñòâà (5.2.3) ñëåäóåò, ÷òî maxi∈I{Bik} = maxj∈J{Bjk} =

n
max
τ=1

{Bτk} ïðè
âñåõ k ∈ {2, . . . , m}. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.2.1 maxi∈I{Wik} =
maxj∈J{Wjk} = 1 ïðè âñåõ k ∈ {2, . . . ,m}. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâà E ïðè e ∈ E âåðíî, ÷òî maxi∈I{Wie} = maxj∈J {Wje} = 0,
çíà÷èò

max
i∈I\(I∪J )

{Wie} = max
j∈J\(I∪J )

{Wje} = 1 ïðè âñåõ e ∈ E. (5.2.10)

Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E è ðàâåíñòâà (5.2.4) ñëåäóåò, ÷òî
maxi∈I{Wie′} = maxj∈J {Wje′} = 1 ïðè e′ /∈ E. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì (5.2.10), ïîëó÷àåì, ÷òî maxi∈(I∪I)\J {Wiv} =
maxj∈(J∪J )\I{Wjv} = 1 ïðè âñåõ v ∈ {1, . . . , m}. Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ 5.2.1
ñëåäóåò, ÷òî maxi∈(I∪I)\J {Biv} = maxj∈(J∪J )\I{Bjv} =

n
max
τ=1

{Bτv} ïðè âñåõ
v ∈ {1, . . . , m}. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðè-
öû B, ïîñêîëüêó ((I ∪I) \ J )∩ ((J ∪J ) \ I) = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì
ïðåäïîëîæåíèåì çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ 2.2.

Òàêèì îáðàçîì, íè îäèí èç ñëó÷àåâ 2.1, 2.2 íå ðåàëèçóåòñÿ, ÷òî çàâåðøàåò
ðàçáîð ñëó÷àÿ 2. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Äëÿ îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ìàòðèö, ñîäåðæàùèõ íóëåâûå ýëå-
ìåíòû, ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 5.2.11. Ïóñòü V, W ∈ Bn×m, Vij = Wij ïðè (i, j) 6= (1, 1),
V11 = 0, W11 = 1. Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû V GM-çàâèñèìû, ñòðîêè ìàò-
ðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m] GM-çàâèñèìû. Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû W GM-
çàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w1, . . . , wn ñòðîêè ìàòðèöû W , ÷åðåç v1
ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû V . Ïîëîæèì u1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Bm. Ìàòðèöà, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç ñòðîê u1, w2, . . . , wn èìååò âèä




1 0 . . . 0
w21
. . . W [2, . . . , n|2, . . . , m]
wn1


 ,
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ïîýòîìó GM-çàâèñèìîñòü ýòèõ ñòðîê ðàâíîñèëüíà GM-çàâèñèìîñòè ñòðîê
ìàòðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m]. Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî max{u1t, V1t} = W1t ïðè
ëþáîì t. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3.10.

Òåïåðü ìû áóäåì äîêàçûâàòü êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 5.2.12. Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû A ∈ (R>0,max)
p×q GM-íåçàâèñèìû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A′, ïîëó÷åííàÿ èç A óìíîæåíèåì ñòðîê íà
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, òàêàÿ ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(A′)
GM-íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
íåâåðíî. ×åðåç q(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â íåîòðè-
öàòåëüíîé ìàòðèöå M . ×åðåç B ∈ (R>0,max)

n×m îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñòðîêè
êîòîðîé GM-íåçàâèñèìû, à ñòðîêè ìàòðèöû P(B′) GM-çàâèñèìû ïðè ëþáîé
ìàòðèöå B′, ïîëó÷åííîé èç B óìíîæåíèåì ñòðîê íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî q(B) ìèíèìàëüíî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ. Çàìå-
òèì, ÷òî m > 1. Â ñèëó òåîðåìû 5.2.10 q(B) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò. Áóäåì ñ÷èòàòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî B11 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû
B[1, . . . , n|2, . . . , m] GM-íåçàâèñèìû. Çàìåòèì, ÷òî q(B[1, . . . , n|2, . . . , m]) <
q(B). Çíà÷èò, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ q(B), ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C,
ïîëó÷åííàÿ èç B óìíîæåíèåì ñòðîê íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêàÿ ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû P(C[1, . . . , n|2, . . . , m]) GM-íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ 5.2.1 ìàòðèöà P(C) îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû P(C[1, . . . , n|2, . . . , m])
äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó è ñòðîêè ìàòðèöû P(C) GM-
íåçàâèñèìû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû B[1, . . . , n|2, . . . , m] GM-çàâèñèìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ I, J , I ∩ J = ∅, I ∪ J =
{1, . . . , n}, ïðè íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ µ1, . . . , µn, íå âñå èç êî-
òîðûõ ðàâíû 0, âåðíî, ÷òî

max
i∈I

{µiBik} = max
j∈J

{µjBjk} ïðè k ∈ {2, . . . , m}. (5.2.11)

×åðåç B(ε) áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû B çàìåíîé
ýëåìåíòà B11 = 0 íà ε. Èç ëåììû 5.2.4 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0, òàêîå
÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (0, δ) ñòðîêè ìàòðèöû B(ε) GM-íåçàâèñèìû.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, δ). Çàìåòèì, ÷òî q(B(ε)) = q(B) − 1. Â
ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà q(B) íàéäåòñÿ ìàòðèöà B′(ε), ïîëó÷åííàÿ èç B(ε)
óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λn, òà-
êàÿ ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû W = P(B′(ε)) ∈ Bn×m GM-íåçàâèñèìû. ×åðåç B′
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îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç B óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê íà
÷èñëà λ1, . . . , λn. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå V = P(B′). Ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ ñòðîêè ìàòðèöû V GM-çàâèñèìû. Ìàòðèöû B′ è B′(ε) ðàçëè÷à-
þòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè B′

11 = 0, B′
11(ε) = λ1ε, ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ 5.2.1

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû V è W ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðâûìè ñòîëáöàìè.
1. Åñëè W11 = 0, òî çàìåíà ýëåìåíòà B′

11(ε) íà 0 íå ïîâëèÿåò íà øàáëîí
ìàòðèöû B′(ε). Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà B′, ïîýòîìó
V = W . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäóùåãî àáçàöà.

Ïîýòîìó W11 = 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.2.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
maxn

τ=1{λτBτ1(ε)} = λ1B11(ε) = λ1ε.
2. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m] GM-

íåçàâèñèìû. Åñëè Wu1 = 0 ïðè âñåõ u 6= 1, òî ìàòðèöà W èìååò âèä

W =




1 W12 . . . W1m

0
. . . W [2, . . . , n|2, . . . , m]
0


 ,

è òîãäà GM-íåçàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m] ñëåäóåò èç
GM-íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû W .

Ïóñòü òåïåðü Wi01 = 1 ïðè íåêîòîðîì i0 6= 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.2.1
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî maxn

τ=1{B′
τ1(ε)} = B′

i01(ε). Ìàòðèöà B′ îòëè÷àåòñÿ îò B′(ε)
òîëüêî ýëåìåíòîì B′

11 = 0, ïîýòîìó òàêæå maxn
τ=1{B′

τ1} = B′
i01. Òàêèì

îáðàçîì, maxn
τ=1{B′

τ1(ε)} = maxn
τ=1{B′

τ1}. Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ 5.2.1 ïðè
u 6= 1 óñëîâèå Vu1 = 1 âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wu1 = 1. Òàêèì
îáðàçîì, ìàòðèöû V è W òàêæå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè V11 = 0,
W11 = 1. Êðîìå òîãî, ñòðîêè ìàòðèöû V GM-çàâèñèìû, ñòðîêè ìàòðèöû W
GM-íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî ëåììå 5.2.11 ñòðîêè ìàòðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m]
GM-íåçàâèñèìû.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ1λ
−1
1 < maxτ{µτλ

−1
τ }. Èç (5.2.11) ñëåäóåò, ÷òî

maxi∈I{µiλ
−1
i B′

ik(ε)} = maxj∈J{µiλ
−1
i B′

jk(ε)} ïðè âñåõ k ∈ {2, . . . , m}.
(5.2.12)

Ïîëîæèì νt = 1, åñëè µtλ
−1
t = maxτ{µτλ

−1
τ }, è νt = 0, åñëè µtλ

−1
t <

maxτ{µτλ
−1
τ }. Â ýòîì ñëó÷àå ν1 = 0, à ñîãëàñíî ëåììå 5.2.9 èç ðà-

âåíñòâà (5.2.12) ñëåäóåò, ÷òî maxi∈I{νiWik} = maxj∈J{νjWjk} ïðè âñåõ
k ∈ {2, . . . , m}. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêè ìàòðèöû W [2, . . . , n|2, . . . , m] GM-
çàâèñèìû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàññóæäåíèÿìè ïóíêòà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî µ1λ

−1
1 =

maxτ{µτλ
−1
τ }.

4. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ {1, . . . , n}. Ïî ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 1
maxτ{λτBτ1(ε)} = λ1ε, ïîýòîìó µtBt1 = (µtλ

−1
t )λtBt1 6 µtλ

−1
t λ1ε. Äàëåå, ïî
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ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 3 µ1λ
−1
1 = maxτ{µτλ

−1
τ }, ïîýòîìó µtλ

−1
t λ1ε 6 µ1λ

−1
1 λ1ε,

ò.å. µtBt1 6 µ1ε.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε ∈ (0, δ), µtBt1 = 0 ïðè âñåõ t. Òàêèì

îáðàçîì, max
i∈I

{µiBi1} = max
j∈J

{µjBj1} = 0.
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà (5.2.11) ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû

B GM-çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 5.2.13. Ñòðî÷íûé ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A
ðàâåí íàèáîëüøåìó ñòðî÷íîìó ðàíãó Ãîíäðàíà�Ìèíó ñðåäè øàáëîíîâ âñåõ
ìàòðèö, ýêâèâàëåíòíûõ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò r GM-íåçàâèñèìûõ ñòðîê, òî
øàáëîí íåêîòîðîé ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíîé A, ñîäåðæèò r GM-íåçàâèñèìûõ
ñòðîê â ñèëó òåîðåìû 5.2.12. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó øà-
áëîíà ìàòðèöû íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàíãà ñàìîé ìàòðèöû, êàê ïîêàçûâàåò
ëåììà 5.2.9.

Òåîðåìà 5.2.13 äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè òðîïè÷åñêèõ
âåêòîðîâ â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ, ò.å.
ìàòðèö íàä áèíàðíûì áóëåâûì ïîëóêîëüöîì. Ýòî ñâîéñòâî ëåæèò â îñíîâå
ìåòîäà òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàíãå Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàò-
ðèö è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî òåîðåìà 5.2.13 ãàðàíòèðóåò õàðàêòåðèçàöèþ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó
ìàòðèöû â òåðìèíàõ ñìåøàííîãî ðàçáèåíèÿ ñóììû ñèìïëåêñîâ, è â ýòîì ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó ïðîÿâëÿåò â âèäó òåîðåìû 5.1.12 îòëè÷èå îò ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà.

5.3 Ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà øàáëîíîâ
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèìåíÿåì ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ ê ðåøåíèþ
íåêîòîðûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàíãîì Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàò-
ðèö. Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå ìû èññëåäóåì âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó è äðóãèõ ðàíãîâûõ ôóíêöèé. Ðàíåå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìàòðèâà-
ëèñü äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà [1, 45], è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçà-
öèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, äàæå
åñëè òðîïè÷åñêèé ðàíã è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó îãðàíè÷åíû. Ñëó÷àé ðàíãà
Êàïðàíîâà è òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [86], áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî è ðàíã Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
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áîëüøèì, äàæå åñëè èõ òðîïè÷åñêèé ðàíã îãðàíè÷åí. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íè
ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó, íè äåòåðìèíàíòíûé ðàíã òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö íå ìî-
ãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, åñëè îãðàíè÷åí òðîïè÷åñêèé ðàíã. Áîëåå
òîãî, ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâà trop(A) >

√
GMr(A), trop(A) > d(A)+2

3 ,
d(A) >

√
GMr(A), âåðíûå äëÿ âñåõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Ìåòîä òðîïè÷å-

ñêèõ øàáëîíîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîìèìî óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ òàêæå
ðåøåíèå ïðîáëåìû 4.3.9.

Âî âòîðîì ïîäðàçäåëå äàííîãî ðàçäåëà ìû èçó÷àåì âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Ìû ïîêà-
çûâàåì, ÷òî ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè òðîïè÷åñêèå ðàíãè ýòèõ ìàòðèö ïðåäïîëàãà-
þòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ
ñâîéñòâà GMr(A) < k òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ k. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ òðîïè÷åñêîãî (è äåòåðìèíàíòíîãî) ðàíãà èìååò
áûñòðîå ðåøåíèå [45]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷à ïðîâåðêè, ìåíüøå ëè ðàíã
Êàïðàíîâà çàäàííîé ìàòðèöû, ÷åì 4, NP-òðóäíà, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [86].
Âîïðîñó î òîì, ìîæíî ëè áûñòðî ïðîâåðÿòü àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ôàê-
òîðèçàöèîííîãî ðàíãà, áóäåò ïîñâÿùåí ðàçäåë 7.4 íàøåé ðàáîòû. Â äàííîì
ðàçäåëå ìû ðåøàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó äëÿ ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�
Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, ïîêàçûâàÿ, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà
GMr(A) < k ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàçìåðó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû
A âðåìÿ.

5.3.1 Âçàèìíîå ïîâåäåíèå ðàíãîâûõ ôóíêöèé
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâà trop(A) >

√
GMr(A),

trop(A) > d(A)+2
3 , d(A) >

√
GMr(A), âåðíûå äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Ïðè-

âåäåííûå íåðàâåíñòâà îáîáùàþò ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 4.3 è äîêàçûâàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ, êîòîðûé îáñóæäàëñÿ â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 5.3.1. Òðîïè÷åñêèé ðàíã øàáëîíà W òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A íå
ïðåâîñõîäèò òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ñàìîé ìàòðèöû A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü trop(W ) = k. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìàòðèöà W [1, . . . , k|1, . . . , k] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäå-
íà. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.5 ðàâåíñòâî

∏k
i=1 Wσ(i),i = 1 âûïîë-

íåíî ïðè åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå σ ∈ Sk. Ïî îïðåäåëåíèþ 5.1.5 â
ýòîì ñëó÷àå

∏k
i=1 Aσ(i),i =

∏k
i=1 minn

τ=1{Aτi}, à ïðè ϕ 6= σ âåðíî, ÷òî∏k
i=1 Aϕ(i),i <

∏k
i=1 minn

τ=1{Aτi}. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.5, ìàò-
ðèöà A[1, . . . , k|1, . . . , k] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà. Çíà÷èò, trop(A) > k.
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Ëåììà 5.3.2. Äåòåðìèíàíòíûé ðàíã øàáëîíà W òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A
íå ïðåâîñõîäèò äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà ñàìîé ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(W ) = r. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ÷òî ìàòðèöà W [1, . . . , r|1, . . . , r] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà. Òîãäà,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.3 ðàâåíñòâî

∏r
i=1 Wσ(i),i = 1 âûïîëíåíî ïðè íåêî-

òîðîé ïåðåñòàíîâêå σ ∈ Sr; áîëåå òîãî, åñëè ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ϕ ∈ Sr

ïðîòèâîïîëîæíà ÷åòíîñòè σ, òî
∏r

i=1 Wσ(i),i = 0.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.1.5 â ýòîì ñëó÷àå

∏r
i=1 Aσ(i),i =

∏r
i=1 minn

τ=1{Aτi}
è

∏r
i=1 Aϕ(i),i <

∏r
i=1 minn

τ=1{Aτi}. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.3 ìàò-
ðèöà A[1, . . . , r|1, . . . , r] d-íåâûðîæäåíà. Çíà÷èò, d(A) > r.

Äîêàæåì òåïåðü õàðàêòåðèçàöèþ äåòåðìèíàíòíîãî ðàíãà òðîïè÷åñêîé
ìàòðèöû â òåðìèíàõ øàáëîíîâ.

Òåîðåìà 5.3.3. Äåòåðìèíàíòíûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A ðàâåí íàè-
áîëüøåìó äåòåðìèíàíòíîìó ðàíãó ñðåäè øàáëîíîâ âñåõ ìàòðèö, ýêâèâà-
ëåíòíûõ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåì 1.2.15 è 5.2.13, øàáëîí íåêîòîðîé ìàòðèöû,
ýêâèâàëåíòíîé A, áóäåò èìåòü äåòåðìèíàíòíûé ðàíã, íå ìåíüøèé äåòåðìè-
íàíòíîãî ðàíãà A, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 5.3.2.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå òðîïè÷åñêèé ðàíã
è ðàíã Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 5.3.4. Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî trop(A) >

√
GMr(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü GMr(A) = n. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 íàéäåòñÿ
ïîäìàòðèöà B = A[r1, . . . , rn], ñòðîêè êîòîðîé GM-íåçàâèñèìû. Cîãëàñíî òå-
îðåìå 5.2.12 ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû
P(B) ∈ Bn×m GM-íåçàâèñèìû. Ïî òåîðåìå 4.3.17 trop(P(B)) > √

n. Ïîýòîìó,
ïî ëåììå 5.3.1, trop(B) > √

n. Íî B åñòü ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ïîýòîìó
trop(A) > √

n.

Òåîðåìà 5.3.4 ïîçâîëèò äàëåå äîêàçàòü âîçìîæíîñòü áûñòðîãî âû÷èñëå-
íèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî òðîïè÷åñêîãî ðàíãà. Äðó-
ãîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.3.4 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî ìåæäó ðàíãîì
Ãîíäðàíà�Ìèíó è äåòåðìèíàíòíûì ðàíãîì òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû.

Ñëåäñòâèå 5.3.5. Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî d(A) >

√
GMr(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 5.3.4 è 1.2.17.

Òåïåðü ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ äåòåðìèíàíòíîãî è òðîïè÷åñêîãî ðàíãîâ.

Òåîðåìà 5.3.6. Äëÿ ëþáîé òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî trop(A) > d(A)+2

3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(A) = r. Òîãäà ìàòðèöà A ñîäåðæèò d-íåâûðîæ-
äåííóþ ïîäìàòðèöó B ðàçìåðà r×r. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.15 ñòðîêè ìàòðèöû
B GM-íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.12 ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(B) ∈ Br×r GM-íåçàâèñèìû. Òîãäà
ïî òåîðåìå 1.2.15 âåðíî, ÷òî ‖P(B)‖+ 6= ‖P(B)‖−. Äàëåå, ïî òåîðåìå 4.3.27
trop(P(B)) > r+2

3 . Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 5.3.1 trop(B) > r+2
3 . Íî B

åñòü ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ïîýòîìó trop(A) > r+2
3 .

Íàêîíåö, â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà òðîïè÷åñêèõ øàáëî-
íîâ ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðîáëåìû 4.3.9.

Òåîðåìà 5.3.7. Ìàòðèöà A èç ïðèìåðà 4.3.10 ñîäåðæèò ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíûå ñðåäè âñåõ ìàòðèö M íàä R>0,max ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðè
óñëîâèè GMr(M) > d(M). Ìàòðèöà A> ñîäåðæèò ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûå ñðåäè âñåõ ìàòðèö M ′ íàä R>0,max ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðè óñëîâèè
GMc(M ′) > d(M ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî.
Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà M ðàçìåðà p×q íàä R>0,max, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ GMr(M) > GMc(M), äëÿ êîòîðîé min{p, q} < 5 èëè max{p, q} < 6.
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.3.15 øàáëîí W ëþáîé ìàòðèöû, ýêâèâàëåíòíîé M ,
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ GMr(W ) = d(W ), è èç òåîðåì 5.2.13 è 5.3.3 áó-
äåò ñëåäîâàòü, ÷òî GMr(M) = d(M). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî äîñòàòî÷íî òåïåðü
çàìåòèòü, ÷òî GMc(A) = GMr(A>).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèìåðà 1.1.13 ïîëóêîëüöî R>0,max èçîìîðôíî òðî-
ïè÷åñêîìó ïîëóêîëüöó è ìàêñ-àëãåáðå Rmax, ïîýòîìó òåîðåìà 5.3.7 äåéñòâè-
òåëüíî äàåò ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 4.3.9.

5.3.2 Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè GM-ðàíãà
Åùå îäíî èç ñâîèõ ïðèëîæåíèé ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øàáëîíîâ íàõîäèò ïðè
èçó÷åíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè-
÷åñêèõ ìàòðèö. Âîïðîñàì èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè ïîñâÿùåíà ïðîáëåìà,

155



ïîñòàâëåííàÿ Áóòêîâè÷åì â 2008 ãîäó â ñòàòüå [24]: äàíû k òðîïè÷åñêèõ âåê-
òîðîâ, ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
ëèíåéíîé GM-çàâèñèìîñòè ýòèõ âåêòîðîâ? Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó èçâåñòíîãî
ðåçóëüòàòà 1984 ãîäà (òåîðåìû 1.2 ðàáîòû [87]) óêàçàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà
äàæå äëÿ 0-1 ìàòðèö, åñëè ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäíûõ äàííûõ. Ïðîáëå-
ìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, îäíàêî, îñòàâàëàñü îòêðûòîé
â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèÿ ÷èñëà k è áûëà âíîâü ñôîðìóëèðî-
âàíà â ìîíîãðàôèè [25]; åå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî àâòîðîì
äèññåðòàöèè â ðàáîòå [164] è áóäåò èçëîæåíî â ýòîì ïîäðàçäåëå.

Êðîìå òîãî, â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ïðèìåíÿåì ìåòîä òðîïè÷åñêèõ øà-
áëîíîâ è ïîêàçûâàåì, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ GM-ðàíãà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì òðîïè÷åñêèì ðàíãîì. Êðîìå
òîãî, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k çàäà÷à ïðîâåðêè óñëîâèÿ
GMr(A) < k òàêæå ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàçìåðó ìàòðèöû A âðå-
ìÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 5.3.8. Ïóñòü A � òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k × m, ãäå m >
2k = M . Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A[1, . . . , k|c1, . . . , cM ] GM-çàâèñèìû ïðè ëþ-
áûõ c1, . . . , cM ∈ {1, . . . , m}, òî ñòðîêè ìàòðèöû A òàêæå GM-çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.12 ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(A) GM-
íåçàâèñèìû â ýòîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà P(A) ∈ Bk×m ñîäåðæèò íå
áîëåå, ÷åì 2k ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ. Óäàëåíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòîëáöîâ íå âëè-
ÿåò íà GM-íåçàâèñèìîñòü, ïîýòîìó íàéäóòñÿ c1, . . . , cM ∈ {1, . . . , m}, òàêèå
÷òî ñòðîêè ìàòðèöû P(A)[1, . . . , k|c1, . . . , cM ] GM-íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 5.2.13 ñòðîêè ìàòðèöû A[1, . . . , k|c1, . . . , cM ] GM-íåçàâèñèìû.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 5.3.9. Ïóñòü k � öåëîå ÷èñëî è A � òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
n×m, ãäå m > 2k. Òîãäà GMr(A) < k â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ñòðîêè êàæäîé èç ïîäìàòðèö ðàçìåðà k × 2k ìàòðèöû A GM-çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè GMr(A) > k, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 ìàòðèöà
A ñîäåðæèò k GM-íåçàâèñèìûõ ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 5.3.8
ìàòðèöà A ñîäåðæèò k × 2k-ïîäìàòðèöó ñ GM-íåçàâèñèìûìè ñòðîêàìè.

Åñëè æå íàéäåòñÿ k × 2k-ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ñòðîêè êîòîðîé GM-
íåçàâèñèìû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå k ñòðîê ìàòðèöû A áóäóò òàêæå GM-
íåçàâèñèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî GMr(A) > k.

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïîäðàçäåëà.
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Òåîðåìà 5.3.10. Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà GMr(A) < k ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî ðàçìåðó
òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ðàçìåð ìàòðèöû A ÷åðåç n × m è îáîçíà÷èì
÷åðåç A0 ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A äîáàâëåíèåì k ñòðîê è 2k ñòîëáöîâ, ñî-
ñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ ∞. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 GMr(A0) = GMr(A). Ïî-
ýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 5.3.9 äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà GMr(A) < k äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü GM-çàâèñèìîñòü ñòðîê âñåõ k×2k-ïîäìàòðèö A′ ìàòðèöû A0. Ïðî-
âåðêó GM-çàâèñèìîñòè ñòðîê ëþáîé k × 2k-ìàòðèöû âîçìîæíî ïðîâåñòè çà
îãðàíè÷åííîå âðåìÿ [56], à ÷èñëî ðàçëè÷íûõ k × 2k-ïîäìàòðèö ìàòðèöû A0

íå ïðåâîñõîäèò (n + k)k(m + 2k)2k , òî åñòü ïîëèíîìèàëüíî ïî nm.

Òåîðåìà 5.3.11. Ïóñòü t � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà çàäà÷à âû-
÷èñëåíèÿ GM-ðàíãà ìàòðèöû òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, íå áîëüøåãî t, ðåøàåòñÿ
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3.4 GM-ðàíã ìàòðèöû A íå ïðåâîñõî-
äèò t2, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà GMr(A) < k ïðè âñåõ
k ∈ {1, . . . , t2}. À ýòè ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, êàê
ïîêàçûâàåò òåîðåìà 5.3.10.
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Ãëàâà 6
Êîãäà ìèíîðû ïîðÿäêà r
îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ?

Â ýòîé ãëàâå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîáëåìû î òðîïè÷åñêîì áà-
çèñå, îáñóæäåíèå êîòîðîé ìû íà÷àëè â ïåðâîé ãëàâå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðî-
áëåìà 1.3.34 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ×àí, Éåíñåíîì è Ðóáåè â ðàáîòå [31] è
ïîëíîñòüþ ðåøåíà àâòîðîì äèññåðòàöèè â ñòàòüå [161]. Ââèäó çíà÷èòåëüíîé
ñëîæíîñòè âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû 1.3.34 êîìáèíàòîðíûõ ïî-
ñòðîåíèé ìû ïîñâÿùàåì èçëîæåíèþ åå ðåøåíèÿ ýòó ãëàâó ïîëíîñòüþ. Èòàê,
öåëüþ ãëàâû áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.35.

Ñíà÷àëà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, óäîáíûå äëÿ èçëîæåíèÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ.
Óêàçàííûå îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ âî ìíîãîì ñïåöèôè÷åñêèìè äëÿ èçëàãàåìîé
òåîðèè, è ïîòîìó ìû îãðàíè÷èì èõ èñïîëüçîâàíèå ïðåäåëàìè äàííîé ãëàâû.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû î ðàíãå
Êàïðàíîâà ìàòðèöû è òðîïè÷åñêîì áàçèñå èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìèíîðàìè
ìàòðèöû ïåðåìåííûõ. Óêàçàííûå ïîíÿòèÿ áûëè îïðåäåëåíû â ïåðâîé ãëàâå;
íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç HC ìû îáîçíà÷àåì êîëüöî Ìàëüöåâà-Íåéìàíà íàä ìíî-
æåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî åñòü, îáúåêò, çàäàííûé îïðåäåëåíèåì 1.3.2.
Âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ äàííîé ãëàâû ìû áóäåì âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû èñ-
ïîëüçîâàòü ñèìâîë ”t” òîëüêî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé â ýëåìåíòå ïîëÿ
HC. Õîòÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ìàòðèö íàä òðîïè÷å-
ñêèì ïîëóêîëüöîì (R, min, +), äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé áóäåò ïîëåçíûì ðàñ-
ñìàòðèâàòü è ðàñøèðåííîå òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî T = (R ∪ {∞}, min, +)
(êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç R äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíî-
ãî ýëåìåíòà). Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííîå òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî T ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì ïîëÿ HC ïðè îòîáðàæåíèè ñòåïåíè deg. Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç
ìàòðèöû A ∈ Hm×n

C ïîýëåìåíòíûì ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè, òàê-
æå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç deg A. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
ìû èññëåäóåì ðàíã Êàïðàíîâà äëÿ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî ïîëÿ C (òî
åñòü, èçó÷àåì âîïðîñ î òðîïè÷åñêîì áàçèñå â òîì âèäå, â êîòîðîì îí áûë ñôîð-
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ìóëèðîâàí â ðàáîòå [31]). Ïîýòîìó ìû áóäåì ïèñàòü äàëåå ïðîñòî H âìåñòî
HC, à òàêæå K âìåñòî KC.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç A[r1, . . . , rp] ìû îáîçíà÷àåì ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ
ñòðîêàìè ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè r1, . . . , rp, ÷åðåç A[r1, . . . , rp|c1, . . . , cq] � ìàò-
ðèöó, îáðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè ñ íîìåðàìè c1, . . . , cq ìàòðèöû A[r1, . . . , rp].
Ïîñêîëüêó â äàííîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ â îñíîâíîì ìàòðèöû íàä ïîëåì, ÷å-
ðåç Aij íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìàòðèöû A,
òî åñòü, çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

Aij = (−1)i+j det A[1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n|1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n];

ýëåìåíòû ìàòðèöû A, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ãëàâ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç aij.

6.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, íà êîòîðûõ îñíîâàí ìåòîä, ïîçâîëÿ-
þùèé äîêàçàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû. Íà÷íåì èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàçäåëà ñ òåõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû äî îïóáëèêîâàíèÿ àâòî-
ðîì ðàáîòû [161].

Òåîðåìà 6.1.1. [45, òåîðåìû 1.4, 5.5 è 6.5] Ïóñòü A ∈ Rm×n. Òîãäà K(A) >
trop(A). Åñëè trop(A) 6 2, òî K(A) = trop(A). Åñëè trop(A) < min{m,n},
òî K(A) < min{m,n}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.29 è òåîðåìû 1.4 èç ðàáîòû [45].

Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü áîëåå ãëóáîêóþ òåîðåìó, õàðàêòåðèçóþùóþ
âçàèìíîå ïîâåäåíèå òðîïè÷åñêîãî ðàíãà è ðàíãà Êàïðàíîâà.

Òåîðåìà 6.1.2. [31, ñëåäñòâèå 1.5] Åñëè ìàòðèöà A ∈ Rd×n òàêîâà, ÷òî
min{d, n} 6 5, òî trop(A) = K(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1.3.28 è 1.3.32.

Äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé îêàæåòñÿ âàæíûì ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîé çàâèñè-
ìîñòè, çàäàííîå îïðåäåëåíèåì 1.1.22. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ýòîãî îïðåäå-
ëåíèÿ â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. [77] Ñåìåéñòâî âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
òðîïè÷åñêè ëèíåéíî çàâèñèìûì (èëè ïðîñòî òðîïè÷åñêè çàâèñèìûì), åñëè
íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ1, . . . , λm ∈ T, íå âñå ðàâíûå ∞, òàêèå ÷òî ïðè ëþáîì
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k ∈ {1, . . . , n} ìèíèìóì â âûðàæåíèè minm
τ=1{λτ + aτk} äîñòèãàåòñÿ ïî êðàé-

íåé ìåðå äâàæäû. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî íàáîð (λ1, . . . , λm) ∈ Tm

ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà a1, . . . , am. Åñëè ñåìåéñòâî
âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè çàâèñèìûì, òî îíî íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè
íåçàâèñèìûì.

6.1.1 Øàáëîí òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû è ïðîñòûå ñâîéñòâà
Îòìåòèì, ÷òî ïîëóêîëüöî B = ({0,∞}, min, +) èçîìîðôíî áèíàðíîìó áóëåâó
ïîëóêîëüöó. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò áîëåå óäîáíûì ðàññìàòðèâàòü ïîëóêîëüöî
B, è ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå 5.1.5 â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 6.1.4. B-øàáëîíîì ìàòðèöû A ∈ Rm×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
B ∈ Bm×n, ýëåìåíòû (buv) êîòîðîé çàäàíû êàê

buv =

{
0, åñëè Auv = minm

i=1{Aiv},
∞, åñëè Auv > minm

i=1{Aiv}.

B-øàáëîí ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(A).

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå íå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîëóêîëü-
öî B, ðàâíî êàê è ïîíÿòèå òðîïè÷åñêîãî øàáëîíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.1.5.
Ïîýòîìó âìåñòî ïîíÿòèÿ, çàäàâàåìîãî îïðåäåëåíèåì 5.1.5, ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ðàâíîñèëüíîå åìó ïîíÿòèå B-øàáëîíà, êîòîðîå ìû, òàêèì îáðàçîì,
ìîæåì íàçûâàòü â ýòîì ðàçäåëå ïðîñòî øàáëîíîì òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö è âåê-
òîðîâ áóäåò òàêæå ïîëåçíûì ïîíÿòèå íîñèòåëÿ âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 6.1.5. Íîñèòåëåì âåêòîðà b ∈ Bn íàçûâàåòñÿ íàáîð âñåõ èí-
äåêñîâ i ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà b ðàâíà 0. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü íîñèòåëü j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ∈ Bm×n ÷åðåç Suppj(A).

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà äëÿ ìàòðèö íàä B.

Îïðåäåëåíèå 6.1.6. Ñåìåéñòâî âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ Bn íàçûâàåòñÿ B-
òðîïè÷åñêè ëèíåéíî çàâèñèìûì (èëè ïðîñòî B-òðîïè÷åñêè çàâèñèìûì), åñ-
ëè íàéäåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , m}, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì
k ∈ {1, . . . , n} ìîùíîñòü ìíîæåñòâà {i ∈ I | aik = 0} îòëè÷íà îò 1. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî I ðåàëèçóåò B-òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
ñåìåéñòâà a1, . . . , am. Åñëè ñåìåéñòâî âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ B-òðîïè÷åñêè çà-
âèñèìûì, òî îíî íàçûâàåòñÿ B-òðîïè÷åñêè íåçàâèñèìûì.
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Ïðèâåäåì áàçîâûå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òðîïè÷åñêèå ðàíãè ìàòðèö
íàä ðàçëè÷íûìè ïîëóêîëüöàìè.

Ëåììà 6.1.7. Ïóñòü A ∈ Rm×n è B = P(A). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà
{λτ} (ãäå èíäåêñ τ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , m}) ðåàëèçóþò òðî-
ïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà I.
Ïóñòü I = {ρ ∈ I|λρ = minτ∈I{λτ}}. Òîãäà ìíîæåñòâî I ðåàëèçóåò B-
òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.6
äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ {1, . . . , n} è i ∈ I âûïîëíåíî óñëîâèå aik = 0, è äëÿ âñåõ
i′ ∈ I \ {i} âåðíî, ÷òî ai′k = ∞. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4
óñëîâèå λj + ajk > λi + aik âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ I \ {i}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ 6.1.3.

Òåïåðü ââåäåì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òðîïè÷åñêîé âûðîæäåííîñòè ìàò-
ðèö íà ñëó÷àé ïîëóêîëüöà B.

Îïðåäåëåíèå 6.1.8. Ïóñòü n > 1. Ìàòðèöà S ∈ Bn×n íàçûâàåòñÿ B-
òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè ìèíèìóì â âûðàæåíèè (1.3.5) äîñòèãàåòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà S íàçûâàåòñÿ B-
òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîé.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñâÿçûâàåò ïîíÿòèÿ B-âûðîæäåííîñòè è òðîïè÷åñêîãî
ðàíãà.

Ëåììà 6.1.9. Ðàçìåð B-òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåííîãî ìèíîðà øàáëîíà ìàò-
ðèöû A ∈ Rn×m íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 òðîïè÷åñêàÿ B-âûðîæäåííîñòü
ìàòðèöû P(A)[r1, . . . , rk|c1, . . . , ck] âëå÷åò òðîïè÷åñêóþ âûðîæäåííîñòü ìàò-
ðèöû A[r1, . . . , rk|c1, . . . , ck]. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ 1.3.22.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå çàäàåò åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿì,
íàçûâàåìûì èíîãäà [13] PQ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 6.1.10. Íàçîâåì PQ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè òðîïè÷åñêîé ìàòðè-
öû A ∈ Rm×n ïåðåñòàíîâêè ñòðîê, ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû, è
òðîïè÷åñêîå óìíîæåíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû íà ÷èñëî u ∈ R.
Òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû A,B ∈ Rm×n íàçûâàþòñÿ PQ-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé PQ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðÿä óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.
Ëåììà 6.1.11. Åñëè ìàòðèöû A,B ∈ Rm×n PQ-ýêâèâàëåíòíû, òî
trop(A) = trop(B), KC(A) = KC(B).
Ëåììà 6.1.12. Ïóñòü A ∈ Rm×n. Åñëè ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðèöåé
ìàòðèöû A, òî trop(A) > trop(B), KC(A) > KC(B).
Ëåììà 6.1.13. Åñëè íàáîðû (λ1, . . . , λm), (µ1, . . . , µm) ðåàëèçóþò òðî-
ïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ Rn, òî íà-
áîð (min{λ1, µ1}, . . . , min{λm, µm}) òàêæå ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñè-
ìîñòü ñòðîê a1, . . . , am.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò áîëåå ñëîæíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñâÿçè ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ìàòðèö íàä ðàçëè÷íûìè ïîëóêîëüöàìè.
Ëåììà 6.1.14. Ïóñòü A ∈ (H∗)m×n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâîé âåê-
òîð (λ1, . . . , λm) ∈ Hm óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∑m
i=1 λiaik = 0 ïðè âñåõ

k ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà íàáîð (deg λ1, . . . , deg λm) ∈ Tm ðåàëèçóåò òðîïè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû deg A ∈ Rm×n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ k ∈ {1, . . . , n},
äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå deg λi0 + deg ai0k < deg λi + deg aik âûïîëíåíî ïðè âñåõ
i ∈ {1, . . . , m} \ {i0}. Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå deg (

∑m
i=1 λiaik) = deg λi0 +

deg ai0k 6= ∞, êîòîðîå îçíà÷àåò ïðîòèâîðå÷èå.

6.1.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì H

Äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåò ïîëåçíûì ðàçðàáîòàòü ìåòîäû
ðàñïîçíàâàíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì H â ñëó-
÷àå, êîãäà ñòåïåíè ïåðåìåííûõ çàäàíû óñëîâèåì. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïðè-
âîäèì íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè òàêèõ ñèñòåì èç îäíîãî,
äâóõ è òðåõ óðàâíåíèé.
Ëåììà 6.1.15. Ïóñòü A ∈ H6×3, (h1, . . . , h6) ∈ R6. Ïîëîæèì

D =
3∑

i=1

min
16j66

{deg aji + hj} < ∞

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà u, v, y, z ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Åñ-
ëè óñëîâèå deg det A[p, q, r] = D−(hp+hq+hr) âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ p, q, r ∈ {u, v, y, z}, òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x1, . . . , x6 ∈
H, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ deg xj = hj ïðè ëþáîì j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è
óñëîâèþ

∑6
j=1 ajixj = 0 ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2, 3}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî {u, v, y, z} =
{1, 2, 3, 4}. Ïîëîæèì x4 = ξth4, x5 = th5, x6 = th6, ãäå ÷åðåç ξ îáîçíà÷åíî
íåêîòîðîå íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

A′ =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

−∑6
q=4 aq,1xq −∑6

q=4 aq,2xq −∑6
q=4 aq,3xq


 (6.1.1)

è îïðåäåëèì x1, x2, x3 êàê (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå ñèñòåìû
∑3

p=1 a′pixp = a′4,i

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå i ∈ {1, 2, 3}. Íàì òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå
deg xj = hj âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

3. Èç ïóíêòà 1 ñðàçó ñëåäóåò óñëîâèå deg xj′ = hj′ ïðè âñåõ j′ ∈ {4, 5, 6}.
4. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî j = 1. Ôîðìóëû Êðàìåðà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ

ñèñòåì ïîêàçûâàþò, ÷òî
x1 =

det A′[4, 2, 3]

det A′[1, 2, 3]
.

Ïî óñëîâèþ ëåììû âûïîëíåíî óñëîâèå deg det A[1, 2, 3] = D − (h1 + h2 + h3),
ïîýòîìó ìû äîëæíû ïðîâåðèòü óñëîâèå deg det A′[2, 3, 4] = D − (h2 + h3). Â
ñèëó ðàâåíñòâà (6.1.1)

− det A′[2, 3, 4] = x4 det A[2, 3, 4] + (a51x5 + a61x6)(a22a33 − a23a32)+

+ (a52x5 + a62x6)(a23a31 − a21a33) + (a53x5 + a63x6)(a21a32 − a22a31). (6.1.2)

Òåïåðü ïîëó÷èì íèæíèå îöåíêè ñòåïåíåé ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Äëÿ ëþáîãî α ∈ {5, 6} è ëþáûõ β, γ, δ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ {β, γ, δ} = {1, 2, 3}, ìû ïîëó÷àåì

deg(xαaαδa2βa3γ) = deg (xαaαδ) + deg a2β + deg a3γ > min
16j66

{deg ajδ + hj}+

+

(
min

16j66
{deg ajβ + hj} − h2

)
+

(
min

16j66
{deg ajγ + hj} − h3

)
= D − (h2 + h3).

Â ñèëó øàãà 1 degx4=h4, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî
deg(x4 det A[2, 3, 4])=D−(h2+h3). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëà-
ãàåìîå x4 det A[2, 3, 4] = ξth4 det A[2, 3, 4] èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñòå-
ïåíü ñðåäè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.1.2). Ïîýòîìó óñëîâèå
deg det A′[2, 3, 4] = D − (h2 + h3), à çíà÷èò è óñëîâèå deg x1 = h1, âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ξ êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîãî.
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5. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ
deg x2 = h2 è deg x3 = h3 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ξ êðîìå,
ìîæåò áûòü, îäíîãî èëè äâóõ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 6.1.15 äëÿ ñèñòåì èç äâóõ óðàâíåíèé.

Ëåììà 6.1.16. Ïóñòü S ∈ H2×m. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî ξ ∈ C∗, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ deg(ξs1,k + s2,k) = min{deg s1,k, deg s2,k} ïðè âñåõ
k ∈ {1, . . . , m}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè sik 6= 0, îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ãëàâíîãî ÷ëåíà ýëå-
ìåíòà sik ÷åðåç σik. Åñëè æå sik = 0, ìû âûáåðåì ÷èñëî σik ∈ C∗ ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ξ ∈ C \ {0,−σ21

σ11
, . . . ,−σ2,m

σ1,m
}.

Òåïåðü äîêàæåì àíàëîã ëåììû 6.1.15 äëÿ ñèñòåì èç äâóõ óðàâíåíèé.

Ëåììà 6.1.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A ∈ H5×2 ñî-
äåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò, à òàêæå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå deg(ap,1aq,2−
aq,1ap,2) = min{deg ap,1 +deg aq,2, deg aq,1 +deg ap,2} ïðè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ èí-
äåêñàõ p, q ∈ {1, . . . , 5}. Ðàññìîòðèì âåêòîð (h1, . . . , h5) ∈ R5 è îáîçíà÷èì
÷åðåç Θi (ãäå i ∈ {1, 2}) ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ η ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, äîñòàâ-
ëÿþùèõ ìèíèìóì âûðàæåíèþ minη{deg aηi + hη}. Åñëè ïðè ýòîì |Θ1| > 2,
|Θ2| > 2, |Θ1 ∪ Θ2| > 3, òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x1, . . . , x5 ∈ H, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ deg xj = hj ïðè ëþáîì j ∈ {1, 2, 3, 4, 5} è óñëîâèþ∑5

j=1 ajixj = 0 ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ θ1 = min5
j=1{aj,1 + hj} è θ2 =

min5
j=1{aj,2+hj}. Áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî 1 ∈ Θ1, 2 ∈ Θ2

è ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Θ1 è Θ2 èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì
{3, 4, 5}. Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî min5

ι=3 {deg det A[1, ι] + h1 + hι} =
min5

ι=3 {deg det A[2, ι] + h2 + hι} = θ1 + θ2. Ëåììà 6.1.16 ïîêàçûâàåò, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ÷èñëà ξ3, ξ4, ξ5 ∈ C∗, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

deg

(
5∑

ι=3

det A[1, ι]th1+hιξι

)
= deg

(
5∑

ι=3

det A[2, ι]th2+hιξι

)
= θ1 + θ2.

Èç ôîðìóë Êðàìåðà ñëåäóåò òîãäà, ÷òî ðåøåíèå (y1, y2) ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé {

a11t
h1y1 + a21t

h2y2 = −∑5
ι=3 ξιaι,1t

hι,

a12t
h1y1 + a22t

h2y2 = −∑5
ι=3 ξιaι,2t

hι
(6.1.3)
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ deg y1 = deg y2 = 0. Ïîëîæèì x1 = y1t
h1, x2 = y2t

h2

è xι = ξιt
hι ïðè âñåõ ι ∈ {3, 4, 5}. Óðàâíåíèÿ (6.1.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî∑5

j=1 aj,1xj =
∑5

j=1 aj,2xj = 0.
Íàêîíåö, ìû äîêàæåì ëåììó î ðåøåíèÿõ îäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Ëåììà 6.1.18. Ðàññìîòðèì âåêòîðû a ∈ Rm è l ∈ Hm. Åñëè íàáîð deg l
ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðà a, òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû
x1, . . . , xm ∈ H, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå deg xj = aj âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈
{1, . . . , m}, à òàêæå

∑m
j=1 xjlj = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèþ minm
j=1{aj +

deg lj} äîñòàâëÿþò èíäåêñû j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , m}. Îïðåäåëåíèå 6.1.3 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî k > 1. Â ñèëó ëåììû 6.1.16 íàéäóòñÿ íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà ξ̂ (ãäå èíäåêñ ̂ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {1, . . . , m} \ {j1}), äëÿ êîòîðûõ
ñòåïåíü ýëåìåíòà

∑
̂6=j1

l̂ξ̂t
ab îêàæåòñÿ ðàâíîé minn

j=1{aj + deg lj}. Îñòàëîñü
ïîëîæèòü x̂ = ξ̂t

ab ïðè ̂ ∈ {1, . . . , m} \ {j1}, à òàêæå xj1 =
∑b6=j1

lbξbtab
−lj1

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ
õàðàêòåðèçàöèÿ òðîïè÷åñêîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêîé ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè åå ñòðîê. Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ áûëà èçâåñòíà ðàíåå è äî-
êàçàíà â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ: â èíîé ôîðìóëèðîâêå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó-
÷åí åùå â ðàáîòå [45]. Äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà áûëè âïîñëåäñòâèè ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [77] è ñòàòüå [1]. Äëÿ ïîëíîòû íàøåãî èçëîæåíèÿ ìû ïîêàæåì, êàê
óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.1.
Òåîðåìà 6.1.19. Òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n ðàâåí íàèáîëüøåé
ìîùíîñòè òðîïè÷åñêè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1, . . . , rc èíäåêñû ñòðîê òðîïè÷åñêè ëè-
íåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû íàèáîëüøåé ìîùíîñòè. Â ñèëó ëåììû 6.1.18 ðàíã
Êàïðàíîâà ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A[r′1, . . . , r

′
c+1] íå ïðåâîñõîäèò c, è òå-

îðåìà 6.1.1 ïîýòîìó ïîêàçûâàåò, ÷òî trop(A) 6 c.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèå trop(A) < c â ñèëó òåîðåìû 6.1.1 âëå÷åò óñëî-

âèå KC(A[r1, . . . , rc]) < c. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.1.14 ïîêàçàëî
áû, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A[r1, . . . , rc] òðîïè÷åñêè çàâèñèìû, ïîýòîìó íà ñàìîì
äåëå trop(A) = c.

6.2 Ìèíîðû ïîðÿäêà 4 ìàòðèöû ðàçìåðà 6× n

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàí ðåçóëüòàò, ñîñòàâëÿþùèé îñíîâíóþ ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1.3.34. À èìåííî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ðàç-
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ìåðà 6 × n òðîïè÷åñêîãî ðàíãà 3 èìååò ðàíã Êàïðàíîâà, ðàâíûé 3. Ñíà÷à-
ëà ìû äàäèì õàðàêòåðèçàöèþ ìàòðèö ðàçìåðà 6 × n òðîïè÷åñêîãî ðàíãà 3,
ðàíã Êàïðàíîâà êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò 3. Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëèò ñâåñòè
äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò ê íåêîòîðîìó ÷èñëó ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ìû âïîñëåäñòâèè ðàçáåðåì îòäåëüíî.

6.2.1 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ðàçáîðó ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ìàòðèö ðàçìåðà 6×n òðîïè÷åñêîãî
ðàíãà 3, ðàíã Êàïðàíîâà êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò 3.

Òåîðåìà 6.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ∈ R6×n óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì trop(A) = 3 è KC(A) > 3. Òîãäà êëàññ PQ-ýêâèâàëåíòíîñòè ìàò-
ðèöû A ñîäåðæèò ìàòðèöó W , òàêóþ ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P(W )
ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò 0 è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

(i) ñòîëáöû P(W ) èìåþò íîñèòåëè {1, 2}, {3, 4}, {5, 6};
(ii) ìàòðèöà P(W ) ñîäåðæèò ñòîëáöû ñ íîñèòåëåì {1, 2}, ñîäåð-

æèò ñòîëáöû ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíèì èç íîñèòåëåé {4, 5, 6}, {3, 4, 6},
{3, 5, 6}, {3, 4, 5}; ìàòðèöà P(W ) ìîæåò ñîäåðæàòü ñòîëáöû ñ íîñèòå-
ëåì {3, 4, 5, 6};

(iii) ìàòðèöà P(W ) ìîæåò ñîäåðæàòü ñòîëáöû ñ íîñèòåëÿìè {1, 2, 3},
{1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}. Íîñèòåëè îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû P(W )
èìåþò ìîùíîñòü íå ìåíåå 4; íèêàêèå ÷åòûðåõýëåìåíòíûå íîñèòåëè
ñòîëáöîâ ìàòðèöû P(W ) íå ñîäåðæàò íèêàêèå òðåõýëåìåíòíûå íîñèòåëè
åå ñòîëáöîâ êàê ïîäìíîæåñòâà;

(iv) ìàòðèöà P(W ) ñîäåðæèò ñòîëáöû ñ íîñèòåëÿìè {1, 2, 3}, {4, 5, 6},
äðóãèå ñòîëáöû ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå ïî äâà ýëåìåíòà 0 â ïåðâûõ òðåõ
ñòðîêàõ è ïî êðàéíåé ìåðå ïî äâà ýëåìåíòà 0 â ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðîêàõ;

(v) ìíîæåñòâî íîñèòåëåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû P(W ) åñòü
{{1, 2}, {1, 2, 3}, {4, 5, 6}}.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1.19 ñòðîêè ìàòðèöû A òðîïè÷åñêè
çàâèñèìû. Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå 6.1.3 è ëåììó 6.1.11, ìû ñ÷èòàåì, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A) ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ
íóëåé.

2. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà
ìàòðèöû P(A) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü. Ðàññìîòðèì òðè âîç-
ìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé O. Åñëè êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A) ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòû-
ðåõ íóëåé, òî ýòà ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà (iii) äîêàçûâàåìîé
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òåîðåìû.
Ñëó÷àé A. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A)

ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ íóëåé, è íåêîòîðûé ñòîëáåö ýòîé ìàòðèöû ñîäåðæèò
ðîâíî 3 íóëÿ. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ A1 è A2.

A1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ èíäåêñû u′, v′ ∈ {1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèÿì |Suppu′(P(A))| = 3 è |Suppv′(P(A)) \ Suppu′(P(A))| = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ

P(A) =




0 a12
0 a22 P(A)[1, 2, 3, 4|3, . . . , n]
0 a32
∞ 0
∞ ∞ a53 . . . a5,n

∞ ∞ a63 . . . a6,n




.

Åñëè ïÿòàÿ è øåñòàÿ ñòðîêè ìàòðèöû P(A) ðàçëè÷íû, òî â ñèëó ëåì-
ìû 6.1.9 âûïîëíåíî óñëîâèå trop(A) > 4. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïÿòàÿ
è øåñòàÿ ñòðîêè ìàòðèöû P(A) ðàçëè÷íû. Â ñèëó ïóíêòà 2 ëþáàÿ ñòðîêà ìàò-
ðèöû P(A) ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò, ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê
ñòðîê èìååì

P(A) =




0 p12

0 p22 P P ′
0 p32
∞ 0
∞ ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0
∞ ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0




.

Ïðåäïîëîæåíèå ñëó÷àÿ À ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû P ñîäåð-
æèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè íóëÿ.

Ïðèáàâèì òåïåðü ìàëîå (â ñìûñëå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ) ÷èñëî −ε < 0
ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïÿòîé è øåñòîé ñòðîê ìàòðèöû A. Îïðåäåëåíèå 6.1.4
ïîêàçûâàåò, ÷òî øàáëîí ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâåí




0 p12 ∞ . . . ∞
0 p22 P . . . . . .
0 p32 . . . . . .
∞ 0 ∞ . . . ∞
∞ ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0
∞ ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0




,

òî åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì ïóíêòà (ii).
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A2. Åñëè íàéäóòñÿ èíäåêñû u′′, v′′ ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ íîñèòåëè
Suppu′′(P(A)) è Suppv′′(P(A)) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìàòðèöà P(A) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà (iv) èëè ñëó÷àÿ A1 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê
è ñòîëáöîâ.

A3. Òåïåðü ìû çàâåðøèì ðàçáîð ñëó÷àÿ A. Ïóíêò A1 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
íåêîòîðûé íîñèòåëü ìîùíîñòè 4 âêëþ÷àåò Suppu(P(A)) ïðè íåêîòîðîì u ∈
{1, . . . , n}, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íè îäíî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ, èìåþùåãî
ìîùíîñòü 4, íå ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íèêàêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P(A).

Â ñèëó ïóíêòîâ A1 è A2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ìàòðèöû A, åñëè óñëîâèå |Suppû(P(A)) ∩ Suppv̂(P(A))| ∈ {0, 2} âûïîëíå-
íî äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ û, v̂ ∈ {1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
|Suppû(P(A))| = |Suppv̂(P(A))| = 3. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå
|Suppû(P(A)) ∩ Suppv̂(P(A))| ∈ {1, 3} âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ òàêèõ èíäåêñîâ
û, v̂. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà A óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà (iii) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê.

Ñëó÷àé B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A) ñîäåð-
æèò ðîâíî äâà íóëÿ. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòîë-
áåö 



0
0
∞
∞
∞
∞




ïðèíàäëåæèò ìàòðèöå P(A). Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
B1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A)[3, 4, 5, 6] ñîäåð-

æèò ðîâíî äâà íóëÿ. Òîãäà â ñèëó ëåììû 6.1.9 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê
ñòðîê è ñòîëáöîâ

P(A) =




0 . . . 0 P ′
1 P ′

2
0 . . . 0
∞ . . . ∞ 0 . . . 0 P ′

3
∞ . . . ∞ 0 . . . 0
∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0
∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0




.

Ïðèáàâèì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó òðåòüåé è ÷åòâåðòîé
ñòðîê ìàòðèöû A, è ïðèáàâèì 2ε ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ äâóõ ñòðîê
ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 øàáëîí ïîëó÷åííîé ìàòðèöû
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áóäåò ðàâåí 


0 . . . 0 ∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞
0 . . . 0 ∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞
∞ . . . ∞ 0 . . . 0 ∞ . . . ∞
∞ . . . ∞ 0 . . . 0 ∞ . . . ∞
∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0
∞ . . . ∞ ∞ . . . ∞ 0 . . . 0




,

òî åñòü, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèÿì ïóíêòà (i) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-
íîâêè ñòðîê.

B2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû P(A)[3, 4, 5, 6] ñîäåðæèò
ëèáî íè îäíîãî, ëèáî ïî êðàéíåé ìåðå òðè íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

P(A) =




0 . . . 0 P ′

0 . . . 0
∞ . . . ∞
∞ . . . ∞ P ′′

∞ . . . ∞
∞ . . . ∞




,

ãäå âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû P ′′ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè íóëÿ.
Ïðèáàâèì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ äâóõ ñòðîê

ìàòðèöû A. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 øàáëîí ïîëó÷åííîé ìàòðèöû A ðàâåí



0 . . . 0 ∞ . . . ∞
0 . . . 0 ∞ . . . ∞
∞ . . . ∞
∞ . . . ∞ P ′′

∞ . . . ∞
∞ . . . ∞




.

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
B2.1. Åñëè ýëåìåíò ∞ ñîäåðæèòñÿ â ìàòðèöå P ′′, òî ìàòðèöà A óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà (ii).
B2.2. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P(A) =




0 . . . 0 ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

p′
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

q′




, ãäå p > 0 è q′ > 0. (6.2.1)
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Áóäåì ïðîâîäèòü ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ B2.2 èíäóêöèåé ïî p′. Ïîñêîëüêó ñëó-
÷àé p′ = 0 òðèâèàëåí, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p′ > 0. Èñïîëüçóÿ ëåììó 6.1.11,
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàèìåíüøèé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâåí 0.

Ïðèáàâèì íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìàòðèöû A[3, 4, 5, 6|1, . . . , p′] ê êàæäîìó
ýëåìåíòó ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû A. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç A′ ïîëó÷åííóþ
ìàòðèöó, ìû ïîëó÷àåì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-
íîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ

P(A′) =




0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ P3 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

p′′
︸ ︷︷ ︸

p′−p′′
0 . . . 0




,

ãäå p′′ < p′, è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû P3 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
íóëåâîé ýëåìåíò.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò ∞ ñî-
äåðæèòñÿ â ìàòðèöå P3. Åñëè âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû P3 ñîäåðæèò íå ìåíåå
äâóõ íóëåé, òî ìàòðèöà A′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëèáî ïóíêòà B1, ëèáî
ïóíêòà B2.1.

Ïîýòîìó îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû
P3 ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Â ñèëó ëåììû 6.1.9 ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ âåðíî, ÷òî

P(A′) =




0 . . . 0 0 . . . 0 P8
0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0




.

Äîáàâèì òåïåðü ìàëîå ÷èñëî ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ òðåõ ñòðîê
ìàòðèöû A′. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ïóíêòà (v), ÷òî çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ B2.2. Îòìåòèì, ÷òî ñëó-
÷àè B2.1 è B2.2 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè â ðàìêàõ ñëó÷àÿ B2, ïîýòîìó
ðàçáîð ñëó÷àÿ B2 òàêæå çàâåðøåí.

B3. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû
P(A)[3, 4, 5, 6] ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Â ñèëó ëåììû 6.1.9 ñ
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òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ âåðíî, ÷òî

P(A) =




0 . . . 0 P0 P ′
0

0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 P ′′

0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

p

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
q

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r




, p > 0, q > 0, r > 0, (6.2.2)

ãäå âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû P0 ñîäåðæèò íå ìåíåå îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà.
Âûáåðåì ìàòðèöó (è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç A0), äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå p+q

áóäåò ìèíèìàëüíûì ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: øàáëîí ìàòðèöû A0 èìååò
âèä (6.2.2), ìàòðèöû A0 è A PQ-ýêâèâàëåíòíû, âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû
P(A0) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íóëÿ.

Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âñÿêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A0 ðàâåí 0. Ìàòðèöà A0 â
ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è ðàâíà




0 . . . 0 A0[1, 2|p + 1, . . . , p + q] A1
0 . . . 0

A0[3|1, . . . , p] 0 . . . 0 A2

0 . . . 0
A0[4, 5, 6|1, . . . , p] A0[4, 5, 6|p + 1, . . . , p + q] 0 . . . 0

0 . . . 0




.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 âñå ýëåìåíòû ìàòðèö A0[3|1, . . . , p] è
A0[4, 5, 6|1, . . . , p + q] ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû
A0[1, 2|p + 1, . . . , p + q] ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëåâîé ýëåìåíò.
Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû A0[4, 5, 6|1, . . . , p + q] (ìû
îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç m) ïîëîæèòåëåí.

Ïðèáàâèì m ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ òðåõ ñòðîê ìàòðèöû A0, ïðè-
áàâèì −m ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ p + q ñòîëáöîâ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû.
Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà C ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è ðàâíà




0 . . . 0 A0[1, 2|p + 1, . . . , p + q] C1
0 . . . 0

A0[3|1, . . . , p] 0 . . . 0 C2

0 . . . 0
C[4, 5, 6|1, . . . , p] C[4, 5, 6|p + 1, . . . , p + q] 0 . . . 0

0 . . . 0




,
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ïðè÷åì íóëü ñîäåðæèòñÿ â ìàòðèöå C[4, 5, 6|1, . . . , p+ q], è âñå ýëåìåíòû ìàò-
ðèö C1 è C2 ïîëîæèòåëüíû.

Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû A0[1, 2|p + 1, . . . , p + q]
ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëåâîé ýëåìåíò, ïîýòîìó ëþáîé ñòîëáåö
ìàòðèöû C ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ íóëåé. Åñëè ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû
C ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ íóëåé, òî ìàòðèöà C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëèáî
ñëó÷àÿ O, ëèáî ñëó÷àÿ A, äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû óæå äîêàçàíî.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîëáåö ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì ̂ ∈
{1, . . . , p + q} ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ íóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ i′ ∈
{1, 2, 3} \ {̂ı} âûïîëíåíî óñëîâèå Ci′̂ = 0, è òàêæå Cı̂̂ > 0. Â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ìàòðèöû C íàéäåòñÿ èíäåêñ ̂′ ∈ {1, . . . , p + q}, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ Cı̂̂′ = 0.

Ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ òðåõ ñòðîê è ïåðâûõ p+q ñòîëáöîâ ìàòðèöû
C ïðèâåäóò íàñ ê ìàòðèöå

C ′ =




0 c′12
0 c′22 C ′[1, 2, 3|3, . . . , p + q] C ′

0
ω3 0
ω4 c′42 0 . . . 0
ω5 c′52 C ′[4, 5, 6|3, . . . , p + q] 0 . . . 0
ω6 c′62 0 . . . 0




, (6.2.3)

ãäå óñëîâèå ωι > 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ι ∈ {3, 4, 5, 6}, âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû
C ′[1, 2, 3|2, . . . , p + q] ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ íóëåé, ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
ìàòðèöû C ′[4, 5, 6|2, . . . , p + q] ðàâåí 0 (çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû c′42, c′52 è c′62
ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ), è ýëåìåíòû ìàòðèöû C ′

0 ïîëîæèòåëüíû. Íàì âíîâü
ïîòðåáóåòñÿ ðàçîáðàòü òðè ñëó÷àÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà.

B3.1. Åñëè âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû C ′[3, 4, 5, 6|2, . . . , p+q] ñîäåðæèò ëèáî
íè îäíîãî, ëèáî íå ìåíåå òðåõ íóëåé, òî ìàòðèöà C ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïóíêòà B2.

B3.2. Åñëè íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû C ′[3, 4, 5, 6|2, . . . , p + q] ñîäåðæèò
ðîâíî äâà íóëÿ, òî ìàòðèöà C ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà B1.

B3.3. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö (îáîçíà÷èì åãî èí-
äåêñ ÷åðåç j) ìàòðèöû C ′[3, 4, 5, 6|2, . . . , p + q] ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íóëü, òî
åñòü, óñëîâèå c′ij = 0 âûïîëíåíî ïðè åäèíñòâåííîì i > 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i 6= 3. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî èíäåêñ i0 ∈ {4, 5, 6} \
{i}. Òîãäà èìååì c′i0j > 0 è c′3j > 0. Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.3) èìååì c′3,p+q+1 > 0.
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Ïîýòîìó ìàòðèöà

C ′[2, i, i0, 3|1, j, p + q + 1, 2] =




0 x1 x2 x3
ωi 0 x4 x5
ωi0 c′i0j 0 x6

ω3 c′3,j c′3,p+q+1 0


 ,

ãäå ýëåìåíòû x1, . . . , x6 íåîòðèöàòåëüíû, ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåí-
íîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî trop(A) > 3 è ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ïîýòîìó i = 3. Ïåðåñòàâëÿÿ ñòîëáöû ìàòðèöû C ′ ñ èíäåêñàìè 2 è j, ìû
ïîëó÷àåì ìàòðèöó D, äëÿ êîòîðîé

P(D) =




0 c′1,j

0 c′2,j P(D)[1, 2, 3|3, . . . , p + q] C ′
0

∞ 0
∞ ∞ 0 . . . 0
∞ ∞ P(D)[4, 5, 6|3, . . . , p + q] 0 . . . 0
∞ ∞ 0 . . . 0




. (6.2.4)

Â ñèëó ëåììû 6.1.9 ñòðîêè ìàòðèöû P(D)[4, 5, 6] ñîâïàäàþò. Îòìåòèì, ÷òî
ìàòðèöà D[4, 5, 6|2, . . . , p+q] ðàâíà ìàòðèöå C ′[4, 5, 6|2, . . . , p+q] ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ, ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû ðà-
âåí 0. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà P(D)[4, 5, 6|3, . . . , p + q] ñîäåðæèò íåñêîëüêî
ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à îñòàëüíûå ñòîëáöû ìàòðèöû
P(D)[4, 5, 6|3, . . . , p+ q] ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ∞. Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.4) ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ p+ q. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé B3.3 íå
ðåàëèçóåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè B3.1, B3.2 è B3.3 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, ÷òî
çàêàí÷èâàåò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ B3, à òàêæå è ñëó÷àÿ B â öåëîì.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàçäåëà ïîñâÿùåíà ðàçáîðó ñëó÷àåâ (i)�(v) òåîðå-
ìû 6.2.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì íóæíî äîêà-
çàòü, ÷òî íè îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ íå ðåàëèçóåòñÿ.

6.2.2 Ñëó÷àè (ii) è (v)
Íà÷íåì íàøè ðàññóæäåíèÿ ñ ðàçáîðà ñëó÷àåâ (ii) è (v) òåîðåìû 6.2.1.

Òåîðåìà 6.2.2. Ñëó÷àé (v) òåîðåìû 6.2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (v), òî-
ãäà trop(W ) = 3, KC(W ) > 3, è ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ

P(W ) =




∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

s1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
s3




, ãäå s1, s2, s3 > 0.

Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû W ðàâåí 0.

2. Ïîëîæèì W = W [1, 2, 3, 4, 5]. Òîãäà â ñèëó ëåììû 6.1.12 âûïîëíåíî
óñëîâèå trop(W ) 6 3. Òåïåðü òåîðåìà 6.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî KC(W ) 6 3. Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 íàéäåòñÿ ìàòðèöà F ′ ∈ H5×n, äëÿ êîòîðîé W =
deg F ′ è rank(F ′) 6 3.

3. Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû F ′ ëèíåéíî çàâèñèìû
íàä ïîëåì H. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû λ1, λ2, λ4 è λ5 èç ïîëÿ
H, íå âñå ðàâíûå íóëþ, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû µ1, µ3, µ4 è µ5 èç ïîëÿ H, íå âñå
ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ k ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

λ1f
′
1k + λ2f

′
2k + λ4f

′
4k + λ5f

′
5k = 0, µ1f

′
1k + µ3f

′
3k + µ4f

′
4k + µ5f

′
5k = 0. (6.2.5)

Òàêæå ìû ïîëîæèì λ3 = λ6 = µ2 = µ6 = 0. Óìíîæàÿ ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè (6.2.5) íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ H, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
min6

θ=1{deg λθ} = min6
θ=1{deg µθ} = 0. Â ñèëó ëåììû 6.1.14 ñåìåéñòâà

(deg λ1 deg λ2 deg λ4 deg λ5) è (deg µ1 deg µ3 deg µ4 deg µ5) ðåàëèçóþò òðîïè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèö W [1, 2, 4, 5] è W [1, 3, 4, 5], ñîîòâåòñòâåííî.

4. Â ñèëó ëåììû 6.1.7 âûïîëíåíû óñëîâèÿ deg λ1 = deg λ2 = deg µ1 =
deg µ3 = 0, è ÷èñëà deg λ4, deg µ4, deg λ5, deg µ5 ïîëîæèòåëüíû.

5. Ïîñêîëüêó trop(W ) 6 3, íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî (h1h4h5h6) ∈ T4, ðåàëè-
çóþùåå òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [1, 4, 5, 6]. Òîãäà â ñèëó
ëåììû 6.1.7 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî h1 > 0, h4 > 0,
h5 = h6 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî èíäåêñà τ ∈ {1, . . . , s1 + s2} âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ h5 + deg(f ′5τ) = 0 è h4 + deg(f ′4τ) > 0. Áåñêîíå÷íîñòü ïîëÿ C
ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëà ν4, ν5 ∈ H, deg ν4 = h4, deg ν5 = h5, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

deg(ν4f
′
4τ + ν5f

′
5τ) = 0 ïðè âñåõ τ ∈ {1, . . . , s1 + s2}. (6.2.6)

Ìû òàêæå âûáèðàåì ν1 è ν6 êàê ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ H ñòåïåíåé h1
è h6, ñîîòâåòñòâåííî, è ïîëàãàåì ν2 = ν3 = 0.
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6. Ïîëîæèì fiτ = f ′iτ ïðè ëþáûõ i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} è τ ∈ {1, . . . , s1 + s2}.
Ïîëîæèì òàêæå

f6τ =
−ν1f1τ − ν4f4τ − ν5f5τ

ν6
ïðè ëþáîì τ ∈ {1, . . . , s1 + s2}. (6.2.7)

Â ñèëó ïóíêòà 5 âûïîëíåíî óñëîâèå deg(ν1f1τ) > 0, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (6.2.6)
ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå deg f6τ = 0 âûïîëíåíî ïðè âñåõ τ ∈ {1, . . . , s1 + s2}.

7. Â ñèëó ïóíêòà 5 íàáîð (deg ν1, deg ν4, deg ν5, deg ν6) ðåàëèçóåò òðîïè-
÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [1, 4, 5, 6]. Ïîýòîìó èç ëåììû 6.1.18
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà q ∈ {s1 + s2 + 1, . . . , n} íàéäóòñÿ ýëåìåíòû
f1q, f4q, f5q, f6q ∈ H ñòåïåíåé w1q, w4q, w5q, w6q, ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì

ν1f1q + ν4f4q + ν5f5q + ν6f6q = 0, ãäå q ∈ {s1 + s2 + 1, . . . , n}. (6.2.8)

8. Íàêîíåö, ïðè êàæäîì q ∈ {s1 + s2 + 1, . . . , n} ìû ïîëîæèì

f2q =
−λ1f1q − λ4f4q − λ5f5q

λ2
, f3q =

−µ1f1q − µ4f4q − µ5f5q

µ3
. (6.2.9)

Â ñèëó ïóíêòà 4 âûïîëíåíû óñëîâèÿ deg λ4 > 0 è deg λ5 > 0, ïîýòî-
ìó deg(λ4f4q + λ5f5q) > 0, îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå deg f2q = 0 ïðè âñåõ
q ∈ {s1 + s2 + 1, . . . , n}. Òàêèì æå îáðàçîì ìû ìîæåì ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ deg f3q = 0.

9. Òåïåðü ìû çàâåðøèëè îïðåäåëåíèå ìàòðèöû F ∈ H6×n. Ïóíêòû 6, 7 è 8
ïîêàçûâàþò, ÷òî W = deg F . Â ñèëó ðàâåíñòâ (6.2.5) è (6.2.9) âòîðàÿ è òðåòüÿ
ñòðîêè ìàòðèöû F ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðâîé, ÷åòâåðòîé
è ïÿòîé åå ñòðîê. Â ñèëó ðàâåíñòâ (6.2.7) è (6.2.8) øåñòàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
F òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâîé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñòðîê.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì rank(F ) 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âåðíî
íåðàâåíñòâî KC(W ) 6 3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì
äåëå òàêîé ìàòðèöû W íå ñóùåñòâóåò.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ (ii) òåîðåìû 6.2.1.

Òåîðåìà 6.2.3. Ñëó÷àé (ii) òåîðåìû 6.2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (ii), òîãäà, â ÷àñòíî-
ñòè, ìàòðèöà P(W ) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ñòîëáöîâ ñ íîñèòåëÿ-
ìè {4, 5, 6}, {3, 4, 6}, {3, 5, 6}, {3, 4, 5}. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê
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ñòðîê ìàòðèöà P(W ) ñîäåðæèò ñòîëáåö ñ íîñèòåëåì {3, 4, 5}. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì trop(W ) = 3, KC(W ) > 3 è

P(W ) =




0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

s0

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
s1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s5




,

(6.2.10)
ãäå s0 > 0 è s1 > 0. Äàëåå, ñëó÷àé (ii) òåîðåìû 6.2.1 òðåáóåò, ÷òîáû êàæäàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû P(W ) ñîäåðæàëà ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü. Òàêèì îáðàçîì,
øåñòàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P(W ) ñîäåðæèò íóëåâûå ýëåìåíòû, è ïîýòîìó s2 +
... + s5 > 0.

2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå s1+. . .+s5 ìèíèìàëüíî ïî âñåì ìàòðèöàì,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì ñëó÷àÿ (ii) òåîðåìû 6.2.1. Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû
ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âñÿêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû
W ðàâåí 0.

3. Òîãäà ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû W [1, 2|s0+1, . . . , n] ðàâåí m > 0.
Ïðèáàâèì−m ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû W , ïðèáàâèì
m ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ s0 ñòîëáöîâ ìàòðèöû W . Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà
V òàêîâà, ÷òî

P(V ) =




0 . . . 0 P ′
1 P ′

2 P ′
3 P ′

4 P ′
5

0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

s0

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
s1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s5




,

(6.2.11)
è ìàòðèöà (P ′

1| . . . |P ′
5) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü. Èç ïóíêòà 2

òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû V ðàâåí íóëþ.
4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáåö (∞∞ ) ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû äâóì èç ìàòðèö

P ′
1, . . . , P

′
5. Ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðà ñòîëáöîâ ìàòðèöû V îáîçíà÷èì ÷åðåç τ1

è τ2; íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ1 ∈ {s0+1, . . . , s0+s1}.
Òîãäà â ñèëó (6.2.11) âûïîëíåíû óñëîâèÿ [P(V )]5,τ1

= 0, [P(V )]6,τ1
= ∞ è

[P(V )]6,τ2
= 0. Åñëè ïåðâûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû P(V ) ñîâïàäàþò, òî ìû

äîáàâèì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ
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ñòðîê ìàòðèöû V è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ çíà÷åíèÿ s1 +
. . . + s5, ïðåäïîëîæåííîé â ïóíêòå 2.

Íàîáîðîò, åñëè ïåðâûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû P(V ) ðàçëè÷íû, òî âûïîëíåíî
óñëîâèå v1,τ0

6= v2,τ0
äëÿ íåêîòîðîãî τ0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ñ÷èòàåì,

÷òî v1,τ0
> 0 è v2,τ0

= 0; òîãäà ìàòðèöà

P(V )[5, 6, 2, 1|τ1, τ2, τ0, 1] =




0 π1 π2 ∞
∞ 0 π3 ∞
∞ ∞ 0 0
∞ ∞ ∞ 0




ÿâëÿåòñÿ B-òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 6.1.9 âåðíî íåðà-
âåíñòâî trop(V ) > 4.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòîëáåö (∞∞ ) ïðèíàäëåæèò íå
áîëåå, ÷åì îäíîé èç ìàòðèö P ′

1, . . . , P
′
5. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòîëáåö (∞∞ ) íå ïðèíàäëåæèò ìàòðèöàì P ′
2, P

′
3, P

′
4.

5. Â ñèëó ëåììû 6.1.12 âûïîëíåíî óñëîâèå trop(V [2, 3, 4, 5, 6]) 6 3.
Ïîýòîìó òåîðåìà 6.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî KC(V [2, 3, 4, 5, 6]) 6 3. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 íàéäåòñÿ ìàòðèöà F ′, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ
V [2, 3, 4, 5, 6] = deg F ′ è rank(F ′) 6 3.

6. Â ñèëó ïóíêòà 5 ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû F ′ ëèíåéíî çàâèñèìû
íàä ïîëåì H. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ21, λ41, λ51, λ61 èç ïîëÿ H, íå
âñå ðàâíûå 0, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ22, λ32, λ42, λ62 èç ïîëÿ H, íå âñå ðàâíûå
0, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , n}, âûïîëíåíû óñëîâèÿ
λ21f

′
2j+λ41f

′
4j+λ51f

′
5j+λ61f

′
6j = 0, λ22f

′
2j+λ32f

′
3j+λ42f

′
4j+λ62f

′
6j = 0. (6.2.12)

Ìû òàêæå ïîëàãàåì λ11 = λ31 = λ12 = λ52 = 0.
7. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (6.2.12) íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ H, ìû ñ÷èòà-

åì, ÷òî min6
k=1{deg λk1} = min6

k=1{deg λk2} = 0. Â ñèëó ëåììû 6.1.14 íàáî-
ðû (deg λ21 deg λ41 deg λ51 deg λ61) è (deg λ22 deg λ32 deg λ42 deg λ62) ðåàëèçóþò
òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [2, 4, 5, 6] è V [2, 3, 4, 6], ñîîòâåò-
ñòâåííî.

8. Â ñèëó ïóíêòà 1 s1 > 0, ïîýòîìó èç ëåììû 6.1.7 âûòåêàåò, ÷òî deg λ41 =
deg λ51 = deg λ32 = deg λ42 = 0, è ÷èñëà deg λ21, deg λ22 ïîëîæèòåëüíû. Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè s3 + s4 6= 0, òî deg λ62 = 0; åñëè æå s2 + s3 6= 0, òî deg λ61 = 0.

9. Ïîñêîëüêó trop(V ) 6 3, ìû ìîæåì íàéòè íàáîð (h1h2h5h6) ∈ T4, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ min{h1, h2, h5, h6} = 0, êîòîðûé ðåàëèçóåò òðîïè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [1, 2, 5, 6]. Òîãäà â ñèëó ëåììû 6.1.7 âû-
ïîëíåíî óñëîâèå h1 = h2 = 0. Âûáåðåì òåïåðü λ13, λ23 è λ53 êàê ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû ïîëÿ H ñòåïåíåé h1, h2 è h5, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì òàêæå
λ33 = λ43 = 0.
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10. Äàëåå, îáîçíà÷èì ρ1 = λ61λ53, ρ2 = λ51λ63, ρ3 = (λ42λ61 − λ62λ41)λ53,
ρ4 = λ42λ51λ63, ãäå çíà÷åíèå λ63 áóäåò îïðåäåëåíî ïîçäíåå. À èìåííî, èç áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîëÿ C ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò λ63 ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì deg λ63 = h6, deg(ρ1 − ρ2) = min{deg ρ1, deg ρ2} è deg(ρ3 − ρ4) =
min{deg ρ3, deg ρ4}. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè çíà÷åíèå {λki} ïðè âñåõ
k ∈ {1, . . . , 6} è i ∈ {1, 2, 3}; ìàòðèöó (λki) ìû äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Λ ∈ H6×3.

11. Â ýòîì ïóíêòå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ŝ äëÿ èíäåêñà s0 + s1 + 1.
Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.12) âûïîëíåíî óñëîâèå

λ41f
′
4ŝ + λ61f

′
6ŝ = α, λ42f

′
4ŝ + λ62f

′
6ŝ = β, (6.2.13)

ãäå α = −λ21f
′
2ŝ − λ51f

′
5ŝ, β = −λ22f

′
2ŝ − λ32f

′
3ŝ. Èç ïóíêòà 3 ñëåäóåò, ÷òî

s2 6= 0, è òîãäà deg f ′3,ŝ = deg f ′4,ŝ = deg f ′6,ŝ = 0, deg f ′5,ŝ > 0 è deg f ′2ŝ > 0; èç
ïóíêòîâ 7 è 8 ñëåäóåò, ÷òî åñëè s2 6= 0, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ deg λ21 > 0,
deg λ22 > 0, deg λ32 = 0 è deg λ51 > 0. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ
deg α > 0 è deg β = 0 âûïîëíåíû â ñëó÷àå, êîãäà s2 6= 0.

Äàëåå, ìû ïîëó÷àåì f ′4ŝ = 1
λ41

(α− λ61f
′
6ŝ) èç ðàâåíñòâà (6.2.13), è òîãäà

λ42α

λ41
− λ61λ42f

′
6ŝ

λ41
+ λ62f

′
6ŝ = β.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì λ41λ62 − λ61λ42 = 1
f ′6bs (λ41β − λ42α) ; îòêóäà âèäíî,

÷òî ýëåìåíò λ41λ62 − λ61λ42 èìååò ñòåïåíü 0 â ñëó÷àå, êîãäà s2 6= 0.
12. Íà÷íåì ñòðîèòü ìàòðèöó F∈H6×n, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

degF=V è

λ1if1j + λ2if2j + λ3if3j + λ4if4j + λ5if5j + λ6if6j = 0 (6.2.14)

ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3} è j ∈ {1, . . . , n}. Ðàññìîòðèì ïÿòü âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ j ∈ {1, . . . , n} òàêîâ, ÷òî ìèíèìóì

â âûðàæåíèè
6

min
θ=1

{deg λθ3 + vθj} (6.2.15)

äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà θ ∈ {1, 2}. Èç ïóíêòà 9 òîãäà
ñëåäóåò, ÷òî v1j = v2j. Ïîëîæèì fkj = f ′kj äëÿ ëþáîãî k 6= 1, è òàêæå

f1j =
−λ23f2j − λ53f5j − λ63f6j

λ13
. (6.2.16)

Åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå ñòåïåíè v2j â ÷èñëèòåëå � ýòî λ23f2j, à âñå îñòàëü-
íûå ñëàãàåìûå èìåþò áîëüøóþ ñòåïåíü, ïîýòîìó deg f1j = v2j = v1j. Òà-
êèì îáðàçîì, èç ïóíêòà 5 ñëåäóåò ðàâåíñòâî deg fkj = vkj ïðè ëþáûõ k ∈
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{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ðàâåíñòâà (6.2.14) äëÿ i = 1 è i = 2 òåïåðü ñëåäóþò èç ïóíê-
òà 6, à äëÿ i = 3 � èç ðàâåíñòâà (6.2.16).

Ñëó÷àé B. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {s0 +1, . . . , s0 + s1, s0 + s1 +
s2 + s3 + s4 + 1, . . . , n} è ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé B1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ θ = 5 è θ = 6 äîñòàâëÿþò ìèíè-
ìóì âûðàæåíèþ (6.2.15). Òîãäà v6j = h5−h6 è min6

θ=1{deg λθ3 +vθj} = h5. Òå-
ïåðü èç ïóíêòîâ 8 è 9 ñëåäóåò, ÷òî deg det Λ[3, 4, 5] = h5, deg det Λ[3, 4, 6] = h6,
è äëÿ i′ = 1 è i′ = 2 âûïîëíåíî óñëîâèå min6

θ=1{deg λθi′+vθj} = 0. Èç ïóíêòà 10
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî deg det Λ[3, 5, 6] = deg det Λ[4, 5, 6] = h6. Òàêèì îáðàçîì
ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà Λ ∈ H6×3, íàáîð (v1j, . . . , v6j) è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
{3, 4, 5, 6} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.15. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ f1j, . . . , f6j ∈ H âûïîëíåíû óñëîâèÿ deg fkj = vkj ïðè
âñåõ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à òàêæå óñëîâèÿ (6.2.14) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3}.

Ñëó÷àé B2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî χ ∈ {1, 2} çíà÷åíèå θ = χ
äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ (6.2.15). Ïîëîæèì f6j = tv6j ; â ñèëó ëåì-
ìû 6.1.16 íàéäåòñÿ ÷èñëî ξ ∈ C∗, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

deg (λ53ξ + λ63f6j) = min{deg λ53, deg λ63 + v6j}, (6.2.17)

deg (λ51ξ + λ61f6j) = 0, (6.2.18)

deg

(
λ42λ51

λ41
ξ +

(
λ42λ61

λ41
− λ62

)
f6j

)
= 0. (6.2.19)

Ïîëîæèì f5j = ξ; ìû âèäèì, ÷òî deg f5j = v5j è deg f6j = v6j.
Â ñèëó ëåììû 6.1.16 íàéäåòñÿ ÷èñëî ψ ∈ C∗, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ deg (ψλ3−χ,3t

v3−χ,j + λ53f5j + λ63f6j) = min{deg λ3−χ,3 + v3−χ,j, deg λ53 +
v5j, deg λ63 + v6j}. Òåïåðü ìû ïîëîæèì f3−χ,j = ψtv3−χ,j (òîãäà deg f3−χ,j =
v3−χ,j) è

fχj = −ψλ3−χ,3t
v3−χ,j + λ53f5j + λ63f6j

λχ3
. (6.2.20)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ñëó÷àÿ B2 çíà÷åíèå θ = χ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âû-
ðàæåíèþ (6.2.15), è òîãäà, ïîñêîëüêó íàáîð (deg λ13 deg λ23 deg λ53 deg λ63)
ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [1, 2, 5, 6], âûïîëíåíû
óñëîâèÿ deg λχ3 + vχj = min{deg λ3−χ,3 + v3−χ,j, deg λ53 + v5j, deg λ63 + v6j}. Èç
óñëîâèÿ (6.2.20) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî deg fχj = vχj, è ïîýòîìó óñëîâèå (6.2.14)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè i = 3 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé f3j è f4j, ïîñêîëüêó â ñèëó ïóíê-
òà 9 âåðíî, ÷òî λ33 = λ43 = 0.
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Äàëåå, ìû ïîëàãàåì

f4j =
−λ21f2j − λ51f5j − λ61f6j

λ41
, f3j =

−λ22f2j − λ42f4j − λ62f6j

λ32
. (6.2.21)

Â ñèëó ïóíêòà 6 âûïîëíåíî óñëîâèå λ11 = λ31 = λ12 = λ52 = 0, îòêóäà â
âèäó (6.2.21) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (6.2.14) ïðè i = 1 è i = 2.

Íàêîíåö, èç ïóíêòà 8 ñëåäóåò, ÷òî deg(λ21f2j) > 0, ïîýòîìó â ñèëó óñëî-
âèé (6.2.18) èìååì deg f4j = 0 = v4j. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ýëåìåíòà f3j,
ìû çàìåíÿåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ f4j è f5j íà èõ âûðàæåíèÿ è ïîëó÷àåì, ÷òî

f3j =
λ42λ51

λ32λ41
ξ +

(
λ61λ42

λ32λ41
− λ62

λ32

)
f6j +

(
λ21λ42

λ32λ41
− λ22

λ32

)
f2j.

Èç ïóíêòà 8 è óñëîâèé (6.2.19) ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî deg f3j = 0 = v3j. Ýòî
çàêàí÷èâàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ B2.

Â ñèëó ïóíêòà 9 íàáîð (deg λ13, deg λ23, deg λ53, deg λ63) ðåàëèçóåò òðîïè-
÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [1, 2, 5, 6]. Ïîýòîìó åñëè íè çíà÷åíèå
θ = 1, íè çíà÷åíèå θ = 2 íå äîñòàâëÿþò ìèíèìóìà âûðàæåíèþ (6.2.15), òî
çíà÷åíèÿ θ = 5 è θ = 6 äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ýòîìó âûðàæåíèþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ñëó÷àè B1 è B2 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, è ðàçáîð ñëó÷àÿ B
çàâåðøåí.

Ñëó÷àé C. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {s0+s1+1, . . . , s0+s1+s2},
è ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ñëó÷àÿ A íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ j.

C1. Â ñèëó ïóíêòà 4 óñëîâèå vg1j = 0 âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì g1 ∈
{1, 2}, èç ïóíêòà 9 âûòåêàåò, ÷òî deg λg13 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì
âûðàæåíèþ (6.2.15) äîñòàâëÿåò çíà÷åíèå θ = g1. Â ñèëó ïóíêòà 9 íàáîð
(deg λ13, deg λ23, deg λ53, deg λ63) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèöû V [1, 2, 5, 6], è ïîòîìó ìèíèìóì â âûðàæåíèè (6.2.15) òàêæå äîñòèãà-
åòñÿ ïðè íåêîòîðîì g2 6= g1. Ïîñêîëüêó ïðåäïîëîæåíèå ñëó÷àÿ A íå âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ j, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî g2 /∈ {1, 2}. Èç ðàâåíñòâà (6.2.11) òåïåðü
ñëåäóåò, ÷òî g2 6= 5, èç ïóíêòà 9 âûòåêàåò, ÷òî g2 /∈ {3, 4}; òàêèì îáðàçîì,
g2 = 6. Òîãäà ìû èìååì deg λ63 +v6j = deg λg13 +vg1j = 0, òî åñòü, deg λ63 = 0.

C2. Èç ïóíêòîâ 8 è 9 ñëåäóåò, ÷òî deg det Λ[g1, 3, 4] = deg det Λ[g1, 3, 6] = 0,
è äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå min6

θ=1{deg λθi+vθj} = 0. Ðàâåí-
ñòâî deg det Λ[g1, 4, 6] = 0 ñëåäóåò èç ïóíêòà 11, à ðàâåíñòâî deg det Λ[3, 4, 6] =
0 � èç ïóíêòîâ 8 è C1. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Λ ∈ H6×3, íàáîð (v1j, . . . , v6j)
è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {g1, 3, 4, 6} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 6.1.15. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ f1j, . . . , f6j ∈ H âûïîëíåíî óñëî-
âèå deg fkj = vkj ïðè âñåõ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à òàêæå âåðíû ðàâåíñòâà (6.2.14)
ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3}.
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Ñëó÷àé D. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {s0 + s1 + s2 + 1, . . . , s0 +
s1 + s2 + s3}, è ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ïóíêòà A íå âåðíî äëÿ j. Ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà C1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ìèíèìóì âûðàæå-
íèþ (6.2.15) äîñòàâëÿþò íåêîòîðûå èíäåêñû θ1 ∈ {1, 2} è θ2 ∈ {5, 6}, è
ìû òàêæå ïîëó÷àåì deg λθ23 = 0. Â ñèëó ïóíêòîâ 8 è 9 âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ deg det Λ[θ1, 3, 5] = deg det Λ[θ1, 3, 6] = deg det Λ[θ1, 5, 6] = 0, è äëÿ
âñåõ i ∈ {1, 2, 3} âåðíî ðàâåíñòâî min6

θ=1{deg λθi + vθj} = 0. Ðàâåíñòâî
deg det Λ[3, 5, 6] = 0 ñëåäóåò èç ïóíêòà 10. Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà Λ ∈ H6×3,
íàáîð (v1j, . . . , v6j) è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {θ1, 3, 5, 6} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ëåììû 6.1.15. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ f1j, . . . , f6j ∈ H
âûïîëíåíî óñëîâèå deg fkj = vkj ïðè âñåõ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à òàêæå âåðíû
ðàâåíñòâà (6.2.14) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3}.

Ñëó÷àé E.Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {s0+s1+s2+s3+1, . . . , s0+s1+
s2+s3+s4}, à òàêæå, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ïóíêòà A íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ j. Ðàñ-
ñóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà C1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ìèíèìóì
âûðàæåíèþ (6.2.15) äîñòàâëÿþò íåêîòîðûå èíäåêñû θ′1 ∈ {1, 2} è θ′2 ∈ {5, 6}.
Èç ïóíêòà 8 ñëåäóåò, ÷òî deg det Λ[θ′1, 4, 5] = deg det Λ[θ′1, 5, 6] = 0, è äëÿ
ëþáîãî i ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå min6

θ=1{deg λθi + vθj} = 0. Èç ïóíê-
òîâ 8 è 11 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî deg det Λ[θ′1, 4, 6] = 0, èç ïóíêòà 10 âûòåêàåò
deg det Λ[4, 5, 6] = 0. Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà Λ ∈ H6×3, íàáîð (v1j, . . . , v6j) è
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {θ′1, 4, 5, 6} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 6.1.15. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ f1j, . . . , f6j ∈ H âûïîëíåíî óñëîâèå
deg fkj = vkj ïðè âñåõ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, à òàêæå âåðíû ðàâåíñòâà (6.2.14)
ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3}.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè A�E èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè äëÿ èíäåêñà j. Â
ñàìîì äåëå, â ñèëó ïóíêòà 9 èíäåêñû j′ ∈ {1, . . . , s0} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì ñëó÷àÿ A. Âñå îñòàâøèåñÿ âîçìîæíîñòè áûëè ðàññìîòðåíû â ñëó÷àÿõ B�E.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ V = deg F ,
à òàêæå ðàâåíñòâàì (6.2.14) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3} è j ∈ {1, . . . , n}. Ïî ïî-
ñòðîåíèþ ìàòðèöû Λ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå âòîðîé, ÷åòâåðòîé è øåñòîé ñòðîê. Ýòî ïîêàçûâàåò,
÷òî rank(F ) 6 3. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âåðíî, ÷òî KC(W ) 6 3. Ïðîòè-
âîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ìàòðèöû W íå ñóùåñòâóåò.

6.2.3 Ñëó÷àé (iv)
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðàçáèðàåì ñëó÷àé (iv) òåîðåìû 6.2.1. Íà÷íåì ñ äîêà-
çàòåëüñòâà ïîëåçíîé òåõíè÷åñêîé ëåììû.

Ëåììà 6.2.4. Ïóñòü òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû M ∈ R4×n íå ïðåâîñõî-
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äèò òðåõ, còîëáåö
( 0∞∞∞

)
ïðèíàäëåæèò ìàòðèöå P(M), ñòðîêè ìàòðèöû

P(M)[2, 3, 4] ïîïàðíî ðàçëè÷íû, êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P(M) ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü. Òîãäà íàáîð (x, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû M ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 6.1.19 íàéäåòñÿ íàáîð (x, a, b, c), ðåàëè-
çóþùèé òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû M , è ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî min{x, a, b, c} = 0. Èç ëåììû 6.1.7 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî x > 0 è
a = b = c = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé ëåììîé äëÿ õàðàêòåðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàò-
ðèö, ðåàëèçóþùèõ ñëó÷àé (iv) òåîðåìû 6.2.1.

Ëåììà 6.2.5. Ïóñòü ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (iv) òåîðåìû 6.2.1. Òî-
ãäà íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x è y, äëÿ êîòîðûõ íàáîðû (0, 0, 0, x) è
(y, 0, 0, 0) ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèö W [1, 2, 3, 4]
è W [3, 4, 5, 6], ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ïðåäïîëîæåíèè ñëó÷àÿ (iv) ìàòðèöà W óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì trop(W ) = 3, KC(W ) > 3 è

P(W ) =




0 . . . 0 ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ P ′

0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 P ′′

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
p

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
q

︸︷︷︸
r




,

ãäå ÷èñëà p è q íåíóëåâûå, ÷èñëî r ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, âñÿêèé ñòîëáåö
ìàòðèöû P ′, êàê è âñÿêèé ñòîëáåö ìàòðèöû P ′′, ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
äâà íóëÿ. Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû W ðàâåí 0.

2. Ìû äîêàæåì òîëüêî, ÷òî íàáîð (y, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâè-
ñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [3, 4, 5, 6] ïðè íåêîòîðîì y > 0, ïîñêîëüêó ñëó÷àé
ìàòðèöû W [1, 2, 3, 4] ìîæåò áûòü ðàçîáðàí àíàëîãè÷íî. Âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ.

Ñëó÷àé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∞ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìàòðèöû P ′′. Â
ýòîì ñëó÷àå, åñëè íåêîòîðûå ñòðîêè ìàòðèöû P ′′ ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì,
òî ìû ïðèáàâëÿåì ìàëîå −ε < 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðîê
ìàòðèöû W . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèÿì ñëó÷àÿ (v) òåîðåìû 6.2.1 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëá-
öîâ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 6.2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðè-
öû P ′′ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ëåììû 6.2.4 çàâåðøàåò
ðàçáîð ñëó÷àÿ A.

Ñëó÷àé B. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà P ′′ ñîñòîèò èç íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ. Áóäåì ðàçáèðàòü ýòîò ñëó÷àé ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íè ïðè êàêîì y > 0 íàáîð (y, 0, 0, 0) íå ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè còðîê ìàòðèöû W [3, 4, 5, 6].

B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ j ∈ {1, . . . , p}, äëÿ êî-
òîðûõ ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå {w4j, w5j, w6j} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Åñ-
ëè ìíîæåñòâî G ïóñòî, òî íàáîð (0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
ñòðîê ìàòðèöû W [4, 5, 6], ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì ñëó÷àÿ B.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî G íåïóñòî, è ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç χ ìèíèìàëüíûé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà

⋃
g∈G{w4g, w5g, w6g}.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè äëÿ êàêîé ïàðû (j1, j2) ∈ {1, . . . , p}2 ìèíè-
ìóì íà ìíîæåñòâå {w4j1, w5j1, w6j1, w4j2, w5j2, w6j2} íå äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí
ðàç. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , p} ìû èìååì min{w4j, w5j, w6j} 6
χ, è åñëè ìèíèìóì ìíîæåñòâà {w4j, w5j, w6j} ìåíüøå χ, òî ýòîò ìèíè-
ìóì äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó-
÷àå íàáîð (χ, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû
W [3, 4, 5, 6]. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì ñëó÷àÿ B ïîêàçûâàåò, ÷òî íàé-
äóòñÿ èíäåêñû j1, j2 ∈ {1, . . . , p}, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå
{w4j1, w5j1, w6j1, w4j2, w5j2, w6j2} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Áóäåì ñ÷èòàòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî a = w4j1 < min{w5j1, w6j1, w4j2, w5j2, w6j2}.

B2. ×åðåç J ′ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ j, ïðè êîòîðûõ íå âñå
èç ÷èñåë w4j, w5j, w6j ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ïîëîæèì òàêæå

a′ = min
4¹i¹6,j∈J ′

{wij}.

Â ñèëó ðàññóæäåíèé ïóíêòà B1 èìååì j1 ∈ J ′ è a′ 6 a.
B3. Òåïåðü ïðèáàâèì −a′ ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðîê ìàò-

ðèöû W . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 øàáëîí ïîëó÷åííîé ìàòðèöû V èìååò âèä

P(V ) =




0 . . . 0

0 . . . 0 P̂
0 . . . 0

0 . . . 0

P̃ 0 . . . 0
0 . . . 0




, (6.2.22)
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ãäå ìàòðèöà P̃ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü, è ñòîëáåö
(

0
0
0

)
íå ïðè-

íàäëåæèò ìàòðèöå P̃ . Â ñèëó ïóíêòà B1 ñòîëáåö ìàòðèöû P̃ ñ èíäåêñîì j2

ðàâåí
(∞∞∞

)
. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

B4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè ìàòðèöû P̃ ðàçëè÷íû. Òî-
ãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî [P(V )]5j0 = 0 è
[P(V )]6j0 = ∞ ïðè íåêîòîðîì j0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v6j0 > v5j0 = 0, è â
ñèëó ðàññóæäåíèé ïóíêòà B3 ìû èìååì

V [3, 4, 5, 6|j2, j1, j0, p
′ + 1] =




0 0 0 z1
w4j2 − a′ a− a′ z2 0
w5j2 − a′ w5j1 − a′ 0 0
w6j2 − a′ w6j1 − a′ v6j0 0


 ,

ãäå ÷èñëà z1, z2 íåîòðèöàòåëüíû. Èç ðàññóæäåíèé ïóíêòà B1 ñëåäóåò, ÷òî
a− a′ < min{w5j1 − a′, w6j1 − a′, w4j2 − a′, w5j2 − a′, w6j2 − a′}, ïîýòîìó â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 1.2.5 ìàòðèöà V [3, 4, 5, 6|j2, j1, j0, p

′ + 1] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäå-
íà. Ïîýòîìó trop(W ) > 4, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1.

B5. Òàêèì îáðàçîì, ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà B4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëåäíèå
äâå ñòðîêè ìàòðèöû P̃ ñîâïàäàþò.

B5.1. Åñëè ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P̃ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
íóëü, òî ìû ïðèáàâèì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ
÷åòûðåõ ñòðîê ìàòðèöû V . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ (ii) òåîðåìû 6.2.1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåð-
æäåíèþ òåîðåìû 6.2.3.

B5.2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû P̃ ðàâíû
∞, è ìû ïðèáàâèì ìàëîå −ε < 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðîê
ìàòðèöû V . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñëó÷àÿ (v) òåîðåìû 6.2.1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðå-
ìû 6.2.2.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ B è ïîêàçûâàåò òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî íàáîð (y, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèöû W [3, 4, 5, 6] ïðè íåêîòîðîì y > 0.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 6.2.6. Ñëó÷àé (iv) òåîðåìû 6.2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (iv),
òîãäà trop(W ) = 3 è KC(W ) > 3. Òàêæå â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì
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ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû W íåîòðèöàòåëüíû è

W =




0 . . . 0

0 . . . 0 P̃ ′ P ′

0 . . . 0
0 . . . 0

P̃ ′′ 0 . . . 0 P ′′

︸︷︷︸
p

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
q

︸︷︷︸
r




, (6.2.23)

ãäå ìàòðèöû P̃ ′ è P̃ ′′ ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, è êàæäûé ñòîëáåö
êàæäîé èç ìàòðèö P ′ è P ′′ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íóëÿ.

2. Â ñèëó ëåììû 6.2.5 íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b, äëÿ êîòî-
ðûõ íàáîðû (0, 0, 0, a) è (b, 0, 0, 0) ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèö W [1, 2, 3, 4] è W [3, 4, 5, 6], ñîîòâåòñòâåííî.

3. ×åðåç Λ ∈ H3×3 îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò ñòåïåíü
0, àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ èìåþò ñòåïåíü a, à îïðåäåëèòåëü èìååò ñòåïåíü
2a + b. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

Λ =




1 + ta 1 1
1 1 + ta 1
1 1 2

2+ta + ta+b


 .

4. Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} íàéäóòñÿ ýëåìåíòû
f1j, . . . , f6j ñòåïåíåé w1j, . . . , w6j, ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Λ




f1j

f2j

f3j


 =




taf4j

taf5j

taf6j


 . (6.2.24)

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.
Ñëó÷àé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {1, . . . , p}, è ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå

{w4j, w5j, w6j} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Èç ïóíêòà 2 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî
min{w4j, w5j, w6j} = b, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i′ ∈ {1, 2, 3} ýëåìåíò

fi′j =
ta+w4jΛ1i′ + ta+w5jΛ2i′ + ta+w6jΛ3i′

det Λ

èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. Ïîëîæèâ f4j = tw4j , f5j = tw5j , f6j = tw6j , ìû ïðèìå-
íèì ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ýëåìåíòû f1j, . . . , f6j óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ (6.2.24).

Ñëó÷àé B. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî j ∈ {1, . . . , p}, è ìèíèìóì íà ìíî-
æåñòâå {w4j, w5j, w6j} äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû. Èç ïóíêòà 2
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òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî min{w4j, w5j, w6j} = c 6 b. Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.23)
÷èñëî c ïîëîæèòåëüíî, è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
w4j = w5j = c è w6j = d > c. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü ýëåìåíòà

f5j := −γ1t
cΛ11

Λ21
− tdΛ31

Λ21
+ tb (6.2.25)

ðàâíà c äëÿ íåêîòîðîãî γ1 ∈ C∗. Ïîëîæèì òàêæå f4j = γ1t
c è f6j = td.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî i′ ∈ {1, 2, 3} ïîëîæèì

fi′j =
taf4j

(
Λ1i′ − Λ2i′Λ11

Λ21

)
+ taf6j

(
Λ3i′ − Λ2i′Λ31

Λ21

)
+ ta+bΛ2i′

det Λ
.

Â ñèëó ïóíêòà 3 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà deg f1j = deg f2j = deg f3j = 0. Â ñèëó
ðàâåíñòâà (6.2.25) òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

fi′j =
taf4jΛ1i′ + taf5jΛ2i′ + taf6jΛ3i′

det Λ
,

ïîýòîìó óñëîâèå (6.2.24) ñëåäóåò òåïåðü èç ôîðìóë Êðàìåðà.
Ñëó÷àé C. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {p+1, . . . , p+q}, è ìèíèìóì íà

ìíîæåñòâå {w1j, w2j, w3j} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Èç ïóíêòà 2 ñëåäóåò,
÷òî min{w1j, w2j, w3j} = a, ïîýòîìó ïðè êàæäîì i′ ∈ {1, 2, 3} ýëåìåíò

fi′+3,j = t−a (λi′1t
w1j + λi′2t

w2j + λi′3t
w3j)

èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. Ïîëîæèì òàêæå f1j = tw1j , f2j = tw2j , f3j = tw3j è
óáåäèìñÿ, ÷òî âûáðàííûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6.2.24).

Ñëó÷àé D. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {p+1, . . . , p+q}, è ìèíèìóì íà
ìíîæåñòâå {w1j, w2j, w3j} äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû. Èç ïóíêòà 2
ñëåäóåò, ÷òî min{w1j, w2j, w3j} = h 6 a. Â ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.23) ÷èñëî h
ïîëîæèòåëüíî, è ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî w1j =
w2j = h è w3j = g > h. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü ýëåìåíòà

f2j = −γ2t
hλ11

λ12
− tgλ13

λ12
+ ta (6.2.26)

ðàâíà h ïðè íåêîòîðîì γ2 ∈ C∗. Ïîëîæèì òàêæå f1j = γ2t
h è f3j = tg.

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî i′ ∈ {1, 2, 3} ïîëîæèì fi′+3,j =
t−a (λi′1f1j + λi′2f2j + λi′3f3j) è óáåäèìñÿ, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ (6.2.24). Èç ðàâåíñòâà (6.2.26) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

fi′+3,j =
γ2t

h
(
λi′1 − λ11λi′2

λ12

)
+ tg

(
λi′3 − λ13λi′2

λ12

)
+ λi′2t

a

ta
,

186



ïîýòîìó â ñèëó ïóíêòà 3 âåðíû ðàâåíñòâà deg f4j = deg f5j = deg f6j = 0.
Ñëó÷àé E. Íàêîíåö, ðàçáåðåì ñëó÷àé j ∈ {p + q + 1, . . . , n}. Â ñèëó

ïóíêòà 1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî w1j = w2j = 0 =
w4j = w5j = 0, w3j = α > 0 è w6j = β > 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîìïëåêñíûå
÷èñëà ζ êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî òàêîâû, ÷òî çíà÷åíèå

f4j = −ζΛ23

Λ13
− tβΛ33

Λ13
+ tb+α

èìååò ñòåïåíü íóëü. Ìû òàêæå âûáèðàåì ζ îòëè÷íûì îò íóëÿ è ïîëàãàåì
f5j = ζ, f6j = tβ. Äàëåå, ìû ïîëàãàåì

fi′j =
taf4jΛ1i′ + taf5jΛ2i′ + taf6jΛ3i′

det Λ

äëÿ âñåõ i′ ∈ {1, 2, 3}, è ïðîâåðÿåì óñëîâèå (6.2.24) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðà-
ìåðà.

Â ñèëó îïðåäåëåíèé ïðè ëþáûõ i′ ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

fi′j =
ta+β

(
Λ3i′ − Λ33Λ1i′

Λ13

)
+ ζta

(
Λ2i′ − Λ23Λ1i′

Λ13

)
+ ta+b+αΛ1i′

det Λ
,

â ÷àñòíîñòè, f3j = ta+b+αΛ13

det Λ (ïîýòîìó â ñèëó ïóíêòà 3 âåðíî deg f3j = α). Â ñèëó
ïóíêòà 3 ìû òàêæå èìååì deg Λ = 2a + b, deg Λ1i′ = a, deg

(
Λ3i′ − Λ33Λ1i′

Λ13

)
=

a + b è deg
(
Λ2i′ − Λ23Λ1i′

Λ13

)
= a + b.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì fi′j = tαφ1 + ζφ2 + tβφ3 äëÿ íåêîòîðûõ φ1,
φ2 è φ3 ñòåïåíè íóëü. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ÷èñëà α è β íåîòðèöàòåëüíû, âñå
êîìïëåêñíûå ÷èñëà ζ êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî èëè äâóõ óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì deg fi′j = 0 ïðè i′ ∈ {1, 2}. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ C íàéäåòñÿ ÷èñëî
ζ, äëÿ êîòîðîãî deg fij = wij ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ñëó÷àè A�E èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ìàòðè-
öà F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ W = deg F è óñëîâèþ (6.2.24). Ïîýòîìó
rankF 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî KC(W ) 6 3.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ìàòðèöû W íà ñàìîì äåëå
íå ñóùåñòâóåò.

6.2.4 Ñëó÷àé (iii)
Äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àÿ (iii) òåîðåìû 6.2.1 íàì òðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

187



Ëåììà 6.2.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (iii)
òåîðåìû 6.2.1, è íîñèòåëü íåêîòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P(W ) ðàâåí
{r1, r2, r3}. Åñëè {r4, r5, r6} = {1, . . . , 6} \ {r1, r2, r3}, òî ñòðîêè ìàòðèöû
P(W )[r4, r5, r6] ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ÷åòâåðòàÿ è ïÿòàÿ ñòðîêè ìàòðèöû P(W ) ñîâ-
ïàäàþò è {r1, r2, r3} = {1, 2, 3}. Â ýòîì ñëó÷àå

P(W ) =




0 . . . 0
0 . . . 0 P2 P3 P4
0 . . . 0
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

h1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
h2

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
h3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
h4




,

ãäå çíà÷åíèÿ h2, h3 è h4 ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé
ïóíêòà (iii) íà ñàìîì äåëå h4 = 0. Áîëåå òîãî, òåîðåìà 6.2.1 òðåáóåò, ÷òîáû
êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P(W ) ñîäåðæàëà ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü, è ìû
èìååì h2 6= 0.

Òåïåðü ìû ïðèáàâëÿåì ìàëîå ε > 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ òðåõ
ñòðîê ìàòðèöû W . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1.4 ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ëèáî ñëó÷àÿ (v) (åñëè h3 6= 0) èëè ñëó÷àÿ (iv) (åñëè h3 = 0)
òåîðåìû 6.2.1 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ îäíîé èç òåîðåì 6.2.2 è 6.2.6 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåïåðü ìû äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 6.2.8. Ñëó÷àé (iii) òåîðåìû 6.2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà W ðåàëèçóåò ñëó÷àé (iii).
Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, trop(W ) = 3, KC(W ) > 3 è

P(W ) =




0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0 P ′

∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

q1

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
q2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
q4




, (6.2.27)

ãäå êàæäîå èç ÷èñåë q1, . . . , q4 ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ.
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2. Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
âñÿêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû W ðàâåí íóëþ.

3. Åñëè q1 6= 0, òî â ñèëó ëåìì 6.2.4 è 6.2.7 íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
a > 0, äëÿ êîòîðîãî íàáîð (a, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
ñòðîê ìàòðèöû W [3, 4, 5, 6]. Åñëè æå q1 = 0, òî ìû ïîëàãàåì a = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè q2 6= 0, òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî b > 0, äëÿ
êîòîðîãî íàáîð (b, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû
W [1, 2, 3, 6]. Åñëè æå q2 = 0, òî ìû ïîëàãàåì b = 0.

Åñëè q3 6= 0, òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c > 0, äëÿ êîòîðîãî íàáîð
(0, c, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [1, 2, 3, 5]. Åñ-
ëè æå q3 = 0, òî ìû ïîëàãàåì c = 0.

Åñëè q4 6= 0, òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d > 0, äëÿ êîòîðîãî íàáîð
(0, 0, d, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [1, 2, 3, 4].
Åñëè æå q4 = 0, òî ìû ïîëàãàåì d = 0.

4. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ =




2 + ta 1 −tb

1 2tc 1

5td 1 2+tb−10tb+c+d−5td

−1+4tc+2ta+c

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1




è îáîçíà÷èì ÷åðåç L ïîäìàòðèöó Λ[1, 2, 3].
5. Ïóñòü èíäåêñû g1, g2, g3 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî deg det Λ[g1, g2, g3] = 0, åñëè ìíîæåñòâî {g1, g2, g3} íå ÿâëÿ-
åòñÿ íîñèòåëåì íè îäíîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P(W ). Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìàòðèöû L èìååò ñòåïåíü
íóëü è deg det L = a.

6. Áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} íàéäóòñÿ
ýëåìåíòû f1j, . . . , f6j ñòåïåíåé w1j, . . . , w6j, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî óñëîâèå

λ1if1j + . . . + λ6if6j = 0 äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, 3}. (6.2.28)
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé A. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {1, . . . , q1}, è ìèíèìóì íà
ìíîæåñòâå {w4j, w5j, w6j} äîñòèãàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Â ñèëó ïóíêòà 3 âåð-
íî ðàâåíñòâî min{w4j, w5j, w6j} = a, è ïîòîìó â ñèëó ïóíêòà 5 äëÿ ëþáîãî
èíäåêñà i′ ∈ {1, 2, 3} ýëåìåíò

fi′j =
tw4jLi′1 + tw5jLi′2 + tw6jLi′3

det L
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èìååò ñòåïåíü íóëü. Ïîëîæèì òàêæå f4j = tw4j , f5j = tw5j , f6j = tw6j è ïðî-
âåðèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóë Êðàìåðà íàáîð f1j, . . . , f6j óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (6.2.28).

Ñëó÷àé B. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {1, . . . , q1}, è ìèíèìóì íà ìíî-
æåñòâå {w4j, w5j, w6j} äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû. Èç ïóíêòà 3
ñëåäóåò, ÷òî min{w4j, w5j, w6j} = h 6 a, è ÷èñëî h òîãäà ïîëîæèòåëüíî â
ñèëó ðàâåíñòâà (6.2.27). Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
w4j = w5j = h è w6j = u > h, è òîãäà ñòåïåíü ýëåìåíòà

f5j = −γthL11

L12
− tuL13

L12
+ ta (6.2.29)

ðàâíà h äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ C∗. Ïîëîæèì òàêæå f4j = γth, f6j = tu.
Òåïåðü ïðè êàæäîì i′ ∈ {1, 2, 3} ìû ïîëàãàåì

fi′j =
f4j

(
Li′1 − Li′2L11

L12

)
+ f6j

(
Li′3 − Li′2L13

L12

)
+ taLi′2

det L
.

Â ñèëó ïóíêòà 5 âûïîëíåíî óñëîâèå deg f1j = deg f2j = deg f3j = 0, è èç
óñëîâèé (6.2.29) ñëåäóåò, ÷òî

fi′j =
f4jLi′1 + f5jLi′2 + f6jLi′3

det L
,

ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ôîðìóë Êðàìåðà çàâåðøàåò ïðîâåðêó óñëîâèÿ (6.2.28).
Ñëó÷àé C. Òåïåðü ïóñòü j ∈ {q1 + 1, . . . , q1 + . . . + q4}. Ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà j ∈ {q1 + 1, . . . , q1 + q2}, ïîñêîëüêó åñëè
j ∈ {q1 + q2 + 1, . . . , q1 + q2 + q3} èëè j ∈ {q1 + q2 + q3 + 1, . . . , q1 + . . . + q4},
òî äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè. Â
ñèëó ïóíêòà 2 íàáîð (deg λ13, deg λ23, deg λ33, deg λ63) = (b, 0, 0, 0) ðåàëèçóåò
òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû W [1, 2, 3, 6]. Òåïåðü èç ëåììû 6.1.18
ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j, f2j, f3j, f6j ∈ H ñòåïåíåé w1j, w2j, w3j, w6j,
ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ λ13f1j+λ23f2j+λ33f3j+λ63f6j = 0.
Â ñèëó ïóíêòîâ 1 è 3 ýëåìåíòû f4j = λ11f1j + λ21f2j + λ31f3j è f5j =
λ12f1j +λ22f2j +λ32f3j èìåþò íóëåâûå ñòåïåíè. Óñëîâèå (6.2.28) òåïåðü ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà.

Ñëó÷àé D. Ïóñòü j ∈ {q1 + . . . + q4 + 1, . . . , n}. Â ñèëó ïðåäïîëî-
æåíèé ñëó÷àÿ (iii) òåîðåìû 6.2.1 ìíîæåñòâî Suppj(P(W )) èìååò ïîäìíî-
æåñòâî {u, v, y, z}, êîòîðîå íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ íèêàêîãî íîñèòåëÿ ñòîëá-
öà ìàòðèöû P(W ). Â ñèëó ïóíêòà 5 èìååì deg det Λ[p, q, r] = 0 äëÿ ëþ-
áûõ ðàçëè÷íûõ p, q, r ∈ {u, v, y, z}, â ñèëó ïóíêòîâ 2 è 4 âåðíî, ÷òî
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∑3
h=1 min6

s=1{deg λsh + wsj} = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 6.1.15 íàé-
äóòñÿ ýëåìåíòû f1j, . . . , f6j ∈ H ñòåïåíåé w1j, . . . , w6j, ñîîòâåòñòâåííî, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (6.2.28).

Ñëó÷àè A�D èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ìàòðè-
öà F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ W = deg F è óñëîâèþ (6.2.28). Ïîýòîìó
rankF 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî KC(W ) 6 3.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ìàòðèöû W íà ñàìîì äåëå
íå ñóùåñòâóåò.

6.2.5 Ñëó÷àé (i)
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà, íàì
îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé (i) òåîðåìû 6.2.1. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû V ∈ R6×n íåñêîëüêî áîëåå îáùåãî
âèäà, à èìåííî, òàêèå ìàòðèöû V , äëÿ êîòîðûõ

P(V ) =




0 . . . 0 P1 ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ P3 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

u1

︸︷︷︸
u2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
u3




, (6.2.30)

ãäå P1 è P3 ìîãóò áûòü ëþáûìè ìàòðèöàìè íàä B.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ýòîì ðàçäåëå: ÷å-

ðåç L1 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ l1 = (l11, l
1
2, l

1
3,∞, l15,∞),

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min{l11, l12, l13, l15} = 0 è ðåàëèçóþò òðîïè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V . ×åðåç L2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî âñåõ íàáîðîâ l2 = (l21,∞, l23, l

2
4, l

2
5,∞), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ min{l21, l23, l24, l25} = 0 è ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàò-
ðèöû V . ×åðåç L3 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ l3 =
(l31,∞, l33,∞, l35, l

3
6), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min{l31, l33, l35, l36} = 0 è

ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V . Òàêæå, åñëè j ∈
{1, . . . , n} è l ∈ T6, òî ÷åðåç Θ(l, j) ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ èíäåê-
ñîâ θ ∈ {1, . . . , 6}, äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì âûðàæåíèþ minθ{vθj + lθ}.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 6.2.9. Ïóñòü ìàòðèöà V ∈ R6×n òðîïè÷åñêîãî ðàíãà òðè óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.2.30). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêèõ íàáîðîâ l1 ∈
L1 è l3 ∈ L3 è èíäåêñà j′′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} âûïîëíåíî óñëîâèå
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∣∣Θ(l1, j′′) ∪Θ(l3, j′′)
∣∣ > 3. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî l2 ∈ L2

íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð l3 ∈ L3, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà j′ ∈ {1, . . . , u1}
âûïîëíåíî óñëîâèå

∣∣Θ(l2, j′) ∪Θ(l3, j′)
∣∣ > 3. Òîãäà KC(V ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñèëó ëåììû 6.1.7 ðàâåíñòâà l11 = l12 = 0 âåðíû äëÿ âñåõ
íàáîðîâ l1 ∈ L1, ðàâåíñòâà l23 = l24 = 0, l21 > 0, l25 > 0 � äëÿ âñåõ íàáîðîâ
l2 ∈ L2, à ðàâåíñòâà l35 = l36 = 0 � äëÿ âñåõ íàáîðîâ l3 ∈ L3.

2. Â ñèëó ëåììû 6.1.12 âåðíî íåðàâåíñòâî trop(V [1, 2, 3, 4, 5]) 6 3. Òåî-
ðåìà 6.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå KC(V [1, 2, 3, 4, 5]) 6 3. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1.3.23 íàéäåòñÿ ìàòðèöà F ′ ∈ H5×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
V [1, 2, 3, 4, 5] = deg F ′ è rank(F ′) 6 3.

3. Ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû F ′ òàêèì îáðàçîì ëèíåéíî çàâèñèìû
íàä ïîëåì H. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ11, λ21, λ31 è λ51 ïîëÿ H, íå
âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ12, λ32, λ42 ïîëÿ H, íå âñå
èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

λ11f
′
1j+λ21f

′
2j+λ31f

′
3j+λ51f

′
5j = 0, λ12f

′
1j+λ32f

′
3j+λ42f

′
4j+λ52f

′
5j = 0. (6.2.31)

Ïîëîæèì òàêæå λ41 = λ61 = λ22 = λ62 = 0. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (6.2.31) íà
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ H, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
÷òî min6

θ=1{deg λθ1} = min6
θ=1{deg λθ2} = 0. Â ñèëó ëåììû 6.1.14 âåðíî, ÷òî

l1 = (deg λ11, . . . , deg λ61) ∈ L1, l2 = (deg λ12, . . . , deg λ62) ∈ L2.
4. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû íåêîòîðûé íàáîð l3 ∈ L3 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ
∣∣Θ(l2, j′) ∪Θ(l3, j′)

∣∣ > 3 ïðè ëþáîì j′ ∈ {1, . . . , u1}. Ïîëîæèì òåïåðü
λ23 = λ43 = 0, λ13 = ξ1t

l31 , λ33 = ξ3t
l33 , λ53 = ξ5t

l35 , λ63 = ξ6t
l36 . Â ñèëó áåñêîíå÷-

íîñòè ïîëÿ C íàéäåòñÿ ÷èñëî ξι ∈ C∗, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

deg(λpi′λq3 − λqi′λp3) = min{deg λpi′ + deg λq3, deg λqi′ + deg λp3} (6.2.32)

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ p, q ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è ëþáîãî i′ ∈ {1, 2}.
5. Ïîëîæèì fk′′′j′′′ = f ′k′′′j′′′ ïðè k′′′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5} è j′′′ ∈ {u1+u2+1, . . . , n}.

Â ñèëó ïóíêòà 2 âåðíî ðàâåíñòâî deg fk′′′j′′′ = vk′′′j′′′. Ïîëîæèì òàêæå

f6j′′′ = −λ13f1j′′′ + . . . + λ53f5j′′′

λ63
. (6.2.33)

Ñîãëàñíî ïóíêòó 1 è ðàâåíñòâó (6.2.30) ñëàãàåìîå λ53f5j′′′ èìååò íóëåâóþ ñòå-
ïåíü, à âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì deg f6j′′′ = 0 = v6j′′′, è áîëåå òîãî, â ñèëó ðàâåí-
ñòâà (6.2.33) óñëîâèå

λ1if1j + λ2if2j + λ3if3j + λ4if4j + λ5if5j + λ6if6j = 0 (6.2.34)
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âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ j ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n} è i = 3. Ðàâåíñòâà (6.2.31)
ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå (6.2.34) âûïîëíåíî òàêæå ïðè ëþáûõ j ∈ {u1 + u2 +
1, . . . , n} è i ∈ {1, 2}.

6. Â ñèëó ïóíêòà 4 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j′ ∈ {1, . . . , u1} ìàòðèöà



λ12 λ13
λ32 λ33
λ42 λ43
λ52 λ53
λ62 λ63




è íàáîð (v1j′, v3j′, v4j′, v5j′, v6j′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17. Ïîýòî-
ìó íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j′, f3j′, f4j′, f5j′, f6j′ ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
deg fk′j′ = vk′j′ ïðè âñåõ k′ ∈ {1, 3, 4, 5, 6} è óñëîâèþ (6.2.34) ïðè ëþáûõ
j ∈ {1, . . . , u1} è i ∈ {2, 3}. Ïîëîæèì

f2j′ = −λ11f1j′ + λ31f2j′ + . . . + λ61f6j′

λ21
. (6.2.35)

Â ñèëó ïóíêòà 1 è óñëîâèÿ (6.2.30) âåðíî ðàâåíñòâî deg (λ11f1j′) = 0, à âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Ïîýòîìó
ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî deg f2j′ = 0 = v2j′, è áîëåå òîãî, â ñèëó ðàâåí-
ñòâà (6.2.35) óñëîâèå (6.2.34) âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , u1} è i = 1.

7. Óñëîâèå ëåììû ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
∣∣Θ(l1, j′′) ∪Θ(l3, j′′)

∣∣ > 3
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j′′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}. Ðàâåíñòâà (6.2.32)
ïîêàçûâàþò â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî ìàòðèöà




λ11 λ13
λ21 λ23
λ31 λ33
λ51 λ53
λ61 λ63




è íàáîð (v1j′′, v2j′′, v3j′′, v5j′′, v6j′′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17. Ïî-
ýòîìó íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j′′, f2j′′, f3j′′, f5j′′, f6j′′ ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ deg fk′′j′′ = vk′′j′′ ïðè âñåõ k′′ ∈ {1, 2, 3, 5, 6} è óñëîâèþ (6.2.34) ïðè ëþáûõ
j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è i ∈ {1, 3}. Ïîëîæèì

f4j′′ = −λ12f1j′′ + λ22f2j′′ + λ32f3j′′ + λ52f5j′′ + λ62f6j′′

λ42
. (6.2.36)

Ïóíêòû 1 è 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî deg (λ32f3j′′) = 0, à âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â
÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
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deg f4j′′ = 0 = v4j′′. Áîëåå òîãî, â ñèëó ðàâåíñòâ (6.2.36) óñëîâèå (6.2.34) âû-
ïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è i = 2.

8. Ïóíêòû 5�7 ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäåòñÿ ìàòðèöà F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ deg F = W è óñëîâèþ (6.2.34) ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , n} è i ∈ {1, 2, 3}.
Ïîýòîìó rankF 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âåðíî ðàâåíñòâî KC(V ) 6 3.
Òåîðåìà 6.1.1 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî KC(V ) = 3.

Ëåììà 6.2.10. Ïóñòü ìàòðèöà V ∈ R6×n òðîïè÷åñêîãî ðàíãà òðè óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.2.30). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ
l1 ∈ L1, l2 ∈ L2, l3 ∈ L3 âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∣∣Θ(l2, j′) ∪Θ(l3, j′)
∣∣ > 3

ïðè âñåõ j′ ∈ {1, . . . , u1}, óñëîâèÿ
∣∣Θ(l1, j′′) ∪Θ(l3, j′′)

∣∣ > 3 ïðè âñåõ j′′ ∈
{u1 + 1, . . . , u1 + u2} è óñëîâèÿ

∣∣Θ(l1, j′′′) ∪Θ(l2, j′′′)
∣∣ > 3 ïðè âñåõ j′′′ ∈

{u1 + u2 + 1, . . . , n}. Òîãäà KC(V ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç ëåììû 6.1.7 ñëåäóþò óñëîâèÿ l11 = l12 = 0, l23 = l24 = 0,
l21 > 0, l25 > 0 è l35 = l36 = 0.

2. Äëÿ ëþáûõ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è i ∈ {1, 2, 3} ìû ïîëàãàåì

λki = ζkit
lik,

åñëè çíà÷åíèå lik ∈ R îïðåäåëåíî, è ïîëàãàåì λki = 0, åñëè lik = ∞. Áåñêîíå÷-
íîñòü ïîëÿ C ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî ζki ∈ C∗, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

deg(λpi′λqi′′ − λqi′λpi′′) = min{deg λpi′ + deg λqi′′, deg λqi′ + deg λpi′′}

ïðè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ p, q ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è ðàçëè÷íûõ i′, i′′ ∈ {1, 2, 3}.
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ (λki), ÷åðåç Λ ∈ H6×3.

3. Ïóñòü j′ ∈ {1, . . . , u1}, j′′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}, j′′′ ∈ {u1 +
u2 + 1, . . . , n}. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû è ðàññóæäåíèé ïóíêòà 2 ìàòðèöà
Λ[1, 2, 3, 4, 5|1, 2] è íàáîð (v1j′′′, v2j′′′, v3j′′′, v4j′′′, v5j′′′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
ëåììû 6.1.17. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà Λ[1, 2, 3, 5, 6|1, 3] è íà-
áîð (v1j′′, v2j′′, v3j′′, v5j′′, v6j′′) òîæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17, è,
íàêîíåö, ÷òî ìàòðèöà Λ[1, 3, 4, 5, 6|2, 3] è íàáîð (v1j′, v3j′, v4j′, v5j′, v6j′) òàê-
æå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ k′ ∈
{1, 3, 4, 5, 6}, k′′ ∈ {1, 2, 3, 5, 6} è k′′′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5} íàéäóòñÿ ýëåìåíòû fk′j′,
fk′′j′′ è fk′′′j′′′, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì deg fk′j′ = vk′j′, deg fk′′j′′ = vk′′j′′

è deg fk′′′j′′′ = vk′′′j′′′, à òàêæå (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îïðåäåëå-
íû ýëåìåíòû f2j′, f4j′′ è f6j′′′) óñëîâèÿì (6.2.34) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2}, åñëè
j ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}, ïðè âñåõ i ∈ {1, 3}, åñëè j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}, è
ïðè âñåõ i ∈ {2, 3}, åñëè j ∈ {1, . . . , u1}.
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4. Òåïåðü ìû îïðåäåëÿåì ýëåìåíòû f2j′, f4j′′ è f6j′′′ ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâ (6.2.35), (6.2.36) è (6.2.33), ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíê-
òà 1 è ðàâåíñòâà (6.2.30) âûïîëíåíû óñëîâèÿ deg f2j′ = 0 = v2j′, deg f4j′′ = 0 =
v4j′′ è deg f6j′′′ = 0 = v6j′′′.

5. Ïóíêòû 3�4 ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäåòñÿ ìàòðèöà F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ deg F = W è óñëîâèþ (6.2.34) ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , n} è i ∈ {1, 2, 3}.
Ïîýòîìó rankF 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âåðíî ðàâåíñòâî KC(V ) 6 3.
Òåîðåìà 6.1.1 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî KC(V ) = 3.

Òåîðåìà 6.2.11. Ïóñòü ìàòðèöà V ∈ R6×n èìååò òðîïè÷åñêèé ðàíã òðè,
à åå øàáëîí P(V ) îáðàçîâàí ñòîëáöàìè (0 0∞∞∞∞)>, (∞∞ 0 0 0 0)>,
(∞∞∞∞ 0 0)>. Òîãäà KC(V ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ âåðíî,
÷òî

P(V ) =




0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

u1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
u2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
u3




. (6.2.37)

Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìè-
íèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû V ðàâåí íóëþ.

2. Ëåììà 6.1.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ l11 = l12 = 0, l13 > 0 è l15 > 0
âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî íàáîðà l1 ∈ L1, óñëîâèÿ l23 = l24 = 0, l21 > 0 è l25 > 0 �
äëÿ ëþáîãî íàáîðà l2 ∈ L2, è, íàêîíåö, óñëîâèÿ l35 = l36 = 0, l31 > 0 è l33 > 0 �
äëÿ ëþáîãî íàáîðà l3 ∈ L3.

3. Â ñèëó ïóíêòà 2 è ðàâåíñòâà (6.2.37) óñëîâèå 6 ∈ Θ(l3, j′′) âûïîëíåíî
äëÿ ëþáûõ l3 ∈ L3 è j′′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì∣∣Θ(l1, j′′) ∪Θ(l3, j′′)

∣∣ > 3 äëÿ ëþáîãî íàáîðà l1 ∈ L1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ A è B.
Ñëó÷àé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà L2 îòëè÷íà îò 1. Ïî-

ñêîëüêó òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû V ðàâåí òðåì, ìíîæåñòâî L2 íåïóñòî. Òà-
êèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó
L2. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòà 2 óñëîâèå l2 = (l21,∞, 0, 0, l25,∞) âûïîëíåíî
äëÿ ëþáîãî l2 ∈ L2. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå âîçìîæíûå ñëó÷àè A1�A5.

A1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå l21 íå çàâèñèò îò âûáîðà l2 ∈ L2.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ l2 ∈ L2 è j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíî
óñëîâèå

∣∣Θ(l2, j) \ {5}
∣∣ > 2. Òåïåðü ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî óñëîâèå∣∣Θ(l1, j) ∪Θ(l2, j)

∣∣ > 3 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ l1 ∈ L1 (èíà÷å ìû èìåëè áû
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Θ(l1, j) = Θ(l2, j) = {1, 3}, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ïóíêòà 2). Èç ïóíêòà 3
ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà V ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëá-
öîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 6.2.9, ïîýòîìó KC(V ) = 3.

A2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çíà÷åíèå l25 íå çàâèñèò îò âûáîðà l2 ∈ L2.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ l2 ∈ L2 è j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå∣∣Θ(l2, j) \ {1}

∣∣ > 2. Òåïåðü ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî â ñèëó ïóíêòà 2 óñëîâèå∣∣Θ(l2, j) ∪Θ(l3, j)
∣∣ > 3 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ l3 ∈ L3. Èç ïóíêòà 3 ñëåäóåò

òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà V ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 6.2.9, ïîýòîìó KC(V ) = 3.

A3. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ l21 − l25 = d15 íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà l2 ∈ L2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå íàáîðû (l21,∞, 0, 0, l25,∞) è
(`2

1,∞, 0, 0, `2
5,∞) èç ìíîæåñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ l21 < `2

1. Òîãäà
â ñèëó ëåììû 6.1.13 óñëîâèå (l21 + α,∞, 0, 0, l25 + α,∞) ∈ L2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ α ∈ [0, `2

1 − l21].
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ñëó÷àÿ A ìíîæåñòâî L2 ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ

ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íàáîðà (l21,∞, 0, 0, l25,∞) ∈ L2 è äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëîãî ε > 0 âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå (l21 + ε,∞, 0, 0, l25 + ε,∞) ∈ L2,
ëèáî óñëîâèå (l21 − ε,∞, 0, 0, l25 − ε,∞) ∈ L2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå {1, 5} ⊂ Θ(l2, j), ëèáî óñëî-
âèå {3, 4} ⊂ Θ(l2, j). Òàêèì îáðàçîì, åñëè d15 > 0, òî â ñèëó ïóíêòà 2 óñëîâèå∣∣Θ(l1, j) ∪Θ(l2, j)

∣∣ > 3 âûïîëíåíî ïðè âñåõ l1 ∈ L1. Àíàëîãè÷íî, åñëè d15 6 0,
òî óñëîâèå

∣∣Θ(l2, j) ∪Θ(l3, j)
∣∣ > 3 âûïîëíåíî ïðè âñåõ l3 ∈ L3. Èç ïóíêòà 3

ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà V ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 6.2.9, ïîýòîìó KC(V ) = 3.

A4. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò íàáîðû l2 = (l21,∞, 0, 0, l25,∞) è
l̃2 = (l̃21,∞, 0, 0, l̃25,∞) èç ìíîæåñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì l21 < l̃21 è
l25 > l̃25. Òîãäà â ñèëó ëåììû 6.1.13 íàáîð ` = (l21,∞, 0, 0, l̃25,∞) òàêæå ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó L2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 1 ∈ Θ(`, j) è |Θ(`, j)| = 2, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü êîîðäèíàòó l21 â
íàáîðå ` íà áîëüøåå ÷èñëî è ïîëó÷èòü íàáîð l̃2. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî
óñëîâèå Θ(l̃2, j) = Θ(`, j) \ {1}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ l̃2 ∈ L2. Òàêèì
îáðàçîì, èç óñëîâèÿ |Θ(`, j)| = 2 âûòåêàåò óñëîâèå 1 /∈ Θ(`, j). Àíàëîãè÷íî
ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå |Θ(`, j)| = 2 âëå÷åò óñëîâèå 5 /∈ Θ(`, j).
Òàêèì îáðàçîì, îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå |Θ(`, j)| > 3, ëèáî óñëî-
âèå Θ(l̃2, j) = {3, 4}. Èç ïóíêòà 3 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà V è íàáîðû
l1,`2,l3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 6.2.10, ïîýòîìó KC(V ) = 3.

A5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ íàáîðû l2 = (l21,∞, 0, 0, l25,∞) è l̃2 =

(l̃21,∞, 0, 0, l̃25,∞) èç ìíîæåñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì l21 < l̃21, l25 < l̃25
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è l̃21 − l21 6= l̃25 − l25. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî h = l̃21 − l21 ìåíüøå ÷èñëà
l̃25 − l25, à ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð (l21+δ,∞, δ, δ, l25+δ,∞) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñè-
ìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V ïðè ëþáîì δ ∈ R. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 6.1.13 íàáîð
(min{l̃21, l21 +δ},∞, 0, 0, min{l̃25, l25 +δ},∞) òàêæå ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâè-
ñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V . Òàêèì îáðàçîì, íàáîð (l̃21−ε,∞, 0, 0, l25 +h−ε,∞)
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L2 ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.
Äëÿ íàáîðà ` = (l̃21,∞, 0, 0, l25 + h,∞) è ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n}
ìû òîãäà èìååì îäíî èç óñëîâèé Θ(`, j) = {1, 5}, Θ(`, j) = {3, 4} èëè
|Θ(`, j)| > 3. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé Θ(`, j) = {1, 5} íà ñàìîì äåëå íåâîçìî-
æåí, ïîòîìó ÷òî ìû ìîæåì çàìåíèòü êîîðäèíàòó l25 +h â íàáîðå ` íà áîëüøåå
çíà÷åíèå è ïîëó÷èòü íàáîð l̃2 ∈ L2. Èç ïóíêòà 3 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà
V è íàáîðû l1,`2,l3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 6.2.10, ïîýòîìó KC(V ) = 3.

A6. ×òîáû çàâåðøèòü ðàçáîð ñëó÷àÿ A, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ïóíê-
òû A1�A5 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç
λ1 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë l21 è ÷åðåç λ5 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ÷è-
ñåë l25 ïî âñåì íàáîðàì (l21,∞, 0, 0, l25,∞) ∈ L2. Åñëè äëÿ êàæäîãî íàáîðà
(l̃21,∞, 0, 0, l̃25,∞) ∈ L2 âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé l̃21 = λ1 è l̃25 = λ5, òî ìû
ïîïàäàåì â óñëîâèÿ îäíîãî èç ïóíêòîâ A1, A2 èëè A4.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ íàáîðû (l̂21,∞, 0, 0, l̂25,∞) è (l21,∞, 0, 0, l25,∞)

èç ìíîæåñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì l̂21 < l21 è l̂25 < l25. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî âûïîëíåíî òàêæå óñëîâèå l21 − l25 =

l̂21 − l̂25 = g, � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ ïóíêòà A5.
Äàëåå, åñëè íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóíêòà A3, òî íàéäåòñÿ íàáîð

(ζ2
1 ,∞, 0, 0, ζ2

5 ,∞) èç ìíîæåñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ζ2
1 − ζ2

5 6= g.
Åñëè âåðíî ëèáî óñëîâèå ζ2

1 /∈ {l̂21, l21}, ëèáî óñëîâèå ζ2
5 /∈ {l̂25, l25}, òî ìû íàõî-

äèìñÿ â óñëîâèÿõ ëèáî ñëó÷àÿ A4, ëèáî ñëó÷àÿ A5.
Íàêîíåö, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé ζ2

1 ∈ {l̂21, l21} è ζ2
5 ∈ {l̂25, l25}, òî

ìû èìååì ëèáî ζ2
1 = l̂21 è ζ2

5 = l25, ëèáî ζ2
1 = l21 è ζ2

5 = l̂25. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èç
ëåììû 6.1.13 ñëåäóåò, ÷òî

(
l21 + l̂21

2
,∞, 0, 0, l25,∞

)
èëè

(
l21,∞, 0, 0,

l25 + l̂25
2

,∞
)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà L2, ïîýòîìó ìû ñíîâà îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ
ïóíêòà A5. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ A çàâåðøåíî.

Ñëó÷àé B. Òåïåðü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî L2 ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà l2, à òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà l1 ∈ L1 âûïîëíåíî óñëîâèå
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l13 < l15. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðíî ðàâåíñòâî KC(V ) = 3.
B1. Â ñèëó ëåììû 6.1.12 òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû V [1, 2, 3, 4, 5] íå ïðå-

âîñõîäèò òðåõ. Èç òåîðåìû 6.1.2 ñëåäóåò òîãäà, ÷òî ðàíã Êàïðàíîâà ýòîé
ìàòðèöû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò òðåõ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.3.23 íàéäåò-
ñÿ ìàòðèöà G′′ ∈ H5×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì V [1, 2, 3, 4, 5] = deg G′′ è
rank(G′′) 6 3. Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ ìàòðèöà G′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
V [1, 3, 4, 5, 6] = deg G′ è rank(G′) 6 3.

B2. Ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû G′ è ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû
G′′, òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíî çàâèñèìû íàä ïîëåì H. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ
ýëåìåíòû λ11, λ21, λ31 è λ51 èç ïîëÿ H, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, íàé-
äóòñÿ ýëåìåíòû λ12, λ32, λ42 è λ52 èç ïîëÿ H, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ,
äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

λ11g
′′
1j+λ21g

′′
2j+λ31g

′′
3j+λ51g

′′
5j = 0, λ12g

′′
1j+λ32g

′′
3j+λ42g

′′
4j+λ52g

′′
5j = 0, (6.2.38)

λ̃12g
′
1j+λ̃32g

′
3j+λ̃42g

′
4j+λ̃52g

′
5j = 0, λ13g

′
1j+λ33g

′
3j+λ53g

′
5j+λ63g

′
6j = 0. (6.2.39)

Ïîëîæèì òàêæå λ41=λ61=λ22=λ62=λ̃22=λ̃62=λ23=λ43=0. Óìíîæàÿ ðàâåí-
ñòâà (6.2.38) è (6.2.39) íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ H, ìû ñ÷èòàåì, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî

6
min
θ=1

{deg λθ1} =
6

min
θ=1

{deg λθ2} =
6

min
θ=1

{deg λ̃θ2} =
6

min
θ=1

{deg λθ3} = 0.

B3. Èç ëåììû 6.1.14 òåïåðü ñëåäóþò óñëîâèÿ (deg λ11, . . . , deg λ61) ∈ L1,
(deg λ12, . . . , deg λ62) ∈ L2, (deg λ̃12, . . . , deg λ̃62) ∈ L2 è (deg λ13, . . . , deg λ63) ∈
L3.

B4. Ïðåäïîëîæåíèå ñëó÷àÿ B ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

(deg λ12, . . . , deg λ62) = (deg λ̃12, . . . , deg λ̃62),

ïîýòîìó, óìíîæàÿ ñòðîêè ìàòðèöû G′′ íà ýëåìåíòû ïîëÿ H íóëåâîé ñòåïåíè,
ìû ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî (λ12, . . . , λ62) = (λ̃12, . . . , λ̃62).

B5. Ìû òàêæå ïîëàãàåì gk′′j′′ = g′′k′′j′′ äëÿ âñåõ k′′ ∈ {1, 2, 3, 4, 5} è j′′ ∈
{u1 + u2 + 1, . . . , n}, òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî deg gk′′j′′ = vk′′j′′. Ïîëîæèì
òàêæå

g6j′′ = −λ13g1j′′ + . . . + λ53g5j′′

λ63
. (6.2.40)

Çàìåòèì, ÷òî deg (λ53g5j′′) = 0 è â ñèëó ïóíêòà 1 âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

198



óñëîâèå deg g6j′′ = 0 = v6j′′; áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà (6.2.40) ñëåäóåò, ÷òî
óñëîâèå

λ1ig1j + . . . + λ6ig6j = 0 (6.2.41)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ j ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n} è i = 3. Ðàâåíñòâî (6.2.38)
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (6.2.41) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ âñåõ j ∈ {u1 + u2 +
1, . . . , n} è i ∈ {1, 2}.

B6. Òåïåðü ïîëîæèì gk′j′ = g′k′j′ äëÿ âñåõ k′ ∈ {1, 3, 4, 5, 6} è j′ ∈
{1, . . . , u1}, òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî deg gk′j′ = vk′j′. Ïîëîæèì òàêæå

g2j′ = −λ11g1j′ + λ31g3j′ + . . . + λ61g6j′

λ21
. (6.2.42)

Çàìåòèì, ÷òî deg (λ11g1j′) = 0 è â ñèëó ïóíêòà 1 âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
óñëîâèå deg g1j′ = 0 = v1j′; áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà (6.2.42) ñëåäóåò, ÷òî óñëî-
âèå (6.2.41) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , u1} è i = 1. Ðàâåíñòâî (6.2.39)
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (6.2.41) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , u1}
è i ∈ {2, 3}.

B7. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé  ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}.
B7.1. Â ñèëó ïóíêòà 2 âûïîëíåíî óñëîâèå deg λ53 = 0. Ñîãëàñíî ëåì-

ìå 6.1.16 íàéäóòñÿ ýëåìåíòû g3, g5 ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
deg g3 = v3 = 0, deg g5 = v5 = 0 è deg(λ33g3 + λ53g5) = 0.

B7.2. Â ñèëó ïóíêòà B3 âûïîëíåíî óñëîâèå (deg λ11, . . . , deg λ61) ∈ L1, ïî-
ýòîìó èç ïðåäïîëîæåíèÿ ïóíêòà B ñëåäóåò óñëîâèå deg(λ31g3) < deg(λ51g5).
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà L1 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ëèáî èíäåêñ τ = 1, ëèáî
èíäåêñ τ = 2 äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ

6
min
τ=1

{deg λτ1 +vτ}. Â ñèëó áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîëÿ C íàéäóòñÿ ýëåìåíòû g1 è g2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
deg g1 = v1, deg g2 = v2 è λ11g1 + λ21g2 + λ31g3 + λ51g5 = 0. Â ñèëó ïóíê-
òà B2 âûïîëíåíî óñëîâèå λ41 = λ61 = 0, ïîýòîìó óñëîâèå (6.2.41) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è i = 1 ïðè ëþáîì âûáîðå g4 è g6.

B7.3. Ïîëîæèì

g6 = −λ13g1 + λ33g3 + λ53g5

λ63
. (6.2.43)

Â ñèëó ïóíêòà 1 âûïîëíåíî óñëîâèå deg (λ13g1) > 0, ïîýòîìó èç ïóíêòà B7.1
ñëåäóåò óñëîâèå deg g6 = 0 = v6. Ñîãëàñíî ïóíêòó B2 âåðíû ðàâåíñòâà λ23 =
λ43 = 0, ïîýòîìó óñëîâèå (6.2.41) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ j ∈ {u1+1, . . . , u1+u2}
è i = 3 ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòà g4.

B7.4. Ïîëîæèì, íàêîíåö

g4 = −λ12g1 + λ22g2 + λ32g3 + λ52g5 + λ62g6

λ42
. (6.2.44)

199



Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå deg (λ32g3) = 0, è â ñèëó ïóíêòà 2 âñå îñòàëü-
íûå ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì,
âåðíû ðàâåíñòâà deg g4 = 0 = v4, è ïîòîìó ðàâåíñòâî (6.2.44) äîêàçûâàåò
óñëîâèå (6.2.41) äëÿ âñåõ j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è i = 2.

B8. Ïóíêòû B5�B7 ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäåòñÿ ìàòðèöà F , óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ deg F = W è óñëîâèþ (6.2.41) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3} è
j ∈ {1, . . . , n}. Ïîýòîìó rankF 6 3, è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âåðíî ðàâåí-
ñòâî KC(V ) 6 3. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 6.1.1 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî KC(V ) = 3, è çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ B.

Òåïåðü ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2.11. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
ðàññóæäåíèé áóäåò ïðîâåäåíà ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

F0. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî KC(V ) 6= 3.
F1. ×àñòíûå ñëó÷àè A è B ïîêàçûâàþò, ÷òî L2 = {l2}, à òàêæå `1

5 6 `1
3 äëÿ

íåêîòîðîãî íàáîðà `1 ∈ L1.
F2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j̃ ∈ {u1+u2+1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå∣∣∣Θ(`1, j̃) ∪Θ(l2, j̃)

∣∣∣ > 3, òî â ñèëó ïóíêòà 3 ìàòðèöà V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ëåììû 6.2.9 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ ïóíêòà F0.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ èíäåêñ j̃ ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî óñëîâèå

∣∣∣Θ(`1, j̃) ∪Θ(l2, j̃)
∣∣∣ = 2. Â ñèëó ïóíêòîâ 2 è F1 âûïîëíåíî

óñëîâèå Θ(`1, j̃) = Θ(l2, j̃) = {1, 5}, ïîýòîìó ðàâåíñòâî l2 = (b,∞, 0, 0, a +

b,∞) âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðûõ a, b > 0. Ñòîëáåö ìàòðèöû V ñ èíäåêñîì j̃ â
ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (aα γ1 γ2 0 0)> , ãäå α > a, γ1 > a + b è γ2 > a + b.

F3. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî íàáîðà l3 ∈ L3 íàéäåòñÿ èíäåêñ j̃′ ∈
{1, . . . , u1}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∣∣∣Θ(l2, j̃′) ∪Θ(l3, j̃′)
∣∣∣ = 2. Èç îïðåäåëå-

íèé ìíîæåñòâ L2 è L3 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Θ(l2, j̃′) = Θ(l3, j̃′),
è ìíîæåñòâî Θ(l2, j̃′) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ {1, 3}, {1, 5} è {3, 5}. Â
ïóíêòå F2 áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî l2 = (b,∞, 0, 0, a + b,∞) äëÿ íåêîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíûõ a è b, ïîýòîìó óñëîâèÿ Θ(l2, j̃′) = {1, 5} è Θ(l2, j̃′) = {3, 5} íå
ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ, êàê ïîêàçûâàþò ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ 2. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà Θ(l2, j̃′) = Θ(l3, j̃′) = {1, 3}, è â ýòîì ñëó÷àå ñòîëáåö
ìàòðèöû V ñ èíäåêñîì j̃′ èìååò âèä (0 0 b β1 ν1 ν2)

> , ãäå β1 > b, ν1 > b è
ν2 > b.

F4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ′ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç V ïåðåñòàíîâêîé òðå-
òüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîê. ×åðåç L′2 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ
(l′21 ,∞, l′23 , l′24 , l′25 ,∞), êîòîðûå ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàò-
ðèöû V ′ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min{l′21 , l′23 , l′24 , l′25 } = 0. Â ñèëó ïóíêòà 2
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà l′23 = l′24 = 0, è ïîýòîìó L′2 = L2.
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Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê íå âëèÿåò íà ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû, ïîýòîìó ðàíã
Êàïðàíîâà ìàòðèöû V ′ íå ðàâåí òðåì. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ ïóíê-
òîâ F0�F3 ïðèìåíèìû òàêæå è ê ìàòðèöå V ′, è ïîòîìó â ñèëó ïóíêòà F3
ìàòðèöà V ñîäåðæèò ñòîëáåö (0 0 β2 b ν3 ν4)

> , ãäå β2 > b, ν3 > b è ν4 > b.
F5. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó V ′′, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç V ïåðåñòàíîâêîé

ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L′′2 ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ
(l′′21 ,∞, l′′23 , l′′24 , l′′25 ,∞), êîòîðûå ðåàëèçóþò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèöû V ′′ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ min{l′′21 , l′′23 , l′′24 , l′′25 } = 0; â ýòîì ñëó÷àå
âåðíû ðàâåíñòâà l′′23 = l′′24 = 0, è ìíîæåñòâî L′′2 ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì
â ñèëó ïóíêòà F1. Ñîãëàñíî ïóíêòó F2 ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ a′ è
b′ âûïîëíåíî óñëîâèå L′′2 = {(a′ + b′,∞, 0, 0, b′,∞)} (îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
(a, b) = (a′, b′) íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå). Ïðèìåíÿÿ ðå-
çóëüòàòû ïóíêòîâ F2�F4 ê ìàòðèöå V ′′, ìû âèäèì, ÷òî ñëåäóþùèå ñòîëáöû
ñîäåðæàòñÿ â ìàòðèöå V ′′:




0
0
b′

β′1
ν5
ν6




,




0
0
β′2
b′

ν7
ν8




,




a′

α′

γ′1
γ′2
0
0




, (6.2.45)

ãäå a′ > 0, b′ > 0, α′ > a′, γ′1 > a′ + b′, γ′2 > a′ + b′, β′1 > b′, β′2 > b′, è ÷èñëà
ν5, . . . , ν8 ïðåâîñõîäÿò b′.

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ F2�F5, ìû âèäèì, ÷òî ñòîëáöû



0
0
b
β1
ν1
ν2




,




0
0
β2
b
ν3
ν4




,




0
0
b′

β′1
ν5
ν6




,




0
0
β′2
b′

ν7
ν8




,




a
α
γ1
γ2
0
0




,




α′

a′

γ′1
γ′2
0
0




(6.2.46)

ïðèíàäëåæàò ìàòðèöå V .
F6. Â ñèëó ïóíêòà F4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî

a 6 a′ è b 6 b′. Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ïåðâîé, òðåòüåé,
÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñòðîêàìè è ïåðâûì, âòîðûì, ïÿòûì è øåñòûì ñòîëáöàìè
ôîðìóëû (6.2.46):

S =




0 0 a α′

b β2 γ1 γ′1
β1 b γ2 γ′2
ν1 ν3 0 0


 .
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Îòìåòèì, ÷òî ïåðìàíåíò ìàòðèöû S ðàâåí a + 2b, è ìèíèìóì â âûðà-
æåíèè (1.3.5) äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå (132) ∈ S4. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 1.3.22 â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî trop(V ) > 4. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ïóíêòà F0 íåâåðíî.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ðàçîáðàòü ñëó÷àé (i) òåîðåìû 6.2.1.
Òåîðåìà 6.2.12. Ñëó÷àé (i) òåîðåìû 6.2.1 íå ðåàëèçóåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà V ðåàëèçóåò ñëó÷àé (i), òî-
ãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ trop(V ) = 3, KC(V ) > 3 è

P(V ) =




0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
0 . . . 0 ∞ . . .∞ ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ 0 . . . 0 ∞ . . .∞
∞ . . .∞ ∞ . . .∞ 0 . . . 0
∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸

u1

∞ . . .∞︸ ︷︷ ︸
u2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
u3




. (6.2.47)

Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìè-
íèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû V ðàâåí 0.

2. Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, 3} ìû ïîëàãàåì

µi = min
j∈{1,...,n}:v2i−1,j 6=v2i,j

{min {v2i−1,j, v2i,j}} . (6.2.48)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå v2i−1,j = v2i,j âûïîëíåíî ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , n},
òî ñòðîêè ñ èíäåêñàìè (2i − 1) è 2i ìàòðèöû V ñîâïàäàþò. Òîãäà â ñèëó
òåîðåìû 6.1.2 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî KC(V ) = trop(V ), êîòîðîå ïðîòèâîðå-
÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ j, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ v2i−1,j 6= v2i,j, íåïóñòî, è ïîòîìó µi ∈ R, à â ñèëó ïóíêòà 1 âûïîëíåíî
óñëîâèå µi > 0.

3. ×åðåç g(i) ìû îáîçíà÷àåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ j ∈ {1, . . . , n}, äîñòàâ-
ëÿþùèé ìèíèìóì âûðàæåíèþ (6.2.48), òî åñòü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
µi = min{v2i−1,g(i), v2i,g(i)}, v2i−1,g(i) 6= v2i,g(i).

4. Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû V , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ g(1) ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è
g(3) ∈ {1, . . . , u1}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå min{v5j′, v6j′} < µ3 âûïîëíåíî äëÿ ëþáî-
ãî èíäåêñà j′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}. Òîãäà â ñèëó ïóíêòà 2 ïðè ëþáîì
j′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} âûïîëíåíî óñëîâèå v5j′ = v6j′ < µ3, è ìû èìååì

u1+u2
max

j′=u1+1
{v5j′} = µ3 < µ3.
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Òåïåðü ïðèáàâèì −µ3 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû V
è äîñòàòî÷íî ìàëîå −ε < 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâûõ äâóõ ñòðîê. Ïîëó-
÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.2.11, êîòîðàÿ äàåò ïðî-
òèâîðå÷èå ñ ïóíêòîì 1.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî min{v5h(3), v6h(3)} > µ3 âûïîëíåíî ïðè íåêî-
òîðîì h(3) ∈ {u1+1, . . . , u1+u2}. Àíàëîãè÷íî, óñëîâèå min{v1h(1), v2h(1)} > µ1
âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî h(1) ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}.

5. Èç ïóíêòà 1 ñëåäóþò ðàâåíñòâà v3g = v4g = 0 ïðè âñåõ g ∈ {u1 +
1, . . . , u1 + u2}. Â ñèëó ïóíêòà 4 âåðíû ðàâåíñòâà v3g(1) = v4g(1) = 0, à ÷èñ-
ëà v5g(1) è v6g(1) ïîëîæèòåëüíû. Àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ v1g(3) =
v2g(3) = v5h(1) = v6h(1) = 0, v3g(3) > 0 è v4g(3) > 0.

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà V ñîäåðæèò ñòîëáöû (èíäåêñû ýòèõ ñòîëá-
öîâ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 è γ2, ñîîòâåòñòâåííî) ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(µ1 ψ1 0 0 ω1 ω2)
> , (6.2.49)

(ψ2 µ1 0 0 ω3 ω4)
> , (6.2.50)

ãäå ψ1 > µ1 è ψ2 > µ1, à êàæäîå èç ÷èñåë ω1, . . . , ω4 ïðåâîñõîäèò µ1 + µ3.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòà 5 ìàòðèöà V [5, 6, 1, 2|n, g(3), γ1, γ2] ðàâíà

S =




0 m′ ω1 ω3
0 m′′ ω2 ω4
χ1 0 µ1 ψ2
χ2 0 ψ1 µ1


 ,

ãäå ÷èñëà χ1 è χ2 ïîëîæèòåëüíû. Èç ïóíêòà 3 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî m′ 6= m′′ è
min{m′,m′′} = µ3. Ïåðìàíåíò ìàòðèöû S ðàâåí 2µ1 + µ3, è ìèíèìóì â âû-
ðàæåíèè (1.3.5) äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå, ïîýòîìó ìàòðèöà
S òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà è trop(V ) > 4. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íå
áîëåå, ÷åì îäèí èç ñòîëáöîâ (6.2.49) è (6.2.50) âñòðå÷àåòñÿ â ìàòðèöå V . Ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòîëáåö (6.2.49) íå âñòðå÷àåòñÿ
â ìàòðèöå V .

7. Ðàññìîòðèì íàáîð (l1, l2, l3, l5), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
min{l1, l2, l3, l5} = 0 è ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû
V [1, 2, 3, 5]. Ñîãëàñíî ëåììå 6.1.7 âûïîëíåíû óñëîâèÿ l1=l2=0, l3 > 0, l5 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l3 6= µ1. Ïîñêîëüêó ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå {v1g(1) +
l1, v2g(1) + l2, v3g(1) + l3, v5g(1) + l5} = {v1g(1), v2g(1), l3, v5g(1) + l5} äîñòèãàåò-
ñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû, ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî l5 <
min{l3, µ1}. Èç ïóíêòà 5 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî v5h(1) + l5 < min{l3, µ1}, à èç
ïóíêòà 4 � ÷òî min{v1h(1) + l1, v2h(1) + l2, v3h(1) + l3} > min{l3, µ1}.
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Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 6.1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå l3 = µ1.
Åñëè l5 < µ1, òî â ñèëó ïóíêòà 5 âåðíî íåðàâåíñòâî v5h(1) + l5 < µ1, à â
ñèëó ïóíêòà 4 � íåðàâåíñòâî min{v1h(1), v2h(1), v3h(1) + µ1} > µ1. Ýòî òàêæå
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ 6.1.3, ïîýòîìó l5 > µ1.

8. Èç òåîðåìû 6.1.19 ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû V òðîïè-
÷åñêè ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñèëó ïóíêòà 7 íàéäóòñÿ ÷èñëà y1 ∈ R è y1 > µ1,
äëÿ êîòîðûõ íàáîð (0, 0, µ1, y1) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê
ìàòðèöû V [1, 2, 3, 5]. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íàéäóòñÿ
÷èñëà y3 ∈ R è y3 > µ3, äëÿ êîòîðûõ íàáîð (µ3, y3, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [1, 3, 5, 6].

9. Åñòü äâå âîçìîæíîñòè äëÿ èíäåêñà g(2) � ñëó÷àé A, êîãäà âûïîëíåíî
óñëîâèå g(2) ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}, è ñëó÷àé B, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå
g(2) ∈ {1, . . . , u1}. Ìû ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè îòäåëüíî äðóã îò äðóãà.

Ñëó÷àé A. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g(2) ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}.
A1. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 4, ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïðè íåêîòîðîì h(2) ∈ {1, . . . , u1} âûïîëíåíî óñëîâèå min{v3h(2), v4h(2)} > µ2.
A2. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòîâ 7�8, ïîêàçûâàþò,

÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà y2 ∈ R è y2 > µ2, äëÿ êîòîðûõ íàáîð (y2, 0, 0, µ2) ðåàëè-
çóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû V [1, 3, 4, 5].

A3. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 6 ïîçâîëÿþò íàì
ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñëåäóþùèå ñòîëáöû íå ïðèíàäëåæàò
ìàòðèöå V : 



µ1
ψ′

0
0
ω′1
ω′2




,




0
0
ω′′1
ω′′2
µ3
ψ′′




,




ω′′′1
ω′′′2
µ2
ψ′′′

0
0




,

ãäå ψ′ > µ1, ψ′′ > µ3, ψ′′′ > µ2, ω′1 > µ1 + µ3, ω′2 > µ1 + µ3, ω′′1 > µ2 + µ3,
ω′′2 > µ2 + µ3, ω′′′1 > µ1 + µ2 è ω′′′2 > µ1 + µ2.

A4. Ïîëîæèì

Λ =




1 ty2 2tµ3

1 0 0
2tµ1 1 ty3

0 1 0
ty1 2tµ2 1
0 0 1




.

Ìû áóäåì ñòðîèòü ìàòðèöó F , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì deg F = V è

λ1if1j + λ2if2j + λ3if3j + λ4if4j + λ5if5j + λ6if6j = 0 (6.2.51)
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ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3} è j ∈ {1, . . . , n}.
A5. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ∈ {1, . . . , u1}. Â ñèëó ïóíêòà 1 âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâà v1j = v2j = 0, à â ñèëó ïóíêòà A3 âåðíî îäíî èç íåðàâåíñòâ
v5j 6= µ3, v6j 6 µ3, v3j 6 µ2+µ3 èëè v4j 6 µ2 +µ3. Ïóíêòû 8 è A2 ïîêàçûâàþò,
÷òî â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìàòðèöà




ty2 2tµ3

1 ty3

1 0
2tµ2 1
0 1




(êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Λ óäàëåíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è âòîðîé ñòðî-
êè) è íàáîð (v1j, v3j, v4j, v5j, v6j) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17. Òàêèì
îáðàçîì, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j, f3j, f4j, f5j, f6j ∈ H, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì deg fk′j = vk′j ïðè âñåõ k′ ∈ {1, 3, 4, 5, 6} è λ1i′f1j + λ3i′f3j + λ4i′f4j +
λ5i′f5j + λ6i′f6j = 0 ïðè i′ ∈ {2, 3}. Â ñèëó ðàâåíñòâ λ22 = λ23 = 0 óñëî-
âèå (6.2.51) âûïîëíåíî äëÿ i ∈ {2, 3} ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòà f2j.

Ïîëîæèì

f2j = −λ11f1j − λ31f3j − λ41f4j − λ51f5j − λ61f6j. (6.2.52)

Òåïåðü óñëîâèå (6.2.51) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ i = 1. Ðàâåíñòâî (6.2.47) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî λ11f1j � ýòî åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå íåïîëîæèòåëüíîé ñòåïå-
íè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.2.52). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ðàâåíñòâà
deg f2j = 0 = v2j.

A6. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà j ∈ {1, . . . , u1} (òî åñòü, ñëó÷àé A5), ñîâïà-
äàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû V ñî ñëó÷àÿìè,
êîãäà j ∈ {u1+1, . . . , u1+u2} èëè j ∈ {u1+u2+1, . . . , n}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} ìû ìîæåì íàéòè ýëåìåíòû f1j, . . . , f6j ∈ H ñòå-
ïåíåé v1j, . . . , v6j, ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6.2.51)
ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3}.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Λ ëþáàÿ ñòðîêà ïîñòðîåííîé ìàòðèöû F
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå ïåðâîé, òðåòüåé è ïÿòîé ñòðîê. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî KC(V ) 6 3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàñ-
ñóæäåíèÿìè ïóíêòà 1 çàâåðøàåò ðàçáîð ñëó÷àÿ A.

Ñëó÷àé B. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(2) ∈ {1, . . . , u1}.
B1. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 4, ïîêàçûâàþò,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî h(2) ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå
min{v3h(2), v4h(2)} > µ2.
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B2. Â ñèëó ëåììû 6.1.12 âûïîëíåíî óñëîâèå trop(V [1, 2, 3, 4, 5]) 6 3; òåî-
ðåìà 6.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå KC(V [1, 2, 3, 4, 5]) 6 3. Â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ 1.3.23 íàéäåòñÿ ìàòðèöà F ′ ∈ H5×n, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ
V [1, 2, 3, 4, 5] = deg F ′ è rank(F ′) 6 3.

Ëþáûå ÷åòûðå ñòðîêè ìàòðèöû F ′ ÿâëÿþòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíî çà-
âèñèìûìè íàä ïîëåì H. Â ÷àñòíîñòè, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ11, λ21, λ31 è λ51
èç ïîëÿ H, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû λ12, λ32, λ42
è λ52 èç ïîëÿ H, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì
j ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

λ11f
′
1j+λ21f

′
2j+λ31f

′
3j+λ51f

′
5j = 0, λ12f

′
1j+λ32f

′
3j+λ42f

′
4j+λ52f

′
5j = 0. (6.2.53)

B3. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (6.2.53) íà íåíóëåâûå ýëåìåí-
òû ïîëÿ H, ìû ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ min{deg λ11, deg λ21, deg λ31, deg λ51} = 0 è
min{deg λ12, deg λ32, deg λ42, deg λ52} = 0. Â ñèëó ëåììû 6.1.14 íàáîðû
(deg λ11 deg λ21 deg λ31 deg λ51) è (deg λ12 deg λ32 deg λ42 deg λ52) ðåàëèçóþò
òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèö V [1, 2, 3, 5] è V [1, 3, 4, 5], ñîîò-
âåòñòâåííî. Â ñèëó ïóíêòà 7 âåðíû ðàâåíñòâà deg λ11 = deg λ21 = 0,
deg λ31 = µ1 è deg λ51 = y1 > µ1. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
deg λ32 = deg λ42 = 0, deg λ12 = µ2 è deg λ52 = y2 > µ2. Ïîëîæèì òàêæå
λ41 = λ61 = λ22 = λ62 = 0.

B4. Â ñèëó ïóíêòà 8 íàáîð (µ3, y3, 0, 0) ðåàëèçóåò òðîïè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü
ñòðîê ìàòðèöû V [1, 3, 5, 6]. Ïîëîæèì λ23 = λ43 = 0 è òàêæå λ13 = ξ1t

µ3,
λ33 = ξ3t

y3, λ53 = ξ5 è λ63 = ξ6, ãäå ýëåìåíòû ξι ∈ C∗ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî óñëîâèÿ

deg(λp1λq3 − λq1λp3) = min{deg λp1 + deg λq3, deg λq1 + deg λp3} (6.2.54)

âûïîëíåíû ïðè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñàõ p, q ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Îòìåòèì,
÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ {ξι} ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ C.

B5. Ïóñòü j′ ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n}. Ïîëîæèì fk′j′ = f ′k′j′ äëÿ âñåõ k′ ∈
{1, 2, 3, 4, 5}. Â ñèëó ïóíêòà B2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî deg fk′j′ = vk′j′. Ïîëîæèì
òàêæå

f6j′ = −λ13f1j′ + λ23f2j′ + . . . + λ53f5j′

λ63
. (6.2.55)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî deg (λ53f5j′) = 0, è â ñèëó óñëîâèÿ (6.2.47)
âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâà f6j′ = 0 = v6j′; áîëåå òîãî, èç ðàâåí-
ñòâà (6.2.55) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå

λ1if1j + λ2if2j + λ3if3j + λ4if4j + λ5if5j + λ6if6j = 0 (6.2.56)
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âûïîëíåíî ïðè ëþáîì j ∈ {u1 + u2 + 1, . . . , n} è i = 3. Óñëîâèå (6.2.53)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (6.2.56) òàêæå âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ j ∈ {u1 +
u2 + 1, . . . , n} è i ∈ {1, 2}.

B6. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî j′′ ∈ {1, . . . , u1}. Ðàâåíñòâî (6.2.54) è ïóíê-
òû B3�B4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà




λ12 λ13
λ32 λ33
λ42 λ43
λ52 λ53
λ62 λ63




è íàáîð (v1j′′, v3j′′, v4j′′, v5j′′, v6j′′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17. Òà-
êèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j′′, f3j′′, f4j′′, f5j′′, f6j′′ ∈ H, äëÿ êîòîðûõ
óñëîâèå deg fk′′j′′ = vk′′j′′ âûïîëíåíî ïðè ëþáîì k′′ ∈ {1, 3, 4, 5, 6}, à óñëî-
âèå (6.2.56) � ïðè ëþáûõ j ∈ {1, . . . , u1} è i ∈ {2, 3}. Ïîëîæèì òàêæå

f2j′′ = −λ11f1j′′ + λ31f3j′′ + . . . + λ61f6j′′

λ21
. (6.2.57)

Çàìåòèì, ÷òî deg (λ11f1j′′) = 0, è â ñèëó óñëîâèÿ (6.2.47) âñå îñòàëüíûå ñëàãà-
åìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêà-
çàëè ðàâåíñòâà deg f2j′′=0=v2j′′; áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà (6.2.57) ñëåäóåò, ÷òî
óñëîâèå (6.2.56) òàêæå âûïîëíåíî ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , u1} è i = 1.

B7. Íàêîíåö, ïîëîæèì j′′′ ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2}. Â ñèëó ïóíêòà 1 âåðíû
ðàâåíñòâà v3j′′′ = v4j′′′ = 0, èç ïóíêòà 6 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé
v1j′′′ 6= µ1, v2j′′′ 6 µ1, v5j′′′ 6 µ1 +µ3 èëè v6j′′′ 6 µ1 +µ3. Â ñèëó ïóíêòîâ B3�B4
â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìàòðèöà




λ11 λ13
λ21 λ23
λ31 λ33
λ51 λ53
λ61 λ63




è íàáîð (v1j′′′, v2j′′′, v3j′′′, v5j′′′, v6j′′′) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 6.1.17, è
ïîòîìó íàéäóòñÿ ýëåìåíòû f1j′′′, f2j′′′, f3j′′′, f5j′′′, f6j′′′, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå
deg fk′′′j′′′ = vk′′′j′′′ âûïîëíåíî ïðè ëþáîì k′′′ ∈ {1, 2, 3, 5, 6}, à óñëîâèå (6.2.56)
âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ {u1 + 1, . . . , u1 + u2} è i ∈ {1, 3}. Ïîëîæèì òàêæå

f4j′′′ = −λ12f1j′′′ + λ22f2j′′′ + λ32f3j′′′ + λ52f5j′′′ + λ62f6j′′′

λ42
. (6.2.58)

207



Çàìåòèì, ÷òî deg (λ32f3j′′′) = 0, è â ñèëó óñëîâèÿ (6.2.47) âñå îñòàëüíûå ñëàãàå-
ìûå â ÷èñëèòåëå èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè
ðàâåíñòâà deg f4j′′′ = 0 = v4j′′′; áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà (6.2.58) ñëåäóåò, ÷òî
óñëîâèå (6.2.56) òàêæå âûïîëíåíî ïðè ëþáîì j ∈ {u1 +1, . . . , u1 +u2} è i = 2.

B8. Ïóíêòû B5�B7 ïîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû F , óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèÿì V = deg F è (6.2.56) ïðè âñåõ i ∈ {1, 2, 3} è j ∈ {1, . . . , n}. Â
ñèëó ïóíêòîâ B3�B4 ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé åå ïåðâîé, òðåòüåé è ïÿòîé ñòðîê. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.3.23 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî KC(V ) 6 3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàññóæäåíèÿìè ïóíêòà 1 çàâåðøàåò
ðàçáîð ñëó÷àÿ B è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà.

Òåîðåìà 6.2.13. Åñëè ìàòðèöà A ∈ R6×n èìååò òðîïè÷åñêèé ðàíã 3, òî
åå ðàíã Êàïðàíîâà òàêæå ðàâåí òðåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè KC(A) > 3, òî â ñèëó òåîðåìû 6.2.1, ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îäíî-
ãî èç ñëó÷àåâ (i)�(v). Òåîðåìû 6.2.2, 6.2.3, 6.2.6, 6.2.8, 6.2.12 ïîêàçûâàþò, ÷òî
íè îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ íå ðåàëèçóåòñÿ, è ïîýòîìó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
KC(A) 6 3. Èç òåîðåìû 6.1.1 òåïåðü ñëåäóåò ðàâåíñòâî KC(A) = 3.

6.3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.3.1. [45] Ïóñòü

C =




1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1




.

Òîãäà trop(C) = 3, KC(C) = 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íåïîñðåäñòâåííî
ïðèìåíåíèåì îïðåäåëåíèé 1.3.22 è 1.3.23. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèòñÿ
â ðàçäåëå 7 ñòàòüè [45].

208



Òàêæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6.3.2. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Rd×n òàêîâà, ÷òî trop(A) = r,
KC(A) > r. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû A′ ∈ R(d+1)×n è A′′ ∈ Rd×(n+1),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì trop(A′) = trop(A′′) = r è KC(A′) = KC(A′′) > r.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèé 1.3.22
è 1.3.23 òðîïè÷åñêèé ðàíã è ðàíã Êàïðàíîâà ìàòðèöû èíâàðèàíòíû îòíî-
ñèòåëüíî äîáàâëåíèÿ ïîâòîðÿþùåéñÿ ñòðîêè èëè ñòîëáöà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã è ðàíã Êàïðàíî-
âà ìîãóò áûòü óâåëè÷åíû íà îäèí ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê ìàòðèöå íåêîòîðîãî
ñòîëáöà è íåêîòîðîé ñòðîêè.
Òåîðåìà 6.3.3. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Rd×n òàêîâà, ÷òî trop(A) = r,
KC(A) > r. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B ∈ R(d+1)×(n+1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì trop(B) = r + 1, KC(B) > r + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 6.1.11 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàò-
ðèöû A ðàâåí 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå ìàêñèìàëüíîãî
ýëåìåíòà ìàòðèöû A. Ïîëîæèì

B =




P
A . . .

P
P . . . P 0


 .

Èç ëåììû 6.1.11 ñëåäóåò, ÷òî trop(B) 6 r + 1. Âûáîð ÷èñëà P òàêæå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ìàòðèöà B[h1, . . . , hr, d + 1|c1, . . . , cr, n + 1] ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè
íåâûðîæäåííîé, åñëè ìàòðèöà A[h1, . . . , hr|c1, . . . , cr] òðîïè÷åñêè íåâûðîæäå-
íà. Ïîýòîìó trop(B) = r + 1.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî KC(B) > r + 1. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ìàò-
ðèöó F íàä ïîëåì HC, äëÿ êîòîðîé deg F = A. Ïîëîæèì

D = Id+1 −
d∑

k=1

fk,n+1Uk,d+1

fd+1,n+1
∈ H(d+1)×(d+1),

ãäå ÷åðåç Id+1 îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d + 1, à ÷åðåç Uk,d+1
� ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà D íåâûðîæäåíà, ìû èìååì
rank(DF ) = rank(F ). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

DF =




0
A . . .

0
fd+1,1 . . . fd+1,n fd+1,n+1


 , (6.3.1)
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ãäå ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ deg A = A. Ïî óñëîâèþ òåîðå-
ìû rank(A) > r, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (6.3.1) ñëåäóåò, ÷òî rank(DF ) =
rank(A) + 1. Òàêèì îáðàçîì, rank(F ) > r + 1.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.3.34.

Òåîðåìà 6.3.4. Ïóñòü d, n, r � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è r 6
min{d, n}. Ìàòðèöû ðàçìåðà d × n òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, ìåíüøåãî r, âñå-
ãäà èìåþò ðàíã Êàïðàíîâà, ìåíüøèé r, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) r 6 3;
(2) r = min{d, n};
(3) r = 4 è min{d, n} 6 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ Rd×n. Åñëè trop(A) < min{d, n}, òî èç òåîðå-
ìû 6.1.1 ñëåäóåò, ÷òî KC(A) < min{d, n}. Åñëè trop(A) < 3, òî òåîðåìà 6.1.1
âëå÷åò KC(A) = trop(A). Åñëè æå trop(A) = 3 è min{d, n} 6 6, òî èç òåî-
ðåì 6.1.2 è 6.2.13 ñëåäóåò óñëîâèå trop(A) = KC(A).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (1)�(3) íàðóøàþòñÿ. Íàì òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ìàòðèöó B ∈ Rd×n, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì trop(B) < r,
KC(B) > r. Â ñàìîì äåëå, ïðè r = 4 è min{d, n} > 7 ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
åå ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà 6.3.1 è òåîðåìû 6.3.2. Åñëè æå 5 6 r 6 min{d, n} − 1
è min{d, n} > 6, òî ìû èñïîëüçóåì ìàòðèöó èç ïðèìåðà 5.1.9 (òðîïè÷åñêèé
ðàíã êîòîðîé ðàâåí 4 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1.13) è ïðèìåíÿåì òåîðåìû 6.3.2
è 6.3.3.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû � òåîðåìà 1.3.35 � ñëåäóåò èç
äîêàçàííîé òåîðåìû 6.3.4. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó òåîðåìû 1.3.28 íåðàâåíñòâî
trop(B) < r âëå÷åò íåðàâåíñòâî KC(B) < r äëÿ âñåõ ìàòðèö B ∈ Rd×n â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìèíîðû ïîðÿäêà r ìàòðèöû ïåðåìåííûõ ðàçìåðà
d× n îáðàçóþò òðîïè÷åñêèé áàçèñ ïîðîæäàåìîãî èìè èäåàëà.
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Ãëàâà 7

Ôàêòîðèçàöèÿ òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèö
Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö è ñâîé-
ñòâà ñâÿçàííîé ñ ýòîé ïðîáëåìîé ôóíêöèè ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Èñ-
ñëåäîâàíèå ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì íà÷àëîñü â
90-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè [6] è ïðîäîëæàëîñü âïîñëåäñòâèè [8]. Ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëî
îòìå÷åíî áóðíûì ðàçâèòèåì ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, è áûëè íàé-
äåíû íîâûå ïðèëîæåíèÿ òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè â ëèíåéíîé àëãåáðå [45]
è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [44]. Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà äàëü-
íåéøåì ðàçâèòèè òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðÿäà
îòêðûòûõ ïðîáëåì, âîçíèêøèõ â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè, òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.

7.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì
(R, min, +) è íàçûâàåì èõ, êàê îáû÷íî, ïðîñòî òðîïè÷åñêèìè ìàòðèöàìè.
Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè ìû îïðåäåëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷-
íûìè îïåðàöèÿìè íàä ïîëóêîëüöîì, òî åñòü, çàìåíÿÿ â êëàññè÷åñêèõ îïðåäå-
ëåíèÿõ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå òðîïè÷åñêèìè àíàëîãàìè ⊕ = min è ⊗ = +.
Â ÷àñòíîñòè, òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , an ∈ Rm

íàçûâàåòñÿ âåêòîð (λ1 ⊗ a1) ⊕ . . . ⊗ (λn ⊗ an), ãäå ÷åðåç λ1, . . . , λn îáîçíà-
÷åíû ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé îáîëî÷êîé
âåêòîðîâ a1, . . . , an íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òðîïè÷åñêèõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ. Óïîìÿíåì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà äëÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, êîòîðîå ìû ïðèâîäèì â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì
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îïðåäåëåíèåì 1.2.10.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðè-
öà B ðàçìåðà m×k è òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà C ðàçìåðà k×n, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ A = B ⊗ C.

Â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè îïðåäåëåíèå ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 7.1.2. [45] Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n ðàâåí íàè-
ìåíüøåé ìîùíîñòè ìíîæåñòâà α, ñîäåðæàùåãî ñòðîêè ìàòðèöû A â ñâî-
åé òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A = B⊗C, òî òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòðîê
ìàòðèöû C ñîäåðæèò ñòðîêè ìàòðèöû A, êàê ïîêàçûâàåò îïðåäåëåíèå òðîïè-
÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Íàîáîðîò, åñëè òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
íåêîòîðûõ ñòðîê C ′

(1), . . . , C
′
(k) ñîäåðæèò ñòðîêè ìàòðèöû A, òî íàéäóòñÿ ýëå-

ìåíòû B′
it, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A(i) =

⊕k
t=1 B′

it ⊗ C ′
(i) ïðè ëþáîì i, òî

åñòü, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A = B′ ⊗ C ′.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (B ⊗ C)> = C> ⊗ B>, ïîýòîìó ôàêòî-
ðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ëåììû 7.1.2 îñòàíåòñÿ âåðíûì è
äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïîëåçíàÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñóæäåíèé, ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû 7.1.2.

Ëåììà 7.1.3. [1] Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì íåêîòîðîé ñòðîêè èëè
íåêîòîðîãî ñòîëáöà èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ðàâíûé èëè ìåíüøèé íà
åäèíèöó, ÷åì ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã èñõîäíîé ìàòðèöû. Óäàëåíèå ñòðî-
êè (ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâåííî), êîòîðàÿ ÿâëÿëàñü òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâåííî), íå âëèÿåò íà
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-
ñòâà α ñîäåðæèò ñòðîêè ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç A äîáàâ-
ëåíèåì íåêîòîðîé ñòðîêè a′, òî òðîïè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà
α ∪ {a′} ñîäåðæèò ñòðîêè ìàòðèöû A′. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 7.1.2.

Îòìåòèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû â íåêîòîðûõ
èñòî÷íèêàõ òàêæå íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ðàíãîì [7] è ðàíãîì Áàðâèí-
êà [45]. Òàêæå ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ó÷àñòâóåò â ôîðìóëèðîâêàõ
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ðÿäà ïðîáëåì îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð â òàê íàçûâàåìîé çàäà÷å êîììèâîÿæå-
ðà ñî ñêëàäàìè [8]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè ôàêòîðèçàöèîí-
íûé ðàíã ìîæíî ïîíèìàòü êàê ìèíèìàëüíóþ ñëàáóþ ðàçìåðíîñòü ïîëóìîäó-
ëÿ, ñîäåðæàùåãî ñòîëáöû çàäàííîé ìàòðèöû [44].

Èñïîëüçîâàíèå òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷, âîçíèêàþ-
ùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, ïðîÿâëÿåò âàæíîñòü èññëåäîâàíèé âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè òðîïè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ [50, 103]. Ïðîáëåìà âû÷èñëå-
íèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû èññëåäóåòñÿ â òå÷åíèå
ïîñëåäíèõ 20 ëåò [6, 44, 45]; íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà
àëãîðèòìè÷åñêè. Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå 7.1.1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íî íà ÿçûêå ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîðÿäêîì è
ñëîæåíèåì, è ïîòîìó âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðî-
âåäåíî ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ äëÿ ýòîé òåîðèè [56].

Êðàéíå âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàí-
òîðîâ äåëàåò óïîìÿíóòûé àëãîðèòì íåïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ. Äðóãîé àëãîðèòì áûë ðàçðàáîòàí Äåâåëèíîì â ðàáîòå [44], â êîòîðîé
áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ òðîïè÷åñêèõ êàñàòåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîé ðàáîòå
áûëà ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ñ òî÷êè çðåíèÿ òðî-
ïè÷åñêîé ãåîìåòðèè, è ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ðàíãà. Ê ñîæàëåíèþ, íè àëãîðèòì Äåâåëèíà, íè êàêîé-ëèáî äðóãîé
àëãîðèòì, âèäèìî, íå ïîçâîëÿò âû÷èñëÿòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷å-
ñêîé ìàòðèöû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ñàìîì äåëå, ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ
ýòîãî ðàíãà îêàçûâàåòñÿ NP-ñëîæíîé äàæå äëÿ òðîïè÷åñêèõ 01-ìàòðèö [45].
Äðóãèìè ñëîâàìè, îáùàÿ ïðîáëåìà òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö �
ñóùåñòâóþò ëè ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
A = B ⊗ C, äëÿ äàííûõ ìàòðèöû A è ÷èñëà k? � îêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ïîìèìî îáùåé ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà áîëüøîé
èíòåðåñ âûçûâàåò ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà.
Ýòîò èíòåðåñ âûçâàí âî ìíîãîì ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-
öèè: íåêîòîðûå âàæíûå ïðîáëåìû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè äîïóñêàþò
áûñòðûå ðåøåíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòðèöû äàííûõ èìåþò îãðàíè÷åí-
íûé ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã [6, 7]. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà äî-
ïóñêàåò áûñòðîå ðåøåíèå, åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû ðàññòîÿíèé
îãðàíè÷åí çàðàíåå ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì; òàêîé âàðèàíò èìååò íàçâàíèå
çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñî ñêëàäàìè [8]. Ìàòðèöû îãðàíè÷åííîãî ôàêòîðèçà-
öèîííîãî ðàíãà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò òàêæå è â äðóãèõ âîïðîñàõ
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [6] è òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèè [45]. Ýòè çàìå÷àíèÿ
ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó î òðîïè÷åñêèõ ôàêòîðèçàöèÿõ ìàòðèö.
Ïðîáëåìà 7.1.4. [6, 7] Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó òðî-
ïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì ôèê-
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ñèðîâàííîì k?
Â ðàáîòå [6] Áàðâèíîê ïðåäïîëàãàë, ÷òî ïðîáëåìà 7.1.4 äîïóñêàåò ïîëîæè-

òåëüíîå ðåøåíèå è òàêæå óïîìÿíóë ýòó ïðîáëåìó â ðàáîòå [7]. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ôàêòîðèçà-
öèîííîãî ðàíãà ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ [28, 43, 44, 45, 76], íî ýòà ïðîáëåìà
îñòàâàëàñü îòêðûòîé äàæå â ñëó÷àå k = 3 è áûëà ñíîâà ñôîðìóëèðîâàíà â
ñòàòüå [45].
Ïðîáëåìà 7.1.5. [45, ðàçäåë 8, âîïðîñ 2] Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé
ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà òðè?

Â ðàáîòå [45] áûëè òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû íåñêîëüêî äðóãèõ ïðîáëåì,
ñâÿçàííûõ ñî ñëîæíîñòüþ òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Îäíà èç íèõ
ïîñâÿùåíà âîïðîñó î òîì, ìîãóò ëè ìàòðèöû îãðàíè÷åííîãî ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà áûòü çàäàíû â òåðìèíàõ ðàíãîâ ñâîèõ ïîäìàòðèö.
Ïðîáëåìà 7.1.6. [45, ðàçäåë 8, âîïðîñ 3a] Ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî Θ(k), óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ôàêòî-
ðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, îáÿçàòåëüíî èìååò ïîäìàòðèöó ôàê-
òîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå Θ(k) ñòðîê è
íå áîëåå Θ(k) ñòîëáöîâ?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû 7.1.6 ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì k. ×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó ðàñïîçíà-
âàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, ìåíüøåãî k, íàì äîñòàòî÷íî â ýòîì
ñëó÷àå ïîñ÷èòàòü ðàíãè âñåõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà, íå áîëüøåãî Θ(k) × Θ(k).
×èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö, êàê íåñëîæíî âèäåòü, èìååò ïîëèíîìèàëüíûé õà-
ðàêòåð ðîñòà ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìàòðèöû, à ðàíã êàæäîé èç òàêèõ ïîä-
ìàòðèö ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû óâèäåëè, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 âëåêëî áû ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.4.

Â ðàáîòå [45] áûë òàêæå ïîñòàâëåí âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè áûñòðûå
àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà äëÿ ìàòðèö ñ îãðàíè÷åí-
íûì òðîïè÷åñêèì ðàíãîì. Îòìåòèì, ÷òî â ãëàâå 5 íàìè áûëà èññëåäîâàíà
àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà äëÿ ôóíêöèè ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó òðîïè÷åñêèõ ìàò-
ðèö: ìû äîêàçàëè òåîðåìó 5.3.11 è ïîñòðîèëè ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàíãà Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì òðî-
ïè÷åñêèì ðàíãîì.
Ïðîáëåìà 7.1.7. [45, ðàçäåë 8, âîïðîñ 3b] Ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëü-
íûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèö ñ
îãðàíè÷åííûì òðîïè÷åñêèì ðàíãîì?
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Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû, ïîñâÿùåííûå óïîìÿíóòûì ïðî-
áëåìàì, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû è îïóáëèêîâàíû àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðÿ-
äå ïå÷àòíûõ ðàáîò. Ïðîãðåññ â èçó÷åíèè óïîìÿíóòûõ ïðîáëåì äî âûõîäà â
ñâåò ýòèõ ðàáîò îáåñïå÷èâàëî â îñíîâíîì èññëåäîâàíèå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö
ôàêòîðèçàöèîííûõ ðàíãîâ 1 è 2. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö ê
äàííîìó ìîìåíòó äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî: èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà òðî-
ïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ïðè k 6 2 äîïóñêàåò ëèíåéíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
ðåøåíèÿ [28, 45]. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [45] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîðèçàöè-
îííûé ðàíã ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò äâóõ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
âñå åå ìèíîðû ïîðÿäêà 3 èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, íå áîëüøèé äâóõ.
Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà d×n, èìåþùèõ ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã 2, áûëî
èçó÷åíî êàê ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ â ðàáîòå [43]. Â ñòàòüå [76] áûëî òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå ñ òî÷íîñòüþ äî
òðîïè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íåñìîòðÿ íà âûõîä óïîìÿíóòûõ
ðàáîò, ïðîáëåìà áûñòðîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà
k îñòàâàëàñü îòêðûòîé ïðè k > 3.

Äàäèì áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ýòîé ãëàâå,
ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èõ äîêàçàòåëüñòâó. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì
k > 5 ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàçìåðà ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà k, âñå ïîäìàòðèöû êîòîðûõ èìåþò ìåíüøèé ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà 4 ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó, èìåþùóþ ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã 4
è ñîäåðæàùóþ íå áîëåå 1539 ñòðîê è íå áîëåå 1539 ñòîëáöîâ. Ýòîò ðåçóëü-
òàò ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6, à òàêæå ïîñòðî-
èòü ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà 3, òî åñòü, ðåøèòü ïðîáëåìó 7.1.5. Íàêîíåö, ìû äîêàæåì
NP-ïîëíîòó çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà, íå áîëüøåãî 7, ÷òî ïðèâåäåò íàñ ê ðåøåíèÿì ïðîáëåì 7.1.4 è 7.1.7.

7.2 Ôàêòîðèçàöèÿ è ðàíãè ïîäìàòðèö
Â ðàáîòå [45] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà r ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà r×r ïîëíîãî ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà ïðè âñåõ r 6 3. Ïðåäëîæåíèå 2.2 òîé æå ðàáîòû ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëî-
ãè÷íûé ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì ïðè r > 5. Âîïðîñ æå î òîì, ëþáàÿ
ëè ìàòðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 4 ñîäåðæèò ìèíîð ïîðÿäêà 4 ïîëíîãî
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò, äàþùèé îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, � äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ðåçóëüòàòà áûëî îïóáëèêîâàíî àâòîðîì äèññåðòàöèè â ñòàòüå [163]. Áî-
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ëåå òîãî, ìû ïðèâåäåì îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 äëÿ âñåõ k > 5
â ýòîì ðàçäåëå.

7.2.1 Ìàòðèöû ðàíãà 4

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöè-
îííîãî ðàíãà 4 íåäîñòàòî÷íî âû÷èñëÿòü ðàíãè èõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà 4×4. À
èìåííî, ïðèâîäèì ïðèìåð ìàòðèöû ðàçìåðà 5× 4 ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà
4, âñå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 4× 4 êîòîðîé èìåþò ðàíãè, íå áîëüøèå òðåõ.
Ïðèìåð 7.2.1. Ëþáàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìåðà 4× 4 ìàòðèöû

K =




0 0 −1 0
0 0 1 0
3 4 1 0
4 4 1 0
3 2 1 0




èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, íå áîëüøèé òðåõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ôàêòîðèçàöèè




0 0 −1 0
0 0 1 0
3 4 1 0
4 4 1 0


 =




0 −1 0
0 1 0
4 1 0
4 4 0


⊗




0 0 1 0
2 4 0 1
4 4 1 0




ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû K[1, 2, 3, 4] íå ïðåâîñõîäèò òðåõ. Äàëåå, ïðè
α ∈ {3, 4} âåðíî ðàâåíñòâî




0 0 −1 0
0 0 1 0
α 4 1 0
3 2 1 0


 =




0 −1 0
0 1 0
4 3 0
3 1 0


⊗




0 0 1 0
2 1 0 1
α 4 1 0


 ,

ïîýòîìó ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè ïîäìàòðèö K[1, 2, 3, 5] è K[1, 2, 4, 5] íå ïðå-
âîñõîäÿò òðåõ. Íàêîíåö, äëÿ β ∈ {−1, 1} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî




0 0 β 0
3 4 1 0
4 4 1 0
3 2 1 0


 =




0 0 0
3 4 0
4 4 0
3 2 0


⊗




0 4 4 4
4 0 β 4
4 4 1 0


 ,

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû K[1, 3, 4, 5] è K[2, 3, 4, 5] òàêæå èìåþò ôàê-
òîðèçàöèîííûå ðàíãè, íå ïðåâîñõîäÿùèå òðåõ.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîäðàçäåëà íàì òàêæå òðåáóåò-
ñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 7.2.2. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû

C =




4 3 1 0
0 0 1 0
1 1 0 1
3 4 1 0




ðàâåí ÷åòûðåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðèìåðà íåâåðíî, òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû A ∈ R4×3

è B ∈ R3×4, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ C = A⊗B.
Èäåÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ìû îïðåäå-

ëèì íåñêîëüêî ïàð ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ñóììå äàåò
íóëü, òî åñòü, ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû C. Âïîñëåäñòâèè ýòî ïîçâîëèò
íàì ïîëó÷èòü íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ äðóãèå ýëåìåíòû ìàòðèö
A è B, è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå.

Øàã 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âåðíû ðàâåíñòâà

min
t∈{1,2,3}

{Ait + Btj} = Cij (7.2.1)

ïðè âñåõ i, j ∈ {1, 2, 3, 4}. Äëÿ âñÿêîãî p ∈ {2, 3, 4} îáîçíà÷èì ÷åðåç tp íàè-
ìåíüøèé èç èíäåêñîâ, äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.2.1)
ïðè i = j = p. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C èìååì Aptp + Btpp = Cpp = 0.

Øàã 2. Åñëè ðàâåíñòâî tp = tq âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðûõ p, q ∈ {2, 3, 4}, òî
â ñèëó ðàâåíñòâ (7.2.1) âûïîëíåíî óñëîâèå Cpq +Cqp 6 Aptp +Btpq +Aqtq +Btqp.
Èç øàãà 1 ñëåäóåò òàêèì îáðàçîì, ÷òî Cpq + Cqp 6 0, è òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû C ìû ïîëó÷àåì p = q. Êàê ñëåäñòâèå, èìååì {t2, t3, t4} = {1, 2, 3}.

Øàã 3. Â ñèëó øàãà 2 ìèíèìóì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.2.1) ïðè i = 2
è j = 1 äîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì èíäåêñîì tu, ãäå u ∈ {2, 3, 4}, òî åñòü, A2tu +
Btu1 = 0. Â ñèëó øàãà 1 èìååì Autu + Btuu = 0, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (7.2.1)
ñëåäóåò óñëîâèå A2tu + Btuu > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå Autu +
Btu1 6 0, îòêóäà â ñèëó ðàâåíñòâà (7.2.1) âûòåêàåò óñëîâèå Cu1 6 0. Èòàê,
ìû ïîëó÷àåì u = 2, òî åñòü, A2t2 + Bt21 = 0. Â ñèëó øàãà 1 èìååì òàêæå
Bt21 = Bt22.

Øàã 4. Â ñèëó øàãà 2 ìèíèìóì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.2.1) ïðè i =
1 è j = 4 äîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì èíäåêñîì tv, ãäå v ∈ {2, 3, 4}, òî åñòü,
A1tv+Btv4 = 0. Â ñèëó øàãà 1 èìååì Avtv+Btvv = 0, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ (7.2.1)
ñëåäóåò óñëîâèå Avtv + Btv4 > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå A1tv +
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Btvv 6 0, îòêóäà â ñèëó ðàâåíñòâà (7.2.1) âûòåêàåò óñëîâèå C1v 6 0. Èòàê,
ìû ïîëó÷àåì v = 4, òî åñòü, A1t4 + Bt44 = 0. Â ñèëó øàãà 1 èìååì òàêæå
A1t4 = A4t4.

Øàã 5. Â ñèëó ðàâåíñòâà (7.2.1) çíà÷åíèå êàæäîãî èç âûðàæåíèé A1t4+Bt41
è A4t2 + Bt22 íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Èç øàãîâ 3 è 4 ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî A4t4 +
Bt41 > 4 è A4t2 + Bt21 > 4. Ïîñêîëüêó òàêæå C41 = 3, èç ðàâåíñòâà (7.2.1)
ñëåäóåò óñëîâèå A4t3 + Bt31 = 3.

Øàã 6. Èç ðàâåíñòâà (7.2.1) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ A1t2 + Bt21 è
A4t4 + Bt42 íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Èç øàãîâ 3 è 4 òàêæå ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî
A1t2 +Bt22 > 4 è A1t4 +Bt42 > 4. Ïîñêîëüêó òàêæå C12 = 3, èç ðàâåíñòâà (7.2.1)
ñëåäóåò óñëîâèå A1t3 + Bt32 = 3.

Øàã 7. Íàêîíåö, ðàâåíñòâî (7.2.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ A1t3 + Bt31
è A4t3 + Bt32 íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
A1t3+Bt31+A4t3+Bt32 > 8. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç øàãîâ 5 è 6 ñëåäóåò, ÷òî A1t3+
Bt31+A4t3+Bt32 = 6. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû K.

Ëåììà 7.2.3. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû K ðàâåí ÷åòûðåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

D =




4 4 4 0 1
4 0 4 4 4
1 4 4 4 4
4 4 0 4 4




è çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö D⊗K ðàâíî ìàòðèöå C èç ïðèìåðà 7.2.2.
Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû C íå ïðåâîñõîäèò ôàêòî-
ðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû K.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàòðèöà K èç ïðèìåðà 7.2.1 èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã 4 â òî âðåìÿ êàê âñå åå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà 4× 4 èìåþò ìåíüøèå ôàê-
òîðèçàöèîííûå ðàíãè. Îòìåòèì, ÷òî â ñðàâíåíèè ñ ìàòðèöåé èç ïðåäëîæå-
íèÿ 2.2 ðàáîòû [45], êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå õàðàêòåðèçàöèè ìàòðèö
ðàíãà r â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ïðè âñåõ r > 5, ìàòðèöà K
èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Íàì íå óäàëîñü ïîñòðîèòü ìàòðèöó ñ
òàêèìè æå ñâîéñòâàìè äëÿ r = 4, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäèíèö; òåì íå ìåíåå,
ïðåäñòàâëåííàÿ ìàòðèöà K ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ïîçâîëÿåò ðåøèòü ýòó
ïðîáëåìó. Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 7.2.4. Åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A ðà-
âåí r 6 3, òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà r × r ïîëíîãî
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ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà r > 3 íàéäåòñÿ ìàò-
ðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà r, âñå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà r × r êîòîðîé
èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî ïðè r = 1; åñëè ôàêòîðèçàöè-
îííûé ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íàéäåòñÿ ïàðà
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò â ñìûñëå òðîïè÷åñêîé ïðîåê-
òèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ èíäåêñû
i, j, u, v, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Aij + Auv 6= Aiv + Auj, ÷òî äîêà-
çûâàåò ñëó÷àé r = 2. Â ñëó÷àå r = 3 ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðåäëî-
æåíèÿ 6.1 ðàáîòû [45], à â ñëó÷àå r > 5 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2 òîé æå ðàáîòû.
Íàêîíåö, â ñèëó ëåììû 7.2.3 ìàòðèöà K èç ïðèìåðà 7.2.1 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü
óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå r = 4.

7.2.2 Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 äëÿ k > 5

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷èëè ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû î òîì, ïðè
êàêèõ k ìíîæåñòâî ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íî â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ýòèõ ìàòðèö. Òåïåðü ìû îáðàòèìñÿ
ê ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà â òåðìèíàõ ìèíîðîâ
ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. À èìåííî, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîáëå-
ìà 7.1.6: íàéäåòñÿ ëè ÷èñëî Θ(k), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k îáÿçàòåëüíî èìååò ïîäìàòðèöó ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà k, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå Θ(k) ñòðîê è íå áîëåå Θ(k) ñòîëáöîâ?

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: êàê ïîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 2.2 ðàáî-
òû [45], åñëè áû íóæíîå Θ(k) ñóùåñòâîâàëî, òî îíî áûëî áû îãðàíè÷åíî ñíè-
çó ôóíêöèåé, èìåþùåé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ïðè âîçðàñòàþùåì k. Â ýòîì
ïîäðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òàêîãî Θ(k) íà ñàìîì
äåëå íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì k > 5.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî ν > 1 è áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî îáî-
çíà÷åíèå âñþäó â ýòîì ïîäðàçäåëå. Íàøåé öåëüþ áóäåò ïîñòðîåíèå ìàòðèöû
C, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: (i) âñÿêàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû
C, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå ν ñòðîê è íå áîëåå ν ñòîëáöîâ, èìååò ôàêòîðèçàöèîí-
íûé ðàíã, íå áîëüøèé ÷åòûðåõ; (ii) ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ñàìîé ìàòðèöû
C ïðåâîñõîäèò ÷åòûðå.

Ïðèìåð 7.2.5. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç u ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
{1, . . . , ν + 1}, à ÷åðåç v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç {1, . . . , ν + 2}, çàäà-
äèì ýëåìåíòû ìàòðèöû C = C(ν) ∈ R(ν+6)×(ν+6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) ïîëîæèì Cuv = min {10u + 10v − 10, 20u + 1, 20v − 9}, åñëè ïàðà
(u, v) íå ñîâïàäàåò íè ñ ïàðîé (ν, ν + 1), íè ñ ïàðîé (ν + 1, ν + 1);
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(2) ïîëîæèì Cν,ν+1 = 20ν − 1, Cν+1,ν+1 = 20ν + 11,
(3) Cu,ν+3 = 0, Cu,ν+4 = Cu,ν+5 = Cu,ν+6 = 2,
(4) Cν+2,u = 10u− 3, Cν+3,u = 11, Cν+4,u = Cν+5,u = 2, Cν+6,u = 0;
(5) çàäàäèì ìàòðèöó C[ν + 2, . . . , ν + 6|ν + 2, . . . , ν + 6] êàê




0 0 0 0 2
0 0 2 0 2
2 2 0 2 2
0 2 2 0 2
0 2 2 2 0




.

Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã çàäàííîé ìàòðèöû íå ìî-
æåò áûòü ìåíüøå ïÿòè.

Òåîðåìà 7.2.6. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû C(ν) ïðåâîñõîäèò 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðàíãà òîãäà
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî C = A ⊗ B äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö A ∈ R(ν+6)×4 è
B ∈ R4×(ν+6), òî åñòü, âåðíû ðàâåíñòâà

4
min
q=1

{Asq + Bqt} = Cst (7.2.2)

ïðè âñåõ s, t ∈ {1, . . . , ν + 6}.
1. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A⊗B îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè

ïðèáàâèòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî r ∈ R ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòîëáöà ìàòðèöû
A ñ èíäåêñîì q è ïðèáàâèòü −r ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòðîêè ìàòðèöû B ñ
èíäåêñîì q. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ïðè
êàæäîì q ∈ {1, 2, 3, 4} ñòðîêà ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì q ñîñòîèò èç íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë è ñîäåðæèò íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A òàêæå ñîñòîèò
èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ ïðèìåðà 7.2.5 ñëåäóåò,
÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû C = A⊗B íåîòðèöàòåëüíû.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè
ñ èíäåêñàìè ν + 1, ν + 4, ν + 5, ν + 6, à ÷åðåç B′ � ïîäìàòðèöó ìàòðèöû B,
îáðàçîâàííóþ ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè ν +3, ν +4, ν +5, ν +6. Èç îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû C ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A′ ⊗B′ èìååò âèä




0 ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗
∗ ∗ 0 ∗
∗ ∗ ∗ 0


 , (7.2.3)
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ãäå çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîëüíûå (âîçìîæíî, ðàçëè÷íûå) ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà. Â ñèëó øàãà 1 ìàòðèöû A′ è B′ íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ìàò-
ðèöû A′ è B′ èìåþò âèä (7.2.3) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå îäíîé è òîé æå ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæåñòâàõ èíäåê-
ñîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è ñòðîê ìàòðèöû B íå èçìåíèò ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ
ìàòðèö, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìàòðèöû
A′ è B′ â òî÷íîñòè èìåþò âèä (7.2.3).

3. Â ñèëó øàãà 1 ýëåìåíòû ìàòðèö A è B íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó èç
øàãà 2 ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî Aν+5,q = 0 âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè q = 3. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (7.2.2) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî B3t = 0
âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Cν+5,t = 0, ãäå t ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì èç ìíîæåñòâà {1, . . . , ν + 6}. Àíàëîãè÷íî èç øàãà 2
ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå Aν+6,q = 0 âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
q = 4, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (7.2.2) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî B4t = 0 îêàçûâàåòñÿ
âåðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cν+6,t = 0.

4. Èç øàãà 2 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî Bq,ν+3 = 0 âûïîëíåíî â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè q = 1; ðàâåíñòâî Bq,ν+4 = 0 � â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè q = 2; ðàâåíñòâî Bq,ν+5 = 0 � â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè q = 3. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (7.2.2) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî As1 = 0
îêàçûâàåòñÿ âåðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cs,ν+3 = 0; ðàâåíñòâî As2 = 0
� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cs,ν+4 = 0; ðàâåíñòâî As3 = 0 � òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Cs,ν+5 = 0; çäåñü èíäåêñ s ìåíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , ν + 6}.

5. Â ÷àñòíîñòè, èç øàãîâ 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû Aν+1,1, Aν+3,1, Aν+2,2,
Aν+3,3, B3,ν+2, B4,ν+1 è B4,ν+2 ðàâíû 0.

6. Èç ðàâåíñòâ (7.2.2) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî min{As3 +
B3,ν+2, As4 + B4,ν+2} > Cs,ν+2 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ s ∈ {1, . . . , ν + 6}. Â
ñèëó øàãà 5 âåðíû ðàâåíñòâà B3,ν+2 = B4,ν+2 = 0, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì
min{As3, As4} > Cs,ν+2. Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû C, ìû ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà Ai3 > 20i + 1 è Ai4 > 20i + 1 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , ν}.

7. Àíàëîãè÷íî, èç øàãà 5 ñëåäóåò ðàâåíñòâî Aν+1,1 = 0, ïîýòîìó èç
óñëîâèÿ (7.2.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî B1t > Cν+1,t, âåðíîå ïðè ëþáûõ t ∈
{1, . . . , ν+6}. Äëÿ ëþáûõ j ∈ {1, . . . , ν+1} ìû ïîëó÷àåì îòñþäà B1j > 20j−9.

8. Â ñèëó øàãà 5 âûïîëíåíî òàêæå ðàâåíñòâî B4,ν+1 = 0, è ïîýòîìó èç
óñëîâèÿ (7.2.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Aν+2,4 > Cν+2,ν+1 = 10ν+7. Äàëåå, â ñèëó
øàãà 5 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà Aν+3,1 = Aν+3,3 = 0, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (7.2.2)
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî min{B11, B31} > Cν+3,1, îòêóäà B11 > 11 è B31 > 11.

9. Â ñèëó øàãà 8 ÷èñëî Aν+2,q + Bq1 íå ïðåâîñõîäèò ñåìè â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè q = 2. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C âåðíî ðàâåíñòâî
Cν+2,1 = 7, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (7.2.2) âûòåêàåò ðàâåíñòâî Aν+2,2+B21 = 7. Èç
øàãà 5 òåïåðü ñëåäóåò óñëîâèå Aν+2,2 = 0, è ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî B21 = 7.
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10. Òåïåðü âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå i ∈ {1, . . . , ν} è ïîëîæèì j = i èëè j =
i+1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C èìååì íåðàâåíñòâî Cij 6 10i+10j−10.
Èç øàãîâ 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà Ai3, Ai4 è B1j âñåãäà áóäóò ïðåâîñõîäèòü
÷èñëî Cij. Èç ðàâåíñòâà (7.2.2) òåïåðü ñëåäóåò óñëîâèå Ai2 +B2j = Cij. Òåïåðü
ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç 2ν+1 ëèíåéíûõ (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå)
óðàâíåíèé ñ 2ν + 1 âåùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè: èìååì B21 = 7 è

Ai2 + B2i = Cii, Ai2 + B2,i+1 = Ci,i+1, ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , ν}. (7.2.4)

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ìû ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî B2,ν+1 = 10ν + 6. Èç
óñëîâèÿ (7.2.2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Cν+2,ν+1 6 Aν+2,2+B2,ν+1, à â ñèëó øàãà 5
âåðíî ðàâåíñòâî Aν+2,2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî íåðàâåíñòâî Cν+2,ν+1 6
10ν + 6, íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû C âûïîëíåíî óñëîâèå Cν+2,ν+1 =
10ν + 7. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðè-
öû C(ν) ðàçìåðà ν × ν íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ.
Òåîðåìà 7.2.7. Ïóñòü µ ∈ {1, . . . , ν + 1}. Òîãäà ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèöû C ′, ïîëó÷åííîé èç C(ν) óäàëåíèåì ñòîëáöà ñ èíäåêñîì µ, íå ïðå-
âîñõîäèò ÷åòûðåõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèö A ∈ R(ν+6)×4 è B ∈
R4×(ν+5), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A ⊗ B = C ′. Îáîçíà÷àÿ ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà {1, . . . , ν + 1} ÷åðåç i, à ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
{1, . . . , ν + 1} \ {µ} � ÷åðåç j, çàäàäèì ýòè ìàòðèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì Ai1 = 0 è Ai3 = Ai4 = 20i+1 äëÿ âñåõ i; ïîëîæèì Ai2 = 10i− 7,
åñëè i < µ; ïîëîæèì Ai2 = 10i − 8, åñëè µ 6 i < ν + 1, è, íàêîíåö, Aν+1,2 =
20ν + 21. Ïîëîæèì òàêæå B1j = 20j − 9 è B4j = 0 äëÿ âñåõ j; ïîëîæèì
B3j = 10j − 3, åñëè j 6= 1, è B31 = 11. Îïðåäåëèì B2j êàê 10j − 3, åñëè j < µ
èëè j = ν + 1, è ïîëîæèì B2j = 10j − 2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (òî åñòü, êîãäà
µ < j < ν + 1). Íàêîíåö, ïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû




0 0 0 10ν + 7
0 11 0 11
2 0 2 2
2 2 0 2
2 2 2 0




è




20ν + 20 0 2 2 2
20ν + 20 2 0 2 2

0 2 2 0 2
0 2 2 2 0




ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäìàòðèöå ìàòðèöû A, îáðàçîâàííîé ñòðîêàìè ñ èí-
äåêñàìè ν + 2, . . . , ν + 6, è ïîäìàòðèöå ìàòðèöû B, îáðàçîâàííîé ñòîëáöàìè
ñ èíäåêñàìè ν + 2, . . . , ν + 6. Òåïåðü ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A⊗B ðàâíî ìàòðèöå C ′.
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Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ïîäìàòðèöû íå ìîæåò áûòü áîëüøå
ðàíãà âñåé ìàòðèöû; ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 7.2.7 ëþáàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðè-
öû C(ν) ðàçìåðà ν × ν èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, íå áîëüøèé ÷åòûðåõ.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà C(ν) äàåò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6
ïðè k > 5. ×òîáû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà, íàì ïîòðå-
áóåòñÿ åùå îäíà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.2.8. Ïóñòü òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë è ñîäåðæèò íóëü â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Âûáåðåì
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h, áîëüøåå ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A. Òîãäà ôàê-
òîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû

A′ =




h

A
...
h

h . . . h 0




ïðåâîñõîäèò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A íà åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A′ = B⊗C äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö B ∈ Rm×k è C ∈
Rk×n. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö B ⊗C îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè
ïðèáàâèòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî r ∈ R ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòîëáöà ìàòðèöû
B ñ èíäåêñîì q è ïðèáàâèòü −r ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòðîêè ìàòðèöû C
ñ èíäåêñîì q. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

min{Cτ1, . . . , Cτ,n−1} = 0 ïðè âñåõ τ ∈ {1, . . . , k}. (7.2.5)

Åñëè ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû C ñîäåðæèò íåïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî Ctn,
òî â ñèëó óñëîâèÿ Bit + Ctn > A′

in ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Bit > h äëÿ
âñåõ i ∈ {1, . . . , m − 1}. Â ýòîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà (7.2.5) ñëåäóåò óñëîâèå
Bit + Ctj > A′

ij, âåðíîå äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , n − 1}. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âñåõ ñòðîê
ìàòðèöû C, êðîìå ñòðîêè ñ èíäåêñîì t. Ïîýòîìó ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèöû A â ýòîì ñëó÷àå íå ïðåâîñõîäèò k − 1 â ñèëó ëåììû 7.1.2.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû C ñîñòîèò èç ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òî â ñèëó ðàâåíñòâà A′

mn = 0 ýëåìåíò Bmt îòðèöàòåëåí
ïðè íåêîòîðîì t. Èç ðàâåíñòâà (7.2.5) ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà A′ ñîäåð-
æèò îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ïîýòîìó
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A îáÿçàí áûòü íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A′. Ïðèìåíåíèå ëåììû 7.1.3 çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî.
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà è ïîëó-
÷èòü îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 ïðè âñåõ k > 5.

Òåîðåìà 7.2.9. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k > 5 è ν ñóùåñòâóåò ìàòðè-
öà C(k, ν), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (i) ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã ìàòðèöû C(k, ν) íå ìåíüøå, ÷åì k; (ii) âñÿêàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû
C, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå ν ñòðîê è íå áîëåå ν ñòîëáöîâ, èìååò ôàêòîðèçà-
öèîííûé ðàíã, ìåíüøèé k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 7.2.8 ê ìàòðèöå èç ïðèìåðà 7.2.5.

Åùå îäèí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü âûâåäåí èç òåîðåìû 7.2.9.

Òåîðåìà 7.2.10. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k > 5 è ν ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k, ñîäåðæàùàÿ áîëåå ν ñòðîê è áîëåå ν ñòîëá-
öîâ, âñå ñîáñòâåííûå ïîäìàòðèöû êîòîðîé èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàí-
ãè, ìåíüøèå k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 7.1.3 è òåîðåìû 7.2.9.

7.3 Ðàñïîçíàâàíèå ìàòðèö ðàíãà òðè
Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6. Êàê ïîêàçàíî â
ðàáîòå [45], çíà÷åíèÿ Θ(1) = 1, Θ(2) = 2 è Θ(3) = 3 äàþò ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 äëÿ k ∈ {1, 2, 3}. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ òðîïè÷å-
ñêàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ∈ {1, 2, 3} ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà k ðàçìåðà k × k; îêàçûâàåòñÿ, áîëåå òîãî, ÷òî òà-
êàÿ ïîäìàòðèöà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ðàáîòàþùåãî çà
âðåìÿ, ëèíåéíîå ïî ðàçìåðó ìàòðèöû [163].

Â ðàçäåëå 7.2 áûëî ïðèâåäåíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 äëÿ
k > 4, à òàêæå ñäåëàí øàã â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû äëÿ k = 4.
Ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 7.2.1 è ëåììû 7.2.3 äîêàçûâàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 7.3.1. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû K èç
ïðèìåðà 7.2.1 íå ïðåâîñõîäèò 3, à ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ñàìîé ìàòðèöû
K ðàâåí 4.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå âåëè÷èíû Θ(4), äàþùåå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
ïðîáëåìû 7.1.6 äëÿ k = 4, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ïÿòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå Θ(4) âû-
áðàòü ÷èñëî 1539. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà ìû
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ïîëó÷àåì ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6. Êàê ñëåäñòâèå îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòà ðàçäåëà áóäåò òàêæå ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.5:
ïîñòðîåí àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî
ðàíãà 3 çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí àâòîðîì
äèññåðòàöèè â ðàáîòå [157].

7.3.1 Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèö òðîïè÷åñêîãî ðàíãà 2

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå ìàòðèö òðîïè÷åñêîãî ðàíãà 2. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà S ∈
Rn×n íàçûâàåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, åñëè ìèíèìóì â âûðàæåíèè
minσ∈Sn

{
s1,σ(1) + . . . + sn,σ(n)

}
, ãäå ÷åðåç Sn îáîçíà÷åíà ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, äîñòèãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû. Òðîïè÷åñêèì
ðàíãîì ìàòðèöû A ∈ Rp×q íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé ðàçìåð åå òðîïè÷åñêè
íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû. Íàïîìíèì, êðîìå òîãî, ÷òî òðîïè-
÷åñêèå ìàòðèöû M è M ′ îäíîãî ðàçìåðà òðîïè÷åñêè ïðîåêòèâíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè (èëè ïðîñòî ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αm,
β1, . . . , βn, äëÿ êîòîðûõ Mij = M ′

ij + αi + βj ïðè âñåõ i è j. Â ñèëó ñâîèõ
îïðåäåëåíèé òðîïè÷åñêèé è ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíãè ïîñòîÿííû íà êàæäîì
êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ î ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö
òðîïè÷åñêîãî ðàíãà 2 áóäåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 7.3.2. Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d è íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî h; ïðåäïîëîæèì, ÷òî c > h è d > h. Òîãäà ìàòðèöà

A =




d h 0 0
h c 0 0
0 0 b 0
0 0 0 a




èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, ðàâíûé 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû B ∈
R4×3 è C ∈ R3×4, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B ⊗ C. Ó÷èòûâàÿ ñèì-
ìåòðè÷íîñòü ìàòðèöû A, ìû ïîëó÷àåì ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

B =




0 u1 u2
0 u3 u4
u5 0 u6
u7 u8 0


 , C =




v1 v2 0 0
0 0 v3 0
0 0 0 v4


 ,

ãäå ÷åðåç ui è vj îáîçíà÷åíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
d = A11 = min{v1, u1, u2} è c = A22 = min{v2, u3, u4}, è ïîýòîìó ÷èñëà u1,
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u2 è v2 ïðåâîñõîäÿò h. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èìååì ðàâåíñòâî h = A12 =
min{v2, u1, u2}, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äîêàæåì êëþ÷åâîå äëÿ ðàññóæäåíèé ýòîãî ïîäðàçäåëà óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7.3.3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B ∈ Rm×n, òðîïè÷åñêèé ðàíã êîòîðîé
íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêàÿ ñòðîêà (è íèêàêîé ñòîëáåö,
ñîîòâåòñòâåííî) ìàòðèöû B íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå òðîïè-
÷åñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâåí-
íî) ìàòðèöû B. Åñëè min{m,n} > 4, òî ìàòðèöà B ñîäåðæèò ïîäìàòðè-
öó ðàçìåðà 4× 4 ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî
ðàâåíñòâî Bin = 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , m}, à ðàâåíñòâî
minm

i=1{Bij′} = 0 � äëÿ âñåõ j′ ∈ {1, . . . , n}. Åñëè ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò
ñòðîêè, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùåé èç íóëåé, òî äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i′, i′′, j′

è j′′ âûïîëíåíû óñëîâèÿ Bi′j′ = Bi′′j′′ = 0 è Bi′j′′ > 0. Äëÿ ëþáîãî èíäåê-
ñà ĩ ìàòðèöà B[i′, i′′, ĩ|j′, j′′, n] ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé, è ïîýòîìó
âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé Bĩj′ = 0 è Bĩj′′ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé
ñòîëáåö ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêîé ñóììîé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû B, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó ìàòðèöà B íà ñàìîì äåëå ñîäåðæèò ñòðîêó, ïîëíîñòüþ ñîñòî-
ÿùóþ èç íóëåé. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàâåíñòâî
Bij = 0 âûïîëíåíî, åñëè i = m èëè j = n; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíåíî
óñëîâèå Bij > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå

A =




0

A
...
0

0 . . . 0 a


 ,

ãäå a > 0 è ìàòðèöà A ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è ñîäåðæèò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê è ñóììà
ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè âåêòîðàìè, ïîýòîìó
ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåì-
ìû ìàòðèöà A[i1, i2,m|j1, j2, n] ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè âûðîæäåííîé ïðè ëþáûõ
èíäåêñàõ i1, i2, j1 è j2, ïîýòîìó äâà íàèìåíüøèõ ÷èñëà ñðåäè Ai1j1, Ai1j2, Ai2j1
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è Ai2j2 ðàâíû îáà çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ min{Ai1j1, Ai1j2, Ai2j1, Ai2j2}. Ïîýòîìó

A =




0 . . . 0 0

A′ ... . . . ... ...
0 . . . 0 0

0 . . . 0 0
... . . . ... A′′ ...
0 . . . 0 0
0 . . . 0 0 . . . 0 a




,

ãäå îáå ìàòðèöû A′ è A′′ ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû. Ïîñêîëüêó íè
îäèí ñòîëáåö ìàòðèöû A íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ, ìû âèäèì, ÷òî íè ìàòðèöà A′, íè ìàòðèöà A′′ íå ìî-
ãóò èìåòü ðàçìåðà k × 1 ïðè k > 1. Àíàëîãè÷íî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî a > 0, è
íè ìàòðèöà A′, íè ìàòðèöà A′′ íå ìîãóò èìåòü ðàçìåðà 1× k.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ min{m,n} > 4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðè-
öà A′ èìååò ðàçìåð p × q ïðè p > 1 è q > 1; îáîçíà÷èì ÷åðåç h (òîãäà
h > 0) íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìàòðèöû A′. Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
A′ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïåðâàÿ ñòðîêà) ñîñòîèò
ïîëíîñòüþ èç ýëåìåíòîâ h, òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷å-
ñêîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê ñ èíäåêñàìè 2 è m, è ìû ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêîé ñòîëáåö ìàòðèöû A′ íå
ñîñòîèò ïîëíîñòüþ èç ýëåìåíòîâ h. Òàêèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ èíäåêñû i1, i2,
j1 è j2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Ai1j2 = h, Ai1j1 > h è Ai2j2 > h. Ïîñêîëüêó
ìàòðèöà A[i1, i2,m|j1, j2, n] òðîïè÷åñêè âûðîæäåíà, âûïîëíåíî òàêæå óñëîâèå
Ai2j1 = h. Ïðèìåð 7.3.2 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà A[i1, i2, ı̂, m|j1, j2, ̂, n]
(ãäå ÷åðåç (̂ı, ̂) îáîçíà÷åíû èíäåêñû ïîëîæèòåëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A′′)
èìååò ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã 4.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 â ñëó-
÷àå ìàòðèö, òðîïè÷åñêèé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 2.
Òåîðåìà 7.3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n

íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, à åå ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã íå ìåíüøå 4. Òîãäà ìàò-
ðèöà A ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ðàçìåðà 4× 4 ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè max{m,n} < 4, òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû
A íå ìîæåò áûòü áîëüøå 3, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Â ñèëó ëåììû 7.1.3
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷òî íèêàêàÿ ñòðîêà (è íèêàêîé ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâåí-
íî) ìàòðèöû A íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå òðîïè÷åñêîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâåííî) ìàòðèöû A. Òåïåðü
ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 7.3.3.
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7.3.2 Ìíîæèòåëè ñ íàïåðåä çàäàííûìè ýëåìåíòàìè
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ îáùåé ïðîáëåìîé
ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Áóäåò èçó÷åí âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè
òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö,
íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ êîòîðûõ çàäàíû íàïåðåä. Èññëåäîâàíèå ýòîé ïðî-
áëåìû áóäåò âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
ðàçäåëà; ïðèâåäåì åå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó.

Çàäàíû òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû A ∈ Rm×n, B′ ∈ Rm×k è C ′ ∈ Rk×n. Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B ∈ Rm×(k+1) è C ∈ R(k+1)×n òàê, ÷òîáû ïåðâûå k
ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ñîâïàäàëè ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû B′, à ïåðâûå k ñòðîê
ìàòðèöû C ñîâïàäàëè ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû C ′. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå A′ = B′⊗
C ′, ìû ñâîäèì ýòó ïðîáëåìó ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé

Aij = min{xi + yj, A
′
ij}, (7.3.1)

ãäå èíäåêñû (i, j) ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî {1, . . . , m} × {1, . . . , n}.
Ðàññóæäåíèÿ ýòîãî ïîäðàçäåëà ÷àñòî áóäóò òðåáîâàòü ðàññìîòðåíèÿ ìàò-

ðèö, ñðàâíèìûõ â ñìûñëå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà A 6 A′, çàäàííîãî âûïîë-
íåíèåì óñëîâèÿ Aij 6 A′

ij äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i è j. Ïàðå (A,A′)
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A 6 A′,
ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâóäîëüíûé ãðàô G = G(A,A′) íà ìíîæåñòâå
({R1, . . . ,Rm}, {C1, . . . , Cn}), ìåæäó âåðøèíàìè Ri è Cj êîòîðîãî ïðîõîäèò
ðåáðî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Aij < A′

ij.
Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåììó, êîòîðàÿ ïîçâîëèò íàì â äàëüíåéøèõ ðàññóæäå-

íèÿõ îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàòðèö áîëåå ïðîñòîãî âèäà.

Ëåììà 7.3.5. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ Rm×n è ñâÿçíûé äâóäîëüíûé ãðàô
G íà ìíîæåñòâå ({R1, . . . ,Rm}, {C1, . . . , Cn}). Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà A′,
ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöå A, è îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ A′

ij = 0, åñëè (Ri, Cj) ∈ T , è óñëîâèþ A′
ij > 0, åñëè (Ri, Cj) ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåðåâî T ′ ⊂ G ïðîõîäèò ÷åðåç òå âåð-
øèíû Ri è Cj, äëÿ êîòîðûõ i ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I ⊂ {1, . . . , m}, à j
� ìíîæåñòâó J ⊂ {1, . . . , n}. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöà A′ ýêâèâà-
ëåíòíà ìàòðèöå A è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A′

ij = 0 â ñëó÷àå (Ri, Cj) ∈ T ′ è
óñëîâèþ A′

ij > 0 â ñëó÷àå, åñëè (Ri, Cj) ∈ G è (i, j) ∈ I × J .
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî èç ìíîæåñòâ I = {1, . . . , m}\I è J = {1, . . . , n}\

J íåïóñòî. Òîãäà â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàô G ñîäåðæèò ðåáðî (Ri′, Cj′), äëÿ
êîòîðîãî ïàðà (i′, j′) ïðèíàäëåæèò ëèáî ìíîæåñòâó I × J , ëèáî ìíîæåñòâó
I × J . Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ýëåìåíò Ai0,j0, ìèíèìàëüíûé ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ
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Ai′,j′, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i′, j′) ∈ (
I × J

)∪(
I × J

)
è (Ri′, Cj′) ∈

G. Áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ïàðà (i0, j0) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó I × J . Ïðèáàâëÿÿ −Ai0,j0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòîëáöà ìàòðèöû
A ñ èíäåêñîì j0, îáîçíà÷àåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç A′′; ïîëàãàåì òàêæå
T ′′ = T ′ ∪ {(Ri0, Cj0)}.

3. Çàìåòèì, ÷òî äåðåâî T ′′ è ìàòðèöà A′′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïóíê-
òà 1, ïðè÷åì äåðåâî T ′′ ñîäåðæèò áîëüøåå ÷èñëî âåðøèí, ÷åì äåðåâî T . Ïîýòî-
ìó ìàêñèìàëüíîå äåðåâî T ′, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïóíêòà 1, ÿâëÿåòñÿ
îñòîâíûì äëÿ ãðàôà G.

Äîêàæåì åùå îäíó òåõíè÷åñêóþ ëåììó.
Ëåììà 7.3.6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈ Rn×n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aij > 0
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè i− j ∈ {0, 1, 1−n}. Åñëè ïðè ýòîì n > 2,
òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A ïðåâîñõîäèò 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû B ∈
Rn×2 è C ∈ R2×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B⊗C. Åñëè óñëîâèÿ C1j >
C1j′ è C2j > C2j′ âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ j è j′, òî ìû
ïîëó÷àåì óñëîâèå

Aij = min{Bi1 + C1j, Bi2 + C2j} > min{Bi1 + C1j′, Bi2 + C2j′} = Aij′

äëÿ âñåõ i. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû è ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèé C1j − C1j′ è C2j − C2j′ íåíóëåâûå è èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè.

2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç j− çíà÷åíèå j − 1, âçÿòîå ïî ìîäóëþ n, à ÷åðåç
j+ � çíà÷åíèå j + 1, âçÿòîå ïî ìîäóëþ n. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé ýëåìåíò
C1j ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû C è ïðåäïîëîæèì, ÷òî C1,j− > C1,j+ (ñëó÷àé,
êîãäà C1,j− < C1,j+, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî); ðàññóæäåíèÿ ïóíê-
òà 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå C2j > C2,j+ > C2,j−. Â
ñèëó óñëîâèÿ ëåììû ÷èñëà Aj,j− è Aj,j ïîëîæèòåëüíû, è ïîýòîìó âûïîëíåíû
óñëîâèÿ Bj1 + C1j > 0 è Bj2 + C2j− > 0. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå âûðà-
æåíèÿ Aj,j+ = min{Bj,1 + C1,j+, Bj,2 + C2,j+} ïîëîæèòåëüíî, è ìû ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîäðàçäåëà
â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô G(A,A′) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
Ëåììà 7.3.7. Ïóñòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû A′ ∈
Rm×n íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ A 6 A′, è ãðàô G = G(A,A′) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Åñëè
ñèñòåìà óðàâíåíèé (7.3.1) íåñîâìåñòíà, òî íàéäóòñÿ èíäåêñû i1, i2, j1 è j2,
äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç
ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2}, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó ëåììû 7.3.5 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò îñòîâíîå äåðåâî T , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî óñëîâèå Aij = 0 â ñëó÷àå, åñëè (Ri, Cj) ∈ T , è âûïîëíåíî óñëîâèå
Aij > 0 â ñëó÷àå, åñëè (Ri, Cj) ∈ G.

Øàã 2. Åñëè ìàòðèöà A ñîñòîèò èç íåïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òî ñèñòåìà
óðàâíåíèé (7.3.1) èìååò ðåøåíèå x1 = . . . = xm = y1 = . . . = yn = 0; òàêèì
îáðàçîì, íåêîòîðûé ýëåìåíò Ai′j′ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïîñêîëüêó T ÿâ-
ëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì, ãðàô T ∪ {(Ri′, Cj′)} ñîäåðæèò öèêë, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç ðåáðî (Ri′, Cj′). Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ïîäãðàô ãðàôà G, ñîñòîÿùèé èç
ðåáåð (Ri, Cj) ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Aij = 0.

Øàã 3. Â ñèëó ðàññóæäåíèé øàãà 2 íàéäóòñÿ èíäåêñû
Ri1, Cj1, Ri2, . . . , Riq , Cjq

, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ai1,jq
> 0, à òàê-

æå óñëîâèþ (Riu, Cjv
) ∈ G â ñëó÷àå, åñëè u − v ∈ {0, 1}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

çíà÷åíèå q ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, ïðè êîòîðîì ìîãóò áûòü âûïîëíåíû
ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ.

Øàã 4. Çàìåòèì, ÷òî ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ
ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {i1, . . . , iq} × {j1, . . . , jq}, ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé. Åñëè
q = 2, òî ëåììà äîêàçàíà.

Øàã 5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðíî, ÷òî q > 2. Òîãäà ìèíèìàëüíîñòü çíà-
÷åíèÿ q ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ Aiu,jv

6 0 è (Riu Cjv
) /∈ G âûïîëíåíû äëÿ

ëþáûõ u è v, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ u − v /∈ {0, 1, 1 − q}. Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàò øàãà 1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèå A′

iu,jv
> 0 âûïîëíåíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà u − v ∈ {0, 1, 1 − q}, îòêóäà ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé 7.3.6.

Òåïåðü ìû îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëó÷àé, êîãäà ãðàô G(A,A′) íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîñâÿùåíà ðàçáîðó òîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
ýòîò ãðàô ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 7.3.8. Ïóñòü A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×2, C ∈ R2×n, A′ = B⊗C è A 6 A′.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {R1, . . . ,Rk, C1 . . . , Cs} è {Rk+1, . . . ,Rm, Cs+1, . . . , Cn} �
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G(A,A′). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðè ëþ-
áûõ èíäåêñàõ i1, i2, j1 è j2 ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ óðàâ-
íåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2}, ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Íà-
êîíåö, ïîëîæèì A′

1,s+1 = B11 + C1,s+1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû (i′′, j′′) ∈
{1, . . . , k}×{s+1, . . . , n} âûïîëíåíî óñëîâèå A′

i′′j′′ = Bi′′1 +C1j′′, à äëÿ ëþáîé
ïàðû (i′, j′) ∈ {k + 1, . . . , m} × {1, . . . , s} � óñëîâèå A′

i′j′ = Bi′2 + C2j′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ A′
i′j′ = Bi′1 + C1j′ è

A′
i′′j′′ = Bi′′1 + C1j′′ âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðûõ ïàð èíäåêñîâ (i′, j′) ∈ {k +

1, . . . ,m} × {1, . . . , s} è (i′′, j′′) ∈ {1, . . . , k} × {s + 1, . . . , n}; ïðåäïîëîæèì
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òàêæå, ÷òî (Ri′, Cj′′) è (Ri′′, Cj′) ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà G. Â ýòîì ñëó÷àå
âåðíû íåðàâåíñòâà Ai′j′′ < A′

i′j′′ 6 Bi′1 + C1j′′ è Ai′′j′ < A′
i′′j′ 6 Bi′′1 + C1j′,

îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå

A′
i′j′ + A′

i′′j′′ = Bi′1 + C1j′ + Bi′′1 + C1j′′ > Ai′j′′ + Ai′′j′. (7.3.2)

Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íàéäóòñÿ ÷èñëà xi′, xi′′, yj′ è yj′′, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì xi′ + yj′ > A′

i′j′, xi′ + yj′′ = Ai′j′′, xi′′ + yj′ = Ai′′j′ è xi′′ + yj′′ > A′
i′′j′′.

Ïîýòîìó
Ai′j′′ + Ai′′j′ = xi′ + yj′ + xi′′ + yj′′ > A′

i′j′ + A′
i′′j′′,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (7.3.2). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå øàãà 1 íå
ðåàëèçóåòñÿ.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (i′, j′), ïðèíàäëåæàùóþ ëèáî ìíî-
æåñòâó {1, . . . , k}×{s+1, . . . , n}, ëèáî ìíîæåñòâó {k+1, . . . , m}×{1, . . . , s}.
Îïèñàíèå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà G, äàííîå â óñëîâèè ëåììû, ïîêàçûâà-
åò, ÷òî íàéäóòñÿ èíäåêñû î è ĵ, äëÿ êîòîðûõ (Rî, Cj′) è (Ri′, Cĵ) ÿâëÿþòñÿ
ðåáðàìè ãðàôà G. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 1 ìèíèìóì â âûðàæåíèè

A′
i′j′ = min

t∈{1,2}
{Bi′t + Ctj′}

äîñòèãàåòñÿ ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè t ∈ {1, 2}; çíà÷åíèå t, ïðè êîòîðîì
ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç τ(i′, j′).

Øàã 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñû i1 è i2 èç ìíîæåñòâà {k + 1, . . . , m} è
èíäåêñ g ∈ {s + 1, . . . , n} òàêîâû, ÷òî (Ri1, Cg) è (Ri2, Cg) ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè
ãðàôà G. Äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j′ ∈ {1, . . . , s} ìû ìîæåì íàéòè èíäåêñ î ∈
{1, . . . , k}, äëÿ êîòîðîãî (Rî, Cj′) áóäåò ðåáðîì ãðàôà G. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò
øàãà 1, ìû äîêàçûâàåì óñëîâèÿ τ(i1, j

′) 6= τ (̂i, g) è τ(i2, j
′) 6= τ (̂i, g). Òàêèì

îáðàçîì, ðàâåíñòâî τ(i1, j
′) = τ(i2, j

′) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì j′ ∈ {1, . . . , s}.
Øàã 4. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû â ãðàôå G åñòü ïóòü, ñîäåðæàùèé âåðøèíû

Rk+1, . . . ,Rm. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 3 çíà÷åíèå τ(i′, j′) (ãäå (i′, j′) èçìåíÿ-
åòñÿ íà ìíîæåñòâå {k + 1, . . . , m} × {1, . . . , s}) íå çàâèñèò îò i′.

Øàã 5.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñû j1 è j2 èç ìíîæåñòâà {1, . . . , s} è èíäåêñ
e ∈ {1, . . . , k} òàêîâû, ÷òî (Re, Cj1) è (Re, Cj2) ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà G. Äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà i′ ∈ {k+1, . . . , m} ìû ìîæåì íàéòè èíäåêñ ĵ ∈ {s+1, . . . , n},
äëÿ êîòîðîãî (Ri′, Cĵ) áóäåò ðåáðîì ãðàôà G. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò øàãà 1,
ìû äîêàçûâàåì óñëîâèÿ τ(i′, j1) 6= τ(e, ĵ) è τ(i′, j2) 6= τ(e, ĵ). Òàêèì îáðàçîì,
ðàâåíñòâî τ(i′, j1) = τ(i′, j2) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì i′ ∈ {k + 1, . . . , m}.

Øàã 6. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû â ãðàôå G åñòü ïóòü, ñîäåðæàùèé âåð-
øèíû C1, . . . , Cs. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 5 çíà÷åíèå τ(i′, j′) íå çàâèñèò îò j′

(ãäå (i′, j′) èçìåíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå {k+1, . . . , m}×{1, . . . , s}). Ñîïîñòàâëÿÿ
231



ýòîò ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòîì øàãà 4, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå τ(i′, j′) íå
çàâèñèò íè îò i′, íè îò j′.

Øàã 7. Ðåçóëüòàò øàãà 6 ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ìàòðèöàì A> è A′>

âìåñòî A è A′, è ýòî ïîêàæåò, ÷òî çíà÷åíèå τ(i′′, j′′) íå çàâèñèò íè îò èíäåêñà
i′′ ∈ {1, . . . , k}, íè îò èíäåêñà j′′ ∈ {s + 1, . . . , n}. Â ñèëó øàãà 1 âûïîëíåíî
óñëîâèå τ(i′, j′) 6= τ(i′′, j′′), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà â òîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà ãðàô G(A,A′) ñîäåðæèò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Ëåììà 7.3.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé
ìàòðèöû A′ ∈ Rm×n íå ïðåâîñõîäèò 2, à ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ A 6 A′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà {R1, . . . ,Rk, C1 . . . , Cs}
è {Rk+1, . . . ,Rm, Cs+1, . . . , Cn} ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà
G(A,A′). Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (7.3.1) íåñîâìåñòíà, òî íàéäóòñÿ èí-
äåêñû i1, i2, j1 è j2, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2}, òàêæå íåñîâìåñòíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó ëåììû 7.3.7 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîñòàâëåííàÿ èç óðàâíåíèé
ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {1, . . . , k} × {1, . . . , s} (ðàâíî êàê è ïîäñèñòåìà, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç óðàâíåíèé ñ (i, j) èç {k+1, . . . , m}×{s+1, . . . , n}) èìååò ðåøåíèå.
Â ñèëó ëåìì 7.3.5 è 7.3.7 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè âûïîëíåíî óñëîâèå
Ai′j′ = 0, åñëè (Ri′, Cj′) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G, è âåðíî íåðàâåíñòâî Aij 6 0
äëÿ ëþáîé ïàðû (i, j), ïðèíàäëåæàùåé ëèáî ìíîæåñòâó {1, . . . , k}×{1, . . . , s},
ëèáî ìíîæåñòâó {k + 1, . . . , m} × {s + 1, . . . , n}.

Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai1j1 íàèáîëüøèé ýëåìåíò ïîäìàòðèöû
A[1, . . . , k|s + 1, . . . , n] è ÷åðåç Ai2j2 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò ïîäìàòðèöû
A[k + 1, . . . , m|1, . . . , s]. Åñëè âåðíî íåðàâåíñòâî Ai1j1 + Ai2j2 6 0, òî íà-
áîð ÷èñåë, çàäàííûõ êàê x1 = . . . = xk = −y1 = . . . = −ys = Ai1j1 è
xk+1 = . . . = xm = ys+1 = . . . = yn = 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.3.1).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ Ai1j1 + Ai2j2

ïîëîæèòåëüíî.
Øàã 3. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Ai1j1 = Bi11 +C1j1. Â ñèëó ëåììû 7.3.8 ìû òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå
Ai′j′ = Bi′1 + C1j′ < Bi′2 + C2j′ âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ïàðû (i′, j′), ïðèíàäëå-
æàùåé ìíîæåñòâó {1, . . . , k} × {s + 1, . . . , n}. Òîãäà çíà÷åíèå Bi11 ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ýëåìåíòîâ B11, . . . , Bk1, êàê ïîêàçûâàåò ìàêñèìàëüíîñòü
÷èñëà Ai1j1. Ïîõîæèì îáðàçîì ìû â ñèëó ëåììû 7.3.8 çàêëþ÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå
C2j2 ìàêñèìàëüíî ñðåäè ýëåìåíòîâ C21, . . . , C2s.

Øàã 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Ri1, Cj2) íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G, òîãäà
çíà÷åíèå Ai1j2 ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì è ñîâïàäàåò ëèáî ñ Bi11 + C1j2,
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ëèáî ñ Bi12 + C2j2. Â ïåðâîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìû â ñèëó øàãà 3 èìååì íåðà-
âåíñòâà A′

i′j2 6 Bi′1 +C1j2 6 Ai1j2 äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i′ ∈ {1, . . . , k}; âî âòîðîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ äëÿ âñåõ èíäåêñîâ j′ ∈ {1, . . . , s} âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
A′

i1j′ 6 Bi12 + C2j′ 6 Ai1j2. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî çíà÷åíèå A′
i′j2 íåïîëîæè-

òåëüíî ïðè âñåõ i′ ∈ {1, . . . , k}, ëèáî çíà÷åíèå A′
i1j′ íåïîëîæèòåëüíî ïðè âñåõ

j′ ∈ {1, . . . , s}. Â ñèëó øàãà 1 ëèáî (Ri′, Cj2) íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G
íè ïðè êàêèõ i′, ëèáî (Ri1, Cj′) íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G íè ïðè êàêèõ
j′. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ìíîæåñòâî
{R1, . . . ,Rk, C1 . . . , Cs} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì â òîïîëîãèè ãðàôà G, è ïîòîìó íà
ñàìîì äåëå (Ri1, Cj2) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G.

Øàã 5. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì øàãà 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî
(Ri2, Cj1) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G. Ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2} âûãëÿäèò â ýòîì ñëó÷àå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi1 + yj1 > Ai1j1, xi2 + yj2 > Ai2j2, xi1 + yj2 = 0, xi2 + yj1 = 0,

è îíà ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, ïîñêîëüêó â ñèëó øàãà 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
Ai1j1 + Ai2j2 > 0.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ëåìì, ïîëåçíûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîäðàçäåëà â ïîëíîé îáùíîñòè.

Ëåììà 7.3.10. Ïóñòü A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×2, C ∈ R2×n. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïåðåñòàíîâêè σ è τ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
Bi1 + C1,τ(i) > Ai,τ(i) è Bi2 + C2,σ(i) > Ai,σ(i) ïðè ëþáîì i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà
A 6= B ⊗ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïðè âñåõ i âûïîëíåíû
óñëîâèÿ Bi1+C1,τ(i) > Bi2+C2,τ(i) è Bi2+C2,σ(i) > Bi1+C1,σ(i). Òàêèì îáðàçîì,
ïðè âñåõ i îêàçûâàåòñÿ âåðíûì íåðàâåíñòâî C1,τ(i) − C1,σ(i) > C2,τ(i) − C2,σ(i).
×òîáû ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü ýòè íåðàâåíñòâà
ïî âñåì i.

Ëåììà 7.3.11. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô V íà ìíîæåñòâå âåð-
øèí {1, . . . , n}, êîòîðûé íå ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ïåðåñòàíîâêà φ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
φ(i) > φ(j) äëÿ ëþáîãî ðåáðà ãðàôà V , ïðîõîäÿùåãî èç i â j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 1 äîêàçûâàòü íå÷åãî, è ìû ïðîäîëæàåì ðàñ-
ñóæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Ïîñêîëüêó ãðàô V íå ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàí-
íûõ öèêëîâ, íàéäåòñÿ âåðøèíà (îáîçíà÷èì åå íîìåð ÷åðåç v1), èç êîòîðîé
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íå èñõîäèò íè îäíî ðåáðî ãðàôà V . Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè íàé-
äåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ′ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} \ {v1} íà ìíîæåñòâî
{2, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ φ′(i) > φ′(j) äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ
i, j ∈ {1, . . . , n} \ {v1} òàêîé, ÷òî â ãðàôå V åñòü ðåáðî, ïðîõîäÿùåå èç i â j.
Íàêîíåö, ìû ìîæåì çàäàòü ïåðåñòàíîâêó φ óñëîâèÿìè φ(v1) = 1 è φ(i) = φ′(i)
ïðè i ∈ {1, . . . , n} \ {v1}.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 7.3.12. Ðàññìîòðèì òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû A è A′ ðàçìåðà m×n
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A′ íå ïðåâîñõîäèò
2. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (7.3.1) íåñîâìåñòíà, òî íàéäóòñÿ èíäåêñû i1, i2,
j1 è j2, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ
(i, j) èç ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2}, òàêæå íåñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ
i1, i2, j1 è j2, ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.1), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç
ìíîæåñòâà {i1, i2} × {j1, j2}, èìååò ðåøåíèå.

Øàã 1. Åñëè óñëîâèå A 6 A′ íàðóøàåòñÿ, îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòå-
ìû (7.3.1) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì; ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîë-
íåíî óñëîâèå A′ 6 A, è ðàññìàòðèâàòü ãðàô G = G(A,A′). Ïðåäïîëîæèì
ñíà÷àëà, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó; ìîæíî ñ÷èòàòü, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî âåðøèíà Ri′ èçîëèðîâàíà. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàâåíñòâî Ai′j = A′

i′j âûïîëíåíî ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , n}. Çàìåíà ïå-
ðåìåííîé xi′ = maxn

j=1{Ai′j − yj} ïîêàçûâàåò, ÷òî íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû
óðàâíåíèé (7.3.1) âëå÷åò íåñîâìåñòíîñòü ïîäñèñòåìû, ñîäåðæàùåé óðàâíåíèÿ
ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà ({1, . . . ,m} \ {i′})×{1, . . . , n}. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

Øàã 2. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 1 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G ìîãóò
áûòü îïèñàíû êàê {Rut−1+1, . . . ,Rut

, Cvt−1+1 . . . , Cvt
}, ãäå 0 = u0 < u1 < . . . <

uq = m è 0 = v0 < v1 < . . . < vq = n, à èíäåêñ t èçìåíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå
{1, . . . , q}. ×åðåç κ(i) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñ êîìïîíåíòû, ñîäåðæàùåé
âåðøèíó Ri, òî åñòü, ÷åðåç κ(i) áóäåò îáîçíà÷åíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ uk > i. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç σ(j) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
èíäåêñ êîìïîíåíòû, ñîäåðæàùåé âåðøèíó Cj, òî åñòü, ÷åðåç σ(j) áóäåò îáî-
çíà÷åíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî s, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ us > j.

Øàã 3. Åñëè ïàðà (i, j) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ κ(i) 6= σ(j), òî â ñèëó
ëåììû 7.3.8 ìèíèìóì â âûðàæåíèè

A′
ij = min

t∈{1,2}
{Bit + Ctj}
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äîñòèãàåòñÿ ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè t ∈ {1, 2}, è òî çíà÷åíèå, íà êîòîðîì
îí äîñòèãàåòñÿ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç τ(i, j). Ëåììà 7.3.8 ïîêàçûâàåò
òàêæå, ÷òî çíà÷åíèå τ(i, j) çàâèñèò òîëüêî îò κ(i) è σ(j).

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïèñàòü T (k, s) (ãäå k è s � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå
èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, . . . , q}) âìåñòî τ(i′, j′) äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i′ è j′,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì κ(i′) = k è σ(j′) = s.

Øàã 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ èíäåêñû α1, . . . , αp ∈ {1, . . . , q}, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì T (α1, α2) = . . . = T (αp−1, αp) = T (αp, α1). Òîãäà
â ñèëó ëåììû 7.3.8 âûïîëíåíû óñëîâèÿ T (α2, α1) = . . . = T (αp, αp−1) =
T (α1, αp) 6= T (α1, α2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû 7.3.10. Òàêèì îá-
ðàçîì, èíäåêñîâ α1, . . . , αp ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.

Øàã 5. Â ñèëó ëåììû 7.3.11 è ðåçóëüòàòà øàãà 4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ðàâåíñòâî T (k, s) = 1 âûïîëíåíî ïðè k < s, à
ðàâåíñòâî T (k, s) = 2 � ïðè k > s.

Øàã 6. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ëåììû 7.3.7, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî q > 1.
Â ñèëó ëåìì 7.3.5 è 7.3.7 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèå Aij = 0
âûïîëíåíî, åñëè (Ri, Cj) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G, à óñëîâèå Aij 6 0 � â
ñëó÷àå κ(i) = σ(j).

Øàã 7. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H ∈ Rq×q, ýëåìåíò ñ èíäåêñîì (k, s) êîòîðîé
çàäàí êàê íàèáîëüøèé ýëåìåíò ïîäìàòðèöû A[uk−1+1, . . . , uk|vs−1+1, . . . , vs].
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Hkk = 0 â ñèëó ðåçóëüòàòà
øàãà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ψ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , q}
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî H1ψ(1) + . . . + Hqψ(q) 6 0. Òîãäà ìû èñïîëüçóåì ëåì-
ìó 3.3.10 è íàõîäèì ÷èñëà r1, . . . , rq ∈ R, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
Hks−rk+rs íåïîëîæèòåëüíî ïðè âñåõ k è s. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî íàáîðû ÷è-
ñåë xi = rκ(i) è yj = −rσ(j) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.3.1). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ H1ψ(1) + . . . + Hqψ(q) > 0.

Øàã 8. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 8 íàéäóòñÿ èíäåêñû g1, . . . , gl ∈ {1, . . . , q},
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó Hg1,g2

+ . . . + Hgl−1,gl
+ Hgl,g1

> 0; ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå l ìèíèìàëüíî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ.

Ìû ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå {g1, . . . , gl} = {1, . . . , l}; ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè
ìàòðèö ýëåìåíòû Hg1,g2

, . . . , Hgl−1,gl
, Hgl,g1

ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.
Øàã 9. Åñëè l = 2, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì ëåì-

ìû 7.3.9; ïîýòîìó l > 2.
Øàã 10. Â ñèëó ðåçóëüòàòà øàãà 9 óñëîâèå |gµ − gν| > 1 âûïîëíåíî äëÿ

íåêîòîðûõ µ è ν, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêæå óñëîâèþ ν − µ ∈ {1, 1 − l}. Â
÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî
g2 − g1 > 1.
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Øàã 11. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû H, äàííîãî íà øàãå 7, íàéäóòñÿ
èíäåêñû ĩ è j̃, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì κ(̃i) = g1, σ(j̃) = g2 è Aĩj̃ = Hg1,g2

;
â ÷àñòíîñòè, ìû èìååì â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Aĩj̃ > 0.

Øàã 12. Â ñèëó øàãà 8 íàéäåòñÿ èíäåêñ z ∈ {3, 4, . . . , l}, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ gz = g1 + 1. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà Hg1,g1+1 > 0 ñëåäîâàëî
áû, ÷òî ýëåìåíò Hg1,gz

íåîòðèöàòåëåí, à âñå ÷èñëà Hgz,gz+1
, . . . , Hgl−1,gl

, Hgl,g1

ïîëîæèòåëüíû; ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èë áû ìèíèìàëüíîñòè çíà-
÷åíèÿ l, òî åñòü, ðàññóæäåíèÿì øàãà 8. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî Hg1,g1+1 < 0. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
Hg1+1,g2

< 0.
Øàã 13. Â ñèëó øàãà 12 äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i′′ è j′′, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì κ(i′′) = g1 + 1 è σ(j′′) = g1 + 1, ýëåìåíòû Aĩj′′ è Ai′′j̃ îòðèöàòåëüíû.
Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óñëîâèÿ κ(̃i) 6= σ(j′′) è κ(i′′) 6= σ(j̃), ìû ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà Aĩj′′ = A′

ĩj′′
< 0 è Ai′′j̃ = A′

i′′j̃
< 0.

Øàã 14. Èç ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 5 è 13 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Bĩ1 + C1j′′ = A′

ĩj′′
< 0 è Bi′′1 + C1j̃ = A′

i′′j̃
< 0. Àíàëîãè÷íî, èç øàãîâ 5 è 11

ñëåäóåò óñëîâèå Bĩ1 + C1j̃ = A′
ĩj̃

> 0.
Øàã 15. Â ñèëó øàãà 14 íåðàâåíñòâî Bi′′1 + C1j′′ < 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ

ëþáûõ èíäåêñîâ i′′ è j′′, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì κ(i′′) = g1 + 1 è σ(j′′) =
g1 + 1. Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ A′

i′′j′′ 6 Bi′′1 + C1j′′ < 0, è ìû
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì øàãà 6.

7.3.3 Ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6
Ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ çàâåðøàþùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ ðàçäåëà. Âàæíóþ ðîëü â ðàññóæäåíèÿõ áóäóò èãðàòü ðåçóëüòàòû
ïîäðàçäåëà 7.3.2 è, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 7.3.12. Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóþò-
ñÿ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû äëÿ
ðàçáîðà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Îáîçíà÷åíèå 7.3.13. Âñþäó â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèì-
âîë A äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû ðàçìåðà m × n, ñîñòîÿùåé èç
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåé íóëü â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëá-
öå è èìåþùåé ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, íå ìåíüøèé ÷åòûðåõ. Ìû îáîçíà÷àåì
íàèáîëüøèé ýëåìåíò ñòðîêè ìàòðèöû A ñ èíäåêñîì i ÷åðåç ρi è ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ρi > 0. Òàêæå ìû îáîçíà÷àåì íàèáîëüøèé ýëåìåíò ñòîëáöà ìàòðèöû A ñ
èíäåêñîì j ÷åðåç γj è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî γj > 0.
Îáîçíà÷åíèå 7.3.14. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ k1, k2 ∈
{1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå Ak1,k2

= 0 â ñëó÷àå, åñëè k1 = k2, è âûïîëíåíî
óñëîâèå Ak1,k2

> 0 â ñëó÷àå, åñëè k1 6= k2.
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Îáîçíà÷åíèå 7.3.15. ×åðåç B áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× 3,
ýëåìåíòîì Bik êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèáî âåùåñòâåííîå ÷èñëî βik, ëèáî ïåðåìåí-
íàÿ xik; ÷åðåç C áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3 × n, ýëåìåíòîì Ckj

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèáî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ζkj, ëèáî ïåðåìåííàÿ ykj.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèë
òðåõ, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

min{Bi1 + C1j, Bi2 + C2j, Bi3 + C3j} = Aij (7.3.3)

ñ (i, j) ∈ {1, . . . , m}× {1, . . . , n} èìåëà áû ðåøåíèå äëÿ ìàòðèö B è C, ñîñòî-
ÿùèõ ïîëíîñòüþ èç íåèçâåñòíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóê-
òóðó. Ìû íà÷íåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.3.3) ñ òåõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, êîãäà ìàòðèöû B è C ñîäåðæàò äîâîëüíî ìíîãî ïîñòîÿííûõ ýëåìåí-
òîâ è íå î÷åíü ìíîãî ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëó÷àòü áîëåå
îáùèå õàðàêòåðèçàöèè ñèñòåìû (7.3.3) è íàêîíåö, ïîëó÷èì êëþ÷åâîé äëÿ ðàñ-
ñóæäåíèé ýòîãî ðàçäåëà ðåçóëüòàò � õàðàêòåðèçàöèþ ðåøåíèé ñèñòåìû â òîì
ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû B è C íåèçâåñòíû.

Ïðåæäå âñåãî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå ñëó÷àè, êîãäà îäèí èç ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B è îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû C íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.

Ëåììà 7.3.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðèíàä-
ëåæàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j ýëå-
ìåíòû 0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Äëÿ ëþ-
áîé ïåðåìåííîé xik è ykj ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
k ∈ {1, 2}. Íàêîíåö, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ñëó÷àå Bi2 = xi2 âûïîëíåíî
óñëîâèå Bi3 = 0, à â ñëó÷àå C2j = y2j âûïîëíåíî óñëîâèå C3j = 0.

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîù-
íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 2, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñè-
ñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå
èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i ∈
{1, . . . , m}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Bi2 = xi2; îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìíî-
æåñòâî âñåõ èíäåêñîâ j ∈ {1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ C2j = y2j.

Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i′ ∈ I. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû óðàâíå-
íèå (7.3.3) ñ i = i′ è ëþáûì j ∈ {1, 2 . . . , n} ðàâíîñèëüíî (ñ ó÷åòîì ïî-
ëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ) ëèáî íåðàâåíñòâó xi′2 > αi′j, ëèáî óðàâíåíèþ
xi′2 = αi′j, ëèáî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì èëè òîæäåñòâåííî èñòèí-
íûì. Åñëè çíà÷åíèÿ xi′2, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòèì óñëîâèÿì, íå ñóùåñòâóåò,
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òî íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.3.3) ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç íåêî-
òîðîé ïàðû óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå xi′2 = ξi′2,
äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî (7.3.3) ïðè i = i′ è ëþáîì j ∈ {1, 2 . . . , n} âûïîëíåíî
íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå
yχj.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j′ ∈ J . Ïî àíàëîãèè ñ øàãîì 1 ìû äîêàçûâàåì,
÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå y2j′ = ψ2j′, äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî (7.3.3) ïðè j = j′

è ëþáîì i ∈ {1, 2 . . . ,m} âûïîëíåíî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèå ïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå xiχ.

Øàã 3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B′, ïîëó÷åííóþ èç B çàìåíîé ýëåìåíòà
Bi′2 = xi′2 ÷èñëîì B′

i′2 = ξi′2 ïðè âñåõ èíäåêñàõ i′ ∈ I; ÷åðåç C ′ îáîçíà÷èì
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç C çàìåíîé ýëåìåíòà C2j′ = y2j′ ÷èñëîì C ′

2j′ = ψ2j′

ïðè âñåõ èíäåêñàõ j′ ∈ J . Â ñèëó ýòèõ îïðåäåëåíèé ïîñëåäíèå äâà ñòîëáöà
ìàòðèöû B′ è ïîñëåäíèå äâå ñòðîêè ìàòðèöû C ′ ñîñòîÿò èç ïîñòîÿííûõ. Â ñè-
ëó òåîðåìû 7.3.12 íàéäóòñÿ ïîäìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n},
ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 2, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé

min{Bi1 + C1j, B
′
i2 + C ′

2j, Bi3 + C3j} = Aij, (7.3.4)
ãäå (i, j) ∈ R′ × S ′, íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ∈ R|R′|×3 (ñòðîêè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû
èç ìíîæåñòâà R′) è ìàòðèöà C ∈ R3×|S′| (ñòîëáöû êîòîðîé èìåþò èíäåêñû èç
ìíîæåñòâà S ′) äàåò ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùåé óðàâíå-
íèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′×S ′. Â ñèëó øàãîâ 1 è 2 ìû ìîæåì çàìåíèòü çíà-
÷åíèå Bi′2 íà ξi′2 è çíà÷åíèå C2j′ íà ψ2j′ áåç èçìåíåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
B è C. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ìàòðèöû B

′ è C
′ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

óðàâíåíèé (7.3.4), è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñèñòåìà
ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′×S ′, íå èìååò
ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ñëó÷àé, êîãäà äâà ñòîëáöà ìàòðèöû B è
îäíà ñòðîêà ìàòðèöû C ñîñòîÿò èç ïîñòîÿííûõ.

Ëåììà 7.3.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ñîñòîèò èç
íåèçâåñòíûõ, à âñå îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû � ïîñòîÿííûå. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ïåðâûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû C ñîñòîÿò èç íåèçâåñòíûõ, à âñå
îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû � ïîñòîÿííûå.

Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî R′ ⊂ {1, . . . , m}, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðå-
âîñõîäèò 4, è ìíîæåñòâî S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõî-
äèò 2, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ
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(i, j) èç ìíîæåñòâà R′× S ′, íå èìååò ðåøåíèé â (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæè-
òåëüíûõ) íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû B
ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë βi2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C ′, ïîëó÷åííóþ èç
C çàìåíîé çíà÷åíèÿ C2j íà C ′

2j = maxm
i=1{Aij−βi2}; â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû A

è A′ = B ⊗C ′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 7.3.12. Òàêèì îáðàçîì, íàé-
äóòñÿ ïîäìíîæåñòâà R′′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî
èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 2, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

min{Bi′1 + C1j′, Bi′2 + C ′
2j′, Bi′3 + C3j′} = Ai′j′, (7.3.5)

ãäå (i′, j′) ∈ R′′ × S ′′, íå èìååò ðåøåíèé.
Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e(s) (ãäå s ìîæåò áûòü ëþáûì ýëåìåíòîì ìíî-

æåñòâà S ′′) èíäåêñ e ∈ {1, . . . , m}, äîñòàâëÿþùèé ìàêñèìóì âûðàæåíèþ
Aes − βe3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R′ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ èíäåêñîâ r è
e(s), ãäå ïàðà (r, s) ìîæåò áûòü ëþáûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà R′′ × S ′′.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ∈ R|R′|×3 (ñòðîêè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû
èç ìíîæåñòâà R′) è ìàòðèöà C ∈ R3×|S′′| (ñòîëáöû êîòîðîé èìåþò èíäåê-
ñû èç ìíîæåñòâà S ′′) äàåò ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùåé
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′′. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Bi2+C2j > Aij, òî åñòü, óñëîâèÿ C2j > maxi∈R′{Aij−βi2} = maxm

i=1{Aij−βi2}
ïðè âñåõ j ∈ S ′′. Ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû ìîæåì çàìå-
íèòü çíà÷åíèå ýëåìåíòà C2j íà C

′
2j = maxm

i=1{Aij −βi2}, íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B ⊗ C; òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

min{Bi′1 + C1j′, Bi′2 + C
′
2j′, Bi′3 + C3j′} = Ai′j′

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ïàð (i′, j′) èç ìíîæåñòâà R′′× S ′′. Ïîýòîìó ìàòðèöû
B è C

′ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.3.5), è ìû ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì øàãà 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3),
ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′′, íå èìååò ðåøåíèé.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áóäåò ïîëåçíà ïðè ðàññìîòðåíèè òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû C è íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû B çàäàíû.

Ëåììà 7.3.18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðèíàä-
ëåæàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j ýëå-
ìåíòû 0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Äëÿ ëþ-
áîé ïåðåìåííîé xik è ykj ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
k ∈ {1, 2}. Íàêîíåö, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ñëó÷àå Bik = xik âûïîëíåíî
óñëîâèå Bi3 = 0.
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Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîù-
íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 6, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñè-
ñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå
èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iχ (ãäå χ ∈ {1, 2}) ìíîæåñòâî âñåõ èíäåê-
ñîâ i ∈ {1, . . . , m}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Biχ = xiχ.

Øàã 1. Åñëè íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7.3.3) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì
(ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ), òî óòâåðæäåíèå ëåììû òðèâèàëü-
íî. Äàëåå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íè îäíî èç óðàâíåíèé (7.3.3) íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èåì.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà ı̂ ∈ I2 âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (çäåñü ÷åðåç ξı̂2 îáîçíà÷åíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî):
(1) äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà ̂ = ̂(̂ı) óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è j = ̂ ðàâíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ xı̂2 = ξı̂2 ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ;
(2) ïîäñòàíîâêà xı̂2 = ξı̂2 òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è ïðîèçâîëü-
íûì èíäåêñîì j èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n} óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ïåðåìåííàÿ yχj.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàññìîòðèì ìàòðèöó B′, ïîëó÷åííóþ èç B ïðèñâîåíèåì
çíà÷åíèÿ B′

ı̂2 = ξı̂2 ïåðåìåííîé Bı̂2 = xı̂2 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ı̂ ∈ I2. Â
ñèëó ëåììû 7.3.17 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî R ⊂ {1, . . . , m}, ìîùíîñòü êîòîðîãî
íå ïðåâîñõîäèò 4, è ìíîæåñòâî {s1, s2} ⊂ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà
óðàâíåíèé

min{Bi′1 + C1j′, B
′
i′2 + C2j′, Bi′3 + C3j′} = Ai′j′ (7.3.6)

ñ (i′, j′) èç ìíîæåñòâà R× {s1, s2} íå èìååò ðåøåíèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èíäåêñû

s1, s2 è ̂(r) (ãäå r äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (1) è ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
èç ìíîæåñòâà R ∩ I2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ∈ R|R|×3 (ñòðîêè êîòî-
ðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà R) è ìàòðèöà C ∈ R3×|S′| (ñòîëáöû êîòîðîé
èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà S ′) äàåò ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (7.3.3),
ñîäåðæàùåé óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R× S ′. Â ñèëó óñëîâèé (1) è (2)
èç óñëîâèÿ ı̂ ∈ I2 ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì çàìåíèòü çíà÷åíèå ýëåìåíòà B ı̂2
÷èñëîì ξı̂2, íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B è C. Ïîýòîìó ïîëó-
÷åííàÿ ìàòðèöà B

′ è ìàòðèöà C ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.3.6) ñ (i′, j′)
èç ìíîæåñòâà R×{s1, s2}, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ïîä-
ñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R× S ′,
íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Øàã 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà ı̂ ∈ I1 âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (çäåñü ÷åðåç ξı̂1 îáîçíà÷åíî íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
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÷èñëî):
(1) äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà ̂ = ̂(̂ı) óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è j = ̂ ðàâíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ xı̂1 = ξı̂1 ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ;
(2) ïîäñòàíîâêà xı̂1 = ξı̂1 òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è ïðîèçâîëü-
íûì èíäåêñîì j èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n} óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ïåðåìåííàÿ yχj.

Â ñèëó ñèììåòðèè ýòîãî ñëó÷àÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ øàãà 2, óòâåðæäåíèå
ëåììû òàêæå îêàçûâàåòñÿ âåðíûì.

Øàã 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå øàãà 2 íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ
èíäåêñ ı̂ ∈ I2, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèÿ (1) è (2) íàðóøàþòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî
ñîãëàñíî øàãó 1 íè îäíî èç óðàâíåíèé (7.3.3) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

4.1. Åñëè ñòðîêà ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì ̂ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ èëè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C3̂ = 0, òî óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è j = ̂ (ñ ó÷åòîì
ïîëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ) ëèáî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó xı̂2 > αı̂̂, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

4.2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå C3̂ = γ̂ è ýëåìåíò C1̂ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé,
òî óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è j = ̂ ýêâèâàëåíòíî ëèáî íåðàâåíñòâó xı̂2 >
Aı̂̂ (åñëè Aı̂̂ = γ̂), ëèáî óðàâíåíèþ xı̂2 = Aı̂̂ (åñëè Aı̂̂ < γ̂). Ïîñêîëüêó
óñëîâèå (1) èç øàãà 2 íå âûïîëíÿåòñÿ, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aı̂̂ = γ̂ äëÿ
íåêîòîðîãî èíäåêñà ̂, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðåäïîëîæåíèþ ïóíêòà 4.2.

4.3. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ èíäåêñà ̂, íå ðàññìîòðåííàÿ â ïóíê-
òàõ 4.1 è 4.2 � ýòî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå C3̂ = γ̂, à
ýëåìåíò C2̂ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂ è
j = ̂ ðàâíîñèëüíî ëèáî óñëîâèþ xı̂2 + y2̂ > Aı̂̂ (åñëè Aı̂̂ = min{γ̂, ρı̂}), ëèáî
óñëîâèþ xı̂2 + y2̂ = Aı̂̂ (åñëè Aı̂̂ < min{γ̂, ρı̂}). Ïîñêîëüêó óñëîâèå (2) èç øà-
ãà 2 íå âûïîëíÿåòñÿ, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aı̂̃ < min{γ̃, ρı̂} ̃ äëÿ íåêîòîðîãî
èíäåêñà ̂, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðåäïîëîæåíèþ ïóíêòà 4.3.

Øàã 5. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå øàãà 3.
Òîãäà íàéäåòñÿ èíäåêñ ı̂′ ∈ I1, äëÿ êîòîðîãî íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ (1') è (2').

Ðàññóæäåíèÿ øàãà 5 ïðîõîäÿò ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè øàãà 4. Ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà ̂′, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïóíê-
òà 4.3, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aı̂′̂′ = γ̂′, à óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂′ è j = ̂′

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó xı̂′1 > Aı̂′̂′. Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî èíäåêñà ̃′, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïóíêòà 4.2, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Aı̂′̃′ < min{γ̃′, ρı̂′}, à óðàâíåíèå (7.3.3) ñ i = ı̂′ è j = ̃′ ðàâíî-
ñèëüíî óðàâíåíèþ xı̂′1 + y1̃′ = Aı̂′̃′.

Øàã 6. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ øàãîâ 5 è 6 ðàññìîòðèì ïîäñèñòåìó (7.3.3),
ñîäåðæàùóþ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {̂ı, ı̂′}×{̃, ̃′}. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ
øàãîâ 5 è 6 ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì xı̂2 > γ̃′, xı̂′1 >
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γ̃, xı̂2 + y2̃ < γ̃ è xı̂′1 + y1̃′ < γ̃′. Ïîýòîìó ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3),
ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {̂ı, ı̂′}×{̃, ̃′}, íå èìååò ðåøåíèé
â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåò ëåììó â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäïîëîæåíèÿ øàãîâ 2 è 3 íàðóøàþòñÿ.

Çàìå÷àíèå 7.3.19. Â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 7.3.18 ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî ðàâåíñòâî Bi3 = 0 âûïîëíåíî â ñëó÷àå Bik = xik, ìîæåò áûòü çàìå-
íåíî íà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàâåíñòâî C3j = 0 âûïîëíåíî â ñëó÷àå
Ckj = ykj. Â ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïàðó ìàòðèö (C>, B>)
âìåñòî (B, C), ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé (7.3.3) áóäåò â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ C> ⊗B> = A>.

Òåïåðü äàäèì ïîëåçíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñèñòåìû (7.3.3) â òîì ñëó÷àå,
êîãäà íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû B è íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû C ñîñòîÿò
èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ëåììà 7.3.20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðèíàä-
ëåæàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j ýëå-
ìåíòû 0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Äëÿ ëþ-
áîé ïåðåìåííîé xik è ykj ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
k ∈ {1, 2}. Íàêîíåö, åñëè ðàçëè÷íûå èíäåêñû k1, k2 è k3 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Bik1

= Ck2j = 0, Bik3
= ρi è Ck3j = γj, òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

îäèí èç ýëåìåíòîâ Bik2
è Ck1j íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé.

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîù-
íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 6, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñè-
ñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå
èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû ëåììû 7.3.18 è çàìå÷à-
íèÿ 7.3.19, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ Bi3 = ρi è C3j = γj, à òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû Bik è Ck′j ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}
è k, k′ ∈ {1, 2}. Ïðåäïîëîæåíèå ëåììû äîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
k = k′ äëÿ ëþáîé ïàðû i è j ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Òåïåðü äîêàçûâàåìàÿ
ëåììà ñëåäóåò èç ëåììû 7.3.16.

Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà òîò ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà B ñîäåðæèò íà-
ïåðåä çàäàííûå ñòðîêè, íî íè îäèí ñòîëáåö ìàòðèöû C íàïåðåä íå çàäàí.

Ëåììà 7.3.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðè-
íàäëåæàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j
ýëåìåíòû 0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Äëÿ
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ëþáîé ïåðåìåííîé xik ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
k ∈ {1, 2}. Íàêîíåö, åñëè ðàçëè÷íûå èíäåêñû k1, k2 è k3 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Bik1

= Ck2j = 0, Bik3
= ρi è Ck3j = γj, òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

îäèí èç ýëåìåíòîâ Bik2
è Ck1j íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé.

Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîù-
íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 12, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà
ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå
èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû òðåòèé ñòîëáåö ìàò-
ðèöû B ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë βi3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C ′, ïîëó÷àå-
ìóþ èç C çàìåíîé ýëåìåíòà C3j íà ýëåìåíò C ′

3j = maxm
i=1{Aij−βi3}. Çàìåòèì,

÷òî ìàòðèöû B è C ′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 7.3.20; ïîýòîìó íàéäóò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâà R′′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 6, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

min{Bi′1 + C1j′, Bi′2 + C2j′, Bi′3 + C ′
3j′} = Ai′j′, (7.3.7)

ãäå (i′, j′) ∈ R× S, íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.
Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e(s) (ãäå s ìîæåò áûòü ëþáûì ýëåìåíòîì ìíî-

æåñòâà S ′′) èíäåêñ e ∈ {1, . . . , m}, äîñòàâëÿþùèé ìàêñèìóì âûðàæåíèþ
Aes − βe3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R′ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ èíäåêñîâ r è
e(s), ãäå ïàðà (r, s) ìîæåò áûòü ëþáûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà R′′ × S ′′.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ∈ R|R′|×3 (ñòðîêè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû
èç ìíîæåñòâà R′) è ìàòðèöà C ∈ R3×|S′′| (ñòîëáöû êîòîðîé èìåþò èíäåê-
ñû èç ìíîæåñòâà S ′′) äàåò ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùåé
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′′. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Bi3+C3j > Aij, òî åñòü, óñëîâèÿ C3j > maxi∈R′{Aij−βi3} = maxm

i=1{Aij−βi3}
ïðè âñåõ j ∈ S ′′. Ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû ìîæåì çàìå-
íèòü çíà÷åíèå ýëåìåíòà C3j íà C

′
3j = maxm

i=1{Aij − βi3}j ∈ S ′′, íå èçìåíÿÿ
çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B ⊗ C; òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

min{Bi′1 + C1j′, Bi′2 + C2j′, Bi′3 + C
′
3j′} = Ai′j′

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ïàð (i′, j′) èç ìíîæåñòâà R′′× S ′′. Ïîýòîìó ìàòðèöû
B
′ è C

′ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.3.7), è ìû ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì øàãà 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3),
ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′′, íå èìååò ðåøåíèé â
ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.
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Çàìå÷àíèå 7.3.22. Â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 7.3.21 ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî k ∈ {1, 2} äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xik, ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ïðåäïî-
ëîæåíèå k ∈ {1, 2} äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé ykj. Â ñàìîì äåëå, ìû ìîæåì ðàñ-
ñìîòðåòü ïàðó ìàòðèö (C>, B>) âìåñòî (B,C), ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (7.3.3) áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ C> ⊗B> = A>.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå èíîãî õàðàêòåðà; â
÷àñòíîñòè, ìû íå ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö B
è C, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùèõ èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ëåììà 7.3.23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðèíàäëå-
æàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j ýëåìåí-
òû 0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Åñëè ðàçëè÷íûå
èíäåêñû k1, k2 è k3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Bik1

= Ck2j = 0, Bik3
= ρi

è Ck3j = γj, òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ Bik2
è Ck1j íå

ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé.
Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîù-

íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 12, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà
ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå
èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Åñëè íåêîòîðûé ñòîëáåö ìàòðèöû B èëè íåêîòîðàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû C ñîñòîÿò èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (òî åñòü, íå ñîäåðæàò ïåðå-
ìåííûõ), òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 7.3.21 è çàìå÷àíèÿ 7.3.22.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ èíäåêñàõ i1, i2 ∈ {1, . . . , m} è
{k1, k2, k3} = {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå Bi1,k1

= Bi2,k1
= 0, è îáà ýëåìåíòà

Bi1,k2
è Bi2,k3

ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ëåììû ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ýëåìåíò Ck1,j íå ìîæåò áûòü ïåðåìåííîé íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè
èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n}, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé øàãà 1.

Øàã 3. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ èíäåêñàõ j1, j2 ∈
{1, . . . , n} è {k1, k2, k3} = {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå Ck1,j1 = Ck1,j2 = 0,
è îáà ýëåìåíòà Ck2,j1 è Ck3,j2 ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
ëåììû ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíò Bi,k1

íå ìîæåò áûòü ïåðåìåííîé íè ïðè êàêîì
çíà÷åíèè èíäåêñà i ∈ {1, . . . , m}, ïîýòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé
øàãà 1.

Øàã 4. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ øàãîâ 1, 2 è 3 íàðóøàþòñÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòà-
íîâêà σ ìíîæåñòâà {1, 2, 3}, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå Bik = xik âëå÷åò ðàâåíñòâî
Bi,σ(k) = 0, à óñëîâèå Ckj = ykj � ðàâåíñòâî Cσ(k),j = 0. Ïîýòîìó óðàâíå-
íèå (7.3.3) ðàâíîñèëüíî (ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè íåèçâåñòíûõ) ëèáî íåðà-
âåíñòâó xik > αij, ëèáî óðàâíåíèþ xik = αij, ëèáî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî
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ëîæíûì èëè òîæäåñòâåííî èñòèííûì. Òàêèì îáðàçîì, íåñîâìåñòíîñòü ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (7.3.3) ìîæåò áûòü âûâåäåíà â ýòîì ñëó÷àå èç íåêîòîðîé ïàðû
óðàâíåíèé.

Äëÿ îáñóæäåíèÿ ñèñòåìû (7.3.3) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.3.24. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñòðîêè ìàòðè-
öû H ∈ Rp×q, èìåþùåé èíäåêñ i; îáîçíà÷èì ÷åðåç cj ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
ñòîëáöà ñ èíäåêñîì j. Åñëè íàáîðû ÷èñåë ui è vj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
min{ui, vj} = Hij äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j), òî ëèáî óñëîâèå ui = ri

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì i, ëèáî óñëîâèå vj = cj âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ui′ < ri′ ïðè íåêîòîðîì i′, òî íåðàâåíñòâî Hi′j < ri′

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì j; ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ýëåìåíò ri′ ñîäåðæèòñÿ
â ñòðîêå i′. Ïîýòîìó óñëîâèå ui > ri âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i; àíàëîãè÷íî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå vj > cj âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ j. Íàêîíåö, åñëè
íåðàâåíñòâà ui > ri è vj > cj âåðíû ïðè íåêîòîðûõ i è j, òî ýëåìåíò Hij

ïðåâîñõîäèò min{ri, cj}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ri è cj.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.3.3), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ëþáàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû B ñîäåðæèò íóëü è ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòðîêè ìàòðèöû A; ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû C
ñîäåðæèò íóëü è ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà â A.

Ëåììà 7.3.25. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì i ýëåìåíòû 0 è ρi ïðèíàäëå-
æàò ñòðîêå ìàòðèöû B ñ èíäåêñîì i, à òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì j ýëåìåíòû
0 è γj ïðèíàäëåæàò ñòîëáöó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì j. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíî-
æåñòâà R ⊂ {1, . . . , m} è S ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ
íå ïðåâîñõîäèò 768, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R×S, íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ
íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç S3 ìû îáîçíà÷àåì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ìíîæå-
ñòâà {1, 2, 3}; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðî÷íûé èíäåêñ i ∈ {1, . . . , m} èìååò
òèï σ ∈ S3, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Bi,σ(1) = ρi è Bi,σ(2) = 0, à ýëåìåíò
Bi,σ(3) ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòîëáöîâûé
èíäåêñ j ∈ {1, . . . , n} èìååò òèï σ, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Cσ(1),j = γj è
Cσ(3),j = 0, à ýëåìåíò Cσ(2),j ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê σ ∈ S3, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ è òèïàìè íåêîòîðûõ ñòðîê ìàòðèöû B, è òèïàìè íåêîòîðûõ ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû C. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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ïîäìàòðèöó Aσ ìàòðèöû A, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè ñ èíäåêñàìè òèïà σ è
ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè òèïà σ. ×åðåç ρσ

î
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëü-

íûé ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêå ìàòðèöû Aσ ñ èíäåêñîì î; ÷åðåç γσ
ĵ
ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ñòîëáöå ìàòðèöû
Aσ ñ èíäåêñîì ĵ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Σ → {1, 2}. ×åðåç Bf ìû îáîçíà÷èì ìàòðè-
öó, ïîëó÷åííóþ èç B ïðèñâîåíèåì çíà÷åíèÿ ρσ

î
ïåðåìåííîé Bî,σ(3) äëÿ ëþáîãî

èíäåêñà î òèïà σ â ñëó÷àå, åñëè ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
f(σ) = 1. ×åðåç Cf ìû îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç C ïðèñâîåíèåì
çíà÷åíèÿ γσ

ĵ
ïåðåìåííîé Cσ(2),̂j äëÿ ëþáîãî èíäåêñà ĵ òèïà σ â ñëó÷àå, åñëè

ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Σ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(σ) = 2.
Òåïåðü ìàòðèöû Bf è Cf óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 7.3.23. (Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè ìíîæåñòâî Σ ïóñòî, òî ìàòðèöû B = Bf è C = Cf óäîâëå-
òâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì.) Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà Rf è Sf , ìîù-
íîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 12, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé min{Bf

i1 +Cf
1j, B

f
i2 +Cf

2j, B
f
i3 +Cf

3j} = Aij, ãäå (i, j) ∈ Rf ×Sf , íå èìååò
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Ïîëîæèì R = ∪fR
f è S = ∪fS

f (çäåñü ïåðåìåííàÿ f èçìåíÿåòñÿ íà
ìíîæåñòâå âñåõ îòîáðàæåíèé èç Σ â {1, 2}). Áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâà R è S óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå;
òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû B è C, ïîëó÷åííûå èç B è C ïðèñâîåíèåì
íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûì, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
min{Bi1 + C1j, Bi2 + C2j, Bi3 + C3j} = Aij ïðè âñåõ (i, j) ∈ R× S.

Èç ëåììû 7.3.24 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σ âû-
ïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
(1) äëÿ ëþáîãî ñòðî÷íîãî èíäåêñà î òèïà σ âåðíî ðàâåíñòâî B î,σ(3) = ρσ

î
;

(2) äëÿ ëþáîãî ñòîëáöîâîãî èíäåêñà ĵ òèïà σ âåðíî ðàâåíñòâî Cσ(2),̂j = γσ
ĵ
.

Ïîëîæèì ϕ(σ) = 1, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1) è ϕ(σ) = 2 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå; òàêèì îáðàçîì, ìû çàäàåì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Σ â {1, 2}. Ìû
âèäèì, ÷òî ìàòðèöû B è C ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé min{Bϕ

i1+
Cϕ

1j, B
ϕ
i2 +Cϕ

2j, B
ϕ
i3 +Cϕ

3j} = Aij, ãäå (i, j) ∈ Rϕ×Sϕ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç
ìíîæåñòâà R× S, íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.3.3) â ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû B è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû C ñîäåðæàò íóëåâûå ýëåìåíòû.
Ëåììà 7.3.26. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B è êàæäûé
ñòîëáåö ìàòðèöû C ñîäåðæàò íóëåâûå ýëåìåíòû. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæå-
ñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m} è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå
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ïðåâîñõîäèò 1536, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ
óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′×S ′, íå èìååò ðåøåíèé â ïîëîæèòåëü-
íûõ íåèçâåñòíûõ xik è ykj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 7.3.13 äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà
i ∈ {1, . . . , m} íàéäåòñÿ èíäåêñ g(i) ∈ {1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
Ai,g(i) = ρi; òîãäà òàêæå ñóùåñòâóåò èíäåêñ ψ(i) ∈ {1, 2, 3}, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ Cψ(i),g(i) = 0. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñÿêîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} ìû
ìîæåì íàéòè èíäåêñ e(j), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ae(j),j = γj, è èíäåêñ
ϕ(j), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Be(j),ϕ(j) = 0.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B′, ïîëó÷åííóþ èç B çàìåíîé ýëåìåíòà Bi,ψ(i)
÷èñëîì B′

i,ψ(i) = ρi ïðè âñåõ èíäåêñàõ i ∈ {1, . . . ,m}; ÷åðåç C ′ îáîçíà÷èì
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç C çàìåíîé ýëåìåíòà Cϕ(j),j ÷èñëîì C ′

ϕ(j),j = γj ïðè
âñåõ èíäåêñàõ j ∈ {1, . . . , n}. Â ñèëó ëåììû 7.3.25 íàéäóòñÿ ïîäìíîæåñòâà
R ⊂ {1, . . . , m} è S ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõî-
äèò 768, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

min{B′
i′1 + C ′

1j′, B
′
i′2 + C ′

2j′, B
′
i′3 + C ′

3j′} = Ai′j′, (7.3.8)

ãäå (i′, j′) ∈ R× S, íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.
Øàã 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R′ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç èíäåêñîâ r è e(s),

÷åðåç S ′ � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç èíäåêñîâ s è g(r) (ãäå ïàðà (r, s) èçìå-
íÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå R×S). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ∈ R|R′|×3 (ñòðîêè
êîòîðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà R′) è ìàòðèöà C ∈ R3×|S′| (ñòîëáöû
êîòîðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà S ′) äàåò ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòå-
ìû (7.3.3), ñîäåðæàùåé óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′×S ′. Â ñèëó øàãà 1
íåðàâåíñòâà Bi′,ψ(i′) > ρi′ è Cϕ(j′),j′ > γj′ âåðíû äëÿ ëþáûõ i′ ∈ R è j′ ∈ S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
′ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç B èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýëå-

ìåíòà Bi′,ψ(i′) íà ρi′ ïðè ëþáîì i′ ∈ R; ÷åðåç C
′ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åí-

íóþ èç C èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà Cϕ(j′),j′ íà γj′ ïðè ëþáîì j′ ∈ S.
Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèö B è C íåîòðèöàòåëüíû, óêàçàííûå èçìåíåíèÿ
íå ïîâëèÿþò íà ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö B ⊗ C; â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî

min{B′
i′1 + C

′
1j′, B

′
i′2 + C

′
2j′, B

′
i′3 + C

′
3j′} = Ai′j′

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû (i′, j′) èç ìíîæåñòâà R × S. Ïîýòîìó
ìàòðèöû B

′ è C
′ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.3.8), è ìû ïî-

ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåçóëüòàòîì øàãà 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñèñòåìà ñè-
ñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå èìååò
ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.
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Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.3.3) â ñàìîì îáùåì
ñëó÷àå, òî åñòü, äëÿ ìàòðèö B è C ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùèõ èç íåèçâåñòíûõ.

Ëåììà 7.3.27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ìàòðèö B è C ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà R′ ⊂ {1, . . . , m}
è S ′ ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1539,
äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç
ìíîæåñòâà R′ × S ′, íå èìååò ðåøåíèé â íåîòðèöàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i′ ∈ {1, . . . , m} ÷èñ-

ëà Ai′1, Ai′2 è Ai′3 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 7.3.13
íàéäåòñÿ èíäåêñ j′ ∈ {4, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ai′j′ = 0. Â ñè-
ëó ïðåäïîëîæåíèÿ 7.3.14 ìàòðèöà A[1, 2, 3, i′|1, 2, 3, j′] ÿâëÿåòñÿ òðîïè÷åñêè
íåâûðîæäåííîé, è ïîòîìó ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíå-
íèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, i′} × {1, 2, 3, j′}, ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé â
ñèëó òåîðåìû 1.4 ðàáîòû [45].

Ñëó÷àé 2. Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j′′ ∈ {1, . . . , n} ÷èñ-
ëà A1j′′, A2j′′ è A3j′′ > 0 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òî â ñèëó ïðåäïîëî-
æåíèÿ 7.3.13 íàéäåòñÿ èíäåêñ i′′ ∈ {1, . . . ,m}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
Ai′′j′′ = 0. Êàê è â ñëó÷àå 1, ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3),
ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, i′′}×{1, 2, 3, j′′}, ÿâëÿåòñÿ
íåñîâìåñòíîé.

Ñëó÷àé 3. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i ∈ {1, . . . , m}
íàéäåòñÿ èíäåêñ u(i) ∈ {1, 2, 3}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ai,u(i) = 0; à òàê-
æå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , n} íàéäåòñÿ èíäåêñ v(j) ∈ {1, 2, 3},
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Av(j),j = 0. Ïðè ëþáûõ èíäåêñàõ i, j è k ∈ {1, 2, 3}
ìû ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå 0 ïåðåìåííîé Bik â ñëó÷àå, åñëè Aik = 0, è ïðèñâàè-
âàåì çíà÷åíèå 0 ïåðåìåííîé Ckj â ñëó÷àå, åñëè Akj = 0. Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû
(â íèõ ìîãóò áûòü êàê ïåðåìåííûå, òàê è ÷èñëà) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç B′ è C ′,
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ëåììû 7.3.26 íàéäóòñÿ ïîäìíîæåñòâà R ⊂ {1, . . . , m}
è S ⊂ {1, . . . , n}, ìîùíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1536, äëÿ
êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

min{B′
i1 + C ′

1j, B
′
i2 + C ′

2j, B
′
i3 + C ′

3j} = Aij, (7.3.9)

ãäå (i, j) ∈ R× S, íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.
Äàëåå ìû ïîëîæèì R′ = {1, 2, 3}∪R è S ′ = {1, 2, 3}∪S. Áóäåì ïðîâåðÿòü,

÷òî ïîäñèñòåìà ñèñòåìû (7.3.3), ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà
R′×S ′ ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíîå
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ðåøåíèå (B, C) ýòîé ñèñòåìû. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 7.3.14 âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî

B[1, 2, 3|1, 2, 3]⊗ C[1, 2, 3|1, 2, 3] =




0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0


 ,

ãäå çâåçäî÷êè îáîçíà÷àþò ïîëîæèòåëüíûå (âîçìîæíî, ðàçëè÷íûå) ÷èñëà. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïàðà ìàòðèö (B, C) îñòàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.3.9) äàæå ïîñëå
îäíîâðåìåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòàíîâêè σ ê ìíîæåñòâó ñòîëáöîâûõ èíäåê-
ñîâ ìàòðèöû B è ê ìíîæåñòâó ñòîëáöîâûõ èíäåêñîâ ìàòðèöû C. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî äëÿ
ëþáûõ èíäåêñîâ k, k′ ∈ {1, 2, 3} ýëåìåíòû Bk,k′ è Ck,k′ ðàâíû íóëþ â ñëó÷àå,
êîãäà k = k′, è ïîëîæèòåëüíû â ñëó÷àå, åñëè k′ 6= k′. Èç ðàâåíñòâ (7.3.3),
ñîäåðæàùèõ èíäåêñû i è j, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (i, j) ∈ {̂i} × {1, 2, 3},
ñëåäóåò, ÷òî çíàêè ÷èñåë B î,k è Aî,k ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ èíäåêñîâ î è k. Àíà-
ëîãè÷íî, ïðè âñåõ èíäåêñàõ ĵ è k ñîâïàäàþò çíàêè ÷èñåë Ck,̂j è Akĵ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (7.3.9),
ñîäåðæàùåé óðàâíåíèÿ ñ (i, j) èç ìíîæåñòâà R× S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàññó-
æäåíèÿì ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó êëþ÷åâîãî ðåçóëüòàòà ðàçäå-
ëà.

Òåîðåìà 7.3.28. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A
ïðåâîñõîäèò 3. Òîãäà ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó, èìåþùóþ íå áîëåå
1539 ñòðîê, íå áîëåå 1539 ñòîëáöîâ è ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, áîëüøèé 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3.4 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðîïè÷å-
ñêèé ðàíã ìàòðèöû A ïðåâîñõîäèò 2. Â ñèëó ëåììû 3.3.10 ìû òàêæå ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ k1, k2 ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå
Ak1,k2

= 0, åñëè k1 = k2, è óñëîâèå Ak1,k2
> 0, åñëè k1 6= k2. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåäïîëîæåíèå 7.3.14 íå âëå÷åò îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.
Â ñèëó ëåììû 7.1.3 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîé

ñòðîêè è ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâåí 0. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ïðè íåêîòî-
ðîì i′ ∈ {1, . . . , m} âñå ýëåìåíòû Ai′1, Ai′2 è Ai′3 ïîëîæèòåëüíû, òî íàéäåòñÿ
èíäåêñ j′ ∈ {4, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ai′j′ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîäìàòðèöàA[1, 2, 3, i′|1, 2, 3, j′] áóäåò òðîïè÷åñêè íåâûðîæäåíà, è ïîòîìó áó-
äåò èìåòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã 4 â ñèëó òåîðåìû 1.4 èç ðàáîòû [45]. Àíà-
ëîãè÷íî, ïîäìàòðèöà ðàçìåðà 4× 4 ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 4 ìîæåò áûòü
íàéäåíà â ñëó÷àå, êîãäà ïðè íåêîòîðîì j′ ∈ {1, . . . , n} âñå ýëåìåíòû A1j′, A2j′

è A3j′ ïîëîæèòåëüíû.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðîïè÷åñêàÿ ñóììà ïåðâûõ òðåõ
ñòðîê ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ñòðîêîé, à ñóììà ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöîâ �
íóëåâûì ñòîëáöîì. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ñòðîêà è âñÿêèé ñòîëáåö
ìàòðèöû A ñîäåðæàò ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé â ñèëó ëåììû 7.1.3. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå 7.3.13 òàêæå
íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A′ ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ C ⊗ D òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö C ∈ Rp×3 è D ∈ R3×q. Ïðè ëþáîì
k ∈ {1, 2, 3} ìû âû÷èòàåì ck, íàèìåíüøèé ýëåìåíò ñòîëáöà ñ èíäåêñîì k
ìàòðèöû C, èç êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ñòîëáöà, è ïðèáàâëÿåì ck ê êàæäîìó
ýëåìåíòó ñòðîêè ìàòðèöû D ñ èíäåêñîì k. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ìàòðè-
öû C ′ è D′ ñîñòîÿò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
C ′⊗D′ = A′. Äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò òåïåðü èç òåîðåìû 7.3.27.

Â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû çíà÷åíèå Θ(4) = 1539 äàåò ïîëîæèòåëüíîå ðå-
øåíèå ïðîáëåìû 7.1.6 ïðè k = 4. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì
çíà÷åíèè Θ(4) îñòàåòñÿ îòêðûòûì; ïðèìåð 7.3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî Θ(4) > 5.
Ïðèâåäåì ïîëåçíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó êëþ÷åâîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà.

Ñëåäñòâèå 7.3.29. Ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà
4 ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 4 ðàçìåðà, íå áîëüøåãî
1539× 1539.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 7.1.2 ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû, ïî-
ëó÷åííîé èç A óäàëåíèåì îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà, ëèáî ðàâåí ôàê-
òîðèçàöèîííîìó ðàíãó ìàòðèöû A, ëèáî ìåíüøå åãî íà åäèíèöó. Ïîýòîìó
ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.3.28.

Òåïåðü ìû ìîæåì îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðîáëåìó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà
ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ
òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3.

Òåîðåìà 7.3.30. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðå-
âîñõîäèò 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 7.3.28 ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷å-
ñêîé ìàòðèöû A ðàçìåðà m× n íå ïðåâîñõîäèò 3 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ëþáîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A, ñîäåðæàùåé íå
áîëåå 1539 ñòðîê è íå áîëåå 1539 ñòîëáöîâ, íå ïðåâîñõîäèò 3. ×èñëî âñåõ òàêèõ
ïîäìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò (mn)1539 è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïî
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mn, è ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êàæäîé èç òàêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü íàéäåí
çà âðåìÿ O(1) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ [56].

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 7.3.30 ïîëó÷àåòñÿ îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ðàçäåëà: òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 3 è ïîëó÷èòü
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.5.
Òåîðåìà 7.3.31. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 2.4 ðàáîòû [163] (à òàêæå ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû [45]), ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðàñïî-
çíàâàíèÿ ìàòðèö, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3. Äîêà-
çûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òåïåðü èç òåîðåìû 7.3.30.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì äîêàçàòü åùå îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà è
ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.6.
Òåîðåìà 7.3.32. Ïîëîæèì Θ(1) = 1, Θ(2) = 2, Θ(3) = 3 è Θ(4) = 1539. Åñ-
ëè öåëîå ÷èñëî k íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ, òî ëþáàÿ òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà
ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó ôàêòîðè-
çàöèîííîãî ðàíãà, íå ìåíüøåãî k, è ñîäåðæàùóþ íå áîëåå Θ(k) ñòðîê è íå
áîëåå Θ(k) ñòîëáöîâ. Åñëè k > 5, òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû ôàêòîðèçàöèîí-
íîãî ðàíãà k ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàçìåðà, âñå ñîáñòâåííûå ïîäìàòðèöû
êîòîðûõ èìåþò ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè, ìåíüøèå k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k 6 3 ðåçóëüòàò èçâåñòåí èç ðàáîòû [45]. Èç òåîðå-
ìû 7.3.28 ñëåäóåò èñòèííîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðè k = 4, à èç òåîðåìû 7.2.10
� ïðè k > 5.

7.4 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè
Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëàãàåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [154], îïóáëèêîâàííîé àâòî-
ðîì äèññåðòàöèè, è ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì 7.1.4 è 7.1.7.
Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö, ôàêòîðè-
çàöèîííûé ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Ñôîð-
ìóëèðóåì â ÿâíîì âèäå ïðîáëåìó ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö îãðà-
íè÷åííîãî ðàíãà, êîòîðîé è ïîñâÿùåí ýòîò ðàçäåë. Îòìåòèì, ÷òî èçëàãàåìîå
äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè ïîäõîäèò äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö, ïîýòîìó áóäåò óäîáíûì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü çàäàííûå ìàòðèöû öå-
ëî÷èñëåííûìè. Ôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî k, çàäàäèì ñåìåéñòâî
çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Çàäà÷à 7.4.1. k-ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖÈß ÒÐÎÏÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÀÒÐÈÖ (k-ÔÒÌ).
Äàíà òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ Zm×n.
Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B ⊗ C = A?

Ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåëûå ÷èñëà â çàäà÷å 7.4.1 çàïèñûâàþòñÿ
â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå, íî ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îñòàþòñÿ âåðíûìè äàæå
â ñëó÷àå çàïèñè ýòèõ ÷èñåë â óíàðíîé ñèñòåìå. Ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî îáùàÿ
ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ïðèíàäëåæèò êëàññó NP â ñëó-
÷àå, åñëè äàííûå ìàòðèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè; íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.4.2. Ïóñòü ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Zm×n íå ïðå-
âîñõîäèò öåëîãî ÷èñëà k, à g è l îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëü-
øèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
B ∈ Zm×k è C ∈ Zk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì B⊗C = A, |Biτ | 6 |g|+|l|
è |Cτj| 6 |g|+ |l| äëÿ ëþáîé òðîéêè èíäåêñîâ (i, j, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7.1.1 íàéäóòñÿ ìàòðèöû B′ ∈ Rm×k è
C ′ ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ B′ ⊗ C ′ = A. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû
B′′ è C ′′, çàäàííûå êàê B′′

iτ = B′
iτ − {B′

iτ}, C ′′
τj = C ′

τj + {−C ′
τj}, ãäå ÷åðåç

{x} = x − [x] îáîçíà÷åíà äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ìàòðèöû B′′ è C ′′ òîãäà
ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè, è óñëîâèå |(B′′

iτ +C ′′
τj)−(B′

iτ +C ′
τj)| < 1 âûïîëíåíî

äëÿ ëþáîé òðîéêè èíäåêñîâ (i, j, τ). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà B′
iτ + C ′

τj = Aij

ñëåäóåò ðàâåíñòâî B′′
iτ + C ′′

τj = Aij, à íåðàâåíñòâî B′
iτ + C ′

τj > Aij âëå÷åò
óñëîâèå B′′

iτ +C ′′
τj > Aij. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî B′′⊗C ′′ = A.

Äàëåå, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç bτ íàèìåíüøèé ýëåìåíò ñòîëáöà ìàòðèöû B′′

ñ èíäåêñîì τ è âû÷èòàåì bτ èç êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ñòîëáöà. Äàëåå ìû
ïðèáàâëÿåì bτ ê êàæäîìó ýëåìåíòó ñòðîêè ìàòðèöû C ′′ ñ èíäåêñîì τ è çàìå-
÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ìàòðèöû B è C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ B ⊗ C = A,
ïðè÷åì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âñÿêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B ðàâåí íóëþ. Â ñè-
ëó îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íèêàêîé ýëåìåíò ìàòðèöû íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå l. Íàêîíåö, ýëåìåíòû ìàòðèö B è C, ïðåâîñõîäÿùèå |g| + |l|, ìîæíî
çàìåíèòü íà |g|+ |l|, íå èçìåíèâ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö B ⊗ C.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ëåæèò â êëàññå NP.

Òåîðåìà 7.4.3. Äàíû òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ∈ Zm×n è öåëîå ÷èñëî k.
Çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ B ⊗ C = A, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.

252



Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü (ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ñëåäóåò èç ïðåäëî-
æåíèÿ 2.1 ðàáîòû [45]), ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A íå ïðå-
âîñõîäèò min{m,n}. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è òðèâèàëüíî â ñëó÷àå
k > min{m,n}; â ñëó÷àå k < min{m,n} ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 7.4.2.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 7.4.3 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7.4.4. Çàäà÷à k-ÔÒÌ ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.4.3.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà áóäåò äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû
çàäà÷è k-ÔÒÌ ïðè âñåõ k > 7. Ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû 7.4.4 ýòà çàäà÷à
ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå
ê çàäà÷å k-ÔÒÌ êàêîé-ëèáî èçâåñòíîé NP-ïîëíîé ïðîáëåìû. Ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ ýòîãî ñâåäåíèÿ ìîæåò áûòü êîðîòêî îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâåäåíèÿ ìû èñïîëüçóåì ìàòðèöû íàä ðàñøèðåííûì òðî-
ïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì R = R ∪ {∞}, è â ïîäðàçäåëå 7.4.1 îáñóæäàþòñÿ
ñâîéñòâà ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òàêèõ ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, ìû îáúÿñíÿ-
åì, ïî÷åìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû áóäåò äîñòàòî÷íî ðàññóæäåíèé
ñ ìàòðèöàìè íàä R. Â ïîäðàçäåëå 7.4.2 ìû èçó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è
ôàêòîðèçàöèè, êîòîðûé ìû íàçâàëè ôàêòîðèçàöèåé ïðîìåæóòî÷íûõ ìàò-
ðèö. Ýòà íîâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ìàòðèöû M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî ÷èñëà k è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
A 6 M 6 B äëÿ çàäàííûõ ìàòðèö A è B. Çàìåòèì, ÷òî ïðè A = B çàäà÷à
ôàêòîðèçàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö ðàâíîñèëüíà îáû÷íîé ôàêòîðèçàöèè,
è â ïîäðàçäåëå 7.4.2 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûå ôàêòîðèçàöèè ìî-
ãóò áûòü â ñâîþ î÷åðåäü ñâåäåíû ê îáû÷íûì. Êëþ÷åâûì äëÿ íàøåãî äîêàçà-
òåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçäåë 7.4.3, â êîòîðîì ñòðîèòñÿ ñâåäåíèå êëàññè÷åñêîé
NP-ïîëíîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðàôà ê çàäà÷å ïðîìåæóòî÷íîé ôàêòîðèçà-
öèè. Íàêîíåö, ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ òåõíè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé â
ïîäðàçäåëå 7.4.4, ìû äîêàçûâàåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ïîäðàçäåëå 7.4.5.

7.4.1 Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû íàä R
Â èçëàãàåìîì äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû íàä òðîïè÷å-
ñêèì ïîëóêîëüöîì, ïîïîëíåííûì áåñêîíå÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì∞.
Ýòî ïîëóêîëüöî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R è áóäåì, êàê îáû÷íî, ïîëàãàòü
a⊕∞ = a è a⊗∞ = ∞ äëÿ âñåõ a ∈ R.

Îïðåäåëÿÿ ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n êàê ìàòðèöû íàä
R, ìû ðàçðåøàåì ìàòðèöàì B è C èç îïðåäåëåíèÿ 7.1.1 ñîäåðæàòü áåñêîíå÷-
íûå ýëåìåíòû. Òåì íå ìåíåå, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò

253



íà âñåõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèöàõ ñ ôóíêöèåé ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà èç îïðå-
äåëåíèÿ 7.1.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìàòðèöû A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A = B ⊗ C, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü áåñêîíå÷íûå
ýëåìåíòû â ìàòðèöàõ B è C íà äîñòàòî÷íî áîëüøèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå
èçìåíÿÿ çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìàòðèö.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå 7.1.1 íà ñëó÷àé ìàòðèö
íàä R è ââåñòè ïîíÿòèå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû A ∈ Rm×n êàê
íàèìåíüøåå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ ìàòðèöû B ∈ Rm×k è C ∈ Rk×n,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = B⊗C. Ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà áóäåò
èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ðàññóæäåíèÿõ ýòîãî ðàçäåëà.

Ëåììà 7.4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ëþáîãî ñòîëáöà
è ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû A ∈ Rm×n ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A′,
ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ýëåìåíòà ÷èñëîì 2g + 1,
ãäå ÷åðåç g îáîçíà÷åí ìàêñèìàëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ìàòðèöû A. Òîãäà
ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè ìàòðèö A è A′ ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû B′ ∈ Rm×k è C ′ ∈ Rk×n, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ B′ ⊗ C ′ = A′. Äëÿ êàæäîãî τ ∈ {1, . . . , k} ìû îáîçíà÷àåì
÷åðåç bτ íàèìåíüøèé ýëåìåíò ñòîëáöà ìàòðèöû B′ ñ èíäåêñîì τ è âû÷èòàåì
bτ èç êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ñòîëáöà. Äàëåå ìû ïðèáàâëÿåì bτ ê êàæäîìó
ýëåìåíòó ñòðîêè ìàòðèöû C ′ ñ èíäåêñîì τ è çàìå÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ìàò-
ðèöû B′′ è C ′′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ B′′ ⊗ C ′′ = A, ïðè÷åì ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò âñÿêîãî ñòîëáöà ìàòðèöû B′′ è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âñÿêîé ñòðîêè
ìàòðèöû C ′′ ðàâíû íóëþ. Äàëåå ìû çàìåíÿåì íà ∞ âñå ýëåìåíòû ìàòðèö
B′′ è C ′′, áîëüøèå g, è îáîçíà÷àåì ïîëó÷åííûå ìàòðèöû ÷åðåç B è C; òåïåðü
íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî B ⊗ C = A.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A íå
ïðåâîñõîäèò ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû A′. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî A′ = E ⊗ A, ãäå ÷åðåç E
îáîçíà÷åíà òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
Eij = 0, åñëè i = j, è óñëîâèþ Eij = 2g + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åùå îäíî íåñëîæíîå íàáëþäåíèå áóäåò ïîëåçíûì äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 7.4.6. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n íà åäè-
íèöó ìåíüøå ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû A′ ∈ R(m+1)×(n+1), îïðåäå-
ëåííîé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ A′

ij = Aij è A′
i,n+1 = A′

m+1,j = ∞ ïðè i 6 m è
j 6 n, à òàêæå A′

m+1,n+1 = 0.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ íå ïðåäîñòàâëÿþò íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿ-
çè ìåæäó ôàêòîðèçàöèÿìè ìàòðèö íàä R è íàä R, èñïîëüçîâàíèå ðàñøèðåí-
íîãî ïîëóêîëüöà îêàçûâàåòñÿ îïðàâäàííûì â äîêàçàòåëüñòâå NP-ïîëíîòû çà-
äà÷è k-ÔÒÌ. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A íàä R ìîæåò áûòü ñ ïîìîùüþ
óìíîæåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå
A′, èìåþùåé òàêîé æå ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã, ñîñòîÿùåé èç íåîòðèöàòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ è ñîäåðæàùåé íóëè âî âñåõ ñòðîêàõ è âñåõ ñòîëáöàõ. Çàòåì ìû
ñìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 7.4.5, ÷òîáû ñâåñòè ïðîáëåìó ôàêòîðèçàöèè íàä R
ê ôàêòîðèçàöèè íàä òðîïè÷åñêèì ïîëóêîëüöîì R.

7.4.2 Ôàêòîðèçàöèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàòðèö
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû îáðàùàåìñÿ ê èçó÷åíèþ ïðîáëåìû, êîòîðóþ íàçûâà-
åì ôàêòîðèçàöèåé ïðîìåæóòî÷íîé ìàòðèöû: äàíû òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû
A,B ∈ Rm×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A > B (òî åñòü, óñëîâèÿì Aij > Bij

ïðè âñåõ èíäåêñàõ i è j) è öåëîå ÷èñëî r; ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà M , ôàê-
òîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò r, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
A > M > B? Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíîé îáû÷-
íîé ïðîáëåìå ôàêòîðèçàöèè (â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü åå
òî÷íîé ôàêòîðèçàöèåé), åñëè äàííûå ìàòðèöû A è B ñîâïàäàþò. Ýòî íà-
áëþäåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó òî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ê ïðîìåæóòî÷íîé;
öåëüþ ýòîãî ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñâåäåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Òàêæå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñòðóêòóðà óïîìÿíóòîé âûøå ìàòðèöû B.
À èìåííî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è ïðîìå-
æóòî÷íîé ôàêòîðèçàöèè áóäóò öåëîå ÷èñëî r è òðîéêà ìàòðèö A ∈ Rm×n,
C ∈ Rm×k è D ∈ Rk×n; âîïðîñîì çàäà÷è áóäåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû M ,
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò r, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ A > M > A⊕(C⊗D). Ìû áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
ïîçâîëÿåò ñâåñòè óêàçàííóþ çàäà÷ó ê ïðîáëåìå òî÷íîé ôàêòîðèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 7.4.7. Äëÿ ìàòðèö A ∈ Rm×n, C ∈ Rm×k è D ∈ Rk×n

îïðåäåëèì ìàòðèöó Q = Q(A,C,D), ñòðîêè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû
1′, . . . , k′, 1, . . . , m è ñòîëáöû êîòîðîé èìåþò èíäåêñû 1′, . . . , k′, 1, . . . , n, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåâîçìîæíûõ èíäåêñîâ α, β ∈ {1, . . . , k}, i ∈ {1, . . . , m}
è j ∈ {1, . . . , n} ìû ïîëîæèì

(q1) Qα′β′ = ∞, åñëè α 6= β, è Qα′β′ = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
(q2) Qα′j = Dαj;
(q3) Qiβ′ = Ciβ;
(q4) Q[1, . . . , m|1, . . . , n] = A⊕ (C ⊗D).

255



Èíûìè ñëîâàìè, ìû îïðåäåëÿåì ìàòðèöó Q êàê áëî÷íóþ ìàòðèöó
(

Ik D
C A⊕ (C ⊗D)

)
,

ãäå ÷åðåç Ik îáîçíà÷åíà òðîïè÷åñêàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî îïðåäåëåíèå 7.4.7 ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíè-
åì, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.4.8. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A ∈ Rm×n, C ∈ Rm×k è D ∈ Rk×n.
Åñëè íàéäóòñÿ ìàòðèöû U ∈ Rm×r è V ∈ Rr×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
A > U ⊗ V > A ⊕ (C ⊗ D), òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû Q =
Q(A,C, D) íå ïðåâîñõîäèò k + r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C ′ = ( Ik
C ) è D′ = (Ik|D), ãäå ÷åðåç Ik îáîçíà÷åíà

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè, âñå îñòàëüíûå ýëå-
ìåíòû êîòîðîé ðàâíû ∞. Òàêæå ïîëîæèì U ′ =

(
Ok×r

U

)
è V ′ = (Or×k|V ),

ãäå ÷åðåç Ok×r îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ðàçìåðà k × r, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåí-
òîâ ∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå
Q = (U ′ ⊗ V ′)⊕ (C ′ ⊗D′).

Òåïåðü äîêàæåì ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê óòâåðæäåíèþ
ëåììû 7.4.8 ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ëåììà 7.4.9. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A ∈ Rm×n, C ∈ Rm×k è D ∈ Rk×n è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ïîäìàòðèöû A[1, . . . , r|1, . . . , r]
ðàâåí r. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî κ ∈ {1, . . . , k} âûïîëíåíî
ëèáî óñëîâèå C1κ = . . . = Crκ = ∞, ëèáî óñëîâèå Dκ1 = . . . = Dκr = ∞. Åñëè
ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû Q = Q(A,C,D) íå ïðåâîñõîäèò k + r, òî
íàéäåòñÿ ìàòðèöà M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò r
è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ M ⊕ (C ⊗D) = A⊕ (C ⊗D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íàéäóòñÿ ìàòðèöû U ′ ∈
Rm×(k+r) è V ′ ∈ R(k+r)×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Q = U ′ ⊗ V ′. ×åðåç
Q(τ) ìû îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöà ìàòðèöû U ′ è ñòðîêè ìàòðèöû V ′,
èìåþùèõ èíäåêñû τ . Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì Q = Q(1) ⊕ . . .⊕Q(k+r).

Øàã 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñåìåéñòâà (Q(1), . . . , Q(k+r)) ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà Q(τ)[1′, . . . , k′|1′, . . . , k′] ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí êîíå÷íûé ýëåìåíò, åñëè τ 6 t0, è ìàòðèöà Q(τ)[1′, . . . , k′|1′, . . . , k′] ñîñòî-
èò èç ýëåìåíòîâ ∞, åñëè τ > t0.
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Øàã 3. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû è îïðåäåëåíèÿ 7.4.7 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
κ ∈ {1, . . . , k} âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå Qκ′1 = . . . = Qκ′r = ∞, ëèáî óñëî-
âèå Q1κ′ = . . . = Qrκ′ = ∞; ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èíäåêñà τ âûïîëíåíî ëèáî
óñëîâèå Q

(τ)
κ′1 = . . . = Q

(τ)
κ′r = ∞, ëèáî óñëîâèå Q

(τ)
1κ′ = . . . = Q

(τ)
rκ′ = ∞. Ïî-

ñêîëüêó ìàòðèöà Q(τ) èìååò ðàíã îäèí, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ κ1, κ2 ∈
{1, . . . , k} âûïîëíåíî óñëîâèå Q

(τ)
κ′1κ

′
2
6= ∞, òî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ρ1, ρ2 ∈

{1, . . . , r} âåðíî ðàâåíñòâî Q
(τ)
ρ1ρ2 = ∞. Â ñèëó øàãà 2 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Q[1, . . . , r|1, . . . , r] = Q(t0+1)[1, . . . , r|1, . . . , r]⊕ . . .⊕Q(k+r)[1, . . . , r|1, . . . , r].
Øàã 4. Ïî óñëîâèþ ëåììû äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ρ1, ρ2 ∈ {1, . . . , r} âåðíî ðà-

âåíñòâî [C⊗D]ρ1ρ2
= ∞, ïîýòîìó â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7.4.7 âûïîëíåíî óñëîâèå

Q[1, . . . , r|1, . . . , r] = A[1, . . . , r|1, . . . , r]. Ïîñêîëüêó ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ìàòðèöû A[1, . . . , r|1, . . . , r] ðàâåí r ïî óñëîâèþ ëåììû, ìû â âèäó øàãà 3
èìååì íåðàâåíñòâî t0 6 k.

Øàã 5. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7.4.7 ìàòðèöà Q[1′, . . . , k′|1′, . . . , k′] ñîäåðæèò
íóëè íà äèàãîíàëè, à îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû ðàâíû ∞. Èç øàãîâ 1 è 2
ñëåäóåò, ÷òî t0 > k, à â ñèëó øàãà 4 ìû òåïåðü èìååì ðàâåíñòâî t0 = k.
Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñåìåéñòâà (Q(1), . . . , Q(k)) äëÿ ëþáîãî
τ ∈ {1, . . . , k} ýëåìåíò Q

(τ)
τ ′τ ′ = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîíå÷íûì ýëåìåíòîì

ìàòðèöû Q(τ)[1′, . . . , k′|1′, . . . , k′].
Øàã 6. Èç øàãà 1 ñëåäóþò ðàâåíñòâà Q

(τ)
iτ ′ > Qiτ ′ = Ciτ è Q

(τ)
τ ′j > Qτ ′j =

Dτj, âåðíûå ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , m} è j ∈ {1, . . . , n}. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà
Q(τ) èìååò ðàíã îäèí, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Q

(τ)
ij + Q

(τ)
τ ′τ ′ = Q

(τ)
iτ ′ + Q

(τ)
τ ′j ,

îòêóäà â ñèëó øàãà 5 ñëåäóåò óñëîâèå Q
(τ)
ij > Ciτ +Dτj. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî Q(1)[1, . . . , m|1, . . . , n] ⊕ . . . ⊕ Q(k)[1, . . . ,m|1, . . . , n] > C ⊗ D,
îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå Q[1, . . . , m|1, . . . , n]⊕ (C ⊗D) = (C ⊗D)⊕M , ãäå

M = Q(k+1)[1, . . . , m|1, . . . , n]⊕ . . .⊕Q(k+r)[1, . . . , m|1, . . . , n];

â ñèëó ïóíêòà (q4) îïðåäåëåíèÿ 7.4.7 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî A⊕ (C ⊗D) =
M ⊕ (C ⊗D) è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïîäðàçäåëà è äîêàçàòü,
÷òî îïðåäåëåíèå 7.4.7 çàäàåò ñâåäåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ôàêòîðèçàöèé ê òî÷-
íûì ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Òåîðåìà 7.4.10. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A ∈ Rm×n, C ∈ Rm×k è D ∈ Rk×n è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ïîäìàòðèöû A[1, . . . , r|1, . . . , r]
ðàâåí r. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî κ ∈ {1, . . . , k} âûïîëíåíî
ëèáî óñëîâèå C1κ = . . . = Crκ = ∞, ëèáî óñëîâèå Dκ1 = . . . = Dκr = ∞.
Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i è j âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå Aij <
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[C ⊗ D]ij, ëèáî óñëîâèå Aij = ∞. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû Q =
Q(A,C, D) íå ïðåâîñõîäèò k+r â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ
ìàòðèöà M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò r è êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ M ⊕ (C ⊗D) = A⊕ (C ⊗D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî κ ∈ {1, . . . , k} âûïîëíåíî ëèáî
óñëîâèå C1κ = . . . = Crκ = ∞, ëèáî óñëîâèå Dκ1 = . . . = Dκr = ∞, ìîæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ M⊕(C⊗D) = A⊕(C⊗D) è A > M > A⊕(C⊗D)
ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåìì 7.4.8
è 7.4.9.

7.4.3 Ðàñêðàñêà ãðàôà è ïðîìåæóòî÷íûå ôàêòîðèçàöèè
Ýòîò ïîäðàçäåë ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû
çàäà÷è 7-ÔÒÌ. Ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó î ðàñêðàñêå ãðàôà è
ïîñòðîèì åå ñâåäåíèå ê çàäà÷å î ôàêòîðèçàöèè ïðîìåæóòî÷íîé ìàòðèöû. Çà-
äà÷à, íà êîòîðîé îñíîâàíî íàøå ñâåäåíèå, áûëà ðàññìîòðåíà åùå â êëàññè÷å-
ñêîé ìîíîãðàôèè [59] è ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàäà÷à 7.4.11. ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÃÐÀÔÀ Â ÒÐÈ ÖÂÅÒÀ.

Äàí ïðîñòîé ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {1, . . . , n} è ðåáðàìè
{h1, t1}, . . . , {hm, tm}.

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ ϕ : {1, . . . , n} → {1, 2, 3}, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ ϕ(hj) 6= ϕ(tj) ïðè ëþáîì j ∈ {1, . . . , m}?

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â òðè öâåòà, åñëè
îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è 7.4.11 ïîëîæèòåëåí. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.
Òåîðåìà 7.4.12. [59] Çàäà÷à 7.4.11 ïîëíà äëÿ êëàññà NP.

Îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è 7.4.11 âñåãäà ïîëîæèòåëåí, åñëè ãðàô G íå ñî-
äåðæèò ðåáåð, ïîýòîìó ýòà çàäà÷à îñòàåòñÿ NP-ïîëíîé è â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ãðàô G ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Ïîýòîìó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü
â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ, ÷òî ðåáðà ãðàôà G ïðåäñòàâëåíû âî âõîäíûõ
äàííûõ çàäà÷è 7.4.11 â âèäå ñåìåéñòâà (h1, t1, . . . , hm, tm), ãäå m > 0.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ñòðîèì ñâåäåíèå çàäà÷è 7.4.11 ê çàäà÷å ñóùåñòâî-
âàíèÿ ìàòðèöû M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò òðåõ è
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A > M > A ⊕ B äëÿ äàííûõ ìàòðèö A
è B. ×òîáû íà÷àòü ñòðîèòü òðåáóåìîå ñâåäåíèå, ìû îïðåäåëèì ìíîæåñòâî,
ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ãðàôà G, êàê

V = {1ver, . . . , nver},
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à òàêæå äâà ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì, êàê

H = {1head, . . . , mhead} è T = {1tail, . . . , mtail}.
Îïðåäåëåíèå 7.4.13. Îïðåäåëèì ìàòðèöó A = A(G) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íàáîðîì èíäåêñîâ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû áóäåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî {1, 2, 3} ∪
V ∪ H ∪ T , íàáîðîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ � ìíîæåñòâî {1, 2, 3} ∪ H ∪ T . Äëÿ
âñåõ èíäåêñîâ χ ∈ {1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n} è j ∈ {1, . . . , m}, ìû ïîëàãàåì

(a1) Aχψ = 0, åñëè èíäåêñ ψ ∈ {1, 2, 3} îòëè÷åí îò χ;
(a2) Aiver,χ = 0;
(a3) Ajhead,jhead = 40j + 1;
(a4) Ajhead,jtail = Ajtail,jhead = 40j + 9;
(a5) ýëåìåíòû ìàòðèöû A, íå çàäàííûå ïóíêòàìè (a1)�(a4), ðàâíû ∞.

Ïðîäîëæàÿ ñòðîèòü ñâåäåíèå, ìû îïðåäåëÿåì ìàòðèöó B.
Îïðåäåëåíèå 7.4.14. Îïðåäåëèì ìàòðèöó B = B(G) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íàáîðîì èíäåêñîâ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû áóäåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî {1, 2, 3} ∪
V∪H∪T , íàáîðîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ � ìíîæåñòâî {1, 2, 3}∪H∪T . Ïîëîæèì
H = 40m + 21 è äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ èíäåêñîâ ψ, χ ∈ {1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n}
è g, j ∈ {1, . . . , m} îïðåäåëèì

(b1) Bψχ = Biverχ = ∞;
(b2) Bψjhead = Bψjtail = Bjheadψ = Bjtailψ = 0;
(b3) Biverjhead = (1− 2|i− hj|) H è Biverjtail = (1− 2|i− tj|) H;
(b4) Bgheadjhead = Bgheadjtail = Bgtailjhead = Bgtailjtail = 40 min{g, j}+ 20.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî 'ïóíêò (a1)', . . .,
'ïóíêò (a5)', êîãäà íàì áóäåò íóæíî îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóíêòó
îïðåäåëåíèÿ 7.4.13; ìû ïðèíèìàåì òàêæå àíàëîãè÷íîå ñîãëàøåíèå äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ 7.4.14. Êàê è â îïðåäåëåíèè 7.4.14, ñèìâîë H áóäåò âñåãäà â ýòîì
ðàçäåëå îáîçíà÷àòü ÷èñëî 40m + 21. Îòìåòèì åùå îäèí íåñëîæíûé ôàêò.

Íàáëþäåíèå 7.4.15. Äëÿ ëþáûõ ãðàôà G è èíäåêñîâ α è β, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ [A(G)]αβ < ∞, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî [A(G)]αβ < [B(G)]αβ.

Òåïåðü ìû áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìàòðèöû A è
B ñ çàäà÷åé ðàñêðàñêè ãðàôà. À èìåííî, ìû áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî ãðàô G
äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â òðè öâåòà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå

A(G) > M > A(G)⊕ B(G) (7.4.1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäèò òðåõ. Íà÷íåì ðàññóæäåíèÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé ëåììû.
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Ëåììà 7.4.16. Ïóñòü ïðîñòîé ãðàô G äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â òðè öâåòà.
Òîãäà íàéäåòñÿ ìàòðèöà M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõî-
äèò òðåõ è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7.4.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ : {1, . . . , n} →
{1, 2, 3}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ϕ(hj) 6= ϕ(tj) ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , m}.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó U , ñòðîêè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæå-
ñòâà {1, 2, 3}∪V ∪H∪T , à ñòîëáöû � èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ èíäåêñîâ ψ, χ ∈ {1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n}
è j ∈ {1, . . . , m} ìû ïîëîæèì

(u1) Uψχ = ∞, åñëè ψ 6= χ, è Uψχ = 0, åñëè ψ = χ;
(u2) Uiverχ = ∞, åñëè ϕ(i) = χ, è Uiverχ = 0, åñëè ϕ(i) 6= χ;
(u3) Ujhead,ϕ(hj) = 20j, Ujhead,ϕ(tj) = 20j + 8 è Ujhead,χ = ∞, åñëè χ /∈

{ϕ(hj), ϕ(tj)};
(u4) Ujtail,ϕ(hj) = 20j + 8 è Ujtail,χ = ∞, åñëè χ 6= ϕ(hj).
×òîáû îïðåäåëèòü ìàòðèöó V , ìû ïðèñâàèâàåì åå ñòðîêàì èíäåêñû 1, 2, 3,

à ñòîëáöàì � èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3} ∪ H ∪ T . Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
èíäåêñîâ ψ, χ ∈ {1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n} è j ∈ {1, . . . , m} ìû ïîëàãàåì

(v1) Vψχ = 0, åñëè ψ 6= χ, è Vψχ = ∞, åñëè ψ = χ;
(v2) Vψjhead = 20j + 1, åñëè ψ = ϕ(hj), è Vψjhead = ∞, åñëè ψ 6= ϕ(hj);
(v3) Vψjtail = 20j + 1, åñëè ψ = ϕ(tj), è Vψjtail = ∞, åñëè ψ 6= ϕ(tj).
Òåïåðü ìû áóäåì ïðîâåðÿòü, ÷òî ìàòðèöû U è V óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (7.4.1), òî åñòü, ÷òî íåðàâåíñòâà

Aαβ >
3

min
χ=1

{Uαχ + Vχβ} > min{Aαβ,Bαβ} (7.4.2)

âûïîëíåíû äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ α ∈ {1, 2, 3}∪V∪H∪T è β ∈ {1, 2, 3}∪H∪T .
Øàã 1. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (α, β) ∈ {1, 2, 3} × (H ∪ T ) è

(α, β) ∈ (H ∪ T )× {1, 2, 3}, òî â ñèëó ïóíêòà (a5) âåðíî ðàâåíñòâî Aαβ = ∞
è â ñèëó ïóíêòà (b2) � ðàâåíñòâî Bαβ = 0. Óñëîâèå (7.4.2) òåïåðü ñëåäóåò
íåìåäëåííî, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ìàòðèö U è V íåîòðèöàòåëüíû.

Øàã 2.×òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå (7.4.2) äëÿ α ∈ {1, 2, 3}∪V è β ∈ {1, 2, 3},
äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

A[1, 2, 3, iver|1, 2, 3] = U [1, 2, 3, iver|1, 2, 3]⊗ V [1, 2, 3|1, 2, 3],

òî åñòü, ÷òî



∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞
0 0 0


 =




0 ∞ ∞
∞ 0 ∞
∞ ∞ 0

Uiver1 Uiver2 Uiver3


⊗



∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞


 .
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó â ñèëó ïóíêòà (u2) äâà ýëåìåíòà èç
Uiver1, Uiver2, Uiver3 ðàâíû íóëþ.

Øàã 3. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòà (a5) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aiverjhead =
∞. ×òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå (7.4.2) äëÿ èíäåêñîâ α = iver è β = jhead, íàì
äîñòàòî÷íî òåïåðü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì èíäåêñå χ âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî Uiverχ + Vχjhead > Biverjhead. Ýòî íåðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü ïðè hj 6= i,
ïîñêîëüêó òîãäà â ñèëó ïóíêòà (b3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Biverjhead < 0. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè hj = i, òî â ñèëó ïóíêòîâ (u2) è (v2) âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî Uiverχ + Vχjhead = ∞.

Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå (7.4.2) äëÿ èíäåêñîâ α = iver è
β = jtail, íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì èíäåêñå χ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Uiverχ + Vχjtail > Biverjtail. Ýòî íåðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü ïðè
tj 6= i, ïîñêîëüêó òîãäà â ñèëó ïóíêòà (b3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Biverjtail < 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè tj = i, òî â ñèëó ïóíêòîâ (u2) è (v3) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Uiverχ + Vχjhead = ∞.

Èòàê, ìû ïðîâåðèëè óñëîâèå (7.4.2) äëÿ âñåõ (α, β) ∈ V × (H ∪ T ).
Øàã 4. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ∈ {ghead, gtail} è β ∈ {jhead, jtail}.
4.1. Òîãäà â ñèëó ïóíêòîâ (u3) è (u4) ïðè ëþáîì χ ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî Uαχ > 20g, à â ñèëó ïóíêòîâ (v2) è (v3) � óñëîâèå Vχβ > 20j +1.
4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g è j ðàçëè÷íû. Òîãäà â ñèëó ïóíêòà (a5) âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî Aαβ = ∞, è èç ïóíêòà 4.1 òîãäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
Uαχ + Vχβ > 40 min{j, g}+ 21, òî åñòü, âûïîëíåíî óñëîâèå Uαχ + Vχβ > Bαβ â
âèäó ïóíêòà (b4). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò óñëîâèå (7.4.2).

4.3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α = β = gtail. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì
ðàâåíñòâî Uαχ+Vχβ = ∞ â âèäó ïóíêòîâ (u4) è (v3), ïîñêîëüêó ϕ(hj) 6= ϕ(tj).
Ïîñêîëüêó òàêæå âåðíî ðàâåíñòâî Aαβ = ∞, óñëîâèå (7.4.2) âûïîëíåíî.

4.4. Åñëè g = j, íî óñëîâèå ïóíêòà 4.3 íàðóøàåòñÿ, òî ìû ìîæåì ïðîâå-
ðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Aαβ = min3

χ=1{Uαχ + Vχβ}, è
çàêëþ÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7.4.2).

Ïóíêòû 4.2�4.4 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè äëÿ øàãà 4, ïîýòîìó óñëî-
âèå (7.4.2) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (α, β) ∈ (H ∪ T )×(H ∪ T ). Íàêîíåö, çàìåòèì,
÷òî óñëîâèÿ øàãîâ 1�4 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè äëÿ èíäåêñîâ (α, β).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 7.4.16 â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè íàì ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7.4.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû V ∈ R3×v ñ èíäåê-
ñàìè 1, 2 è 3 îáðàçóþò ïîäìàòðèöó

(
0 ∞ ∞∞ 0 ∞∞ ∞ 0

)
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàò-

ðèöà U ∈ Ru×3 òàêîâà, ÷òî âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ñòîëáöàõ ìàòðè-
öû U ⊗ V ñ èíäåêñàìè 1, 2 è 3, íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî g
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ïðè âñåõ χ ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî [U ⊗ V ]gχ = 0, òî íåðàâåíñòâî
[U ⊗ V ]ij > [U ⊗ V ]gj âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ i è j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(Ui1 ⊗ (0∞∞))⊕ (Ui2 ⊗ (∞ 0∞))⊕ (Ui3 ⊗ (∞∞ 0)) > (0 0 0),

â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðè i = g. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ Ugχ = 0 è Uiχ > 0 ïðè âñåõ i è χ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçûâàåì óñëîâèå
min3

χ=1{Uiχ+Vχj} > min3
χ=1{Ugχ+Vχj} äëÿ ëþáûõ i è j, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà. Áóäåì íàçûâàòü òðîïè-
÷åñêóþ ìàòðèöó A ∈ Rk×k ìîíîìèàëüíîé, åñëè íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Aij = ∞ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè j 6= σ(i).

Ëåììà 7.4.18. Åñëè òðîïè÷åñêàÿ ìàòðèöà U ′ ðàçìåðà 3×k è òðîïè÷åñêàÿ
ìàòðèöà V ′ ðàçìåðà k× 3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U ′⊗ V ′ =

(∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞

)
, òî

k > 3. Áîëåå òîãî, åñëè k = 3, òî îäíà èç ìàòðèö U ′ è V ′ ìîíîìèàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sup(U ′, i) ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ j,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ U ′

ij 6= ∞. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òðîïè÷åñêîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ, èç óñëîâèÿ Sup(U ′, i) ⊂ Sup(U ′, i′) ñëåäóåò óñëîâèå Sup(U ′⊗ V ′, i) ⊂
Sup(U ′ ⊗ V ′, i′). Ïîýòîìó ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâà Sup(U ′, 1), Sup(U ′, 2) è
Sup(U ′, 3) îáðàçóþò àíòèöåïü ïî âêëþ÷åíèþ. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå ëåììû, à â ñëó÷àå k = 3 ìû ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíî ëèáî
óñëîâèå |Sup(U ′, i)| = 1 äëÿ âñåõ i, ëèáî óñëîâèå |Sup(U ′, i)| = 2 äëÿ âñåõ i. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ìîíîìèàëüíà ìàòðèöà U ′, à âî âòîðîì � ìàòðèöà V ′.

Âû÷èñëèì ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã âàæíîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A(G).

Ëåììà 7.4.19. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû A[1, 2, 3|1, 2, 3] ðàâåí 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïóíêòîâ (a1) è (a5), òðåáóåìàÿ ïîäìàòðèöà èìååò
âèä

(∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞

)
, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 7.4.18.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 7.4.17 è 7.4.18 è ñîâåðøèì åùå îäèí øàã íà ïóòè
ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîäðàçäåëà.

Ëåììà 7.4.20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà M , ôàêòîðèçà-
öèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò òðåõ è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (7.4.1). Òîãäà òàêàÿ ìàòðèöà M ìîæåò áûòü âûáðàíà ñðåäè ìàòðèö
âèäà U ⊗ V , ãäå ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè 1, 2 è 3

ìàòðèöû V èìååò âèä A′ =
(∞ 0 0

0 ∞ 0
0 0 ∞

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ′ ïîäìàòðèöó ìàòðèöû V , îáðàçîâàí-
íóþ ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè 1, 2 è 3, à ÷åðåç U ′ � ïîäìàòðèöó ìàòðèöû U ,
îáðàçîâàííóþ åå ñòðîêàìè ñ ýòèìè èíäåêñàìè.

Øàã 1. Ìû ìîæåì ïðèáàâèòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî r ê êàæäîìó ýëåìåí-
òó ñòîëáöà ìàòðèöû U ñ èíäåêñîì i è ïðèáàâèòü −r ê êàæäîìó ýëåìåíòó
ñòðîêè ìàòðèöû V ñ ýòèì èíäåêñîì i; ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ïîâëèÿþò íà
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö U ⊗ V . Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü îäíîâðå-
ìåííî ïåðåñòàíîâêîé σ íà ìíîæåñòâàõ èíäåêñîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû U è ñòðîê
ìàòðèöû V , íå èçìåíÿÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö U ⊗ V .

Øàã 2. Â ñèëó ïóíêòà (b1) ðàâåíñòâî Bχψ = ∞ âûïîëíåíî ïðè âñåõ
χ, ψ ∈ {1, 2, 3}, à â ñèëó ïóíêòîâ (a1) è (a5) ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè
è ñòîëáöàìè ìàòðèöû A ñ èíäåêñàìè 1, 2 è 3 ðàâíà A′. Ïîýòîìó ìàòðèöà
U ′ ⊗ V ′ òàêæå ðàâíà A′ â ñèëó óñëîâèÿ (7.4.1).

Øàã 3. Åñëè ìàòðèöà U ′ ìîíîìèàëüíà, òî ìû ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèÿ
øàãà 1 è çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà U ′ èìååò âèä

(
0 ∞ ∞∞ 0 ∞∞ ∞ 0

)
. Â ýòîì ñëó÷àå

V ′ = U ′ ⊗ V ′, òî åñòü, V ′ = A′ â ñèëó øàãà 2, è ëåììà äîêàçàíà.
Øàã 4. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà V ′ ìîíîìèàëüíà. Ïðèìåíèì

ðàññóæäåíèÿ øàãà 1 è çàêëþ÷èì, ÷òî ìàòðèöà V ′ èìååò âèä
(

0 ∞ ∞∞ 0 ∞∞ ∞ 0

)
. Äàëåå,

â ñèëó ïóíêòîâ (a2) è (b1), äëÿ ëþáîãî χ ∈ {1, 2, 3} âåðíû ðàâåíñòâà Aiverχ = 0
è Biverχ = ∞; ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (7.4.1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî [U ⊗ V ]iverχ = 0.
Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó 7.4.17 è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî [U ⊗V ]1head1head > [U ⊗
V ]h1

ver1head. Èç óñëîâèÿ (7.4.1) òåïåðü ñëåäóåò íåðàâåíñòâî [U ⊗ V ]1head1head >
Bh1

ver1head, îòêóäà â ñèëó ïóíêòà (b3) ñëåäóåò óñëîâèå [U ⊗ V ]1head1head > H.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (7.4.1), ïîñêîëüêó â
ñèëó ïóíêòà (a3) âûïîëíåíî óñëîâèå A1head1head = 41 < H. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäïîëîæåíèå øàãà 4 íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ïîñêîëüêó â ñèëó øàãà 2 âåðíî ðàâåíñòâî U ′⊗V ′ = A′, ëåììà 7.4.18 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ øàãîâ 3 è 4 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, îáðàòíûé ðåçóëüòàòó ëåììû 7.4.16.

Ëåììà 7.4.21. Åñëè íàéäåòñÿ ìàòðèöà M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòî-
ðîé íå ïðåâîñõîäèò òðåõ è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7.4.1), òî ãðàô
G äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â òðè öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû íàéäóòñÿ ìàòðèöû U (ñòðîêè êî-
òîðîé èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3} ∪ V ∪ H ∪ T , à ñòîëáöû èìåþò
èíäåêñû 1, 2, 3) è V (åå ñòðîêè èìåþò èíäåêñû 1, 2, 3, à ñòîëáöû � èíäåêñû
èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3} ∪ H ∪ T ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

A(G) > U ⊗ V > A(G)⊕ B(G). (7.4.3)
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Øàã 1. Â ñèëó ëåììû 7.4.20 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà V ′, îáðàçî-
âàííàÿ ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè 1, 2 è 3 ìàòðèöû V , ðàâíà

(∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞

)
.

Øàã 2. Åñëè ñòðîêà ìàòðèöû U ñ èíäåêñîì α ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûé
ýëåìåíò, òî â ñèëó øàãà 1 íàéäåòñÿ èíäåêñ ψ ∈ {1, 2, 3}, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ [U⊗V ]αψ < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (7.4.3), ïîñêîëüêó ìàòðèöû
A è B ñîäåðæàò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà â ñòîëáöàõ ñ èíäåêñàìè 1, 2
è 3. Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû U íåîòðèöàòåëüíû.

Øàã 3. Ôèêñèðóÿ íåêîòîðûé èíäåêñ i ∈ {1, . . . , n}, ìû â ñèëó ïóíêòîâ (a2)
è (b1) ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ χ ∈ {1, 2, 3} ðàâåíñòâà Aiverχ = 0 è Biverχ = ∞.
Òåïåðü â ñèëó óñëîâèÿ (7.4.3) îêàçûâàåòñÿ âåðíûì ðàâåíñòâî [U ⊗V ]iverχ = 0.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò øàãà 1, ìû ïîëó÷àåì

(Uiver1 ⊗ (∞ 0 0))⊕ (Uiver2 ⊗ (0∞ 0))⊕ (Uiver3 ⊗ (0 0∞)) = (0 0 0).

Øàã 4. Èç ðåçóëüòàòà øàãà 3 ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâà Uiverψ′ = Uiverψ′′ = 0
âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ ψ′ è ψ′′ èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ϕ(i) ýëåìåíò ìíîæåñòâà {1, 2, 3}\{ψ′, ψ′′}. Îòìåòèì, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé èç {1, . . . , n} â {1, 2, 3}.

Øàã 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íå äîïóñêàåò ðàñêðàñêè â òðè öâåòà. Â
ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ðåáðî {hj, tj}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(hj) = ϕ(tj);
ìû ââîäèì îáîçíà÷åíèå {χ1, χ2} = {1, 2, 3} \ {ϕ(hj)}.

Øàã 6. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïóíêòîâ (a5) è (b3) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
Ahj

verjhead = ∞ è Bhj
verjhead = H, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (7.4.3) ñëåäóåò, ÷òî

Uhj
verχ1

+ Vχ1jhead > H.

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 4 è 5 âåðíî ðàâåíñòâî Uhj
verχ1

= 0, îòêóäà ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî Vχ1jhead > H. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî Vχ2jhead > H.

Øàã 7. Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè øàãà 6 ìû äîêàçûâàåì ðàâåíñòâà
Atjverjtail = ∞ è Btjverjtail = H. Òåïåðü â ñèëó óñëîâèÿ (7.4.3) ìû èìååì

Utjverχ1
+ Vχ1jtail > H.

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 4 è 5 âåðíî ðàâåíñòâî Utjverχ1
= 0, îòêóäà ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî Vχ1jtail > H. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Vχ2jtail > H.
Øàã 8. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè è ñòîëá-

öàìè ìàòðèöû U ⊗ V ñ èíäåêñàìè jhead è jtail. Â ñèëó (7.4.3) ìû ïîëó÷àåì
(

40j + 1 40j + 9
40j + 9 ∞

)
>

(
Ujheadχ1

Ujheadχ2
Ujheadϕ(hj)

Ujtailχ1
Ujtailχ2

Ujtailϕ(hj)

)
⊗

⊗
(

Vχ1jhead Vχ1jtail

Vχ2jhead Vχ2jtail

Vϕ(hj)jhead Vϕ(hj)jtail

)
>

(
40j + 1 40j + 9
40j + 9 40j + 20

)
.
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Øàã 9. Â ñèëó øàãîâ 2 è 6 âûïîëíåíî óñëîâèå

min{Ujheadχ1
+Vχ1jhead, Ujheadχ2

+Vχ2jhead, Ujtailχ1
+Vχ1jhead, Ujtailχ2

+Vχ2jhead} > H.

Èç øàãîâ 2 è 7 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

min{Ujheadχ1
+ Vχ1jtail, Ujheadχ2

+ Vχ2jtail, Ujtailχ1
+ Vχ1jtail, Ujtailχ2

+ Vχ2jtail} > H.

Øàã 10. Çàìå÷àÿ, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî H >
40j+20, ìû ïðèìåíÿåì ðåçóëüòàòû øàãîâ 8 è 9. Òîãäà ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà

M ′ =
(

Ujheadϕ(hj)
Ujtailϕ(hj)

)
⊗ (

Vϕ(hj)jhead Vϕ(hj)jtail

)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(

40j + 1 40j + 9
40j + 9 ∞

)
> M ′ >

(
40j + 1 40j + 9
40j + 9 40j + 20

)
,

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ; èòàê, ïðåäïîëîæåíèå øàãà 5 íåâåðíî.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîäâîäèò èòîã ðàññóæäåíèÿì ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 7.4.22. Ñóùåñòâîâàíèå ðàñêðàñêè ãðàôà G â òðè öâåòà ðàâíîñèëü-
íî ñóùåñòâîâàíèþ ìàòðèöû M , ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñ-
õîäèò òðåõ è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A(G) > M > A(G)⊕ B(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 7.4.16 è 7.4.21.

7.4.4 Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû B(G)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ðåçóëüòà-
òû òåîðåì 7.4.10 è 7.4.22. Òåì íå ìåíåå, ñäåëàòü ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñåé÷àñ
íåëüçÿ: òåîðåìà 7.4.10 òðåáóåò, ÷òîáû ìàòðèöà B áûëà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö. Öåëüþ ýòîãî
ïîäðàçäåëà è áóäåò ïîëó÷åíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû B(G); ìû íà-
÷íåì ñ îïèñàíèÿ îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé.
Îïðåäåëåíèå 7.4.23. Îïðåäåëèì ìàòðèöó C = C(G) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü {1, 2, 3} ∪ V ∪H ∪ T áóäåò ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ åå ñòðîê è {1, 2, 3, 4}
� ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ. Ïîëîæèì

(c1) Cα1 = 0, åñëè α ∈ H ∪ T , è Cα1 = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
(c2) Cχ2 = 0, åñëè χ ∈ {1, 2, 3}, è Civer2 = ∞, åñëè i ∈ {1, . . . , n};
(c3) Cjhead2 = Cjtail2 = 40j + 20 ïðè j ∈ {1, . . . , m};
(c4) Cα3 = (2i + 1)H, åñëè α = iver, è Cα3 = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
(c5) Cα4 = (2n + 1− 2i)H, åñëè α = iver, è Cα4 = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Îïðåäåëèì òåïåðü âòîðîé ìíîæèòåëü â ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû B.
Îïðåäåëåíèå 7.4.24. Îïðåäåëèì ìàòðèöó D = D(G) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü {1, 2, 3, 4} áóäåò ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ åå ñòðîê è {1, 2, 3} ∪ H ∪ T �
ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ñòîëáöîâ. Ïîëîæèì

(d1) D1χ = 0 ïðè χ ∈ {1, 2, 3};
(d2) D1jhead = D1jtail = 40j + 20 ïðè j ∈ {1, . . . , m};
(d3) D2χ = D3χ = D4χ = ∞ ïðè χ ∈ {1, 2, 3};
(d4) D2jhead = D2jtail = 0 ïðè j ∈ {1, . . . , m};
(d5) D3jhead = −2hjH è D3jtail = −2tjH ïðè j ∈ {1, . . . , m};
(d6) D4jhead = 2(hj − n)H è D4jtail = 2(tj − n)H ïðè j ∈ {1, . . . , m}.
Ñíà÷àëà îòìåòèì ïðîñòîé ôàêò î ìàòðèöàõ C è D.

Íàáëþäåíèå 7.4.25. Äëÿ ëþáîãî τ ∈ {1, . . . , 4} âûïîëíåíî ëèáî óñëîâèå
C1τ = C2τ = C3τ = ∞, ëèáî óñëîâèå Dτ1 = Dτ2 = Dτ3 = ∞.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö C(G) èD(G) äåé-
ñòâèòåëüíî ðàâíî ìàòðèöå B(G) èç îïðåäåëåíèÿ 7.4.14.

Ëåììà 7.4.26. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíåíî óñëîâèå B(G) = C(G)⊗D(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïÿòü âîçìîæíîñòåé äëÿ èíäåêñîâ α ∈
{1, 2, 3} ∪ V ∪ H ∪ T è β ∈ {1, 2, 3} ∪ H ∪ T .

Øàã 1. Äëÿ β ∈ {1, 2, 3} ìû èìååì ðàâåíñòâî Dτβ = 0, åñëè τ = 1, è
óñëîâèåDτβ = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå [C⊗D]αβ =
Cα1, òî åñòü, ðàâåíñòâî [C⊗D]αβ = 0 âåðíî ïðè α ∈ H∪T , à óñëîâèå [C⊗D]αβ =
∞ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñâåðÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïóíêòàìè (b1)
è (b2) îïðåäåëåíèÿ 7.4.14, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî [C ⊗ D]αβ = Bαβ.

Øàã 2. Äëÿ α ∈ {1, 2, 3} è β ∈ H ∪ T ìû èìååì ðàâåíñòâî Cατ = 0, åñëè
τ = 2, è óñëîâèå Cατ = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó [C ⊗D]αβ = D2β = 0;
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî Bαβ = 0 òàêæå âûïîëíåíî â ñèëó ïóíêòà (b2).

Øàã 3. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ H ∪ T âåðíû óñëîâèÿ α ∈ {ghead, gtail} è
β ∈ {jhead, jtail} ïðè íåêîòîðûõ g, j ∈ {1, . . . , m}. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì
ðàâåíñòâà Cα3 = Cα4 = ∞, îòêóäà

[C ⊗ D]αβ = min{Cα1 +D1β, Cα2 +D2β} = min{40g + 20, 40j + 20}.
Â ñèëó ïóíêòà (b4) òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî [C ⊗ D]αβ = Bαβ.

Øàã 4. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = iver è β = jhead äëÿ íåêîòîðûõ
i ∈ {1, . . . , n} è j ∈ {1, . . . , m}. Â ýòîì ñëó÷àå Cα1 = Cα2 = ∞, îòêóäà

[C⊗D]αβ = min{Cα3 +D3β, Cα4 +D4β} = min{(2i−2hj +1)H, (2hj−2i+1)H},
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òî åñòü, [C ⊗ D]αβ = H − 2|i− hj|H = Bαβ â ñèëó ïóíêòà (b3).
Øàã 5. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = iver è β = jtail äëÿ íåêîòîðûõ

i ∈ {1, . . . , n} è j ∈ {1, . . . , m}. Â ýòîì ñëó÷àå Cα1 = Cα2 = ∞, îòêóäà

[C ⊗D]αβ = min{Cα3 +D3β, Cα4 +D4β} = min{(2i− 2tj +1)H, (2tj− 2i+1)H},

òî åñòü, [C ⊗ D]αβ = H − 2|i− tj|H = Bαβ â ñèëó ïóíêòà (b3).
Øàãè 1�5 èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè äëÿ èíäåêñîâ α è β.

Çàêîí÷èì èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäðàçäåëà ñëåäñòâèåì ëåììû 7.4.26.

Ñëåäñòâèå 7.4.27. Äëÿ ëþáûõ ãðàôà G è èíäåêñîâ α è β, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ [A(G)]αβ < ∞, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî [A(G)]αβ < [C(G)⊗D(G)]αβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç íàáëþäåíèÿ 7.4.15 è ëåììû 7.4.26.

7.4.5 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Ïðèìåíèì îïèñàííûå ìåòîäû ê äîêàçàòåëüñòâó NP-ïîëíîòû çàäà÷è 7-ÔÒÌ.

Òåîðåìà 7.4.28. Çàäà÷à 7-ÔÒÌ ïîëíà äëÿ êëàññà NP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ãðàô G è ïîñòðîèì ìàòðèöû A(G) èç
îïðåäåëåíèÿ 7.4.13, C(G) èç îïðåäåëåíèÿ 7.4.23 è D(G) èç îïðåäåëåíèÿ 7.4.24.
Òîãäà â ñèëó ëåììû 7.4.19, íàáëþäåíèÿ 7.4.25 è ñëåäñòâèÿ 7.4.27 ýòè ìàòðèöû
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 7.4.10. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðèçàöèîííûé
ðàíã ìàòðèöû Q(G) = Q(A(G), C(G),D(G)) íå ïðåâîñõîäèò 7 â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ ìàòðèöû U ∈ Rm×3 è V ∈ R3×n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèþ A(G) > U ⊗ V > A(G) ⊕ (C(G) ⊗ D(G)). Â ñèëó ëåììû 7.4.26
âåðíî ðàâåíñòâî B(G) = C(G) ⊗ D(G), ïîýòîìó ïî òåîðåìå 7.4.22 ôàêòîðè-
çàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû Q(G) íå ïðåâîñõîäèò 7 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè ãðàô G äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â òðè öâåòà. ßñíî, ÷òî ïîñòðîåíèå ìàòðè-
öû Q(G) ïî çàäàííîìó ãðàôó G çàíèìàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íàêîíåö,
ìû ïðèìåíÿåì òðîïè÷åñêîå óìíîæåíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû Q(G) íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà è ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 7.4.5, çàâåðøàÿ ïîñòðîåíèå ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ çàäà÷è 7.4.11 ê çàäà÷å 7-ÔÒÌ. Â ñèëó òåîðåìû 7.4.4
çàäà÷à 7-ÔÒÌ òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.

Ìû ìîæåì òåïåðü äîêàçàòü NP-ïîëíîòó çàäà÷è k-ÔÒÌ ïðè ëþáîì k > 7.

Òåîðåìà 7.4.29. Çàäà÷à k-ÔÒÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè âñÿêîì k > 7.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû M ìû ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 7.4.6
ïîñòðîèì ìàòðèöó M ′, ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò k â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã ìàòðèöû V íå ïðå-
âîñõîäèò 7. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òðîïè÷åñêîå óìíîæåíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ
ìàòðèöû M ′ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7.4.5, ÷òî-
áû çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå ñâåäåíèÿ çàäà÷è 7-ÔÒÌ ê çàäà÷å k-ÔÒÌ.

Åùå îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 7.4.28, äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû 7.1.7. Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñ ðàíãîì
Ãîíäðàíà�Ìèíó, êîòîðûé â ñèëó òåîðåìû 5.3.11 ìîæåò áûòü íàéäåí çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè òðîïè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû îãðàíè÷åí, ðåøåíèå
ïðîáëåìû 7.1.7 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Òåîðåìà 7.4.30. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà ìàòðèöû,
òðîïè÷åñêèé ðàíã êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì òðîïè÷åñêîãî
ðàíãà, ìû ìîæåì ñðàâíèòü ñ ÷èñëîì 7 òðîïè÷åñêèé ðàíã äàííîé ìàòðèöû
ðàçìåðà m × n çà âðåìÿ O(m8n8). Äàëåå, â ñèëó òåîðåìû 1.2.17 ôàêòîðèçà-
öèîííûé ðàíã ìàòðèöû íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òðîïè÷åñêîãî ðàíãà, ïîýòîìó
äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.4.28.
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Ãëàâà 8

Ôàêòîðèçàöèÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö
Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ âàæíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé è áóð-
íî ðàçâèâàþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèè ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö. Îáñóæäåíèå íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé ýòîé òåîðèè ïðèâåäåíî âî ââå-
äåíèè ê íàøåé ðàáîòå; â äàííîé æå ãëàâå áóäåò ïîäðîáíî ðàññêàçàíî î ñâÿçè
ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö è ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîãðàííèêîâ, êîòî-
ðûå âàæíû äëÿ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è
òåîðèè ñëîæíîñòè. Ïðèâîäèìûå â ãëàâå ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû àâòî-
ðîì äèññåðòàöèè â ðÿäå ïå÷àòíûõ ðàáîò; ïîìèìî èçëîæåíèÿ èõ äîêàçàòåëüñòâ
ìû òàêæå óêàçûâàåì íà âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè
ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

8.1 Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã
Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, òî åñòü, âåùåñòâåííûå
ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè
òàêèõ ìàòðèö ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìàòðèö B ∈ Rm×k

+ è C ∈ Rk×n
+ , óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ A = BC ïðè äàííûõ ìàòðèöå A è ÷èñëå k. Íàñ åùå áóäåò
èíòåðåñîâàòü ñâÿçàííîå ñ ýòîé çàäà÷åé ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà.

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. [33] Íåîòðèöàòåëüíûì ðàíãîì ìàòðèöû A ∈ Rm×n
+ íà-

çûâàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî k, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â
âèäå ñóììû k íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ðàíãà îäèí.

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ëåãêî ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü [33] â òåðìèíàõ ôàêòîðèçàöèè: íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû A ∈
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Rm×n
+ ðàâåí íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàò-

ðèöû B ∈ Rm×k
+ è C ∈ Rk×n

+ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A = BC. Ïðè
òàêîì ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ, ïðàâäà, íàäî îãîâîðèòü îòäåëüíî, ÷òî íåîòðè-
öàòåëüíûé ðàíã íóëåâîé ìàòðèöû ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ [33]. Îòìåòèì,
÷òî ðàññóæäåíèÿ ýòîãî àáçàöà ïîçâîëÿþò äóìàòü î íåîòðèöàòåëüíîì ðàíãå
êàê î ôóíêöèè ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà èç îïðåäåëåíèÿ 1.2.10, çàäàííîé íà
ïîëóêîëüöå íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Çà÷àñòóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ðàíã ìàòðèöû A â îáû÷íîì ñìûñëå,
òî åñòü, êàê ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè åå ñòîëáöîâ â ïðîñòðàíñòâå Rm. Â
ýòîé ãëàâå ìû áóäåì íàçûâàòü óêàçàííîå ïîíÿòèå îáû÷íûì èëè êëàññè÷åñêèì
ðàíãîì ìàòðèöû A, ÷òîáû íå ñïóòàòü åãî ñ ïîíÿòèåì íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà
ìàòðèöû. Òàêæå äëÿ íàñ áóäåò ïîëåçíûì ðàññìîòðåíèå âûïóêëûõ ìíîãîìåð-
íûõ ìíîãîãðàííèêîâ, òî åñòü, îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ êàê ïåðåñå-
÷åíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Rd; äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü
òàêèå ìíîæåñòâà ïðîñòî ìíîãîãðàííèêàìè, õîòÿ ñëîâî ”ìíîãîãðàííèê” â óêà-
çàííîì ñìûñëå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå d = 3.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ïðèëîæåíèè íåîòðèöàòåëüíûõ
ôàêòîðèçàöèé, ñâÿçàííîì ñ òàê íàçûâàåìûìè ðàñøèðåííûìè ïðåäñòàâëåíè-
ÿìè ìíîãîãðàííèêîâ [141]. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P ⊂ Rn.
Ðàñøèðåíèåì [55, 61] ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ äðóãîé ìíîãîãðàííèê
Q ⊂ Rd, èç êîòîðîãî P ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê îáðàç ïîä äåéñòâèåì ëè-
íåéíîé ïðîåêöèè Rd íà Rn. Ðàñøèðåííûì ïðåäñòàâëåíèåì [61, 82] ìíîãî-
ãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ îïèñàíèå ìíîãîãðàííèêà Q â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ è îïèñàíèå ïðîåêöèè Rd íà Rn, ïåðåâîäÿùåé Q â
P . Ðàçìåðîì [61, 82] ðàñøèðåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ãè-
ïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q. Ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ [61, 82] ìíîãîãðàííèêà
P � íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ ðàçìåðîâ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà, òî åñòü, íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ ÷èñëî íåðàâåíñòâ â îïè-
ñàíèè ìíîãîãðàííèêà Q. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Q
çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì [55] â ñðàâíåíèè ñ ÷èñëîì ãèïåð-
ãðàíåé P ; ýòîò ôåíîìåí ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ñëîæíîñòü ïðîáëåì ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âàæíûõ äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé [34, 55, 82].

Âàæíûé ðåçóëüòàò, äàþùèé õàðàêòåðèçàöèþ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû, áûë ïîëó÷åí â 1991 ãîäó Èàííàêàêè-
ñîì [141]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê P (ñ v âåðøèíàìè è f ãèïåðãðà-
íÿìè) çàäàí êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
ci(x) > βi è cj(x) = βj ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , f} è j ∈ {f + 1, . . . , q}, ãäå ÷åðåç
c1, . . . , cq îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå Rn.
Ñëàáîé ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòåé (äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü åå ïðîñòî ñëà-
áîé ìàòðèöåé) ìíîãîãðàííèêà P íàçîâåì ìàòðèöó S = S(P ) ðàçìåðà f × v,

270



ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàíû êàê Sit = ci(pt)−βi, ãäå ÷åðåç p1, . . . , pv îáîçíà÷åíû
âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëàáàÿ ìàòðèöà íåîòðèöàòåëü-
íà; ñëåäóþùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò ðàíã ìàòðèöû S(P ) â
òåðìèíàõ ðàçìåðíîñòè ìíîãîãðàííèêà P .

Ïðåäëîæåíèå 8.1.2. [70, ëåììà 3.1] Êëàññè÷åñêèé ðàíã ñëàáîé ìàòðèöû
ìíîãîãðàííèêà íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.

Òåîðåìà Èàííàêàêèñà óêàçûâàåò íà ñâÿçü ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé è
íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [61, 82, 141].

Òåîðåìà 8.1.3. [82, òåîðåìà 2] Ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêà P
ðàâíà íåîòðèöàòåëüíîìó ðàíãó ñëàáîé ìàòðèöû ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ïîäðîáíî îáñóäèâ îäíî èç ïðèëîæåíèé íåîòðèöàòåëüíûõ ôàêòîðèçàöèé,
ìû íàïîìíèì, ÷òî èõ òåîðèÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé çíà-
íèÿ � â àíàëèçå äàííûõ, ñòàòèñòèêå, âû÷èñëèòåëüíîé áèîëîãèè è â ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ èíûõ ïðèëîæåíèÿõ [33]. Êàê ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 8.1.3,
îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæíûì âîïðîñ î íàõîæäåíèè âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê
äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà â òåðìèíàõ èíûõ ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ; ýòè è
ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ôàêòîðèçàöèé îñòàþòñÿ îò-
êðûòûìè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ [54, 61, 82]. Çàâåðøèì ðàçäåë ðåøåíèåì îäíîé
ïðîáëåìû, ïîñâÿùåííîé âåðõíåé îöåíêå íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà.

Ïðîáëåìà 8.1.4. [12, âîïðîñ 4.4] Îãðàíè÷åí ëè ôóíêöèåé ÷èñëà k íåîòðè-
öàòåëüíûé ðàíã ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A ∈ Rn×n

+ êëàññè÷åñêîãî ðàíãà
k, èìåþùåé ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå?

Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà îñòàâàëàñü îòêðûòîé äî îïóáëèêîâàíèÿ àâòîðîì äèñ-
ñåðòàöèè ñòàòüè [148], â êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî åå îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 8.1.5. Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû A ∈ Rn×n
+ êëàññè-

÷åñêîãî ðàíãà òðè, èìåþùèå ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå è ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî k > 3 è ïîëîæèì hi+1 = e−1/hi äëÿ
âñåõ i 6 k è ìàëîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà h1 > 0. Îïðåäåëèì ìàòðèöó Λ ðàç-
ìåðà 3 × 3, ïîëîæèâ Λrs = −1 ïðè {r, s} = {2, 3} è Λrs = 1 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå; îïðåäåëèì ìàòðèöó B ðàçìåðà 2k × 3, ïîëîæèâ B2i−1,1 = B2i,1 = 1,
B2i,2 = 14 + hi, B2i−1,3 = 6 + hi, B2i−1,2 = 4 + hi − hi/(7 + h2

i ) è B2i,3 =
(21 + 8hi + 4h2

i − h3
i )/(21 + hi + 3h2

i ). Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A = BΛB>

ñèììåòðè÷íà è èìååò ðàíã 3, è âñÿêèé ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà 3 ìàòðèöû
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A íåïîëîæèòåëåí â ñèëó íåðàâåíñòâà det Λ < 0. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí det(A−λI) èìååò ëèáî îäèí, ëèáî òðè îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ.
Âòîðîé èç ýòèõ âàðèàíòîâ íåâîçìîæåí â ñèëó òåîðåìû Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà,
ïîñêîëüêó âåðíî ðàâåíñòâî Apq = 0, åñëè ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíåíî óñëî-
âèå {p, q} = {2i − 1, 2i}, è âåðíî íåðàâåíñòâî Apq > 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû A èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
åå ñòðîê è ñòîëáöîâ è ïîòîìó íå ïðåâîñõîäèò log2 k â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3
èç ðàáîòû [12].

8.2 Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèö ðàíãà òðè
Íåñìîòðÿ íà ñåðüåçíûå óñèëèÿ, ïðèëàãàåìûå [53, 54, 61, 69] â ïîñëåäíåå âðåìÿ
ê èçó÷åíèþ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû, äî
íåäàâíåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êàêîé-ëèáî
íåòðèâèàëüíîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà â òåðìèíàõ êëàññè÷å-
ñêîé ðàíãîâîé ôóíêöèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé è êëàññè÷åñêèé
ðàíãè ìàòðèöû ñîâïàäàþò [33] äðóã ñ äðóãîì, åñëè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé
íå ïðåâîñõîäèò äâóõ. Òåì íå ìåíåå, íèêàêîé âåðõíåé îöåíêè íåîòðèöàòåëü-
íîãî ðàíãà ìàòðèöû ðàçìåðà m× n (êðîìå òðèâèàëüíîé min{m, n}) íå áûëî
èçâåñòíî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû ðàâåí òðåì.

Ïðîáëåìà 8.2.1. [12, ãèïîòåçà 3.2] Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî n > 3. Ñóùå-
ñòâóåò ëè ìàòðèöà ðàçìåðà n×n êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, íåîòðèöàòåëü-
íûé ðàíã êîòîðîé ðàâåí n?

Â âèäó ïðåäëîæåíèÿ 8.1.2 è òåîðåìû 8.1.3 ìû ìîæåì çàäàòüñÿ òàêæå
ñâÿçàííûì ñ ïðîáëåìîé 8.2.1 âîïðîñîì î ñóùåñòâîâàíèè (äâóìåðíîãî) n-
óãîëüíèêà, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà n. Äëÿ n 6 5 ïîëîæèòåëü-
íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [61]. Â ñòàòüå [69] áûëî
îòìå÷åíî, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòîðî-
ãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, èìååò ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ, ðàâíóþ øåñòè,
è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 ïðè n = 6.
Äëÿ ëþáîãî n > 7 ýòà ïðîáëåìà îñòàâàëàñü îòêðûòîé.

Ëèí è ×ó â ðàáîòå [101] îáúÿâèëè î ïîëó÷åíèè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû 8.2.1 ïðè ëþáîì n, íî âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî èõ ðàññóæäåíèÿ
ñîäåðæàò îøèáêó [61, 75]. Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 áûëî ïî-
ëó÷åíî â ðàáîòå [61] â ÷àñòíîì ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìåòðèêàì, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè íàáîðàìè òî÷åê ïðÿìîé. Ãëóáîêîå èññëåäî-
âàíèå òàêèõ ìàòðèö áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [75], è áûëè ïîëó÷åíû âåðõíèå
îöåíêè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïîäðîáíî-
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ìó èññëåäîâàíèþ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîóãîëüíèêîâ áûëà ïîñâÿ-
ùåíà ðàáîòà [55], îäíàêî è îíà îñòàâèëà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè n-óãîëüíèêà
ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ n îòêðûòûì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëàãàåì ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1, êîòîðîå áûëî
ïîëó÷åíî àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå [155]. Ìû äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé
ïðîáëåìû ïðè n > 6 îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì; íà ñàìîì äåëå áóäåò òàê-
æå ïðèâåäåíà âåðõíÿÿ îöåíêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû â òåðìèíàõ
êëàññè÷åñêîé ðàíãîâîé ôóíêöèè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã
ìàòðèöû ðàçìåðà m × n êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü⌈

6min{m,n}
7

⌉
. Òàêæå ìû îòâåòèì íà óïîìÿíóòûé âîïðîñ î ñëîæíîñòè ìíîãî-

óãîëüíèêîâ è ïîêàæåì, ÷òî âûïóêëûé n-óãîëüíèê íå ìîæåò èìåòü ñëîæíîñòè
ðàñøèðåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùåé

⌈6n
7

⌉
. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîé

âûïóêëûé n-óãîëüíèê äîïóñêàåò îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ
⌈6n

7

⌉
ëèíåéíûõ íåðà-

âåíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ïðîåêöèè.

8.2.1 Ôàêòîðèçàöèÿ ñëàáîé ìàòðèöû ñåìèóãîëüíèêà
Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñëàáûå ìàòðèöû âûïóêëûõ ñåìèóãîëü-
íèêîâ íå ìîãóò èìåòü íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà, ðàâíîãî ñåìè. Íàøå âíèìàíèå
áóäåò îáðàùåíî íà êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà ñåìü, â ñâÿçè ñ ÷åì îêàæåòñÿ
âåñüìà óäîáíûì ââåñòè ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå.
Îáîçíà÷åíèå 8.2.2. Â ðàññóæäåíèÿõ ýòîãî ïîäðàçäåëà èíäåêñû ñòðîê è
ñòîëáöîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö áóäóò ïîíèìàòüñÿ êàê ýëåìåíòû êîëüöà
Z/7Z. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü A3+6,6+1 áóäåò ïîíèìàòüñÿ êàê ýëåìåíò ìàòðèöû
A, ñòîÿùèé âî âòîðîé ñòðîêå è ñåäüìîì ñòîëáöå. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì
ñèìâîëû i è j â ýòîì ïîäðàçäåëå òîëüêî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêèõ èíäåêñîâ, è
îïåðàöèè íàä i è j ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îïåðàöèé êîëüöà Z/7Z.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûé áóäåò âàæåí
äëÿ ðàññóæäåíèé ýòîãî ïîäðàçäåëà. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç W [i, j, k] îáîçíà÷à-
åòñÿ ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû W ñ èíäåêñàìè i, j è k.
Îïðåäåëåíèå 8.2.3. Äàí íàáîð α = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
×åðåç W (α) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó




0 0 1 1 a1 a2 a3
1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 b1 b2 b3



>

ðàçìåðà 7 × 3, à ÷åðåç V(α) � êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 7, çàäàííóþ
ñîîòíîøåíèåì [V(α)]ij = det W [i− 1, j − 2, j − 1].
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà óêàçûâàåò íà ñèììåòðèþ â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû V .
Ëåììà 8.2.4. Ìàòðèöû V(a1, a2, a3, b1, b2, b3) è V(b3, b2, b1, a3, a2, a1) ñîâïà-
äàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåì ïåðåñòàíîâêó (16)(25)(34) íà ìíîæåñòâå èí-
äåêñîâ ñòðîê è ïåðåñòàíîâêó (17)(26)(35) � íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû V(b3, b2, b1, a3, a2, a1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ôàêòîðèçàöèþ ìàòðèöû V â ÷àñòíîì ñëó÷àå.
Ëåììà 8.2.5. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è j,
äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}. Åñëè òàêæå a1 + b1 > a2 + b2 è a3 + b3 > a2 + b2,
òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû V íå ïðåâîñõîäèò ñåìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî V = FG ïðè

F =




0 0 1 V41 + V47 V61 0
0 0 0 1 a1 − a2 + b1 − b2 1

V31 0 0 1 V37 0
V41 1 0 0 V47 0

−a2 + a3 − b2 + b3 1 0 0 0 1
V61 V31 + V37 1 0 0 0
0 V31 1 V47 0 0




,

G =




1 V32/V31 0 0 0 0 0
0 V21/V31 1 0 0 0 0
0 0 V13 1 V65 0 0
0 0 0 0 1 V57/V47 0
0 0 0 0 0 V65/V47 1

V72 0 0 1 0 0 V57




.

Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííîé ìàòðèöå íîâûõ ìàòðèö, èìåþùèõ
òàêîé æå íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã, êàê è èñõîäíàÿ.
Ëåììà 8.2.6. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è
j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}. Ïîëîæèì α1 = (1 − a3 − b3)/(1 − b3), α2 =
(a1−a1b3−a3+a3b1)/(a1−a1b3), α3 = (a2−a2b3−a3+a3b2)/(a2−a2b3), β1 = a3,
β2 = a3/a1 è β3 = a3/a2. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà U = V (α1, α2, α3, β1, β2, β3)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Uij > 0 ïðè âñåõ i è j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}, è
èìååò òàêîé æå íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã, êàê è ìàòðèöà V .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå V = Q1UQ2 ïðè

Q1 =




0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1/(1− b3) 0 0 0
0 0 0 0 1/a3 0 0
0 0 0 0 0 1/a3 0
0 0 0 0 0 0 a1/a3

a2/a3 0 0 0 0 0 0




,

Q2 =




0 0 0 0 0 0 a1a2(1−b3)
a3

a2(1− b3) 0 0 0 0 0 0
0 a3(1− b3) 0 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1−b3

a3
0 0

0 0 0 0 0 a1(1−b3)
a3

0




.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà 1− b3 = V42, a1 = V63,
a2 = V73 è a3 = V13 ïîëîæèòåëüíû.

Çàäàäèì øåñòü ïîëåçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 8.2.7. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è j,
äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j−1, j}. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1(t), α2(t), α3(t),
β1(t), β2(t) è β3(t) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, çàäàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè α1(0) = a1,
α2(0) = a2, α3(0) = a3, β1(0) = b1, β2(0) = b2 è β3(0) = b3, à òàêæå

α1(t + 1) =
1− α3(t)− β3(t)

1− β3(t)
,

αχ+1(t + 1) =
αχ(t)− αχ(t)β3(t)− α3(t) + α3(t)βχ(t)

αχ(t)− αχ(t)β3(t)
ïðè χ ∈ {1, 2},

β1(t + 1) = α3(t), β2(t + 1) = α3(t)/α1(t), β3(t + 1) = α3(t)/α2(t).

Çàìå÷àíèå 8.2.8. Â ñèëó ëåììû 8.2.6 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1(t), α2(t),
α3(t), β1(t), β2(t) è β3(t) êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ââåäåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëè÷íû.
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Ëåììà 8.2.9. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è
j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}. Òîãäà α1(7) = a1, α2(7) = a2, α3(7) = a3,
β1(7) = b1, β2(7) = b2 è β3(7) = b3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Óêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî ââåäåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ëåììà 8.2.10. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è
j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}. Òîãäà óñëîâèå α1(2) + β1(2) 6 α2(2) + β2(2)
âëå÷åò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ α2(6) + β2(6) < α3(6) + β3(6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

α2(2) + β2(2)− α1(2)− β1(2) =
(−a3 + a2(1− b3)) V32V21

V31V73V42V52
,

ïîýòîìó çíàê ÷èñëà α2(2) + β2(2) − α1(2) − β1(2) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà
−a3 + a2(1− b3). Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

α3(6) + β3(6)− α2(6)− β2(6) =
V46 (−a3 + a1(1− b3))

V15V36
,

ïîýòîìó çíàê ÷èñëà α3(6) + β3(6) − α2(6) − β2(6) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà
−a3+a1(1−b3). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 1−b3 = V42 > 0 è a1−a2 = V37 > 0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò óñëîâèå, âûïîëíåíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà V èìåëà ïîëíûé íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã.

Ëåììà 8.2.11. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è
j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}, è èìååò íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã 7. Òîãäà èëè
óñëîâèå α1(t)+β1(t) < α2(t)+β2(t) < α3(t)+β3(t) âûïîëíåíî ïðè âñåõ t, èëè
óñëîâèå α1(t) + β1(t) > α2(t) + β2(t) > α3(t) + β3(t) âûïîëíåíî ïðè âñåõ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α1(t) + β1(t) 6
α2(t) + β2(t) ïðè íåêîòîðîì t. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 8.2.10 ê íàáîðó ψ′ = (α1(t +
5), α2(t + 5), α3(t + 5), β1(t + 5), β2(t + 5), β3(t + 5)) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ðåçóëüòàò ëåììû 8.2.9, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî α2(t + 4) + β2(t + 4) < α3(t + 4) +
β3(t + 4). Èç ëåììû 8.2.5 òåïåðü ñëåäóåò íåðàâåíñòâî α1(t + 4) + β1(t + 4) <
α2(t + 4) + β2(t + 4), è ïîýòîìó óñëîâèå α1(t + 4k) + β1(t + 4k) < α2(t + 4k) +
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β2(t + 4k) < α3(t + 4k) + β3(t + 4k) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà k.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå α1(t)+β1(t) > α2(t)+β2(t).
Â ñèëó ëåììû 8.2.5 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α2(t) + β2(t) > α3(t) + β3(t), è
ïîòîìó èç ëåììû 8.2.10 ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ α1(t + 3) + β1(t + 3) >
α2(t + 3) + β2(t + 3). Íàêîíåö, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íåðàâåíñòâî α1(t +
3k) + β1(t + 3k) > α2(t + 3k) + β2(t + 3k) > α3(t + 3k) + β3(t + 3k) âûïîëíåíî
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà V(ψ) íå ìîæåò èìåòü ïîëíîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà.

Ëåììà 8.2.12. Äàí íàáîð ψ = (a1, a2, a3, b1, b2, b3) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ
êîòîðîãî ìàòðèöà V = V(ψ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Vij > 0 ïðè âñåõ i è
j, äëÿ êîòîðûõ i /∈ {j − 1, j}. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû V íå
ïðåâîñõîäèò 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû
ëåìì 8.2.4 è 8.2.11. Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-
ñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî óñëîâèå α1(t) + β1(t) < α2(t) + β2(t) < α3(t) + β3(t)
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà t. Çàìåòèì, ÷òî âåðíî
ðàâåíñòâî α3(0)+β3(0)−α1(0)−β1(0) = a3 + b3−a1− b1, è íåïîñðåäñòâåííàÿ
ïðîâåðêà òàêæå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâà

α2(1) + β2(1)− α1(1)− β1(1) =
V13 (b1 + (a1 − 1)b3)

V63V42
,

α2(2) + β2(2)− α1(2)− β1(2) =
V13V21 (a2(1− b3)− a3)

V73V31V42V52
.

Çàìåòèâ òàêæå, ÷òî 1− b3 = V42 > 0 è V37 = a1 − a2 > 0, ìû ïîëó÷àåì

b3(1−a1) < b1, a3 < a2(1− b3), a3 + b3 > a1 + b1, b3 < 1, è a1 > a2. (8.2.1)

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèÿ (8.2.1) ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî a1 + b1 > a1 + b3 − b3a1, à
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òðåòüå íåðàâåíñòâî, ìû ïîëó÷èì óñëîâèå a3 + b3 >
a1 +b3−b3a1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî a3 > a1(1−b3), èç êî-
òîðîãî ñëåäóåò óñëîâèå a3 > a2(1− b3) â âèäó ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 7 áîëåå îáùåãî âèäà
òîæå èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå ðàíãè, íå ïðåâîñõîäÿùèå øåñòè.
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Ëåììà 8.2.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà U ðàçìåðà 7× 7 êëàññè÷åñêîãî
ðàíãà òðè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Uij = 0, åñëè i ∈ {j − 1, j}, è óñëîâèþ
Uij > 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû U íå
ïðåâîñõîäèò øåñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç U ′ îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç U óìíîæåíè-
åì òðåòüåãî ñòîëáöà íà ÷èñëî U54/U53, ïÿòîãî ñòîëáöà � íà ÷èñëî U24/U25,
òðåòüåé ñòðîêè � íà ÷èñëî U25

U24U35
, ÷åòâåðòîé ñòðîêè � íà ÷èñëî U53

U43U54
è, íà-

êîíåö, ñòðîê ñ èíäåêñîì i′ (ãäå i′ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî 1, 2, 5, 6, 7) � íà ÷èñëî
1/Ui′4. Òîãäà ìû èìååì

U ′ =




0 0 a3 1 b3 U ′
16 U ′

17
U ′

21 0 0 1 1 U ′
26 U ′

27
U ′

31 U ′
32 0 0 1 U ′

36 U ′
37

U ′
41 U ′

42 1 0 0 U ′
46 U ′

47
U ′

51 U ′
52 1 1 0 0 U ′

57
U ′

61 U ′
62 a1 1 b1 0 0

0 U ′
72 a2 1 b2 U ′

76 0




.

Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû U ′ ðàâåí òðåì, íàéäóòñÿ âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà c1, . . . , c7, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì U ′

ij = cj det U ′[i, j −
1, j|3, 4, 5] ïðè ëþáûõ i è j. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ i è j âûïîëíåíî óñëî-
âèå U ′

ij = cjVij, ãäå ÷åðåç V îáîçíà÷åíà ìàòðèöà V(a1, a2, a3, b1, b2, b3) èç îïðå-
äåëåíèÿ 8.2.3. Ïîñêîëüêó V13 = V32 è V72 = V21, ÷èñëà c1, c2 è c3 èìåþò îäè-
íàêîâûé çíàê. Àíàëîãè÷íî ÷èñëà c5, c6 è c7 òàêæå èìåþò îäèíàêîâûé çíàê â
ñèëó ðàâåíñòâ V65 = V46 è V76 = V57. Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ V24 = V25 = V43 = 1
âåðíû ðàâåíñòâà c3 = c4 = c5 = 1, ïîýòîìó âñå ÷èñëà c1, . . . , c7 ïîëîæèòåëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ìàòðèöû U è V ïîëó÷àþòñÿ äðóã
èç äðóãà óìíîæåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 8.2.12.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Òåîðåìà 8.2.14. Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ñëàáîé ìàòðèöû âûïóêëîãî ñåìè-
óãîëüíèêà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü øåñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.1.2 ñëàáàÿ ìàòðèöà S âûïóêëîãî ñå-
ìèóãîëüíèêà èìååò êëàññè÷åñêèé ðàíã 3. Ïîýòîìó ìàòðèöà S óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû 8.2.13 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.
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8.2.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàçäåëà
Íà÷íåì èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 8.2.14, äàþ-
ùåãî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 â ñëó÷àå n = 7.

Òåîðåìà 8.2.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé ðàíã ìàòðèöû A ∈ R7×n
+

ðàâåí òðåì. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò 6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ∆, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê
(x1, . . . , x7) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ∑7

i=1 xi = 1. Ïîñêîëüêó ñèìïëåêñ ∆ ñîäåðæèò 7 ãèïåðãðàíåé, ïåðåñå÷åíèåì
ýòîãî ñèìïëåêñà è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî íàä R ñòîëáöàìè
ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê I ñ k âåðøèíàìè, ïðè÷åì k 6 7. Ïîñòðî-
èì ìàòðèöó S èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà I, òîãäà âåðíî
ðàâåíñòâî A = SB äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû B. Åñëè k < 7,
òî ðåçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôàêòîðèçàöèè A = SB, à
åñëè k = 7, � òî èç òåîðåìû 8.2.14, â ñèëó êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã
ìàòðèöû S êàê ñëàáîé ìàòðèöû äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà I íå ïðåâîñõîäèò 6.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè íåòðèâèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó íåîòðèöà-
òåëüíîãî ðàíãà ìàòðèö êëàññè÷åñêîãî ðàíãà 3 è ïîëó÷èòü îòðèöàòåëüíîå ðå-
øåíèå ïðîáëåìû 8.2.1 â ñëó÷àå n > 7.

Òåîðåìà 8.2.16. Íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû A ∈ Rm×n
+ êëàññè÷åñêîãî

ðàíãà òðè íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
⌈

6min{m,n}
7

⌉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 8.2.15 ëþáûå ñåìü ñòðîê ìàòðèöû A ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè íåêîòîðûõ øåñòè ñòðîê íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó
íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò

⌈6m
7

⌉
. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äî-

êàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû èíâàðè-
àíòåí îòíîñèòåëüíî òðàíñïîçèöèè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò ðàáîòû [69], óòâåðæäàþùèé ñóùåñòâî-
âàíèå øåñòèóãîëüíèêà ñî ñëîæíîñòüþ ðàñøèðåíèÿ 6, ìû ìîæåì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåîðåìîé 8.2.16 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 8.2.1. À
èìåííî, îêàçûâàåòñÿ âåðíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.2.17. Åñëè n > 7, òî íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû ðàí-
ãà òðè ðàçìåðà m × n âñåãäà ìåíüøå n. Ïðè k ∈ {3, 4, 5, 6} ñóùåñòâóþò
ìàòðèöû ðàçìåðà k × k êëàññè÷åñêîãî ðàíãà òðè, íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã
êîòîðûõ ðàâåí k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 4 ðàáîòû [61] ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö
óêàçàííîãî âèäà ïðè k 6 5. Â ðàáîòå [69] ïðèâåäåí ïðèìåð ìàòðèöû




0 0 1 4 3 1
1 0 0 4 4 3
7 4 0 0 4 9
3 4 4 0 0 1
3 5 6 1 0 0
0 1 3 5 3 0




êëàññè÷åñêîãî ðàíãà 3 è íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà 6. Íàêîíåö, ïðè n > 7 óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.2.16.

Íàêîíåö, ìû ìîæåì äîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ âû-
ïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
Òåîðåìà 8.2.18. Ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ n-óãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò

⌈6n
7

⌉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.1.2 è òåîðåìû 8.2.16 íåîòðèöàòåëü-
íûé ðàíã ñëàáîé ìàòðèöû n-óãîëüíèêà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü

⌈6n
7

⌉
, ïîýòîìó

ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.1.3.
Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïîñëå

ïóáëèêàöèè àâòîðîì äèññåðòàöèè ðàáîòû [155]. Àâòîðàìè ðàáîòû [115] áûëî
ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.2.18, îñíîâàííîå íà ÷èñòî ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ìåòîäàõ. Êàê îòìå÷àþò àâòîðû ðàáîòû [116], ñåìèóãîëüíèê ñòàë
îäíèì èç âñå åùå íåìíîãèõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êîòîðûõ
èçâåñòíà òî÷íî.

Òàêæå â ðàáîòå [116] áûëî äîêàçàíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ
ðàñøèðåíèé âûïóêëûõ ñåìèóãîëüíèêîâ: îíè îáÿçàòåëüíî èìåþò ñêðûòûå âåð-
øèíû. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê Q ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãî-
ãðàííèêà P , èíûìè ñëîâàìè, P ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì Q ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîé
ïðîåêöèè π. Âåðøèíà v ∈ Q òàêîãî ðàñøèðåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ñêðûòîé, åñëè π(v) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîãîãðàííèêà P . Â
ðàáîòå [116] óïîìèíàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàñøèðåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìíî-
ãîãðàííèêîâ, ðàññìîòðåííûå ðàçíûìè àâòîðàìè çà ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ
ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè. Äàëåå â ýòîé ðàáîòå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âñå óïîìÿ-
íóòûå ïðåäñòàâëåíèÿ íå ñîäåðæàò ñêðûòûõ âåðøèí, è ôîðìóëèðóåòñÿ âîïðîñ:
äëÿ ëþáîãî ëè ìíîãîãðàííèêà P îïòèìàëüíîå ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå íå
ñîäåðæèò ñêðûòûõ âåðøèí? Ñåìèóãîëüíèêè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ.
Òåîðåìà 8.2.19. [116] Âñÿêîå îïòèìàëüíîå ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå âû-
ïóêëîãî ñåìèóãîëüíèêà îáùåãî âèäà ñîäåðæèò ñêðûòûå âåðøèíû.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîä ñåìèóãîëüíèêîì îáùåãî âèäà â ïðè-
âåäåííîé òåîðåìå ìîæíî ïîíèìàòü òàêîé, êîîðäèíàòû
âåðøèí êîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Êðîìå òîãî,
èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [116] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå îïòèìàëü-
íîå ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå âûïóêëîãî ñåìèóãîëüíè-
êà îáùåãî âèäà èìååò êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå.

8.3 Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàçðàáàòûâàåì ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè ðàñøè-
ðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîãðàííèêîâ, îñíîâàííûå íà òðîïè÷åñêîì ïîäõî-
äå, è ïîëó÷àåì íîâûå íèæíèå îöåíêè ýòîé ñëîæíîñòè. Ïîëåçíûì äëÿ íàøåãî
ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîì áóäåò êîëüöî Ìàëüöåâà�Íåéìàíà R íàä ìíîæåñòâîì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè êîëüöà R ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìàëüíûå ñóììû âèäà a(t) =

∑
e∈R aet

e ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
íîñèòåëü E(a) = {e ∈ R : ae 6= 0} êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà R. Êàê îáû÷íî, còåïåíüþ íåíóëåâîé ñóììû a ∈ R
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ãëàâíîãî ÷ëåíà, òî åñòü, deg a = min E(a).
Ñòåïåíü íóëåâîãî ýëåìåíòà êîëüöà R ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé +∞.

8.3.1 Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âåùåñòâåííûõ ïîëåé
Îòìåòèì, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëåì â ñèëó òåîðåìû 1.3.5. Íàïîìíèì,
÷òî ïîëå K íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî P
(ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè), êîòîðîå çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, è K ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ P , −P è {0}. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò r ïîëÿ R
ïîëîæèòåëüíûì, åñëè åãî ãëàâíûé ÷ëåí ïîëîæèòåëåí; òåïåðü ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî ïîëåR ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì. Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ
ðàçäåëà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ R
÷åðåç R+.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàò ëþáîãî ýëåìåíòà óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ K
íåîòðèöàòåëåí, è ïîòîìó ìíîãî÷ëåí x2 + 1 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì K. Ïîëå
K íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî çàìêíóòûì, åñëè êîëüöî K[x]/(x2 + 1) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïîëåçíîãî óòâåð-
æäåíèÿ, ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò Ïîîíåíó [119].

Ëåììà 8.3.1. Ïîëå R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî çàìêíóòûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî êîëüöî R[x]/(x2 + 1) èçîìîðôíî
êîëüöó Ìàëüöåâà-Íåéìàíà HC íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò c ïîëÿ HC è çàìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè
ýëåìåíòà c ïðèíàäëåæàò êîëüöó R, ïîñêîëüêó ëþáîå ïîäìíîæåñòâî âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà òàêæå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Ïîýòîìó ëþáîé ýëå-
ìåíò ïîëÿ HC ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå r1 + ir2, ãäå ýëåìåíòû r1 è r2
ïðèíàäëåæàò êîëüöó R, à ÷åðåç i îáîçíà÷åíà ìíèìàÿ åäèíèöà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ìîæåò áûòü òåïåðü çàâåðøåíî ïðèìåíåíèå ñëåäñòâèÿ 4 èç ðàáîòû [119],
â ñèëó êîòîðîãî ïîëå HC àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ïîëå R. Âûðàæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà
íàä R íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîððåêòíàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ïåðå-
ìåííûå, èçìåíÿþùèåñÿ íà ìíîæåñòâå R, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,
ïðåäèêàò ðàâåíñòâà, êîíñòàíòû 0 è 1, ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû, ñêîáêè, à òàê-
æå êâàíòîðû ∀ è ∃. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçëè÷-
íûõ ïîëåé ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè [49], à â íàøåé ðàáîòå áóäåò îáðàùåíî
âíèìàíèå íà ñëó÷àé âåùåñòâåííî çàìêíóòûõ ïîëåé. Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò
Òàðñêîãî è Çàéäåíáåðãà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå âûðàæåíèå α ïåðâîãî ïîðÿäêà
íàä âåùåñòâåííî çàìêíóòûì ïîëåì R ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé
ôîðìóëå β (èíûìè ñëîâàìè, ôîðìóëå, çàâèñÿùåé îò òîãî æå íàáîðà ïåðå-
ìåííûõ è ïðèíèìàþùåé òàêèå æå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è α). Òàêèì
îáðàçîì, âñå âåùåñòâåííûå ïîëÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé,
òî åñòü, ëþáîå âûðàæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ âåðíûì íàä âåùåñòâåííî
çàìêíóòûì ïîëåì R â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíî âåðíî íàä ïîëåì âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îòìå÷àÿ, ÷òî èñ÷åðïûâàþùåå îáñóæäåíèå ýëåìåíòàðíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçàííûõ ïîëåé ñîäåðæèòñÿ â ãëàâå 1 ìîíîãðàôèè [49], ìû
ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò, âàæíûé äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ, ðàçðàáàòûâàå-
ìûõ â ýòîì ðàçäåëå.

Òåîðåìà 8.3.2. Ïîëÿ R è R ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû.

8.3.2 Òåîðåìà Èàííàêàêèñà íàä R
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äàåì îáîáùåíèå òåîðåìû 8.1.3, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì
â äàëüíåéøåì ïðèìåíèòü òðîïè÷åñêèå ìåòîäû ê èçó÷åíèþ ñëîæíîñòè ðàñ-
øèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé. Äëÿ ýòîé öåëè íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùèòü áàçîâûå
ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (òàêèå êàê ãèïåðïëîñêîñòü, ìíîãîãðàííèê, âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà, ðàññòîÿíèå) íà ñëó÷àé ïîëÿ R, è ìû çàäàäèì èõ â òî÷íîñòè òàêèìè
æå ôîðìóëàìè, êàê íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Îòìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè (x1, . . . , xn) è (y1, . . . , yn) ïðîñòðàíñòâà Rn, çàäàâàåìîå ôîð-
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ìóëîé
√∑n

i=1(xi − yi)2, íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå: îíî
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà R+, à íå òîëüêî èç R+.

Ïîñêîëüêó ìû îïðåäåëèëè áàçîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íàä R, ìû
ìîæåì ãîâîðèòü î ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ è ñëàáîé ìàòðèöå âûïóêëî-
ãî ìíîãîãðàííèêà P èç Rn, à òàêæå î ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêà
P . Òåì íå ìåíåå, îáîáùåíèå òåîðåìû 8.1.3 íà ñëó÷àé ìíîãîãðàííèêîâ èç Rn

íå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ îïðåäåëåíèé. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòî îáîá-
ùåíèå, ìû äîëæíû óêàçàòü, êàêèì îáðàçîì ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â òåîðå-
ìå 8.1.3, ìîãóò áûòü çàïèñàíû íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ëåììà 8.3.3. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k, n, v íàéäåòñÿ ôîðìóëà ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêà
conv{s1, . . . , sv} ⊂ Rn íå ïðåâîñõîäèò k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåò
íîâûå ïåðåìåííûå xn+1, . . . , xn+t, è ÷èñëî èõ ôèêñèðîâàíî. Òîãäà òðåáóåìàÿ
ôîðìóëà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ A ∈ R(n+t)×(n+t), A′ ∈ Rk×(n+t),
b ∈ Rn+t è b′ ∈ Rk óñëîâèå

[∃xn+1, . . . , xn+t Ax = b ∧ A′x > b′] ↔ [(x1, . . . , xn) ∈ conv{s1, . . . , sv}]
ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ x1, . . . , xn ∈ R. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëàãàòü t 6 k, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ðåçóëüòàòû Èàííàêàêèñà íàä ïðîèçâîëüíûì
âåùåñòâåííî çàìêíóòûì ïîëåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë
f , k è n óòâåðæäåíèÿ dim P 6 k, rank S(P ) 6 k è rank+ S(P ) 6 k çàäà-
þòñÿ ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà (÷åðåç S(P ) îáîçíà÷åíà ñëàáàÿ ìàòðèöà
ìíîãîãðàííèêà P ).
Òåîðåìà 8.3.4. Òåîðåìà 8.1.3 è ïðåäëîæåíèå 8.1.2 âåðíû äëÿ ìíîãîãðàííè-
êîâ íàä ëþáûì óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì conv(s1, . . . , sv) ÷åðåç P , à ôîðìóëó èç ëåì-
ìû 8.3.3 � ÷åðåç xck(P ). Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìà 8.1.3 óòâåðæäàåò,
÷òî äëÿ âñåõ A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, s1, . . . , sv ∈ Rn âûïîëíåíî óñëîâèå

[∀x ∈ RnAx > b ↔ x ∈ P ] →
v∧

k=1

[xck(P ) ↔ rank+ S(P, A, b) 6 k] .

Ïðåäëîæåíèå 8.1.2 â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

[∀x ∈ RnAx > b ↔ x ∈ P ] →
v∧

k=1

[dim P 6 k − 1 ↔ rank S(P,A, b) 6 k]
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ïðè ëþáûõ A ∈ Rm×n, b ∈ Rm è s1, . . . , sv ∈ Rn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Òåîðåìà 8.3.5. Äëÿ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà P ⊂ Rn íàä âåùåñòâåííî çà-
ìêíóòûì ïîëåì R íàéäåòñÿ âåùåñòâåííûé ìíîãîãðàííèê ñ òàêèìè æå
ñëîæíîñòüþ ðàñøèðåíèÿ è êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé, êàê ó ìíîãîãðàí-
íèêà P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîæåñòâî S ′ ⊂ S = {s1, . . . , sv} ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ìíî-
ãîãðàííèêà P = conv(S) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ ëèíåéíàÿ
ôîðìà l è ñêàëÿð λ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì l(s′) = λ è l(s) > λ ïðè
ëþáûõ s′ ∈ S ′ è s ∈ S \ S ′. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ðåøåòêè Φ íàéäåòñÿ
ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà FΦ(P ), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé
ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P . Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 8.3.3.

8.3.3 Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ
Îñíîâíàÿ èäåÿ îïèñûâàåìîãî ìåòîäà èçó÷åíèÿ ðàñøèðåííûõ ïðåäñòàâëåíèé
ñîñòîèò â ñâåäåíèè çàäà÷è ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíûõ ôàêòîðèçàöèé ìàòðèö
ê çàäà÷å òðîïè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäíÿÿ èç ýòèõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé: ïðîáëå-
ìà ïðåäñòàâëåíèÿ òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàç-
ìåðà m × k è k × n îêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé óæå ïðè k = 7 â ñèëó òå-
îðåìû 7.4.29. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö äîïóñêàåò [4] ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ðåøåíèÿ äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî k. Ñ ïðàêòè÷åñêîé æå òî÷êè çðåíèÿ ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò
èíûì îáðàçîì: íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ [154] äàæå âû÷èñëåíèå
íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà çàäàííîé íåïîñðåäñòâåííî ìàòðèöû ðàçìåðà 8 × 8,
â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâóþò è óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü íà ïðàêòèêå àëãîðèò-
ìû, âû÷èñëÿþùèå ôàêòîðèçàöèîííûå ðàíãè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ðàçìåðà [27, 44]. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû ïîêàæåì, êàê òðî-
ïè÷åñêèå ôàêòîðèçàöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâóþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ
î çàäà÷å ôàêòîðèçàöèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö è ñëîæíîñòè ðàñøèðåííûõ
ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîãðàííèêîâ.

Ëåììà 8.3.6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C ñ ýëåìåíòàìè èç R+ è îáîçíà÷èì
÷åðåç A ìàòðèöó deg C. Òîãäà íè ñòðî÷íûé, íè ñòîëáöîâûé ðàíãè Ãîíäðàíà�
Ìèíó ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäÿò ðàíãà ìàòðèöû C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàíã ìàòðèöû C ðàçìåðà m× n è ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî U ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ ñòðîê ìàòðèöû C. Îáîçíà÷àÿ
÷åðåç Ci· ñòðîêó ìàòðèöû C ñ èíäåêñîì i, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà

∑m
i=1 ρi Ci·

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ñòðîêîé äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë ρi (ãäå i èçìåíÿåòñÿ íà ìíî-
æåñòâå U) èçR, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç I ìíîæåñòâî
òåõ i, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ρi > 0, à ÷åðåç J � ìíîæåñòâî U \ I,
ìû ïîëó÷àåì

∑
i∈I |ρi|Ci· =

∑
j∈J |ρj|Cj·. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû â ïîñëåä-

íåì íåðàâåíñòâå íåîòðèöàòåëüíû, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåìó îòîáðàæåíèå
ñòåïåíè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì R+ â òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî.
Îáîçíà÷àÿ λi = deg ρi, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

⊕
i∈I λi⊗Ai· =

⊕
j∈J λj⊗Aj·,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðîê ìàòðèöû A ñ èíäåêñàìè èç
U â ñìûñëå Ãîíäðàíà�Ìèíó, ïîñêîëüêó óñëîâèå ρi 6= 0 âëå÷åò λi 6= ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå r + 1 ñòðîê ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì ïî Ãîíäðàíó�Ìèíó, ïîýòîìó ñòðî÷íûé ðàíã
Ãîíäðàíà�Ìèíó ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò r. Ñëó÷àé ñòîëáöîâîãî ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó ìîæåò áûòü ðàçîáðàí àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè.

8.3.4 Òðîïè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ
Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ âûïóêëî-
ãî ìíîãîãðàííèêà, êîòîðàÿ áóäåò ñëóæèòü îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé áóëåâîé
íèæíåé îöåíêè [61, 70]. ×åðåç GM(A) â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷èñëî max{GMr(A), GMc(A)}.
Òåîðåìà 8.3.7. Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê P ðàçìåðíîñòè d, ñëîæíîñòü
ðàñøèðåíèÿ êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò k. ×åðåç S ∈ Rm×n îáîçíà÷èì ñëàáóþ
ìàòðèöó ìíîãîãðàííèêà P, à ÷åðåç Q � ìàòðèöó deg S. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òðîïè÷åñêèå ìàòðèöû A ∈ Rm×k è B ∈ Rk×n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
A⊗B = Q è GM(A) + GM(B) 6 d + k + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 8.3.4 íåîòðèöàòåëüíûé ðàíã ìàòðèöû S
íå ïðåâîñõîäèò k, ïîýòîìó ðàâåíñòâî S = A′B′ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòî-
ðûõ ìàòðèö A ∈ Rm×k

+ è B ∈ Rk×n
+ . Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñòåïåíè çà-

äàåò ãîìîìîðôèçì ïîëóêîëüöà R+ â òðîïè÷åñêîå ïîëóêîëüöî, ìû ïîëó÷àåì
deg S = deg A′⊗deg B′. Ïîëîæèì A = deg A′ è B = deg B′; òîãäà Q = A⊗B.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî GM(A) + GM(B) > d + k + 1; òîãäà â ñèëó
ëåììû 8.3.6 âûïîëíåíî óñëîâèå rank A′ + rank B′ > d + k + 1. Èç íåðàâåíñòâà
Ôðîáåíèóñà òåïåðü ñëåäóåò óñëîâèå rank (A′B′) > d+1, îòêóäà rank S > d+1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 8.3.4.

Îòìåòèì ïîëåçíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.3.7 è ñôîðìóëèðóåì åãî â òåðìè-
íàõ ôàêòîðèçàöèîííîãî ðàíãà òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö.
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Òåîðåìà 8.3.8. Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê P â ïðîñòðàíñòâå Rd è îáîçíà-
÷èì ÷åðåç S åãî ñëàáóþ ìàòðèöó, à ÷åðåç Q � ìàòðèöó deg S. Òîãäà ôàê-
òîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû Q íå ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòè
ðàñøèðåíèÿ ìíîãîãðàííèêà P.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.3.7.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì îòìåòèòü, êàêîé ñìûñë èìååò ïîëó÷åííàÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ â ñëó÷àå îáû÷íîãî ìíîãîãðàííèêà P èç âå-
ùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿêèé ýëåìåíò ñëàáîé ìàòðè-
öû S ìíîãîãðàííèêà áóäåò ëèáî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, ëèáî íóëåì, è ïîòîìó
áóäåò èìåòü ñòåïåíü, ðàâíóþ 0 èëè ∞. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà deg S ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíà êàê áóëåâà ìàòðèöà, è åå áóëåâ ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã
ðàâåí ôàêòîðèçàöèîííîìó ðàíãó deg S êàê òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû. Ïîýòîìó
ìû âèäèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ [61, 70] íèæíÿÿ îöåíêà, ñâÿçàííàÿ ñ áóëåâûì
ôàêòîðèçàöèîííûì ðàíãîì, ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 8.3.8, è
â ýòîì ñìûñëå äîêàçàííàÿ òåîðåìà óëó÷øàåò ýòó îöåíêó.

8.3.5 Ïðèëîæåíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìåòîäîâ
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû èëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíÿÿ èõ ê
èçó÷åíèþ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàñøèðåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ìíîãîãðàí-
íèêîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà 8.2.18 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè
ëþáîì n > 7 ñóùåñòâóþò ðàñøèðåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ n-óãîëüíèêà ðàçìå-
ðà, ìåíüøåãî n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò øåñòèóãîëüíèêè, ñëîæíîñòü
ðàñøèðåíèÿ êîòîðûõ ðàâíà øåñòè: ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïðèâåäåí â ðàáîòå [69]
áåç ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåäåííîå â ðàáî-
òå [150], îêàçàëîñü òåõíè÷åñêè ñëîæíûì; â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïðèâîäèì
êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, îñíîâàííîå íà òðîïè÷åñêèõ ìåòîäàõ.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïðèñâàèâàåì ñòðîêàì è ñòîëáöàì ìàòðèöû A èí-
äåêñû èç êîëüöà Z/6Z; â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèÿ i−2 è i+4 áóäóò îòíîñèòüñÿ
ê îäíîìó è òîìó æå èíäåêñó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà D ïîêðûâàåò ýëå-
ìåíò (i, j) ìàòðèöû A, åñëè Dij = Aij. Òðîïè÷åñêóþ ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü
êîíå÷íîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò R.
Ëåììà 8.3.9. Ôàêòîðèçàöèîííûé ðàíã òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû

A =




∞ α 0 0 γ ∞
∞ ∞ 0 0 0 0
α ∞ ∞ β 0 0
0 0 ∞ ∞ 0 0
0 0 β ∞ ∞ γ
0 0 0 0 ∞ ∞




.
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ðàâåí øåñòè, åñëè ÷èñëà α, β è γ ïîëîæèòåëüíû è ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ ìàòðèöû A(i)

òðîïè÷åñêîãî ðàíãà îäèí, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A = A(1)⊕ . . . A(5).
Ïîëîæèì D = ∪6

t=1{(t, t− 2), (t, t + 1)}.
Øàã 1. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû âèäà A[t, t + 3|t− 2, t + 1] � åäèíñòâåííûå

êîíå÷íûå ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ èç
ìíîæåñòâà D. Ìàòðèöû òàêîãî âèäà èìåþò ðàíã äâà, ïîýòîìó ìàòðèöà A(i)

ìîæåò ïîêðûâàòü íå áîëåå, ÷åì òðè ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà D.
Øàã 2. Ïîñêîëüêó |D| = 12, íàéäóòñÿ ìàòðèöû A(i1) è A(i2), êîòîðûå ïî-

êðûâàþò ïî òðè ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà D. Â ñèëó øàãà 1 ìàòðèöû A(i1) è
A(i2) ïîêðûâàþò ðîâíî òðè êîíå÷íûõ ýëåìåíòà ìàòðèöû A, èç êîòîðûõ îäèí
èëè äâà ïîëîæèòåëüíû.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A ñîäåðæèò 24 êîíå÷íûõ ýëåìåíòà, òðè ìàòðè-
öû A(j) (ãäå j /∈ {i1, i2}) ïîêðûâàþò ïî êðàéíåé ìåðå 18 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ ïîäìàòðèöà A′ ìàòðèöû A ðàíãà îäèí ñîäåð-
æèò íå ìåíåå øåñòè ýëåìåíòîâ, òî A′ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîäìàòðèöåé ðàçìåðà
3 × 2. Ïîýòîìó ìàòðèöû A(j) íå ìîãóò ïîêðûâàòü ïîëîæèòåëüíûå êîíå÷íûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A; èç øàãà 2 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû A(1), . . . , A(5)

ïîêðûâàþò íå áîëåå ÷åòûðåõ êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü øåñòèóãîëüíèê, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êî-
òîðîãî ðàâíà øåñòè.

Ïðèìåð 8.3.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà α, β è γ ïîëîæèòåëüíû è
ðàçëè÷íû è ðàññìîòðèì òî÷êè v1 = (0, 0), v2 = (−tα, 1), v3 = (0, 2),
v4 = (1, 1 + tβ), v5 = (2, 0), v6 = (1,−tγ) íà ïëîñêîñòè R2. Òîãäà ñëîæíîñòü
ðàñøèðåíèÿ øåñòèóãîëüíèêà V = conv{v1, . . . , v6} ðàâíà øåñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìàòðèöó, ýëåìåíò (i, j) êîòîðîé ðàâåí
ðàññòîÿíèþ îò âåðøèíû vi äî ïðÿìîé ëèíèè, ñîäåðæàùåé vj è vj+1. Òîãäà S
ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ìàòðèöåé ìíîãîóãîëüíèêà V , è ìàòðèöà deg S ñîâïàäàåò ñ
ìàòðèöåé A èç ëåììû 8.3.9. Òåïåðü ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü äîêàçàí ïðèìåíå-
íèåì ñëåäñòâèÿ 8.3.8.

Èç òåîðåìû 8.3.5 òåïåðü ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîãî øåñòè-
óãîëüíèêà, ñëîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà øåñòè.
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Çàêëþ÷åíèå
Äèññåðòàöèÿ âíîñèò ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ëèíåéíîé àëãåáðû,
ñòðóêòóðíîé òåîðèè êîëåö è ïîëóêîëåö è òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Àâòîðîì
ðåøåíû êðóïíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû è äîêàçàíû âàæíûå ãèïîòåçû,
îòíîñÿùèåñÿ ê óêàçàííûì îáëàñòÿì íàóêè. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• ðåøåíà ïðîáëåìà Óàéëäèíãà, Äæîíñîí è Êàìáèòåñà 2013 ãîäà [140] î êîëü-
öàõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûõ ïîäìîäóëåé íà ñâîáîäíûé ìîäóëü;

• äîêàçàíà ãèïîòåçà Òàí 2014 ãîäà [132] î ðàçìåðíîñòè ñâîáîäíîãî ïîëóìî-
äóëÿ;

• äîêàçàíà ãèïîòåçà Äæîíñîí è Êàìáèòåñà 2011 ãîäà [80] î ïîäãðóïïàõ ïî-
ëóãðóïïû òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö;

• ðåøåíû ïðîáëåìû Áóòêîâè÷à [22] 1994 ãîäà è Ãîáåðà [60] 1997 ãîäà î
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàíãà áóëåâîé ìàòðèöû;

• ðåøåíà ïðîáëåìà Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà 2005 ãîäà [45] î
ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè ðàíãà Êàïðàíîâà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû;

• ðåøåíà ïðîáëåìà Áóòêîâè÷à 2010 ãîäà [25] è ðàçðàáîòàí áûñòðûé
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà
Ãîíäðàíà�Ìèíó;

• ðåøåíà ïðîáëåìà ×àí, Éåíñåíà è Ðóáåè 2011 ãîäà [31] î òðîïè÷åñêîì
áàçèñå èäåàëà, ïîðîæäåííîãî ìèíîðàìè ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà;

• ðåøåíà ïðîáëåìà Êàðòðàéòà è ×àí 2012 ãîäà [27] î êîìáèíàòîðíîé õàðàê-
òåðèçàöèè ñèììåòðè÷åñêîãî ðàíãà òðîïè÷åñêîé ìàòðèöû;

• äàí îòâåò íà âîïðîñ Àêÿí, Ãîáåðà è Ãóòåðìàíà 2008 ãîäà [1] î òðîïè÷åñêèõ
ìàòðèöàõ ñ ðàçëè÷íûìè ñòðî÷íûì è ñòîëáöîâûì ðàíãàìè;
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• ðåøåíà ïðîáëåìà Áàðâèíêà 1996 ãîäà [7] î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
ôàêòîðèçàöèè òðîïè÷åñêèõ ìàòðèö;

• ðåøåíà ïðîáëåìà Äåâåëèíà, Ñàíòîñà è Øòóðìôåëüñà 2005 ãîäà [45] è
ðàçðàáîòàí áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ìàòðèö ôàêòîðèçàöèîííî-
ãî ðàíãà òðè;

• äîêàçàíà ãèïîòåçà Ëè 2013 ãîäà [100] î ñâÿçè ãðàíè÷íîãî è êëàññè÷åñêîãî
ðàíãîâ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö;

• ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Áèñëè è Ëàôôè 2009 ãîäà [12] î ñâÿçè
íåîòðèöàòåëüíîãî ðàíãà è ñïåêòðà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû;

• ðåøåíà ïðîáëåìà Áèñëè è Ëàôôè 2009 ãîäà [12] è ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé
âûïóêëûé n-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîãîãðàííèêà ñ [6(n + 1)/7]
ãðàíÿìè.
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