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Введение

Диссертация подготовлена на кафедре теории вероятностей механико-мате-

матического факультета Московского государственного университета и за-

трагивает вопросы, связанные с максимизацией ожидаемой полезности в фи-

нансовой математике.

Актуальность темы. В современной стохастической финансовой мате-

матике одна из наиболее распространенных задач связана с максимизацией

полезности терминального значения капитала портфеля. Понятие полезности

впервые возникло в исследованиях по теории игр и характеризовалось как

выгода, которую игрок может получить при определенном исходе (см., к при-

меру, [64]). Вскоре понятие полезности получило распространение в теории

вероятностей и математической статистике, и в монографии [58] описывает-

ся важное для финансовой математики понятие — математическое ожида-

ние полезности 𝐸𝑃𝑈(𝜉) , где 𝑈 есть сама функция полезности, случайная

величина 𝜉 принимает значение в зависимости от исхода события, а 𝑃 —

вероятностная мера.

В современные дни экономическая интерпретация нашей модели предпо-

лагается следующей. Имеется финансовый рынок и инвестор, владеющий

портфелем из определенного количества активов. Свою задачу он видит в

том, чтобы разработать такую стратегию покупки и продажи активов, кото-

рая принесла бы ему максимальную прибыль.

Как правило, считается, что инвестору свойственно желание избегать рис-

ка. Это находит свое отражение в том, что функция полезности является
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вогнутой. Помимо этого, чем больше он заработает на операциях, тем для

него лучше. Это отвечает свойству возрастания. Пусть вогнутая неубываю-

щая функция 𝑈 : R → R ∪ {−∞} описывает предпочтения инвестора, а

случайность на рынке реализована с помощью вероятностного пространства

(Ω,ℱ , 𝑃 ) . Тогда можно записать стандартную задачу максимизации ожида-

емой полезности благосостояния в конечный момент времени как

sup
𝜉∈𝐴(𝑥)

𝐸𝑃𝑈(𝜉),

где множество 𝐴(𝑥) имеет вид 𝐴(𝑥) = {𝑋𝑇 : 𝑋 ∈ 𝒳 (𝑥)} , 𝒳 (𝑥) состоит из

всех возможных процессов капиталов инвестора, отвечающих допустимым

стратегиям с начальным капиталом 𝑥 , 𝑇 есть заключительный момент вре-

мени.

Как принято считать, зарождение теории о максимизации терминальной

полезности портфеля началось в 1950-е годы, когда появились работы Г. Мар-

ковица по оптимизации портфелей. В статье [53] и последующих работах

он сформулировал основные принципы своей теории, основанной на анализе

средних значений и дисперсий случайных величин. В значительной степени

при решении рассматриваемых задач Марковиц пользовался методами ли-

нейного и нелинейного программирования. Из работ других авторов по этой

же теме отметим работу [63].

В работе Р. Мертона 1969 года [54] задача оптимизации портфеля была

рассмотрена для непрерывного времени, основная проблема сводилась к ре-

шению стохастического дифференциального уравнения, решения были най-

дены в некоторых частных случаях.

Впервые в достаточной степени методы стохастического исчисления для

решения проблем финансовой математики были применены в работах [32, 33].

В них особое внимание уделяется введению вероятностного пространства с

фильтрацией, построению эквивалентной мартингальной меры, рассматри-

вается как дискретный случай, так и непрерывный. Вскоре подобный метод
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был применен в [21, 47] для решения задачи оптимизации портфеля в модели

полных рынков, когда любое платежное поручение достижимо для некоторой

стратегии. Оптимизация портфеля подразделялась на три типа: максимиза-

ция полезности от потребления, максимизация полезности от терминального

значения капитала и максимизация полезности от потребления и терминаль-

ного значения капитала.

Вскоре задача оптимизации портфеля с помощью мартингального подхо-

да была рассмотрена и в случае неполных рынков, в [48, 22] и других работах.

В них особое внимание уделяется двойственной задаче. При ее решении важ-

ную роль играют методы выпуклого анализа, которые для решения задач

стохастического управления впервые применил Ж.-М. Бисмут в своей ра-

боте [19]. В классической работе Д. Крамкова и В. Шахермайера [51] было

проведено создание исчерпывающей теории на основе существующих резуль-

татов для функций полезности, удовлетворяющих стандартным условиям и

определенных на R+ . В достаточно простой форме для полных и неполных

рынков представлены условия существования решения как основной задачи

максимизации полезности, так и двойственной. Помимо этого, приводятся

уравнения, связывающие решения этих двух задач. Из более поздних работ

отметим статьи [2, 28, 17, 60, 50]. В статье [60] был рассмотрен случай, когда

функция полезности определена на R , а не только на R+ . С задачей поиска

портфеля, максимизирующего ожидаемую полезность, тесно связана задача

нахождения эталонного портфеля 𝑋* ≥ 0, 𝑋* ∈ 𝒳 (1) , для которого отно-

шение 𝑋/𝑋* есть супермартингал при любом 𝑋 ∈ 𝒳 (1) . Данный вопрос

исследовался в [15, 46] и других работах.

Одним из наиболее важных понятий, характеризующих финансовый ры-

нок, является понятие арбитража. Под арбитражем, как правило, понимают

такую безрисковую стратегию, которая может позволить инвестору с поло-

жительной вероятностью получить прибыль в результате торговли на рын-

ке. Нетрудно понять, что при возникновении подобной возможности на ре-
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альном рынке инвесторы тут же попытаются ею воспользоваться, что неиз-

бежно повлияет на цены финансовых инструментов и приведет к исчезнове-

нию подобных стратегий. Поэтому в литературе по финансовой математике,

как правило, рассматриваются именно рынки, предполагающие отсутствие

арбитража. Следующее важное предположение связано с риск-нейтральным

подходом. Оно состоит в том, что стоимость финансовых инструментов рас-

считывается как математическое ожидание возможных выплат в будущем, и

здесь отсутствует зависимость от рисковых предпочтений инвестора. Для се-

мимартингальной модели рынка с конечным числом активов, цены которых

задаются процессом 𝑆 , это означает, что математическое ожидание необходи-

мо брать по такой мере 𝑄 , относительно которой 𝑆 является мартингалом.

В дискретной модели наличие хотя бы одной эквивалентной мартингальной

меры равносильно отсутствию арбитража (см. [13]), в непрерывном же слу-

чае все несколько сложнее. Определить отсутствие арбитража можно раз-

ными способами, в одних моделях накладываются более сильные условия, в

других — более слабые. Детальное изучение данного вопроса проводилось

многими авторами в [32, 33, 25] и других работах. Фундаментальный резуль-

тат был получен в статье Ф. Делбаена и У. Шахермайера [24]. Авторы по-

казали, что для процесса цены 𝑆 , являющегося семимартингалом, условие

отсутствия арбитража в смысле NFLVR (отсутствие бесплатного ленча с ис-

чезающим риском) эквивалентно наличию 𝜎 -мартингальной меры для 𝑆 .

Помимо условия NFLVR отметим также условие NUPBR (отсутствие неогра-

ниченной прибыли с ограниченным риском, см. [46, 61]) и NA (отсутствие

арбитража, см. [24, 25]). В литературе, как правило, соответствие различных

условий отсутствия арбитража носит название первой фундаментальной тео-

ремы теории арбитража (или теории расчета финансовых активов). Вторая

же фундаментальная теорема описывает различные свойства, эквивалент-

ные полноте рынка. Как правило, это равносильно тому, что либо множество

мартингальных мер, либо множество 𝜎 -мартингальных мер состоит из од-
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ной единственной. Достаточно подробная классификация этих теорем для

непрерывного случая была проведена в работе [14].

В конце 90-х годов и в начале 2000-х произошло резкое увеличение числа

работ, посвященных экспоненциальным моделям Леви, когда процесс цены

акции 𝑆 есть стохастическая экспонента от процесса Леви 𝐿 , 𝑆 = ℰ(𝐿) .

Подобная востребованность связана с тем, что при помощи процессов Леви

модель Блэка–Шоулса получает естественное обобщение, главным образом

состоящее в том, что цены активов могут допускать скачки и не обязаны

быть непрерывными. Как можно видеть из реальных данных с финансовых

рынков, цены активов действительно совершают скачки. К примеру, когда

компания полностью разоряется и цена ее акций становится равной нулю.

Это полезно учитывать при оценке рисков, а модель Блэка–Шоулса не поз-

воляет это сделать, так как цена предполагается непрерывной. Помимо этого,

процессы Леви сохраняют свойство независимости и стационарности прира-

щений, а их свойства и некоторые характеристики можно записать с помо-

щью формул, которыми удобно пользоваться при различных вычислениях.

Все это применялось для оценки стоимости опционов, хеджирования пла-

тежных обязательств, анализа подразумеваемой волатильности. Достаточно

подробный обзор результатов приводится в [62]. Отметим также работу К.

Кардараса [49], где был произведен анализ различных свойств отсутствия

арбитража для экспоненциальной модели Леви.

Помимо вышеперечисленных областей применения экспоненциальные мо-

дели Леви применялись и для определения оптимальной стратегии, которая

максимизирует терминальную полезность. В работе [44] впервые была рас-

смотрена задача максимизации полезности в экспоненциальной модели Леви

для трех типов функций — логарифмической, степенной и экспоненциаль-

ной. Также предполагалось наличие процесса потребления. Решения, выра-

женные при помощи триплетов процесса Леви, в достаточно явном виде бы-

ли получены, но на сам процесс Леви и модель помимо безарбитражности
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были наложены дополнительные ограничения. В данной работе мы не пред-

полагаем никаких ограничений для экспоненциальной модели Леви, кроме

безарбитражности, и решаем задачу в общем случае.

Двойственная задача обычно заключается в минимизации определенного

функционала на множестве мартингальных мер. Решение двойственной за-

дачи позволяет найти функцию цены в основной задаче и охарактеризовать

оптимальный портфель. Кроме того, двойственная задача имеет и самосто-

ятельное значение, позволяющее сделать выбор риск-нейтральной меры. В

работе [27] авторы исследовали задачу минимизации относительной энтро-

пии по множеству локально эквивалентных мартингальных мер для процесса

Леви 𝐿 . Было доказано, что процесс 𝐿 при определенных условиях остается

процессом Леви по мере, на которой достигается минимум энтропии. Дан-

ную задачу можно рассматривать как двойственную к задаче максимизации

экспоненциальной полезности. В случае же степенной функции аналогичный

результат был получен в [41]. На процесс Леви в этих двух работах накла-

дывались похожие ограничения. В данной работе мы решаем двойственную

задачу для логарифмической и степенной полезности в общем случае, когда

нет арбитража.

Цели исследования. Целями исследования являются:

1) Определение свойств решения двойственной задачи к задаче максими-

зации логарифмической полезности в экспоненциальной модели Леви.

2) Поиск эталонного портфеля в экспоненциальной модели Леви в общем

случае.

3) Решение задачи максимизации полезности в экспоненциальной модели

Леви в общем случае, когда полезность задается логарифмической, сте-

пенной и экспоненциальной функциями.

Научная новизна.
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1) В экспоненциальной модели Леви найден явный вид эталонного портфе-

ля во всех случаях, когда он существует. Доказано, что процесс, обрат-

ный к капиталу эталонного портфеля, есть либо мартингал и процесс

плотности эквивалентной мартингальной меры, либо мартингал, но не

процесс плотности эквивалентной мартингальной меры, либо строгий

супермартингал. Каждый из трех случаев охарактеризован в терминах

триплета Леви–Хинчина. Полностью решена задача максимизации ло-

гарифмической полезности.

2) В экспоненциальной модели Леви полностью решена задача максими-

зации степенной полезности путем сведения ее к задаче нахождения

эталонного портфеля по другой мере.

3) В задаче максимизации экспоненциальной полезности в экспоненциаль-

ной модели Леви предложен класс стратегий, в котором задача всегда

имеет нетривиальное решение, и найдено это решение.

Все вышеупомянутые задачи решены для произвольной безарбитражной мо-

дели Леви.

Методы исследования. В работе применяются методы теории вероят-

ностей и функционального анализа.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-

ский характер. Ее результаты могут быть полезны в теории вероятностей, ма-

тематической статистике, функциональном анализе, теории случайных про-

цессов и различных областях ее применения, в частности, в задачах финан-

совой математики.

Апробация работы. Результаты, относящиеся к диссертации, излага-

лись на следующих семинарах:
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1. Большой семинар кафедры теории вероятностей (МГУ,механико-мате-

матический факультет) под руководством действительного члена РАН

профессора А. Н. Ширяева, Москва, 2014;

2. Семинар “Вероятностные проблемы управления и стохастические мо-

дели в экономике, финансах и страховании”, проводимый в Централь-

ном экономико-математическом институте под руководством кандидата

физико-математических наук В. И. Аркина и доктора физико-матема-

тических наук Э. Л. Пресмана, Москва, 2014;

и конференциях:

3. Международная научная конференция студентов, аспирантов и моло-

дых ученых “Ломоносов”, Москва, 2012;

4. Международная научная конференция студентов, аспирантов и моло-

дых ученых “Ломоносов”, Москва, 2013;

5. Международная конференция “Стохастическая оптимизация и опти-

мальная остановка”, Москва, 2012;

6. Международная конференция “Углубленные финансы и стохастика”,

Москва, 2013.

Публикации. Результаты работы опубликованы в работах [3, 4, 5, 6, 7,

36, 37].

Структура и объем работы.

Диссертация изложена на 98 страницах и состоит из введения, четырех

глав, заключения и списка литературы, включающего 64 наименования.

Содержание работы. В главе 1 приводятся основные определения и

вспомогательные утверждения, которые используются в остальных главах
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диссертации. Приведем наиболее важные из них, необходимые для дальней-

шего понимания. Основная задача, которую мы решаем — это поиск опти-

мального процесса капитала 𝑋* , который бы максимизировал ожидаемую

полезность 𝑈 инвестора:

𝑢(𝑥) = sup
𝑋∈𝒳 (𝑥)

𝐸𝑈(𝑋𝑇 ).

Здесь 𝒳 (𝑥) есть множество возможных процессов капитала для инвестора,

которые в начальный момент принимают значение 𝑥 . Для логарифмической

и степенной функции мы считаем, что 𝒳 содержит лишь неотрицательные

процессы. Сам же процесс капитала задается по формуле

𝑋𝑡 = 𝑥+

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑢𝑑𝑆𝑢, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

где 𝑥 есть начальный капитал, а 𝑆 есть процесс цены некоторого финан-

сового актива. В нашей одномерной модели мы полагаем, что 𝑆 является

стохастической экспонентой от процесса Леви 𝐿 :

𝑆 = ℰ(𝐿),∆𝐿 > −1.

Каждый процесс Леви однозначно определяется своим детерминированным

триплетом (𝑏, 𝑐, 𝜈) , где 𝑏 и 𝑐 ≥ 0 — константы, а мера 𝜈 интегрирует 1∧𝑥2 .

С поиском оптимального процесса капитала тесно связана так называемая

двойственная задача

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈𝒴(𝑦)

𝐸 𝑉 (𝑌𝑇 ),

где функция 𝑉 = sup
𝑥>0

(𝑈(𝑥) − 𝑥𝑦), 𝑦 > 0 есть преобразование Лежандра от

функции 𝑈 . Множество 𝒴 строится по множеству 𝒳 как

𝒴 = {𝑌 > 0, 𝑌0 = 𝑦, (𝑋𝑌 ) есть супермартингал ∀𝑋 ∈ 𝒳 .}

Эквивалентная мартингальная мера (EMM) есть такая мера 𝑄 , эквивалент-

ная исходной мере 𝑃 , по которой процесс цены 𝑆 является мартингалом, в

этом случае ее процесс плотности будет лежать в 𝒴 .
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Модель рынка предполагается безарбитражной, что в случае модели Леви

можно выразить сразу несколькими эквивалентными способами. Они приве-

дены в предложении 1.7:

𝑁𝐴⇔ 𝑁𝐹𝐿𝑉 𝑅 ⇔ 𝑁𝑈𝑃𝐵𝑅 ⇔

∃ EMM, по которой 𝐿 — процесс Леви ⇔

𝐿 не является монотонным.

В главе 2 решается задача максимизации полезности в логарифмиче-

ском случае и двойственная к ней. Мы начинаем свои рассуждения с поиска

эталонного портфеля 𝑋* , то есть такого, что 𝑋/𝑋* есть супермартингал

∀𝑋 ∈ 𝒳 . Для процесса 𝑌 * = 1/𝑋* возможны 3 ситуации:

1. 𝑌 * есть супермартингал, но не мартингал.

2. 𝑌 * есть мартингал, но не задает EMM.

3. 𝑌 * задает EMM, по которой 𝐿 есть процесс Леви.

Точная характеризация всех этих ситуаций в терминах триплета процесса

Леви 𝐿 приводится в теореме 2.1, доказательство которой занимает большую

часть главы. Ситуация, когда у нас присутствует арбитраж и подобная клас-

сификация невозможна, отвечает монотонным процессам Леви 𝐿 , что также

может быть охарактеризовано при помощи триплета 𝐿 . Важную роль для

классификации имеет функция 𝐹 , которая задается в терминах триплета

процесса Леви:

𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏+

∫︁
|𝑥|≤1

𝑦𝑥2

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥).

Анализ ее свойств и поведения помогает при доказательстве теоремы.

Далее в утверждении 2.1 показывается, что эталонный портфель имеет

вид 𝑋* = ℰ(𝛼𝐿) , где 𝛼 либо является корнем уравнения 𝐹 (𝛼) = 0 , либо
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равно 𝑁 или 𝑀 . Константы 𝑁 и 𝑀 характеризуют максимальное и мини-

мальное допустимые значения для стратегии и однозначно определяются по

триплету Леви.

В утверждении 2.2 мы доказываем, что в случае своего существования

портфель, максимизирующий логарифмическую полезность, совпадает с эта-

лонным. Помимо этого приводится характеризация в терминах триплета про-

цесса Леви 𝐿 ситуации, когда эталонный портфель существует, а единствен-

ного решения у задачи максимизации логарифмической полезности нет.

В главе 3 мы рассматриваем случай степенной полезности, когда 𝑈(𝑥) =

𝑥𝑝/𝑝, 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 , и анализируем его связь с логарифмическим. На три-

плет процесса 𝐿 , помимо предположения о немонотонности, при 0 < 𝑝 < 1

накладывается еще и ограничение∫︁
𝑥>1

𝑥𝑝𝑑𝜈 <∞.

В теореме 3.1 приводится основной результат. Он состоит в том, что порт-

фель, задающий решение задачи максимизации степенной полезности, явля-

ется эталонным по некоторой другой мере 𝑄 ∼ 𝑃 . При этом существует

единственная константа 𝑦* , которая задает меру 𝑄 с параметрами Гирса-

нова (𝛽, 𝑌 ) = (𝑝𝑦*, (1 + 𝑦*𝑥)𝑝) и портфель 𝑋* = ℰ(𝑦*𝐿) , который является

эталонным по мере 𝑄 и решает задачу максимизации степенной полезности

по мере 𝑃 . Данное соответствие, помимо отображения между мерами, мож-

но также рассматривать как соответствие между триплетами процесса Леви,

порожденными мерами 𝑃 и 𝑄 . В следующей теореме 3.2 показывается, что

данное отображение является взаимно-однозначным между множеством три-

плетов 𝒬 , задающих немонотонный процесс Леви, и множеством 𝒬𝑝 ∈ 𝒬 ,

таким, что для его любого триплета выполнено
∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 <∞ .

Решение же двойственной задачи при 𝑦 = 1 имеет вид

𝑌 * =
𝑍

ℰ(𝑦*𝐿)
,
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где 𝑍 — процесс плотности меры 𝑄 . Таким образом, решение двойственной

задачи для степенной полезности допускает классификацию, аналогичную

теореме 2.1, которая дается в теореме 3.3.

Далее мы проводим сравнение задач степенной полезности для различных

𝑝 . Это тесным образом связано с анализом поведения функций 𝐹𝑝(𝑦) для

различных 𝑝 ,

𝐹𝑝(𝑦) = −𝑏+ 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
)𝜈(𝑑𝑥).

В утверждении 3.5 показывается, что для любого немонотонного процесса

Леви 𝐿 всегда существует такое 𝑝1 < 1 , что для любого 𝑝 < 𝑝1 решение

двойственной задачи есть EMM.

В главе 4 рассматривается случай экспоненциальной полезности, 𝑈(𝑥) =

1−exp(−𝑥) . Здесь мы не предполагаем, что 𝒳 содержит лишь неотрицатель-

ные процессы. Для формулировки результата поделим всевозможные процес-

сы Леви на 3 категории в терминах триплетов:

1. В процессе 𝐿 есть разрывная мартингальная компонента с бесконеч-

ным числом скачков из (−1, 1) , либо имеется гауссовская составляю-

щая.

2. Процесс не принадлежит к предыдущей категории, но имеет ненулевой

снос .

3. Все оставшиеся виды процессов, то есть составные пуассоновские про-

цессы.

В теореме 4.1 показывается, что при отсутствии каких-либо ограничений на

𝒳 значение функции полезности для первых двух категорий равно 1, а для

последней третьей категории 𝑢(𝑥) < 1 .

Если же ввести некоторые ограничения на 𝒳 , то можно получить ре-

зультат, похожий на тот, что мы получили в логарифмическом и степенном
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случаях. Предположим, что для каждого 𝑋 ∈ 𝒳 процесс 𝐻 является огра-

ниченным и −𝑋 — экспоненциально специальный семимартингал. Результат

для данной модели приводится в теореме 4.2. Решение основной задачи всегда

существует для немонотонного процесса Леви 𝐿 , определяется его триплетом

и имеет вид 𝑋* = 1 + 𝑦*𝐿 , где

𝑦* = min{𝑦 : −𝑏+ 𝑐𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥𝑒−𝑦𝑥)𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0}.

Далее рассматривается двойственная задача. Мы предполагаем, что мно-

жество 𝒴(𝑦) , по которому берется инфимум, теперь состоит из ℳ(𝑦) , то

есть таких процессов 𝑌 , что 𝑌𝑇/𝑦 есть эквивалентная мартингальная мера.

Решение будет тем же самым и для задачи

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈ℳ(𝑦)

𝐸 𝑌𝑇 ln𝑌𝑇 .

В предположении, что функция

𝐹𝑒(𝑦) = −𝑏+ 𝑐𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥𝑒−𝑦𝑥)𝜈(𝑑𝑥)

имеет корень 𝑦* , решение двойственной задачи имеет вид

𝑌 * = 𝐶0(𝑡) exp(−𝑦*𝐿),

где 𝐶0(𝑡) есть некоторая детерминированная функция.

В конце приводятся некоторые утверждения, демонстрирующие связь меж-

ду решением задачи максимизации полезности для экспоненциальной функ-

ции с решением этой задачи для случаев логарифмической и степенной функ-

ций полезности.

Благодарность. Работа выполнена под руководством доктора физико-

математических наук Гущина Александра Александровича, которому автор

выражает искреннюю благодарность за помощь в выборе направления иссле-

дования и всестороннее внимание к работе.
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Глава 1

Вспомогательные

результаты

1.1 Сведения из теории семимартингалов и про-

цессы Леви

Напомним некоторые определения и факты из теории семимартингалов, сле-

дуя известным монографиям [38, 9, 39], где также можно найти предшествую-

щие сведения, предполагаемые здесь известными. Изначально мы полагаем,

что у нас есть стохастический базис (Ω,ℱ ,F, 𝑃 ) с временным горизонтом

𝑇 ∈ [0,+∞) , где фильтрация F = (ℱ𝑡)0≤𝑡≤𝑇 непрерывна справа.

Случайный процесс 𝑌 = (𝑌𝑡)0≤𝑡≤𝑇 можно рассматривать как функцию

на произведении Ω × [0, 𝑇 ] . Предсказуемая 𝜎 -алгебра 𝒫 подмножеств мно-

жества Ω × [0, 𝑇 ] определяется как наименьшая 𝜎 -алгебра, относительно

которой измеримы все согласованные процессы 𝑌 с непрерывными слева

траекториями. Процессы, измеримые относительно 𝒫 , называются предска-

зуемыми. Опциональная 𝜎 -алгебра 𝒪 подмножеств множества Ω × [0, 𝑇 ]

определяется как наименьшая 𝜎 -алгебра, относительно которой измеримы

все согласованные процессы 𝑌 , у которых траектории непрерывны справа и
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имеют предел слева (càdlàg процессы). Процессы, измеримые относительно

𝒪 , называются опциональными.

В пространстве ̃︀Ω = Ω×[0, 𝑇 ]×R введем введем 𝜎 -алгебру ̃︀𝒫 = 𝒫× ℬ(R)

и 𝜎 -алгебру ̃︀𝒪 = 𝒪 × ℬ(R) . Функция 𝐹 : ̃︀Ω → R является предсказуемой,

если она измерима относительно ̃︀𝒫 , и опциональной, если она измерима от-

носительно ̃︀𝒪 .

Семимартингалом называется такой случайный процесс 𝑋 = (𝑋𝑡)0≤𝑡≤𝑇 ,

который допускает представление

𝑋𝑡 = 𝑋0 +𝑀𝑡 + 𝐴𝑡,

где 𝑀 = (𝑀𝑡)0≤𝑡≤𝑇 есть локальный мартингал, а 𝐴 = (𝐴𝑡)0≤𝑡≤𝑇 — процесс

ограниченной вариации.

Процесс 𝑋 является специальным семимартингалом, если он представим

в виде суммы локального мартингала и предсказуемого процесса ограничен-

ной вариации.

Определение 1.1. Семимартингал 𝑋 является экспоненциально специ-

альным, если процесс exp(𝑋−𝑋0) является специальным семимартингалом.

Введем обозначения 𝒜+
𝑙𝑜𝑐 для класса локально интегрируемых возраста-

ющих процессов и ℳ𝑙𝑜𝑐 для множества локальных мартингалов.

Для предсказуемого процесса 𝐻 и семимартингала 𝑋 обозначим через

𝐻 · 𝑋 = (𝐻 · 𝑋𝑡)0≤𝑡≤𝑇 процесс стохастического интеграла 𝐻 по 𝑋 , для

𝐻 ·𝑋𝑡 будем также использовать обозначение
∫︀ 𝑡

0 𝐻𝑠𝑑𝑋𝑠 . Для предсказуемо-

го локально ограниченного 𝐻 он определяется как 𝐻 ·𝑋 = 𝐻 ·𝑀 + 𝐻 · 𝐴 ,

где 𝐻 ·𝑀 есть стохастический интеграл по локальному мартингалу 𝑀 , а

𝐻 · 𝐴 есть интеграл Лебега–Стилтьеса по процессу ограниченной вариации

𝐴 , и это определение не зависит от разложения 𝑋 = 𝑋0 + 𝑀 + 𝐴 . Бо-

лее подробное описание определений этих интегралов можно найти в [14]. В

общем же случае мы полагаем, что 𝐻 интегрируем по 𝑋 , если для неко-

торого разложения 𝑋 = 𝑋0 + 𝑀 + 𝐴 существуют интеграл по локальному
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мартингалу 𝐻 · 𝑀 и интеграл Лебега–Стилтьеса 𝐻 · 𝐴 , тогда определен

𝐻 ·𝑋 = 𝐻 ·𝑀 +𝐻 ·𝐴 . Корректность определения также приводится в [14].

Множество процессов, интегрируемых по 𝑋 , обозначим через 𝐿(𝑋) . Заме-

тим, что в случае 𝑋 ∈ ℳ𝑙𝑜𝑐 для 𝐻 ∈ 𝐿(𝑋) интеграл по локальному мар-

тингалу 𝐻 ·𝑋 может не существовать.

Определение 1.2. Семимартингал 𝑋 является 𝜎 -мартингалом, если

процесс 𝑋 представим как 𝑋 = 𝑋0 + 𝐻 ·𝑀 , где 𝑀 является локальным

мартингалом, а предсказуемый процесс 𝐻 лежит в 𝐿(𝑀) .

Случайной мерой на [0, 𝑇 ]×R назовем такое семейство неотрицательных

мер 𝜇 = 𝜇(𝜔, 𝑑𝑡, 𝑑𝑥)𝜔∈Ω на ([0, 𝑇 ]×R,ℬ([0, 𝑇 ])×ℬ(R)) , что 𝜇(𝜔; {0}×R) = 0 .

Пусть 𝑊 — опциональная функция на ̃︀Ω . Тогда для нее мы можем опре-

делить интегральный процесс 𝑊 * 𝜇 (см. II.1.5 в [39]) как

𝑊*𝜇𝑡 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡∫︀
0

∫︀
R
𝑊 (𝜔, 𝑠, 𝑥)𝜇(𝜔; 𝑑𝑠, 𝑑𝑥), если

𝑡∫︀
0

∫︀
R
|𝑊 (𝜔, 𝑠, 𝑥)|𝜇(𝜔; 𝑑𝑠, 𝑑𝑥) <∞,

+∞, иначе.

Случайная мера 𝜇 является предсказуемой, если для любой 𝑊 ∈ ̃︀𝒫 про-

цесс 𝑊 *𝜇 является предсказуемым. Если для любой 𝑊 ∈ ̃︀𝒪 процесс 𝑊 *𝜇

опционален, то мера является опциональной. Если для такой меры вдобавок

существует такое разбиение ̃︀Ω на ̃︀𝒫 -измеримые множества 𝐴𝑛 , что каж-

дая случайная величина (1𝐴𝑛
*𝜇)𝑇 интегрируема, то мера называется ̃︀𝒫 -𝜎 -

конечной.

Введем считающую меру скачков семимартингала 𝑋 как целочисленную

случайную меру на [0, 𝑇 ] × R :

𝜇𝑋(𝜔, 𝑑𝑡, 𝑑𝑥) =
∑︁
𝑠>0

1{Δ𝑋𝑠(𝜔)̸=0}𝛿(𝑠,Δ𝑋𝑠(𝜔))(𝑑𝑡, 𝑑𝑥),

где 𝛿(𝑥,𝑦) есть мера Дирака в точке (𝑥, 𝑦) . По предложению II.1.16 [39] она

является ̃︀𝒫 -𝜎 -конечной.
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Для ̃︀𝒫 -𝜎 -конечной меры 𝜇 существует единственная (с точностью до

п.н.) предсказуемая случайная мера 𝜈 , которую называют компенсатором.

Она характеризуется тем, что для каждой ̃︀𝒫 -измеримой функции 𝑊 такой,

что |𝑊 | * 𝜇 ∈ 𝒜+
𝑙𝑜𝑐 , выполнено соотношение

𝑊 * 𝜇−𝑊 * 𝜈 ∈ ℳ𝑙𝑜𝑐,

а также эквивалентное свойство

𝐸(𝑊 * 𝜈)𝑇 = 𝐸(𝑊 * 𝜇)𝑇

для произвольной неотрицательной 𝑊 ∈ ̃︀𝒫 . Доказательство этого факта и

корректность определения приводятся в теореме II.1.8 [39].

Поставим в соответствие каждой ̃︀𝒫 -измеримой функции 𝑊 процесс

̂︁𝑊𝑡(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︀
R
𝑊 (𝜔, 𝑡, 𝑥)𝜈(𝜔; {𝑡} × 𝑑𝑥), если

∫︀
R
|𝑊 (𝜔, 𝑡, 𝑥)|𝜈(𝜔; {𝑡} × 𝑑𝑥) <∞,

+∞, иначе.

Обозначим через 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜇) класс всех таких предсказуемых функций 𝑊 : ̃︀Ω →

R , что для процесса ̃︁𝑊𝑡(𝜔) = 𝑊 (𝜔, 𝑡,∆𝑋𝑡(𝜔))1{Δ𝑋𝑡 ̸=0}(𝜔, 𝑡)−̂︁𝑊𝑡(𝜔, 𝑡) выпол-

нено [
∑︀

𝑠≤·(
̃︁𝑊𝑠)

2]1/2 ∈ 𝒜+
𝑙𝑜𝑐 .

Для 𝑊 ∈ 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜇) назовем стохастическим интегралом 𝑊 по мере 𝜇−𝜈 и

обозначим через 𝑊 * (𝜇− 𝜈) любой чисто разрывный локальный мартингал

𝑋 , такой, что ∆𝑋 и ̃︁𝑊 неразличимы по 𝑃 .

Предложение 1.1 (Предложение II.1.28 [39]). Пусть 𝑊 есть предсказу-

емая функция на ̃︀Ω , такая, что |𝑊 |*𝜇 ∈ 𝒜+
𝑙𝑜𝑐 (эквивалентно |𝑊 |*𝜈 ∈ 𝒜+

𝑙𝑜𝑐 ).

Тогда 𝑊 ∈ 𝐺𝑙𝑜𝑐(𝜇) и

𝑊 * (𝜇− 𝜈) = 𝑊 * 𝜇−𝑊 * 𝜈.

Отметим также, что здесь знак * подразумевает два различных интегри-

рования. Для слагаемых справа мы берем интегралы Лебега на [0, 𝑇 ] × R
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по соответствующим мерам. Для выражения слева мы берем стохастический

интеграл по компенсированной мере скачков (𝜇− 𝜈) , введенный выше. Как

правило, из контекста понятно, какой именно интеграл следует брать, поэто-

му мы для удобства используем одинаковые обозначения.

Для любого семимартингала 𝑋 имеет место следующее каноническое

представление (см. [39]):

𝑋𝑡 = 𝑋0 +𝐵𝑡 +𝑋𝑐
𝑡 + ℎ(𝑥) * (𝜇𝑋 − 𝜈)𝑡 + (𝑥− ℎ(𝑥)) * 𝜇𝑋𝑡 .

Здесь 𝑋𝑐 является непрерывным локальным мартингалом, 𝐵 = 𝐵(ℎ) есть

предсказуемый процесс ограниченной вариации, ℎ(𝑥) : R → R — функция

усечения (ограниченная функция с компактным носителем, для которой в

окрестности нуля выполнено ℎ(𝑥) = 𝑥 ), 𝜇𝑋 есть мера скачков, а 𝜈 является

компенсатором 𝜇𝑋 .

Каждому семимартингалу 𝑋 можно поставить в соответствие триплет

локальных характеристик (𝐵,𝐶, 𝜈) . Предсказуемый процесс 𝐵 и предсказу-

емую меру 𝜈 мы использовали выше в каноническом представлении, 𝐶 же

есть предсказуемый процесс с неотрицательными значениями, соответствую-

щий квадратической вариации процесса 𝑋𝑐 .

С помощью характеристик нетрудно получить необходимое и достаточ-

ное условие того, что семимартингал 𝑋 является локальным мартингалом

(предложение II.2.29 в [39]):⎧⎪⎨⎪⎩(|𝑥|2 ∧ |𝑥|) * 𝜈 ∈ 𝒜+
𝑙𝑜𝑐,

𝐵(ℎ) + (𝑥− ℎ(𝑥)) * 𝜈 = 0.
(1.1)

Приведем формулу Ито (см., например, [39]), которой мы будем пользо-

ваться в своих рассуждениях. Пусть 𝑋 есть семимартингал, а 𝑓 —дважды
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непрерывно дифференцируемая функция. Тогда 𝑓(𝑋) есть семимартингал и

𝑓(𝑋𝑡) = 𝑓(𝑋0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′(𝑋𝑠−)𝑑𝑋𝑠 +
1

2

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′′(𝑋𝑠−)𝑑⟨𝑋𝑐, 𝑋𝑐⟩𝑠

+
∑︁
0<𝑠≤𝑡

[𝑓(𝑋𝑠) − 𝑓(𝑋𝑠−) − 𝑓 ′(𝑋𝑠−)∆𝑋𝑠] .

Процесс 𝑋 является процессом с независимыми приращениями, если он

принимает значения в R , его траектории непрерывны справа и имеют предел

слева и для любых 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 случайная величина 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 не зависит от

𝜎 -алгебры ℱ𝑠 .

Процесс с независимыми приращениями является однородным, если для

любого 𝑠 распределение 𝑋𝑡+𝑠 −𝑋𝑡 не зависит от 𝑡 .

Процессом Леви называется такой однородный процесс с независимыми

приращениями, для которого 𝑋0 = 0 п.н.

Однородные процессы с независимыми приращениями всегда являются

семимартингалами, более того, их распределения выражаются через харак-

теристики.

Предложение 1.2 (Следствие II.4.19 [39]). Процесс 𝑋 является одно-

родным процессом с независимыми приращениями тогда и только тогда,

когда он является семимартингалом, допускающим следующий вид своих

характеристик (𝐵,𝐶, 𝜈𝑋) :

𝐵𝑡(𝜔) = 𝑏𝑡, 𝐶𝑡(𝜔) = 𝑐𝑡, 𝜈𝑋(𝜔; 𝑑𝑡, 𝑑𝑥) = 𝑑𝑡𝜈(𝑑𝑥),

где 𝑏 ∈ R, 𝑐 ≥ 0 , а 𝜈 есть такая положительная мера, что 𝜈({0}) = 0 и∫︀
(1 ∧ 𝑥2)𝑑𝜈 <∞ .

Помимо этого, для любых 𝑡 ∈ R+ и 𝑢 ∈ R выполнено

𝐸(𝑒𝑖𝑢𝑋𝑡) = exp

{︂
𝑡

(︂
𝑖𝑢𝑏− 1

2
𝑢2𝑐+

∫︁
(𝑒𝑖𝑢𝑥 − 1 − 𝑖𝑢ℎ(𝑥))𝜈(𝑑𝑥)

)︂}︂
.

Данная формула также называется формулой Леви–Хинчина.

Для упрощения изложения в дальнейшем для процессов Леви триплет ха-

рактеристик называем просто триплетом и пишем его в сокращенном виде
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без времени — (𝑏, 𝑐, 𝜈) . Функцию усечения без ограничения общности по-

лагаем равной ℎ(𝑥) = 𝑥1|𝑥|≤1 . С помощью канонического разложения се-

мимартингала процесс Леви 𝐿 можно записать в явном виде как сумму

четырех независимых слагаемых 𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3 + 𝐿4 , где 𝐿1 = 𝑏𝑡 ,

𝐿2 =
√
𝑐𝐵𝑡 есть стандартное броуновское движение, помноженное на кон-

станту
√
𝑐 , 𝐿3 =

∫︀ 𝑡

0

∫︀
|𝑥|>1 𝑥𝜇

𝐿(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) есть составной пуассоновский процесс

со скачками, по модулю большими 1, и 𝐿4 =
∫︀ 𝑡

0

∫︀
|𝑥|≤1 𝑥(𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) есть

чисто разрывный мартингал, со скачками по модулю меньшими или равными

1, которых в общем случае может быть и бесконечное число. Таким образом,

любой процесс Леви 𝐿 имеет вид

𝐿 = 𝑏𝑡+
√
𝑐𝐵𝑡 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
|𝑥|>1

𝑥𝜇𝐿(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥(𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)(𝑑𝑠, 𝑑𝑥).

В терминах триплета процесса Леви можно записать условия, при кото-

рых он будет монотонным. Из теоремы 21.5 [57] вытекает следующий резуль-

тат.

Предложение 1.3. Процесс Леви монотонно не убывает тогда и толь-

ко тогда, когда

𝑐 = 0, 𝜈[𝑥 < 0] = 0, 𝑏−
∫︁
𝑥1|𝑥|≤1𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0.

Процесс Леви монотонно не возрастает тогда и только тогда, когда

𝑐 = 0, 𝜈[𝑥 > 0] = 0, 𝑏−
∫︁
𝑥1|𝑥|≤1𝜈(𝑑𝑥) ≤ 0.

Следующая результат, известный как теорема Гирсанова для семимартин-

галов, играет весьма важную роль в финансовой математике. Он позволяет

для семимартингала пересчитать триплет характеристик по другим мерам.

Предложение 1.4 (Теорема III.3.24 [39]). Пусть 𝑃 ′ есть вероятност-

ная мера, абсолютно непрерывная относительно 𝑃 , а 𝑋 — произвольный

семимартингал с триплетом характеристик (𝐵,𝐶, 𝜈) . Тогда 𝑋 есть се-

мимартингал по мере 𝑃 ′ и существуют предсказуемая функция 𝑌 ≥ 0 на
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̃︀Ω и предсказуемый процесс 𝛽 на Ω такие, что новый триплет (𝐵′, 𝐶 ′, 𝜈 ′)

процесса 𝑋 по мере 𝑃 ′ имеет вид

𝐵′ = 𝐵 + 𝛽 · 𝐶 + ℎ(𝑥)(𝑌 − 1) * 𝜈

𝐶 ′ = 𝐶

𝜈 ′ = 𝑌 · 𝜈.

Формулы выполнены с точностью до п.н. по 𝑃 ′ . Обозначим через 𝑃𝑡 суже-

ние меры 𝑃 на 𝜎 -алгебру ℱ𝑡 . Существуют уравнения, зависящие от 𝑋 и

процесса плотности 𝑍 (𝑑𝑃 ′
𝑡 = 𝑍𝑡𝑑𝑃𝑡 ), из которых можно определить 𝛽 и

𝑌 , см. [39]. Пара (𝛽, 𝑌 ) называется параметрами Гирсанова для меры 𝑃 ′ и

процесса 𝑋 .

Стохастической экспонентой семимартингала 𝑋 называют процесс 𝑌 , яв-

ляющийся решением уравнения

𝑌 = 1 + 𝑌− ·𝑋 (эквивалентно: 𝑑𝑌 = 𝑌−𝑑𝑋, 𝑌0 = 1),

и обозначают ℰ(𝑋) . Его можно записать в явном виде:

ℰ(𝑋)𝑡 = exp(𝑋𝑡 −𝑋0 −
1

2
⟨𝑋𝑐, 𝑋𝑐⟩𝑡)

∏︁
0<𝑠≤𝑡

(1 + ∆𝑋𝑠)𝑒
−Δ𝑋𝑠.

Теорема Гирсанова позволяет по процессу плотности 𝑍 определить пара-

метры 𝛽 и 𝑌 . Возможно и обратное построение. По заданным 𝛽 и 𝑌 при

определенных условиях можно построить такой процесс плотности 𝑍 некото-

рой меры 𝑃 ′ относительно 𝑃 , что пара (𝛽, 𝑌 ) задает параметры Гирсанова

для 𝑃 ′ . Пример построения дает следующее предложение.

Предложение 1.5. Пусть 𝐿 есть процесс Леви, а предсказуемая функ-

ция 𝑌 ≥ 0 и предсказуемый процесс 𝛽 таковы, что процесс

𝑁 = 𝛽 · 𝐿𝑐 + (𝑌 − 1) * (𝜇− 𝜈),

корректно определен, а процесс 𝑍 = ℰ(𝑁) является мартингалом. Тогда

для процесса 𝐿 и меры 𝑃 ′ , определяемой равенством 𝑑𝑃 ′ = 𝑍𝑇𝑑𝑃 , 𝛽 и 𝑌

есть параметры Гирсанова.
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Из теоремы 5.16 и следствия 8.30 книги [38] нетрудно вывести следующее

предложение, которое нам понадобится в дальнейшем.

Предложение 1.6. Пусть локальный мартингал 𝑀,𝑀0 = 0 имеет вид

𝑀 = 𝑀 𝑐 +𝑊 * (𝜇𝐿− 𝜈𝐿) , где 𝑀 𝑐 обозначает непрерывную мартингальную

составляющую, 𝑊 есть предсказуемая функция, а 𝜇𝐿 — считающая мера

скачков процесса Леви 𝐿 , имеющая компенсатор 𝜈𝐿 . Тогда, если ∆𝑀 > −1

и выполнено

⟨𝑀 𝑐,𝑀 𝑐⟩𝑇 +

∫︁ 𝑇

0

∫︁
𝑥>−1

(1 −
√︀

1 +𝑊 (𝑡, 𝑥))2𝜈𝐿(𝑑𝑡, 𝑑𝑥) < 𝐶 <∞,

то процессы 𝑀 и ℰ(𝑀) являются мартингалами.

1.2 Модель финансового рынка и условия от-

сутствия арбитража

Введем модель рынка с одним рисковым активом, которая рассматривалась

в работах [51, 24, 44]. Пусть у нас есть стохастический базис (Ω,ℱ ,F, 𝑃 ) ,

где фильтрация F = (ℱ𝑡)0≤𝑡≤𝑇 непрерывна справа. Зададим на нем семи-

мартингал 𝑆 с действительными неотрицательными значениями, у которого

траектории непрерывны справа и имеют пределы слева на интервале времени

[0, 𝑇 ] , он моделирует цену актива. Банковский счет предполагается тожде-

ственно равным 1.

Экспоненциальной моделью Леви мы будем называть такой вид рынка,

для которого выполнено 𝑆 = ℰ(𝐿) , где 𝐿 — процесс Леви с ∆𝐿 > −1 .

На рынке присутствует инвестор, который путем покупки и продажи

вышеупомянутого актива с течением времени пытается максимизировать

свой капитал. Он определяется самофинансируемым портфелем Π — па-

рой (𝑥,𝐻) , где константа 𝑥 означает начальный капитал портфеля, а 𝐻 =

{𝐻𝑡} — предсказуемый процесс, интегрируемый по 𝑆 , который также на-

зывают стратегией. 𝐻𝑡 интерпретируется как количество единиц актива в
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портфеле в момент 𝑡 . Процесс капитала 𝑋 = (𝑋𝑡)0≤𝑡≤𝑇 такого портфеля Π

будет следующим:

𝑋𝑡 = 𝑥+

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑢𝑑𝑆𝑢, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Мы рассматриваем задачу максимизации полезности капитала в момент вре-

мени 𝑇 .

Обозначим через 𝒳 (𝑥) семейство допустимых процессов капиталов с на-

чальным значением 𝑥 :

𝒳 (𝑥) = {𝑋 : 𝑋 = 𝑥+

∫︁
𝐻𝑑𝑆, 𝐻 предсказуем и интегрируем по 𝑆}.

В зависимости от вида модели на 𝒳 (𝑥) могут накладываться дополнитель-

ные условия — к примеру, 𝑋 ≥ 0 или равномерная ограниченность 𝑋 снизу.

Для удобства полагаем 𝒳 = 𝒳 (1) . Далее в разделе мы рассматриваем такое

множество капиталов 𝒳 , что ∀𝑋 ∈ 𝒳 выполнено 𝑋 ≥ 0 . Введем понятие

эталонного (numéraire) портфеля:

Определение 1.3. Портфель 𝑋* ∈ 𝒳 является эталонным, если вы-

полнено 𝑃 (inf𝑡𝑋
*
𝑡 > 0) = 1 и для любого 𝑋 ∈ 𝒳 отношение 𝑋/𝑋* есть

супермартингалом.

В большинстве работ на данную модель накладывается условие об от-

сутствии арбитража, которое можно ввести разными способами. Интуитив-

ный смысл этого термина состоит в том, что наличие на рынке арбитража

означает возможность “делать деньги из ничего”, получать гарантированную

прибыль, не рискуя потерять начальный капитал. Приведем некоторые из-

вестные факты и утверждения, связанные с данным понятием, и дадим ма-

тематические определения.

Для начала приведем три основных условия, характеризующие степень

отсутствия арбитража на рынке.

Определение 1.4.
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(1) Условие NA (no arbitrage, отсутствия арбитража) выполнено тогда, когда

не существует такого �̂� ∈ 𝒳 , что 𝑃 (�̂�𝑇 ≥ 1) = 1 и 𝑃 (�̂�𝑇 > 1) > 0 .

(2) Условие NUPBR (no unbounded profit with bounded risk, отсутствие неогра-

ниченной прибыли с ограниченным риском) выполнено тогда, когда на-

бор случайных величин (𝑋𝑇 )𝑋∈𝒳 ограничен по вероятности, то есть

lim𝑛→∞ sup𝑋∈𝒳 𝑃 (𝑋𝑇 > 𝑛) = 0 .

(3) Условие NFLVR (no free lunch with vanishing risk, отсутствие бесплатного

ленча с исчезающим риском) выполнено тогда, когда не существует такой

последовательности портфелей (𝑋𝑛)𝑛∈N , 𝑋𝑛 ∈ 𝒳 , что 𝑃 (𝑋𝑛
𝑇 ≥ 1−𝛿𝑛) =

1 для некоторой убывающей последовательности 𝛿𝑛 ↓ 0 и 𝑃 (𝑋𝑛
𝑇 > 1 +

𝜖) > 𝜖 для некоторого 𝜖 > 0 .

Условие NFLVR эквивалентно одновременному выполнению NA и NUPBR

(см. [46], предложение 3.2):

NFLVR ⇔ NA+NUPBR.

Для изучения определенных свойств рынка важное значение имеет выбор

множества мер, относительно которых процессы капиталов имеют свойство

типа мартингальности. Для этой цели введем множество эквивалентных ло-

кально мартингальных мер:

ℳ = {𝑄 : 𝑄 ∼ 𝑃, процесс 𝑋 есть локальный мартингал по 𝑄 ∀𝑋 ∈ 𝒳}.

С понятием эквивалентной локально мартингальной меры связаны следу-

ющие определения.

Определение 1.5. Мера 𝑄 ∼ 𝑃 называется

– эквивалентной мартингальной мерой (EMM), если процесс цены 𝑆 явля-

ется мартингалом по 𝑄 .
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– эквивалентной 𝜎 -мартингальной мерой (E𝜎MM), если процесс цены 𝑆 яв-

ляется 𝜎 -мартингалом по 𝑄 , то есть представим в виде 𝑆 = 1 +
∫︀
𝐾𝑑𝑀 ,

где 𝐾 — предсказуемый процесс, а 𝑀 — мартингал.

– эквивалентной супермартингальной мерой (ESMM), если любой процесс

𝑋 ∈ 𝒳 является супермартингалом по 𝑄 .

Очевидно, что EMM есть E𝜎MM, и нетрудно убедиться, что E𝜎MM есть

ESMM.

Определение 1.6. Процесс 𝐷,𝐷0 = 1, 𝑃 (inf𝑡𝐷𝑡 > 0) = 1 называется

– эквивалентной 𝜎 -мартингальной плотностью (E𝜎MD), если 𝐷 есть ло-

кальный мартингал, а 𝑆𝐷 — 𝜎 -мартингал.

– эквивалентной супермартингальной плотностью (ESMD), если для любого

𝑋 ∈ 𝒳 процесс 𝑋𝐷 будет супермартингалом.

Легко проверить, что E𝜎MD есть ESMD, E𝜎MD (соответственно ESMD)

является процессом плотности E𝜎MM (соответственно ESMM) тогда и толь-

ко тогда, когда он есть мартингал. Из определения 1.3 следует, что портфель

𝑋* ∈ 𝒳 есть эталонный, если 1/𝑋* есть ESMD.

Фундаментальный результат Ф. Делбаена и В. Шахермайера [24] состоит

в том, что NFLVR эквивалентно существованию E𝜎MM, а также существо-

ванию ESMM (хотя множества всевозможных E𝜎MM и ESMM могут разли-

чаться).

В свою очередь, в работе И. Каратзаса и К. Кардараса [46] было показа-

но, что условие NUPBR эквивалентно существованию ESMD и влечет (а зна-

чит, эквивалентно) существование эталонного портфеля. Похожий результат

можно найти и в работе [11]. К. Такаока и М. Швайцер в [61] показали, что

условие NUPBR эквивалентно существованию E𝜎MD.

В случае экспоненциальной модели Леви все вышеупомянутые определе-

ния эквивалентны и справедливо следующее предложение.
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Предложение 1.7. Для экспоненциальной модели Леви следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) Существует хотя бы одна EMM, по которой 𝐿 — процесс Леви.

(2) Существует хотя бы одна EMM.

(3) Выполнено условие NFLVR.

(4) Выполнено условие NUPBR.

(5) Выполнено условие NA.

(6) Процесс 𝐿 не является монотонным, или 𝐿 = 0 .

(7) Существует эталонный портфель.

В многомерном случае эквивалентность этих пунктов была доказана у

Кардараса, см. теоремы 3.7, 4.5 и замечание 3.8 в [49]. В одномерном эквива-

лентность некоторых была доказана ранее в работах [26, 40, 20, 12].

1.3 Постановка основной и двойственной задач

Перейдем к описанию задачи максимизации полезности терминального капи-

тала. Предпочтения инвестора задаются функцией полезности 𝑈 : 𝐸 → R ,

где 𝐸 есть допустимое множество значений портфеля. Как правило, рас-

сматриваются такие ситуации, где либо 𝐸 = R+ , либо 𝐸 = R , а функция 𝑈

строго возрастает, строго вогнута и непрерывно дифференцируема. Задача

инвестора состоит в том, чтобы, имея начальный капитал 𝑥 > 0 , в конечный

момент времени максимизировать ожидаемую полезность 𝐸𝑈(𝑋𝑇 ) . Функция

цены для данной задачи имеет вид

𝑢(𝑥) = sup
𝑋∈𝒳 (𝑥)

𝐸𝑈(𝑋𝑇 ). (1.2)
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Основные функции 𝑈 , которые мы будем рассматривать — логарифмиче-

ская 𝑈(𝑥) = ln𝑥 , степенная 𝑈(𝑥) = 𝑥𝑝/𝑝, 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 и экспоненциальная

𝑈(𝑥) = 1 − exp(−𝑥) , все они задают HARA-полезности. В дальнейшем под

логарифмическими, степенными и экспоненциальными функциями полезно-

сти мы будем понимать именно данные функции, если не оговорено иное.

Множество 𝐸 определяет допустимые значения для процессов капиталов,

отметим, что оно имеет различный вид у данных функций. Логарифмиче-

ская и степенная функция при 𝑝 < 0 определены для 𝑥 > 0 , степенная при

0 < 𝑝 < 1 определена для 𝑥 ≥ 0 . Для экспоненциальной функции 𝐸 = R .

Для того, чтобы получить дополнительные характеристики и сведения об

оптимальном портфеле 𝑋* , а также для нахождения явного вида функции

𝑢(𝑥) , в литературе широко рассматривается двойственная задача. С помо-

щью преобразования Лежандра (см. [1]) введем двойственную функцию

𝑉 (𝑦) = sup
𝑥∈𝐸

(𝑈(𝑥) − 𝑥𝑦), 𝑦 > 0.

Тогда задача, двойственная к (1.2), в своей обычной постановке имеет вид

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈𝒴(𝑦)

𝐸𝑉 (𝑌𝑇 ), (1.3)

где 𝒴(𝑦) есть некоторое множество неотрицательных процессов 𝑌 , у кото-

рых 𝑌0 = 𝑦. Для 𝒴(𝑦) выполнено 𝒴(𝑦) = 𝑦𝒴(1) , и 𝒴(1) обозначают просто

как 𝒴 . Выбор множества 𝒴 зависит от функции полезности и предположе-

ний на модель рынка. В большинстве работ, как правило, предполагается,

что 𝒴 содержит процессы плотности эквивалентных локально мартингаль-

ных мер. Минимальное же требование на процессы из 𝒴 состоит в том, что

𝑋𝑌 является супермартингалом для всех неотрицательных 𝑋 ∈ 𝒳 . Некото-

рые вариации двойственной задачи предполагают (см., например, [41]), что

𝑌𝑇𝑑𝑃 лежит в множестве эквивалентных локально мартингальных мер ℳ ,

в этом случае решение сводится к поиску минимума значения выражения

𝐸𝑉 (𝑌𝑇 ) на ℳ . Здесь для удобства мы отождествляем меру из ℳ с ее про-

цессом плотности по 𝑃 .

30



Для экспоненциальной полезности 𝑈(𝑥) = 1 − exp(−𝑥) двойственная

функция имеет вид 𝑉 (𝑦) = 1 − 𝑦 + 𝑦 ln 𝑦 . Когда 𝑌𝑇 задает эквивалентную

меру для каждого 𝑌 ∈ 𝒴 , то двойственная задача сводится к минимиза-

ции 𝐸𝑌𝑇 ln𝑌𝑇 , то есть энтропии меры 𝑄 по 𝑃 , где 𝑑𝑄 = 𝑌𝑇𝑑𝑃 . Задача

минимизации энтропии является классической задачей, рассматриваемой в

различных дисциплинах, таких как финансовая математика, статистическая

физика, теория информации (см. обзор в [10]), и она исследовалась в ряде ра-

бот. В [28] отмечается ее связь с задачей максимизацией портфеля инвестора,

а также разбирается случай, когда Ω является дискретным пространством.

Одной из наиболее известных работ по минимизации энтропии в экспонен-

циальной модели Леви является статья [27], дополнительный анализ задачи

приводится в [34, 55].

Случай полных рынков, когда множество ℳ состоит из одной единствен-

ной меры 𝑄 , был рассмотрен, в частности, в работе [47]. В статье Крамкова

и Шахермайера [51] был исследован более общий случай неполных рынков

для неотрицательных процессов капиталов с функцией полезности, опреде-

ленной на положительной полупрямой, когда множество мартингальных мер

не обязательно состоит из одной единственной (но при этом не является пу-

стым). При этом оказалось, что для двойственной задачи множество 𝒴(𝑦) не

ограничивается ℳ и также включает в себя так называемые супермартин-

гальные плотности:

𝒴(𝑦) = {𝑌 > 0, 𝑌0 = 𝑦, (𝑋𝑡𝑌𝑡) есть супермартингал для ∀𝑋 ∈ 𝒳 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}.

Упомянем также работу [16], где для модели с равномерно ограниченными

снизу капиталами исследуются основная задача, двойственная, связь между

ними и приводятся примеры конкретных 𝑈 и 𝑉 .

Пусть функция 𝑈(𝑥) определена при 𝑥 > 0 , строго вогнута, строго воз-
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растает, непрерывно дифференцируема и удовлетворяет условиям Инада:

𝑈 ′(0) = lim
𝑥→0

𝑈 ′(𝑥) = ∞,

𝑈 ′(∞) = lim
𝑥→∞

𝑈 ′(𝑥) = 0.

Предположим, что асимптотическая эластичность функции 𝑈(𝑥) строго мень-

ше 1, то есть

𝐴𝐸(𝑈) = lim sup
𝑥→∞

𝑥𝑈 ′(𝑥)

𝑈(𝑥)
< 1.

Пусть ℳ ≠ 0 . Если для некоторого 𝑥 выполнено 𝑢(𝑥) <∞ , то тогда спра-

ведлив следующий результат.

Предложение 1.8 (Теорема 2.2 [51]). Решения ̂︀𝑋 и ̂︀𝑌 для задач (1.2)

и (1.3) существуют и единственны. Если при этом ̂︀𝑌 есть решение такой

задачи (1.3), что 𝑦 = 𝑢′(𝑥) , то справедливы соотношения

̂︀𝑌𝑇 (𝑦) = 𝑈 ′( ̂︀𝑋𝑇 (𝑥)), ̂︀𝑋𝑇 (𝑥) = 𝐼(̂︀𝑌𝑇 (𝑦)),

𝐼 = (𝑈 ′)−1 . Помимо этого, процесс ̂︀𝑋(𝑥)̂︀𝑌 (𝑦) является равномерно инте-

грируемым мартингалом на [0, 𝑇 ] .

Нетрудно проверить, что логарифмическая и степенная функции полез-

ности полностью удовлетворяют вышеприведенным условиям, значит к ним

применимо предложение 1.8.

Экспоненциальная функция имеет область определения R , поэтому пред-

ложение 1.8 нельзя применить в этом случае. Подобные функции рассматри-

вались в статье Шахермайера [60]. В качестве 𝒳 было введено более общее

множество процессов капитала 𝒳 𝑏 , для которого каждый 𝑋 ∈ 𝒳 𝑏 ограни-

чен снизу некоторой константой. Условия для функции 𝑈 соответствующим

образом поменялись, и в статье проверялось, что экспоненциальная функ-

ция им удовлетворяет. Для 𝑢(𝑥) предполагается лишь, что для некоторого

𝑥 𝑢(𝑥) < lim𝑥→∞ 𝑈(𝑥) . В качестве 𝒴 берется множество процессов абсолют-

но непрерывных локально мартингальных мер ℳ𝑎 , при этом 𝑣(𝑦) можно
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записать как

𝑣(𝑦) = inf
𝑄∈ℳ𝑎

𝐸

[︂
𝑉 (𝑦

𝑑𝑄

𝑑𝑃
)

]︂
. (1.4)

Для вышеуказанной модели и локально ограниченного 𝑆 справедливо

Предложение 1.9 (Теорема 2.2 [60]). Решение ̂︀𝑄 ∈ ℳ𝑎 для задачи (1.4)

существует и единственно. Если при этом ̂︀𝑄 ∈ ℳ , 𝑢′(𝑥) = 𝑦 и 𝑥 =

−𝑣′(𝑦) , то существует такой ̂︀𝑋(𝑥) = 𝑥+𝐻 · 𝑆 , где 𝐻 является предска-

зуемым и интегрируемым по 𝑆 , что ̂︀𝑋 есть равномерно интегрируемый

мартингал по ̂︀𝑄 , и для 𝐼 = (𝑈 ′)−1

̂︀𝑋𝑇 (𝑥) = 𝐼

(︃
𝑦
𝑑 ̂︀𝑄(𝑦)

𝑑𝑃

)︃
.

Отметим, что процесс ̂︀𝑋 не обязательно лежит в 𝒳 𝑏 , но при этом суще-

ствует такая последовательность 𝑋𝑛 ∈ 𝒳 𝑏 , что выполнено

lim
𝑛→∞

𝐸𝑈(𝑋𝑛
𝑇 ) = 𝐸𝑈( ̂︀𝑋𝑇 ).
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Глава 2

Случай логарифмической

полезности и эталонного

портфеля

2.1 Введение

Логарифмическая функция полезности обладает определенными свойствами,

которых нет у других функций. В этом случае, как можно убедиться из пред-

ложения 1.8, оптимальный процесс капитала 𝑋* и решение двойственной

задачи 𝑌 * связаны соотношением 𝑋*𝑌 * = 1 , и оно не зависит от времени.

Таким образом, процесс 1/𝑋* является супермартингальной плотностью; бо-

лее того, он однозначно характеризуется этим свойством. Процесс капитала

𝑋* с этим свойством является эталонным портфелем и может существовать

и в том случае, когда ожидаемая логарифмическая полезность равна +∞ .

Одной из первых работ, посвященной этим и другим свойствам эталонно-

го портфеля в общей семимартингальной модели рынка, была статья [15].

Из последующих работ отметим [46], в ней достаточно подробно исследу-

ются свойства эталонного портфеля. При помощи триплета характеристик
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процесса цены актива авторы выражают условия существования эталонно-

го портфеля, а также находят эквивалентное условие в терминах отсутствия

арбитража.

Тесно связанная задача максимизации логарифмической полезности ис-

следовалась в ряде работ, упомянем [30, 31], где рассматривалась модель

многомерного семимартингального рынка с потреблением. В них обоих при-

водится решение данной задачи в терминах триплета характеристик процесса

цены актива. В [30] по сути предполагается, что решение есть эквивалент-

ная мартингальная мера, в [31] решение приводится для общего случая, но

в менее явном виде. Задача максимизации логарифмической полезности для

экспоненциальной модели Леви в предположении, что логарифмы процесса

цен имеют неограниченно большие как положительные, так и отрицательные

скачки, была решена с помощью двойственного метода в работе Хëрда [35].

В [44] для экспоненциальной модели Леви задача решалась в предположении,

что 1/𝑋* задает эквивалентную мартингальную меру.

Мы в данной главе проводим более детальное изучение задачи максими-

зации логарифмической полезности и находим эталонный портфель в экс-

поненциальной модели Леви в явном виде. В отличие от [35] и [44] никаких

предположений на процесс Леви не делается, кроме стандартного условия об

отсутствии арбитража. Важное значение для описания рынка имеет класси-

фикация видов решений двойственной задачи, то есть обратной величины к

эталонному портфелю. Мы все возможные случаи исследуем в терминах три-

плета Леви–Хинчина: приводятся условия, однозначно определяющие, задает

ли решение двойственной задачи эквивалентную мартингальную меру, явля-

ется ли оно мартингалом или супермартингалом. Также в терминах триплета

Леви–Хинчина характеризуются условия, когда эталонный портфель суще-

ствует, а единственного решения задачи логарифмической полезности нет.
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2.2 Постановка задачи и основной результат

Логарифмическая функция полезности определена для положительных зна-

чений аргумента, поэтому процессы капиталов из 𝒳 (𝑥) должны быть в каж-

дый момент времени неотрицательны:

𝒳 (𝑥) = {𝑋 : 𝑋 = 𝑥+𝐻 · 𝑆, 𝑋 ≥ 0}. (2.1)

В дальнейшем считаем 𝒳 = 𝒳 (1) .

Основная задача нашего инвестора по максимизации полезности (1.2) при-

нимает вид

𝑢(𝑥) = sup
𝑋∈𝒳 (𝑥)

𝐸[ln(𝑋𝑇 )]. (2.2)

Так как 𝒳 (𝑥) = 𝑥𝒳 , то задачу достаточно решить для 𝑥 = 1 . Искомый

портфель в случае конечного 𝑢(𝑥) также называют log-оптимальным. Для

определенности в дальнейшем термин “log-оптимальный” мы будем исполь-

зовать для портфеля с начальным капиталом 𝑥 = 1 .

Решение задачи (2.2) в общем случае было найдено в работе [31].

В работе [15] было показано, что при условии NFLVR и в предположе-

нии конечности 𝑢(𝑥) log-оптимальный портфель существует, единственен и

является эталонным, а супермартингал 1/𝑋* является решением двойствен-

ной задачи к (2.2) в смысле Крамкова-Шахермайера. Разумеется, возможна

ситуация, когда эталонный портфель существует, а 𝑢(𝑥) = +∞ .

Рассмотрим эту задачу в экспоненциальной модели Леви. Из вышеска-

занного и предложения 1.7 следует, что если 𝐿 не является монотонным, то

существует эталонный портфель 𝑋* и 𝑌 * = 1/𝑋* есть ESMD. С другой

стороны, существует EMM, по которой 𝐿 — процесс Леви. Оказывается, что

имеет место ровно одна из следующих ситуаций:

1. 𝑌 * есть супермартингал, но не локальный мартингал (и значит, не

есть E𝜎MD и не задает ESMM).
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2. 𝑌 * есть мартингал (и значит, задает ESMM), но не является E𝜎MD.

Таким образом соответствующая ESMM не есть E𝜎MM (и значит, не

есть EMM).

3. 𝑌 * задает EMM, по которой 𝐿 есть процесс Леви.

Сделаем точную характеризацию этих случаев в терминах триплета (𝑏, 𝑐, 𝜈).

В случае, когда логарифмы процесса цен имеют неограниченно большие как

положительные, так и отрицательные скачки, задача была рассмотрена в [35].

Введем множество C = {𝑝 : 𝜈{𝑥 : (1 + 𝑝𝑥) < 0} = 0} . Когда у 𝐿 есть

скачки, то C можно записать в более явном виде. Когда скачки ограниче-

ны, обозначим через [𝜆, 𝛾] минимальный отрезок (либо точку), содержащий

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) . В случае наличия неограниченных скачков это будет полупрямая

[𝜆, 𝛾), 𝛾 = +∞ . Нетрудно проверить, что C будет замыканием (𝑀,𝑁) , где

𝑀 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−1

𝛾
, при 0 < 𝛾 < +∞;

−∞, при 𝛾 ≤ 0;

0, при 𝛾 = +∞;

𝑁 =

⎧⎪⎨⎪⎩−1

𝜆
, при 𝜆 < 0;

+∞, при 𝜆 ≥ 0.

𝑀 и 𝑁 связаны соотношением

−∞ ≤𝑀 ≤ 0 ≤ 1 ≤ 𝑁 ≤ +∞.

Обозначим через 𝐹1 и 𝐹2 следующие выражения:

𝐹1 = 𝑐𝑁 − 𝑏+

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥2

|(1/𝑁) + 𝑥|
𝜈(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 +𝑁𝑥
𝜈(𝑑𝑥),

𝐹2 = 𝑐𝑀 − 𝑏+

∫︁
|𝑥|≤1

−𝑥2

|(1/𝑀) + 𝑥|
𝜈(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 +𝑀𝑥
𝜈(𝑑𝑥).
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При подсчете значений этих выражений пользуемся правилами: 0 · ∞ =

0, 1/∞ = 0, 1/0 = ∞ . Нетрудно заметить, что все интегралы определены,

так как подынтегральные выражения имеют постоянный знак в 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) .

Теперь сформулируем основной результат. Все используемые неравенства

допускают сравнение и бесконечных значений в одной из своих частей.

Теорема 2.1. В экспоненциальной модели Леви на конечном интервале

времени [0, 𝑇 ] для процесса 𝑌 * = 1/𝑋* , где 𝑋* — эталонный портфель,

справедливо следующее.

1. 𝑌 * задает EMM при выполнении любого из трех нижеследующих

условий:

(i)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0 и

𝐹1 ≥ 0, при 𝑁 < +∞,

𝐹1 > 0, при 𝑁 = +∞;

(ii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) = 0;

(iii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 и

𝐹2 ≤ 0, при 𝑀 > −∞,

𝐹2 < 0, при 𝑀 = −∞.

2. 𝑌 * является мартингалом, но не E𝜎MD (и, следовательно, не задает

E𝜎MM), когда выполнено
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𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0,

𝑀 = 0.

3. 𝑌 * есть супермартингал, но не локальный мартингал, когда имеет

место одно из двух нижеследующих условий:

(i)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0,

𝐹1 < 0 и 𝑁 < +∞;

(ii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0,

𝐹2 > 0 и −∞ < 𝑀 < 0.

Отметим, что во всех случаях, не покрытых в теореме, процесс 𝐿 будет

монотонным и эталонного портфеля не существует.

2.3 Доказательство теоремы

Наша основная задача заключается в нахождении кандидата на роль эталон-

ного портфеля 𝑋* и проверке того, что 𝑋/𝑋* есть супермартингал ∀𝑋 ∈ 𝒳 .

При этом достаточно ограничиться случаем, когда 𝑋 > 0 и 𝑋− > 0 .

Действительно, если 𝑋 = 1 + 𝐻 · 𝑆 , то можно взять последовательность

𝑋𝑛 = 1 + 𝐻𝑛 · 𝑆 , где 𝐻𝑛 = 𝑛−1
𝑛 𝐻 . Поскольку 𝑋𝑛 ≥ 1

𝑛 и 𝑋𝑛
𝑡 сходятся по

вероятности к 𝑋𝑡 для всех 𝑡 , то из того, что для каждого 𝑛 𝑋𝑛/𝑋* есть

супермартингал, следует, что 𝑋/𝑋* является супермартингалом.
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Начиная с этого момента считаем, что 𝑋 > 0, 𝑋− > 0 . Для такого 𝑋

удобнее пользоваться другим представлением. А именно, так как 𝑋 = 1 +̃︀𝐻 · 𝑆 , то, полагая 𝐻 = ( ̃︀𝐻𝑆−)/𝑋− , получим

1 +𝑋−𝐻 · 𝐿 = 1 + ̃︀𝐻𝑆− · 𝐿 = 1 + ̃︀𝐻 · 𝑆 = 𝑋.

Значит, 𝑋 представим в виде

𝑋 = ℰ(𝐻 · 𝐿). (2.3)

Верно и обратное: если 𝑋 представим в виде (2.3), и 𝑋 > 0, 𝑋− > 0 , то

𝑋 ∈ 𝒳 . В частности, мы будем искать эталонный портфель в виде ℰ(𝐻* ·𝐿) .

Лемма 2.1. Если 𝑋 = ℰ(𝐻 · 𝐿) , где 𝑋 > 0, 𝑋− > 0 , то 𝐻𝑡 ∈ C 𝑑𝑃𝑑𝑡

п.в.

Доказательство. Из (2.3) следует, что для п.в. 𝜔

𝑋𝑡 = 𝑋𝑡− +𝑋𝑡−𝐻𝑡∆𝐿𝑡 = 𝑋𝑡−(1 +𝐻𝑡∆𝐿𝑡),

для всех 𝑡 , откуда 1 +𝐻𝑡∆𝐿𝑡 > 0 . Значит,

𝐸

∫︁
1[1+𝐻𝑡(𝜔)𝑥<0]𝜇𝐿(𝜔, 𝑑𝑡, 𝑑𝑥) = 0.

Отсюда следует, что

𝐸

∫︁ ∫︁
1[1+𝐻𝑡(𝜔)𝑥<0]𝜈(𝑑𝑥)𝑑𝑡 = 0,

поэтому 𝜈(𝑥 : 1 + 𝐻𝑡(𝜔)𝑥 < 0) = 0 𝑑𝑃𝑑𝑡 п.в. Значит, по определению 𝐻 ∈

C 𝑑𝑃𝑑𝑡 п.в. 2

Определим для 𝑦 ∈ C функцию

𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏+

∫︁
|𝑥|≤1

𝑦𝑥2

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥). (2.4)

В лемме 2.2 будет, в частности, показано, что 𝐹 корректно определена и

может принимать значения +∞ и −∞ только в граничных точках C .
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Лемма 2.2. Функция 𝐹 (𝑦) обладает следующими свойствами:

1. Конечна в (𝑀,𝑁) .

2. Непрерывна и монотонно возрастает в C .

3. lim𝑦→𝑁− 𝐹 (𝑦) = 𝐹1, lim𝑦→𝑀+ 𝐹 (𝑦) = 𝐹2 .

4. Если F конечна, то интегралы, входящие в 𝐹 , также конечны.

Доказательство. Посмотрим на (2.4). Слагаемое 𝑐𝑦 − 𝑏 непрерывно и

монотонно. Третье и четвертое слагаемое обозначим через 𝐼3(𝑦) и 𝐼4(𝑦) :

𝐼3(𝑦) =

∫︁
|𝑥|≤1

𝑦𝑥2

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥),

𝐼4(𝑦) =

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 + 𝑦𝑥
𝜈(𝑑𝑥).

По определению процесса Леви

𝜈{0} = 0,

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥2𝜈(𝑑𝑥) <∞ и
∫︁
𝑥>1

𝜈(𝑑𝑥) <∞. (2.5)

Рассмотрим 𝐼3(𝑦) . Из определения C,𝑀,𝑁 следует, что для ∀𝑦 ∈ (𝑀,𝑁)

и ∀𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) выполнено 1 + 𝑥𝑦 ≥ 𝜖0(𝑦) > 0 . То есть при 𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) зна-

менатель подынтегрального выражения ограничен снизу, что означает вместе

с (2.5), что 𝐼3(𝑦) <∞ для любого 𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) .

Теперь покажем, что 𝐼4(𝑦) < ∞ для любого 𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) . Если 𝑦 > 0 , то

из (2.5)

𝐼4(𝑦) =
1

𝑦

∫︁
𝑥>1

𝑥
1
𝑦 + 𝑥

𝜈(𝑑𝑥) ≤ 1

𝑦

∫︁
𝑥>1

𝜈(𝑑𝑥) <∞.

Если же 𝑀 < 0 , то числитель подынтегрального выражения в 𝐼4(𝑦) будет

ограничен 𝛾 < +∞ . Знаменатель ограничен снизу в силу рассуждений, что

были проведены для 𝐼3(𝑦) . Значит, 𝐼4(𝑦) ≤ 𝐶(𝑦)
∫︀
𝑥>1 𝜈(𝑑𝑥) <∞ , где 𝐶(𝑦) —

константа. Таким образом мы показали, что 𝐼3(𝑦) и 𝐼4(𝑦) определены и ко-

нечны для ∀𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) . При возрастании 𝑦 подынтегральное выражение 𝐼3
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не убывает, а в 𝐼4 не возрастает. Поэтому по теореме о монотонной сходимо-

сти интегралы 𝐼3 и 𝐼4 будут непрерывны и монотонны по 𝑦 на интервале

(𝑀,𝑁) . Отсюда заключаем, что 𝐹 (𝑦) конечна, непрерывна и монотонно воз-

растает по 𝑦 в (𝑀,𝑁) . Из теоремы о монотонной сходимости также вытекает

свойство 3, что, в свою очередь, влечет свойство 2.

В граничных точках 𝐹 может принять бесконечное значение в том слу-

чае, когда у точки, являющейся нижней или верхней границей 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) , есть

ненулевая мера, либо когда плотность меры 𝜈 недостаточно быстро убывает

при подходе к ней. Предположим, 1 ≤ 𝑁 < +∞ . Тогда подынтегральное

выражение 𝐼4 для 𝑦 = 𝑁 ограничено при 𝑥 > 1 , значит 𝐼4(𝑁) <∞ . Пусть

−∞ < 𝑀 ≤ 0 , рассмотрим случаи в зависимости от значения 𝑀 . Если

𝑀 ≤ −1 , то 𝐼4(𝑀) ≡ 0 так как 𝜈(1,+∞) = 0 . При −1 < 𝑀 ≤ 0 знаме-

натель подынтегрального выражения 𝐼3(𝑀) будет ограничен снизу 1 + 𝑀 ,

значит |𝐼3(𝑀)| < ∞ . Из наших рассуждений вытекает, что во всех случаях

хотя бы один из интегралов 𝐼3, 𝐼4 конечен. Значит, если 𝐹 конечна, то и эти

оба интеграла конечны, это доказывает свойство 4. 2

Опишем кратко идею, лежащую в основе выбора эталонного портфеля. С

помощью формулы Йора ℰ(𝑌 )ℰ(𝑍) = ℰ(𝑌 + 𝑍 + [𝑌, 𝑍]) можно записать

в случае существования отношение двух стохастических экспонент в виде

ℰ(𝑋)/ℰ(𝑌 ) = ℰ(𝑍) , где

𝑍 = 𝑋 − 𝑌 − [𝑋𝑐 − 𝑌 𝑐, 𝑌 𝑐] −
∑︁
𝑠≤·

∆(𝑋𝑠 − 𝑌𝑠)
∆𝑌𝑠

1 + ∆𝑌𝑠
. (2.6)

Применим ее к 𝑋,𝑋* , получим, что соответствующий процесс 𝑍 имеет вид

𝑍 = (𝐻−𝐻*) ·𝐿′(𝐻*), 𝐿′(𝐻*) = 𝐿−
∫︀
𝑐𝐻*𝑑𝑡−

[︀
𝐻*𝑥

1+𝐻*𝑥𝑥
]︀
*𝜇 . В предположении,

что члены, входящие в 𝑍 , являются специальными семимартингалами, пред-

сказуемый процесс ограниченной вариации из канонического разложения спе-

циального семимартингала 𝑍 будет представим в виде
∫︀

(𝐻* −𝐻)𝐹 (𝐻*)𝑑𝑠 .

Если 𝐹 обращается в 0 в C , то естественно положить 𝐻* равным ее корню.

Иначе, она будет либо отрицательна, тогда мы берем 𝐻* = 𝑁 , либо положи-
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тельна, тогда берем 𝐻* = 𝑀 . В силу леммы 2.1 (𝐻−𝐻*) будет одного знака.

Во всех случаях 𝐹 (𝐻*)(𝐻* −𝐻) ≤ 0 и 𝑍 есть локальный супермартингал.

Теперь проведем более подробные рассуждения. Найдем случаи, когда у

𝐹 есть корень. При 𝑏+
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) = 0 очевидно выполнено 𝐹 (0) = 0 . При

𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0 или + ∞ либо 𝐹 (0) < 0 , либо 𝐹 (0) = −∞ и для всех

достаточно малых 𝑥0 > 0 𝐹 (𝑥0) < 0 . 𝐹 монотонна и непрерывна. Поэтому

уравнение 𝐹 (𝑦) = 0 имеет корень в C в том и только том случае, когда

lim
𝑦→𝑁−

𝐹 (𝑦) = 𝐹1 ≥ 0, при 𝑁 < +∞,

lim
𝑦→𝑁−

𝐹 (𝑦) = 𝐹1 > 0, при 𝑁 = +∞.

Остался случай 𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 . Тогда 𝐹 (0) > 0 , и опять в силу мо-

нотонности и непрерывности корень в C есть в том и только том случае,

когда

lim
𝑦→𝑀+

𝐹 (𝑦) = 𝐹2 ≤ 0, при 𝑀 > −∞,

lim
𝑦→𝑀+

𝐹 (𝑦) = 𝐹2 < 0, при 𝑀 = −∞.

Ни в каком другом случае корня быть не может.

При наличии корня положим 𝐻* равным его значению и покажем, что

1/ℰ(𝐻* · 𝐿) задает EMM. По лемме 2.2∫︁
|𝑥|≤1

𝐻*𝑥2

1 + 𝑥𝐻*𝑑𝜈 <∞,

∫︁
𝑥>1

𝑥

1 +𝐻*𝑥
𝑑𝜈 <∞. (2.7)

Также 1 + 𝐻*∆𝐿 > 0 п.н. Из этого следует, что определено выражение

1/ℰ(𝐻* · 𝐿) , и мы можем записать по формуле Йора

1

ℰ(𝐻* · 𝐿)
= ℰ(−𝐻*𝐿+𝐻*2[𝐿𝑐, 𝐿𝑐] +

∑︁
𝑠≤·

(𝐻*∆𝐿)2

1 +𝐻*∆𝐿
).

Преобразуем выражение под экспонентой в правой части этого равенства,
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добавив и вычтя интегралы из (2.7), умноженные на 𝑡𝐻* :

𝐿′
𝑡 := −𝐻*𝐿𝑡 +𝐻*2𝑐𝑡+𝐻*2 𝑥2

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿)𝑡 = −𝐻*𝑏𝑡−𝐻*𝐿𝑐

𝑡

+𝐻*2𝑐𝑡−𝐻*ℎ * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)𝑡 −𝐻*(𝑥− ℎ) * (𝜇𝐿)𝑡 +𝐻*2 𝑥2

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿)𝑡

= 𝐻*𝐹 (𝐻*)𝑡−𝐻*𝐿𝑐
𝑡 −

𝐻*ℎ

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)𝑡 −

𝐻*(𝑥− ℎ)

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)𝑡

= −𝐻*𝐿𝑐
𝑡 −

𝐻*𝑥

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)𝑡.

Нетрудно убедиться, что процесс 𝐿′ имеет детерминированный однород-

ный триплет, тогда по предложению 1.2 он является процессом Леви. К тому

же по (1.1) он является локальным мартингалом. Из предложения 1.6 полу-

чаем, что ℰ(𝐿′) является мартингалом, значит, задает вероятностную меру.

С помощью предложения 1.5 нетрудно найти триплет 𝐿 по этой новой мере.

Из его вида следует, что 𝐿 вновь является процессом Леви и, более того,

мартингалом по новой мере. Из этого получаем, что ℰ(𝐿′) задает EMM и

ℰ(𝐻* · 𝐿) есть эталонный портфель.

Теперь предположим, что 𝐹 не имеет корня. Пусть 𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0

или равно +∞ . Если у 𝐿 есть отрицательные скачки (𝜈[−1, 0] ̸= 0 ), то

𝑁 < +∞ и 𝐹1 = 𝐹 (𝑁) < 0 . То есть, мы находимся в случае 3(i) теоремы.

В рассматриваемой ситуации положим 𝐻* = 𝑁 . Ниже будет показано, что

при таком выборе 𝐻* ℰ(𝐻* · 𝐿) будет эталонным портфелем.

Если отрицательных скачков у 𝐿 нет (𝜈[−1, 0] = 0 ), то 𝑁 = +∞ . Усло-

вие отсутствия корня у 𝐹 , равносильное в данной ситуации тому, что 𝐹1 ≤ 0 ,

запишется как 𝑐 = 0 и 𝑏−
∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0 , то есть процесс 𝐿 является мо-

нотонным.

Проведем аналогичные рассуждения, когда 𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 . Если

𝜈(0,+∞) ̸= 0 , то 𝑀 > −∞ и 𝐹2 = 𝐹 (𝑀) > 0 . При этих предположениях

положим 𝐻* = 𝑀 . Ниже будет показано, что при таком выборе 𝐻* ℰ(𝐻* ·𝐿)

будет эталонным портфелем. Если же 𝜈(0,+∞) = 0 , то есть 𝑀 = −∞ , то

условие 𝐹2 ≥ 0 эквивалентно тому, что 𝑐 = 0 и 𝑏 −
∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) ≤ 0 , что
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означает монотонность 𝐿 по предложению 1.3.

Таким образом, при отсутствии корня у 𝐹 мы определили значение 𝐻*

в тех оставшихся случаях, которые отвечают безарбитражному рынку. Пока-

жем, что именно 𝑋* = ℰ(𝐻* · 𝐿) будет эталонным портфелем. Рассмотрим

произвольный строго положительный 𝑋 ∈ 𝒳 . Предположим сначала, что

процесс 𝐻 — ограниченный. Тогда он интегрируем по любому семимартин-

галу. В силу выбора 𝐻* имеем 𝐹 (𝐻*) < ∞ , что влечет (2.7) в силу лем-

мы 2.2. Помимо этого, 1 + 𝐻*∆𝐿 > 0 п.н., поэтому определено отношение

ℰ(𝐻 · 𝐿)/ℰ(𝐻* · 𝐿) , и мы можем записать его с помощью (2.6):

ℰ(𝐻 · 𝐿)

ℰ(𝐻* · 𝐿)
= ℰ(𝐻 ·𝐿−𝐻* ·𝐿−[𝐻 ·𝐿𝑐−𝐻* ·𝐿𝑐, 𝐻* ·𝐿𝑐]−

∑︁
𝑠≤·

(𝐻 −𝐻*)𝐻*(∆𝐿)2

1 +𝐻*∆𝐿
).

Обозначим через 𝑍 процесс, стоящий под знаком стохастической экспоненты

в правой части последнего равенства. Тогда

𝑍 =

∫︁
(𝐻 −𝐻*)𝑏𝑑𝑠+

∫︁
𝐻*(𝐻* −𝐻)𝑐𝑑𝑠+ (𝐻 −𝐻*) · 𝐿𝑐

+ (𝐻 −𝐻*)(𝑥− ℎ) * 𝜇𝐿 + (𝐻 −𝐻*)ℎ * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) +
(𝐻* −𝐻)𝐻*𝑥2

1 +𝐻*𝑥
* 𝜇𝐿

=

∫︁
(𝐻* −𝐻)(𝑐𝐻* − 𝑏)𝑑𝑠+ (𝐻 −𝐻*) · 𝐿𝑐 +

(𝐻 −𝐻*)(𝑥− ℎ)

1 +𝐻*𝑥
* 𝜇𝐿

+ (𝐻 −𝐻*)ℎ * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) +
(𝐻* −𝐻)𝐻*ℎ2

1 +𝐻*𝑥
* 𝜇𝐿.

Добавим и вычтем интегралы из (2.7), умноженные на (𝐻* − 𝐻) и про-

интегрированные от 0 до 𝑡 .

𝑍 =

∫︁
(𝐻* −𝐻)(𝑐𝐻* − 𝑏)𝑑𝑠− (𝐻* −𝐻) · 𝐿𝑐 +

(𝐻 −𝐻*)𝑥

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)

+

∫︁
(𝐻* −𝐻)(

∫︁
|𝑥|≤1

𝐻*𝑥2

1 + 𝑥𝐻*𝑑𝜈 −
∫︁
𝑥>1

𝑥

1 +𝐻*𝑥
𝑑𝜈)𝑑𝑠

= −(𝐻* −𝐻) · 𝐿𝑐 − (𝐻* −𝐻)𝑥

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) +

∫︁
(𝐻* −𝐻)𝐹 (𝐻*)𝑑𝑠.

Обозначим 𝑁 = −(𝐻* − 𝐻) · 𝐿𝑐 − (𝐻* −𝐻)𝑥

1 +𝐻*𝑥
* (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) , 𝐵 =

∫︀
(𝐻* −

𝐻)𝐹 (𝐻*)𝑑𝑠 , тогда 𝑍 = 𝑁 + 𝐵 . Из ограниченности 𝐻* и 𝐻 следует, что
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𝑁 является локальным мартингалом, в то время как (𝐻* −𝐻)𝐹 (𝐻*) ≤ 0 в

силу выбора 𝐻* и леммы 2.1. Поэтому 𝐵 представляет собой убывающий

процесс. Значит, 𝑍 есть локальный супермартингал, откуда получаем, что и

ℰ(𝑍) есть локальный супермартингал. Ввиду своей неотрицательности, ℰ(𝑍)

будет просто супермартингалом.

Для произвольного 𝐻 рассмотрим последовательность 𝐻𝑛 = 𝐻1|𝐻|≤𝑛 .

Так как ∆(𝐻𝑛 · 𝐿) = 𝐻𝑛∆𝐿 = 1|𝐻|≤𝑛∆(𝐻 · 𝐿) > −1 , то в силу доказанного

ℰ(𝐻𝑛 · 𝐿)/ℰ(𝐻* · 𝐿) — супермартингал. Поскольку 𝐻𝑛 · 𝐿 = 1|𝐻|≤𝑛 · (𝐻 · 𝐿)

сходится по вероятности к 𝐻 ·𝐿 равномерно по 𝑡 (см. теорему I.4.31 в [39]), то

из явного вида стохастической экспоненты нетрудно получить, что ∀𝑡 ℰ(𝐻𝑛 ·

𝐿)𝑡
𝑃→ ℰ(𝐻 ·𝐿)𝑡 . Таким образом ℰ(𝐻 ·𝐿)/ℰ(𝐻* ·𝐿) есть супермартингал как

предел неотрицательных супермартингалов. Это и показывает, что 𝐻* задает

эталонный портфель.

Для того, чтоб убедиться в справедливости теоремы 2.1, осталось выяс-

нить, когда при отсутствии корня у 𝐹 процесс 𝑌 * будет локальным мартин-

галом и показать, что тогда он не будет E𝜎MD. Рассмотрим введенный выше

процесс 𝑍 при 𝐻 = 0 . Тогда 𝑌 * = ℰ(𝑍) и 𝑍𝑡 = 𝑁𝑡 + 𝑡𝐻*𝐹 (𝐻*) , откуда

𝑌𝑡 = ℰ(𝑁𝑡)𝑒
𝑘𝑡, 𝑘 = 𝐻*𝐹 (𝐻*) ≤ 0 . Так как ℰ(𝑁) — строго положительный

локальный мартингал, то 𝑌 будет локальным мартингалом только в случае

𝑘 = 0 . То есть, когда 𝐻* = 𝑀 = 0 . Покажем, что тогда 𝑌 * = 1 не явля-

ется E𝜎MD. Для этого нужно проверить, что процесс цены 𝑆 не является

𝜎 -мартингалом. Поскольку в рассматриваемом случае 𝑏+
∫︀
𝑥<1 𝑥𝜈𝑑𝑥 < 0 , то

𝐿 является супермартингалом, но не мартингалом. Значит, 𝑆 = ℰ(𝐿) не яв-

ляется локальным мартингалом и в силу неотрицательности 𝜎 -мартингалом.

Сформулируем два утверждения, дополняющие теорему 2.1, которые вы-

текают из полученных результатов. Первое из них непосредственно следует

из доказательства теоремы.

Утверждение 2.1. Капитал эталонного портфеля имеет вид 𝑋* =

ℰ(𝛼𝐿) , где 𝛼 либо является корнем уравнения 𝐹 (𝛼) = 0 , либо равно 𝑁 или
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𝑀 .

Отметим, что из вида функции 𝐹 нетрудно понять, в какой именно си-

туации мы находимся и какая константа задает оптимальный портфель. Ес-

ли есть такое 𝛼 ∈ C , что 𝐹 (𝛼) = 0 , то 𝛼 задает 𝑋* . Если это не вы-

полнено, то остаются две возможных взаимоисключающих ситуации. При

𝑀 > −∞, 𝐹 (𝑀) > 0 𝛼 = 𝑀 , при 𝑁 < +∞, 𝐹 (𝑁) < 0 𝛼 = 𝑁 .

Утверждение 2.2. Для логарифмической функции полезности log-

оптимальный портфель существует тогда и только тогда, когда суще-

ствует эталонный портфель 𝑋* и 𝐸 ln𝑋*
𝑇 < ∞ . В этом случае log-

оптимальный портфель совпадает с эталонным. Если эталонный порт-

фель существует, то условие 𝐸 ln𝑋*
𝑇 = +∞ эквивалентно тому, что∫︀

(ln𝑥1𝑥>1)𝑑𝜈 = ∞, 𝑀 = 0 и 𝑏+
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0 .

Доказательство. Пусть эталонный портфель существует. Для всех 𝑋 ∈

𝒳 выполнено соотношение 0 ≤ 𝐸(𝑋𝑇/𝑋
*
𝑇 ) ≤ 1 . Применим неравенство

Йенсена: 𝐸 ln(𝑋𝑇/𝑋
*
𝑇 ) ≤ 0 . Полагая 𝑋 = 1 , получим, что 𝐸 ln𝑋*

𝑇 ≥

0 . Предположим сначала, что 𝐸 ln𝑋*
𝑇 < +∞ . Тогда 𝐸 ln𝑋*

𝑇 конечно и

∀𝑋 ∈ 𝒳 𝐸 ln𝑋𝑇 ≤ 𝐸 ln𝑋*
𝑇 и 𝑋* есть log-оптимальный портфель. Если

𝐸 ln𝑋*
𝑇 = +∞ , то, очевидно, log-оптимального портфеля не существует, бо-

лее того, существует бесконечно много портфелей с бесконечной логарифми-

ческой полезностью. Действительно, 𝑋* представим как 𝑋* = 1 + ̃︀𝐻* · 𝑆 ,

где ̃︀𝐻* ̸= 0 , отсюда видно, что ∀ 𝜃 ∈ (0, 1) процесс 𝐻𝜃 = 𝜃 ̃︀𝐻* определяет

портфель 𝑋𝜃 , у которого 𝐸 ln𝑋𝜃
𝑇 = +∞ .

Далее, предположим, что эталонного портфеля не существует. Как уже

было замечено, это равносильно тому, что 𝐿 монотонно не возрастает, либо

не убывает, что будет верно и для 𝑆 , кроме того, 𝐿 ̸≡ 0 . Если 𝑆 возрастает,

то для 𝑋𝑛 = 1 + 𝑛(𝑆 − 1) ∈ 𝒳 𝐸 ln𝑋𝑛
𝑇 → ∞ . Значит, log-оптимального

портфеля нет. Для убывающего случая все аналогично.

Пусть 𝑋* = ℰ(𝐻*·𝐿) есть эталонный портфель. Из следствия II.8.16 в [39]
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вытекает, что ̃︀𝐿 = ln𝑋* есть процесс Леви с мерой Леви ̃︀𝜈 , которая явля-

ется образом 𝜈 при отображении 𝑥→ ln(1 +𝐻*𝑥) . Как мы показали ранее,

𝐸̃︁𝐿𝑇 ≥ 0 , поэтому конечность 𝐸̃︁𝐿𝑇 эквивалентна сходимости интегралов∫︁
𝑥1𝑥>1̃︀𝜈(𝑑𝑥) =

∫︁
ln(1 +𝐻*𝑥)1{ln(1+𝐻*𝑥)>1}𝜈(𝑑𝑥). (2.8)

Если 𝐻* ≤ 0 , то 1 + 𝐻*𝑥 ≤ 1 − 𝐻* , откуда следует конечность правого

интеграла в (2.8). Пусть 𝐻* > 0 , что, как следует из доказательства теоремы,

имеет место тогда и только тогда, когда 𝑏+
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0 . Если скачки 𝐿

ограничены сверху, то интеграл, очевидно, тоже конечен. Если же 𝛾 = +∞ ,

то 𝑀 = 0 , и сходимость правого интеграла в (2.8), очевидно, эквивалентна

сходимости интеграла
∫︀

(ln𝑥1𝑥>1)𝑑𝜈 . 2

Данная связь между эталонным и log-оптимального портфелем помогает

по-другому взглянуть на результат теоремы 2.1. По предложению 1.8 решение

двойственной задачи имеет вид 1/𝑋* , поэтому приведенную классификацию

в полной мере можно применить к решению двойственной задачи.

В заключение приведем два примера.

Пример 2.1. Рассмотрим случай, когда у процесса Леви 𝐿 нет скачков,

тогда 𝐿𝑡 = 𝑏𝑡+
√
𝑐𝐵𝑡 и

𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏.

В случае 𝑐 = 0 𝐿 является монотонным, а при 𝑐 ̸= 0 для 𝐻* = 𝑏/𝑐

выполнено 𝐹 (𝑏/𝑐) = 0 .

Оптимальный портфель совпадает с эталонным и имеет вид

𝑋*
𝑡 = ℰ(

𝑏

𝑐
𝐿𝑡).

Обратная к нему величина

𝑌 *
𝑡 =

1

𝑋*
𝑡

=
1

ℰ(𝑏𝑐𝐿𝑡)

есть процесс плотности EMM.
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Следующий пример реализует ситуацию п.2 теоремы 2.1.

Пример 2.2. Теперь предположим, что скачки у процесса Леви толь-

ко положительного знака и плотность меры Леви задается функцией 1 ∧

1/𝑥3, 𝑥 > 0 . Это возможно, так как∫︁ +∞

0

(1 ∧ 𝑥2)(1 ∧ 1

𝑥3
)𝑑𝑥 <∞.

Константу 𝑏 выберем так, чтобы 𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 , достаточно положить

𝑏 = −1 . Значение 𝑐 неважно, гауссовская компонента может и отсутствовать.

В итоге построенный нами процесс Леви имеет триплет (−1, 𝑐, 1∧ 𝑥3), 𝑐 ≥ 0 .

Нетрудно убедиться, что 𝑀 = 0 , так как у нас присутствуют бесконечно

большие скачки. Это вместе с условием 𝑏+
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 гарантирует нам,

что для данного процесса Леви 𝐿 выполнены условия п.2 теоремы 2.1. При

этом у 𝐹 нет корня, а 𝑁 = +∞ , то есть по утверждению 2.1 оптимальное

решение достигается на 𝑀 = 0 , значит

𝑋* = 1.

Отсюда нетрудно определить 𝑌 * = 1/𝑋* = 1 . Проверим справедливость

утверждений в теореме. 𝑌 * есть константа, а значит, мартингал. Так как

𝑏 +
∫︀
𝑥>1 𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 , то по исходной мере 𝑃 процесс цены 𝑆 есть супермар-

тингал. 𝑌 * = 1 задает процесс плотности перехода к той же самой мере 𝑃 , по

которой 𝑆 не является мартингалом, а это значит, что 𝑌 * не задает EMM.

Подобная ситуация имеет определенную и экономическую интерпретацию.

Действительно, когда у нас процесс цены актива есть строгий супермартин-

гал, как в нашем примере, то его математическое ожидание убывает, то есть

он теряет в стоимости. Вкладываться в подобный актив невыгодно и при

оптимальной стратегии мы не покупаем его, сохраняя начальный капитал.
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Глава 3

Связь между задачами

максимизации степенной

полезности и

логарифмической

3.1 Введение и основные результаты

В данной главе мы рассмотрим случай степенной полезности.

На нашем рынке присутствует агент, цель которого — максимизировать

ожидаемую полезность актива в конечный момент времени для степенной

функции 𝑈(𝑥) = 𝑥𝑝/𝑝, 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 :

𝑢(𝑥) = sup
𝑋∈𝒳 (𝑥)

𝐸 𝑈(𝑋𝑇 ). (3.1)

В дальнейшем мы будем выделять два случая для 𝑝 : 𝑝 < 0 и 0 < 𝑝 < 1 .

Последний случай является более сложным, многие соотношения и выкладки

для 0 < 𝑝 < 1 будут очевидным образом выполняться для 𝑝 < 0 . Так же

отметим тот момент, что для 𝑝 < 0 𝑈(𝑥) отрицательна и, как следствие,
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всегда ограничена сверху. 𝒳 (𝑥) имеет вид (2.1), 𝒳 (𝑥) = 𝑥𝒳 , поэтому задачу

достаточно решить для 𝑥 = 1 . В наших рассуждениях мы будем исходить

из предположения, что 𝑢(𝑥) <∞ , равносильное тому, что решение (3.1) 𝑋*

удовлетворяет 𝐸𝑋*𝑝
𝑇 <∞ . Двойственная задача к (3.1) имеет вид

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈𝒴(𝑦)

𝐸 𝑉 (𝑌𝑇 ), (3.2)

где 𝑉 (𝑦) = sup𝑥>0(𝑈(𝑥) − 𝑥𝑦), 𝑦 > 0 , a 𝒴(𝑦) = {𝑌 > 0, 𝑌0 = 𝑦, (𝑋𝑡𝑌𝑡) есть

супермартингал ∀𝑋 ∈ 𝒳 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} . Отметим, что для функции 𝑈(𝑥) =

𝑥𝑝/𝑝, 0 < 𝑝 < 1, 𝑉 (𝑦) = 1−𝑝
𝑝 𝑦

𝑝
𝑝−1 . Поскольку 𝒴(𝑦) = 𝑦𝒴(1) , то двойственную

задачу (1.3) достаточно решить для 𝑦 = 1 в рассматриваемом случае.

В данной главе мы также работаем в экспоненциальной модели Леви и

предполагаем, что цена актива есть стохастическая экспонента процесса Леви

𝐿 .

𝑆 = ℰ(𝐿) , где ∆𝐿 > −1.

Исключим из рассмотрения тривиальный случай, когда 𝐿 = 0 .

Напомним, что процесс 𝐿 является монотонным тогда и только тогда,

когда выполнено либо 𝑐 = 0, 𝜈[𝑥 < 0] = 0, 𝑏 −
∫︀
𝑥1|𝑥|≤1𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0 , либо

𝑐 = 0, 𝜈[𝑥 > 0] = 0, 𝑏−
∫︀
𝑥1|𝑥|≤1𝜈(𝑑𝑥) ≤ 0 , см. предложение 1.3. Если процесс

𝐿 является монотонным (и ненулевым), то 𝑢(𝑥) ≡ +∞ , как для логарифми-

ческой полезности, так и для степенной при 0 < 𝑝 < 1 , а при 𝑝 < 0 𝑢(𝑥) ≡ 0 .

Поэтому мы также исключаем этот случай из дальнейшего рассмотрения.

Как видно из результатов главы 2, задача максимизации логарифмиче-

ской полезности тесно связана с задачей поиска эталонного портфеля. Мы

убедились, что портфель, максимизирующий логарифмическую полезность,

всегда является эталонным, но возможна ситуация, когда эталонный порт-

фель существует, а ожидаемая логарифмическая полезность равна +∞ ,

необходимые и достаточные условия для этого приводятся в утверждении 2.2.

Поэтому в данной главе мы будем рассматривать именно задачу поиска эта-

лонного портфеля.
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В общей конечномерной семимартингальной модели рынка достаточно ча-

сто портфель, максимизирующий ожидаемую полезность для функции полез-

ности 𝑈 общего вида, является эталонным по некоторой эквивалентной мере.

К примеру, из рассуждений работы [61] следует, что если выполнено усло-

вие отсутствия неограниченной прибыли с ограниченным риском (NUPBR) и

терминальное значение капитала портфеля строго положительно и является

максимальным элементом среди терминальных значений процессов из класса

𝒳 , то этот портфель является эталонным по некоторой эквивалентной мере.

Если предположить, что в задаче максимизации полезности для функции

𝑈 выполнены условия предложения 1.8, то можно указать явный вид меры

𝑄 (относительно 𝑃 ), по которой портфель 𝑋*(𝑥) для 𝑈 будет эталонным:

𝑑𝑄

𝑑𝑃
=
𝑋*

𝑇 (𝑥)𝑈 ′(𝑋*
𝑇 (𝑥))

𝑥𝑢′(𝑥)
=
𝑌 *
𝑇 (𝑢′(𝑥))𝐼(𝑌 *

𝑇 (𝑢′(𝑥)))

𝑥𝑢′(𝑥)
, 𝐼 = −𝑉 ′. (3.3)

Действительно, по этой теореме между терминальными значениями решений

прямой и двойственной задачи 𝑋* и 𝑌 * выполнены соотношения 𝑋*
𝑇 (𝑥) =

𝐼(𝑌 *
𝑇 (𝑢′(𝑥))), 𝑌 *

𝑇 (𝑢′(𝑥)) = 𝑈 ′(𝑋*
𝑇 (𝑥)) , 𝐼 есть обратная функция к 𝑈 ′ , а про-

цесс 𝑋*(𝑥)𝑌 *(𝑢′(𝑥)) является равномерно интегрируемым мартингалом на

[0, 𝑇 ] . Это означает, что мы можем по формуле (3.3) корректно задать меру

𝑄 , для которой 𝑍 =
𝑋*(𝑥)𝑌 *(𝑢′(𝑥))

𝑥𝑢′(𝑥)
есть процесс плотности. По определе-

нию 𝑌 * для любого 𝑋 ∈ 𝒳 процесс 𝑋𝑌 * является супермартингалом, тогда

(𝑋/𝑋*)𝑍 также есть супермартингал по 𝑃 , а 𝑋/𝑋* — по 𝑄 . Значит 𝑋*

является эталонным портфелем по 𝑄 , что и требовалось показать.

Из формулы (3.3) следует, что для нахождения 𝑍 необходимо знать ре-

шение либо прямой, либо двойственной задачи. В данной работе для экспо-

ненциальной модели Леви и степенной полезности мы укажем явный вид 𝑍

и 𝑄 в терминах триплета (𝑏, 𝑐, 𝜈) . Оказывается, по мере 𝑄 процесс 𝐿 так-

же является процессом Леви.Таким образом, задача максимизации степенной

полезности сводится к задаче нахождения эталонного портфеля в экспонен-

циальной модели Леви. Также отметим, что для степенной полезности выпол-
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нены условия вышеупомянутой теоремы, процесс плотности 𝑍 не зависит от

𝑥 , так как 𝒳 (𝑥) = 𝑥𝒳 и 𝒴(𝑦) = 𝑦𝒴(1) , а формула (3.3) приобретает вид:

𝑑𝑄

𝑑𝑃
=

(𝑋*
𝑇 (1))𝑝

𝑢′(1)
=

(𝑌 *
𝑇 (𝑢′(1)))

𝑝
𝑝−1

𝑢′(1)
.

Задача максимизации степенной полезности рассматривалась в различ-

ных статьях. К примеру, в [44] она была решена в многомерном случае при

наличии некоторых предположений, одно из которых по сути означало, что

для некоторой другой меры, однозначно определенной 𝐿 , решение двойствен-

ной задачи есть эквивалентная мартингальная мера. В работе [41] авторы

исследовали двойственную задачу в этом же предположении. У нас же в ста-

тье задача решается без этого предположения. В статье [52] основная задача

была решена при помощи двойственной, при этом предполагалось отсутствие

скачков у процесса цены акций. В [56] данная проблема исследовалась при

наличии процесса потребления и многомерном процессе цены акций. Был

найден определенный вид решения основной задачи, потом делался переход

к двойственной задаче, для которой в свою очередь также находился некото-

рый вид решения в предположении его существования.

В данной главе мы рассматриваем максимально общую ситуацию в одно-

мерном случае. Никаких ограничений на 𝐿 не накладывается, кроме необ-

ходимого предположения об отсутствии арбитража. Основная наша цель –

показать, что оптимальный портфель в задаче степенной полезности всегда

является эталонным портфелем относительно некоторой эквивалентной ме-

ры, по которой процесс 𝐿 также является процессом Леви. При этом и иско-

мый портфель, и эта мера полностью определяются триплетом Леви процес-

са 𝐿 . Помимо этого, подобная связь оказывается справедлива и для решения

двойственных задач. С ее помощью нетрудно записать аналог теоремы 2.1,

то есть классифицировать в терминах процесса 𝐿 случаи, характеризующие

мартингальные свойства решения двойственной задачи.

Следующая теорема показывает связь между решениями задач максими-
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зации степенной полезности и логарифмической.

Теорема 3.1. Пусть дана задача максимизации степенной полезнос-

ти (3.1) для меры 𝑃 , относительно которой 𝐿 является немонотонным

процессом Леви. Тогда условие 𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 < ∞ эквивалентно

∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 < ∞ .

В этом предположении существует единственная константа 𝑦* , которая

задает такую меру 𝑄 с параметрами Гирсанова (𝛽, 𝑌 ) = (𝑝𝑦*, (1 + 𝑦*𝑥)𝑝) ,

что по ней ℰ(𝑦*𝐿) есть эталонный портфель. При этом ℰ(𝑦*𝐿) есть оп-

тимальный портфель и по исходной мере 𝑃 для задачи степенной полез-

ности.

Решение, когда оно существует, в степенном и логарифмическом случае

всегда имеет вид ℰ(𝑦*𝐿) , где 𝑦* есть константа, полностью определяюща-

яся триплетом 𝐿 . В дальнейшем под решением иногда будем подразуме-

вать именно эту константу. Также отметим, что для случая 𝑝 < 0 условие

𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 < ∞ выполнено ввиду того, что в этом случае в (3.1) 𝑈(𝑥) < 0 , и

при 𝑝 < 0 выполнено условие
∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 <∞ по определению процесса Леви.

C помощью предложения 1.4 для процесса 𝐿 нетрудно посчитать триплет

характеристик (𝐵′, 𝐶 ′, 𝜈 ′𝐿) относительно меры 𝑄 из теоремы 3.1. Он имеет

вид

𝐵′
𝑡 = 𝑏′𝑡, 𝐶 ′

𝑡 = 𝑐′𝑡, 𝜈 ′𝐿(𝜔, 𝑑𝑡, 𝑑𝑥) = 𝑑𝑡𝜈 ′(𝑑𝑥), (3.4)

где

𝑏′ = 𝑏+ 𝑐𝑝𝑦* + ℎ(𝑥)((1 + 𝑦*𝑥)𝑝 − 1) * 𝜈,

𝑐′ = 𝑐, (3.5)

𝜈 ′ = 𝑌 𝜈 = (1 + 𝑦*𝑥)𝑝𝜈,

то есть является детерминированным и однородным. Таким образом 𝐿 оста-

ется процессом Леви по новой мере 𝑄 .

Теорема 3.1 ставит в соответствие каждой задаче максимизации степенной

полезности в экспоненциальной модели Леви задачу нахождения эталонного
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портфеля в другой экспоненциальной модели Леви. Результат теоремы 3.1

дополняет следующее утверждение, говорящее о том, что это соответствие

взаимно-однозначное. Для формулировки результата введем следующие обо-

значения. Пусть 𝒬 есть множество триплетов, задающих немонотонный про-

цесс Леви, а 𝒬𝑝 есть такое подмножество 𝒬 , что для триплета выполнено∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 <∞ . Разумеется, 𝒬𝑝 = 𝒬 при 𝑝 < 0 .

Теорема 3.2. Отображение из теоремы 3.1, которое триплету (𝑏, 𝑐, 𝜈)

из 𝒬𝑝 по формулам (3.5) ставит в соответствие триплет (𝑏′, 𝑐′, 𝜈 ′) из

𝒬 , является взаимно-однозначным между 𝒬𝑝 и 𝒬 .

Напомним (теорема 2.1), что для процесса 1/ℰ(𝑦*𝐿) по мере 𝑄 существу-

ют 3 возможности:

1. 1/ℰ(𝑦*𝐿) есть процесс плотности эквивалентной мартингальной меры

относительно 𝑄 .

2. 1/ℰ(𝑦*𝐿) является мартингалом, но не является эквивалентной 𝜎 -

мартингальной плотностью.

3. 1/ℰ(𝑦*𝐿) есть супермартингал, но не локальный мартингал по мере 𝑄 .

Классификация этих трех случае в терминах триплета (𝑏′, 𝑐′, 𝜈 ′) имеется в

указанной теореме.

Напомним также, что если лог-оптимальный портфель по мере 𝑄 суще-

ствует, то 1/ℰ(𝑦*𝐿) есть решение двойственной задачи к задаче максимиза-

ции логарифмической полезности по мере 𝑄 .

С помощью формулы (3.3) из теоремы 3.1 вытекает следующий результат.

Следствие 3.1. При 𝑦 = 1 решение 𝑌 * задачи (1.3), двойственной к

задаче максимизации степенной полезности (3.1), имеет вид

𝑌 * =
𝑍

ℰ(𝑦*𝐿)
,
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где 𝑍 - процесс плотности меры 𝑄 из теоремы 3.1 относительно меры

𝑃 . В частности, если процесс 1/ℰ(𝑦*𝐿) является мартингалом по мере 𝑄

и, следовательно, процессом плотности некой меры относительно 𝑄 , то

𝑌 * есть процесс плотности этой же меры относительно 𝑃 .

3.2 Доказательства

Очертим план основной части доказательства теоремы 3.1.

1. Из конечности 𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 следует конечность

∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 . Далее будем ис-

пользовать именно это предположение. Для 𝑝 < 0 𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 конечно

всегда.

2. Построение константы 𝑦* . Доказательство того, что она однозначно

определяется из триплета 𝐿 .

3. Параметры Гирсанова 𝛽 = 𝑝𝑦*, 𝑌 = (1 + 𝑦*𝑥)𝑝 корректно определяют

меру 𝑄 . Помимо этого, мы покажем, что по мере 𝑄 𝐿 является про-

цессом Леви и задает эталонный портфель ℰ(𝑦*𝐿) по этой мере. Он же

решает задачу степенной полезности относительно исходной меры 𝑃 .

Сначала введем некоторые обозначения и отметим важные моменты об-

щего характера. Как и в предыдущей главе, зададим множество C = {𝑝 :

𝜈{𝑥 : (1 + 𝑝𝑥) < 0} = 0} . Когда у 𝐿 нет скачков, то C есть вся прямая. Ко-

гда скачки ограничены, обозначим через [𝜆, 𝛾] минимальный отрезок (либо

точку), содержащий 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) . В случае наличия неограниченных скачков это

будет полупрямая [𝜆, 𝛾), 𝛾 = +∞ .

По предложению 1.7 немонотонность процесса 𝐿 эквивалентна всем стан-

дартным условиям отсутствия арбитража в рассматриваемой экспоненци-

альной модели Леви, поэтому для задачи (3.1) о максимизации степенной

полезности применимо предложение 1.8 , согласно которому решение 𝑋*

этой задачи существует и единственно. Более того, из него следует, что
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𝑋*
𝑇 > 0 п.н., откуда 𝑃 (inf𝑡≤𝑇 𝑋

*
𝑡 > 0) = 1 ввиду отсутствия арбитража. Зна-

чит, в задаче (3.1) достаточно рассматривать процессы 𝑋 , удовлетворяющие

𝑃 (inf𝑡≤𝑇 𝑋𝑡 > 0) = 1 . Для таких 𝑋 удобнее пользоваться другим представ-

лением. А именно, так как 𝑋 = 1 + ̃︀𝐻 · 𝑆 , то, полагая 𝐻 = ( ̃︀𝐻𝑆−)/𝑋− ,

получим

1 +𝑋−𝐻 · 𝐿 = 1 + ̃︀𝐻𝑆− · 𝐿 = 1 + ̃︀𝐻 · 𝑆 = 𝑋.

Значит, 𝑋 представим в виде

𝑋 = ℰ(𝐻 · 𝐿). (3.6)

Верно и обратное: если 𝑋 представим в виде (3.6) и 𝑋 > 0, 𝑋− > 0 , то

𝑋 ∈ 𝒳 . При этом 𝐻𝑡 ∈ C 𝑑𝑃𝑑𝑡 п.в. Доказательство этого факта проведено

в лемме 2.1.

Следующая лемма включает в себя пункт 1 из плана доказательства.

Лемма 3.1. Для случая 0 < 𝑝 < 1 справедливо следующее:

1. Из условия 𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 <∞ следует∫︁

𝑥>1

𝑥𝑝𝑑𝜈 <∞. (3.7)

2. Если выполнено (3.7) и 𝑋 = ℰ(𝑦𝐿) , где 𝑦 ∈ C , то 𝐸𝑋𝑝
𝑇 <∞ .

Доказательство. Докажем первую часть леммы. Если у нас скачки огра-

ничены сверху, то конечность интеграла в (3.7) следует по определению меры

Леви. В случае наличия неограниченных сверху скачков возьмем произволь-

ное 𝑦 > 0 из C . Пусть процесс времени задается как 𝐺𝑡 = 𝑡 , а через 𝜇𝐿

обозначим меру скачков процесса 𝐿 . Преобразуем ℰ(𝑦𝐿)𝑝 с помощью фор-

мулы Ито для 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 :

ℰ(𝑦𝐿)𝑝 = ℰ(𝑝𝑦𝐿+
𝑝(𝑝− 1)

2
𝑦2𝑐 ·𝐺+ [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1 − 𝑝𝑦𝑥] * (𝜇𝐿))

= ℰ(𝑝𝑦𝑏 ·𝐺+ 𝑝𝑦 ·𝐵 +
𝑝(𝑝− 1)

2
𝑦2𝑐 ·𝐺+ 𝑝𝑦ℎ * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)

+ [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1 − 𝑝𝑦ℎ]1|𝑥|≤1 * (𝜇𝐿) + [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿)).

= ℰ(𝐷 + 𝐴) = ℰ(𝐷)ℰ(𝐴),
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где 𝐴𝑡 = [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿)𝑡 , а 𝐷𝑡 есть сумма остальных слагае-

мых. Более того, процессы 𝐴 и 𝐷 независимы. Так как по предположению

𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 <∞ , то 𝐸ℰ(𝐴𝑇 ) <∞ . Но 𝐸ℰ(𝐴)𝑇 = 𝐸(1+ℰ(𝐴−)·𝐴𝑇 ) ≥ 𝐸(1+𝐴𝑇 ) ,

откуда 𝐸𝐴𝑇 <∞ . Таким образом, процесс [(1+𝑦𝑥)𝑝−1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿) интегри-

руем и имеет компенсатор [(1+𝑦𝑥)𝑝−1]1𝑥>1*(𝜈𝐿) . Отсюда следует сходимость∫︀
𝑥>1[(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1]𝑑𝜈 , что эквивалентно конечности

∫︀
𝑥>1 𝑥

𝑝𝑑𝜈 .

Докажем вторую часть, пускай конечен интеграл (3.7). Опять сделаем

разложение по формуле Ито. В силу предположения, процесс 𝐴 интегрируем.

Так как мера Леви интегрирует 𝑥2 в окрестности 0, то процесс [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 −

1− 𝑝𝑦ℎ]1|𝑥|≤1 * (𝜇𝐿)𝑡 также интегрируем. Добавляя и вычитая компенсаторы

этих двух слагаемых, получаем:

ℰ(𝑦𝐿)𝑝 = ℰ(𝑝𝑦 ·𝐵 + ((1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1) * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) +𝜙𝑝(𝑦) ·𝐺) = 𝑍 exp(𝜙𝑝(𝑦) ·𝐺),

где 𝜙𝑝(𝑦) = 𝑝𝑦𝑏 + 𝑝(𝑝−1)
2 𝑦2𝑐 + [(1 + 𝑦𝑥)𝑝 − 1 − 𝑝𝑦ℎ] * 𝜈 . Нетрудно видеть, что

согласно предложению 1.6 процесс 𝑍𝑡 = ℰ(𝑝𝑦·𝐵+((1+𝑦𝑥)𝑝−1)*(𝜇𝐿−𝜈𝐿))𝑡 яв-

ляется равномерно интегрируемым мартингалом, следовательно, задает про-

цесс плотности некоторой эквивалентной меры. Параметры Гирсанова при

этом имеют вид 𝛽 = 𝑝𝑦, 𝑌 (𝑥) = (1 + 𝑦𝑥)𝑝 . Отсюда получаем 𝐸ℰ(𝑦𝐿)𝑝𝑇 =

exp(𝑇𝜙𝑝(𝑦)) <∞ , что и требовалось показать. 2

Разложение Ито, которое мы сделали в лемме для некоторой константы

𝑦 ∈ C , можно точно так же провести и для случая 𝑝 < 0 с лишь той ого-

воркой, что 𝑦𝐿 не должно иметь скачков величины −1 с положительной

вероятностью. Это может случиться лишь в граничных точках C , и тогда

𝐸𝑈(ℰ(𝑦𝐿)𝑇 ) = −∞ , а значит 𝑦 заведомо не определяет эталонный порт-

фель.

Начиная с этого момента предполагаем, что выполнено условие (3.7).

Теперь проведем некоторые наводящие рассуждения, объясняющие выбор

меры 𝑄 и построение константы 𝑦* . Основная часть этих выкладок будет

использована в пункте 3 доказательства.
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Запишем известное неравенство для вогнутых функций, примененное к

𝑈(𝑥) = 𝑥𝑝/𝑝 и случайным величинам 𝑋*
𝑇 , 𝑋𝑇 , где 𝑋,𝑋* ∈ 𝒳 строго поло-

жительны:

𝑈(𝑋𝑇 ) ≤ 𝑈(𝑋*
𝑇 ) + (𝑋𝑇 −𝑋*

𝑇 )𝑈 ′(𝑋*
𝑇 ). (3.8)

Из этой формулы видно, что если для любого 𝑋 ∈ 𝒳 𝐸𝑃 (𝑋−𝑋*)𝑈 ′(𝑋*) ≤ 0 ,

то тогда 𝑋* будет являться оптимальным портфелем для меры 𝑃 . Пре-

образуем данное слагаемое, предполагая, что 𝑋* = ℰ(𝑦*𝐿) для некоторой

константы 𝑦* :

(𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 )𝑈 ′(𝑋*

𝑇 ) = (𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 )(𝑋*

𝑇 )𝑝−1 = (
𝑋𝑇

𝑋*
𝑇

− 1)ℰ(𝑦*𝐿)𝑝𝑇 . (3.9)

Как мы убедились во второй части леммы 3.1, ℰ(𝑦*𝐿)𝑝𝑡 = 𝑍𝑡ℰ(𝑡𝜙𝑝(𝑦
*)) , где

𝑍𝑡 задает процесс плотности перехода к новой мере с параметрами Гирсанова

𝛽 = 𝑝𝑦*, 𝑌 = (1 + 𝑦*𝑥)𝑝 . Если ℰ(𝑦*𝐿) задает эталонный портфель относи-

тельно меры 𝑄 , то тогда

𝐸𝑃 (
𝑋𝑇

𝑋*
𝑇

− 1)𝑍𝑇 exp(𝑇𝜙𝑝(𝑦
*)) = exp(𝑇𝜙𝑝(𝑦

*))𝐸𝑄(
𝑋𝑇

𝑋*
𝑇

− 1) ≤ 0. (3.10)

Таким образом, если константа 𝑦* такова, что ℰ(𝑦*𝐿) есть эталонный

портфель относительно меры 𝑄 , задаваемой указанными параметрами Гир-

санова (зависящими от 𝑦* ), то этот же портфель будет оптимальным в ис-

ходной задаче по максимизации степенной полезности.

Теперь займемся пунктом 2 доказательства - поиском требуемой констан-

ты 𝑦* . Триплет (𝑏′, 𝑐′, 𝜈 ′) по предполагаемой мере 𝑄 пересчитывается через

исходный триплет по формулам (3.5). Это позволяет записать функцию 𝐹

из главы 2, определенную на C , чьи свойства использовались для решения

задачи (3.1) в логарифмическом случае:

𝐹 (𝑦) = −𝑏− 𝑐𝑝𝑦* + 𝑐𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥(1 + 𝑦*𝑥)𝑝

(1 + 𝑦𝑥)
)𝜈(𝑑𝑥)

Для нее в полной мере применимы полученные результаты. Однако поль-

зоваться ею сложно, так как она зависит от 𝑦 и 𝑦* . Нас главным образом
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интересует поведение 𝐹 в точке 𝑦* , поэтому объединим эти переменные и

введем функцию

𝐹𝑝(𝑦) = −𝑏+ 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
)𝜈(𝑑𝑥) (3.11)

Как и 𝐹 , 𝐹𝑝 определена в C . В следующей лемме мы покажем, что 𝐹𝑝

корректно определена и может принимать значения +∞ и −∞ только в

граничных точках C .

Лемма 3.2. Функция 𝐹𝑝(𝑦) корректна определена, непрерывна и моно-

тонно возрастает на C , а также конечна в (𝑀,𝑁) .

Доказательство. Доказательство во многом аналогично логарифмиче-

скому случаю, с той лишь оговоркой, что надо использовать условие (3.7).

Понятно, что слагаемое −𝑏 + 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 непрерывно и строго монотон-

но возрастает на (𝑀,𝑁 ). Оставшийся интеграл разобьем на разность двух

составляющих:

𝐼1(𝑦) =

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥

(︂
1 − 1

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝

)︂
𝜈(𝑑𝑥) =

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥((1 + 𝑦𝑥)1−𝑝 − 1)

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
𝜈(𝑑𝑥),

𝐼2(𝑦) =

∫︁
𝑥>1

𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
𝜈(𝑑𝑥).

Напомним, что из определения процесса Леви следует, что выполнено

𝜈{0} = 0,

∫︁
(𝑥2 ∧ 1)𝜈(𝑑𝑥) <∞. (3.12)

Рассмотрим интеграл 𝐼1 . Из определения C,𝑀,𝑁 следует, что для лю-

бого 𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) и ∀𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) выполнено (1 + 𝑥𝑦)1−𝑝 ≥ 𝜖0(𝑦) > 0 . То есть

при 𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜈) знаменатель подынтегрального выражения ограничен сни-

зу. Числитель же ограничен по модулю функцией 𝐾(𝑦)𝑥2 , где 𝐾(𝑦) > 0 есть

некоторая константа. Отсюда и из (3.12) следует конечность 𝐼1 для любого

𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) .

Теперь покажем конечность 𝐼2 . Если 𝑦 > 0 , то для достаточно больших

𝑥 подынтегральное выражение будет эквивалентно 𝑦𝑝−1𝑥𝑝 . Из (3.7) следует
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сходимость этого выражения. Пусть 𝑦 ≤ 0 . При 𝑀 < 0 числитель подын-

тегрального выражения в 𝐼2 ограничен 𝛾 < ∞ . Знаменатель ограничен в

силу рассуждений, проведенных для 𝐼1 . Если 𝑀 = 0 , то 𝑦 не лежит в

(𝑀,𝑁) . Таким образом мы показали, что 𝐼1 и 𝐼2 определены и конечны

для любого 𝑦 ∈ (𝑀,𝑁) . Нетрудно убедиться в том, что при возрастании 𝑦

подынтегральное выражение 𝐼1 не убывает, а в 𝐼2 не возрастает. Поэтому

по теореме о монотонной сходимости интегралы 𝐼1 и 𝐼2 будут непрерывны

и монотонны по 𝑦 на интервале (𝑀,𝑁) . Отсюда заключаем, что 𝐹𝑝(𝑦) ко-

нечна, непрерывна и монотонно возрастает по 𝑦 в (𝑀,𝑁) . Более того, 𝐹𝑝

строго возрастает в (𝑀,𝑁) , так как в противном случае получаем, что 𝜈 = 0

и 𝑐 = 0 , откуда 𝑏 = 0 , но тождественно нулевой процесс 𝐿 мы исключи-

ли из рассмотрения. Из теоремы о монотонной сходимости также вытекает

существование пределов, возможно и бесконечных, в 𝑀 и 𝑁 .

Покажем, что 𝐹𝑝 корректна определена в граничных точках. Действи-

тельно, в силу возрастания каждый из интегралов 𝐼1 и −𝐼2 в точке 𝑁 либо

конечен, либо расходится к +∞ , а в 𝑀 либо конечен, либо расходится к

−∞ . Отсюда следует требуемое. Лемма доказана. 2

С помощью этой леммы легко проверить, что для триплета, отвечающему

немонотонному процессу Леви и удовлетворяющему (3.7), существует един-

ственное 𝑦* , для которого выполнено ровно одно из соотношений

– 𝑦* есть корень уравнения 𝐹𝑝 = 0 ,

– 𝑦* = 𝑀, 𝑀 > −∞ и +∞ > 𝐹𝑝(𝑦
*) > 0 ,

– 𝑦* = 𝑁, 𝑁 < +∞ и −∞ < 𝐹𝑝(𝑦
*) < 0 .

Действительно, при отсутствии скачков или конечности 𝑀 и 𝑁 это сле-

дует из строгой монотонности 𝐹𝑝 . Пусть 𝑀 = −∞, 𝑁 < +∞ . Если упо-

мянутые выше соотношения не выполнены, то 𝐹𝑝 > 0 в C . Заметим, что

𝑀 = −∞ означает отсутствие положительных скачков, и тогда предел инте-

грала в (3.11) при 𝑦 → −∞ равен
∫︀
𝑥1𝑥<0𝜈(𝑑𝑥) . Поэтому положительность
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функции 𝐹𝑝 на C влечет 𝑐 = 0 и −𝑏 +
∫︀
𝑥1𝑥<0𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0 . Последнее озна-

чает, что процесс 𝐿 монотонный. Случай 𝑀 > −∞, 𝑁 = +∞ разбирается

аналогично.

Покажем, что предложенный вариант константы 𝑦* есть именно то, что

требуется в пункте 3 доказательства. Проведя рассуждения, аналогичные вы-

кладкам во второй части леммы 3.1, мы получим, что параметры Гирсанова

𝛽 = 𝑝𝑦*, 𝑌 (𝑥) = (1 + 𝑦*𝑥)𝑝 задают меру 𝑄 и 𝐸ℰ(𝑋*)𝑝𝑡 = exp(𝑡𝜙𝑝(𝑦
*))𝐸𝑍𝑡 <

∞ , где 𝜙𝑝 есть детерминированная функция. Отметим, что мера 𝑄 экви-

валентна 𝑃 , для чего достаточно проверить, что 𝜈{1 + 𝑦*𝑥 = 0} = 0 . Ес-

ли 𝑦* лежит внутри C , то это очевидно. Если же 𝑦* = 𝑀 или 𝑦* = 𝑁 ,

то предположение 𝜈{1 + 𝑦*𝑥 = 0} > 0 ведет к расходимости интеграла в

определении 𝐹𝑝 . Новый триплет (3.5) является детерминированным, откуда

следует, что 𝐿 по мере 𝑄 останется процессом Леви. Поскольку меры 𝑃

и 𝑄 эквивалентны, то 𝐿 относительно 𝑄 будет также немонотонным. Это,

впрочем, легко проверить из вида триплета (3.5). Нетрудно понять, что если

𝐹𝑝 в точке 𝑦* удовлетворяет какому-то из трех вышеупомянутых условий,

то для функции 𝐹 оно также выполнено, отсюда по результатам главы 2

следует, что данный 𝑦* определит решение для задачи логарифмической по-

лезности в мере 𝑄 . Осталось показать, что ℰ(𝑦*𝐿) решает и исходную задачу

степенной полезности. Для построенной меры 𝑄 мы снова можем записать

соотношения (3.8), (3.9), (3.10). Так как 𝐸ℰ(𝑋*)𝑝𝑇 = exp(𝑇𝜙𝑝(𝑦
*))𝐸𝑍𝑇 <∞ ,

то математические ожидания обоих слагаемых в правой части (3.8) конечны.

Это означает, что в (3.8) и (3.9) мы можем добавить знаки математическо-

го ожидания. Применим (3.10) к (3.8), отсюда и следует требуемое. Пункт 3

доказательства завершен.

Из наших рассуждений с учетом леммы 3.1 следует эквивалентность усло-

вий (3.7) и 𝐸(𝑋*
𝑇 )𝑝 <∞ . Это завершает доказательство теоремы 3.1.

Отметим, что условие, которое предполагалось при решении задачи мак-

симизации степенной полезности в [44] и других работах для экспоненциаль-
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ной модели Леви, состоит в том, что у 𝐹 есть корень. Как мы видим, при

нашем подходе данное условие не требуется.

Доказательство теоремы 3.2. Рассмотрим отображение, которое три-

плету (𝑏, 𝑐, 𝜈) из 𝒬𝑝 ставит в соответствие триплет (𝑏′, 𝑐′, 𝜈 ′) из 𝒬 по фор-

мулам (3.5) с константой 𝑦* , определяемой в теореме 3.1. Нам требуется по-

казать, что у каждого элемента из 𝒬 есть ровно один прообраз из 𝒬𝑝 .

Пусть у нас есть триплет (𝑏′, 𝑐′, 𝜈 ′) из 𝒬 . В главе 2 было доказано, что

существует единственная константа 𝑧* , для которой ℰ(𝑧*𝐿) есть эталонный

портфель по мере 𝑄 . Рассмотрим меру 𝑃 , которая получается из 𝑄 преоб-

разованием с параметрами Гирсанова (𝛽′, 𝑌 ′) = (−𝑝𝑧*, (1 + 𝑥𝑧*)−𝑝) . В силу

предложения 1.6 она существует и по ней триплет характеристик процесса

𝐿 является детерминированным и однородным, т.е. имеет вид (3.4) с неко-

торыми (𝑏, 𝑐, 𝜈) . Пользуясь явным видом для выражения (𝑏, 𝑐, 𝜈) из предло-

жения 1.6, нетрудно убедиться, что (𝑏, 𝑐, 𝜈) ∈ 𝒬𝑝 и для него константа 𝑦* из

теоремы 3.1 совпадает с 𝑧* . Значит, образом меры 𝑃 при рассматриваемом

отображении является 𝑄 . Если для произвольной меры 𝑃 мы построим ме-

ру 𝑄 как в теореме 3.1, то для нее 𝑦* определяет эталонный портфель, то

есть совпадает с 𝑧* . Отсюда следует единственность прообраза. 2

В дополнение к двум теоремам приведем классификацию решений двой-

ственной задачи в случае степенной полезности, аналогичную тому, что было

сделано в теореме 2.1. Для этого введем параметры 𝑃1 и 𝑃2 , аналогичные

𝐹1 и 𝐹2 :

𝑃1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐(1 − 𝑝)𝑁 − 𝑏+

∫︀
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1+𝑁𝑥)1−𝑝 )𝜈(𝑑𝑥), 𝑁 <∞,

lim
𝑦→+∞

𝑐(1 − 𝑝)𝑦 − 𝑏+
∫︀

(ℎ(𝑥) − 𝑥
(1+𝑦𝑥)1−𝑝 )𝜈(𝑑𝑥), 𝑁 = +∞;

𝑃2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐(1 − 𝑝)𝑀 − 𝑏+

∫︀
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1+𝑀𝑥)1−𝑝 )𝜈(𝑑𝑥), 𝑀 > −∞,

lim
𝑦→−∞

𝑐(1 − 𝑝)𝑦 − 𝑏+
∫︀

(ℎ(𝑥) − 𝑥
(1+𝑦𝑥)1−𝑝 )𝜈(𝑑𝑥), 𝑀 = −∞;

При подсчете значений этих выражений пользуемся правилами: 0 · ∞ =

0, 1/∞ = 0, 1/0 = ∞ .
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Теорема 3.3. В экспоненциальной модели Леви на конечном интервале

времени [0, 𝑇 ] для решения двойственной задачи к (3.1) 𝑌 * справедливо

следующее.

1. 𝑌 * задает EMM при выполнении одного из условий

(i)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0 и

𝑃1 ≥ 0, при 𝑁 < +∞,

𝑃1 > 0, при 𝑁 = +∞;

(ii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) = 0;

(iii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0 и

𝑃2 ≤ 0, при 𝑀 > −∞,

𝑃2 < 0, при 𝑀 = −∞.

2. 𝑌 * есть мартингал, но не процесс плотности EMM, когда выполнено

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0,

𝑀 = 0.

3. 𝑌 * есть супермартингал, но не мартингал, когда имеет место одно

из двух нижеследующих условий:

(i)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) > 0,

𝑃1 < 0 и 𝑁 < +∞;

64



(ii)

𝑏+

∫︁
𝑥>1

𝑥𝜈(𝑑𝑥) < 0,

𝑃2 > 0 и −∞ < 𝑀 < 0.

Рассмотрим пример, аналогичный примеру 2.1 для логарифмического слу-

чая.

Пример 3.1. Рассмотрим пример, когда у процесса Леви 𝐿 нет скачков,

тогда 𝐿𝑡 = 𝑏𝑡 +
√
𝑐𝐵𝑡 . В случае 𝑐 = 0 𝐿 будет монотонным, а при 𝑐 ̸= 0

уравнение

𝐹𝑝(𝑦) = 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 − 𝑏 = 0

имеет корень 𝑦* = 𝑏/(𝑐(1 − 𝑝)) . Поэтому оптимальный портфель имеет вид

𝑋*
𝑡 = ℰ(

𝑏

𝑐(1 − 𝑝)
𝐿𝑡).

Из следствия 3.1 и формулы для 𝑍 в лемме 3.1 получаем, что решение двой-

ственной задачи для 𝑌0 = 1 есть

𝑌 *
𝑡 = 𝑦0

ℰ( 𝑏𝑝
𝑐(1−𝑝)𝐵𝑡)

ℰ( 𝑏
𝑐(1−𝑝)𝐿𝑡)

,

и оно является процессом плотности EMM. Напомним, что в логарифмиче-

ском случае решения основной и двойственной задач для такого же 𝐿 имели

вид 𝑋* = ℰ(𝑏𝑐𝐿𝑡), 𝑌
* = 1/ℰ(𝑏𝑐𝐿𝑡) .

3.3 Сравнение логарифмической полезности и

степенной полезности при различных 𝑝 для

одного процесса Леви 𝐿

В нашей основной задаче (1.2) рассмотрим два случая: 𝑈(𝑥) = ln𝑥 и 𝑈(𝑥) =

𝑥𝑝, 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 .
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Основной вопрос, который мы хотим решить — для каких функций полез-

ности 𝑈 решение двойственной задачи соответствует EMM, а для каких —

нет. В предыдущих рассуждениях мы вывели, что в логарифмическом случае

это эквивалентно тому, что есть корень у функции

𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏+

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)
)𝜈(𝑑𝑥).

Степенной случай, как мы убедились, можно свести к логарифмическому, и

соответствующая функция 𝐹𝑝 имеет похожий вид:

𝐹𝑝(𝑦) = −𝑏+ 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
)𝜈(𝑑𝑥). (3.13)

Выделим общие свойства этих функций:

Функции 𝐹 и 𝐹𝑝(𝑦) корректно определены, непрерывны и монотонно воз-

растают на C , а также конечны в (𝑀,𝑁) .

Несмотря на то, что мы рассматриваем только 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 , для 𝑝 = 0

𝐹0(𝑦) = 𝐹 (𝑦) , и в дальнейшем считаем 𝐹0 = 𝐹 . При этом для 𝑝 -полезности

еще требуется условие ∫︁
𝑥>1

𝑥𝑝𝑑𝜈 <∞.

Как мы видим, если для какого-то 𝑝 этот интеграл сходится, то он сходится

и для любого меньшего 𝑝 . Значит, справедливо

Утверждение 3.1. Если для какого-то процесса Леви 𝐿 и 𝑝1 < 1

существует единственное решение у соответствующей задачи максими-

зации степенной полезности, то для любого 𝑝 < 𝑝1 задача степенной по-

лезности с 𝑝 также имеет единственное решение.

Посмотрим теперь на характер функций 𝐹𝑝(𝑦) в зависимости от 𝑝 . Если

𝑝1 < 𝑝2 , то для любого 𝑦 ∈ C выполнено

𝑐(1 − 𝑝1)𝑦 ≥ 𝑐(1 − 𝑝2)𝑦, 𝑦 > 0,

− 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝1
≥ − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝2
, 𝑦 > 0.
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Аналогично мы можем записать

𝑐(1 − 𝑝1)𝑦 ≤ 𝑐(1 − 𝑝2)𝑦, 𝑦 < 0

− 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝1
≤ − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝2
, 𝑦 < 0.

Отсюда для 𝑝1 < 𝑝2

𝐹𝑝1(𝑦) ≥ 𝐹𝑝2(𝑦), 𝑦 > 0.

𝐹𝑝1(𝑦) ≤ 𝐹𝑝2(𝑦), 𝑦 < 0.

За исключением тривиального случая 𝑐 = 0 и 𝜈{R} = 0 данные неравенства

являются строгими. Помимо этого всегда верно

𝐹𝑝1(0) = 𝐹𝑝2(0).

Это позволяет понять вид функций 𝐹𝑝(𝑦) в зависимости от 𝑝 .

Нетрудно видеть, что для 𝑝1 < 𝑝2 всегда выполнено

𝐹𝑝1(𝑁) ≥ 𝐹𝑝2(𝑁),

𝐹𝑝1(𝑀) ≤ 𝐹𝑝2(𝑀).

Это иначе можно записать как

𝐹𝑝1(𝑀) ≤ 𝐹𝑝2(𝑀) ≤ 𝐹𝑝2(𝑁) ≤ 𝐹𝑝1(𝑁).

Диапазон принимаемых значений в C у 𝐹𝑝1 больше, чем у 𝐹𝑝2 . Если в C

есть корень у 𝐹𝑝2 , то у 𝐹𝑝1 также есть корень. Если же в C корня у 𝐹𝑝1 нет,

то у 𝐹𝑝2 также нет корней в C .

Отсюда нетрудно получить следующие утверждения.

Утверждение 3.2. Если для какого-то процесса Леви 𝐿 и 𝑝1 < 1

решение двойственной задачи является 𝐸𝑀𝑀 , то для любого 𝑝 < 𝑝1 ре-

шение двойственной задачи также является 𝐸𝑀𝑀 .
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Утверждение 3.3. Если для какого-то процесса Леви 𝐿 и 𝑝1 < 1

решение двойственной задачи не является 𝐸𝑀𝑀 , то для любого 𝑝 > 𝑝1

решение двойственной задачи также не является 𝐸𝑀𝑀 .

Аналогичным образом, используя монотонность функций, можно запи-

сать следующее утверждение.

Утверждение 3.4. Если для какого-то процесса Леви 𝐿 и 𝑝1 < 1

решение задачи максимизации степенной полезности достигается на 𝑀

или 𝑁 , то для любого 𝑝 > 𝑝1 решение задачи максимизации степенной

полезности для 𝑝 также достигается соответственно на 𝑀 или 𝑁 .

Следующий график демонстрирует вид функции 𝐹𝑝 для различных 𝑝 .

𝑦

𝐹𝑝(𝑦)

𝑝1 < 𝑝2

𝑝2

𝑝1

Посмотрим, при каких 𝑝 у функции 𝐹𝑝 отсутствует корень в C , в этом

случае решение двойственной задачи не задает EMM. Нетрудно видеть, что

для любого 𝑦 функция 𝐹𝑦(𝑝) = 𝐹𝑝(𝑦) монотонна по 𝑝 .

Чтобы понять, когда для любого 𝑝 < 1 и любого 𝑦 ∈ C 𝐹𝑝(𝑦) ̸= 0 , нам

удобно разбить все возможные случаи на две группы: 𝐹𝑝(0) > 0 и 𝐹𝑝(0) < 0 .

Значение 𝑝 не важно, так как для любых 𝑝1 < 1, 𝑝2 < 1 𝐹𝑝1(0) = 𝐹𝑝2(0) .

Если же 𝐹𝑝(0) = 0 , то понятно, что решение соответствующей двойственной

задачи задает EMM.

Для начала рассмотрим случай 𝐹𝑝(0) < 0 . Из свойств функции 𝐹 следу-

ет, что если 𝑁 <∞ и значение 𝐹 (𝑁) ≥ 0 , либо 𝑁 = +∞ и lim𝑦→𝑁 𝐹 (𝑦) >
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0 , то тогда у функции 𝐹 в силу непрерывности и монотонности есть корень

в C . Когда же ни одно из указанных условий не выполнено, то корня в C

нет и мы получаем две возможные ситуации:

𝑁 <∞, и 𝐹 (𝑁) < 0;

𝑁 = +∞, и lim
𝑦→𝑁

𝐹 (𝑦) ≤ 0. (3.14)

Выясним, когда одно из этих двух соотношений выполнено для функции 𝐹𝑝

при любом 𝑝 < 1 .

Из формулы (3.13) следует, что при 𝑐 ̸= 0 выражение 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 → +∞

при 𝑝 → −∞ для 𝑦 > 0 , а C заведомо содержит интервал (0, 1) . Интеграл

в (3.13) конечен и не убывает по 𝑝 . Значит, если 𝑐 > 0 , то для некоторого

𝑦 ∈ (0, 1) и 𝑝 значение 𝐹𝑝 в 𝑦 окажется больше нуля, и тогда (3.14) не будет

выполнено. Следовательно, в случае (3.14) 𝑐 = 0 .

Покажем, что отрицательных скачков быть не может. Предположим про-

тивное — 𝜈(−1, 0) ̸= 0 . Тогда 𝑁 < ∞ и мы можем рассматривать значение

𝐹𝑝(𝑁) . В силу монотонности 𝐹𝑝 оно может либо принимать значение +∞ ,

либо быть конечным. Если для какого-то 𝑝 оно равно +∞ , то корень внут-

ри C есть. Если же для любого 𝑝 оно конечно, то тогда рассмотрим подын-

тегральное выражение − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
в (3.13) и его интеграл от −1 до 0.

Нетрудно видеть, что при 𝑦 > 0 в рассматриваемом интеграле 0 < 1+𝑦𝑥 < 1

п.н., а значение − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
→ +∞, 𝑝 → −∞ . Соответствующий интеграл

также расходится к +∞ , значит 𝐹𝑝(𝑁) → +∞, 𝑝→ −∞ и для какого-то 𝑝

у 𝐹𝑝 будет корень внутри C . Получаем, что отрицательных скачков быть не

может.

Отсутствие отрицательных скачков влечет 𝑁 = +∞ . Нетрудно видеть,

что при 𝑦 > 0 интеграл
∫︀
𝑥>0−

𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
𝑑𝑥 → 0, 𝑝 → −∞ . Тогда для

любого 𝑦 > 0 𝐹 (𝑦) → −𝑏 +
∫︀
0<𝑥≤1 ℎ(𝑥)𝜈(𝑑𝑥), 𝑝 → +∞ . Таким образом,

условие (3.14) принимает вид

𝑐 = 0, 𝜈(−1, 0) = 0, −𝑏+

∫︁
0<𝑥≤1

ℎ(𝑥)𝜈(𝑑𝑥) ≤ 0.
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Это есть условие монотонного неубывания процесса 𝐿 . Рассматривая ана-

логичным образом случай 𝐹𝑝(0) > 0 , мы получим условие на монотонное

невозрастание процесса 𝐿 . Отсюда следует

Утверждение 3.5. Среди рассматриваемых процессов Леви 𝐿 , что

являются немонотонными, всегда существует такое 𝑝1 < 1 , что для лю-

бого 𝑝 < 𝑝1 в соответствующей задаче максимизации полезности решение

задается корнем функции 𝐹𝑝 , а решение двойственной задачи есть EMM.
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Глава 4

Экспоненциальная

полезность в модели Леви

В этой главе мы рассматриваем задачу о максимизации экспоненциальной

полезности. Логарифмическая, степенная и экспоненциальная функции об-

разуют класс так называемых HARA-полезностей, который характеризуется

тем, что −𝑈 ′′(𝑥)/𝑈 ′(𝑥) = 1/(𝑎𝑥 + 𝑏) , где 𝑈(𝑥) есть функция полезности, а

𝑎 и 𝑏 являются константами. Для этих трех случаев возможно применение

схожих подходов к решению.

Проблематика максимизации полезности существенно разнится в зависи-

мости от того, когда функция 𝑈(𝑥) конечна на положительной полупрямой,

или конечна на всей прямой. В первом случае есть естественное ограниче-

ние на класс стратегий с целью исключить слишком рискованные — про-

цесс капитала должен быть неотрицательным, иначе ожидаемая полезность

равна −∞ . Во втором случае, когда функция полезности конечна на всей

прямой, такого естественного ограничения, исключающего слишком риско-

ванные стратегии, нет. Если рассмотреть класс стратегий, процесс капитала

которых ограничен снизу, то, как правило, оптимальной стратегии в этом

классе не существует. Если же предположить, что ограничений совсем нет,

то в подавляющем большинстве случаев задача становится вырожденной и
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полезность становится равной sup𝑥∈R 𝑈(𝑥) . Для экспоненциальной функции

полезности мы эту ситуацию подробно рассмотрим. Для того, чтобы полу-

чить более содержательный ответ, нужно каким-то образом расширить класс

стратегий так, чтобы он включал в себя оптимальную и при этом задача не

становилась бы вырожденной. Этому вопросу посвящена значительная лите-

ратура [18, 23, 42, 59, 60].

В модели Леви основная задача исследовалась в [44], где предполагалось

ограниченность капиталов снизу. Двойственная задача, которая в этом случае

по сути совпадает с задачей минимизации энтропии по множеству мартин-

гальных мер, изучалась в работах [27, 34]. Оптимальное решение основной

задачи в одномерной модели состоит в том, чтобы держать определенное

количество капитала в рисковом активе. Но процессы капиталов таких стра-

тегий не всегда ограничены снизу, и даже не всегда могут быть приближены

процессами капиталов, ограниченных снизу. Ввиду этого в [44] задача реша-

ется не для всех немонотонных процессов Леви. В данной главе мы выберем

такой класс стратегий, что его определение будет едино для всех немонотон-

ных процессов Леви. В этом классе стратегий задача имеет решение. Процес-

сы Леви предполагаются только немонотонными, других ограничений нет.

Рассуждения удается проводить аналогично тому, как это было сделано в

предыдущих главах. Потом мы приведем решение двойственной задачи, со-

ответствующее результатам [27, 34].

Как в логарифмическом и степенном случае, мы предполагаем, что про-

цесс цены акции есть стохастическая экспонента процесса Леви:

𝑆 = ℰ(𝐿) , где ∆𝐿 > −1, 𝐿 ̸≡ 0.

Процесс капитала инвестора имеет вид

𝑋𝑡 = 𝑥+

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑢𝑑𝑆𝑢, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

где 𝐻 есть некоторый предсказуемый процесс, интегрируемый по 𝑆 , а 𝑥

есть начальный капитал инвестора. Так как 𝑑𝑆 = 𝑆−𝑑𝐿 , то процесс капитала
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можно рассматривать как

𝑋𝑡 = 𝑥+

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑠𝑑𝐿𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Множество процессов капитала при отсутствии каких-либо ограничений име-

ет вид

𝒳 (𝑥) = {𝑋 : 𝑋 = 𝑥+𝐻 · 𝐿, 𝐻 предсказуем и интегрируем по 𝐿}. (4.1)

Задача инвестора — в зависимости от начального капитала 𝑥 максими-

зировать ожидаемую экспоненциальную полезность в конечный момент вре-

мени 𝑇 :

𝑢(𝑥) = sup
𝑋∈𝒳 (𝑥)

𝐸[1 − exp(−𝑋𝑇 )]. (4.2)

4.1 Случай всевозможных капиталов

Сначала рассмотрим эту задачу в общем случае, не предполагая каких-либо

дополнительных ограничений на 𝒳 (𝑥) . Ответ будет зависеть от того, какой

вид имеет процесс Леви. В случае 0 <
∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝑑𝜈 < ∞ будем считать сносом

𝐿 величину 𝑏 −
∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝑑𝜈 . Поделим все случаи для 𝐿 на 3 категории, ими

исчерпываются все возможные виды процессов Леви:

1. Процесс 𝐿 имеет бесконечное число скачков из интервала (−1, 1) (то

есть,
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 = ∞ ), либо имеется гауссовская составляющая.

2. Процесс не принадлежит к предыдущей категории, но имеет ненулевой

снос (то есть
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 <∞, 𝑐 = 0, 𝑏−

∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝑑𝜈 ̸= 0 ).

3. Все оставшиеся виды процессов, то есть составные пуассоновские про-

цессы. При этом 𝐿 имеет конечное число скачков на [0, 𝑇 ] , броуновская

составляющая и снос отсутствуют (
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 <∞, 𝑐 = 0, 𝑏−

∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝑑𝜈 =

0 ).
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Случай 1.

Без ограничения общности можно положить 𝑇 = 1 . Разобьем интервал

[0, 𝑇 ] с помощью точек 𝑡1 = 1−1 = 0, 𝑡2 = 1−1/2 = 1/2, 𝑡3 = 1−1/22, ... То-

гда для 𝑡𝑛 выполнено 𝑡𝑛+1− 𝑡𝑛 = 1/2𝑛 . Обозначим 𝑇𝑛 = [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) и положим

𝐻 = 𝐾𝑛 на этих интервалах, где 𝐾𝑛 являются некоторыми константами,

которые мы определим позднее. Пусть 𝑌𝑛 =
∫︀ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛
𝐻𝑠𝑑𝐿𝑠 = 𝐾𝑛(𝐿𝑡𝑛+1

− 𝐿𝑡𝑛)
𝑑
=

𝐾𝑛𝐿𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 = 𝐾𝑛𝐿
𝑛 . Из теоремы 27.4 [57] следует, что для процессов Ле-

ви, которые мы рассматриваем в данном случае, распределение 𝐿𝑛 является

непрерывным и иметь атомов не может. Зафиксируем 𝑐0 = 1 и для любого 𝑛

подберем такое 𝐾𝑛 ≥ 2𝑛 , что 𝑃 (|𝑌𝑛| ≥ 𝑐0) ≥ 1/2 . Так как ряд
∑︀
𝑃 (|𝑌𝑛| ≥ 𝑐0)

расходится, то из теоремы Колмогорова о трех рядах следует расходимость

ряда
∑︀
𝑌𝑛 . По закону 0-1 он расходится п.н.

Далее покажем, что при 𝑛 → +∞ сумма ̃︀𝑌𝑛 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 может прини-

мать сколь угодно большие значения. Так как длины интервалов равны 1/2𝑛

и 𝐿 ̸≡ 0 , то по определению 𝐻 дисперсии 𝑌𝑛 не меньше 𝑑1 = DL1 , где

𝑑1 > 0 . Рассмотрим событие 𝐴𝑁 = {∃𝑚1,𝑚2 : |
∑︀𝑚2

𝑖=𝑚1
𝑌𝑖| ≥ 2𝑁} для про-

извольного 𝑁 ≥ 0 . По сути оно означает, что у сумм ̃︀𝑌𝑛 за определенный

период времени произойдет колебание больше, чем 2𝑁 . Так как дисперсии

𝑌𝑛 либо равны +∞ , либо не меньше 𝑑1 , то нетрудно понять, что данное со-

бытие происходит с некоторой положительной вероятностью. Помимо этого,

оно является “хвостовым” и по закону 0-1 происходит с вероятностью 1. Из

определения 𝐴𝑁 мы видим, что для указанных 𝑚1 и 𝑚2 либо |̃︀𝑌𝑚1
| ≥ 𝑁 ,

либо |̃︀𝑌𝑚2
| ≥ 𝑁 . Так как 𝑁 произвольное, то получаем, что ̃︀𝑌𝑛 п.н. прини-

мает сколь угодно большие по модулю значения. Рассмотрим также событие

lim sup𝑛→∞
̃︀𝑌𝑛 < ∞ . По закону 0-1 оно может происходить либо с вероятно-

стью 1, либо с нулевой вероятностью. Если вероятность 0, то тогда ̃︀𝑌𝑛 п.н.

принимает сколь угодно большие значения. Если вероятность 1, то тогда ̃︀𝑌𝑛
п.н. принимает сколь угодно большие по модулю отрицательные значения, и

тогда, меняя знак у 𝐻 , можно добиться того, что ̃︀𝑌𝑛 п.н. принимает сколь
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угодно большие значения. Остановим последовательность сумм 𝑌𝑖 в момент

достижения значения 𝑛 , для этого введем процесс капитала 𝑋𝑛 = 𝑥+𝐻𝑛 ·𝐿 ,

где 𝐻𝑛
𝑡 = 𝐻1(𝑡 ≤ 𝜏𝑛), 𝜏𝑛 = inf{𝑡𝑚 : ̃︀𝑌𝑚 ≥ 𝑛} . Тогда (𝑋𝑛)𝑇 ≥ 𝑛 п.н. и

𝐸 exp(−(𝑋𝑛)𝑇 ) → 0, 𝑛→ ∞ . Отсюда 𝑢(𝑥) = 1 .

Случай 2.

В этом случае снос имеет вид 𝑏1 = 𝑏 −
∫︀
|𝑥|≤1 𝑥𝑑𝜈 . Для процесса 𝐿 = 𝑏1𝑡

капитал имеет вид

𝑋𝑡 = 𝑥+ 𝑏1

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝑠𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

Здесь достаточно для процесса 𝐻 = 1/(𝑇 − 𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑏1), 0 ≤ 𝑡 < 𝑇 и соответ-

ствующего 𝑋 взять последовательность стратегий 𝐻𝑛
𝑡 = 𝐻1(𝑡 ≤ 𝜏𝑛), 𝜏𝑛 =

inf{𝑡 : 𝑋𝑡 ≥ 𝑛} , тогда при 𝑛→ ∞ 𝑋𝑛
𝑇 → +∞ п.н. и 𝐸𝑈(𝑋𝑛

𝑇 ) → 1 п.н. Если

же у 𝐿 имеется составляющая с конечным числом скачков (0 <
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 <

∞ ), то п.н. существует такой момент 𝑡1 < 𝑇 , что после него скачков нет.

Но тогда после него интеграл
∫︀
𝑡1<𝑡<𝑇 𝐻𝑑𝐿𝑡 будет расходится в +∞ , и при

𝑛 → ∞ 𝑋𝑛
𝑇 → +∞ п.н. Следовательно, при наличии скачков мы также

получаем, что 𝑢(𝑥) = 1 .

Случай 3.

Заметим, что с вероятностью 𝑝0 = e−𝜆𝑇 , где 𝜆 =
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 , у 𝐿 не про-

изойдет ни одного скачка на [0, 𝑇 ] , то есть 𝑃 (𝑋𝑇 = 𝑥) ≥ e−𝜆𝑇 . Значит, зна-

чение 𝑢(𝑥) не превосходит 1 − e−𝑥−𝜆𝑇 . Для разных случаев пуассоновских

процессов возможны разные оценки, разберем случай, когда скачки одного

знака. Подберем такую последовательность 𝐻𝑛 и соответствующую ей 𝑋𝑛 ,

чтобы терминальные значения 𝑋𝑛 уходили в бесконечность. Обозначим че-

рез 𝜅 знак скачков ∆𝐿 и возьмем 𝐻𝑛
𝑡 = 𝜅𝑛1(𝐿𝑠 = 0, 𝑠 < 𝑡) . Получим,

что каким бы не был скачок, если он произойдет, то каждый из процессов

𝑋𝑛 = 𝑥 + 𝐻𝑛 · 𝐿 в этот момент остановится, и 𝐸𝑋𝑛
𝑇 → ∞ при 𝑛 → ∞ .

Тогда для этих стратегий с вероятностью 𝑝0 значение 𝑈(𝑋𝑛
𝑇 ) равно 1− e−𝑥 ,

а с вероятностью 1 − 𝑝0 при 𝑛 → ∞ 𝑈(𝑋𝑛
𝑇 ) → 1 . В итоге получаем, что
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𝑢(𝑥) = 1− 𝑝0 + 𝑝0(1− e−𝑥) = 1− 𝑝0e
−𝑥 = 1− e−𝑥−𝜆𝑇 . Другие случаи требуют

своего отдельного анализа.

Таким образом, из анализа всех возможных вариантов процесса 𝐿 мы

можем заключить следующую теорему.

Теорема 4.1. В задаче максимизации полезности (4.2) значение 𝑢(𝑥)

строго меньше 1 для всех таких процессов 𝐿 , которые являются состав-

ными (обобщенными) пуассоновскими процессами с конечным числом скач-

ков на [0, 𝑇 ] , то есть
∫︀
𝑥≥−1 𝑑𝜈 < ∞, 𝑐 = 0, 𝑏 = 0 . Если же 𝐿 не имеет

подобный вид, то тогда 𝑢(𝑥) = 1 .

4.2 Случай, когда на множество капиталов на-

ложены ограничения

Теперь рассмотрим случай, когда на множество 𝒳 наложены дополнитель-

ные ограничения. Определим множество допустимых портфелей следующим

образом.

𝒳 (𝑥) = {𝑋 : 𝑋 вида (4.1), 𝐻 ограничен и

−𝑋 — экспоненциально специальный}.

Так как 𝒳 (𝑥) = 𝒳 (1) + 𝑥 − 1 , то нам в дальнейшем достаточно рас-

сматривать только 𝒳 (1) = 𝒳 . Для данной постановки задачи справедлива

следующая

Теорема 4.2. На введенном выше множестве 𝒳 задача (4.2) для немо-

нотонного процесса Леви 𝐿 всегда имеет решение, которое полностью

определяется триплетом 𝐿 и имеет вид 𝑋* = 1 + 𝑦*𝐿 , где

𝑦* = min{𝑦 : −𝑏+ 𝑐𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥𝑒−𝑦𝑥)𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0}.
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Введем функцию 𝐹 по триплету (𝑏, 𝑐, 𝜈) процесса 𝐿 :

𝐹 (𝑦) = −𝑏+ 𝑐𝑦 +

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥𝑒−𝑦𝑥)𝜈(𝑑𝑥).

Лемма 4.1. Для функции 𝐹 выполнено следующее:

1. Функция 𝐹 монотонно возрастает. Обозначим 𝑦0 = sup{𝑦 :∫︀
𝑥>1 𝑥𝑒

−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥) = ∞} (sup ∅ = −∞) , тогда 𝑦0 ∈ [−∞, 0] . 𝐹 (𝑦) явля-

ется непрерывной функцией на 𝑦 > 𝑦0 , а при 𝑦 < 𝑦0 𝐹 (𝑦) = −∞ . В

самой же точке 𝑦0 функция 𝐹 может как иметь конечное значение,

совпадающее с правым пределом, так и расходиться в −∞ .

2. Либо 𝐹 имеет единственный корень, равный 𝑦* , либо 0 < 𝐹 (𝑦*) <

+∞ и 𝑦* = 𝑦0 . В обоих случаях 𝑦* принимает конечное значение.

3. В том случае, когда у 𝐹 нет корня, в каждой точке 𝑦 < 𝑦0 инте-

гралы
∫︀
𝑥>1 𝑥𝑒

−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥) и
∫︀
𝑥>1 𝑒

−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥) расходятся, а при 𝑦 ≥ 𝑦0 —

сходятся.

Доказательство. Слагаемое −𝑏+ 𝑐𝑦 непрерывно и монотонно неубыва-

ет на R , строго возрастает при 𝑐 > 0 . Оставшийся интеграл разобьем на

разность двух составляющих 𝐼1(𝑦) − 𝐼2(𝑦) , где

𝐼1(𝑦) =

∫︁
|𝑥|≤1

𝑥
(︀
1 − 𝑒−𝑦𝑥

)︀
𝜈(𝑑𝑥),

𝐼2(𝑦) =

∫︁
𝑥>1

𝑥𝑒−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥).

Напомним, что из определения процесса Леви следует, что выполнено

𝜈{0} = 0,

∫︁
(𝑥2 ∧ 1)𝜈(𝑑𝑥) <∞. (4.3)

Рассмотрим интеграл 𝐼1 . Подынтегральное выражение, как нетрудно за-

метить, ограничено по модулю функцией 𝐾(𝑦)𝑥2 , где 𝐾(𝑦) > 0 есть некото-

рая константа. Отсюда следует конечность 𝐼1 для любого 𝑦 . Нетрудно под-

считать для подынтегрального выражения, что при 𝑦1 ≤ 𝑦2 𝑥(1 − 𝑒−𝑦1𝑥) ≤
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𝑥(1−𝑒−𝑦2𝑥) . Поэтому по теореме о монотонной сходимости интеграл 𝐼1 будет

непрерывен и монотонен по 𝑦 на R .

Теперь рассмотрим интеграл 𝐼2 , его монотонное невозрастание по 𝑦 оче-

видно. Если 𝑦 > 0 , то подынтегральное выражение ограничено. Из (4.3)

следует сходимость интеграла. Пусть 𝑦 ≤ 0 . Тогда, если у нас есть неогра-

ниченные сверху скачки, то интеграл может и разойтись. В этом случае

𝑦0 = sup{𝑦 : 𝐼2(𝑦) = +∞} . Тогда, по свойству монотонности получаем, что

для 𝑦 < 𝑦0 интеграл 𝐼2 расходится, а для 𝑦 > 𝑦0 сходится, при этом, если

𝐹 (𝑦0) конечно, то 𝐹 (𝑦0) совпадает с правым пределом функции 𝐹 в этой

точке. Если же 𝑦0 = −∞ , то 𝐼2 сходится на всем R . Отсюда по теореме о

монотонной сходимости интеграл 𝐼2 будет непрерывен и монотонен по 𝑦 на

всей прямой, если 𝑦0 = −∞ , и при 𝑦 > 𝑦0 , если 𝑦0 конечно. Отсюда заклю-

чаем, что 𝐹 конечна, непрерывна, монотонно возрастает по 𝑦 при 𝑦 > 𝑦0 и

равна −∞ при 𝑦 < 𝑦0 . Если в точке 𝑦0 𝐹 конечна, то значение будет сов-

падать с правым пределом 𝐹 в этой точке. Более того, 𝐹 строго возрастает

при 𝑦 > 𝑦0 , так как в противном случае нетрудно получить, что 𝐿 является

монотонным, а такие процессы мы не рассматриваем. Первая часть леммы

доказана.

Теперь докажем пункт 2. Покажем, что 𝑦* не может принимать значения

−∞ и +∞ . Рассмотрим сначала случай 𝑦* = −∞ . Это означает, что 𝐹 (𝑦) ≥

0, 𝑦 ∈ R . Отсюда получаем, что у 𝐿 нет положительных скачков, 𝑐 = 0 и

−𝑏+
∫︀
ℎ(𝑥)𝜈(𝑑𝑥) ≥ 0 . Это есть условие на то, что процесс 𝐿 — монотонный.

Если же 𝑦* = +∞ , то у нас 𝐹 (𝑦) < 0, 𝑦 ∈ R . Значит у 𝐿 нет отрицательных

скачков, 𝑐 = 0 и −𝑏 +
∫︀
ℎ(𝑥)𝜈(𝑑𝑥) ≤ 0 . Аналогично получаем, что 𝐿 в

этом случае также монотонный. Значит, 𝑦* принимает конечное значение.

Также отметим следующий факт — если в точке 𝑦0 > −∞ 𝐹 (𝑦0) = −∞ , то

тогда lim𝑦→𝑦0+ 𝐹 (𝑦) = −∞ , это следует из теоремы о монотонной сходимости.

Аналогично при 𝐹 (𝑦0) > 0 lim𝑦→𝑦0+ 𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑦0) > 0 . Следовательно, если

у 𝐹 нет корня при 𝑦 ≥ 𝑦0 , то тогда 𝐹 конечна в 𝑦0 и эта точка совпадает
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с 𝑦* по определению.

Пункт 3 следует из свойств экспоненциальной функции, так как из расхо-

димости при всех 𝑦 < 𝑦0 ∫︁
𝑥>1

𝑥𝑒−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥)

следует расходимость ∫︁
𝑥>1

𝑒−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥)

при всех 𝑦 < 𝑦0 . Если у 𝐹 нет корня, то 𝐹 конечна в 𝑦0 и при 𝑦 ≥ 𝑦0 оба

эти интеграла конечны. Это и завершает доказательство леммы. 2

Обозначим через D множество тех 𝑦 , где
∫︀
𝑥>1 𝑒

−𝑦𝑥𝜈(𝑑𝑥) < ∞ . Оно яв-

ляется определенным аналогом множества C в главе 2 и 3. Как следует из

леммы 4.1, при 𝑦 < 𝑦0 данный интеграл расходится, а при 𝑦 > 𝑦0 — схо-

дится. Отсюда D имеет вид (−∞,+∞) , если 𝑦0 = −∞ , [𝑦0,+∞) , если∫︀
𝑥>1 𝑒

−𝑦0𝑥𝜈(𝑑𝑥) <∞ , (𝑦0,+∞) , если
∫︀
𝑥>1 𝑒

−𝑦0𝑥𝜈(𝑑𝑥) = ∞ .

Следующая лемма чем-то напоминает лемму 2.1.

Лемма 4.2. Из условия о том, что −𝑋 есть экспоненциально специ-

альный семимартингал для любого 𝑋 ∈ 𝒳 , следует, что 𝐻𝑡 ∈ D 𝑑𝑃𝑑𝑡

п.в., 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

Доказательство. Согласно лемме 2.13 в [45], для того, чтобы семимар-

тингал −𝑋 был экспоненциально специальным, необходимо и достаточно,

чтобы процесс

𝐽−𝑋 = 1𝑥>1𝑒
𝑥 * 𝜈−𝑋

был процессом ограниченной вариации, где 𝜈−𝑋 есть компенсатор меры скач-

ков −𝑋 . Согласно [43], компенсатор меры скачков процесса −𝐻 ·𝐿 задается

по формуле

𝜈−𝑋([0, 𝑠] ×𝐺) =

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑡

∫︁
1𝐺(−𝐻𝑡𝑥)𝜈(𝑑𝑥), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇, где 𝐺 ∈ ℬ(R ∖ {0}).
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Тогда

𝐽−𝑋
𝑠 =

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑡(

∫︁
1−𝐻𝑡𝑥>1 exp(−𝐻𝑡𝑥)𝜈(𝑑𝑥))

=

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑡(

∫︁
−𝐻𝑡𝑥>1

exp(−𝐻𝑡𝑥)𝜈(𝑑𝑥)), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇. (4.4)

При 𝐻𝑡 /∈ D внутренний интеграл в (4.4) расходится по определению D .

Для того, чтобы 𝐽−𝑋 был хотя бы конечен, необходимо, чтобы для п.в. 𝜔

сходился бы и внешний интеграл, то есть множество тех 𝑡 , где 𝐻𝑡(𝜔) /∈ D ,

должно иметь меру Лебега 0. Это и означает, что 𝐻𝑡 ∈ D 𝑑𝑃𝑑𝑡 п.в. 2

Эквивалентность первых двух пунктов следующей леммы есть частный

случай теоремы Круглова (см. [8]), однако мы докажем утверждение полно-

стью, так как некоторые выкладки понадобятся позднее.

Лемма 4.3. Для функции полезности 𝑈(𝑥) = 1− e−𝑥 и портфелей вида

𝑋 = 1 + 𝑦𝐿, 𝑦 ∈ R следующие три свойства эквивалентны:

1. ∫︁
𝑥>1

e−𝑦𝑥𝑑𝜈 <∞. (4.5)

2. 𝐸𝑈(𝑋𝑡) > −∞, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

3. Процесс −𝑋 является экспоненциально специальным семимартинга-

лом.

Доказательство. Докажем, что из пункта 2 леммы следует пункт 1. Если

у нас скачки ограничены сверху, то конечность интеграла в (4.5) следует по

определению меры Леви. В случае наличия неограниченных сверху скачков

возьмем произвольное 𝑦 < 0 из R . Пусть процесс времени задается как 𝐺𝑡 =

𝑡 , а через 𝜇𝐿 обозначим меру скачков процесса 𝐿 . Преобразуем выражение
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exp(−𝑦𝐿) с помощью формулы Ито для 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 :

exp(−𝑦𝐿) = ℰ(−𝑦𝐿+
1

2
𝑦2𝑐 ·𝐺+ [𝑒−𝑦𝑥 − 1 + 𝑦𝑥] * (𝜇𝐿))

= ℰ(−𝑦𝑏 ·𝐺− 𝑦 ·𝐵 +
1

2
𝑦2𝑐 ·𝐺− 𝑦ℎ * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)

+ [𝑒−𝑦𝑥 − 1 + 𝑦ℎ]1|𝑥|≤1 * (𝜇𝐿) + [𝑒−𝑦𝑥 − 1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿)).

= ℰ(𝐷 + 𝐴) = ℰ(𝐷)ℰ(𝐴),

где 𝐴𝑡 = [𝑒−𝑦𝑥− 1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿)𝑡 , а 𝐷𝑡 есть сумма остальных слагаемых. Более

того, процессы 𝐴 и 𝐷 независимы. Так как по предположению 𝐸 exp(−𝑋𝑇 ) <

∞ , то 𝐸ℰ(𝐴)𝑇 < ∞ . Но 𝐸ℰ(𝐴)𝑇 = 𝐸(1 + ℰ(𝐴−) · 𝐴𝑇 ) ≥ 𝐸(1 + 𝐴𝑇 ) , откуда

𝐸𝐴𝑇 <∞ . Таким образом, процесс [𝑒−𝑦𝑥 − 1]1𝑥>1 * (𝜇𝐿) интегрируем и име-

ет компенсатор [𝑒−𝑦𝑥 − 1]1𝑥>1 * (𝜈𝐿) . Значит, сходится
∫︀
𝑥>1[𝑒

−𝑦𝑥 − 1]𝑑𝜈 , что

эквивалентно конечности
∫︀
𝑥>1 𝑒

−𝑦𝑥𝑑𝜈 .

Докажем, что из пункта 1 леммы следует пункт 2, пускай конечен ин-

теграл (4.5). Тогда конечен интеграл
∫︀
𝑥>1(e

−𝑦𝑥 − 1)𝑑𝜈 . Опять сделаем раз-

ложение по формуле Ито. В силу предположения, процесс 𝐴 интегрируем.

Так как мера Леви интегрирует 𝑥2 в окрестности 0, то процесс [𝑒−𝑦𝑥 − 1 −

𝑦ℎ]1|𝑥|≤1 * (𝜇𝐿) также интегрируем. Добавляя и вычитая компенсаторы этих

двух слагаемых, получаем:

exp(−1 − 𝑦𝐿) = ℰ(−1 − 𝑦 ·𝐵 + (𝑒−𝑦𝑥 − 1) * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿) + 𝜓(𝑦) ·𝐺)

= 𝑍 exp(−1 + 𝜓(𝑦) ·𝐺), (4.6)

где 𝜓(𝑦) = −𝑦𝑏 + 1
2𝑦

2𝑐 + [𝑒−𝑦𝑥 − 1 + 𝑦ℎ] * 𝜈 . Нетрудно видеть, что согласно

предложению 1.6 процесс 𝑍𝑡 = ℰ(−𝑦 · 𝐵𝑡 + (𝑒−𝑦𝑥 − 1) * (𝜇𝐿 − 𝜈𝐿)𝑡) являет-

ся равномерно интегрируемым мартингалом, следовательно, задает процесс

плотности эквивалентной мартингальной меры. Параметры Гирсанова при

этом имеют вид 𝛽 = −𝑦, 𝑌 (𝑥) = 𝑒−𝑦𝑥 . Отсюда получаем 𝐸 exp(−𝑦𝐿)𝑇 =

exp(𝑇𝜓(𝑦)) <∞ , что и требовалось показать.

Теперь докажем, что пункт 3 леммы эквивалентен пункту 1. Рассмотрим

формулу (4.4) леммы 4.2, для 𝐻𝑡 = 𝑦, 𝑦 ∈ R . Если 𝑦 /∈ D , то внутренний
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интеграл в ней расходится для любого 𝑡 . Если 𝑦 ∈ D , то тогда внутренний

интеграл сходится для любого 𝑡 к одной и той же константе 𝐷1 < +∞ , а

внешний интеграл от 0 до 𝑡 равен 𝐷1𝑡 и является процессом ограниченной

вариации. Значит, только при 𝑦 ∈ D 𝑋 является экспоненциально специ-

альным семимартингалом. Согласно определению D и лемме 4.1 это эквива-

лентно конечности интеграла в (4.5), что и требовалось показать. 2

В доказательстве леммы 4.3 был введен процесс плотности 𝑍 для некото-

рой эквивалентной меры, обозначим ее через 𝑄 . C помощью предложения 1.4

для процесса 𝐿 нетрудно посчитать триплет характеристик (𝐵′, 𝐶 ′, 𝜈 ′𝐿) от-

носительно этой меры. Он имеет вид

𝐵′
𝑡 = 𝑏′𝑡, 𝐶 ′

𝑡 = 𝑐′𝑡, 𝜈 ′𝐿(𝜔, 𝑑𝑡, 𝑑𝑥) = 𝑑𝑡𝜈 ′(𝑑𝑥),

где

𝑏′ = 𝑏− 𝑐𝑦 + ℎ(𝑥)(𝑒−𝑦𝑥 − 1) * 𝜈,

𝑐′ = 𝑐, (4.7)

𝜈 ′ = 𝑌 𝜈 = 𝑒−𝑦𝑥𝜈,

то есть является детерминированным и однородным. Таким образом 𝐿 оста-

ется процессом Леви по новой мере 𝑄 .

Перейдем к основной части доказательства теоремы.

Запишем неравенство для вогнутых функций, примененное к 𝑈(𝑥) = 1 −

e−𝑥 и случайным величинам 𝑋*
𝑇 , 𝑋𝑇 :

𝑈(𝑋𝑇 ) ≤ 𝑈(𝑋*
𝑇 ) + (𝑋𝑇 −𝑋*

𝑇 )𝑈 ′(𝑋*
𝑇 ). (4.8)

Из этой формулы видно, что если 𝑋* ∈ 𝒳 такой, что для любого 𝑋 ∈

𝒳 𝐸(𝑋*
𝑇 − 𝑋𝑇 )𝑈 ′(𝑋*

𝑇 ) ≥ 0 и 𝐸𝑈(𝑋*
𝑇 ) > −∞ , то тогда 𝑋* будет являться

оптимальным портфелем для меры 𝑃 . С учетом формулы для 𝑈 это можно

переписать как

𝐸(𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 ) exp(−𝑋*

𝑇 ) ≤ 0. (4.9)
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Преобразуем данное выражение, предполагая, что 𝑋* = 1+𝑦*𝐿 для констан-

ты 𝑦* ∈ D , определенной в формулировке теоремы. В лемме 4.3 мы вывели,

что подобный процесс будет являться экспоненциально специальным семи-

мартингалом, 𝐸(1 − e−𝑋*
𝑡 ) > −∞, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 и exp(−𝑋*

𝑇 ) = 𝑍𝑇 exp(𝜓(𝑦*)) =

exp(𝜓(𝑦*))𝑍𝑇 , 𝑍𝑇 определяет меру 𝑄 . Поэтому

𝐸(𝑋*
𝑇 −𝑋𝑇 )𝑈 ′(𝑋*

𝑇 ) = exp(𝜓(𝑦*))𝐸𝑄(𝑋*
𝑇 −𝑋𝑇 ).

Заметим, что интеграл ∫︁
𝑥>1

𝑥𝑑𝜈 ′ =

∫︁
𝑥>1

𝑥𝑒−𝑦*𝑥𝑑𝜈

конечен ввиду конечности 𝐹 в 𝑦* (см. лемму 4.1), значит 𝐸𝑄𝑋
*
𝑇 < ∞ и

из (4.7)

𝐸𝑄𝑋
*
𝑇 = 1 + 𝑇𝑦*(𝑏′ +

∫︁
𝑥>1

𝑥𝑑𝜈 ′) = 1 + 𝑇𝑦*𝐹 (𝑦*).

Подсчитаем математическое ожидание 𝐸𝑄𝑋𝑇 . Так как 𝑋 ∈ 𝒳 , то по

лемме 4.2 должно быть выполнено 𝐻𝑡 ∈ D 𝑑𝑃𝑑𝑡 п.в. Процесс 𝑋 = 𝐻 ·

𝐿 как интеграл по процессу Леви является семимартингалом. Так как 𝐻

ограничен и процесс 𝑋𝑐 + ℎ * (𝜇− 𝜈) имеет конечный второй момент, то при

интегрировании по нему мартингальные свойства сохранятся (см. I.4.2, I.4.40

в [39]), то есть 𝐻 · (𝑋𝑐 + ℎ * (𝜇 − 𝜈)) есть мартингал с конечным вторым

моментом. Отсюда 𝐸𝑄𝐻 · (𝑋𝑐 + ℎ * (𝜇− 𝜈 ′)) = 0 .

Значит, в случае своего существования 𝐸𝑄𝑋𝑇 совпадает с математиче-

ским ожиданием интеграла по оставшимся компонентам. Пусть 𝐺𝑡 = 𝑡 , то-

гда 𝐸𝑄𝑋𝑇 = 𝐸𝑄(𝐻 · (𝑏′𝐺 + (𝑥 − ℎ) * 𝜇))𝑇 . Так как (𝑥 − ℎ) * 𝜈 ′ есть де-

терминированный конечный процесс, то это выражение можно записать как

𝐸𝑄(𝐻 · (𝑏′𝐺+ (𝑥− ℎ) * 𝜈 ′))𝑇 =
∫︀ 𝑇

0 𝐿′
𝑡𝑑𝑡 , где

𝐿′
𝑡 = 𝐻𝑡(𝑏− 𝑐𝑦* +

∫︁
ℎ(𝑥)(𝑒−𝑦*𝑥 − 1)𝜈(𝑑𝑥)) +

∫︁
𝐻𝑡(𝑥− ℎ)𝑒−𝑦*𝑥𝜈(𝑑𝑥)

=𝐻𝑡(𝑏− 𝑐𝑦* +

∫︁
(𝑥𝑒−𝑦*𝑥 − ℎ(𝑥))𝜈(𝑑𝑥)) = −𝐻𝑡𝐹 (𝑦*).
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Так как процесс 𝐻 ограничен, то определено 𝐸𝑄

∫︀ 𝑇

0 𝐿′
𝑡𝑑𝑡 , а значит, и

𝐸𝑄𝑋𝑇 . Поэтому 𝐸𝑄(𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 ) = −𝐹 (𝑦*)𝐸(

∫︀ 𝑇

0 (𝐻𝑡 − 𝑦*)𝑑𝑡) . Если 𝐹 (𝑦*) = 0 ,

то 𝐸𝑄(𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 ) = 0 . Если 𝐹 (𝑦*) ̸= 0 , то по пункту 2 леммы 4.1 |𝑦*| <∞ и

0 < 𝐹 (𝑦*) <∞ , значит 𝑦* ∈ D . Так как 𝐻𝑡 ≥ 𝑦* п.в., то 𝐸𝑄(𝑋𝑇 −𝑋*
𝑇 ) ≤ 0 .

Отсюда получаем, что для данного 𝑋* соотношение (4.9) всегда выполнено.

В (4.8) справа все математические ожидания конечны. Теорема доказана.

Как уже было отмечено, в случае экспоненциальной функции полезно-

сти у нас нет естественного ограничения на множество 𝒳 (𝑥) , в отличие от

логарифмического и степенного случаев. Поэтому для определения множе-

ства процессов капиталов возможны различные подходы. При этом понятно,

что совсем убирать ограничения на 𝒳 (𝑥) нельзя, как мы убедились в на-

чале главы. Во многих работах, к примеру [44, 60], рассматривалось мно-

жество 𝒳𝑏(𝑥) процессов капиталов вида 𝑥 + 𝐻 · 𝐿 , ограниченных снизу

некоторой константой. В [44] задача (4.2) исследовалось для случая, когда

∃ 𝑦* ≥ 0 : 𝐹 (𝑦*) = 0 , и тогда максимальное значение полезности достигалось

на последовательности портфелей 𝑋𝑛 , где 𝑋𝑛 является процессом 𝑥+ 𝑦*𝐿 ,

остановленным в момент достижения нижней границы −𝑛 . Как мы можем

видеть из доказательства теоремы 4.2, наличие корня у 𝐹 означает, что 𝐿

является мартингалом по мере 𝑄 . Условие 𝑦* ≥ 0 нужно для того, чтобы

решение в случае наличия у 𝐿 неограниченных сверху скачков приближа-

лось последовательностью ограниченных снизу процессов капитала. В нашей

же постановке задачи удается избежать неудобств, что возникают в модели

с 𝒳𝑏(𝑥) . Мы используем другое множество 𝒳 (𝑥) , которое допускает все воз-

можные в исходной модели немонотонные процессы Леви 𝐿 , не предполагая

наличие неотрицательного корня у 𝐹 . Решение 𝑋* , на котором достигается

максимальное значение полезности, принадлежит множеству 𝒳 (𝑥) , а не до-

стигается на последовательности. Предположения о наличии корня у 𝐹 и о

его неотрицательности в случае существования отсутствуют.

Отметим, что в доказательстве теоремы 4.2 условие 𝐻 ∈ D мы исполь-
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зовали лишь в том случае, когда у 𝐹 нет корня, для того, чтобы интеграл∫︀ 𝑇

0 (𝐻𝑡 − 𝑦*)𝑑𝑡 был неотрицательным. В свою очередь, как видно из лем-

мы 4.2, условие 𝐻 ∈ D выполнено благодаря тому, что в теореме процесс 𝑋

предполагается экспоненциально специальным. При наличии же корня у 𝐹

множество 𝒳 для теоремы 4.2 можно задать просто как

𝒳 (𝑥) = {𝑋 : 𝑋 вида (4.1), 𝐻 ограничен}.

4.3 Двойственная задача

Традиционно в качестве двойственной задачи к (4.2) рассматривается следу-

ющая задача:

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈𝒴(𝑦)

𝐸 𝑉 (𝑌𝑇 ), (4.10)

где 𝑉 (𝑦) = sup𝑥>0(𝑈(𝑥) − 𝑥𝑦), 𝑦 > 0 . Для нашей функции 𝑈(𝑥) = 1 −

exp(−𝑥) имеем 𝑉 (𝑦) = 1 − 𝑦 + 𝑦 ln 𝑦 . В соответствии с работой В. Шахер-

майера [60] и другими множество 𝒴(𝑦) положим равным множеству ℳ(𝑦)

таких мартингалов 𝑌 , что 𝑌𝑇/𝑦 есть абсолютно непрерывная по 𝑃 мартин-

гальная мера. Также нам необходимо предположить, что у функции 𝐹 есть

корень. Задача примет вид

𝑣(𝑦) = inf
𝑌 ∈ℳ(𝑦)

𝐸 (𝑌𝑇 ln𝑌𝑇 − 𝑌𝑇 + 1) (4.11)

= inf
𝑌 ∈ℳ(𝑦)

𝐸 (𝑌𝑇 ln𝑌𝑇 ) − 𝑦 + 1 (4.12)

= 𝑦 ln 𝑦 + 𝑦𝑣(1) − 𝑦 + 1.

Здесь мы воспользовались тем, что ℳ(𝑦) = 𝑦ℳ(1) и 𝐸𝑌𝑇 = 𝑦 . Как мы

видим, двойственную задачу (4.11) достаточно решить для 𝑦 = 1 или для

любого другого положительного 𝑦 .

Задача (4.12) при 𝑦 = 1 в литературе также именуется задачей о поиске

меры, минимизирующей энтропию. Одной из наиболее известных работ по
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данной теме, связанной также и с процессами Леви, является статья Ф. Эс-

ше и М. Швайцера [27], где авторы минимизируют энтропию на множестве

таких мер 𝑄 , по которым исходный процесс Леви 𝐿 является мартингалом.

Показано, что на минимальной мартингальной мере процесс 𝐿 также оста-

нется мартингалом. Помимо этого, при наличии корня у функции 𝐹 решение

для 𝑦 = 1 имеет вид

𝐶0(𝑡) exp(−𝑦*𝐿𝑡),

где 𝐶0(𝑡) = exp(−𝜓(𝑦*)𝑡) есть детерминированная функция, зависящая толь-

ко от 𝑡 (здесь 𝜓 та же, что и в (4.6)). Это будет следовать из дальнейших

рассуждений. Помимо данной статьи, упомянем также работу [34], в кото-

рой авторы более детально рассматривают данную задачу для процессов Ле-

ви, широко используя при анализе преобразования Эсшера, и книгу [55], где

представлены многие результаты для мер, минимизирующих энтропию и со-

храняющих свойство процесса Леви.

Для выпуклой функции 𝑉 (𝑦) = 𝑦 ln 𝑦 и случайных величин 𝑌𝑇 , 𝑌
*
𝑇 можно

применить неравенство 𝑉 (𝑦1) − 𝑉 (𝑦2) ≥ 𝑉 ′(𝑦2)(𝑦1 − 𝑦2) , откуда

𝑌𝑇 (ln𝑌𝑇 − 1) ≥ 𝑌 *
𝑇 (ln𝑌 *

𝑇 − 1) + (𝑌𝑇 − 𝑌 *
𝑇 ) ln𝑌 *

𝑇 .

Отсюда видно, что если математическое ожидание первого слагаемого в

правой части конечно, а второго — неотрицательно, то 𝑌 * определяет ис-

комое решение двойственной задачи. Проверим, что процесс вида 𝑌 * =

𝐶0(𝑡) exp(−𝑦*𝐿) действительно задает решение. Нам нужно показать, что

𝐸𝑌 *
𝑇 (ln𝑌 *

𝑇 − 1) < ∞ , 𝑌 * ∈ ℳ(1) и 𝐸(𝑌𝑇 − 𝑌 *
𝑇 ) ln𝑌 *

𝑇 ≥ 0 . Из (4.6) следует,

что 𝐸(1 + 𝑦*𝐿𝑇 ) exp(−1 − 𝑦*𝐿𝑇 ) = 𝐸 exp(−1 + 𝜓(𝑦*)𝑇 )𝐸𝑄𝑋
*
𝑇 = 𝐸 exp(−1 +

𝜓(𝑦*)𝑇 ) , где 𝑄 есть абсолютно непрерывная мера с процессом плотности

𝑍𝑡 = ℰ(−𝑦* ·𝐵𝑡 + (𝑒−𝑦*𝑥− 1)* (𝜇𝐿− 𝜈𝐿)𝑡) . Отсюда получаем, что 𝐸𝑌 *
𝑇 ln𝑌 *

𝑇 <

∞ . Более того, из доказательства основной теоремы следует, что, так как

𝐹 имеет корень, то для новой меры 𝑄 выполнено 𝐸𝑄𝐿𝑇 = 0 , то есть

𝐿 есть мартингал по ней. Значит, 𝑌 * ∈ ℳ(1) . Осталось проверить, что
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𝐸(𝑌𝑇 − 𝑌 *
𝑇 ) ln𝑌 *

𝑇 ≥ 0 . Так как 𝑌 * и 𝑌 задают мартингальные меры, то

𝐸(𝑌𝑇 − 𝑌 *
𝑇 ) ln𝑌 *

𝑇 = 𝐸(𝑌 *
𝑇 − 𝑌𝑇 )(𝐶0(𝑇 ) + 1 −𝑋*

𝑇 ) = 0 , что и требовалось по-

казать. Значит, 𝑌 *
𝑡 = 𝐶0(𝑡) exp(−𝑦*𝐿𝑡) действительно задает решение двой-

ственной задачи.

Заметим, что при нашей постановке основной и двойственной задач для

некоторой константы 𝑦0 выполнено естественное соотношение

𝑌 *
𝑇 = 𝑦0𝑈

′(𝑋*
𝑇 ),

а при 𝑉 (𝑦) = 1 − 𝑦 + 𝑦 ln 𝑦 для 𝑣(𝑦) из (4.10) и 𝑢(𝑥) выполнено

𝑣(𝑦) = sup
𝑥≥0

[𝑢(𝑥) − 𝑥𝑦].

Эти соотношения всегда выполняются в логарифмическом и степенном слу-

чаях.

Изначально для двойственной задачи мы предположили, что у 𝐹 есть

корень. При другой постановке двойственной задачи это условие может по-

меняться. Упомянем работу [29], где двойственная задача формулировалась,

вообще говоря, отлично от (4.12) и не на множестве эквивалентных мартин-

гальных мер. В силу этого, она не всегда сводится к задаче (4.12). Но в случае,

когда у 𝐹 есть корень, решение двойственной задачи в [29] лежит в классе

эквивалентных мартингальных мер и совпадает с 𝑌 * .

4.4 Связь с задачами о степенной полезности и

об эталонном портфеле

Как мы видим, ввиду разных множеств 𝒳 задачи степенной полезности и

эталонного портфеля сильно отличаются от задачи с экспоненциальной по-

лезностью. Тем не менее, есть и общие моменты. Везде удается получить

ответ в терминах триплета процесса Леви 𝐿 . В каждой основной задаче ре-

шение определяется константой 𝑦* и имеет вид 𝑋* = ℰ(𝑦*𝐿) для степенной
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полезности и эталонного портфеля, 𝑋* = 1 + 𝑦*𝐿 для экспоненциальной по-

лезности. Во всех трех случаях 𝑦* зависит от функции 𝐹 и определяется

похожим образом. Финансовый же смысл у этих 𝑦* немного отличается. В

экспоненциальном случае это есть капитал, вложенный в акции, а в лога-

рифмическом и степенном случае это есть отношение капитала, вложенного

в акции, к общему капиталу инвестора. В теореме 3.1 и при доказательстве

теоремы 4.2 у нас возникают меры 𝑄 с похожим смыслом, для эталонного

портфеля в качестве 𝑄 можно рассматривать исходную меру 𝑃 . Функция

𝐹 во всех случаях помогает анализировать свойства меры 𝑄 . Для экспонен-

циальной полезности с ее помощью можно определить, является ли 𝑄 EMM.

Для степенной полезности она помогает определить, является ли решение

двойственной задачи EMM по мере 𝑄 . Все эти свойства полностью опреде-

ляется тем, есть ли у 𝐹 корень в области определения или нет. Заметим,

что во всех случаях значения 𝐹 (0) совпадают. Отсюда при определенных

предположениях на 𝐿 нетрудно вывести некоторые утверждения.

Утверждение 4.1. Пусть для процесса Леви 𝐿 выполнено 𝐹 (0) ≤ 0 .

Тогда решение задачи экспоненциальной полезности задает меру 𝑄 , яв-

ляющуюся EMM. Если же вдобавок 𝐿 не имеет отрицательных скачков

(𝜈(−1, 0) = 0 ), то тогда в случае степенной полезности и эталонного

портфеля решение двойственной задачи также является EMM.

Утверждение 4.2. Пусть 𝐿 имеет сколь угодно большие скачки. Ес-

ли решение задачи экспоненциальной полезности задает меру 𝑄 , не являю-

щуюся EMM, то тогда в случае степенной полезности решение двойствен-

ной задачи не является EMM.

Утверждение 4.3. Пусть 𝐿 не имеет скачков. Тогда решение за-

дачи экспоненциальной полезности и эталонный портфель определяют-

ся одинаковой константой 𝑦* = 𝑏/𝑐 , решение степенной полезности для

𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0 задается константой 𝑦* = 𝑏/((1 − 𝑝)𝑐) , а соответствующая
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мера 𝑄 либо есть EMM (в случае экспоненциальной полезности), либо ре-

шение двойственной задачи есть EMM (в случае степенной полезности и

эталонного портфеля).

В завершение приведем результаты для задачи поиска оптимального порт-

феля во всех трех случаях с целью их сравнения. Для всех видов функций

полезности мы запишем вид функции 𝐹 и вид оптимального портфеля при

𝑋0 = 1 .

𝑈(𝑥) = ln𝑥, 𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏+

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)
)𝜈(𝑑𝑥),

𝑋* = ℰ(𝑦*𝐿),

𝑈(𝑥) =
𝑥𝑝

𝑝
, 𝑝 < 1, 𝑝 ̸= 0, 𝐹 (𝑦) = 𝑐(1 − 𝑝)𝑦 − 𝑏+

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥

(1 + 𝑦𝑥)1−𝑝
)𝜈(𝑑𝑥),

𝑋* = ℰ(𝑦*𝐿),

𝑈(𝑥) = 1 − exp(−𝑥), 𝐹 (𝑦) = 𝑐𝑦 − 𝑏+

∫︁
(ℎ(𝑥) − 𝑥𝑒−𝑦𝑥)𝜈(𝑑𝑥),

𝑋* = 1 + 𝑦*𝐿.

𝐹 определено на множестве допустимых значений 𝐻 . Если у 𝐹 есть корень

в этом множестве, то тогда именно этот корень и является константой 𝑦* для

𝑋* . В противном случае 𝑦* также однозначно определяется.
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Заключение
В данной работе мы исследовали задачу максимизации ожидаемой полезно-

сти в произвольной безарбитражной модели, где процесс цены актива мо-

делируется стохастической экспонентой процесса Леви, для случаев экспо-

ненциальной, логарифмической и степенной функций полезности. Помимо

этого, рассматривались также связанные с этой проблемой вопросы поис-

ка эталонного портфеля, решения двойственной задачи, определения связи

между решениями для различных функций полезности.

Главные итоги заключаются в следующем. Основные задачи были полно-

стью решены для логарифмического и степенного случаев. Для экспоненци-

альной полезности предложен класс стратегий, в котором задача максими-

зации полезности всегда имеет нетривиальное решение, и найдено это реше-

ние. Был получен явный вид эталонного портфеля, а также показано, что

процесс, обратный к нему, есть либо мартингал и процесс плотности эквива-

лентной мартингальной меры, либо мартингал, но не процесс плотности эк-

вивалентной мартингальной меры, либо строгий супермартингал. Подобная

классификация проведена и для решения двойственной задачи в степенном

и логарифмическом случае. Была найдена связь между основной задачей в

степенном случае и задачей о поиске эталонного портфеля.

Полученные результаты имеют теоретический характер, но, разумеется,

могут быть применены и для анализа некоторых реальных ситуаций на фи-

нансовых рынках. Здесь отметим, что определение связи с практическими

данными выходит за рамки данной работы, но может быть предметом для

дополнительного исследования.
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