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Ââåäåíèå

1 Îáçîð ëèòåðàòóðû.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ñî ñïåêòðàëü-

íûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, òàê íàçûâàåìûì, çàäà÷àì

Ñòåêëîâà. Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è òàêîãî òèïà ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìà-

òåìàòèêîâ ñ ìîìåíòà âûõîäà ðàáîòû [69℄ (ñì. òàêæå ñòàòüþ [134℄) è èñ-

ñëåäóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ

íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå âîïðîñû ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà â ñèíãóëÿðíî

âîçìóù¼ííûõ çàäà÷àõ òèïà Ñòåêëîâà â îáëàñòÿõ ñ íåòðèâèàëüíîé ìèê-

ðîñòðóêòóðîé. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç òàêèõ çàäà÷ óæå ïðîâîäèëñÿ

â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ, ñâÿ-

çàííûõ ñ òåìàòèêîé äàííîé ðàáîòû: [69℄, [36℄, [90℄, [130℄, [113℄, [52℄ [82℄,

ñì. òàêæå áëèçêóþ ðàáîòó [62℄.

Â ñòàòüå [36℄ ñòðîÿòñÿ âåäóùèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà â òîí-

êîé îáëàñòè ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé.

�àáîòà [90℄ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà-

÷åíèÿ çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà â îáëàñòè ñ îòâåðñòèÿìè è êîíñòàíòû â

íåðàâåíñòâå Ñîáîëåâà äëÿ ñëåäîâ.

Â [130℄ èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è òè-

ïà Ñòåêëîâà, çàâèñÿùåé îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ïðè ε → 0. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå Ñòåêëîâà ïîñòàâëåíî íà ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêè

÷åðåäóþùèõñÿ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû äëèíû ïîðÿäêà ε. Íà îñòàëüíîé ÷à-
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ñòè ãðàíèöû � óñëîâèå Äèðèõëå. Â ðàáîòå îïèñàíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé óñðåäí¼ííîé çàäà÷è.

Â [113℄ èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ â ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà ïîëî-

æèòåëüíîñòü îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê áèãàðìîíè÷åñêîìó, ïðè âûñòàâëå-

íèè óñëîâèÿ òèïà Ñòåêëîâà íà ãðàíèöå. Äîêàçàíà ñâÿçü ïîëîæèòåëüíî-

ñòè ýòîãî îïåðàòîðà ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ îïåðàòîðà çàäà÷è ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå è Íàâüå.

Â [52℄ èññëåäóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Ñòåêëîâà â îáëàñòè ñ ïèêîì

(âûðîæäåííîé óãëîâîé òî÷êîé) íà ãðàíèöå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð íà

âåùåñòâåííîé íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ìîæåò áûòü è äèñêðåòíûì, è

íåïðåðûâíûì, â çàâèñèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ çàîñòðåíèÿ.

Â ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à Ñòåêëîâà, âîçìóù¼ííàÿ íà ìà-

ëîì ó÷àñòêå ãðàíèöû, è èññëåäîâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-

øåíèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è ïðè óìåíüøåíèè ó÷àñòêà âîç-

ìóùåíèÿ.

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó ïî óñðåäíåíèþ çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà â ïåð-

�îðèðîâàííîé îáëàñòè [103℄.

Â ðàáîòå [82℄ àâòîð èññëåäîâàë çàäà÷ó óñðåäíåíèÿ ñ áûñòðî ìåíÿþ-

ùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå

òèïà Ñòåêëîâà â ïðåäåëå �âûòåñíÿåò� óñëîâèå Äèðèõëå. Òàêèì îáðà-

çîì, óñðåäí¼ííàÿ çàäà÷à èìååò êëàññè÷åñêîå óñëîâèå òèïà Ñòåêëîâà

áåç áûñòðîãî ÷åðåäîâàíèÿ ñ óñëîâèåì Äèðèõëå.

Çàäà÷è ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîÿâëÿ-

þòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Îïèñûâàåìûå èìè ìîäåëè õàðàêòåðíû

äëÿ ñîâðåìåííîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ (ñîòîâûå êîíñòðóêöèè, êîìïîçè-

öèîííûå ìàòåðèàëû), òåîðèè íàíîñòðóêòóð, ñîâðåìåííîé ðàäèî�èçè-

êè (�àçèðîâàííûå àíòåííûå ðåø¼òêè, ðåçîíàòîðû òèïà �åëüìãîëüöà),

áèîõèìèè è áèîèíæåíåðèè (ìåòàáîëèçì â êëåòêàõ è òêàíÿõ, ïðîíèöà-

åìîñòü êëåòî÷íûõ ìåìáðàí). Èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì òàêæå îáóñëîâ-

ëåí èõ ïðèëîæåíèÿìè â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê ýêîíîìíîå çàêðåïëåíèå ïà-

íåëåé íà æ¼ñòêîì êàðêàñå, âîïðîñû íå�òåðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ

çàïàñîâ íå�òè, ïðîèçâîäñòâî �îòîìàòåðèàëîâ è ìàãíèòíûõ íîñèòåëåé,

èññëåäîâàíèå �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîëëîèäíûõ ðàñòâîðîâ è ò.ï.
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Èññëåäîâàòåëè ñòàëè ïîäðîáíî èçó÷àòü ýòè çàäà÷è ñ ñåðåäèíû 80�õ ãî-

äîâ ÕÕ âåêà.

Â íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, ðàç-

äåë¼ííîé íà äâå ÷àñòè, íà êîòîðûõ âûñòàâëåíû ðàçíûå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ÷àñòè èìåþò ìèêðî-

íåîäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó, ò.å. ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì áîëüøîãî êî-

ëè÷åñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàëûõ êðèâîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, äëè-

íû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ íåêîòî-

ðîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-

øåíèé è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ êðàåâîé çàäà÷è â ýòîé îáëàñòè

ñ òàêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà

ê íóëþ. �àçëè÷íûå çàäà÷è òåîðèè ãðàíè÷íîãî óñðåäíåíèÿ ñ áûñò-

ðîé ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äåòàëüíî èçó÷àëèñü òàêèìè

ìàòåìàòèêàìè, êàê A.Damlamian, Li Ta-Tsien, M.Lobo, M.E.P�erez,

�.À.×å÷êèí, Î.À.Îëåéíèê, T.Óëè÷åâè÷, �.�.�àäûëüøèí, Ä.È.Áîðèñîâ,

Å.È.Äîðîíèíà, À.Ë.Ïÿòíèöêèé, À.Ñ.Øàìàåâ, Ò.Ï.×å÷êèíà (ñì., íà-

ïðèìåð, [106℄, [107℄, [123℄, [72℄, [73℄, [74℄, [124℄, [76℄, [55℄, [56℄, [5℄, [110℄,

[99℄, [77℄, [70℄, [21℄, [28℄, [23℄, [6℄, [16℄, [89℄, [95℄, [24℄, [108℄, [91℄, [9℄, [12℄,

[11℄, [10℄, [15℄, [96℄, [60℄, [81℄). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïåð-

âûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿù¼ííûõ òàêèì çàäà÷àì (ñì., íàïðèìåð, [123℄, [72℄,

[124℄, [76℄, [28℄, [6℄, [108℄ è [96℄), ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ òàê íàçûâàåìû-

ìè ý��åêòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íå çàâèñÿùèìè îò ìàëîãî

ïàðàìåòðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ìèêðîñòðóêòóðó ãðàíèöû. Ýòè ý�-

�åêòèâíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ðàçìåðàìè

÷àñòåé ãðàíèöû ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â èñõîäíîé çàäà÷å.

Â ñòàòüÿõ [76℄, [28℄, [95℄ è [55℄ ðàññìîòðåíî ÷åðåäîâàíèå êðàåâûõ

óñëîâèé Äèðèõëå è Íåéìàíà èëè Ôóðüå (êðàåâûå óñëîâèÿ ñìåøàííîãî

òèïà). Â ïðåäïîëîæåíèè ïåðèîäè÷íîñòè ÷åðåäîâàíèÿ ó÷àñòêîâ ãðàíè-

öû áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Â [76℄ àâòîð ðàññìàòðèâàåò êðàåâûå çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàäàííûìè íà ÷åðåäóþùèõñÿ ìàëåíüêèõ ó÷àñò-
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êàõ ãðàíèöû. Ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ âîçíèêàþùèõ ñëó÷à-

åâ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ äëèí ó÷àñòêîâ ãðàíèöû â èñõîäíîé

çàäà÷å. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ñòðîèòñÿ ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à è

äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé, òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó ðåøåíèÿìè èñ-

õîäíûõ çàäà÷ è ñîîòâåòñòâóþùåé èì ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî,

àâòîð èçó÷èë ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ çàäà÷.

Â ñòàòüÿõ [99℄ è [6℄ èçó÷àëèñü çàäà÷è ñ íåïåðèîäè÷åñêîé ñìåíîé òèïà

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Â [99℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ñ äåòåðìèíèðîâàí-

íîé ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, à â [6℄ èññëåäîâàëàñü ñëó÷àéíàÿ

(ñòîõàñòè÷åñêàÿ) ìèêðîíåîäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà.

�àáîòû [28℄ è [89℄ ïîñâÿùåíû êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ìíîãîìåðíûõ

îáëàñòÿõ. Â íèõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðà óñðåäí¼ííîé çàäà÷è çà-

âèñèò îò àñèìïòîòèêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè, ãåîìåòðèÿ êîòî-

ðîé çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ýòà àñèìïòîòèêà áûëà ïîñòðîåíà

àâòîðàìè è ïðèìåíåíà äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé èñ-

õîäíûõ çàäà÷ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåøåíèþ óñðåäí¼ííîé çàäà÷è ïðè

ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ.

Â [96℄ áûëè ðàññìîòðåíû êðàåâûå çàäà÷è ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì äëÿ Ëàïëàñèàíà âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå R3
â äâóõ ìî-

äåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà �èêñè-

ðîâàííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ åãî íà äâå íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòè. Ýòà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, îäíà

èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè è èìååò ÷èñòî ïåðèî-

äè÷åñêóþ ìèêðîñòðóêòóðó. Â ïåðâîé ìîäåëè ýòî ïåðèîäè÷åñêè ðàñïî-

ëîæåííûå ïÿòíà, à âî âòîðîé � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïåð�îðàöèÿ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ìèêðîíåîä-

íîðîäíîé ñòðóêòóðîé ãðàíèöû, à âî âòîðîì � çàäà÷à â íåîãðàíè÷åííîé

îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé, ðàçäåë¼ííûõ ïåð�îðèðîâàí-

íîé ïåðåãîðîäêîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå àâòîðû ïîëó÷àþò äâå ïðåäåëüíûå

çàäà÷è (â êàæäîé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé, ïðè÷¼ì âíåøíÿÿ çàäà÷à èìååò
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òî æå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî è èñõîäíàÿ çàäà÷à). Êàê â ïåðâîì,

òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå àâòîðàìè ïðåäñòàâëåíà ïîëíàÿ êëàññè�èêà-

öèÿ óñðåäí¼ííûõ çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ìàëûõ ïàðàìåòðîâ,

õàðàêòåðèçóþùèõ ÷àñòîòó ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è,

äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áûëà ïîñòðîåíà â [77℄, [21℄, [24℄, [11℄, [91℄, [16℄,

[23℄, [12℄, [10℄ è [15℄. Â ÷àñòíîñòè, ðàáîòàõ [9℄, [11℄, [16℄, [21℄, [23℄ è [24℄

ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è.

Â [77℄ ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîì ñëîå â ñëó÷àå, êîãäà êðàåâûå óñëî-

âèÿ ïåðèîäè÷åñêè áûñòðî ÷åðåäóþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïîëíîå ðàçëîæåíèå

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà â öèëèíäðå ñ áûñòðî ìåíÿþ-

ùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà íà ãðàíèöå áûëî

ïîñòðîåíî â [12℄ è [10℄.

Â [12℄ èçó÷åí ñëó÷àé ïðåäåëüíûõ çàäà÷ ñî âòîðûì (Íåéìàíà) èëè

òðåòüèì (Ôóðüå) êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â [10℄ ðàññìîòðåíà è ðåøå-

íà ñïåöèàëüíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ó÷àñòêè ãðàíèöû ñ óñëîâèåì Äèðèõëå èìåþò òîò

æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî è ó÷àñòêè ñ óñëîâèåì Íåéìàíà. Â ýòèõ ñòà-

òüÿõ àâòîð äîêàçàë, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìîãóò

èìåòü êðàòíîñòü òîëüêî îäèí èëè äâà (ïðîñòûå èëè äâóêðàòíûå). Êðî-

ìå òîãî, â [12℄ ïîñòðîåíû ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â ñëó÷àå, êîãäà êðàåâàÿ çà-

äà÷à èìååò âòîðîå èëè òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

öèëèíäðà â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëüíûì ïðîñòûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Â [15℄ èçó÷åíà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ

Ëàïëàñèàíà â öèëèíäðå ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïîäåëåíà íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî
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ïîëîñ, íà êîòîðûõ ÷åðåäóþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà è Äèðèõëå.

�àññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà óñðåäíåííàÿ çàäà÷à èìååò êðàåâîå óñëîâèå

Äèðèõëå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåíû ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ñëó÷àå ìåäëåííîãî èçìå-

íåíèÿ øèðèíû ïîëîñ. Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà øèðèíà ïîëîñ

ìåíÿåòñÿ áûñòðî, áûëè ïîñòðîåíû íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [15℄, îáîáùàþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû

[91℄.

�àáîòû [79℄ è [80℄ ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ ïîëíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäà÷å ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòîé ñìåíîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè íàëè÷èè ñèíãó-

ëÿðíî âîçìóù¼ííîé ïëîòíîñòè îêîëî ãðàíèöû îáëàñòè.

2 Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ çàíèìàåò 121 ñòðàíèöó òåêñòà è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ

ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 7 ïàðàãðà�îâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

âêëþ÷àþùåãî 139 íàèìåíîâàíèé. Íóìåðàöèÿ �îðìóë, òåîðåì è ëåìì

òðîéíàÿ � íîìåð ãëàâû, íîìåð ïàðàãðà�à è ñîáñòâåííûé íîìåð, íà-

ïðèìåð, ëåììà 3.2.1 � ëåììà 1 âòîðîãî ïàðàãðà�à òðåòüåé ãëàâû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà â äâóìåðíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè,

ïðè÷¼ì ÷åðåäîâàíèå íà ãðàíèöå ñïåêòðàëüíîãî óñëîâèÿ òèïà Ñòåêëîâà

è îäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïåðèîäè÷åñêèì.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ñòàâèò-

ñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, âûïèñûâàåòñÿ óñðåäí¼ííàÿ (ïðåäåëüíàÿ) çàäà-

÷à. Îïðåäåëÿåòñÿ ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè, è ñòàâèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ

ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à íà ÿ÷åéêå. À òàêæå äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëü-

íûå ëåììû, è äåëàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å äîêàçàíû âàæíûå óòâåðæäåíèÿ ïåðâîé ãëà-

âû: òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé è îá îöåíêàõ ðåøåíèé â ñîáîëåâ-

ñêèõ íîðìàõ.

Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,
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íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Ïðè

ýòîì âûïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â ýòîì ñëó-

÷àå.

Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðà�å äà¼òñÿ îöåíêà âñïîìîãàòåëüíîé âåëè÷è-

íû, îïèñûâàþùåé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óñðåäí¼ííûõ çàäà÷.

Â ïÿòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîé ãëàâû î ñõîäèìîñòè

ñïåêòðîâ è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. �àñ-

ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â îáëàñòè ñ íåïåðèî-

äè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé íà ãðàíèöå. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû óñðåä-

íåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ

áûñòðîé ñìåíîé êðàåâîãî óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðîé â ïðåäåëå ïîëó÷àåò-

ñÿ çàäà÷à ñ êëàññè÷åñêèì óñëîâèåì Ñòåêëîâà íà âñåé ãðàíèöå.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êî-

ãäà ñïåêòð èñõîäíîé çàäà÷è âûðîæäàåòñÿ â ïðåäåëå.

ß âûðàæàþ ñàìóþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ àêàäåìèêó �ÀÍ Â.À.Ñàäîâíè÷åìó çà ïîääåðæêó è âíèìà-

íèå ê ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé, çà ïîñòîÿííîå è íå�îðìàëüíîå ó÷àñòèå

â ìîåé ñóäüáå. È îñîáåííî çà âêóñ ê íàñòîÿùåé íàóêå, êîòîðûé ïðèâè-

âàåòñÿ òîëüêî âëþáë¼ííûìè â äåëî èñòèííûìè ïåäàãîãàìè è ó÷¼íûìè.

Õî÷ó òàêæå ïîáëàãîäàðèòü ïðî�åññîðà Â.Å.Ïîäîëüñêîãî çà íåîöåíè-

ìóþ ïðî�åññèîíàëüíóþ ïîääåðæêó è ïîìîùü, à òàêæå çà öåííûå ñî-

âåòû è çàìå÷àíèÿ.



�ëàâà 1

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ

� 1.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè óñðåä-

íåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.

1.1.1 Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå-

÷àíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂Ω ñî-

ñòîèò èç ïðîñòîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî êîíòóðà åäèíè÷íîé äëèíû. Â

ìàëîé îêðåñòíîñòè ∂Ω ââåä¼ì êîîðäèíàòû (s, τ), ãäå τ � ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè äî ∂Ω, èçìåðåííîå â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, s � äëèíà äóãè îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè äî

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñ ∂Ω (ñì. ðèñ. 1.1.1).

Ïóñòü Γε
� ïðîèçâîëüíîå îäíîìåðíîå íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà ε ∈ (0, 1] è ëåæàùåå íà îòðåçêå Σ =

{ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2|0 < ξ1 < 1, ξ2 = 0}.

�àññìàòðèâàåì ñëó÷àé mesΓε → 0 ïðè ε→ 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γε

1 ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè öå-

ëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè Γε
âäîëü îñè ξ2 = 0, à ÷åðåç Γε

D � îáðàç Γε
1

ïðè îòîáðàæåíèè s = δξ1, τ = δξ2. Γ
ε
N = ∂Ω \ Γε

D, ε
−1 ∈ N ïðè ìàëûõ

ε; â äàëüíåéøåì δ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε, áîëåå òîãî, δ(ε) → 0 ïðè

11
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�èñ. 1.1.1: Îáëàñòü Ω.

ε→ 0.

Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, âñå �óíêöèè, çàäàííûå è íåèçâåñòíûå,

ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè.

Äàëåå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà ïðè ε → 0 ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çà-
äà÷è:





∆uε = 0 â îáëàñòè Ω,

uε = 0 íà Γε
D,

∂uε

∂τ
= g íà Γε

N .

(1.1.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ g ∈ L2(∂Ω). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

H1(Ω,Γε
D) êàê ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà �óíêöèé èç C∞(Ω), îáðàùàþ-

ùèõñÿ â íîëü â îêðåñòíîñòè Γε
D, ïî íîðìå H1(Ω). Ôóíêöèÿ uε(x) �

ðåøåíèå çàäà÷è (1.1.1), åñëè uε ∈ H1(Ω,Γε
D) è

∫∫

Ω

∇xu
ε∇xvdx =

∫

Γε
N

gvds (1.1.2)
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äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D).

Îáîçíà÷èì B = {ξ ∈ R
2| ξ1 ∈ Σ = (0, 1), ξ2 < 0}, Bρ = {ξ ∈

B | ξ2 < −ρ}, Bρ1ρ2 = Bρ2 \ Bρ1, ρ1 > ρ2 > 0, Σρ = {ξ ∈ B | ξ2 + ρ = 0},
ρ = const > 0 (ñì. ðèñ. 1.1.2).

�èñ. 1.1.2: Îáëàñòü B.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî H(B,Γε) � ïîïîëíåíèå ïî íîðìå

‖v‖
1
=
(∫∫

B

|∇ξv|2dξ +
∫

Σ

v2dξ1

)1
2

(1.1.3)

ìíîæåñòâà �óíêöèé èç C∞(B), îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â îêðåñòíîñòè

Γε
è îáëàäàþùèõ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå ïî îáëàñòè B.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî H1-per(B,Γ
ε) � ïîïîëíåíèå ïî íîðìå (1.1.3)

ìíîæåñòâà 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ1 �óíêöèé èç C∞(B), ñîõðàíÿþùèõ

ãëàäêîñòü ïðè 1-ïåðèîäè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ξ1, îáðàùàþùèõñÿ â

íîëü â îêðåñòíîñòè Γε
è îáëàäàþùèõ êîíå÷íûì èíòåãðàëîì Äèðèõëå

ïî îáëàñòè B.
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Ïóñòü

θε = inf
v∈H1-per(B,Γε)\{0}

∫∫

B

|∇ξv|2dξ

∫

Σ

v2dξ1

, (1.1.4)

è ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
ε→0

θε
δ(ε)

= p ∈ [0,+∞], (1.1.5)

è, êðîìå òîãî,

θε → 0 ïðè ε→ 0. (1.1.6)

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé

äëÿ çàäà÷è (1.1.1) ïðè ε→ 0:




∆u0 = 0 â îáëàñòè Ω
∂u0

∂τ
+ pu0 = g íà ∂Ω

ïðè 0 6 p < +∞,

u0 ≡ 0 ïðè p = +∞.

(1.1.7)

Â ñëó÷àå p = 0 äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1.7) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

∫

∂Ω

gds = 0. Â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ýòî-

ãî ñëó÷àÿ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ,

à òàêæå

∫∫

Ω

u0dx = 0.

Òàêîé âèä ïðåäåëüíîé çàäà÷è äèêòóåòñÿ ñëåäóþùèì íàáëþäåíè-

åì. Ïóñòü Vε(ξ) � �óíêöèÿ èç H1-per(B,Γ
ε), íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

íèæíÿÿ ãðàíü â (1.1.4) (âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé �óíêöèè è å¼

ñâîéñòâà áóäóò èññëåäîâàíû íèæå). Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â îáîáù¼ííîì

ñìûñëå

∂Vε(ξ)
∂ξ2

= θεVε(ξ) íà Σ \ Γε
. Ïîëîæèì V δ

ε (x) = Vε(
s
δ ,

τ
δ ), �óíêöèÿ



� 15 �

V δ
ε (x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè ∂Ω. Âáëèçè ∂Ω áóäåì èñêàòü àñèìïòî-

òèêó �óíêöèè uε(x) â âèäå uε ∼ u0V δ
ε . Ïîñêîëüêó íà Γε

N âûïîëíÿåòñÿ

g ≈ ∂

∂τ
(u0V δ

ε ) =
∂u0

∂τ
V δ
ε +

1

δ
u0
∂V δ

ε

∂ξ2

∣∣∣
ξ∈(Σ\Γε)

= (
∂u0

∂τ
+
θε
δ
u0)V δ

ε ,

åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èì äëÿ

u0 = lim
ε→0

uε

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂Ω âèäà

∂u0

∂τ
+ pu0 = g.

1.1.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ñëåäóþùèõ òð¼õ ëåììàõ äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è (1.1.4) â ïîëóïîëîñå B. Â ïåðâîì óòâåðæäåíèè

èññëåäóåì ñâîéñòâà ìèíèìèçàöèè â �îðìóëå (1.1.4).

Ëåììà 1.1.1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Â �óíêöèÿ

Vε(ξ) ∈ H1-per(B,Γ
ε),

÷òî íà íåé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1.1.4), è ïðè ýòîì

∫∫

B

|∇ξVε|2dξ = θε, ‖Vε‖L2(Σ)
= 1,

ïðè÷¼ì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

∂Vε
∂ξ2

= θεVε íà Σ \ Γε
(1.1.8)

âûïîëíÿåòñÿ â îáîáù¼ííîì ñìûñëå. Òî åñòü ïðè ρ → 0 äëÿ ëþáîé

v ∈ H1-per(B,Γ
ε) âûïîëíÿåòñÿ

∫

Σρ

∂Vε
∂ξ2

vdξ1 → θε

∫

Σ

Vεvdξ1. (1.1.9)



� 16 �

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v(k) � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äëÿ (1.1.4), ò.å.

v(k) ∈ H1-per(B,Γ
ε), ‖v(k)‖

L2(Σ)
= 1,

∫∫

B

|∇ξv
(k)|2dξ → θε ïðè k → ∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(k)} îãðàíè÷åíà â H1-per(B,Γ
ε), ñëåäîâàòåëüíî,

èç {v(k)} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþ-

ñÿ â H1-per(B,Γ
ε) è, â ñèëó òåîðåìû î ñëåäàõ (ñì. [49℄, ñ.155), ñèëüíî

ñõîäÿùóþñÿ â L2(Σ). Ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìèçèðóþùåé. Áóäåì ïîýòîìó ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî {v(k)}
îáëàäàåò óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî η > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð n(η) òàêîé, ÷òî

‖v(k) − v(l)‖2
L2(Σ)

< η ïðè k, l > n(η).

Òàê êàê ‖v(k)‖
L2(Σ)

= ‖v(l)‖
L2(Σ)

= 1, òî èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

∥∥∥∥
v(k) + v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(Σ)

=
1

2

∥∥∥v(k)
∥∥∥
2

L2(Σ)
+

1

2

∥∥∥v(l)
∥∥∥
2

L2(Σ)
−
∥∥∥∥
v(k) − v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(Σ)

ïîëó÷èì, ÷òî ∥∥∥∥
v(k) + v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(Σ)

> 1− η

4
.

Ïîñêîëüêó

∫∫

B

|∇ξv|2dξ > θε‖v‖2L2(Σ)
äëÿ ëþáîé v ∈ H1-per(B,Γ

ε),

òî ∫∫

B

∣∣∣∣∇ξ

(
v(k) + v(l)

2

)∣∣∣∣
2

dξ > θε(1−
η

4
) ïðè k, l > n(η).

Ïóñòü k è l íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî

∫∫

B

|∇ξv
(k)|2dξ < θε + η,

∫∫

B

|∇ξv
(l)|2dξ < θε + η,
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òîãäà

∫∫

B

∣∣∣∣∇ξ

(
v(k) − v(l)

2

)∣∣∣∣
2

dξ =
1

2

∫∫

B

∣∣∣∇ξv
(k)
∣∣∣
2

dξ +
1

2

∫∫

B

∣∣∣∇ξv
(l)
∣∣∣
2

dξ−

−
∫∫

B

∣∣∣∣∇ξ

(
v(k) + v(l)

2

)∣∣∣∣
2

dξ 6
θε + η

2
+
θε + η

2
− θε(1−

η

4
) = η(1 +

θε
4
).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(k)}
ñõîäèòñÿ â H1-per(B,Γ

ε) ê íåêîòîðîé �óíêöèè v∗ ∈ H1-per(B,Γ
ε), ïðè-

÷¼ì ∫∫

B

|∇ξv
∗|2dξ = θε, ‖v∗‖L2(Σ)

= 1.

Ïóñòü òåïåðü v ∈ H1-per(B,Γ
ε) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. �àññìîòðèì

îòíîøåíèå

h(t) =

∫∫

B

|∇ξ(v
∗ + tv)|2dξ

∥∥v∗ + tv
∥∥2
L2(Σ)

, t ∈ R.

Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé îò t â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0. Ýòî îòíîøåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé
θε, è íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ôåðìà èìååì

h′(t)
∣∣∣
t=0

=

2

∫∫

B

(∇ξv
∗,∇ξv)dξ‖v∗‖2L2(Σ)

− 2

∫

Σ

v∗vdξ1

∫∫

B

|∇ξv
∗|2dξ

‖v∗‖4
L2(Σ)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

B

(∇ξv
∗,∇ξv)dξ = θε

∫

Σ

v∗vdξ1. (1.1.10)

Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî (1.1.10) ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ v ∈
C∞

0 (B), ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ v∗ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â B, è â
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ñèëó òåîðåìû î ãëàäêîñòè îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé v∗ ∈ C∞(Bρ), ρ > 0. Ïðèìåíèì �îðìóëó �ðèíà ê �óíêöèÿì

v∗ è v â îáëàñòè Bρ1ρ2, ρ1 > ρ2 > 0 è, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïî ξ1,

ïîëó÷èì

∫∫

Bρ1ρ2

(∇ξv
∗,∇ξv)dξ =

∫

Σρ2

∂v∗

∂ξ2
vdξ1 −

∫

Σρ1

∂v∗

∂ξ2
vdξ1 −

∫∫

Bρ1ρ2

∆v∗vdξ. (1.1.11)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.1.11) ðàâåí íóëþ ââèäó ãàðìî-

íè÷íîñòè v∗. Èíòåãðàëû
∫

Σρ2

∂v∗

∂ξ2
vdξ1 è

∫

Σρ1

∂v∗

∂ξ2
vdξ1

èìåþò ñìûñë èç-çà ãëàäêîñòè v∗ â îáëàñòè Bρ1ρ2.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρN òàêîé, ÷òî

ρN → +∞ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫

Σ
ρN

∂v∗

∂ξ2
vdξ1 → 0 (1.1.12)

Èçâåñòíî, ÷òî èç-çà ãàðìîíè÷íîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè v∗ â B ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî ∫

Σρ

∂v∗

∂ξ2
dξ1 = 0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.1.12) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1, ÷òî ïðè ρ > 0

C1 6

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Σρ

∂v∗

∂ξ2
vdξ1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Σρ

∂v∗

∂ξ2
(v − v)dξ1

∣∣∣∣∣∣∣
6

6



∫

Σρ

|∇ξv
∗|2dξ1




1
2


∫

Σρ

(v − v)2dξ1




1
2

6



� 19 �

6
1

2π



∫

Σρ

|∇ξv
∗|2dξ1




1
2


∫

Σρ

|∇ξv|2dξ1




1
2

ãäå v =
∫
Σρ

vdξ1. Äëÿ âûâîäà ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçîâàëèñü íåðà-

âåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå (ñì., íàïðèìåð,

[60℄).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Υ ìíîæåñòâî òàêèõ ρ, äëÿ êîòîðûõ
∫

Σρ

|∇ξv|2dξ1 > 1.

Ïîñêîëüêó ∇ξv ∈ L2(B), ìíîæåñòâî Υ èìååò êîíå÷íóþ ìåðó Ëåáåãà.

Íà äîïîëíåíèè ê ýòîìó ìíîæåñòâó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

C2
1 6

1

(2π)2

∫

Σρ

|∇ξv
∗|2dξ1

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ìíîæåñòâó B \ (0, 1)×Υ, ïðèõîäèì ê

ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî v∗ ∈ H1-per(B,Γ
ε)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρN , ñòðåìÿ-

ùàÿñÿ ê +∞, ÷òî äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.1.12).

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó â (1.1.11) ïðè ρ1 = ρN → +∞. Èìååì

∫∫

Bρ

(∇ξv
∗,∇ξv)dξ =

∫

Σρ

∂v∗

∂ξ2
vdξ1.

Èç �îðìóëû (1.1.10) ñëåäóåò, ÷òî

∫∫

Bρ

(∇ξv
∗,∇ξv)dξ ñòðåìèòñÿ ê

θε

∫

Σ

v∗vdξ1 ïðè ρ→ 0, ò.å.

∫

Σρ

∂v∗

∂ξ2
vdξ1 → θε

∫

Σ

v∗vdξ1 ïðè ρ→ 0.
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Îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü Vε(ξ) = v∗(ξ). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.1.2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-

íûå γ, C2, C3, íå çàâèñÿùèå îò ε, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈
H1-per(B,Γ

ε), ãàðìîíè÷åñêîé â B, èìååì
∫∫

B

e−γξ2|u−M |2dξ 6 C2

∫∫

B

e−γξ2|∇ξu|2dξ 6 C3

∫∫

B

|∇ξu|2dξ,

(1.1.13)

ãäå M = const çàâèñèò îò �óíêöèè u(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1.1.13). Èç

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ρN , ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ ïðè N → ∞, òàêàÿ, ÷òî∫

ΣρN

∂u

∂ξ2
udξ1 → 0 ïðè ρN → +∞.

Ïîñêîëüêó ïðè 0 < ρ < ρN

1∫

0

−ρ∫

−ρN

|∇ξu|2dξ =
∫

Σρ

∂u

∂ξ2
udξ1 −

∫

ΣρN

∂u

∂ξ2
udξ1,

òî óñòðåìëÿÿ ρN → +∞, ïîëó÷àåì

1∫

0

−ρ∫

−∞

|∇ξu|2dξ =
∫

Σρ

∂u

∂ξ2
udξ1 =

∫

Σρ

∂u

∂ξ2
(u− u)dξ1 6

1

2π

∫

Σρ

|∇ξu|2dξ1.

Ïîëîæèì

I(ρ) =

1∫

0

−ρ∫

−∞

|∇ξu|2dξ.

Òîãäà äëÿ ρ > 0
dI(ρ)

dρ
= −

∫

Σρ

|∇ξu|2dξ1.
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è

d

dρ
(ln I(ρ)) 6 −2π, ò.å. I(ρ) 6 I(0)e−2πρ

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

1∫

0

−2k∫

−2k+1

|∇ξu|2e−
π
2 ξ2dξ 6 e

π
2 2

k+1

1∫

0

−2k∫

−2k+1

|∇u|2dξ 6

6 e2
kπI(2k) 6 e2

kπI(0)e−2π2k = e−2kπI(0).

Ïðîñóììèðóåì ïî k îò 0 äî +∞.

1∫

0

−1∫

−∞

|∇ξu|2e−γξ2dξ 6

( ∞∑

k=0

e−2kπ

)∫∫

B

|∇ξu|2dξ, (1.1.14)

ãäå γ = π
2 .

Îáîçíà÷èì

∞∑
k=0

e−2kπ = C1
3 . Òàêæå èìååì

1∫

0

0∫

−1

|∇ξu|2e−γξ2dξ 6 C2
3

1∫

0

0∫

−1

|∇ξu|2dξ 6 C2
3

∫∫

B

|∇ξu|2dξ.

È, ñëåäîâàòåëüíî, îáîçíà÷èâ C∗
3 := C1

3 + C2
3 , ïîëó÷èì

∫∫

B

|∇ξu|2e−γξ2dξ 6 C∗
3

∫∫

B

|∇ξu|2dξ.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1.1.13) äîêàçàíî.

Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (1.1.13) ìåòîäîì, ïðèâåä¼ííûì â [39℄.

Îáîçíà÷èì û(ξ2) =
1∫
0

u(ξ1, ξ2)dξ1 ñðåäíåå u ïî ñå÷åíèþ Σξ2. Ïîñêîëüêó

u � ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ è ê òîìó æå ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, òî,

èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ïðÿìîóãîëüíèêå Bρ1ρ2, íàõîäèì

d

dξ2
û(ρ2) =

d

dξ2
û(ρ1),
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ïðè âñåõ ρ1, ρ2 < 0, ò.å. ïðîèçâîäíàÿ û ðàâíà êîíñòàíòå. Ïîñêîëüêó

u ∈ H1(B), ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî û ðàâíà

êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì å¼ M . Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå,

∫

Σρ

|u(ξ1, ρ)−M |2dξ1 6 C

∫

Σρ

∣∣∣∣
∂

∂ξ1
u(ξ1, ρ)

∣∣∣∣
2

dξ1. (1.1.15)

Èñïîëüçóÿ (1.1.14), äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0 (íàïðèìåð, γ = π
4 ), èìååì

0∫

−∞

∫

Σρ

e−γρ

∣∣∣∣
∂

∂ξ1
u(ξ1, ρ)

∣∣∣∣
2

dξ1dρ < ∞

Óìíîæàÿ (1.1.15) íà e−γρ
è èíòåãðèðóÿ ïî ρ íà (−∞, 0), íàéä¼ì

∫∫

B

e−γξ2|u(ξ)−M |2dξ 6 C

∫∫

B

e−γξ2

∣∣∣∣
∂

∂ξ1
u(ξ)

∣∣∣∣
2

dξ 6 C

∫∫

B

e−γξ2|∇u(ξ)|2dξ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåé ëåììå äà¼òñÿ îöåíêà ìèíèìóìà â (1.1.4).

Ëåììà 1.1.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.6). Òîãäà äëÿ äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ â B �óíêöèÿ Vε(ξ) ∈
H1-per(B,Γ

ε), íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (1.1.4), è òàêàÿ,

÷òî äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ (1.1.13) ñ M = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ �óíêöèè Vε(ξ), îïðåäåë¼ííîé â ëåììå 1, âûïîëíÿåòñÿ (1.1.13)
ñ M 6= 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà èìåÿ â âèäó î÷åâèäíîå íåðà-

âåíñòâî

∫∫

B

|Vε(ξ)|2dξ 6
∫∫

B

|Vε(ξ)|2e−γξ2dξ, ïîëó÷àåì

∫∫

B

|Vε(ξ)|2dξ 6 C4

∫∫

B

|∇ξVε|2dξ = C4θε → 0 ïðè ε→ 0,
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1 = ‖Vε‖2L2(Σ)
6 const

(
‖Vε‖2L2(B)

+ ‖∇ξVε‖2L2(B)

)
6

6 const(1 + C4)θε → 0 ïðè ε→ 0.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü χ(x) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, 0 6 χ 6 1, χ ≡ 1 â îêðåñòíîñòè ∂Ω,
íà supp χ êîîðäèíàòû (s, τ) ðåãóëÿðíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ

χ(x) çàâèñèò òîëüêî îò τ , ò.å. χ = χ(τ). Ïîëîæèì

W δ
ε (x) = 1 + χ

(
τ(x)

)(
Vε

(s(x)
δ
,
τ(x)

δ

)
− 1

)
, (1.1.16)

ïðîäîëæèâ ïî ïåðèîäè÷íîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî íà Γε
N , ââèäó (1.1.8) (â óêàçàííîì òàì ñìûñëå), èìååì

∂W δ
ε

∂τ
=
θε
δ
W δ

ε . (1.1.17)

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå �àêòû:

1) g ∈ C(∂Ω). Åñëè u0 ∈ H1(Ω) � îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(1.1.7), òî â ñèëó òåîðèè ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé [2℄ u0 ∈ W 2
r (Ω) äëÿ ëþáîãî r > 1. Â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ

Ñîáîëåâà [67℄, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u0, ∇xu
0 ∈ C(Ω); èç ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ çàäà÷è (1.1.7) ñëåäóåò, ÷òî ∆u0 ∈ C(Ω), ïðè÷¼ì

‖u0‖
C(Ω)

+ ‖∇xu
0‖

C(Ω)
+ ‖∆u0‖

C(Ω)
6 const‖g‖

C(∂Ω)
(1.1.18)

2) Âåëè÷èíà θε èìååò òîò æå ïîðÿäîê ïî ε, ÷òî è θ̃ε ïðè ìàëûõ ε,

ãäå

θ̃ε = inf
v∈H(B,Γε)\{0}

∫∫

B

|∇ξv|2dξ

∫

Σ

v2dξ1

(1.1.19)

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç Vε áóäåì îáîçíà÷àòü �óíêöèþ, ïîëó÷åííóþ â

ëåììå 1.1.3.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïðèâåäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ìèíèìóìà

â (1.1.4).
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Ëåììà 1.1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.6), ò.å.

θε → 0 ïðè ε→ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C5 è C6, íå

çàâèñÿùèå îò ε, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε èìååì

‖Vε(ξ)− 1‖
L2(B)

6 C5(θε)
1
2 , (1.1.20)

‖∇ξVε‖L2(B)
6 C6(θε)

1
2 . (1.1.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì �îðìóëó �ðèíà äëÿ �óíêöèé Vε(ξ) è

v(ξ) = ξ2Vε(ξ) â îáëàñòè Bρ1ρ2, ρ1 > ρ2 > 0 :
∫∫

Bρ1ρ2

|∇ξVε|2ξ2dξ +
∫∫

Bρ1ρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ = ρ1

∫

Σρ1

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1 − ρ2

∫

Σρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1.

(1.1.22)

Ïðåîáðàçóåì âòîðîé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

∫∫

Bρ1ρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ =
1

2

∫∫

Bρ1ρ2

∂(Vε)
2

∂ξ2
dξ

=
1

2

∫

Σρ2

|Vε|2dξ1 −
1

2

∫

Σρ1

|Vε|2dξ1. (1.1.23)

Ïîäñòàâèì (1.1.23) â (1.1.22), ïîëó÷èì

∫∫

Bρ1ρ2

|∇ξVε|2ξ2dξ =
1

2

∫

Σρ1

|Vε|2dξ1 −
1

2

∫

Σρ2

|Vε|2dξ1+

+ ρ1

∫

Σρ1

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1 − ρ2

∫

Σρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1. (1.1.24)

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

ρ2

∫

Σρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1 → 0 ïðè ρ2 → 0.
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�àññìîòðèì èíòåãðàë

∫∫

Bρ∗0

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ 6 ‖∇ξVε‖2L2(B) 6 K, (1.1.25)

ãäå K � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ε.
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ρ

′
òàêîå, ÷òî 0 < ρ

′
< ρ∗ è

∫

Σ
ρ
′

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ1 6
K

ρ′ .

Èíà÷å, äëÿ ëþáîãî κ òàêîãî, ÷òî 0 < κ < ρ∗

∫

Σκ

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ1 >
K

κ
.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò κ0 òàêîå, ÷òî 0 < κ0 < ρ∗, è

∫∫

Bρ∗0

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ = ρ∗
∫

Σκ0

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ1 > ρ∗
K

κ0
> K,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.1.25).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρN → 0 è ïîñòðîèì ïî íåé

ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρ′
N} ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

ρ2

∫

Σρ2

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îöåíèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì, âîñïîëüçîâàâøèñü
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íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìîé î ñëåäàõ èç [49℄:

∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ

′

N

∫

Σ
ρ
′
N

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 ρ

′

N



∫

Σ
ρ
′
N

∣∣∣∣
∂Vε
∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ1




1/2

∫

Σ
ρ
′
N

|Vε|2 dξ1




1/2

6

6 ρ
′

N

(
K

ρ
′
N

) 1
2

C‖Vε‖H1-per(B,Γε)
=

= C(Kρ
′

N)
1
2‖Vε‖H1-per(B,Γε)

→ 0 ïðè ρ
′

N → 0.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïî ρ
′
N → 0 â (1.1.24). Èìååì

∫∫

Bρ0

|∇ξVε|2ξ2dξ = −1

2

∫

Σ

|Vε|2 dξ1

+
1

2

∫

Σρ

|Vε|2 dξ1 + ρ

∫

Σρ

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1. (1.1.26)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρN → +∞ ñïðà-

âåäëèâà ñõîäèìîñòü

ρN

∫

ΣρN

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1 → 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòî-
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ÿííàÿ C7, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ρ

C7 6 ρ

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Σρ

∂Vε
∂ξ2

Vεdξ1

∣∣∣∣∣∣∣
= ρ

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Σρ

∂Vε
∂ξ2

(Vε − V ε)dξ1

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 ρ



∫

Σρ

|∇ξVε|2dξ1




1/2

∫

Σρ

(Vε − V ε)
2dξ1




1/2

6

6
ρ

2π

∫

Σρ

|∇ξVε|2dξ1,

â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ïóàíêàðå, ãäå

V ε(ξ2) =

∫

Σρ

Vε(ξ)dξ1,

∫

Σρ

∂Vε
∂ξ2

dξ1 = 0

äëÿ ëþáîãî ρ > 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.1). Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Σρ

|∇ξVε|2dξ1 >
2πC7

ρ
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ρ îò 0 äî +∞, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå-

÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì êîíå÷íîñòè èíòåãðàëà Äèðèõëå äëÿ �óíêöèè

Vε(ξ).

Ïîêàæåì, ÷òî

∫

Σρ

|Vε|2dξ1 → 1 ïðè ρ→ +∞.
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Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.1.13) ñëåäóåò, ÷òî

∫∫

B

(
e

γ
2 |ξ2||Vε − 1|

)2
dξ 6 C8,

∫∫

B

eγ|ξ2| |∇ξ(Vε − 1)|2 dξ 6 C9.

Îöåíèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë

∫∫

B

∣∣∣∇ξ

(
e

γ
2 |ξ2|(Vε − 1)

)∣∣∣
2

dξ 6 2

∫∫

B

(
e

γ
2 |ξ2||∇ξVε|

)2
dξ+

+

∫∫

B

(
γe

γ
2 |ξ2|(Vε − 1)

)2
dξ 6

6 2C9 + γ2C8 = C10.

Ñëåäîâàòåëüíî, (Vε − 1)e
γ
2 |ξ2| ∈ H1(B).

Ïî òåîðåìå î ñëåäàõ [49℄ èìååì

eγρ
∫

Σρ

|Vε − 1|2dξ1 < C10,

∫

Σρ

|Vε − 1|2dξ1 <
C10

eγρ
,

∫

Σρ

|Vε − 1|2dξ1 → 0 ïðè ρ→ ∞.

Èç ñâîéñòâ íîðìû èìååì

‖1‖
L2(Σρ)

− ‖Vε − 1‖
L2(Σρ)

6‖Vε − 1 + 1‖
L2(Σρ)

6‖1‖
L2(Σρ)

+ ‖Vε − 1‖
L2(Σρ)

.
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Óñòðåìëÿÿ ρ ê ∞ , ïîëó÷àåì

1 6 lim
ρ→∞



∫

Σρ

|Vε − 1 + 1|2dξ1




1/2

6 1,

ò.å. ∫

Σρ

|Vε|2dξ1 → 1 ïðè ρ→ ∞.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â (1.1.26) ïðè ρN → ∞, èìååì

∫∫

B

|∇ξVε|2ξ2dξ = −1

2

∫

Σ

|Vε|2dξ1 +
1

2
. (1.1.27)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (1.1.10)

∫∫

B

|∇ξVε|2dξ = θε

∫

Σ

|Vε|2dξ1. (1.1.28)

Â ñèëó (1.1.13) çàêëþ÷àåì

−
∫∫

B

|∇ξVε|2ξ2 dξ 6
1

γ

∫∫

B

|∇ξVε|2e−γξ2 dξ

6
C4

C3γ

∫∫

B

|∇ξVε|2 dξ. (1.1.29)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.1.27)-(1.1.29) èìååì

2C4

C3γ

∫∫

B

|∇ξVε|2 dξ >
1

θε

∫∫

B

|∇ξVε|2 dξ − 1,

∫∫

B

|∇ξVε|2 dξ 6
(
1

θε
− 2C4

C3γ

)−1

6 C∗
6θε.
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Òàê êàê θε → 0 ïðè ε → 0 îöåíêà (1.1.21) äîêàçàíà. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà îöåíêè (1.1.20) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü (1.1.13) ñ u(ξ) = Vε(ξ), M =
1. Ëåììà 1.1.4 äîêàçàíà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 1.1.2 è 1.1.4 èñïîëüçîâàëàñü òåõíèêà, ðàç-

ðàáîòàííàÿ â [39℄. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ðàñêðûâàåò àñèìïòîòèêó ïî-

ãðàíñëîéíîé �óíêöèè.

Ëåììà 1.1.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.6), �óíêöèÿ W δ
ε (x)

îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (1.1.16). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε

ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C11, C12, C13, íå çàâèñÿùèå îò ε è δ,
÷òî

‖W δ
ε − 1‖

L2(∂Ω)
6 C11θ

1/2
ε , (1.1.30)

‖W δ
ε − 1‖

L2(Ω)
6 C12(δθε)

1/2, (1.1.31)

‖e− γτ
2δ∇xW

δ
ε ‖L2(Ω)

6 C13

(
θε
δ

)1/2

. (1.1.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî W δ
ε (x) − 1 = Vε

(
s
δ , 0
)
− 1 íà ∂Ω, è â

ñèëó (1.1.20) è (1.1.21) èìååì:

‖W δ
ε − 1‖2

L2(∂Ω)
=
∥∥∥Vε

(s
δ
, 0
)
− 1
∥∥∥
2

L2(∂Ω)
6

6 C14‖Vε(ξ)− 1‖2
L2(Σ)

6

6 C
′

14

(
‖Vε − 1‖2

L2(B)
+ ‖∇ξVε‖2L2(B)

)
6

6 C
′

14(C
2
5 + C2

6)θε,

ãäå ïîñòîÿííûå C14, C
′
14 íå çàâèñÿò îò ε è δ. Îöåíêà (1.1.30) äîêàçàíà.

�àçðåæåì Ω ∩ suppχ íà δ−1 ∈ N ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè è â èíòåãðà-

ëàõ ïî ýòèì ÿ÷åéêàì ïåðèîäè÷íîñòè ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

(x1, x2) → (s, τ) → (ξ1 − k, ξ2). Òîãäà â ñèëó (1.1.20)

‖W δ
ε − 1‖2

L2(Ω)
6 C15δ‖Vε(ξ)− 1‖2

L2(B)

6 C15C
2
5δθε,
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ãäå ïîñòîÿííàÿ C15 íå çàâèñèò îò ε è δ. Îöåíêà (1.1.31) äîêàçàíà. Àíà-

ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

∥∥∥e−
γτ
2δ∇xW

δ
ε

∥∥∥
2

L2(Ω)
62
∥∥∥e−

γτ
2δ

[
∇xχ(τ)

(
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)
− 1
)]∥∥∥

2

L2(Ω)
+

+ 2
∥∥∥e−

γτ
2δχ(τ)∇xVε

(s
δ
,
τ

δ

)∥∥∥
2

L2(Ω)
6

6C16δ
∥∥∥e−

γ
2 ξ2 (Vε(ξ)− 1)

∥∥∥
2

L2(B)
+

+
C17

δ

∥∥∥e−
γ
2 ξ2∇ξVε + ε

∥∥∥
2

L2(B)
,

ãäå τ < 0, ξ2 < 0, ïîñòîÿííûå C16, C17 íå çàâèñÿò îò ε è δ.
Ó÷èòûâàÿ òåïåðü (1.1.13) è (1.1.21), ïîëó÷àåì îöåíêó (1.1.32). Ëåì-

ìà 1.1.5 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîñâÿùåíî íåðàâåíñòâó äëÿ �óíêöèè v ∈
H1(Ω) â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ω.

Ëåììà 1.1.6. Ïóñòü α = const > 0. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ C18, íå çàâèñÿùàÿ îò δ, ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω)
∥∥veα τ

δ

∥∥
L2(Ω∩suppχ) 6 C18δ

1/2‖v‖
H1(Ω)

. (1.1.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ H1(Ω), è vN � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíê-
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öèé èç C∞(Ω) òàêàÿ, ÷òî vN → v â H1(Ω) ïðè N → ∞. Èìååì

0∫

−1

v2N(τ, s)e
2α τ

δ dτ =
δ

2α

0∫

−1

v2N(τ, s)d
(
e2α

τ
δ

)
=

=
δ

2α
v2N(τ, s)e

2α τ
δ

∣∣∣∣
τ=0

τ=−1

− δ

α

0∫

−1

vN(τ, s)
∂vN(τ, s)

∂τ
e2α

τ
δdτ 6

6
δ

2α

(
v2N(0, s)− v2N(−1, s)e−2α

δ

)
+

+
δ

α




0∫

−1

v2N(τ, s)dτ




1/2


0∫

−1

(
∂vN(τ, s)

∂τ

)2

dτ




1/2

C
′

18 6

6
δ

2α


v2N(0, s)− 0 + 4C

′

18




0∫

−1

v2N(τ, s)dτ +

0∫

−1

|∇xvN |2dτ




 .

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî s îò 0 äî 1:

∥∥vN(τ, s)eα
τ
δ

∥∥2
L2(Ω∩suppχ) 6 δC

′′

18

[
‖vN(0, s)‖2L2(∂Ω)

+

+ ‖vN(τ, s)‖2L2(Ω)
+ ‖∇xvN(τ, s)‖2L2(Ω)

]
.

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó î ñëåäàõ [49℄ è ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó äëÿ

vN , çàòåì ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè N → ∞. Ëåììà 1.1.6 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.1.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.6). Äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ε ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C19, íå çàâèñÿùàÿ îò δ è ε,
÷òî

‖∆W δ
ε ‖(H1(Ω,Γε

D))
∗ 6 C19θ

1/2
ε ,

ãäå

(
H1(Ω,Γε

D)
)∗

� ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå îòíîñèòåëüíî ñïà-

ðèâàíèÿ â L2(Ω) ê ïðîñòðàíñòâó H
1(Ω,Γε

D).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D),

∣∣∣∣
∫∫

Ω

∆W δ
ε v dx

∣∣∣∣6 C19θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω,Γε
D)
. (1.1.34)

Òàê êàê W δ
ε (x) = 1 + χ(τ)

[
Vε
(
s
δ ,

τ
δ

)
− 1
]
, òî

∆xW
δ
ε = ∆xχ(τ)

[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)
− 1
]
+ 2∇xχ(τ)∇xVε

(s
δ
,
τ

δ

)
+

+ χ(τ)∆xVε

(s
δ
,
τ

δ

)
, x ∈ Ω.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèëó (1.1.20)

∣∣∣∣
∫∫

Ω

∆xχ(τ)
[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)
− 1
]
v dx

∣∣∣∣6

6

(∫∫

Ω

(
∆xχ(τ)

[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)
− 1
])2

dx

)1/2(∫∫

Ω

v2 dx

)1/2

6

6 C20




δ−1∑

1

δ2
∫∫

B

(Vε(ξ)− 1)2dξ




1/2

‖v‖
L2(Ω)

=

= C20δ
1/2‖Vε(ξ)− 1‖

L2(B)
‖v‖

L2(Ω)
6

6 C21(δθε)
1/2‖v‖

L2(Ω)

ñ ïîñòîÿííûìè C20, C21, íå çàâèñÿùèìè îò ε è δ. Èñïîëü-
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çóÿ (1.1.13),(1.1.21) è (1.1.33), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣
∫∫

Ω

∇xχ(τ)∇xVε

(s
δ
,
τ

δ

)
v dx

∣∣∣∣6

6

(∫∫

Ω

(
∇xχ(τ)e

− γτ
2δ∇xVε

(s
δ
,
τ

δ

))2
dx

)1/2( ∫∫

Ω∩suppχ

(
e

γτ
2δ v
)2

dx

)1/2

=

=C22




δ−1∑

1

δ2
1

δ2

∫∫

B

(
e−γ

ξ2
2 ∇ξVε

)2
dξ




1/2( ∫∫

Ω∩suppχ

(
e

γτ
2δ v
)2

dx

)1/2

=

=C22δ
−1/2

∥∥∥e−γ
ξ2
2 ∇ξVε

∥∥∥
L2(B)

∥∥∥e
γτ
2δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

6

6

(
C4

C3

)1/2

C22δ
−1/2 ‖∇ξVε‖L2(B)

∥∥∥e
γτ
2δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

6

6

(
C4

C3

)1/2

C6C22

(
θε
δ

)1/2 ∥∥∥e
γτ
2δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

6

6

(
C4

C3

)1/2

C6C22

(
θε
δ

)1/2

C̃18δ
1/2‖v‖

H1(Ω)
=

=C23θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)
,

ñ ïîñòîÿííûìè C22, C23, íå çàâèñÿùèìè îò ε è δ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.1.34) îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣
∫∫

Ω

χ(τ)∆x

(
Vε

(s
δ
,
τ

δ

))
v dx

∣∣∣∣6 C24θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)
(1.1.35)

ñ ïîñòîÿííîé C24, íå çàâèñÿùåé îò ε è δ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì [29℄.

Íà suppχ êîîðäèíàòû (s, τ) ðåãóëÿðíû. Ïóñòü êðèâàÿ ∂Ω çàäàåò-

ñÿ âåêòîð-�óíêöèåé r(s). Ïîëîæèì l(s) = ∂r(s)
∂s , ν(s) � åäèíè÷íûé

âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω. Òî÷êè èç îêðåñòíîñòè ∂Ω áóäåì çàäà-

âàòü âåêòîð-�óíêöèåé x(s, τ) = r(s) + τν(s). Òîãäà, ñîãëàñíî �îðìóëå
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Ôðåíå,

∂x

∂s
=
∂r

∂s
+ τ

∂ν

∂s
= l(s)(1− τk(s)),

∂x

∂τ
= ν(s),

ãäå k(s)� êðèâèçíà êîíòóðà ∂Ω. Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ (s, τ) →
(x1, x2) â áàçèñå {l(s), ν(s)}, èìååò âèä

(
1− τk(s) 0

0 1

)
,

åå ÿêîáèàí H(s, τ) ðàâåí 1− τk(s). Â êîîðäèíàòàõ (s, τ) îïåðàòîð Ëà-

ïëàñà ∆x =
∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
èìååò âèä

∆x = L
(
s, τ,

∂

∂s
,
∂

∂τ

)

=
1

H(s, τ)

[
∂

∂τ
H(s, τ)

∂

∂τ
+

∂

∂s

1

H(s, τ)

∂

∂s

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆x =
1

δ2
∆ξ + τH(s, τ)

∂2

∂s2
+ L1

(
s, τ,

∂

∂s
,
∂

∂τ

)
,

ãäå

H(s, τ) =
k(s)(2− k(s)τ)

H(s, τ)2
.

Êîý��èöèåíòû îïåðàòîðà L1 ðàâíû −k(s)H(s, τ)−1
è τk′(s)H(s, τ)−3

è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

∣∣∣∣
∫∫

Ω

χ(τ)L1

[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)]
v dx

∣∣∣∣ 6 C25δ
−1/2

∥∥∥e−γ
ξ2
2 ∇ξVε

∥∥∥
L2(B)

∥∥∥e
γτ
2δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

6

6 C26θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)

ñîãëàñíî (1.1.13), (1.1.21) è (1.1.33), ñ ïîñòîÿííûìè C25 è C26, íå çàâè-

ñÿùèìè îò ε è δ.
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Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Vε(ξ) ãàðìîíè÷íà â B, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

(1.1.35) òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣
∫∫

Ω

χ(τ)H(s, τ)τ
∂2

∂s2

[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)]
v dx

∣∣∣∣6 C27θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)
, (1.1.36)

ãäå ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò îò ε è δ.
�àçðåæåì Ω ∩ suppχ íà δ−1 ∈ N ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè è â èíòåãðà-

ëàõ ïî ýòèì ÿ÷åéêàì ïåðèîäè÷íîñòè ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

(x1, x2) → (s, τ) → (ξ1 − k, ξ2) äëÿ k-é ÿ÷åéêè. Òîãäà

∣∣∣∣
∫∫

Ω

χ(τ)H(s, τ)τ
∂2

∂s2

[
Vε

(s
δ
,
τ

δ

)]
v dx

∣∣∣∣= δ

∣∣∣∣∣∣

δ−1∑

j=1

∫∫

B

ξ2
∂2Vε
∂ξ21

vj dξ

∣∣∣∣∣∣
,

ãäå ÿêîáèàíû îò çàìåíû ïåðåìåííûõ, �óíêöèè χ(τ),H(s, τ) ó÷èòûâà-
þòñÿ â �óíêöèÿõ vj(ξ), vj ∈ H(B,Γε). Ïðèìåíèì �îðìóëó �ðèíà ê

�óíêöèÿì Vε(ξ) è ξ2vj(ξ), èìåÿ â âèäó, ÷òî

∫∫

Bρ1ρ2

ξ2
∂2Vε
∂ξ21

vjdξ = −
∫∫

Bρ1ρ2

ξ2
∂2Vε
∂ξ22

vjdξ,

òàê êàê ∆ξVε(ξ) = 0 â Bρ1ρ2. Äëÿ ëþáîãî ρ1 > ρ2 > 0

−
∫∫

Bρ1ρ2

ξ2
∂2Vε
∂ξ22

vj dξ =

∫∫

Bρ1ρ2

∂Vε
∂ξ2

∂(ξ2vj)

∂ξ2
dξ+

+ ρ2

∫

Σρ2

∂Vε(ξ)

∂ξ2
vj dξ1 − ρ1

∫

Σρ1

∂Vε(ξ)

∂ξ2
vj dξ1.

Ëåãêî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.4, ÷òî

ρ2

∫

Σρ2

∂Vε(ξ)

∂ξ2
vj dξ1 → 0 ïðè ρ2 → 0.
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Èìåÿ â âèäó òîò �àêò, ÷òî vj

∣∣∣
Σρ1

= 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ1

(ïîñêîëüêó vj ñîäåðæèò ñðåçêó χ), ëåãêî ïîëó÷èòü òàêæå

ρ1

∫

Σρ1

∂Vε(ξ)

∂ξ2
vj dξ1 → 0 ïðè ρ1 → ∞.

Óñòðåìèâ ρ2 ê 0, à ρ1 ê ∞, îêîí÷àòåëüíî èìååì �îðìóëó âèäà

∫∫

B

ξ2
∂2Vε
∂ξ21

vj dξ =

∫∫

B

∂Vε(ξ)

∂ξ2

∂(ξ2vj)

∂ξ2
dξ =

=

∫∫

B

∂Vε(ξ)

∂ξ2
vj dξ +

∫∫

B

∂Vε(ξ)

∂ξ2
ξ2
∂vj(ξ)

∂ξ2
dξ =

=I1 + I2.

Ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â I1 è ïðîñóììèðîâàâ ïî

âñåì ÿ÷åéêàì ïåðèîäè÷íîñòè, èìååì

δ

∣∣∣∣∣∣

δ−1∑

j=1

∫∫

B

∂Vε
∂ξ2

vj dξ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫∫

Ω

χ(τ)H(s, τ)
∂Vε

(
s
δ ,

τ
δ

)

∂τ
v dx

∣∣∣∣∣∣
6

6C28δ
−1/2

∥∥∥e−γ
ξ2
2 ∇ξVε

∥∥∥
L2(B)

∥∥∥e
γτ
2δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

6

6C29θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)
,

ââèäó (1.1.13), (1.1.21) è (1.1.33).



� 38 �

Îöåíèì òåïåðü îñòàâøóþñÿ ñóììó:

δ

∣∣∣∣∣

δ−1∑

j=1

∫∫

B

ξ2
∂Vε
∂ξ2

∂vj
∂ξ2

dξ

∣∣∣∣∣6

6

∥∥∥ξ2e−γ
ξ2
4 ∇ξVε

∥∥∥
L2(B)

δ




δ−1∑

j=1

∥∥∥eγ
ξ2
4 ∇ξvj

∥∥∥
L2(B)


 6

6 ‖∇ξVε‖L2(B) δ




δ−1∑

j=1

∥∥∥eγ
ξ2
4 ∇ξvj

∥∥∥
L2(B)


 6

6 C30θ
1/2
ε δ1/2




δ−1∑

j=1

∥∥∥eγ
ξ2
4 ∇ξvj

∥∥∥
2

L2(B)




1/2

6

6 C̃30(θεδ)
1/2

(∥∥∥e
γτ
4δ∇xv

∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

+
∥∥∥e

γτ
4δ v
∥∥∥
L2(Ω∩suppχ)

)
6

6 C31θ
1/2
ε ‖v‖

H1(Ω)
,

ãäå ïîñòîÿííûå C30, C31 íå çàâèñèò îò ε è δ.

Ïîëó÷èëè îöåíêó (1.1.36). Ëåììà 1.1.7 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ñîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëü-

íûõ òîæäåñòâ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðîâ.

Ëåììà 1.1.8. Ïóñòü p < +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕε ∈ H1 (Ω,Γε
D) ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíê-

öèÿ ϕ∗ ∈ H1(Ω), ÷òî ϕε ⇀ ϕ∗
ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0. Òîãäà äëÿ

ëþáîé v ∈ C∞(Ω)
∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→

∫∫

Ω

(∇xϕ
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

ϕ∗v ds

ïðè ε→ 0, ãäå W δ
ε îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (1.1.16).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî vW δ
ε ∈ H1(Ω,Γε

D), òàê êàê

v ∈ C∞(Ω). Íàïèøåì �îðìóëó �ðèíà â îáëàñòè Ωµ = {x ∈
Ω | dist(x, ∂Ω) > µ} äëÿ �óíêöèé ϕε

è vW δ
ε :∫∫

Ωµ

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx =

=−
∫∫

Ωµ

∆(vW δ
ε )ϕ

ε dx+

∫

∂Ωµ

∂(vW δ
ε )

∂τ
ϕε ds =

=−
∫∫

Ωµ

∆vW δ
εϕ

ε dx−
∫∫

Ωµ

(
2(∇xv,∇xW

δ
ε ) + v∆W δ

ε

)
ϕε dx+

+

∫

∂Ωµ

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds+

∫

∂Ωµ

∂W δ
ε

∂τ
vϕε ds. (1.1.37)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

−
∫∫

Ωµ

∆vW δ
εϕ

ε dx→ −
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx ïðè µ→ 0.

Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè µ→ 0 èìååì

−
∫∫

Ωµ

2(∇xv,∇xW
δ
ε )ϕ

ε dx→ −
∫∫

Ω

2(∇xv,∇xW
δ
ε )ϕ

ε dx,

∫

∂Ωµ

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds→

∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds,

−
∫∫

Ωµ

v∆W δ
εϕ

ε dx→ −
∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx.

Èç óñëîâèÿ (1.1.9) è ñâîéñòâ �óíêöèè W δ
ε (ñì. (1.1.16) è (1.1.17)) ñëå-

äóåò, ÷òî

∫

∂Ωµ

∂W δ
ε

∂τ
vϕε ds→ θε

δ

∫

∂Ω

W δ
ε vϕ

ε ds ïðè µ→ 0,
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òàê êàê vϕε ∈ H(B,Γε).

Óñòðåìèì µ→ 0 â (1.1.37), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx =

=−
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx−
∫∫

Ω

2(∇xv,∇xW
δ
ε )ϕ

ε dx−

−
∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx+

∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds+

θε
δ

∫

∂Ω

W δ
ε vϕ

ε ds. (1.1.38)

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â (1.1.38) ïðè ε→ 0. Èìååì

−
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx→ −
∫∫

Ω

∆vϕ∗ dx ïðè ε→ 0,

òàê êàê â ñèëó (1.1.31) W δ
ε → 1 ïðè ε→ 0 ñèëüíî â L2(Ω).

Äàëåå,

−
∫∫

Ω

2
(
∇xv,∇xW

δ
ε

)
ϕε dx = −

∫∫

Ω

2
(
∇xv,∇x(W

δ
ε − 1)

)
ϕε dx =

=

∫∫

Ω

(W δ
ε − 1)2 [(∇xϕ

ε,∇xv) + ϕε∆v] dx−

−
∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)2ϕε∂v

∂τ
ds

è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε→ 0 â ñèëó íåðàâåíñòâ (1.1.30) è (1.1.31). Èíòå-
ãðàë ∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx

â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.1.34) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε→ 0. Òàê êàê W δ
ε → 1



� 41 �

ïðè ε→ 0 ñèëüíî â L2(∂Ω) â ñèëó (1.1.30) è
θε
δ → p ïðè ε→ 0, òî

∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds→

∫

∂Ω

∂v

∂τ
ϕ∗ ds,

à

θε
δ

∫

∂Ω

W δ
ε vϕ

ε ds→ p

∫

∂Ω

ϕ∗v ds ïðè ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→

→ −
∫∫

Ω

∆vϕ∗ dx+

∫

∂Ω

∂v

∂τ
ϕ∗ ds+ p

∫

∂Ω

ϕ∗v ds =

=

∫∫

Ω

(∇xϕ
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

ϕ∗v ds ïðè ε→ 0.

Ëåììà 1.1.8 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.1.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5) è (1.1.6) 
 p =

+∞. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ

C33, íå çàâèñÿùàÿ îò ε è δ, ÷òî

‖v‖
L2(∂Ω)

6 C33

(
δ

θε

)1/2

‖v‖
H1(Ω)

(1.1.39)

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.1.19) äëÿ ëþáîé w ∈ H1-per(B,Γ
ε)

‖w‖2
L2(Σ)

6
1

θ̃ε
‖∇ξw‖2L2(B)

.

�àçðåæåì Ω ∩ suppχ íà δ−1 ∈ N ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè è â êàæäîé k-é
ÿ÷åéêå ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè ∂Ω: (x1, x2) →
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(s, τ) → (ξ1 − k, ξ2), òîãäà äëÿ v ∈ H1(Ω,Γε
D) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖v‖2
L2(Σ)

= ‖vχ‖2
L2(Σ)

6
1

θ̃ε
‖∇ξ(vχ)‖2L2(B)

.

Ïðîèçâåäÿ òåïåðü îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ñóììèðóÿ ïî âñåì

ÿ÷åéêàì ïåðèîäè÷íîñòè, ïîëó÷àåì (1.1.39). Ëåììà 1.1.9 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.1.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5), (1.1.6) ñ p =

+∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕε ∈
H1(Ω,Γε

D) ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ ϕ∗ ∈ H1(Ω), ÷òî ϕε ⇀ ϕ∗

ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε→ 0. Òîãäà ϕ∗ ∈
◦
H1 (Ω) è äëÿ ëþáîé v ∈ C∞

0 (Ω)∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→

∫∫

Ω

(∇xϕ
∗,∇xv) dx

ïðè ε→ 0, ãäå W δ
ε îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (1.1.16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé ëåììû è îöåíêè (1.1.39) ϕ∗ ∈
◦
H1 (Ω). Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.1.8 èìååì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

v ∈ C∞
0 (Ω),∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx =

=−
∫∫

Ω

∆(vW δ
ε )ϕ

ε dx+

∫

∂Ω

∂(vW δ
ε )

∂τ
ϕε ds =

=−
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx− 2

∫∫

Ω

(
∇xv,∇x(W

δ
ε − 1)

)
ϕε dx−

−
∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx+

∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds =

=−
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx+ 2

∫∫

Ω

(W δ
ε − 1) ((∇xv,∇xϕ

ε) + ∆vϕε) dx−

−
∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx− 2

∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)

∂v

∂τ
ϕε ds+

∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds.
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Ââèäó îöåíêè (1.1.31) ïðè ε→ 0 èíòåãðàë

−
∫∫

Ω

∆vW δ
εϕ

ε dx→ −
∫∫

Ω

ϕ∗∆v dx,

à

2

∫∫

Ω

(W δ
ε − 1) ((∇xv,∇xϕ

ε) + ∆vϕε) dx→ 0.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.1.34), âûâîäèì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

∫∫

Ω

v∆W δ
εϕ

ε dx→ 0

ïðè ε→ 0.
Èç-çà òîãî, ÷òî v ∈ C∞

0 (Ω),
∫

∂Ω

∂v

∂τ
W δ

εϕ
ε ds =

∫

∂Ω

(
W δ

ε − 1
) ∂v
∂τ
ϕε ds = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ v ∈ C∞
0 (Ω) ïðè ε→ 0 èìååì

∫∫

Ω

(
∇xϕ

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→ −

∫∫

Ω

∆vϕ∗ dx =

∫∫

Ω

(∇xϕ
∗,∇xv) dx.

Ëåììà 1.1.10 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî òèïà Ôðèäðèõñà èç ïðåäëîæåíèÿ 1 [63℄

íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíûõ îöåíîê (ñì. òàêæå [45℄, [98℄).

Ëåììà 1.1.11. Ïóñòü 0 < p 6 ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-

ëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ M1, íå çàâèñÿùàÿ îò ε è δ, ÷òî
∫∫

Ω

|∇xu|2 dx > M1‖u‖2H1(Ω)
(1.1.40)

äëÿ ëþáîé u ∈ H1(Ω,Γε
D).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈
H1(Ω,Γε

D) ∫∫

Ω

|∇xu|2 dx >M2‖u‖2L2(Ω)

ñ ïîñòîÿííîé M2, íå çàâèñÿùåé îò ε, δ è u.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóþò òàêèå

εm, δm = δ(εm), ñòðåìÿùèåñÿ ê 0 ïðè m→ ∞, è um ∈ H1(Ω,Γεm
D ), ÷òî

∫∫

Ω

|∇xum|2 dx <
‖um‖2L2(Ω)

m
. (1.1.41)

Ïóñòü

µm = inf
v∈H1(Ω,Γεm

D )

∫∫
Ω

|∇xv|2 dx

‖v‖2
L2(Ω)

. (1.1.42)

Àíàëîãè÷íî ëåììå 1.1.1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ vm ∈
H1(Ω,Γεm

D ), ‖vm‖2L2(Ω)
= 1, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (1.1.42).

Èç (1.1.41) ñëåäóåò, ÷òî µm < 1
m , ò.å. µm → 0 ïðè m→ +∞.

Èç âûøåîïèñàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

∫∫

Ω

|∇xvm|2 dx→ 0 ïðè m→ +∞. (1.1.43)

�àññìîòðèì âûðàæåíèå

h1(t) =

∫∫
Ω

|∇x(vm + tu)|2 dx

‖vm + tu‖2
L2(Ω)

, t ∈ R.

Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé îò t â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè t = 0. Ýòî îòíîøåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé µm,
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è íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ôåðìà èìååì

0 = h
′

1(t)
∣∣∣
t=0

=
1

‖vm‖4L2(Ω)



2



∫∫

Ω

(∇vm,∇u) dx


‖vm‖2L2(Ω)

−

−2

∫∫

Ω

vmu dx



∫∫

Ω

|∇vm|2 dx





 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

Ω

(∇xvm,∇xu) dx = µm

∫∫

Ω

vmu dx.

À çíà÷èò, äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ H1(Ω,Γε
D) ïðè m→ +∞

∣∣∣∣
∫∫

Ω

(∇xvm,∇xu) dx

∣∣∣∣ 6 µmM → 0, (1.1.44)

ãäå êîíñòàíòà M =
√∫∫

Ω

u2 dx íå çàâèñèò îò m.

Èç òîãî, ÷òî ‖vm‖2L2(Ω)
= 1 è (1.1.43) ñëåäóåò, ÷òî ‖vm‖H1(Ω)

6 C32

äëÿ ëþáîãîm, ãäåC32 íå çàâèñèò îòm, ò.å. èç {vm} ìîæíî âûáðàòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îáîçíà÷àåìóþ äëÿ óäîáñòâà ïî-ïðåæíåìó {vm})
òàêóþ, ÷òî vm ⇀ v∗ ∈ H1(Ω) ñëàáî â H1(Ω).

Â ñëó÷àå, êîãäà p <∞, ñîãëàñíî ëåììå 1.1.8 äëÿ v ∈ C∞(Ω) èìååì
∫∫

Ω

(
∇xvm,∇x(vW

δm
εm )
)
dx→

∫∫

Ω

(∇xv
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

v∗v ds

ïðè m→ ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâèâ u = vW δm
εm

â (1.1.44), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè

m→ +∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

∫∫

Ω

(
∇xvm,∇x(vW

δm
εm )
)
dx→ 0.
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Èòàê, ∫∫

Ω

(∇xv
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

v∗v ds = 0

äëÿ ëþáîé v ∈ C∞(Ω), ñëåäîâàòåëüíî, èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è, v∗ = 0, íî

‖v∗‖
L2(Ω)

= 1 â ñèëó òîãî, ÷òî ‖vm‖L2(Ω)
= 1 äëÿ ëþáîãî m ∈ N.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 1.1.11 äëÿ 0 < p < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p = ∞ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ëåììû 1.1.10.

� 1.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.5) ñ

0 < p < +∞. Ïóñòü g ∈ L2(∂Ω), u
ε
è u0 � îáîáùåííûå ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1.1.1) è (1.1.7) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà uε ⇀ u0 ñëàáî â H1(Ω)

ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îöåíêè (1.1.40) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åíà â H1(Ω) , ñëåäîâàòåëüíî, âûäåëåíèåì ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èì, ÷òî uε ⇀ u∗ ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî u∗ = u0.
Âîçüìåì v ∈ C∞(Ω), òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.1.8

∫∫

Ω

(
∇xu

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→

∫∫

Ω

(∇xu
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

u∗v ds ïðè ε→ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó îöåíêè (1.1.30)

∫

∂Ω

gvW δ
ε ds→

∫

∂Ω

gv ds ïðè ε→ 0.

Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.1.2) ïðîèçâåäåíèå vW δ
ε â

êà÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèè. Ïîëó÷èì, ÷òî u∗ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-
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íîìó òîæäåñòâó

∫∫

Ω

(∇xu
∗,∇xv) dx+ p

∫

∂Ω

u∗v ds =

∫

∂Ω

gv ds

äëÿ ëþáîé v ∈ C∞(Ω).

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.7) u∗ = u0. Òåîðå-
ìà 1.2.1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.5) ñ

0 < p < +∞. Ïóñòü g ∈ C(∂Ω), uε è u0 � îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (1.1.1) è (1.1.7) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ C34, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, δ è g, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε èìååì

‖u0W δ
ε − uε‖

H1(Ω)
6 C34‖g‖C(∂Ω)

(
θ1/2ε +

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣
)
. (1.2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îáëàñòè Ωµ,

îïðåäåë¼ííîé â ëåììå 1.1.8

∫∫

Ωµ

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîìíÿ, ÷òî ∆u0 = 0, ïîëó÷à-
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åì äëÿ v ∈ H1(Ω,Γε
D)

∫∫

Ωµ

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx =

=

∫∫

Ωµ

(
∇x(u

0W δ
ε ),∇xv

)
dx−

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
v ds =

= −
∫∫

Ωµ

∆(u0W δ
ε )v dx+

∫

∂Ωµ

∂(u0W δ
ε )

∂τ
v ds−

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
v ds =

= −
∫∫

Ωµ

(
2
(
∇xu

0,∇x(W
δ
ε − 1)

)
+ u0∆W δ

ε

)
v dx+

+

∫

∂Ωµ

∂u0

∂τ
W δ

ε v ds+

∫

∂Ωµ

u0
∂W δ

ε

∂τ
v ds−

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
v ds =

= 2

∫∫

Ωµ

(
W δ

ε − 1
) (

∇xv,∇xu
0
)
dx+

∫

∂Ωµ

∂u0

∂τ
W δ

ε v ds+

∫

∂Ωµ

u0
∂W δ

ε

∂τ
v ds−

−
∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
v ds− 2

∫

∂Ωµ

(W δ
ε − 1)

∂u0

∂τ
v ds−

∫∫

Ωµ

u0∆W δ
ε v dx.

(1.2.2)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè µ→ 0
∫∫

Ωµ

(
W δ

ε − 1
) (

∇xv,∇xu
0
)
dx→

∫∫

Ω

(
W δ

ε − 1
) (

∇xv,∇xu
0
)
dx,
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∫

∂Ωµ

∂u0

∂τ
W δ

ε v ds→
∫

∂Ω

∂u0

∂τ
W δ

ε v ds,

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
v ds→

∫

∂Ω

∂uε

∂τ
v ds =

∫

∂Ω

gv ds,

∫∫

Ωµ

u0∆W δ
ε v dx→

∫∫

Ω

u0∆W δ
ε v dx,

à

∫

∂Ωµ

(W δ
ε − 1)

∂u0

∂τ
v ds→

∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)

∂u0

∂τ
v ds.

Â ñèëó (1.1.9) è ñâîéñòâ W δ
ε , çàäàííûõ �îðìóëîé (1.1.16),

∫

∂Ωµ

u0
∂W δ

ε

∂τ
v ds→ θε

δ

∫

∂Ω

u0W δ
ε v ds ïðè µ→ 0.

Ïåðåéäåì â (1.2.2) ê ïðåäåëó ïðè µ → 0. Èìåÿ â âèäó ãðàíè÷íîå

óñëîâèå (1.1.7), ò.å.

∂u0

∂τ = −pu0 + g íà ∂Ω, ïîëó÷àåì
∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx =

=

∫∫

Ω

(W δ
ε − 1)2

(
∇xv,∇xu

0
)
dx+

+

(
θε
δ
− p

)∫

∂Ω

u0W δ
ε v ds−

∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)

∂uε

∂τ
vds+

+ 2

∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)p u0v ds−

∫∫

Ω

u0∆W δ
ε v dx. (1.2.3)

Îöåíèì èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.2.3). Èìå-
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åì

∣∣∣∣
∫∫

Ω

(W δ
ε − 1)(∇xv,∇xu

0) dx

∣∣∣∣ = ‖W δ
ε − 1‖

L2(Ω)



∫∫

Ω

(∇xu
0,∇xv)

2 dx




1/2

6

6 C12(θεδ)
1/2C35‖g‖C(∂Ω)

‖v‖
H1(Ω,Γε

D)
,

ââèäó îöåíîê (1.1.18) è (1.1.31). Èñïîëüçóÿ (1.1.18) è (1.1.34), ïîëó÷àåì

îöåíêó ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà èç (1.2.3)

∣∣∣∣
∫∫

Ω

u0∆W δ
ε v dx

∣∣∣∣ 6 C19θ
1/2
ε ‖u0v‖

H1(Ω)
6

6 C ′
19θ

1/2
ε ‖u0‖

C1(Ω)
‖v‖

H1(Ω)
6 C ′′

19θ
1/2
ε ‖g‖

C(∂Ω)
‖v‖

H1(Ω)
.

Äàëåå, áëàãîäàðÿ (1.1.18) è (1.1.30), ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë

îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∣∣∣∣
(
θε
δ
− p

)∫

∂Ω

u0(W δ
ε − 1)v ds+

(
θε
δ
− p

)∫

∂Ω

u0v ds

∣∣∣∣6

6

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣C
′
11θ

1/2
ε ‖v‖

H1(Ω,Γε
D)
‖g‖

C(∂Ω)
+ C ′′

11

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣‖v‖H1(Ω,Γε
D)
‖g‖

C(∂Ω)
6

6 C̃11

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣‖v‖H1(Ω,Γε
D)
‖g‖

C(∂Ω)
.

Îñòàâøèåñÿ èíòåãðàëû èìåþò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

∣∣∣∣
∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)p u0v ds

∣∣∣∣6 C11θ
1/2
ε C36‖v‖H1(Ω,Γε

D)
‖g‖

C(∂Ω)
,

∣∣∣∣
∫

∂Ω

(W δ
ε − 1)gvds

∣∣∣∣6 Čθ1/2ε ‖v‖
H1(Ω,Γε

D)
‖g‖

C(∂Ω)
,
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ââèäó (1.1.18) è (1.1.30). Îêîí÷àòåëüíî èìååì

∣∣∣∣
∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx

∣∣∣∣6

6 C
′

34‖g‖C(∂Ω)

(
θ1/2ε +

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣
)
‖v‖

H1(Ω,Γε
D)

(1.2.4)

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D).

Ïîëîæèì v = u0W δ
ε − uε. Íà îñíîâàíèè (1.1.40) è (1.2.4) ïîëó÷àåì

èñêîìóþ îöåíêó. Òåîðåìà 1.2.2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)

è (1.1.6) 
 p = +∞. Ïóñòü g ∈ L2(∂Ω), u
ε
� îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1.1.1). Òîãäà uε ⇀ 0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.3 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû 1.2.1.

Òåîðåìà 1.2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)

è (1.1.6) 
 p = +∞. Ïóñòü g ∈ C(∂Ω), uε � îáîáùåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1.1.1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ K2, íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò ε, δ è g, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε èìååì

‖uε‖
H1(Ω)

6 K2‖g‖C(∂Ω)

(
δ

θε

)1/2

. (1.2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî v ∈ H1(Ω,Γε
D)

∫

Ω

(∇xu
ε,∇xv) dx =

∫

∂Ω

gvds. (1.2.6)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì ëåììû 1.1.9

∣∣∣∣
∫

Ω

(∇xu
ε,∇xv) dx

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫

∂Ω

gvds

∣∣∣∣6 ‖g‖
C(∂Ω)

‖v‖
L2(∂Ω)

6

6 C33δ
1/2θ−1/2

ε ‖g‖
C(∂Ω)

‖v‖
H1(Ω)

(1.2.7)
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Ïîäñòàâèì v = uε è ó÷ò¼ì (1.1.40). Ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó (1.2.5).

Òåîðåìà 1.2.4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.5) ñ

p = 0. Ïóñòü g ∈ L2(∂Ω),
∫
∂Ω

g(x)ds = 0, uε è u0 � îáîáùåííûå ðåøå-

íèÿ çàäà÷ (1.1.1) è (1.1.7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

〈uε〉 = 1

|Ω|

∫∫

Ω

uε dx.

Òîãäà uε − 〈uε〉⇀ u0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.1.2) �óíêöèÿ uε óäîâëåòâîðÿåò èíòå-

ãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫∫

Ω

(∇xu
ε,∇xv) dx =

∫

∂Ω

gvds

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D).

Ïîñêîëüêó

∫
∂Ω

g(x) ds = 0 ïî óñëîâèþ, òî

∫∫

Ω

|∇x(u
ε − 〈uε〉)|2 dx =

∫

∂Ω

g(uε − 〈uε〉) ds

6 C37‖g‖L2(∂Ω)
‖∇x(u

ε − 〈uε〉)‖
L2(Ω)

ñ ïîñòîÿííîé C37, íå çàâèñÿùåé îò ε, δ è uε, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ïó-

àíêàðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî vε = uε − 〈uε〉 ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åíî â H1(Ω). Âûäåëåíèåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáîçíà÷àåìîé

ïî-ïðåæíåìó) ïîëó÷àåì

vε ⇀ u∗ ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε→ 0. (1.2.8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî u∗ = u0.
Èç (1.2.8) ñëåäóåò, ÷òî

∫∫
Ω

u∗ dx = 0. Âîçüìåì v ∈ C∞(Ω). Òîãäà
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vW δ
ε ∈ H1(Ω,Γε

D) è
∫∫

Ω

(
∇xu

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx =

∫∫

Ω

(
∇xv

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx =

=

∫

∂Ω

gvW δ
ε ds.

Çàìåòèì, ÷òî

∫∫

Ω

(vW δ
ε − v)2 dx =

∫∫

Ω

v2|W δ
ε − 1|2 dx 6

6 C38‖W δ
ε − 1‖2

L2(Ω)
6

6 C39δθε → 0 ïðè ε→ 0.

Ïðè÷¼ì, ñîãëàñíî (1.1.31), C39 = C38C
2
12.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî vW δ
ε → v ñèëüíî â H1(Ω) ïðè ε→ 0. Äåéñòâè-

òåëüíî,

∫∫

Ω

∣∣∇x(vW
δ
ε )−∇xv

∣∣2 dx =

=

∫∫

Ω

∣∣∇xv(W
δ
ε − 1) + v∇xW

δ
ε

∣∣2 dx =

=

∫∫

Ω

|∇xv|2(W δ
ε − 1)2 dx+

+ 2

∫∫

Ω

(W δ
ε − 1)v(∇xv,∇xW

δ
ε ) dx+

∫∫

Ω

v2|∇xW
δ
ε |2 dx 6

6C40

[
‖W δ

ε − 1‖2
L2(Ω)

+ ‖W δ
ε − 1‖

L2(Ω)
‖∇xW

δ
ε ‖L2(Ω)

+ ‖∇xW
δ
ε ‖

2

L2(Ω)

]
6

6C40

[
C2

12δθε + C12(θεδ)
1/2C13

(
θε
δ

)1/2

+ C2
13

θε
δ

]
→ 0 ïðè ε→ 0
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ñîãëàñíî (1.1.31) è (1.1.32), òàê êàê

θε
δ → 0 ïî óñëîâèþ ïðè ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

Ω

(
∇xu

ε,∇x(vW
δ
ε )
)
dx→

∫∫

Ω

(∇xu
∗,∇xv) dx,

à ∫

∂Ω

gvW δ
ε ds→

∫

∂Ω

gv ds ïðè ε→ 0

áëàãîäàðÿ (1.1.30).

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ u∗ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäå-

ñòâó

∫∫

Ω

(∇xu
∗,∇xv) dx =

∫

∂Ω

gv ds äëÿ ëþáîé v ∈ C∞(Ω).

Ïîñêîëüêó

∫∫
Ω

u∗ dx = 0, èç ïîñëåäíåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà ñëå-

äóåò, ÷òî u∗ = u0. Òåîðåìà 1.2.5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.1.5) ñ

p = 0. Ïóñòü g ∈ C(∂Ω),
∫
∂Ω

g(x) ds = 0, uε è u0 � îáîáùåííûå ðåøå-

íèÿ çàäà÷ (1.1.1) è (1.1.7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

〈uε〉 = 1

|Ω|

∫∫

Ω

uε dx.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííà K3, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, δ è g,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε èìååì

∣∣u0W δ
ε − (uε − 〈uε〉)

∣∣
H1(Ω)

6 K3‖g‖C(∂Ω)

(
θε
δ

)1/2

. (1.2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω) òàêîé, ÷òî v + C ∈
H1(Ω,Γε

D), ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, â ñèëó òîãî, ÷òî ñðåäíåå îò
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g ïî ãðàíèöå ðàâíî 0, èìååì
∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇x(v + C)

)
dx =

=

∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε ),∇xv

)
dx−

∫

∂Ω

gv ds =

=

∫∫

Ω

(∇xu
0,∇xv)W

δ
ε dx+

∫∫

Ω

u0(∇xW
δ
ε ,∇xv) dx−

∫

∂Ω

gv ds =

=

∫∫

Ω

(∇xu
0,∇xv)(W

δ
ε − 1) dx+

∫∫

Ω

u0(∇xW
δ
ε ,∇xv) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (1.1.18), (1.1.31) è (1.1.32), îöåíèâàåì

∣∣∣∣
∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx

∣∣∣∣6

6



∫∫

Ω

|∇xu
0|2|W δ

ε − 1|2 dx




1/2

∫∫

Ω

|∇xv|2 dx




1/2

+

+



∫∫

Ω

(u0)2|∇xW
δ
ε |2 dx




1/2

∫∫

Ω

|∇xv|2 dx




1/2

6

6C41‖g‖C(∂Ω)
‖∇xv‖L2(Ω)

(
C12(θεδ)

1/2 + C13

(
θε
δ

)1/2
)

6

6K
′

3‖g‖C(∂Ω)
‖∇xv‖L2(Ω)

(
θε
δ

)1/2

ñ ïîñòîÿííîé K
′
3, íå çàâèñÿùåé îò ε, δ, g, v.

Ïîëîæèì v = (u0W δ
ε − 〈u0W δ

ε 〉)− (uε − 〈uε〉), ãäå

〈u0W δ
ε 〉 =

1

|Ω|

∫∫

Ω

u0W δ
ε dx.
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Èìåÿ â âèäó, ÷òî

∫∫
Ω

u0 dx = 0, âûâîäèì

|〈u0W δ
ε 〉| 6

∣∣∣∣
1

|Ω|

∫∫

Ω

u0(W δ
ε − 1) dx

∣∣∣∣6

6
1

|Ω|



∫∫

Ω

|u0|2 dx




1/2

∫∫

Ω

|W δ
ε − 1|2 dx




1/2

6

6 C42(θεδ)
1/2‖g‖

C(∂Ω)
, (1.2.10)

ñ ïîñòîÿííîé C42, íå çàâèñÿùåé îò ε, δ, g.
Òîãäà

∫∫

Ω

|∇xv|2 dx =

∫∫

Ω

(
∇x(u

0W δ
ε − uε),∇xv

)
dx 6

6 K
′

3‖g‖C(∂Ω)
‖∇xv‖L2(Ω)

(
θε
δ

)1/2

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫∫

Ω

v dx = 0 è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, ïî-

ëó÷àåì

‖v‖
H1(Ω)

6 K
′′

3‖g‖C(∂Ω)

(
θε
δ

)1/2

ñ ïîñòîÿííîé K
′′
3 , íå çàâèñÿùåé îò ε, δ è g. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-

ñòâî (1.2.10), ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó:

‖u0W δ
ε − (uε − 〈uε〉)‖

H1(Ω)
6 ‖u0W δ

ε − (uε − 〈uε〉)− 〈u0W δ
ε 〉‖H1(Ω)

+

+‖〈u0W δ
ε 〉‖H1(Ω)

6 K
′′

3‖g‖C(∂Ω)

(
θε
δ

)1/2

+

+C42|Ω|1/2(θεδ)1/2‖g‖C(∂Ω)
6 K3‖g‖C(∂Ω)

(
θε
δ

)1/2

.

Òåîðåìà 1.2.6 äîêàçàíà.
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� 1.3 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå íåðàç-

ðåøèìîñòè óñðåäí¼ííîé çàäà÷è

�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à





∆uε = 0 â îáëàñòè Ω,

uε = 0 íà Γε
D,

∂uε

∂τ = gε(x) íà Γε
N .

(1.3.1)

Çäåñü gε ∈ L2(∂Ω) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà ε.

Ôóíêöèÿ uε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.3.1), åñëè uε ∈ H1(Ω,Γε
D) è∫∫

Ω

∇xu
ε∇xv dx =

∫

∂Ω

gεv ds (1.3.2)

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γε
D).

Ïóñòü gε → g â L2(∂Ω) ïðè ε → 0, à ïîðÿäîê ïî ε �óíêöèè δ(ε)
ðàâåí (θε)

α
, ãäå α ∈ (23, 1).

ßñíî, ÷òî p èç (1.1.5) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî 0. À çíà÷èò, ñëåäóþùàÿ

çàäà÷à {
∆u0 = 0 â îáëàñòè Ω,
∂u0

∂τ
= g(x) íà ∂Ω

(1.3.3)

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé (óñðåäí¼ííîé) â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå ðàçðåøèìîñòè

〈g〉∂Ω ≡ 1

|∂Ω|

∫

∂Ω

g ds = 0.

(ñì. òåîðåìó 1.2.5). Ëåãêî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü è àñèìïòîòèêó ðå-

øåíèé (ñì. òåîðåìó 1.2.6).

Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3.1) â ñëó÷àå,

êîãäà 〈g〉∂Ω 6= 0.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü

vε = uε − δ(ε)

θε
〈g〉∂ΩW δ

ε ,
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òîãäà vε − 〈vε〉Ω ⇀ v0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0, ãäå v0 � ðåøåíèå

ñëåäóþùåé çàäà÷è

{
∆v0 = 0 â îáëàñòè Ω,
∂v0

∂τ = g(x)− 〈g〉∂Ω íà ∂Ω,
(1.3.4)

à

〈vε〉Ω =
1

|Ω|

∫∫

Ω

vε(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþò ðàâíîìåðíóþ

îãðàíè÷åííîñòü â H1(Ω,Γε
D) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vε − 〈vε〉Ω}ε.

Äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

R‖v‖
L2(Ω)

6 ‖∇v‖
L2(Ω)

+ ‖v‖
L2(∂Ω)

. (1.3.5)

Ó÷èòûâàÿ ãëàäêîñòü ãðàíèöû ∂Ω, èç îïðåäåëåíèé (1.1.4) è (1.1.19) âû-
òåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω,Γε

D) èìååò ìåñòî

‖v‖
L2(∂Ω)

6 R1

(
δ

θε

)1/2

‖∇v‖
L2(Ω)

. (1.3.6)

Èç íåðàâåíñòâ (1.3.5) è (1.3.6) çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖v‖
L2(Ω)

6 R2

(
1 +

(
δ

θε

)1/2
)
‖∇v‖

L2(Ω)
. (1.3.7)

Èñïîëüçóÿ (1.3.1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî â îáëàñòè Ωµ
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∫∫

Ωµ

|∇xv
ε|2 dx =

∫∫

Ωµ

∣∣∣∣∇x

(
uε − δ

θε
〈gε〉∂ΩW δ

ε

)∣∣∣∣
2

dx =

=

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
vε ds− δ

θε
〈gε〉∂Ω

∫∫

Ωµ

∇xW
δ
ε∇xv

ε dx =

=

∫

∂Ωµ

∂uε

∂τ
vε ds+

δ

θε
〈gε〉∂Ω

∫∫

Ωµ

∆W δ
ε v

ε dx−

− δ

θε
〈gε〉∂Ω

∫

∂Ωµ

∂W δ
ε

∂τ
vε ds.

Òåïåðü óñòðåìèì µ ê íóëþ, èìåÿ â âèäó (1.1.17). Èìååì

∫∫

Ω

|∇xv
ε|2 dx =

∫

∂Ω

gεv
ε ds+

δ

θε
〈gε〉∂Ω

∫∫

Ω

∆W δ
ε v

ε dx−

− 〈gε〉∂Ω
∫

∂Ω

W δ
ε v

ε ds =

=

∫

∂Ω

(gε − 〈gε〉∂Ω) (vε − 〈vε〉Ω) ds+

+
δ

θε
〈gε〉∂Ω

∫∫

Ω

∆W δ
ε v

ε dx+ 〈gε〉∂Ω
∫

∂Ω

(
1−W δ

ε

)
vε ds.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ëåììû 1.1.5 è 1.1.7, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

∫∫

Ω

|∇xv
ε|2 dx 6 ‖gε − 〈gε〉∂Ω‖L2(∂Ω)

‖vε − 〈vε〉Ω‖L2(∂Ω)
+

+
δ

θ
1/2
ε

R4|〈gε〉∂Ω|‖vε‖H1(Ω)
+ |〈gε〉∂Ω|θ1/2ε R5‖vε‖L2(∂Ω)

.
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè (1.3.6) è (1.3.7) è íåðàâåíñòâîì Ïóàíêà-

ðå, òîãäà

∫∫

Ω

|∇xv
ε|2 dx 6 R6‖∇vε‖L2(Ω)

+

+R7

(
δ

θ
1/2
ε

+
δ3/2

θε

)
‖∇vε‖

L2(Ω)
+ R8θ

1/2
ε

(
δ

θε

)1/2

‖∇vε‖
L2(Ω)

.

Åñëè δ èìååò ïîðÿäîê ïî ε (θε)
α
, ãäå α ∈ (2/3, 1), òî èìåÿ â âèäó

íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

‖vε − 〈vε〉Ω‖H1(Ω)
6 R9.

Èç ïîëó÷åííîé ðàâíîìåðíîé îöåíêè ñëåäóåò ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü ñå-

ìåéñòâà {vε−〈vε〉Ω} â ïðîñòðàíñòâåH1(Ω), òî åñòü ñóùåñòâóåò v0 òàêàÿ,
÷òî vε − 〈vε〉Ω ⇀ v0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0 ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè. Ñõîäèìîñòü ïî âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò èç åäèíñòâåííî-

ñòè ïðåäåëüíîé çàäà÷è.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî v0 óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å (1.3.4), ò.å.
äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ H1(Ω) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
â îáëàñòè Ω

∫∫

Ω

∇xv
0∇xϕdx =

∫

∂Ω

(g − 〈g〉∂Ω)ϕds. (1.3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî èç [124℄.

� 1.4 Îöåíêà θε

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü � � ìíîæåñòâî òàêîå,

÷òî Γ ⊂ Σ, ãäå Σ = {ξ ∈ R2
∣∣ ξ2 = 0, 0 < ξ1 < 1}. Ïîëîæèì Γε =

{ξ ∈ Σ
∣∣ (ξ − ξ0)/ε ∈ Γ, ξ0 ∈ Σ}, ãäå ξ0 � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç

Σ, 0 < ε 6 1.
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Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó θε ïðè ε→ 0. Ïóñòü Dρ � êðóã ðàäèóñà ρ ñ

öåíòðîì â òî÷êå ξ0, ê êîòîðîé ãîìîòåòè÷íî ñòÿãèâàåòñÿ Γε
ïðè ε→ 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Γε ⊂ Dε (â ñèëó òîãî,

÷òî íåðàâåíñòâî

ξ − ξ0
ε

∈ Γ âëå÷¼ò 0 <
ξ − ξ0
ε

< 1, à òîãäà |ξ−ξ0| < ε).

Îáîçíà÷èì D−
ρ = Dρ ∩ {ξ

∣∣ ξ2 6 0}. Ïóñòü D−
ε0

⊂ B äëÿ íåêîòîðîãî

ε0 ∈ (0, 1], ε < ε0. Ïîëîæèì

vε(ξ) =





ln |ξ−ξ0|−ln ε
ln ε0−ln ε â D−

ε0\D−
ε ,

0 â D−
ε ,

1 â B\D−
ε0
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî vε ∈ H1-per(B,Γ
ε), vε = 1 íà Σ1 = Σ\D−

ε0
. Äàëåå

îöåíèâàåì θε. Èìååì

θε 6

∫∫
B

|∇ξvε|2 dξ
∫
Σ

v2εdξ1
=

=

1
(ln ε0−ln ε)2

π∫
0

ε0∫
ε

∣∣∣ ∂∂ρ ln ρ
∣∣∣
2

ρ dρdφ

1
(ln ε0−ln ε)2 2

ε0∫
ε

| ln ρ− ln ε|2 dρ+ 1− 2(ε0 − ε)

6

6
π

(ln ε0 − ln ε)(1− 2ε0)
<

2π

(ln ε0 − ln ε)
ïðè ε0 <

1

4
. (1.4.1)

Ïîëó÷èì òåïåðü íèæíþþ îöåíêó äëÿ θε. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1.4.1. Äëÿ ëþáûõ v ∈ H1(Bρ0), ρ > 0, κ > 0 èìååì

‖v‖2
L2(Σ)

6
1

ρ
(1 + κ)‖v‖2

L2(Bρ0)
+ ρ

(
1 +

1

κ

)
‖∇ξv‖2L2(Bρ0)

. (1.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (1.4.2) äëÿ v ∈ C∞(Bρ0). Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè η ∈ [−ρ, 0] âûïîëíåíî
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|v(ξ1, 0)|2 =




0∫

η

∂v

∂ξ2
dξ2 + v(ξ1, η)




2

6

6

(
1 +

1

κ

) ∣∣∣∣∣∣

0∫

η

∂v

∂ξ2
dξ2

∣∣∣∣∣∣

2

+ (1 + κ)|v(ξ1, η)|2 6

6

(
1 +

1

κ

)
|η|

0∫

η

∣∣∣∣
∂v

∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ2 + (1 + κ)|v(ξ1, η)|2 6

6

(
1 +

1

κ

)
ρ

0∫

−ρ

∣∣∣∣
∂v

∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ2 + (1 + κ)|v(ξ1, η)|2,

îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî η ∈ [−ρ, 0] ïîëó÷àåì

ρ|v(ξ1, 0)|2 6
(
1 +

1

κ

)
ρ2

0∫

−ρ

∣∣∣∣
∂v

∂ξ2

∣∣∣∣
2

dξ2 + (1 + κ)

0∫

−ρ

v2 dξ2.

�àçäåëèâ òåïåðü îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ρ è ïðîèíòåãðèðîâàâ

åãî ïî ξ1 âäîëü Σ, ïîëó÷èì (1.4.2). Ëåììà 1.4.1 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî (1.1.19) è (1.4.2) äëÿ ëþáûõ ρ > 0, κ > 0

θε > θ̃ε > inf
v∈H(B,Γε)\{0}



‖∇ξv‖2L2(Bρ0)

‖v‖2
L2(Σ)


 >

> inf
v∈H(B,Γε)\{0}




‖∇ξv‖2L2(Bρ0)

1
ρ(1 + κ)‖v‖2

L2(Bρ0)
+
(
1 + 1

κ

)
ρ‖∇ξv‖2L2(Bρ0)


 .

(1.4.3)
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Èç ðåçóëüòàòîâ [18℄ è [89℄ (àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñì. â [28℄) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ H(B,Γε)

‖∇ξv‖2L2(Bρ0)
>

1

mes2Bρ0

(
− π

ln ε
+ O

(
1

| ln ε|2
))

‖v‖2
L2(Bρ0)

, (1.4.4)

ãäå mes2Bρ0 = ρ � ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà Bρ0.

Îáúåäèíÿÿ (1.4.3) è (1.4.4), ïðè �èêñèðîâàííîì κ > 0, ρ > 0 ïîëó-
÷àåì

θ̃ε > inf
v∈H(B,Γε)\{0}




‖∇ξv‖2L2(Bρ0)

(1+κ)‖∇ξv‖
2

L2(Bρ0)

− π
ln ε

+O
(

1
| ln ε|2

) +
(
1 + 1

κ

)
ρ‖∇ξv‖2L2(Bρ0)




=

= − 1

1 + κ
· π

ln ε
+O

(
1

| ln ε|2
)

ïðè ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî κ > 0 è ε0 > 0 ïðè ìàëîì ε, àíàëîãè÷íî
(1.4.1) ïîëó÷àåì:

− π

(1 + κ) ln ε
+O

(
1

| ln ε|2
)

6 θ̃ε 6 θε 6
2π

ln ε0 − ln ε
, θε ∼ θ̃ε.

� 1.5 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è

Èññëåäóåì ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðà-

åâûì çàäà÷àì (1.1.1) è (1.1.7).

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5) è (1.1.6). �àññìîòðèì ñëåäóþùèå

çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ





∆ukε = 0 â Ω,

ukε = 0 íà Γε
D,

∂uk
ε

∂τ = λkεu
k
ε íà Γε

N .

(1.5.1)
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



∆uk0 = 0 â Ω,

uk0 = 0 íà ∂Ω, åñëè p = +∞
∂uk

0

∂τ
+ p uk0 = λk0u

k
0 íà ∂Ω, åñëè p < +∞.

(1.5.2)

Çäåñü ukε ∈ H1(Ω,Γε
D), u

k
0 ∈ H1(Ω), k = 1, 2, . . . , îáðàçóþò îðòîíîð-

ìèðîâàííûå ñèñòåìû â L2(Ω), ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λkε}, {λk0}, k =
1, 2, . . . , çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, ïðè÷¼ì êàæäîå èç íèõ

ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü

λ1ε 6 λ2ε 6 · · · 6 λkε 6 . . . , λ10 6 λ20 6 · · · 6 λk0 6 . . . , åñëè p < +∞.

Åñëè p = +∞, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1.5.2) íå

ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé.

Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ìî-

íîãðà�èè Î.À.Îëåéíèê, �.À.Èîñè�üÿíà, À.Ñ.Øàìàåâà (ñì. [54℄).

ÏóñòüH0 � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì (u, v)0 è íîðìîé ‖u‖
0
, ε � ìàëûé ïàðàìåòð, è ïóñòü

Aε ∈ L(H0), A0 ∈ L(H0) � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, ïðè÷¼ì

ImA0 ⊂ V ⊂ H0; ãäå V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ C1 − C3.

C1. Îïåðàòîðû Aε, A0 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, êîìïàêòíûìè è ñà-

ìîñîïðÿæåííûìè â H0, ïðè÷¼ì

sup
ε

‖Aε‖L(H0)
< ∞.

C2. Äëÿ ëþáîé f ∈ V èìååì ‖Aεf − A0f‖0 → 0 ïðè ε→ 0.

C3. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Aε ðàâíîìåðíî êîìïàêòíî â ñëåäóþùåì

ñìûñëå. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f ε ∈ H0 òàêîé, ÷òî

supε ‖f ε‖
0
<∞, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ε

′
è íàé-

òè òàêóþ �óíêöèþ w ∈ V , ÷òî

‖Aε′f
ε
′
− w‖

0
→ 0 ïðè ε→ 0.
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�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Aε, A0

Aεu
k
ε = µkεu

k
ε , k = 1, 2, . . . , (ulε, u

m
ε )ε = δlm, (1.5.3)

A0u
k
0 = µk0u

k
0, k = 1, 2, . . . , (ul0, u

m
0 )0 = δlm, (1.5.4)

ãäå δlm � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µkε , µ
k
0 çàíóìåðî-

âàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ, ïðè÷¼ì êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C1 − C3. Òîãäà

|µkε − µk0| 6Mε sup
u

‖Aεu− A0u‖0, k = 1, 2, . . . , (1.5.5)

ãäå µkε , µ
k
0 � k-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷ (1.5.3) è (1.5.4) ñîîòâåò-

ñòâåííî, âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì �óíêöèÿì u ∈ N(µk0, A0) =
{u ∈ H0 : A0u = µk0u òàêèì, ÷òî ‖u‖

0
= 1, ïîñòîÿííàÿ Mε 6 M ïðè

0 < ε 6 1, è Mε → const ïðè ε→ 0, M íå çàâèñèò îò ε.

Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü k > 0, m > 1 � öåëûå ÷èñëà, êðàòíîñòü

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ µk+1
0 çàäà÷è (1.5.4) ðàâíà m, ò.å. µk+1

0 = µk+m
0 .

Òîãäà äëÿ ëþáîé u0 ∈ N(µk+1
0 , A0) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

uε, ñîáñòâåííûõ �óíêöèé u
k+1
ε , . . . , uk+m

ε çàäà÷è (1.5.3) , òàêàÿ, ÷òî

‖uε − u0‖0 6Mk‖Aεu0 − A0u0‖0, (1.5.6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Mk íå çàâèñèò îò ε.

Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïîâåäåíèÿ

ñïåêòðîâ.

Òåîðåìà 1.5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1.5)

è (1.1.6).

1. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C1(k), íå çàâèñÿùàÿ îò ε, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε

|λkε − λk0| 6 C1(k)

(
θ1/2ε +

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣
)
, åñëè p <∞,

λkε → +∞, åñëè p = ∞.
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2. Ïóñòü êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk+1
0 çàäà÷è (1.5.2)

ðàâíà m: λk+1
0 = · · · = λk+m

0 . Òîãäà äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé

�óíêöèè çàäà÷è (1.5.2), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λk+1
0 , ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ uε ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé uk+1
ε , . . . , uk+m

ε çàäà÷è (1.5.1), îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèÿì λk+1
ε , . . . , λk+m

ε ñîîòâåòñòâåííî, òàêàÿ, ÷òî ïðè äîñòà-

òî÷íî ìàëîì ε

‖uε − u0‖L2(Ω)
6 C2(k)

(
θ1/2ε +

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣
)
, åñëè p < ∞,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2(k) íå çàâèñèò îò ε.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïðåäåëüíîé çàäà÷å èìååòñÿ êðàòíîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå, òî êîý��èöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â òåîðåìàõ 1.5.2 è 1.5.3, ìîãóò çàâèñåòü

îò ε. Óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî áëèçîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5.3. Ïîëîæèì H0 = L2(∂Ω), V = H0. p <
+∞. Ïóñòü ñíà÷àëà p > 0. Äëÿ g ∈ H0 ïîëîæèì A0g = u0

∣∣
∂Ω
, ãäå u0 �

îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1.7), Aεg = uε
∣∣
∂Ω
, ãäå uε � îáîáùåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.1.1). Òîãäà Aε ∈ L(H0), A0 ∈ L(H0).
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé C1 − C3.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ C1. Äîêàæåì ñàìîñîïðÿæåííîñòü

îïåðàòîðîâ Aε, A0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aεf = uε, Aεg = vε, òîãäà

(Aεf, g)L2(∂Ω) = (uε, g)L2(∂Ω) =

=

∫∫

Ω

(∇uε,∇vε) dx =

= (f, vε)L2(∂Ω) = (f, Aεg)L2(∂Ω).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü A0. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî A0f = u0, A0g = v0, òîãäà

(A0f, g)L2(∂Ω) = (u0, g)L2(∂Ω) =

=

∫∫

Ω

(∇u0,∇v0) dx+ p

∫

∂Ω

u0v0 ds =

= (f, v0)L2(∂Ω) = (f, A0g)L2(∂Ω).

Ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ òîæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Èìååì

(Aεf, f)L2(∂Ω) = (uε, f)L2(∂Ω) =

∫∫

Ω

|∇uε|2 dx > 0

è

(A0f, f)L2(∂Ω) = (u0, f)L2(∂Ω) =

∫∫

Ω

|∇u0|2 dx+ p

∫

∂Ω

(u0)2 ds > 0.

Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðîâ ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ â

L2(∂Ω) ìíîæåñòâà ñëåäîâ �óíêöèé èç H
1(Ω). Ñîîòíîøåíèå â óñëîâèè

C1 ñëåäóåò èç ëåììû 1.1.11 è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé

çàäà÷ (1.1.1) è (1.1.7). Óñëîâèÿ C2 è C3 ñëåäóþò èç òåîðåì 1.2.1 è 1.2.3.

Çàìåòèì, ÷òî (µkε) = (λkε)
−1, (µk0) = (λk0)

−1
.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñëó÷àé 0 < p < ∞. Èç

òåîðåìû 1.5.1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|(λkε)−1 − (λk0)
−1| 6Mε sup ‖uε − u0‖

L2(∂Ω)
, (1.5.7)

ãäå uε = Aεg, u
0 = A0g, à ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì g ∈ L2(∂Ω), òàêèì,

÷òî λk0A0g = g è ‖g‖
L2(∂Ω)

= 1.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2.2 è (1.1.30), ïîëó÷èì îöåíêó

‖u0 − uε‖
L2(∂Ω)

6 C‖g‖
C(∂Ω)

(√
θε +

∣∣∣∣
θε
δ
− p

∣∣∣∣
)
.
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×òîáû èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷èòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ

|(λkε)−1 − (λk0)
−1|, íóæíî, ÷òîáû �óíêöèè g, ïî êîòîðûì áåð¼òñÿ ñó-

ïðåìóì (1.5.7), ïðèíàäëåæàëè êëàññó C(∂Ω) è ÷òîáû èõ íîðìû â ýòîì

êëàññå áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Óêàçàííûå ñâîéñòâà g ñëåäóþò
èç ãëàäêîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé u

(k)
0 .

Ïóñòü òåïåðü p = 0. �àññìîòðèì çàäà÷è, ïîíèìàåìûå â îáîáùåííîì

ñìûñëå, vε ∈ H1(Ω,Γε
D), v

0 ∈ H1(Ω),

−∆vε = 0 â Ω, vε = 0 íà Γε
D,

∂vε

∂τ
+ vε = g íà Γε

N ;

−∆v0 = 0 â Ω,
∂v0

∂τ
+ v0 = g íà ∂Ω.

Çäåñü g ∈ L2(∂Ω) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè çàäà÷è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû. Äëÿ �óíêöèé

vε è v0, ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.2.1 è 1.2.2,

ïîëó÷àåì:

åñëè g ∈ L2(∂Ω), òî v
ε ⇀ v0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε→ 0;

åñëè g ∈ C(∂Ω), òî ‖v0W δ
ε − vε‖

H1(Ω)
6 const‖g‖

C(∂Ω)

(
θ1/2ε +

θε
δ

)
,

ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò ε, δ è g.
Äëÿ g ∈ H0 ïîëîæèì Bεg = vε è B0g = v0. Òîãäà Bε ∈ L(H0), B0 ∈

L(H0). Ïðîâåðêà óñëîâèé C1 − C3 äëÿ îïåðàòîðîâ Bε, B0 ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî ïðîâåðêå ýòèõ óñëîâèé äëÿ îïåðàòîðîâ Aε è A0. �àññìîò-

ðèì ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

Bεg
k
ε = µkεg

k
ε , k = 1, 2, . . . , (glε, g

m
ε ) = δlm,

B0g
k
0 = µk0g

k
0 , k = 1, 2, . . . , (gl0, g

m
0 ) = δlm,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µkε , µ
k
0 çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ,

ïðè÷¼ì êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà

åãî êðàòíîñòü.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5.3 îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî

(µkε) = (1 + λkε)
−1, (µk0) = (1 + λk0)

−1.



�ëàâà 2

Íåïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ

� 2.1 Ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî óñëîâèÿ Ñòåêëîâà

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω (ñì. ðèñ. 2.1.1),

�èñ. 2.1.1: Îáëàñòü Ω.

îáëàñòü â R
2, ëåæàùóþ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîé

Γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé è ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé: ∂Ω =
Γ1∪Γ2, ãäå Γ1 � îòðåçîê

[
−1

2
; 1
2

]
íà îñè àáñöèññ, ÷àñòü Γ2 â îêðåñòíîñòè

70
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òî÷åê (−1
2, 0) è (12, 0) ñîâïàäàåò ñ îòðåçêàìè ïðÿìûõ x1 = −1

2 è x1 =
1
2

ñîîòâåòñòâåííî, Γ2 � ãëàäêàÿ. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Γ1 ñîñòîèò èç

÷åðåäóþùèõñÿ ó÷àñòêîâ γiε è Γi
ε, ïðè ýòîì

γε =

Nε⋃

i=1

γiε, Γε =

Nε⋃

i=1

Γi
ε, Γ1 = γε ∪ Γε.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

|Γi
ε| = O(ε), |γiε| = O(| ln ε|δ−1), ãäå δ = const ∈ (0, 1). Çäåñü è äàëåå ε

� ìàëûé ïàðàìåòð.

Ïóñòü H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) ìíîæåñòâî �óíêöèé èç H
1(Ω) ñ íóëåâûì ñëå-

äîì íà Γ2∪Γε. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç H
1(Ω,Γ2) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäìíî-

æåñòâî �óíêöèé èç H1(Ω) ñ íóëåâûì ñëåäîì íà Γ2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖u‖
0
è ‖u‖

1
íîðìû �óíêöèè u, â ïðîñòðàíñòâàõ

L2(Ω) è H
1(Ω,Γ2) ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ‖u‖

0,Γ1
� íîðìó â ïðîñòðàí-

ñòâå L2(Γ1).

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü g ∈ L2(Γ1), Q � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íå ñîäåðæàùèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è





∆u0 = 0 â Ω,
∂u0

∂ν = λ0u0 íà Γ1,

u0 = 0 íà Γ2.

(2.1.1)

Òîãäà:

1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì ε < ε0 è ëþáîì

λ ∈ Q ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è





∆Uε = 0 â Ω,

Uε = 0 íà Γε,
∂Uε

∂ν = λUε + g íà γε,

Uε = 0 íà Γ2.

(2.1.2)
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ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à òàêæå ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ ïî ε

è λ îöåíêà

‖Uε‖1 6 C‖g‖
0,Γ1

; (2.1.3)

2) äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1.2) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

‖Uε − U0‖1 → 0 ïðè ε→ 0, (2.1.4)

ãäå U0 � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé (óñðåäí¼ííîé) êðàåâîé çàäà÷è





∆U0 = 0 â Ω,
∂U0

∂ν = λU0 + g íà Γ1,

U0 = 0 íà Γ2.

(2.1.5)

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè N
ïðåäåëüíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.1.1). Òîãäà:

1) ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ñõîäèòñÿ N ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ

ó÷¼òîì ñîâîêóïíîé êðàòíîñòè) âîçìóù¼ííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è





∆uε = 0 â Ω,

uε = 0 íà Γε,
∂uε

∂ν = λεuε íà γε,

uε = 0 íà Γ2;

(2.1.6)

2) åñëè λε,1, . . . , λε,N � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.1.6), êîòî-

ðûå ñõîäÿòñÿ ê λ0, à uε,1, . . . , uε,N � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

�óíêöèè, îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè εk −→
k→∞

0 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk′ → 0, òàêàÿ

÷òî

‖uε,j − u0,j‖1 → 0,

ïðè ε = εk′ → 0, ãäå u0,1, . . . , u0,N � ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è (2.1.1), ñîîòâåòñòâóþùèå λ0, îðòîíîðìèðîâàííûå
â L2(Ω).
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ äâóõ òåîðåì áóäåò èñïîëüçîâàí ìåòîä ñõî-

äèìîñòè, ðàçðàáîòàííûé â [20℄, [21℄, [58℄, [25℄, [71℄, [79℄, [8℄ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ òèïîâ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé.

Âñþäó äàëåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ X è Y îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç (X,Y), ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.1.1), (2.1.2), (2.1.5) è (2.1.6) ïîíèìà-

þòñÿ â îáîáù¼ííîì ñìûñëå (ñì., íàïðèìåð, [67℄, [42℄, [49℄). À èìåííî,

�óíêöèÿ Uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì êðà-

åâîé çàäà÷è (2.1.2), åñëè èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

(∇Uε,∇v) dx− λ

∫

γε

Uεv ds =

∫

γε

gv ds (2.1.7)

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε), �óíêöèÿ U0 ∈ H1(Ω,Γ2) íàçûâàåòñÿ

îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.1.5), åñëè èìååò ìåñòî èíòå-

ãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

(∇U0,∇v) dx− λ

∫

Γ1

U0v ds =

∫

Γ1

gv ds, (2.1.8)

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γ2). Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿ uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε)
íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

(2.1.6), ñîîòâåòñòâóþùåé λε, åñëè èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
∫

Ω

(∇uε,∇v) dx = λε

∫

γε

uεv ds

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε), �óíêöèÿ u0 ∈ H1(Ω,Γ2) íàçûâàåòñÿ
îáîáù¼ííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.1.1), ñîîò-

âåòñòâóþùåé λ0, åñëè èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
∫

Ω

(∇u0,∇v) dx = λ0

∫

Γ1

u0v ds

äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Ω,Γ2).
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Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �óíêöèè Uε è v îáðàùàþòñÿ â íîëü

íà Γε, èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.1.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∫

Ω

(∇Uε,∇v) dx− λ

∫

Γ1

Uεv ds =

∫

Γ1

gv ds. (2.1.9)

2.1.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû óñðåäíåíèÿ äëÿ êðàåâîé çà-

äà÷è

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1. Áóäåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, λ ∈ Q è äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàííîãî â L2(Ω) ðåøåíèÿ Uε

êðàåâîé çàäà÷è (2.1.2) ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ ïî ε è λ îöåíêà

‖Uε‖1 6 C‖g‖
0,Γ1

. (2.1.10)

Òîãäà îöåíêà (2.1.10) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1.2)

ïðè λ ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç ëè-

íåéíîñòè çàäà÷è (2.1.2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ‖Uε‖0 6= 1, òî, îáîçíà÷èâ

Vε =
Uε

‖Uε‖
0

, ïîëó÷èì, ÷òî

‖Vε‖0 = 1 (2.1.11)

è �óíêöèÿ Vε óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å




∆Vε = 0 â Ω,

Vε = 0 íà Γε,
∂Vε

∂ν
= λVε + gε íà γε,

Vε = 0 íà Γ2.

ãäå

gε =
g

‖Uε‖0
. (2.1.12)
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Òîãäà ïî óñëîâèþ ëåììû äëÿ �óíêöèè Vε ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Vε‖1 6 C‖gε‖0,Γ1
.

Äîìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà ‖Uε‖0, â ñèëó (2.1.11), (2.1.12)
ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.1.10) äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè

Uε. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1. Âíà÷àëå ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

àïðèîðíîé îöåíêè

‖Uε‖1 6 C
(
‖Uε‖0,Γ1

+ ‖g‖0,Γ1

)
, (2.1.13)

ãäå C íå çàâèñèò îò ε è λ. Ïîäñòàâèâ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.1.9)
â êà÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèè v = Uε, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Uε‖21 6 C̃
(
‖Uε‖20,Γ1

+ ‖g‖0,Γ1
‖Uε‖0,Γ1

)
6 C

(
‖g‖0,Γ1

‖Uε‖1 + ‖Uε‖0,Γ1
‖Uε‖1

)
.

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò (2.1.13).

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 1). Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1.2)

ñïðàâåäëèâà àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà (ñì., íàïðèìåð, [49, �ë. IV℄),

ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ ýòîé êðàåâîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà

(2.1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè áóäåì âåñòè ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü îöåíêà (2.1.3) íåâåðíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

εk → 0 ïðè k → ∞, gk ∈ L2(Γ1) è λk òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ âûïîë-

íÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî:

‖Uεk‖1 > k‖gk‖0,Γ1
. (2.1.14)

Â ñèëó ëåììû 2.1.1, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

‖Uεk‖0 = 1. (2.1.15)

Òîãäà èç (2.1.13), (2.1.14) è (2.1.15) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k → ∞

‖Uεk‖1 6 C1, (2.1.16)
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‖gk‖0,Γ1
6
C1

k
. (2.1.17)

Ïîñêîëüêó Q êîìïàêò, èç (2.1.16), êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ

H1(Ω,Γ2) â L2(Ω) è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñëåäóåò (ñì. [38, �ë. II, �7℄), ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {k′}, à òàêæå ñóùåñòâóþò λ∗
è U ∗

òàêèå, ÷òî íà ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè k′ → +∞ èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü

λk′ → λ∗ ∈ Q, (2.1.18)

Uεk′ → U ∗
ñèëüíî â L2(Ω) è ñëàáî â H

1(Ω,Γ2). (2.1.19)

Èç (2.1.15) è (2.1.19) ñëåäóåò, ÷òî

U ∗ 6= 0. (2.1.20)

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �èêñèðîâàííóþ �óíêöèþ v èç

C∞
0 (Ω,Γ2). Çäåñü C∞

0 (Ω,Γ2) � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç C∞(Ω),

îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè Γ2.

Ïóñòü òî÷êà pi− ñåðåäèíà êðèâîé Γi
ε. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò

(x1, x2) → (y1, y2), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñäâèã âäîëü îñè x1, ïåðåâî-
äÿùèé òî÷êó pi â íà÷àëî êîîðäèíàò (ñì. �èñ. 2.1.2).

�èñ. 2.1.2: Ñðåçêà.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà îáðàçà ó÷àñò-

êà Γi
ε ðàâíà ε.
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Ââåä�åì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, θ), ãäå ρ = (y21 + y22)
1
2 .Ïóñòü �óíê-

öèÿ ψ(s) òàêîâà, ÷òî ψ(s) = 0 ïðè |s| 6 1, ψ(s) = 1 ïðè |s| > 2,
0 6 ψ 6 1, ïðè ýòîì ψ ∈ C∞(R). Îáîçíà÷èì

Ψε =
∏

i

ψi
ε, ψi

ε = ψ

( | ln ε|
| ln ρ|

)
. (2.1.21)

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1.2. Ôóíêöèÿ Ψε ñòðåìèòñÿ ê 1 ñèëüíî â L2(Ω) è ñèëüíî

â L2(∂Ω) ïðè ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

∫

Ω

(Ψε − 1)2 dx =

∫

Ω

(
Ψ2

ε − 2ψε + 1
)
dx = |Ω|+

∫

Ω

Ψ2
εdx− 2

∫

Ω

Ψεdx.

Ïîñêîëüêó

Ψi
ε = 1 ⇔

∣∣∣∣
ln ε

ln ρi

∣∣∣∣ > 2,

èìååì ∫

Ω

(Ψε − 1)2 dx 6

Nǫ∑

i=1

∫

B√
ε

1dx 6

Nǫ∑

i=1

(
π(
√
ε)2
)
=

= Nεπε ∼ O
(
ε| ln ε|1−δ

)
→ 0 ïðè ε→ 0.

Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé

∫

∂Ω

(Ψε − 1)2 dx 6

Nǫ∑

i=1

∫

B√
ε∩∂Ω

1dx 6

Nǫ∑

i=1

(
2
√
ε
)
=

= 2Nε

√
ε ∼ O

(√
ε| ln ε|1−δ

)
→ 0 ïðè ε→ 0.
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Òîãäà vε ≡ vΨε ∈ H1(Ω,Γε), ãäå Ψε çàäàíà â (2.1.21). Ïîäñòàâèì

ïðè ε = εk′ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.1.9) λ = λk′, g = gk′ è v = vεk′
â êà÷åñòâå òåñòîâîé �óíêöèè. Èìååì

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇vεk′

)
dx− λk′

∫

Γ1

Uεk′vεk′ ds =

∫

Γ1

gk′vεk′ ds. (2.1.22)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî vε = vΨε, ïðåäñòàâèì ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (2.1.22) â âèäå ñóììû

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇vεk′

)
dx =

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇v

)
Ψεk′ dx+

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇Ψεk′

)
v dx.

Ïîñêîëüêó, ψε → 1 â L2(Ω), è
∂uε

∂xi
⇀ ∂U∗

∂xi
â L2(Ω) (i = 1, 2), èìååì

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇v

)
Ψεk′ dx→

∫

Ω

(∇U ∗,∇v) dx ïðè ε→ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇Ψεk′

)
v dx → 0 ïðè ε → 0. Èñïîëüçóÿ íåðà-

âåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è (2.1.16), ïîëó÷èì

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇Ψεk′

)
v dx 6 C

√√√√
∫

Ω

|∇Ψε′k
|2dx.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∫

Ω

|∇Ψε|2 dx 6 C1

∑

i

∫

Ti

(
∂ψi

ε

∂ρ

)2

ρ dρ dθ,

∫

Ti

(
∂ψi

ε

∂ρ

)2

ρ dρ dθ =

∫

Ti

(
∂ψ

∂s

)2(
∂s

∂ρ

)2

ρ dρ dθ =
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= ln

2ε

∫

Ti

(
∂ψ

∂s

)2(
1

ln ρ

)4
1

ρ2
ρ dρ dθ 6

6 C2ln
2ε

∫

Ti

(
1

ln ρ

)4

d(ln ρ) dθ 6
C3

|ln ε| .

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî êóñêîâ Γi
ε èìååò ïîðÿäîê |ln ε|1−δ

, ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇Ψεk′

)
v dx

∣∣∣∣∣∣
6

C4

|ln ε| δ2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇Ψεk′

)
v dx ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0.

Èòàê,

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇vεk′

)
dx→

∫

Ω

(∇U ∗,∇v) dx ïðè εk′ → 0. (2.1.23)

Èìåÿ â âèäó (2.1.17), (2.1.18), (2.1.19) è ëåììó 2.1.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî

λk′

∫

Γ1

Uεk′vεk′ ds→ λ∗
∫

Ω

U ∗v ds ïðè εk′ → 0 (2.1.24)

è ∫

Γ1

gk′vεk′ ds→ 0 ïðè εk′ → 0. (2.1.25)

Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (2.1.22) ê ïðåäåëó ïî ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè è èñïîëüçóÿ (2.1.23), (2.1.24) è (2.1.25), ïîëó÷àåì íîâîå èíòå-

ãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

(∇U ∗,∇v) dx = λ∗
∫

Γ1

U ∗v ds.
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Èç ïëîòíîñòè âëîæåíèÿ C∞
0 (Ω,Γ2) â H

1(Ω,Γ2) ñëåäóåò, ÷òî ýòî òîæ-

äåñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω,Γ2). Ïîñêîëüêó
U ∗ 6= 0 â ñèëó (2.1.20), à v ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç H1(Ω,Γ2), òî λ

∗

� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2.1.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

λ∗ ∈ Q. Îäíàêî, ïî óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû Q íå ñîäåðæèò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2.1.1). Èç ïîëó÷åííîãî ïðî-

òèâîðå÷èÿ ñëåäóåò îöåíêà (2.1.3).

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà 2). Ïóñòü λ ∈ Q � ïðîèçâîëüíîå

�èêñèðîâàííîå ÷èñëî, à {εk} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-

äÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè k → +∞. Èç (2.1.3), ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè-

÷åííîãî ìíîæåñòâà â H1(Ω,Γ2) è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H
1(Ω,Γ2) â

L2(Ω) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
k′, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (2.1.19), ïðè÷åì, U ∗ ∈ H1(Ω,Γ2).

Âíîâü ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.1.9) â êà÷åñòâå òå-

ñòîâîé �óíêöèè v ∈ C∞
0 (Ω,Γ1), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

(
∇Uεk′ ,∇v

)
dx− λ

∫

Γ1

Uεk′v ds =

∫

Γ1

gv ds.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, â ñèëó (2.1.19) ïîëó÷àåì íîâîå

èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

(∇U ∗,∇v) dx = λ

∫

Γ1

U ∗v ds+

∫

Γ1

gv ds,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâîì (2.1.8). Èç ïëîòíîñòè

âëîæåíèÿ C∞
0 (Ω,Γ2) â H

1(Ω,Γ2) è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäåëü-

íîé çàäà÷è (2.1.5) ïîëó÷àåì, ÷òî U ∗ = U0, à èç ïðîèçâîëà â âûáîðå

èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk} è ñõîäèìîñòè (2.1.19) âûòåêàåò ñëå-
äóþùàÿ ñõîäèìîñòü:

Uε → U0 ñèëüíî â L2(Ω) è ñëàáî â H
1(Ω,Γ2) ïðè ε→ 0. (2.1.26)

Îñòàëîñü óñèëèòü ñõîäèìîñòü (2.1.26) äî ñõîäèìîñòè (2.1.4). Ïîä-

ñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.1.9) ïðîáíóþ �óíêöèþ v = Uε, â
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òîæäåñòâî (2.1.8) � ïðîáíóþ �óíêöèþ v = U0, âû÷èòàÿ îäíî òîæäå-

ñòâî èç äðóãîãî, ó÷èòûâàÿ (2.1.26), ïîëó÷àåì

‖∇Uε‖20 − ‖∇U0‖20 =
∫

Γ1

gU ε ds−
∫

Γ1

gU 0 ds =

=

∫

Γ1

g(Uε − U0) ds −→ 0 ïðè ε→ 0.

(2.1.27)

Èç (2.1.26) è (2.1.27) ñëåäóåò (2.1.4). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (2.1.26) è

(2.1.27)

‖∇(Uε − U0)‖20 =‖∇Uε‖20 + ‖∇U0‖20 − 2Re

∫

Ω

(∇Uε,∇U 0)dx→ 0

ïðè ε → 0. Èç ýòîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè (2.1.26) âûòåêàåò ñõîäè-

ìîñòü (2.1.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû óñðåäíåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëü-

íîé çàäà÷è

Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 2.1.2. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó ïóíêòà 2) òåîðåìû 2.1.1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü λε � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è

(2.1.6), ñõîäÿùååñÿ ïðè ε→ 0 ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ïðåäåëüíîé
çàäà÷è (2.1.1), à uε � íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε. Òîãäà èç ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}∞k=1 → 0 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {εkm}∞m=1 → 0, òàêóþ ÷òî

‖uεkm − u0‖1 → 0,

ãäå u0 � íîðìèðîâàííàÿ â L2(Ω) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.
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Èç ëåììû 2.1.3 è îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êàê ïðå-

äåëüíîé çàäà÷è (2.1.1), òàê è âîçìóùåííîé çàäà÷è (2.1.6) âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.1.4. Ïóñòü êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 êðàå-
âîé çàäà÷è (2.1.1) ðàâíà N . Òîãäà, åñëè ê íåìó ñõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λε êðàåâîé çàäà÷è (2.1.6), òî èõ ñîâîêóïíàÿ êðàòíîñòü íå

ïðåâûøàåò N .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.2. Ïóñòü

0 < λ10 6 λ20 6 . . . �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2.1.1),

u10, u
2
0, . . . �

ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå �óíêöèè,

0 < λ1ε 6 λ2ε 6 . . . �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è (2.1.6),

u1ε, u
2
ε, . . . �

ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) (à ñëåäîâàòåëüíî, è â

L2(Ω)) ñîáñòâåííûå �óíêöèè è

λp0 < λ0 = λp+1
0 = . . . = λp+N

0 < λp+N+1
0 ,

ãäå λ00 := 0.

Â ñèëó ëåìì 2.1.3 è 2.1.4 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷-

íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíàÿ êðàòíîñòü Nε ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λiε,

ñõîäÿùèõñÿ ê λ0 ïðè ε → 0, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå N � êðàòíîñòè

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0.
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Äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {εk}∞k=1 → 0, òàêàÿ ÷òî Nεk < N . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü Nεk =M < N , à

λp+1
ε , . . . , λp+M

ε � (2.1.28)

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1.6), ñõîäÿùèåñÿ ê λ0 ïðè ε→
0. Â ñèëó ëåììû 2.1.3 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εkm}∞m=1 →
0 òàêàÿ, ÷òî

‖up+i
εkm

− up+i
∗ ‖

0,Γ1
→ 0, i = 1, . . . ,M,

ãäå up+i
∗ � îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïðå-

äåëüíîé çàäà÷è (2.1.1). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

up+i
∗ = up+i

0 , òî åñòü èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü:

‖up+i
εkm

− up+i
0 ‖

0,Γ1
→ 0, i = 1, . . . ,M, (2.1.29)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (•, •)0,Γ1
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(∂Ω). Ïîëî-

æèì

g := up+M+1
0 ,

G0(λ) : = (U0(·, λ), up+M+1
0 )0,Γ1

,

Gε(λ) : = (Uε(·, λ), up+M+1
0 )0,Γ1

,

ãäå U0 è Uε � ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (2.1.2) è (2.1.5), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü S(t, z) � îòêðûòûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàäèóñà

t ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå èìåþò êî-
íå÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò T > 0, òàêîå, ÷òî S(T, λ0) íå

ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1), îòëè÷íûõ îò

λ0. Â ñèëó òåîðåìû 2.1.1 è ëåìì 2.1.3, 2.1.4 äëÿ ëþáîãî t 6 T èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü

Gεkm(λ) → G0(λ), λ ∈ ∂S(t, λ0) (2.1.30)

ïðè m→ ∞.

Èçâåñòíî (ñì. òàêæå ðàçäåë 2.1.4), ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè {uj0}
è {ujε} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(∂Ω), à äëÿ ðåøåíèé
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êðàåâûõ çàäà÷ (2.1.2) è (2.1.5) ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

Uδ =

∞∑

n=1

(g, unδ )0,Γ1

λnδ − λ
unδ , δ > 0. (2.1.31)

Èç ïðåäñòàâëåíèé (2.1.31) ñëåäóåò, ÷òî

G0(λ) =
1

λ0 − λ
,

Gε(λ) =

M∑

i=1

|(up+M+1
0 , up+i

ε )0,Γ1
|2

λp+i
ε − λ

+ Gε(λ),
(2.1.32)

ãäå

Gε(λ) =

p∑

s=1

|(up+M+1
0 , usε)0,Γ1

|2
λsε − λ

+
∞∑

s=p+M+1

|(up+M+1
0 , usε)0,Γ1

|2
λsε − λ

. (2.1.33)

Ïîêàæåì, ÷òî Gεkm(λ) ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ïðè λ ∈ S(t, λ0) äëÿ

ëþáîãî t < T . Çàìåòèì, ÷òî ïðè εkm äîñòàòî÷íî ìàëûõ â êðóãå S(T, λ0)
íå ñîäåðæèòñÿ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êðîìå (2.1.28). Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëà áû åùå îäíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà

êîòîðîé ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñõîäèëèñü áû ê λ∗ ∈ S(T, λ0), îò-
ëè÷íîìó îò λ0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî

êðóã S(T, λ0) íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2.1.1), êðîìå
λ0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (2.1.33) ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

(T − t)−1
∞∑

s=1

|(up+M+1
0 , usεkm)0,Γ1

|2. (2.1.34)

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà {usεkm}
∞
s=1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì

â L2(∂Ω), òî äëÿ ëþáîé g ∈ L2(∂Ω) â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ�

Ñòåêëîâà (ñì., íàïðèìåð, [49, �ë. II, �2, Ï. 7℄) èìååì:

‖g‖2
L2(∂Ω)

=

∞∑

i=1

|gi|2, gi = (g, uiεkm)0,Γ1
.
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Èç (2.1.34) è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ�Ñòåêëîâà ñëåäóåò, ÷òî

|Gε(λ)| 6 (T − t)−1‖up+M+1
0 ‖

0,Γ1
= (T − t)−1,

òî åñòü, ðÿä (2.1.33) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè λ ∈ S(t, λ0). Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (ñì., íàïðèìåð, [41, �ë. 1, �5,

Òåîðåìà 1℄) �óíêöèÿ Gε ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé ïðè λ ∈ S(t, λ0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t < T â ñèëó ñõîäèìîñòè (2.1.30), ïðåäñòàâëåíèÿ

Gε â (2.1.32) è òåîðåìû Ëåáåãà ïîëó÷àåì

∫

∂S(t,λ0)

Gεkm(λ) dλ −→
∫

∂S(t,λ0)

G0(λ) dλ, m→ ∞. (2.1.35)

À â ñèëó (2.1.32) è òåîðåìû î âû÷åòàõ èìååì

∫

∂S(t,λ0)

G0(λ) dλ = 2πi, (2.1.36)

∫

∂S(t,λ0)

Gεkm(λ) dλ = 2πi

M∑

i=1

|(up+M+1
0 , ui+p

εkm
)0,Γ1

|2. (2.1.37)

Èç (2.1.37), (2.1.29) ñëåäóåò, ÷òî ïðè m→ ∞:

∫

∂S(t,λ0)

Gεkm(λ) dλ→ 2πi
M∑

i=1

|(up+M+1
0 , ui+p

0 )0,Γ1
|2 = 0. (2.1.38)

�àâåíñòâà (2.1.36), (2.1.38) ïðîòèâîðå÷àò (2.1.35). Ñëåäîâàòåëüíî,

N =M . Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.1.4 Îöåíêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

Ïîêàæåì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèé (2.1.31). Õîðîøî èç-

âåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [42, �ë. I, �6℄), ÷òî â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω,Γ2)
âûðàæåíèå

(f, g)1,0 :=

∫

Ω

(∇f,∇g)dx
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ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîðîæäàþùèì íîðìó ‖f‖2
1,0

=

(f, f)1,0 ýêâèâàëåíòíóþ îáû÷íîé íîðìå â H1(Ω,Γ2). Èçâåñòíî (ñì, íà-
ïðèìåð, [49, �ë. IV, �1, Ï. 3℄), ÷òî ñèñòåìà

u1δ√
λ1δ
, . . . ,

usδ√
λsδ
, . . . , δ > 0 (2.1.39)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â H1(Ω,Γ2) ïðè δ = 0 è â H1(Ω,Γ2∪
Γε) ïðè δ = ε > 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà

(2.1.39) íîðìèðîâàíà â L2(Γ1). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

â ðÿä Ôóðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (2.1.39):

Uδ =
∞∑

s=1

(Uδ, u
s
δ)1,δ

λsδ
usδ =

∞∑

s=1

(Uδ, u
s
δ)1,0

λsδ
usδ, δ > 0 (2.1.40)

â H1(Ω,Γ2) äëÿ ëþáîé �óíêöèè U0 ∈ H1(Ω,Γ2) ïðè δ = 0 è â

H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) äëÿ ëþáîé �óíêöèè Uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) ïðè δ = ε > 0.
Èç èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ (2.1.8) è (2.1.9) âûòåêàåò ðàâåíñòâî:

(Uδ, u
s
δ)1,0 − λ(Uδ, u

s
δ)0,Γ1

= (g, usδ)0,Γ1
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàçëîæåíèå (2.1.40), ïî-

ëó÷àåì:

(Uδ, u
s
δ)1,0 −

λ

λsδ
(Uδ, u

s
δ)1,0 = (g, usδ)0,Γ1

.

Îòñþäà âûâîäèì

(Uδ, u
s
δ)1,0 =

λsδ
λsδ − λ

(g, usδ)0,Γ1
.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (2.1.40), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ

(2.1.31).

Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è

Äèðèõëå (2.1.1) êðàòíîñòè N :

λ0 = λp+1
0 = . . . = λp+N

0 < λp+1+N
0 .
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Òîãäà ïðè λ, áëèçêèõ ê λ0, äëÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (2.1.2) èìååò

ìåñòî îöåíêà

‖Uε‖1 6 C
N∑

j=1

‖g‖
0,Γ1∣∣∣λp+j

ε − λ
∣∣∣
,

ãäå λp+j
ε , . . . , λp+N

ε � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.1.6), ñõîäÿùèåñÿ

ê λ0.

Åñëè, ê òîìó æå, ðåøåíèå Uε îðòîãîíàëüíî â L2(Ω) ñîáñòâåííîé
�óíêöèè up+i

ε çàäà÷è (2.1.6), ñîîòâåòñòâóþùåé λi+p
ε , òî èìååò ìå-

ñòî îöåíêà

‖Uε‖1 6 C
N∑

j=1,j 6=i

‖g‖
0,Γ1∣∣∣λp+j

ε − λ
∣∣∣
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷-

íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

Uε =
N∑

s=1

(g, up+s
ε )0,Γ1

λp+s
ε − λ

up+s
ε + ũε,

ãäå �óíêöèÿ ũε îðòîãîíàëüíà â L2(Ω) ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì up+s
ε ,

s = 1, . . . , N è äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ ïî ε è λ îöåíêà

‖ũε‖1 6 C1‖g‖0,Γ1
. (2.1.41)

èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1.31) ñëåäóåò, ÷òî

ũε =

p∑

s=1

(g, usε)0,Γ1

λsε − λ
usε +

∞∑

s=p+1+N

(g, usε)0,Γ1

λsε − λ
usε. (2.1.42)

Èç (2.1.42) è îðòîãîíàëüíîñòè â L2(Ω) ñèñòåìû �óíêöèé usε, s = 1, 2, . . .

ñëåäóåò, ÷òî ũε îðòîãîíàëüíà â L2(Ω) �óíêöèÿì up+i
ε , i = 1, . . . , N .

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.1.41) äëÿ ũε. Â ñèëó îðòîãî-

íàëüíîñòè â H1(Ω,Γ2) îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (•, •)1,0



� 88 �

è íîðìèðîâêè â L2(Γ1) ñèñòåìû (2.1.39) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1.42) ñëå-

äóåò

‖ũε‖21,0 =
p∑

s=1

∣∣∣∣
(g, usε)0,Γ1

λsε − λ

∣∣∣∣
2

‖usε‖
2

1,0
+

∞∑

s=p+1+N

∣∣∣∣
(g, usε)0,Γ1

λsε − λ

∣∣∣∣
2

‖usε‖
2

1,0
=

=

p∑

s=1

∣∣∣∣
(g, usε)0,Γ1

λsε − λ

∣∣∣∣
2

λsε +

∞∑

s=p+1+N

∣∣∣∣
(g, usε)0,Γ1

λsε − λ

∣∣∣∣
2

λsε.

(2.1.43)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè λ áëèçêèõ ê λ0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|λsε − λ| > a, s 6= p + 1, . . . , p+ 1 +N. (2.1.44)

Â ñèëó (2.1.44) è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà èç (2.1.43) âûâîäèì

‖ũε‖21,0 6 a−1
∞∑

s=1

|(g, usε)0,Γ1
|2 6 C1‖g‖20,Γ1

.

Îòñþäà è èç ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì ‖ũε‖1,0 è ‖ũε‖1 âûòåêàåò îöåíêà

(2.1.41). Ëåììà äîêàçàíà.
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� 2.2 Ñëó÷àé ïðåäåëüíîãî âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà

2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáëàñòè Ω (ñì. ðèñ. 2.1.1) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû

ïðè ëþáîì i âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

C−ε 6 |Γi
ε| 6 C+ε, C−ε 6 |γiε| 6 C+ε, ãäå 0 < C− < C+ < +∞.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:





L[Uε] ≡
2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂Uε

∂xi

)
= 0 â Ω,

Uε = 0 íà Γ2 ∪ Γε,
∂Uε

∂γ
≡ aij(x)

∂Uε

∂xi
νj = g(x) íà γε

(2.2.1)

(çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí-

äåêñàì îò 1 äî 2), ν = (ν1, ν2)
t
� åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω,

g ∈ L2(∂Ω). Êîý��èöèåíòû aij(x) � îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå �óíê-

öèè íà Ω, ìàòðèöà
(
aij(x)

) 2

i,j=1
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å.

κ2|ξ|2 6 aij(x)ξiξj 6 κ1|ξ|2, ãäå κ1 > 0,κ2 > 0.

�åøåíèå çàäà÷è (2.2.1) èùåì â ïðîñòðàíñòâå

H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) = {v(x) | v(x) ∈ H1(Ω), v(x)
∣∣
Γ2∪Γε

= 0}

ñ íîðìîé

‖v‖
H1(Ω,Γ2∪Γε)

=



∫

Ω

(v2 + |∇v|2) dx




1
2

.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ôóíêöèþ Uε ∈ H1(Ω,Γ2∪Γε) áóäåì íàçûâàòü

îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì (ñì. [67℄) çàäà÷è (2.2.1), åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈
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H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

aij
∂Uε

∂xi

∂v

∂xj
dx =

∫

γε

g v ds. (2.2.2)

Áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé Uε ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê

íóëþ.

2.2.2 Ñõîäèìîñòü ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî òèïà Ôðèäðèõñà, äîêà-

çàííîå â [45℄ (ñì. òàêæå [98℄).

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Ïóñòü u ∈ H1(Ω), u = 0 íà Γ ⊂ ∂Ω, ãäå
mesΓ > 0. Òîãäà ∫

Ω

u2(x) dx 6 C

∫

Ω

|∇u|2 dx, (2.2.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò Ω, mesΓ è íå çàâèñèò îò �óíêöèè u,

C 6 C1(Ω) +
C2(Ω)

mesΓ
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.2.3) ìû ìîæåì â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω,Γ2∪Γε)

ââåñòè íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [u, ϕ] =

∫

Ω

(∇u,∇ϕ) dx, êîòîðî-

ìó ñîîòâåòñòâóåò íîðìà ‖u‖ = [u, u]
1
2 .

Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå Uε çàäà÷è (2.2.1) ñóùå-

ñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.2.1) äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïóò�åì íà îñíîâå ëåììû Ëàêñà-

Ìèëüãðàìà (ñì., íàïðèìåð, [33℄, [49℄).

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ Uε, ðàâíîìåðíûå ïî ε. Äëÿ
ðåøåíèÿ Uε çàäà÷è (2.2.1) â íàøåì ñëó÷àå êîíñòàíòà C â íåðàâåíñòâå
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(2.2.3) íå çàâèñèò îò ε, òàê êàê mesΓ2 ∪ Γε > const |∂Ω|, ãäå const íå

çàâèñèò îò ε.
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ñëåäîâ: ïóñòü v ∈ H1(Ω),

òîãäà ∫

∂Ω

v2ds 6 K

∫

Ω

(v2 + |∇v|2)dx.

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.2.2) v = Uε â êà÷åñòâå ïðîá-

íîé �óíêöèè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåí-

ñòâî äëÿ ñëåäîâ, íåðàâåíñòâî (2.2.3) è óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè îïåðà-

òîðà L, ïîëó÷èì

κ2

∫

Ω

|∇Uε|2 dx 6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

aij(x)
∂Uε

∂xi

∂Uε

∂xj
dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

γε

g(x)Uε(x) ds

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ω

g(x)Uε(x) ds

∣∣∣∣∣∣
6



∫

∂Ω

g2(x) ds




1
2


∫

∂Ω

U 2
ε (x) ds




1
2

6

6
√
K



∫

∂Ω

g2(x) ds




1
2


∫

Ω

U 2
ε (x) + |∇Uε(x)|2 dx




1
2

6

6M



∫

Ω

|∇Uε(x)|2 dx




1
2

,

ãäå M =
√
K(C + 1)

(∫
∂Ω

g2(x) ds

) 1
2

.

Òàêèì îáðàçîì,

∫

Ω

|∇Uε|2 dx = ‖Uε‖2 6M1,

ãäå M1 íå çàâèñèò îò ε.
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Ïî òåîðåìå �åëëèõà (ñì., íàïðèìåð, [60℄) ñóùåñòâóþò òàêèå �óíê-

öèÿ U è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ, ÷òî

1. Uε → U ∈ H1(Ω) ïðè εk → 0 â íîðìå L2(Ω),

2.

∂Uε

∂xj
⇀

∂U

∂xj
ïðè εk → 0 ñëàáî â L2(Ω), j = 1, 2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî U = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω. Ñäåëàåì ëîêàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (x1, x2) → (y1, y2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci,
ÿâëÿþùåéñÿ êîíöîì êóñêà Γi

ε òàêîå, ÷òî ãðàíèöà ∂Ω â ýòîé îêðåñòíîñòè

ïåðåéä¼ò â ïðÿìóþ y2 = 0, à òî÷êà ci â íà÷àëî êîîðäèíàò. �àññìîòðèì
ïîëîñó øèðèíîé ω â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci (ñì. ðèñ. 2.2.3).

�èñ. 2.2.3: Îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîëîæèì

γ1 = {(y1, y2) : y2 = ω, k1ε < y1 < 0},
γ2 = {(y1, y2) : y2 = ω, 0 < y1 < k2ε},

ãäå k1, k2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε. Äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà |γ1| = |γ2|, òàê êàê â ñëó÷àå |γ1| > |γ2| ïî-
ñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûå, à â ñëó÷àå |γ1| < |γ2| ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî

òàêèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ Qj
2, j = 1, 2, . . . , n (ñì. ðèñ. 2.2.4). Çàìåòèì,

÷òî áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà ðàçìåðû ÷àñòåé Γ1, áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà n < N0, ãäå N0 íå çàâèñèò íè îò ε, íè
îò i.
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�èñ. 2.2.4: Ïàðàëëåëîãðàììû Q1 è Q
j

2
, j = 1, 2, . . . , n.

Èìååì

Uε(y1, ω) =

ω∫

0

∂Uε

∂y2
dy2,

åñëè y1 ∈ γ1. Ïîýòîìó

U 2
ε (y1, ω) 6 ω

ω∫

0

(
∂Uε

∂y2

)2

dy2, (2.2.4)

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî (2.2.4) ïî γ1. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Êîøè�
Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

∫

γ1

U 2
ε (y1, ω) dy1 6 ω

∫

γ1

ω∫

0

(
∂Uε

∂y2

)2

dy2 dy1 6 ω

∫

Q1

|∇Uε|2 dy1 dy2.

Îöåíèì òåïåðü Uε(y1, ω), ãäå y1 ∈ γ2. Èìååì

Uε(y1, ω) =

b2∫

b1

∂Uε

∂l
dl,
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ãäå b1 è b2 � òî÷êè, ëåæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, íà Γi
ε è γ2 è ïðèíàäëå-

æàùèå ïðÿìîé l, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà, âåðøèíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíöû îòðåçêîâ Γi

ε è γ2. Îòñþäà ïîëó÷èì

U 2
ε (y1, ω) 6 C ′ω

b2∫

b1

(
∂Uε

∂l

)2

dl.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî γ2. Ïîëó÷èì

∫

γ2

U 2
ε (y1, ω) dy1 6 C ′ω

∫

γ2

b2∫

b1

(
∂Uε

∂l

)2

dl dy1 6

6 C3ω

∫

Q2

(
∂Uε

∂l

)2

dy1 dy2 6 C3ω

∫

Q2

|∇Uε|2 dy1 dy2.

Ñäåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (y1, y2) → (x1, x2).
Ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì îêðåñòíîñòÿì, îáðàçóþùèì ïîêðûòèå ãðàíè-

öû ∂Ω, ïîëó÷èì
∫

γ̃

U 2
ε (x) ds 6 ωC4

∫

Q

|∇Uε|2 dx 6 ωC4

∫

Ω

|∇Uε|2 dx 6 ωC4M1, (2.2.5)

ãäå γ̃ � êðèâàÿ, âñå òî÷êè êîòîðîé îòñòîÿò îò ∂Ω íà ðàññòîÿíèå ïî-

ðÿäêà ω, à Q � ñëîé ìåæäó γ̃ è ∂Ω; ïîñòîÿííûå C4,M1 íå çàâèñÿò îò

ε.
Èìåÿ â âèäó êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ H1(Ω) â L2(γ̃) (ñì. [67℄), ïå-

ðåéäåì ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2.2.5) ïðè εk, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

Èìååì ∫

γ̃

U 2 ds 6 ωM1C4. (2.2.6)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ω � ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è

U ∈ H1(Ω) èç (2.2.6) ñëåäóåò, ÷òî U = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé uε çàäà÷è (2.2.1)

ñõîäèòñÿ ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, â íîðìå L2(Ω) è ñëàáî â H
1(Ω)

ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå




L[U ] =

2∑
i,j=1

∂
∂xj

(
aij(x) ∂U∂xi

)
= 0 â Ω,

U = 0 íà ∂Ω.

(2.2.7)

Âûøå ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk. Ñõî-
äèìîñòü Uε ïðè ε → 0, ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.2.7). Èç íå¼ æå ñëåäóåò, ÷òî U ≡ 0.

2.2.3 Ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåêëîâà, êîòîðàÿ

ñîîòâåòñòâóåò êðàåâîé çàäà÷å (2.2.1):





L[uε] = 0 â Ω

uε = 0 íà Γ2 ∪ Γε

∂uε

∂γ = λεuε íà γε.

(2.2.8)

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ôóíêöèÿ uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) \ {0} íàçûâà-

åòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé çàäà÷è (2.2.8), ñîîòâåòñòâóþùåé ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε, åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε)

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:

∫

Ω

aij
∂uε
∂xi

∂v

∂xj
dx = λε

∫

γε

uε v ds. (2.2.9)

Èñïîëüçóÿ îáùóþ òåîðèþ (ñì., íàïðèìåð, [61℄), çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.2.8) � äåéñòâèòåëüíûå è, êðîìå òîãî,

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî:

0 6 λ1ε 6 λ2ε 6 . . . , λkε → ∞ ïðè k → ∞.
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�èñ. 2.2.5: Ïðèìåðíûé âèä íîðìèðîâàííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè.

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λkε ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñ

ó÷¼òîì êðàòíîñòè.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è (2.2.8) èìååò ïî-

ðÿäîê

1

ε
, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

C1

ε
≤ λ1ε ≤

C2

ε
,

ãäå C1 è C2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Áîëåå òîãî,

ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ u1ε → 0 ñèëüíî â L2(Ω) è ñëàáî â H1(Ω).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

µε = inf
v∈H1(Ω,Γ2∪Γε)\{0}

∫
Ω

aij ∂v
∂xi

∂v
∂xj

dx

∫
γε

v2 ds
. (2.2.10)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó (àíàëîãè÷íàÿ áûëà äîêàçàíà â [76℄):
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Ëåììà 2.2.1. ×èñëî µε ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ1ε
çàäà÷è (2.2.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ

�óíêöèÿ u1 çàäà÷è (2.2.8), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λ1ε, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

µε =

∫
Ω

aij ∂u
1

∂xi

∂u1

∂xj
dx

∫
γε

(u1)2 ds
= λ1ε .

Ïóñòü {v(n)} � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ (2.2.10),

ò.å.

v(n) ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε), ‖v(n)‖2L2(γε)
= 1, è

∫

Ω

aij
∂v(n)

∂xi

∂v(n)

∂xj
dx→ µε, ïðè n → ∞.

ßñíî, ÷òî {v(n)} îãðàíè÷åíà â H1(Ω,Γ2 ∪ Γε). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-

ðåìå �åëëèõà ñóùåñòâóåò å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(k)}, ñëàáî ñõî-
äÿùàÿñÿ â H1(Ω,Γ2∪Γε) è ñèëüíî â L2(γε). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî η > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå K = K(η), ÷òî

‖v(k) − v(l)‖2
L2(γε)

< η ïðè k, l > K.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ �îðìóëó

∥∥∥∥
v(k) + v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(γε)

=
1

2

∥∥∥v(k)
∥∥∥
2

L2(γε)
+

1

2

∥∥∥v(l)
∥∥∥
2

L2(γε)
−
∥∥∥∥
v(k) − v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(γε)

,

ïîëó÷àåì, ÷òî ∥∥∥∥
v(k) + v(l)

2

∥∥∥∥
2

L2(γε)

> 1− η

4
. (2.2.11)

Èç îïðåäåëåíèÿ µε çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ H1(Ω,Γ2∪
Γε) ∫

Ω

aij
∂v(n)

∂xi

∂v(n)

∂xj
dx ≥ µε‖v‖2L2(γε)

. (2.2.12)
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Íåðàâåíñòâà (2.2.11) è (2.2.12) äàþò íàì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

∫

Ω

aij
∂
(
v(k)+v(l)

2

)

∂xi

∂
(
v(k)+v(l)

2

)

∂xj
dx > µε

(
1− η

4

)
.

Ïîñêîëüêó {v(k)} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,

äëÿ ëþáîãî η ñóùåñòâóåò K1 = K1(η) (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïî-

ëàãàåì K1 = K) òàêîå, ÷òî

∫

Ω

aij
∂v(k)

∂xi

∂v(k)

∂xj
dx < µε+η,

∫

Ω

aij
∂v(l)

∂xi

∂v(l)

∂xj
dx < µε+η ïðè k, l > K.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

Ω

aij
∂
(
v(k)−v(l)

2

)

∂xi

∂
(
v(k)−v(l)

2

)

∂xj
dx =

1

2

∫

Ω

aij
∂v(k)

∂xi

∂v(k)

∂xj
dx+

+
1

2

∫

Ω

aij
∂v(l)

∂xi

∂v(l)

∂xj
dx−

∫

Ω

aij
∂
(
v(k)+v(l)

2

)

∂xi

∂
(
v(k)+v(l)

2

)

∂xj
dx ≤

≤ µε + η

2
+
µε + η

2
− µε

(
1− η

4

)
= η

(
1 +

µε
4

)
→ 0, η → 0.

Íàêîíåö, èç ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) ïî êðèòåðèþ Êîøè

ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ v∗ ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) òàêàÿ, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(k)} ñõîäèòñÿ ê íåé â ïðîñòðàíñòâåH1(Ω,Γ2∪Γε)
è ñïðàâåäëèâî:

∫

Ω

aij
∂v∗

∂xi

∂v∗

∂xj
dx = µε, ‖v∗‖2

L2(γε)
= 1.

Ïîëàãàÿ, ÷òî v ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) � ïðîèçâîëüíàÿ, ââåä¼ì �óíêöèþ:

g(t) =

∫
Ω

aij ∂(v
∗+tv)
∂xi

∂(v∗+tv)
∂xj

dx

‖v∗ + tv‖2
L2(γε)

.
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Ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè t = 0. Ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé µε ïðè t = 0. Ïî
òåîðåìå Ôåðìà èìååì:

0 = g′|t=0 =

2‖v∗‖2
L2(γε)

∫
Ω

aij ∂v
∗

∂xi

∂v
∂xj

dx− 2
∫
γε

v∗v ds
∫
Ω

aij ∂v
∗

∂xi

∂v∗

∂xj
dx

‖v∗‖4
L2(γε)

( = 1 )
=

= 2

∫

Ω

aij
∂v∗

∂xi

∂v

∂xj
dx− 2µε

∫

γε

v∗v ds.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

∫

Ω

aij
∂v∗

∂xi

∂v

∂xj
dx = µε

∫

γε

v∗v ds

äëÿ ëþáîãî v ∈ H1(Ω, γε), ò.å. v
∗
óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäå-

ñòâó çàäà÷è (2.2.8), è ïðè ýòîì

∫
Ω

aij ∂v
∗

∂xi

∂v∗

∂xj
dx

∫
γε

v∗2 ds
= inf

v∈H1(Ω,Γ2∪Γε)\{0}

∫
Ω

aij ∂v
∂xi

∂v
∂xj

dx

∫
γε

v2 ds
= µε.

Òàêèì îáðàçîì, v∗ = u1 è λ1ε = µε. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.2. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.2.1 è ýëëèïòè÷-

íîñòü ìàòðèöû aij ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ H1(Ω,Γε):
∫
Γ1

u2ds = 1

èìååì:

λ1ε = inf
v∈H1(Ω,Γ2∪Γε)\{0}

∫
Ω

aij ∂v
∂xi

∂v
∂xj

dx

∫
γε

v2 ds
≤
∫

Ω

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx ≤ κ1

∫

Ω

|∇u|2 dx.

• Äëÿ îöåíêè ñâåðõó ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1ε ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è (2.2.8), èìåÿ â âèäó âàðèàöèîííîå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííî-

ãî çíà÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [61℄), ïîñòðîèì ñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ u.
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Ïóñòü íà ïðîìåæóòêàõ γiε (ïîðÿäêà O(ε)) â ïëîñêîñòè (x1, u) ïîñòðî-

åíû ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè âûñîòîé 1. Äàëåå âìåñòî ãëàäêèõ

�êàïþøîíîâ� (ñì. ðèñ. 2.2.5) ñòðîèì òåòðàýäðû ñ âûñîòîé íèæíåãî îñ-

íîâàíèÿ, ðàâíîé ε (ñì. ðèñ. 2.2.6).

�èñ. 2.2.6: Ñïåöèàëüíàÿ �óíêöèÿ.

Îöåíèì òåïåðü

∫
Ω

|∇u|2dx.

|∇u|2 ≤ O
(
1

ε2

)
⇒
∫

Ω

|∇u|2dx ≤ c1
ε2

· c2ε ·
1

2
c3ε ·Nε ≤

c4
ε
⇒

λ1ε ≤ κ1
c4
ε
≤ C2

ε
.

• Òåïåðü áóäåì îöåíèâàòü λ1ε ñíèçó. �àçäåëèì îáëàñòü Ω íà ïîëîñû

Ωi
ε øèðèíîé ïîðÿäêà ε, ïàðàëëåëüíûå îñè x2, ñ ãðàíèöàìè, ïðîõîäÿ-

ùèìè ÷åðåç òî÷êè pi � ñåðåäèíû îòðåçêîâ Γi
ε (ñì. ðèñ. 2.2.7). Ââåä¼ì

îáîçíà÷åíèÿ Υi
ε := Γε ∩ Ωi

ε, H
1
∗ :=

Nε⋃
i=1

H1(Ωi
ε,Υ

i
ε).
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�èñ. 2.2.7: Ïîëîñû â îáëàñòè.

�àññìîòðèì ïîëîñó Ωi
ε. Ïîêàæåì, ÷òî∫

Ωi
ε

aij
∂uε
∂xi

∂uε
∂xj

dx ≥ Cε

∫

γi
ε

u2ε ds. (2.2.13)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ uε íîðìèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

γi
ε

u2ε ds = ε. (2.2.14)

Îáîçíà÷èì ϕ � ñëåä �óíêöèè uε íà γ
i
ε, ïóñòü òàêæå T i

ε = γiε ∪ Υi
ε.

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó





∆zε = 0 â Ωi
ε,

zε = 0 íà Υi
ε,

zε = ϕ íà γiε,
∂zε
∂ν

= 0 íà ∂Ωi
ε \ T i

ε,

‖ϕ‖2
L2(γi

ε)
= ε.
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�àñòÿíåì îáëàñòü Ωi
ε ñ ïîìîùüþ çàìåíû êîîðäèíàò ξ = x

ε . Îáîçíà-

÷èì vε(ξ) := zε(εξ), ϕ̃(ξ) := ϕ(εξ), ðàñòÿíóòóþ îáëàñòü ÷åðåç Ωi, à
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñòÿíóòûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü èñõîäíûå îáîçíà÷åíèÿ áåç èíäåêñà ε. Çàäà÷à äëÿ vε èìååò âèä




∆vε = 0 â Ωi,
vε = 0 íà Υi,

vε = ϕ̃ íà γi,
∂vε
∂ν

= 0 íà ∂Ωi \ T i,

‖ϕ̃‖2
L2(γi)

= 1.

(2.2.15)

Ëåììà 2.2.2. Èìååò ìåñòî �îðìóëà

∫

T i

vε(ξ1, ξ2)dξ1 = const =

∫

T i

ϕ̃dξ1 =: Cε
∞. (2.2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ÷àñòü îáëàñòè Ωi, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

ϑ = {ξ ∈ Ωi : ξ2 > ξ∗2}.

0 =

∫

ϑ

∆vεdξ = −
∫

{ξ2=ξ∗2}

∂vε
∂ξ2

(ξ1, ξ
∗
2)dξ1, (2.2.17)

ò.å.

d

dξ2

∫

{ξ2=ξ∗2}

vε(ξ1, ξ
∗
2)dξ1 = 0 ∀ξ∗2. (2.2.18)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫

T i

vε(ξ1, 0)dξ1 = const =

∫

T i

ϕ̃dξ1. (2.2.19)

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 2.2.2 è óñëîâèé çàäà÷è (2.2.15) ñëåäóåò, ÷òî

Cε
∞ =

∫

T i

ϕ̃dξ1 ≤
√

|γi|‖ϕ̃‖2
L2(γi)

=
√

|γi|. (2.2.20)
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Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è ïî ëåììå Õîï�à-Îëåéíèê (ñì., íàïðè-

ìåð, [53℄) ìàêñèìóì (ìèíèìóì) �óíêöèè vε ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî
íà T i. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ M(ξ∗2) = max

Ωi;ξ2=ξ∗2
vε(ξ) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïî ξ∗2, à �óíêöèÿ m(ξ∗2) = min
Ωi;ξ2=ξ∗2

vε(ξ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

�àññìîòðèì ðàçíîñòü oscN+1(vε) =M(N +1)−m(N+1). Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî m(N) = 0. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü

íåðàâåíñòâî Õàðíàêà â ñëåäóþùåé �îðìå (ñì. [129℄):

m(N + 1) ≥ αM(N + 1), 0 < α < 1. (2.2.21)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.2.21) è ìîíîòîííîñòü, îöåíèâàåì

oscN+1(vε) ≤M(N + 1)− αM(N + 1) = M(N + 1)(1− α) ≤
≤M(N)(1− α) = (M(N)−m(N))(1− α) =

= (1− α) oscN(vε) ≤ (1− α)N osc1(vε) =

= eN ln(1−α)
osc1(vε) = e−θN

osc1(vε), θ > 0.
(2.2.22)

Â ñèëó ýëëèïòè÷åñêèõ îöåíîê (ñì., íàïðèìåð, [129℄) èìååì |osc1(vε)| ≤
K0‖ϕ̃‖2L2(γi)

. Òàêèì îáðàçîì,

oscN+1(vε) ≤ K0‖ϕ̃‖2L2(γi)
e−θN , θ > 0. (2.2.23)

Èç (2.2.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò N0 òàêîå, ÷òî

oscN0
(vε) = δ.

Çàïèøåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:

(vε(ξ1, N0)− ϕ̃(ξ1))
2 =




N0∫

0

∂vε
∂ξ2

dξ2




2

≤ N0

N0∫

0

(
∂vε
∂ξ2

)2

dξ2. (2.2.24)
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Èíòåãðèðóÿ (2.2.24) ïî T i, ïîëó÷àåì
∫

T i

(
Cε

∞
|T i| + (vε(ξ1, N0)−

Cε
∞

|T i|)− ϕ̃(ξ1)

)2

dξ1 =

=
(Cε

∞)2

|T i| +

∫

T i

(
vε(ξ1, N0)−

Cε
∞

|T i|

)2

dξ1 +

∫

T i

|ϕ̃(ξ1)|2dξ1+

+2
Cε

∞
|T i|

∫

T i

(
vε(ξ1, N0)−

Cε
∞

|T i|

)
dξ1 − 2

Cε
∞

|T i|

∫

T i

ϕ̃(ξ1)dξ1−

−2

∫

T i

ϕ̃(ξ1)

(
vε(ξ1, N0)−

Cε
∞

|T i|

)
dξ1 ≤ N0

∫

T i

N0∫

0

(
∂vε
∂ξ2

)2

dξ.

(2.2.25)

Èñïîëüçóÿ (2.2.15) è (2.2.16), ïåðåïèñûâàåì íåðàâåíñòâî (2.2.25) â âèäå

(Cε
∞)2

|T i| + δ2 + 1 + 0− 2
(Cε

∞)2

|T i| +O(δ) ≤ N0

∫

T i

N0∫

0

|∇ξvε|2dξ. (2.2.26)

Ïîñêîëüêó δ2 > 0, ìîæíî ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (2.2.26), óñèëèâ åãî.

Èìååì

1− (Cε
∞)2

|T i| +O(δ)

N0
≤
∫

T i

N0∫

0

|∇ξvε|2dξ ≤
∫

Ωi

|∇ξvε|2dξ.

Èìåÿ â âèäó (2.2.15) è (2.2.20), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

1− (
√

|γi|)2
|T i|

N0
=

1− |γi|
|T i|

N0

∫

γi

ϕ̃2dξ1 ≤
∫

Ωi

|∇ξvε|2dξ.

Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

K
ε

∫

γi
ε

ϕ2dx1 ≤
1

ε2
ε2
∫

Ωi
ε

|∇xuε|2dx.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (2.2.13) 
 êîíñòàíòîé Cε =
K
ε
,

è íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ λ1ε ïîëó÷åíà.
Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèè u1ε ê íóëþ â H1(Ω) ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (2.2.9). Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â

L2(Ω) âûòåêàåò èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà (ñì., íàïðèìåð, [67℄).

Òåîðåìà 2.2.2 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ ñïåêòðàëü-

íûõ çàäà÷ òèïà Ñòåêëîâà â ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ áûñòðîé

ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà ãðàíèöå îá-

ëàñòè áûñòðî ìåíÿþòñÿ (÷åðåäóþòñÿ) ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå Ñòåêëîâà

è îäíîðîäíîå êðàåâîå óñëîâèå Äèðèõëå.

Äàíà ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ ñëó÷àåâ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ ëîêàëüíî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî âîçìóùåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Ñòåêëîâà. Èññëåäîâàíî ïðå-

äåëüíîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äëÿ

íåïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà

êàê â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà, òàê è â ñëó÷àå ïðåäåëüíîãî êëàññè-

÷åñêîãî óñëîâèÿ Ñòåêëîâà. Ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì óñðåäíå-

íèÿ äëÿ èññëåäóåìûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ çàäà÷. Èçó÷åíû àñèìï-

òîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóù¼ííîé çàäà÷è Ñòåêëîâà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [63℄,

[82℄, [83℄, [84℄, [85℄ è [100℄.

Èíòåðåñíûì îñòà¼òñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ â ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ,

êàê îãðàíè÷åííûõ, òàê è íåîãðàíè÷åííûõ. À òàêæå î ñõîäèìîñòè ïîëþ-

ñîâ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèé ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

óñðåäí¼ííûõ çàäà÷ äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåé.
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