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Введение

Диссертация посвящена изучению асимптотического поведения при ε → 0 решения

uε задач для эллиптического и параболического уравнений с p-Лапласианом: ∆pu =

div(|∇u|p−2∇u), — в ε-периодически перфорированной области Ωε ⊂ Rn, n ≥ 2, 2 < p ≤ n,

с нелинейным краевым условием вида ∂νpuε + θ(ε)σ(x, uε) = 0 на границе полостей, где

∂νpu = |∇u|p−2(∇u, ν), ν — вектор внешней единичной нормали к поверхности полостей. В

том случае, когда 2 < p < n коэффициент при функции σ, θ(ε), имеет следующий вид: ε−γ,

при p = n он равен βn−1(ε). Предполагается, что полости диффеоморфны замкнутому шару,

диаметр которого есть O(aε), где aε � ε. Таким образом, исследуемая задача имеет четыре

параметра: n — размерность пространства, p — показатель оператора, aε — характеризует

размер перфораций; и так называемый коэффициент адсорбции θ(ε), который характеризует

процессы, происходящие на границе перфораций.

Таким образом, при 2 < p < n в задаче имеются два параметра: α, γ. В настоящей работе

для эллиптического случая рассмотрены все возможные соотношения между параметрами α

и γ, а для параболического случая — 1 < α < n/(n−p), γ ≤ α(n−1)−n, построены усреднен-

ные задачи и доказана слабая сходимость решения исходной задачи к решению усредненной.

В зависимости от соотношений между ними в пределе получаются различные усредненные

задачи — наиболее интересен случай, когда 1 < α ≤ n/(n−p) и γ = α(n−1)−n, так как при
данном соотношении между параметрами процессы, происходящие на границе микроскопи-

ческой полости, дают вклад в предельное макроскопическое уравнение в виде эффективного

нелинейного члена. При этом когда 1 < α < n/(n − p) вид нелинейного члена не меняется.

В критическом случае, когда α = n/(n − p), γ = n(p − 1)/(n − p), усредненная задача со-

держит новое нелинейное слагаемое, которое определяется как решение функционального

уравнения.

Для случая p = n рассматривается критическое соотношение между параметрами aε и

β(ε) (см. (1.1)), при котором построена усредненная задача, которая также содержит новое

нелинейное слагаемое, являющееся решением функционального уравнения, которое имеет

аналогичный вид, что и в критическом случае для 2 < p < n. Также доказана теорема о

сходимости решения исходной задачи к решению усредненной.

В работе доказаны теорема продолжения решения на перфорации как для эллиптического

случая, так и для параболического. Приводятся леммы, в которых доказываются неравен-

ства типа Фридрихса и Пуанкаре для функций из введенных функциональных пространств,

3



в которых рассматриваются соответствующие задачи. В работе доказывается существование

и единственность решения функционального уравнения, появляющегося при усреднении за-

дачи в критическом случае.

Актуальность темы.
Рассматриваемая в работе задача возникает при изучении нелинейной диффузии (см. ра-

боты [1] и [2]) веществ в пористой среде (см. [3]), при этом подразумевается, что на границе

включений имеет место нелинейная адсорбция. Математические модели, в которых участву-

ет p-Лапласиан, появляются также при изучении неньютоновских жидкостей (см. [4]), задач

ползучести (см. [5,6]), в климатологии (см. [7]), в гляциологии (см. [4,8]).

Необходимость изучения уравнений с p-Лапласианом появляется и в задачах, связан-

ных с восстановлением изображений, поврежденных вследствие некачественной передачи

по каналам связи или небережного хранения (см. [9]).

Усреднение краевых задач в перфорированных областях с третьим краевым условием

на границе полостей изучалось во многих работах. Такого рода задачам были посвящены

работы [10] и [11]. Краевая задача в частично перфорированной области для уравнения

Пуассона, в которой σ(x, u) = ε−γa(x/ε)u и γ ∈ R1, α = 1, была рассмотрена в работе [12].

Линейная задача с третьим краевым условием в схожей перфорированной области была

рассмотрена в работе [13]. Усреднение задач для уравнения Пуассона с краевым условием

третьего рода изучалось в работах [14,15].

Задача для эллиптического уравнения с быстро осциллирующими коэффициентами и

нелинейным краевым условием на границе полостей при α = 1 исследовалось в работах

[16–22].

Усреднение задачи Дирихле для уравнения −∆puε = fε(x) при α = 1 и 1 < p < 2 было

изучено в [23]. В работе [24] исследуется усреднение указанного уравнения при 1 < p ≤ n

в задаче с препятствиями в области перфорированной множествами случайного размера,

при этом, α = n/(n − p), если 1 < p < n. Задачи усреднения квазилинейных монотонных

уравнений исследовались в [25,26].

Для параболического уравнения аналогичная задача при α = 1 была исследована в [27].

Усреднению параболического квазилинейного уравнения посвящена работа [28].

Наиболее близкими являются работы [29] и [30], в которых рассматривается аналогич-

ная "геометрия" перфораций. В [29] изучается усреднение краевой задачи для уравнения

−∆uε = f(x) с краевым условием третьего рода ∂νuε + ε−γσ(x, uε) = g(x)ε−γ, заданным на

границе полостей. Работа [30] посвящена исследованию асимптотического поведения реше-

ния начально-краевой задачи для параболического уравнения ∂tuε − ∆uε = f(x, t) с анало-

гичным краевым условием. В указанных работах построены усредненные задачи и доказаны

теоремы о слабой сходимости решения исходной к решению усредненной. Таким образом,

настоящая работа обобщает результаты, полученные в [29] и [30], на случай задач, содер-

жащих нелинейные уравнения с оператором p-Лапласа.
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Асимптотическое поведение решения вариационного неравенства для оператора Лапласа

в перфорированной области с нелинейными ограничениями вида: uε ≥ 0, ∂νuε ≥ −ε−γσ(x, uε),

uε(∂νuε + ε−γσ(x, uε)) = 0, заданными на границе перфораций, было исследовано в работе

[31].

Работа [32] посвящена изучению краевой задачи для оператора Лапласа в области, пер-

форированной мелкими изопериметрическими полостями, с нелинейным краевым услови-

ем третьего рода. В приведенной работе рассматривается критический случай соотношения

между параметрами aε и β(ε) при n = 2. Настоящая работа обобщает результаты, получен-

ные в [32], на случай уравнения с p-Лапласианом (p = n ≥ 3).

В работах [29–32] при критическом соотношении между параметром aε и коэффициентом

адсорбции наблюдается следующий эффект: усредненная задача содержит новое нелинейное

слагаемое, определяемое как решение функционального уравнения. Данный эффект впервые

был замечен в работе [17], в которой была рассмотрена аналогичная задача для уравнения

Пуассона при n = 3 и α ∈ (2, 3]. Стоит отметить, что в настоящей работе наблюдается

аналогичная особенность (см. Теоремы 5, 11, 14).

Цель работы. Основной целью настоящей работы является исследование асимптотиче-

ского поведения решений задач для эллиптического и параболического уравнений с операто-

ром p-Лапласа в перфорированной области с нелинейным краевым условием третьего типа,

заданным на границе полостей, при стремлении диаметра полостей и периода, с которым

расположены эти множества, к нулю.

Методы исследования. В работе используются методы теории усреднения дифферен-

циальных операторов, общей теории уравнений в частных производных, функционального

анализа и теории пространств Соболева. Также строятся пробные функции, учитывающие

нелинейный характер оператора p-Лапласа.

Научная новизна. Все результаты работы являются новыми. Основные из них — следу-

ющие:

1. Дана полная классификация асимптотического поведения решения рассматриваемой

задачи для случая 2 < p < n. Выделены 6 различных видов асимптотического пове-

дения решения, каждому из которых соответствует определенное соотношение между

параметрами α и γ. Для каждого из этих случаев был разработан метод, позволяю-

щий построить усредненную задачу и доказать теоремы о слабой сходимости решения

исходной задачи к решению усредненной.

2. Рассмотрено критическое соотношение между параметрами aε и β(ε) (см. условия (1.1))

для случая p = n. Разработан метод позволяющий рассматривать перфорации произ-

вольной формы с заданной площадью поверхности. Построена усредненная задача и

доказана теорема о слабой сходимости решения исходной задачи к решению усреднен-

ной.
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3. Для начально-краевой задачи рассмотрен случай, когда 2 < p < n и когда выполне-

ны условия (3.2). Выделены 3 различных случая асимптотического поведения решения

рассматриваемой задачи, для каждого из которых построена усредненная задача и до-

казана теорема о слабой сходимости решения исходной задачи к решению усредненной.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация носит теоретический харак-

тер. Результаты настоящей работы относятся к теории усреднения краевых и начально-

краевых задач для уравнений с p-Лапласианом. Использованные в диссертации методы могут

быть применены при исследовании других краевых и начально-краевых задач, вариационных

неравенств с ограничениями различного типа.

Апробации работы. Основные результаты работы докладывались и обсуждались на

международной конференции "Дифференциальные уравнения и смежные вопросы Россия,

Москва, посвященной 110-й годовщине со дня рождения И.Г. Петровского, проходившей

с 30 мая по 4 июня 2011 года; на международной конференции "Седьмая международная

конференция по дифференциальным уравнениям и функционально-дифференциальным урав-

нениям Россия, Москва, проходившей с 26 по 28 августа 2014 года; на международной кон-

ференции "Многомасштабные методы и моделирование: переход от микро- к макромасштабу

в механике и медицине Россия, Москва, проходившей 25-27 июня 2015 года; на "Новогод-

ней мини-конференции кафедры дифференциальных уравнений Механико-математического

факультетаМосква, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2014; международная научная конференция

"Ломоносов-2010Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 2010.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации опубликованы в 7 печатных

работах, 4 из которых опубликованы в журналах, рекомендованных ВАК. Список работ

приведен в конце диссертации.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав (первая гла-

ва содержит вспомогательные утверждения, в последующих главах приводятся основные

результаты), а также из списка цитируемой литературы. Главы разбиты на 14 параграфов

и 8 подпараграфов. Параграфы и формулы имеют двойную нумерацию, теоремы и леммы

— сквозную. Диссертация содержит 16 теорем и 9 лемм. Список литературы включает 47

наименований, общий объем диссертации 78 страниц.

Автор глубоко признателен научному руководителю, профессору Т.А. Шапошнико-

вой, за постановку задачи, ценные замечания и постоянное внимание к работе.
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Глава 1

Вспомогательные утверждения.

В данной главе описывается рассматриваемая перфорированная область, вводятся функ-

циональные пространства, в которых рассматриваются соответствующие задачи (см. пара-

граф 1.1). также строится продолжение решения как на ячейку периодичности, так и на

всю перфорированную область, приводятся доказательства следствий из полученной теоре-

мы продолжения (см. параграфы 1.2 и 1.3). В параграфе 1.4 приводится лемма, используемая

в теоремах 5, 11, 14 и доказывается существование и единственность решения функциональ-

ного уравнения, которое появляется в усредненной задаче в указанных выше теоремах.

1.1 Рассматриваемые перфорированные области

Пусть Ω — ограниченная область в Rn, n ≥ 3, с гладкой границей ∂Ω и пусть Y =

(−1/2, 1/2)n. Для j ∈ M, где M — конечное подмножество из Zn, определим множества

Dj в Y следующим образом: Dj диффеоморфны шару, и Dj ⊂ T1/4 =
{
y : |y| < 1

4

}
. Также

предполагается, что (n−1)-мерная мера Лебега множества ∂Dj равна заданному числу l > 0,

то есть ∣∣∂Dj
∣∣ = l, для всех j ∈M

Для δ > 0 и ε > 0 определим множества δB = {x | δ−1x ∈ B } и Ω̃ε = {x ∈ Ω | ρ(x, ∂Ω) >

2ε }.
Для случая 2 < p < n положим aε = C0ε

α, где α > 1 и C0 — положительное число. В

том случае, когда p = n, мы будем рассматривать aε и β(ε), удовлетворяющие следующим

условиям:  β(ε)aεε
− n
n−1 → C2 при ε→ 0,

1
β(ε)aε ln 4aε

ε

→ −C2
1 при ε→ 0,

(1.1)

где C, C1 6= 0.

Пусть

Gε =
⋃
j∈Υε

(aεG
j + εj) =

⋃
j∈Υε

Gj
ε, (1.2)
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где Gj совпадает с некоторым множеством Di, i ∈ M, Υε = {j ∈ Zn : Gj
ε ⊂ Y j

ε = εY +

εj, Gj
ε

⋂
Ω̃ε 6= ∅}, и |Υε| ∼= dε−n, d = const > 0. Заметим, что G

j

ε ⊂ T jaε ⊂ T jε
4
⊂ Y

j

ε, где T
j
r —

шар радиуса r с центром, совпадающим с центром куба Y j
ε .

Положим

Ωε = Ω \Gε, Sε = ∂Gε, ∂Ωε = ∂Ω ∪ Sε.

Далее введем функциональные пространства, в которых будут изучены соответствующие

задачи для эллиптических и параболических уравнений с оператором p-Лапласа.

Через W 1,p(Ωε, ∂Ω) обозначено пространство, полученное замыканием в W 1,p(Ωε) множе-

ства бесконечно дифференцируемых в Ωε функций, обращающихся в ноль в окрестности

границы ∂Ω.

Определим через W−1,q(Ωε, ∂Ω) — пространство сопряженное к пространству

W 1,p(Ωε, ∂Ω), и скобки 〈., .〉 обозначают отношение двойственности. В введенном простран-

стве рассматривается норма:

‖v‖W−1,q(Ωε,∂Ω) = sup
u∈W 1,p(Ωε,∂Ω),‖u‖W1,p(Ωε,∂Ω)61

| < u, v > |

Применяя методы из [13,33], получим следующие леммы, справедливые для функций из

введенного пространства.

Лемма 1. Пусть u ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω), 2 ≤ p ≤ n, n ≥ 2. Тогда∫
Ωε

|u|pdx ≤ K
{
a1−n
ε εn

∫
Sε

|u|pds+ ap−nε εn
∫
Ωε

|∇u|pdx
}
, (1.3)

если 2 ≤ p < n, ∫
Ωε

|u|ndx ≤ K
{
a1−n
ε εn

∫
Sε

|u|pds+

∣∣∣∣ln ε

2aε

∣∣∣∣n−1

εn
∫
Ωε

|∇u|pdx
}
, (1.4)

елси p = n, где постоянная K здесь и далее не зависит от ε.

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что Gj совпадает с G0 — шар

радиуса ρ < 1, центр которого совпадает с центром Y . Пусть также ε(1 − 1/4) > aερ. Тогда

функция u определена в Tε/4 \ aεG0, где Tσ — шар радиуса σ, центр которого совпадает

с центром Yε. Пусть P ∈ aεS0 и Q ∈ rS1, aε% < r 6 ε/4, % < 1 и P, Q лежат на одном

радиус-векторе, а S1, S0 — сферы радиуса 1. Тогда имеем, что

u(Q) = u(P ) +

ε/4∫
aερ

∂u

∂r
dr

Беря модуль и возводя в степень p, получим оценку

|u(Q)|p ≤ 2p−1|u(P )|p + 2p−1

 ε/4∫
aερ

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣ dr
p

= 2p−1|u(P )|p + 2p−1

 ε/4∫
aερ

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣ r n−1

p r
1−n
p dr

p

8



Применяя неравенство Гельдера, придем к следующему неравенству

|u(Q)|p 6 2p−1|u(P )|p + 2p−1

 ε/4∫
aε%

r
1−n
p−1 dr

p−1
ε/4∫

aε%

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p rn−1dr

Отсюда получим оценки:
|u(Q)|p 6 2p−1|u(P )|p + 2p−1C(aε%)p−n

ε/4∫
aε%

∣∣∂u
∂r

∣∣p rn−1dr, при 2 ≤ p < n,

|u(Q)|n 6 2n−1|u(P )|n + 2n−1C(ln ( ε
2aε

))n−1
ε/4∫
aε%

∣∣∂u
∂r

∣∣n rn−1dr, при p = n,

Далее домножаем на Якобиан сферической замены координат J |r=aε% =

(aε%)n−1Φ(ϕ1, ..., ϕn−1) и, интегрируя по переменным ϕ1, ..., ϕn−1, получаем:

(aε%)n−1

∫
S1

|u(Q)|pdϕ1...dϕn−1 6 2p−1

∫
aεS0

|u(P )|pdSx+

+2p−1(aε%)p−1

∫
Tε/4/Taε%

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p rn−1Φ(ϕ1, ..., ϕn−1)drdϕ1...dϕn−1,

если 2 ≤ p < n, и

(aε%)n−1

∫
S1

|u(Q)|ndϕ1...dϕn−1 6 2n−1

∫
aεS0

|u(P )|ndSx+

+2n−1C(aερ ln(
ε

2aε
))n−1

∫
Tε/4/Taε%

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣n rn−1Φ(ϕ1, ..., ϕn−1)drdϕ1...dϕn−1,

если p = n, где Tσ — шар радиуса σ, центр которого совпадает с центром G0.

Затем, домножая обе части уравнения на rn−1 и интегрируя по r ∈ (aε%, ε/4), получаем:

(aε%)n−1

∫
Tε/4/Taε%

|u|pdx 6 K0

εn
∫

aεS0

|u|pdSx + ap−1
ε εn

∫
Tε/4/Taε%

|∇xu|pdx


при 2 ≤ p < n, и

(aε%)n−1

∫
Tε/4/Taε%

|u|ndx 6 K0

εn
∫

aεS0

|u|ndSx + (aε ln(
ε

2aε
))n−1εn

∫
Tε/4/Taε%

|∇xu|ndx


при p = n.

Откуда и следует требуемое утверждение.

Лемма 2. Пусть u ∈ W 1,p(Yε), Yε = εY \aεG0, где G0 совпадает с некоторым множеством

Dj, 2 ≤ p ≤ n, n ≥ 2. Тогда∫
aεS0

|u|pdx ≤ K
{
an−1
ε ε−n

∫
Yε

|u|pdy + ap−1
ε

∫
Yε

|∇u|pdy
}
, (1.5)
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если 2 ≤ p < n, ∫
aεS0

|u|pdx ≤ K
{
an−1
ε ε−n

∫
Yε

|u|pdy + an−1
ε

∣∣∣∣ln ε

2aε

∣∣∣∣n−1 ∫
Yε

|∇u|pdy
}
, (1.6)

если p = n.

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что G0 — шар радиуса ρ < 1
2

с центром, совпадающим с центром Y. Пусть P ∈ aεS0, P
′ ∈ ρ−1rS0, aερ ≤ r < ε

2
ρ и P, P ′

лежат на одном и том же радиус-векторе. Имеем, что

|u(P )|p ≤ 2p−1|u(P ′)|p + 2p−1

 ερ/2∫
aερ

∣∣∣∣∂u∂r dr
∣∣∣∣
p

(1.7)

Из (1.7) заключаем, что

|u(P )|p ≤ 2p−1|u(P ′)|p + 2p−1

 ερ/2∫
aερ

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣ r(n−1)/pr(1−n)/pdr

p

≤

≤ 2p−1|u(P ′)|p + 2p−1

 ερ/2∫
aερ

r
1−n
p−1 dr

p−1 ερ/2∫
aερ

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p rn−1dr


Исходя из этого, получаем неравенства

|u(P )|p ≤ 2p−1|u(P ′)|p + 2p−1K
n−p (aερ)p−n

ερ/2∫
aερ

∣∣∂u
∂r

∣∣p rn−1dr, если 2 ≤ p < n,

|u(P )|p ≤ 2p−1|u(P ′)|p + 2p−1 lnn−1 ε
2aε

ερ/2∫
aερ

∣∣∂u
∂r

∣∣p rn−1dr, если p = n.

Домножая полученные неравенства на (aερ)n−1 ψ(ϕ1, ..., ϕn−1), где J ≡ rn−1ψ(ϕ1, ..., ϕn−1) —

якобиан сферической замены координат и интегрируя по ϕ1, . . . , ϕn−1, получим∫
aεS0

|u|pds ≤ K

an−1
ε

∫
S1

|u(P ′)|pψdϕ1 . . . dϕn−1 + ap−1
ε ‖∇xu‖pLp(Tε/2\Taε )

 (1.8)

если 2 ≤ p < n, и∫
aεS0

|u|pds ≤ K

an−1
ε

∫
S1

|u(P ′)|pψdϕ1 . . . dϕn−1 + an−1
ε lnn−1 ε

2aε
‖∇xu‖pLp(Tε/2\Taε )

 , (1.9)

если p = n, где S1 — сфера единичного радиуса, Tσ обозначает шар радиуса σρ, центр

которого совпадает с центром G0.

Далее, домножая неравенства (1.8), (1.9) на rn−1 и интегрируя по P ′ при r ∈
(
aερ,

ερ
2

)
,

приходим к следующим оценкам:

K

(
εn

2n
− anε

)
‖u‖pLp(aεS0) ≤ K

{
an−1
ε ‖u‖pLp(Tε/2\Taε ) + ap−1

ε

(
εn

2n
− anε

)
‖∇xu‖pLp(Tε/2\Taε )

}
10



при 2 ≤ p < n и

K

(
εn

2n
− anε

)
‖u‖pLp(aεS0) ≤

≤ K

{
an−1
ε ‖u‖pLp(Tε/2\Taε ) + an−1

ε

∣∣∣∣ln ε

2aε

∣∣∣∣n−1(
εn

2n
− anε

)
‖∇xu‖pLp(Tε/2\Taε )

}
при p = n.

Из полученных оценок немедленно следует утверждение теоремы.

1.2 Теорема продолжения

В ограниченной области U ⊂ Rn с достаточно гладкой границей ∂U рассмотрим вспомо-

гательную задачу: 
−∆pv = F, x ∈ U,
v = h, x ∈ S1,

∂νpv = 0, x ∈ S2,

(1.10)

где F ∈ Lq(U), h ∈ W 1,p(U), q = p
p−1

, 2 ≤ p ≤ n. Также предполагается, что ∂U = S1

⋃
S2 и

границы S1, S2 достаточно гладкие.

Под обобщенным решением задачи (1.10) будем понимать функцию v ∈ W 1,p(U), для

которой выполнено v = h на S1 (т.е. v − h ∈ W 1,p(U, S1)), и которая удовлетворяет инте-

гральному тождеству: ∫
U

|∇u|p−2∇u∇vdx =

∫
U

Fvdx (1.11)

для произвольной функции v ∈ W 1,p(U, S1). Через W 1,p(U, S1) обозначено пополнение по нор-

ме W 1,p(U) пространства функций C∞(U), обращающихся в ноль в окрестности S1. Данное

пространство является баноховым, рефлексивным и сепарабельным (см. [38]).

Для функций v ∈ W 1,p(U, S1) выполняется неравенство Фридрихса (см. [35])

‖v‖Lp(U) ≤ ‖∇v‖Lp(U) (1.12)

Следуя методам, описанным в [34,36], получим следующую теорему.

Теорема 1. Существует единственное обобщенное решение v задачи (1.10) и для него

справедлива оценка:

‖v‖W 1,p(U) ≤ K{‖F‖
1
p−1

Lq(U) + ‖h‖W 1,p}, (1.13)

где K не зависит от v, F, h.

Доказательство. Используя (1.11), получаем, что функция ψ = v − h удовлетворяет следу-
ющему интегральному тождеству:∫

U

|∇(ψ + h)|p−2∇(ψ + h)∇ϕdx =

∫
U

Fϕdx (1.14)
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для произвольной функции ϕ ∈ W 1,p(U, S1).

Рассмотрим функционал вида:

Jh(ψ) =
1

p

∫
U

|∇(ψ + h)|pdx

Используя результаты, полученные в [45] и то, что h ∈ W 1,p(U), заключаем, что Jh ∈
C1(W 1,p(U, S1),R). Обозначим Ah = J ′h : W 1,p(U, S1) → W−1,q(U, S1). Тогда тождество (1.14)

можно переписать в виде:

(Ah(ψ), ϕ) = (F, ϕ).

Оператор Ah является огранчиенным, непрерывным, коэрцетивным (см. [36, 41]). Также

легко проверяется, что он монотонен (см. [42]). Таким образом, все условия Теоремы 2.1

из [36] выполнены, следовательно, существует обобщенное решение задачи (1.10).

Докажем, что решение задачи единственно. Пусть существует два решения v1 и v2 задачи

(1.10). Тогда для каждой функции выполнено интегральное тождество (1.11). Очевидно, что

функция v = v1 − v2 ∈ W 1,p(U, S1), поэтому возьмем поэтому возьмем ее в качестве пробной

функции в соответствующих интегральных тождествах:∫
U

|∇vi|p−2∇vi∇(v1 − v2)dx =

∫
U

F (v1 − v2)dx, i = 1, 2.

Вычитая из одного равенства другое, получим∫
U

(|∇v1|p−2∇v1 − |∇v2|p−2∇v2)∇(v1 − v2)dx = 0

Используя свойство строгой монотонности соответствующего оператора (см. [42]):∫
U

(|∇v1|p−2∇v1 − |∇v2|p−2∇v2)∇(v1 − v2)dx ≥ K‖v1 − v2‖Lp(U),

придем к следующему равенству:

‖∇(v1 − v2)‖Lp(U) = 0 (1.15)

Но для функций из пространства W 1,p(U, S1) выполнено неравенство (1.12), откуда за-

ключаем, что v1 = v2, следовательно, решение задачи (1.10) единтсвенно.

Теперь докажем оценку (1.13). В интегральном тождестве (1.11) в качестве пробной

функции положим ϕ = v − h:∫
U

|∇v|p−2∇v∇(v − h)dx =

∫
U

f(v − h)dx (1.16)

Далее используя неравенство (1.12) для функции v− h ∈ W 1,p(U, S1) и неравество Юнга,

получим:
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‖∇v‖pLp(U) ≤
∫
U

|∇v|p−1|∇h|dx+

∫
U

|f ||v − h|dx ≤

≤ ‖∇v‖p−1
Lp(U)‖∇h‖Lp(U) + ‖f‖Lq(U)‖v − h‖Lp(U) ≤

≤ ‖∇v‖p−1
Lp(U)‖∇h‖Lp(U) + ‖f‖Lq(U)‖∇(v − h)‖Lp(U) ≤ (1.17)

≤ ‖∇v‖p−1
Lp(U)‖∇h‖Lp(U) + ‖f‖Lq(U)‖∇v‖Lp(U) + ‖f‖Lq(U)‖∇h‖Lp(U) ≤

≤ δ1‖∇v‖pLp(U) + Cδ1‖∇h‖
p
Lp(U) + δ2‖∇v‖pLp(U) + Cδ2‖f‖

q
Lq(U)

Возьмем δ1 = 1/4, δ2 = 1/4 в неравенстве (1.17), тогда придем к оценке следующего

вида:

‖∇v‖Lp(U) ≤ K

{
‖f‖

1
p−1

Lq(U) + ‖∇h‖Lp(U)

}
(1.18)

Далее используя неравенсвто (1.12) и (1.18), получим:

‖v‖Lp(U) = ‖v − h+ h‖Lp(U) ≤ ‖v − h‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U) ≤

≤ ‖∇(v − h)‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U) ≤ ‖∇v‖Lp(U) + C1

(
‖h‖W 1,p(U) + ‖f‖

1
p−1

Lq(U)

)
≤ (1.19)

≤ C2

(
‖h‖W 1,p(U) + ‖f‖

1
p−1

Lq(U)

)
Исходя из полученных неравенств (1.18), (1.19), заключаем, что справедлива следующая

оценка

‖v‖W 1,p(U) ≤ C

(
‖f‖

1
p−1

Lq(U) + ‖h‖W 1,p(U)

)
Что и требовалось доказать.

Следуя методу, описанному в [37], докажем лемму о продолжении решения на ячейке

периодичности.

Лемма 3. Пусть G ⊂ Y ⊂ Rn и G, Y, Y \G — непустые ограниченные области с гладкой

границей и Γ = (∂G)
⋂
Y 6= ∅, тогда для любой функции u ∈ W 1,p(Y \ G), где 2 ≤ p ≤ n,

определен оператор продолжения P : W 1,p(Y \G)→ W 1,p(Y ) такой, что

‖Pu‖W 1,p(Y ) ≤ C1‖u‖W 1,p(Y \G) (1.20)

‖∇Pu‖Lp(Y ) ≤ C2‖∇u‖Lp(Y \G) (1.21)

Доказательство. Рассмотрим шар B ⊂ Rn достаточно большого радиуса, содержащий неко-

торую окрестность множества Y . Известно (см. [34], Теорема 7.25, стр. 165), что функция

u продолжается с Y \G на B так, что для продолжения Eu выполнена оценка:

‖Eu‖W 1,p(B) ≤ C‖u‖W 1,p(Y \G)
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Далее рассматривая ограничение Ru функции Eu на множество Y , получим функцию удо-

влетворяющую следующему:

‖Ru‖W 1,p(Y ) ≤ C‖u‖W 1,p(Y \G) (1.22)

Обозначим через v обобщенное решение задачи:
−∆pv = 0, x ∈ G,
v = Ru, x ∈ ∂G

⋂
Y,

∂νpv = 0. x ∈ ∂G
⋂
∂Y.

(1.23)

Если ∂G
⋂
∂Y = ∅, то последнее краевое условие отсутствует. По доказанной теореме 1

существует единственное обобщенное решение задачи (1.23) и для него справедлива оценка:

‖v‖W 1,p(G) ≤ K5‖Ru‖W 1,p(G) ≤ K5‖Ru‖W 1,p(Y )

Беря во внимание оценку (1.22), получим

‖v‖W 1,p(G) ≤ C‖u‖W 1,p(Y \G)

Положим

P (u) =

{
u, x ∈ Y \G,
v, x ∈ G.

По построению функции Pu имеем, что

‖Pu‖W 1,p(Y ) ≤ C1‖u‖W 1,p(Y \G) (1.24)

Далее рассмотрим константу L такую, что∫
Y \G

(Pu+ L)dx = 0. (1.25)

Ввиду единственности решения задачи (1.23) (см. теорему 1) имеем, что для L ≡ const

справедливо равенство P (u+L) = Pu+PL. Тогда, применяя неравество Пуанкаре, из (1.24)

получим оценку:

‖∇P (u+ L)‖Lp(Y ) ≤ C0(‖∇(u+ L)‖Lp(Y \G) + ‖u+ L‖Lp(Y \G)) ≤ C2‖∇(u+ L)‖Lp(Y \G)

Беря во внимание, что ∇L = 0 и PL = L, придем к оценке

‖∇(Pu)‖Lp(Y ) ≤ C2‖∇u‖Lp(Y \G)

Что и доказывает лемму.

Теорема 2. Пусть Ωε — перфорированная область, определенная выше, а 2 ≤ p ≤ n.

Тогда существует оператор продолжения Pε : W 1,p(Ωε, ∂Ω)→ W 1,p
0 (Ω) такой, что

‖Pεu‖W 1,p(Ω) ≤ C1‖u‖W 1,p(Ωε) (1.26)

‖∇(Pεu)‖Lp(Ω) ≤ C2‖∇u‖Lp(Ωε), (1.27)

где константы C1, C2 не зависят от u и ε.
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Доказательство. Пусть u(x) ∈ W 1,p(Ωε). Сначала рассмотрим отедльную ячейку. Введем

новую переменную y = a−1
ε x. Рассмотрим область a−1

ε Yε =
(
a−1
ε εY \G0

)
. Так как aεε−1 → 0

при ε → 0, тогда можно выбрать куб Y1 со сторонами не зависищами от ε с гранями

параллельными граням Y и такой, что G0 ⊂ Y1.

По лемме 3 существует продолжение Pu функции u ∈ W 1,p(Y1 \G0) на множество Y1, что

выполнены оценки:

‖Pu‖W 1,p(Y1) ≤ C1‖u‖W 1,p(Y1\G0)

‖∇yPu‖Lp(Y1) ≤ C2‖∇yu‖Lp(Y1\G0),

где константы C1 и C2 не зависят от ε.

Откуда следует, что справедливы неравенства:

‖Pu‖W 1,p(aεY1) ≤ C1‖u‖W 1,p(Yε) (1.28)

‖∇xPu‖Lp(aεY1) ≤ C2‖∇xu‖Lp(Yε) (1.29)

Далее определим функцию

ũ =

{
u, x ∈ εY \ aεG0

Pu, x ∈ aεG0

Используя (1.28) и (1.29), получим следующие оценки:

‖ũ‖W 1,p(εY ) ≤ K2‖u‖W 1,p(Yε) (1.30)

‖∇ũ‖Lp(εY ) ≤ K2‖∇u‖Lp(Yε) (1.31)

Таким образом мы построили продолжение функции u внутри одной ячейки. Так как

множество Gε состоит из шаров, которые лежат строго внутри своих ячеек, не пересекаясь

с их границей, то мы можем построить продолжение по изложенной схеме для каждой

из ячеек, не опасаясь того, что следы функции не будут совпадать на соседних гранях.

Следовательно, мы получим продолжение Pεu на множество Ω. Используя (1.30), (1.31),

получим оценки (1.26), (1.27).

1.3 Следствия теоремы продолжения

Используя результаты, полученные в теореме 2 и лемме 3, мы можем доказать ряд по-

лезных в дальнейшем утверждений. Во-первых, при усреднении начально краевой задачи

для параболического уравнения нам требуется построить продолжение функции на цилиндр

QT = Ω × (0, T ). Сначало построим продолжение функции, определенной на множестве

Y \ G × (0, T ), до функции, определенной на ячейке Y × (0, T ). Справедлива следующая

лемма.
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Лемма 4. Пусть G ⊂ Y ⊂ Rn и G, Y, Y \G — непустые ограниченные области с гладкой

границей и Γ = (∂G)
⋂
Y 6= ∅, тогда для любой функции u ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Y \ G)), где

2 ≤ p ≤ n, определен оператор продолжения R : Lp(0, T ;W 1,p(Y \ G)) → Lp(0, T ;W 1,p(Y )),

а также R : L2(Y \G× (0, T ))→ L2(Y × (0, T )) такой, что

Ru = u на Y \G× (0, T ),

Ru′ = (Ru)′ в Y × (0, T )

‖Ru‖W 1,p(Y ) ≤ C‖u‖W 1,p(Y \G) для п.в. t ∈ (0, T ) (1.32)

‖∇Ru‖Lp(Y ) ≤ C‖∇u‖Lp(Y \G) для п.в. t ∈ (0, T ) (1.33)

‖Ru′‖L2(0,T ;L2(Y )) ≤ C‖u′‖L2(0,T ;L2(Y \G)) (1.34)

‖Ru‖Lp(0,T ;W 1,p(Y )) ≤ C‖u‖Lp(0,T ;W 1,p(Y \G)) (1.35)

Доказательство. Определим оператор продолжения следующим образом:

(Ru)(x, t) = [Pu(., t)] (x),

где P — оператор, определенный в лемме .

Далее, так как функция {t→ u′(., t)} принадлежит L2(0, T ;L2(Y \ G)), тогда функция

{t→ Ru′(., t)} принадлежит пространству L2(0, T ;L2(Y )).

Заметим, что оператор P независит от t, следовательно, выполнено:

P (z′(., t)) = (Pz(., t))′.

Используя (1.21), легко видеть, что

‖∇(Rz)‖Lp(0,T ;L2(Y )) ≤ C‖z‖Lp(0,T ;L2(Y \G))

Таким образом, оператор R удовлетворяет всем вышеуказанным свойствам.

Проводя аналогичные рассуждения, что и в теореме 2, получим следующую теорему

продолжения решения, которая используется при изучении начально-краевой задачи для

уравнения параболического типа.

Теорема 3. Пусть Ωε — перфорированная область, определенная выше, а 2 ≤ p ≤ n. Тогда

∀u ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)) определен оператор продолжения Rε : Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)) →
Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)), а также Rε : L2(Ωε × (0, T ))→ L2(Ω× (0, T )) такой, что

Rεu = u на Ωε × (0, T ),

Rεu
′ = (Rεu)′ в QT

‖Rεu‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ωε,∂Ω) для п.в. t ∈ (0, T ) (1.36)

‖∇Rεu‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ωε) для п.в. t ∈ (0, T ) (1.37)

‖Rεu
′‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖u′‖L2(0,T ;L2(Ωε)) (1.38)

‖Ru‖Lp(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) ≤ C‖u‖Lp(0,T ;W 1,p(Ωε,∂Ω)) (1.39)
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Во-вторых, справедлива следующая оценка функции на ячейке периодичности через ее

градиент. Тот факт, что в оценке присутствует малый параметр ε, является существенным

при доказательстве теоремы усреднения 6.

Лемма 5. Пусть u ∈ W 1,p(Yε) и < u >Yε= 0, 2 ≤ p ≤ n, n ≥ 2, где Yε такое же как и в

лемме 2. Тогда

‖u‖Lp(Yε) 6 K1ε‖∇u‖Lp(Yε) (1.40)

где константа K1 не зависит от ε.

Доказательство. По теореме 2 существует продолжение ũ функции u на множество εY

такое, что для него выполнены оценки:

‖∇ũ‖Lp(εY ) ≤ C‖∇u‖Lp(Yε)

Для простоты будем считать, что u, ũ — гладкие функции. Тогда для любых P, P ′ ∈ Yε
имеем, что

u(P ′)− u(P ) =

xP
′

1∫
xP1

ũx1(x1, x
P ′

2 , ..., x
P ′

n )dx1+

+

xP
′

2∫
xP2

ũx2(xP1 , x2, ..., x
P ′

n )dx2 + ...+

xP
′

1∫
xP1

ũx1(x1, ..., x
P
n−1, xn)dxn

Далее получаем

|u(P ′)− u(P )| ≤
ε∫

0

|ũx1|dx1 + ...+

ε∫
0

|ũxn|dxn

Проинтегрируем по P ∈ Yε:

∫
Yε

|u(P ′)− u(P )|dP ≤
∫
Yε

ε∫
0

|ũx1|dx1dP + ...+

∫
Yε

ε∫
0

|ũxn|dxndP (1.41)

Но мы также имеем, что

∫
Yε

|u(P )− u(P ′)|dP ≥

∣∣∣∣∣∣
∫
Yε

(u(P )− u(P ′)) dP

∣∣∣∣∣∣ = |u(P ′)||Yε| (1.42)

Тогда из (1.41) и (1.42) выводим, что

|u(P ′)||Yε| ≤
∫
Yε

ε∫
0

|ũx1|dx1dP + ...+

∫
Yε

ε∫
0

|ũxn|dxndP (1.43)
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Возведем (1.43) в степень p и, используя неравенство (a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp), где a, b >

0, p > 1, получим

|u(P ′)|p|Yε|p ≤ C

∫
Yε

ε∫
0

|ũx1 |dx1dP

p

+ ...+

∫
Yε

ε∫
0

|ũxn |dxndP

p ≤
≤ c|Yε|p−1εp−1

∫
Yε

ε∫
0

|ũx1|pdx1dP + ...+

∫
Yε

ε∫
0

|ũxn|pdxndP

 (1.44)

Далее проинтегрировав (1.44) по P ′ ∈ Yε, придем к неравенству

|Yε|p
∫
Yε

|u|pdx ≤ |Yε|pεp
∫
Yε

|∇u|pdx

Откуда немедленно следует оценка:

‖u‖Lp(Yε) ≤ K1ε‖∇u‖Lp(Yε)

Что и требовалось доказать.

В-третьих, используя теорему продолжения, докажем неравенство типа Пуанкаре для

функций из пространства W 1,p(Ωε, ∂Ω), введенного в параграфе 1.1.

Лемма 6. Пусть u ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω) и 2 ≤ p ≤ n, n ≥ 2, тогда существует положительная

константа C таккая, что выполнено неравенство:

‖u‖Lp(Ωε) ≤ C‖∇u‖Lp(Ωε) (1.45)

Доказательство. По теореме 2 существует продолжение Pεu функции u на множество Ω,

что выполнены оценки:

‖Pεu‖W 1,p(Ω) ≤ K1‖u‖W 1,p(Ωε,∂Ω) (1.46)

‖∇(Pεu)‖Lp(Ω) ≤ K2‖∇u‖Lp(Ωε) (1.47)

Из определения множества W 1,p(Ωε, ∂Ω) и способа построения продолжения немедленно

следует, что Pεu ∈ W 1,p
0 (Ω). Используя неравенство Пуанкаре для функций из W 1,p

0 (см. [35]),

получаем оценку:

‖Pεu‖Lp(Ω) ≤ K3‖∇(Pεu)‖Lp(Ω) (1.48)

Используя (1.47), (1.46) и (1.48), выводим:

‖u‖Lp(Ωε) ≤ ‖Pεu‖Lp(Ω) ≤ K3‖∇(Pεu)‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ωε)

Что и требовалось доказать.
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1.4 Вспомогательные предложения

В следующей лемме предполагается, что множества Gj совпадают с единичным шаром

G0, то есть полости — это шары радиуса aε.

Лемма 7. Пусть uε ∈ W 1,p
0 (Ω) (2 ≤ p ≤ n) и uε ⇀ u0 при ε→ 0 в W 1,p

0 (Ω), тогда∣∣∣∣∣∣∣∣2
2(n−1)(n− 2)Cn−2ε

Nε∑
j=1

∫
∂T j

ε/4

uεdS − C1

∫
Ω

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣∣→ 0, ε→ 0, (1.49)

где C1 = (n− 2)Cn−2ωn, а ωn — площадь единичной сферы в Rn.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу
∆pMε = µ, x ∈ εY \ Tε/4
∂νpMε = ε, x ∈ ∂Tε/4∫
εY \Tε/4

Mεdx = 0, Mε − ε периодическая,
(1.50)

где µ =
|∂T1/4|
|Y \T1/4|

.

Обобщенное решение Mε ∈ W 1,p(εY \ Tε/4) задачи (1.50) удовлетворяет интегральному

тождеству:

−
∫

εY \Tε/4

|∇Mε|p−2∇Mε∇ϕdx+ ε

∫
∂Tε/4

ϕdS = µε

∫
εY \Tε/4

ϕdx (1.51)

Полагая в (1.51), ϕ = Mε получим оценку:

‖∇Mε‖pLp(εY \Tε/4) ≤ ε

∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂Tε/4

MεdS

∣∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣∣
∫

εY \Tε/4

Mεdx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

∫
∂Tε/4

|Mε|dS ≤ ε|∂Tε/4|
p−1
p ‖Mε‖Lp(∂Tε/4) ≤ Cε · ε

(p−1)(n−1)
p ‖Mε‖Lp(∂Tε/4) (1.52)

Далее нам потребуются вспомогательные неравенства. Введем новую переменную y = x
ε
.

Для функций vε(x) ∈ W 1,p(εY \Tε/4) рассмотрим функцию v(y) = vε(εy) ∈ W 1,p(Y \T1/4). Для

v(y) из соответствующей теоремы о следах ( [38,39]) следует, что выполнено неравенство∫
∂T1/4

|v|pdy ≤ K
{ ∫
Y \T1/4

|v|pdy +

∫
Y \T1/4

|∇v|pdy
}
.

Возвращаясь к переменной x = εy получим оценку:∫
∂Tε/4

|vε|pdx ≤ K
{
ε−1

∫
εY \Tε/4

|vε|pdy + εp−1

∫
εY \Tε/4

|∇vε|pdy
}
. (1.53)
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Пусть vε ∈ W 1,p(εY \ Tε/4) и < vε >εY \Tε/4= 0, 2 ≤ p ≤ n, n ≥ 2. Рассмотрим функцию

v, определенную также, как и выше. Заметим, что v ∈ W 1,p(T \ T1/4) и < v >Y \T1/4
= 0. Для

данной функции справедливо неравенство Пуанкаре:

‖u‖Lp(Y \T1/4) 6 K1‖∇‖Lp(Y \T1/4)

Возвращаясь к исходной переменной, x, придем к следующей оценке

‖u‖Lp(εY \Tε/4) 6 K1ε‖∇u‖Lp(εY \Tε/4) (1.54)

где константа K1 независит от ε.

Используя оценки (1.52), (1.53), (1.54), получим:

‖∇Mε‖pLp(εY \Tε/4) ≤ C1ε · ε
(p−1)(n−1)

p

(
ε−

1
p‖Mε‖Lp(εY \Tε/4) + ε

p−1
p ‖∇Mε‖Lp(εY \Tε/4)

)
≤

≤ C2ε · ε
(n−1)(p−1)

p

(
ε−

1
p

+1 + ε
p−1
p

)
‖∇Mε‖Lp(εY \Tε/4) ≤

≤ C3ε · εn
p−1
p ‖∇Mε‖Lp(εY \Tε/4) (1.55)

Откуда следует, что

‖∇Mε‖Lp(εY \Tε/4) ≤ C4ε
1
p−1 ε

n
p

Суммируя по всем ячейкам, получим оценку:

‖∇Mε‖
Lp(

Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

)
≤ C5ε

1
p−1 (1.56)

Теперь положим в интегральном тождестве (1.51), ϕ = uε:

∫
εY \Tε/4

div(|∇Mε|p−2∇Mεuε) =

= µ

∫
εY \Tε/4

uεdx+

∫
εY \Tε/4

|∇Mε|p−2∇Mε∇uεdx = ε

∫
∂Tε/4

uεdS (1.57)

Просуммировав (1.57) по всем ячейкам, придем к тождеству:

ε
Nε∑
j=1

∫
∂T 0

ε/4

uεdS = µ

∫
Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

uεdx+

∫
Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

|∇Mε|p−2∇Mε∇uεdx

Далее воспользуемся леммой 6 из [37] и получим, что∫
Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

uεdx→ |Y \ Tε/4|
∫
Ω

u0dx (1.58)
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Используя (1.56), выводим оценку

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

|∇Mε|p−2∇Mε∇uεdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖∇Mε‖p−1

Lp(
Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

)

‖∇uε‖p
Lp(

Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

)

≤

≤ ε‖∇uε‖p
Lp(

Nε⋃
j=1

εY \T j
ε/4

)

≤ Cε→ 0 (1.59)

Далее из (1.57), используя (1.58) и (1.59), получим

∣∣∣∣∣∣∣∣ε
Nε∑
j=1

∫
∂T j

ε/4

uεdS −
∣∣∂T1/4

∣∣ ∫
Ω

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ

∫
Nε⋃
j=1

Y jε \T jε/4

uεdx−
∣∣∂T 0

1/4

∣∣ ∫
Ω

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Nε⋃
j=1

Y jε \T jε/4

|∇Mε|p−2∇Mε∇uεdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Xε → 0 (1.60)

при ε→ 0. Так как
∣∣∂T1/4

∣∣ = 22(1−n)ωn, то из (1.60) получаем требуемое.

Усредненная задача в теоремах 5, 11, 14 содержит новое нелинейное слагаемое, которое

определяется как решение функционального уравнения (см. (2.23), (3.44)). Далее приво-

дится лемма, в которой доказывается существование и единственность решения данного

уравнения, а также показывается, что данное решение обладает свойством монотонности по

одной из переменных. Благодаря данному свойству, справедливо утверждение о существо-

вании и единственности решения усредненной задачи.

Лемма 8. Пусть p ≥ 2, B — положительная константа, а σ(x, u) — непрерывно диф-

ференцируемая в Ω × R функция, удовлетворяющая следующим условиям: во-первых,

σ(x, 0) ≡ 0, во-вторых, существуют такие положительные постоянные k1, k2, что

(σ(x, u)− σ(x, v))(u− v) ≥ k1|u− v|p, ∀x ∈ Ω, u, v ∈ R
|σ(x, u)| ≤ k2|u|p−1, x ∈ Ω, u ∈ R.

(1.61)

Тогда, функциональное уравнение

|H|p−2H = Bσ(x, u−H), (1.62)

имеет единственное решение H(x, τ), которое является непрерывной в Ω×R функцией,

и которое также является непрерывно дифференцируемой функцией на Ω × {R \ {0}}.

21



Также существует положительная константа k̃1, такая что

(|H(x, u)|p−2H(x, u)− |H(x, v)|p−2H(x, v))(u− v) ≥ k̃1|u− v|p, (1.63)

выполненно для любых x ∈ Ω, u, v ∈ R.

Доказательство. В функциональном уравнении (1.62) положим V = u − H и придем к

уравнению вида:

|V − u|p−2(V − u) +Bσ(x, V ) = 0.

Рассмотрим функцию F (x, u, V ) = |V − u|p−2(V − u) + Bσ(x, V ). Она является непрерывно

дифференцируемой по переменным x ∈ Ω, u ∈ R, V ∈ R. Исходя из строгой монотонности

функции σ(x, V ) по переменной V и монотонности функции |λ|p−2λ, заключаем, что данная

функция строго монотонна по переменной V на R. Поэтому, при фиксированных x0 ∈ Ω

и u0 ∈ R функция F (x0, u0, V ) является взаимно-однозначным отображением из R в R.
Следовательно, существует точка V0, в которой F (x0, u0, V0) = 0, то есть уравнение имеет

решение хотя бы в одной точке.

Далее, из свойств (1.61) функции σ(x, u) следует, что при u1 6= u2 и p ≥ 2 имеем:

σ(x, u1)− σ(x, u2)

u1 − u2

=
(σ(x, u1)− σ(x, u2))(u1 − u2)

|u1 − u2|2
≥ k1|u1 − u2|p−2.

Отсюда следует, что
∂σ(x, u)

∂u
≥ 0.

Используя данное свойство функции σ, получим:

∂F

∂V
= (p− 1)|V − u|p−2 +B

∂σ(x, V )

∂V
> 0,

при V 6= u. Следовательно, равенство нулю производной F по переменной V возможно только

в тех точках, в которых V = u. В тоже время, при V = u имеем, что F = Bσ(x, u). Таким

образом, при V = u равенство нулю функции F возможно только в тех точках (x, u, u),

в которых σ(x, u) = 0. Ввиду условия, наложенного в данной лемме на функцию σ(x, u),

заключаем, что последнее возможно только при V = u = 0.

Тогда по теореме о неявной функции существует непрерывно дифференцируемая в Ω ×
{R \ {0}} функция V = U(x, τ), такая что

|U(x, τ)− τ |p−2(U(x, τ)− τ) +Bσ(x, U(x, τ)) = 0.

Далее определим функцию H(x, τ) = τ − U(x, τ) для (x, τ) ∈ Ω × {R \ {0}} и H(x, τ) = 0

при τ = 0 для любого x ∈ Ω. Как легко видеть, функция H(x, τ) — единственное непре-

рывное решение задачи (1.62), которое является также непрерывно дифференцируемой на

Ω× {R \ {0}} функцией.
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Используя монотонность функции |λ|p−2λ (см. [42]) и σ(x, τ), соответственно, по пере-

менным λ и τ получим

(|H(x, u)|p−2H(x, u)− |H(x, v)|p−2H(x, v))(u− v) =

= (|H(x, u)|p−2H(x, u)− |H(x, v)|p−2H(x, v))(H(x, u)−H(x, v))+

+B(σ(x, u−H(x, u))− σ(x, v −H(x, v)))(u−H(x, u)− (v −H(x, v))) ≥

≥ K|H(x, u)−H(x, v)|p +Bk1|u−H(x, u)− (v −H(x, v))|p ≥ C|u− v|p,

для всех x ∈ Ω, u, v ∈ R и для определенной постоянной C > 0. Отсюда следует строгая

монотонность функции H(x, u) по переменной u.

Замечание 1. Рассмотим функцию следующего вида: σ(x, u) = g(x)|u|p−2u, где g(x) —

непрерывно дифференцируемая на Ω функция, которая также является строго положи-

тельной на данном множестве. Ясно, что функция σ(x, u) удовлетворяет всем условиям

леммы 8. Но в данном случае мы можем найти в явном виде решение соответствующего

функционального уравнения:

H(x, u) =
(Bg(x))

1
p−1

1 + (Bg(x))
1
p−1

u.
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Глава 2

Усреднение краевой задачи в

перфорированной области с нелинейным

краевым условием третьего типа на

границе полостей

В данной главе описывается рассматриваемая краевая задача для уравнения эллиптиче-

ского типа с p-Лапласианом как для случая 2 < p < n, так и для случая p = n. Также

приводится доказательство теоремы существования и единственности решения соответству-

ющей задачи.

В параграфе 2.3 доказываются теоремы усреднения для случая 2 < p < n для всех

возможных наборов параметров 1 < α и γ ∈ R. Параграф разбит на 6 подпараграфов,

которые соответствуют определенному соотношению между указанными параметрами.

В параграфе 2.4 доказывается теорема усреднения для случая p = n для критического

соотношения между параметрами aε и β(ε) (см. (1.1)). Данный параграф разбит на 2 под-

параграфа: в первом доказывается вспомогательная лемма, а во втором — непосредственно

теорема усреднения.

2.1 Постановка задачи.

Рассмотрим следующую задачу при 2 < p < n
−∆puε = f(x), x ∈ Ωε,

∂νpuε + ε−γσ(x, uε) = 0, x ∈ Sε,
uε = 0, x ∈ ∂Ω,

(2.1)

где ∆pu ≡ div(|∇u|p−2∇u), p ∈ (2, n), ∂νpu ≡ |∇u|p−2(∇u, ν), ν — внешняя единичная нормаль

к Sε и предполагается, что f ∈ Lq(Ω), q = p
p−1

.
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Предположим, что σ(x, u) — непрерывно дифференцируемая по перменным x ∈ Ω и

u ∈ R функция такая, что σ(x, 0) = 0 и существуют положительные постоянные k1 и k2, что

выполнены неравенства

(σ(x, u)− σ(x, v))(u− v) ≥ k1|u− v|p, (2.2)

|σ(x, u)| ≤ k2|u|p−1. (2.3)

Под обобщенным решением задачи (2.1) будем понимать функцию uε ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω),

удовлетворяющую интегральному тождеству∫
Ωε

|∇uε|p−2∇uε∇vdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε)vds =

∫
Ωε

fvdx, (2.4)

для произвольной функции v ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω).

При p = n рассматриваем аналогичную задачу:
−∆nuε = f(x), x ∈ Ωε,

∂νnuε + βn−1(ε)σ(x, uε) = 0, x ∈ Sε,
uε = 0, x ∈ ∂Ω,

(2.5)

где f ∈ Lq(Ω), q = n
n−1

, а β(ε) удовлетворяет условиям (1.1), σ — функция, обладающая

аналогичными свойствами, что и в случае 2 < p < n.

Под обобщенным решением задачи (2.5) будем понимать функцию uε ∈ W 1,n(Ωε, ∂Ω),

удовлетворяющую интегральному тождеству∫
Ωε

|∇uε|n−2∇uε∇vdx+ βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x, uε)vds =

∫
Ωε

fvdx, (2.6)

для произвольной функции v ∈ W 1,n(Ωε, ∂Ω).

2.2 Теорема существования и единственности. Продолже-

ние решения

Теорема 4. Пусть 2 < p ≤ n, тогда cуществует единственное обобщенное решение uε
задачи (2.1), (2.5) и для него справедливы оценки:

‖uε‖W 1,p(Ωε,∂Ω) ≤ K, ε−γ/p‖uε‖Lp(Sε) ≤ K, (2.7)

для 2 < p < n,

‖uε‖W 1,n(Ωε,∂Ω) ≤ K, βn−1(ε)‖uε‖nLn(Sε) ≤ K, (2.8)

для p = n.
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Доказательство. Проведем доказательство данной теоремы для случая 2 < p < n. До-

казательство в случае p = n в точности повторяет приводимое ниже с несущественными

изменениями.

Рассмотрим следующий функционал:

J(u) =
1

p

∫
Ωε

|∇u|pdx+ ε−γ
∫
Sε

σε(u)ds,

где σε(u) =
u∫
0

σ(x, v)dv.

Используя результаты полученные в [45] и свойства функции σ, заключаем, что J ∈
C1(W 1,p(Ωε, ∂Ω),R). Обозначим A = J ′ : W 1,p(Ωε, ∂Ω)→ W−1,p′(Ωε, ∂Ω), тогда

(Au, v) =

∫
Ωε

|∇u|p−2∇u∇vdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, u)vds

Перечислим свойства введенного оператора, которые будут использоваться в доказатель-

стве.

Основываясь на свойствах функции σ и оператора p-Лапласа (см. [41, 42]), отметим,

что A — непрерывный и ограниченный оператор. Также для любых a, b ∈ Rn справедливо

следующее неравенство (см. [42]):

(|a|p−2a− |b|p−2b,a− b) ≥
(

1

2

)p
|a− b|p,

если p ≥ 2.

Из этих неравенств и условия (2.2), наложенного на функцию σ(x, u), следует строгая

монотонность оператора A.

Также A — коэрцетивный оператор:

lim
‖u‖→∞

(Au, u)

‖u‖
= +∞

Для доказательства существования решения задачи воспользуемся методом Галерки-

на (см. [36]). Для этого рассмотрим {ωn}n≥1 — счетное всюду плотное множество в

W 1,p(Ωε, ∂Ω). Будем искать функцию uε,m такую, что uε,m ∈ [ω1, . . . , ωn] и

(Auε,m, ωj) = (f0, ωj), 1 ≤ j ≤ m, (2.9)

где f0 : W 1,p(Ωε, ∂Ω)→ R который определяется следующим образом:

(f0, v) =

∫
Ωε

fvdx

Из определения функции f заключаем, что f0 — линейный непрерывный функционал,

определенный на W 1,p(Ωε, ∂Ω). Поэтому из перечисленных выше свойств оператора A сле-

дует существование uε,m, удовлетворяющего (2.9) (см. [36]).

26



Оценим норму функции uε,m. Из (2.9) следует

(Auε,m, uε,m) = (f0, uε,m),

что может быть переписано в следующем виде:

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
+ ε−γ

∫
Sε

σ(x, uε,m)ds =

∫
Ωε

fuε,mdx

Используя свойства функции σ(x, u) и неравенство Гельдера, придем к следующей оценке:

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
+ k1ε

−γ‖uε,m‖pLp(Sε)
≤ ‖f‖Lq(Ω)‖uε,m‖Lp(Ωε)

Далее, воспользовавшись неравеснвтом Юнга, а также Леммой 6 , получим:

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
+ k1ε

−γ‖uε,m‖pLp(Sε)
≤ Cδ1‖f‖

q
Lq(Ω) + δ1‖∇uε,m‖pLp(Ωε)

Полагая δ1 = 1/2, придем к оценке

1

2
‖∇uε,m‖pLp(Ωε)

+
k1

2
ε−γ‖uε,m‖pLp(Sε)

≤ Cδ1‖f‖
q
Lq(Ω) (2.10)

Далее из (2.10) получаем:

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
+ ε−γ‖uε,m‖pLp(Sε)

≤ K‖f‖qLq(Ωε) (2.11)

Из (2.11), используя Лемму 6, приходим к оценке нормы uε,m:

‖uε,m‖W 1,p(Ωε,∂Ω) ≤ K2 (2.12)

В тоже время A — ограниченный оператор, то есть

‖Auε,m‖W−1,q(Ωε,∂Ω) ≤ C (2.13)

Из (2.12) и (2.13) следует существование подпоследовательности uε,µ, такой что:

uε,µ ⇀ uε в W 1,p(Ωε, ∂Ω), (2.14)

Auε,µ ⇀
∗ χ в W−1,q(Ωε, ∂Ω). (2.15)

Также, ввиду соответствующих теорем вложения (см. [38,39]), имеем, что

uε,µ → uε в Lp(Ωε), (2.16)

uε,µ → uε в Lp(Sε). (2.17)

Тогда, переходя к пределу в (2.9) при µ→∞ и фиксированном j, получим

(χ, ωj) = (f0, ωj), ∀j
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Следовательно, χ = f0. С другой стороны, имеем:

(Auε,µ, uε,µ) = (f0, uε,µ)→ (f0, uε) = (χ, uε).

Таким образом, получим:

(Auε,µ, uε,µ)→ (χ, uε)

Так как A — монотонный оператор, то ∀v ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω) имеем:

(Auε,µ − Av, uε,µ − v) ≥ 0.

Используя (2.14) — (2.17), перейдем к пределу в последнем неравенстве:

(χ− Av, uε − v) ≥ 0 ∀v ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Рассмотрим v = uε − λω, λ > 0 и ω ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω), тогда

λ(χ− A(uε − λω), ω) ≥ 0.

Поделив обе части неравеснвта на λ, получим

(χ− A(uε − λω), ω) ≥ 0.

Перейдя к пределу при λ→ 0 и используя непрерывность оператора A, придем к

(χ− Auε, ω) ≥ 0 ∀ω ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Беря λ < 0 и проводя аналогичные рассуждения, получим

(χ− Auε, ω) ≤ 0 ∀ω ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Следовательно, χ = Auε, но χ = f0. Таким образом, Auε = f0. Последнее равносильно

тому, что ∀v ∈ W 1,p(Ωε, ∂Ω) имеем∫
Ωε

|∇uε|p−2∇uε∇vdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε)vds =

∫
Ωε

fvdx

Таким образом, uε — обобщенное решение задачи 2.1.

Используя (2.14) — (2.17), перейдем к пределу в оценке (2.11):

‖∇uε‖pLp(Ωε)
+ ε−γ‖uε‖pLp(Sε)

≤ K‖f‖qLq(Ωε). (2.18)

Из данного неравенства следуют оценки (2.7).

Перейдем к доказательству единственности решения. Будем доказывать методом от про-

тивного. Пусть существует два решения задачи: uε,1 и uε,2. Для каждого из них выполненно

интегральное тождество, то есть для i = 1, 2 имеем∫
Ωε

|∇uε,i|p−2∇uε,i∇vdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε,i)vds =

∫
Ωε

fvdx
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Вычитая одно из другого, получим:∫
Ωε

(|∇uε,1|p−2∇uε,1 − |∇uε,2|p−2∇uε,2)∇vdx+ ε−γ
∫
Sε

(σ(x, uε,1)− σ(x, uε,2))vds = 0

Полагаем в данном тождестве v = uε,1 − uε,2, используя строгую монотонность оператора

A и функции σ(x, u) по второму аргументу, придем к тому, что

0 ≤
∫
Ωε

|∇(uε,1 − uε,2)|pdx+ k1ε
−γ
∫
Sε

(σ(x, uε,1)− σ(x, uε,2))(uε,1 − uε,2)ds ≤ 0.

Следовательно, ‖∇(uε,1 − uε,2)‖Lp(Ωε) = 0 и ‖uε,1 − uε,2‖Lp(Sε) = 0, отсюда следует един-

ственность обобщенного решения.

По теореме 2 существует такое продолжение ũε функции uε на множество Ω \ Ωε, что

ũε ∈ W 1,p
0 (Ω) и для него выполнены оценки:

‖ũε‖W 1,p(Ω) ≤ C‖uε‖W 1,p(Ωε), ‖∇ũε‖Lp(Ω) ≤ C‖∇uε‖Lp(Ωε) (2.19)

Благодаря оценкам (2.7), (2.8), имеем что:

‖ũε‖W 1,p(Ω) ≤ C. (2.20)

Следовательно, существует такая подпоследовательность ũε (обозначим ее также как и

исходную), что

ũε ⇀ u0 слабо в W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0. (2.21)

2.3 Теоремы усреднения в случае 2 < p < n

Следующие теоремы дают асимптотическое описание uε для различных α и γ при ε→ 0.

2.3.1 Случай α = n
n−p , γ = α(n− 1)− n = n

n−p(p− 1)

Как было сказано выше, данный случай является критическим, так как характер нели-

нейности меняется при усреднении исходной задачи. Из-за особенностей используемого ме-

тода для данного набора параметров мы полагаем, что Gj в определении (1.2) — это шар

единичного радиуса с центром в начале координат. Таким образом, перфорации — это шары

малого радиуса, aε, центр которых совпадает с центром соответствующих ячеек.

Теорема 5. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α = n/(n−p), γ = α(p−1) и uε — обобщенное решение

задачи (2.4). Пусть u ∈ W 1,p
0 (Ω) — обобщенное решение следующей задачи{
−∆pu+A|H(x, u)|p−2H(x, u) = f(x), в Ω;

u = 0 на ∂Ω;
(2.22)
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Здесь A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn, ωn — площадь едичной сферы в Rn, и H(x, ϕ) — это

определенное для всех (x, ϕ) ∈ Ω× R решение функционального уравнения

B0|H|p−2H = σ(x, ϕ−H) (2.23)

где B0 =
(
n−p
p−1

)p−1

C1−p
0 . Тогда uε ⇀ u в W 1,p

0 (Ω) при ε→ 0.

Доказательство. Заметим, что, ввиду леммы 8 существует единственное решение уравне-

ния (2.23). При этом данное решение обладает свойством (см. (1.63)) для всех x ∈ Ω, u, v ∈
R. Тогда из строгой монотонности функции |H|p−2H и |λ|p−2λ (см. [42]), p > 2, следует

существование и единственность обобщенного решения задачи (2.22) (см. [36,41]).

В интегральном тождетсве (2.4) в качестве пробной функции рассмотрим ϕ = uε − v:∫
Ωε

|∇uε|p−2∇uε∇(uε − v)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε)(uε − v)ds =

∫
Ωε

f(uε − v)dx

Перепишем данное тождество в следующем виде:∫
Ωε

(|∇uε|p−2∇uε − |∇v|p−2∇v)∇(uε − v)dx+

∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(uε − v)dx+

+ε−γ
∫
Sε

(σ(x, uε)− σ(x, v))(uε − v)ds+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(uε − v)ds =

=

∫
Ωε

f(uε − v)dx

Из монотонности функции |λ|p−2λ (см. [42]) и σ(x, u) (см. (2.2)) по u из последнего

равенства следует интегральное неравенство:∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx. (2.24)

где v произвольная функция из W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Обозначим через P j
ε центр шара Gj

ε = {x ∈ Y j
ε : |x− P j

ε | < aε}. Пусть T jε — шар радиуса

ε/4 с центром в точке P j
ε . Пусть w

j
ε (j = 1, . . . , N(ε)) — решение краевой задачи{

∆pw
j
ε = 0, x ∈ T jε \G

j
ε;

wjε = 1, x ∈ ∂Gj
ε; w

j
ε = 0, x ∈ ∂T jε .

(2.25)

Легко проверить, что для p ∈ (1, n),

wjε =
|x− P j

ε |
p−n
p−1 − (ε/4)

p−n
p−1

a
p−n
p−1
ε − (ε/4)

p−n
p−1

. (2.26)

Функция Wε ∈ W 1,p
0 (Ω) определяется следующим образом:

Wε =


wjε, x ∈ T jε \G

j
ε, j = 1, . . . , N(ε) = |Υε|;

1, x ∈ Gε,

0, x ∈ Rn \
N(ε)⋃
j=1

T jε .

(2.27)
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Оценим норму функции Wε в пространстве Lp(Ω):

∫
Ω

|Wε|pdx = K0ε
−n

ε/4∫
aε

(r
p−n
p−1 −(ε/4)

p−n
p−1 )prn−1

(a
p−n
p−1
ε −(ε/4)

p−n
p−1 )p

dr + |Gε| =

= K0ε
−n

ε/4∫
aε

(r
p−n
p−1 −(ε/4)

p−n
p−1 )prn−1

(ε
−n
p−1−(ε/4)

p−n
p−1 )p

dr + |Gε| = r

= K0ε
−n

ε/4∫
aε

(r
p−n
p−1 ε

n
p−1−ε

p
p−1 4

n−p
p−1 )prn−1

(1−ε
p
p−1 4

n−p
p−1 )p

dr + ε
np
n−p ≤ K1ε

−nε
np
p−1

ε/4∫
aε

r
p2−n−p+1

p−1 dr =

= K1ε
−nε

np
p−1 ((ε/4)

p2−n
p−1 − a

p2−n
p−1
ε ) ≤ K2ε

−nε
np
p−1 ε

p2−n
p−1 = K2ε

p2

p−1

(2.28)

Откуда получаем, оценку:

‖Wε‖Lp(Ω) ≤ Kε
p
p−1 . (2.29)

Далее оценим норму градиента функции Wε в пространстве Lp. Используя определение

функции Wε, получим следующую оценку:

∫
Ω

|∇Wε|pdx = C0ε
−n

∣∣∣∣∣∣
ε/4∫
aε

r
1−n
p−1

prn−1

(a
p−n
p−1
ε − (ε/4)

p−n
p−1 )p

dr

∣∣∣∣∣∣ = C0ε
−n

∣∣∣∣∣∣
ε/4∫
aε

r
1−n
p−1

(a
p−n
p−1
ε − (ε/4)

p−n
p−1 )p

dr

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C1ε

−nε
np
p−1 (a

p−n
p−1
ε − (ε/4)

p−n
p−1 ) ≤ C2ε

−nε
np
p−1 ε

−n
p−1 = C2

Следовательно для градиента функции Wε верно, что:

‖∇Wε‖Lp(Ω) ≤ C

Исходя из того, что |Gε| → 0 при ε→ 0, и приведенных выше оценок, заключаем, что:

Wε ⇀ 0 в W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0. (2.30)

Пусть v = ψ −WεH(x, ψ), где ψ ∈ C∞0 (Ω), будет пробной функцией в (2.24). Тогда

∫
Ωε

|∇(ψ −WεH)|p−2∇(ψ −WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx+

+ε−γ
∫
Sε

σ(x, ψ −H)(ψ −H − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(ψ −WεH − uε)dx. (2.31)

Перейдем к пределу в (2.31) при ε→ 0.

Обозначая

Vε ≡
∫
Ωε

(|∇(ψ −WεH(x, ψ))|p−2 − |∇ψ|p−2)∇ψ∇(ψ −WεH(x, ψ)− uε)dx (2.32)

мы покажем, что Vε → 0 при ε → 0. Доказательство этого утверждения будем проводить с

использованием следующей оценки:
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∫
Ωε

|∇Wε|qdx ≤ Kεn(p−q)/(n−p), (2.33)

где 1 ≤ q ≤ p. Действительно, воспользовавшись определением функции Wε (см. (2.25),

(2.26), (2.27)), получим:

∫
Ωε

|∇Wε|qdx ≤ Kε−na
n−p
p−1

q
ε

ε/4∫
aε

r
1−n
p−1

q+n−1 ≤ Kε−na
n−p
p−1

q
ε a

1−n
p−1

q+n
ε =

= Kε−nan−qε = Kε−nεα(n−q) = Kεα(n−q)−n = Kε
n
n−p (n−q)−n = Kε

n2−nq−n2+np
n−p = Kε

n(p−q)
n−p

Далее, применяя неравенство Минковского при p ∈ [2, 3] и неравенство

(a+ b)p−2 − bp−2 ≤ (p− 2)a(a+ b)p−3

при a, b ≥ 0 и p > 3, мы получим, для p ∈ [2, 3]

|Vε| ≤
∫
Ωε

((|∇ψ|+ |∇(WεH)|)p−2 − |∇ψ|p−2)|∇ψ||∇(ψ −WεH − uε)|dx ≤

≤
∫
Ωε

|∇(WεH)|p−2|∇ψ||∇(ψ −WεH − uε)|dx ≤ K
{∫

Ωε

|∇(WεH)|p−2dx+

+

∫
Ωε

|∇(WεH)|p−1dx+

∫
Ωε

|∇(WεH)|p−2|∇uε|dx
}
→ 0, (2.34)

и, для p > 3

Vε ≤ K

∫
Ωε

|∇(WεH)|(|∇ψ|+ |∇(WεH)|)p−3(1 + |∇(WεH)|+ |∇uε|)dx→ 0, (2.35)

при ε→ 0. Покажем тот факт, что интегралы в правой части оценок (2.34) и (2.35) стремятся

к нулю. Действительно, если q — целое число, тогда

|∇(WεH)|q ≤ (|∇WεH|+ |Wε∇H|)p =

q∑
k=0

Ck
q |∇WεH|k|Wε∇H|q−k

Так как Wε ⇀ 0 в W 1,p
0 (Ω), то из соответствующей теоремы вложения (см. [38]) следует, что

Wε → 0 в Lp(Ω). Также если q < p, то из оценки (2.33) следует, что Wε → 0 в Lq(Ω). Таким

образом, все интегралы в правой части оценок (2.34) и (2.35) не содержащие ∇uε стремятся
к нулю, так как в данном случае q ≤ p− 1. Далее, используя неравенство Гельдера получим

∫
Ωε

|∇Wε|q|∇uε|dx ≤

∫
Ωε

|∇Wε|q
p
p−1dx


p−1
p

‖∇uε‖Lp(Ωε)
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Если q < p − 1, то данное выражение стремиться к нулю, исходя из оценки (2.33). Данное

условие в нашем случае выполненно. Таким образом, из сказанного выше следует требуемое

утверждение.

Если q — не целое число, то рассмотрим m такое, что 0 < q−m < 1, то есть целую часть

числа q. Тогда справедлива следующая оценка:

|∇(WεH)|q ≤ (|∇WεH|+ |Wε∇H|)q−m (|∇WεH|+ |Wε∇H|)m ≤

≤
(
|∇WεH|q−m + |Wε∇H|q−m

)( m∑
k=0

Ck
m|∇WεH|k|Wε∇H|m−k

)
=

=
m∑
k=0

|∇WεH|q−k|H∇Wε|k +
m∑
k=0

|∇WεH|k|H∇Wε|q−k

Проводя аналогичные рассуждения, что и для случая, когда q — целое число, мы можем

показать, что справедливо указанное выше утверждение.

Введем обозначение

Fε ≡
∫
Ωε

(
|∇(ψ −WεH)|p−2 − |∇(WεH)|p−2

)
∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx. (2.36)

Так же, как и выше мы получим, что Fε → 0 при ε→ 0.

Следовательно, предел левой части в (2.31) при ε→ 0 совпадает с пределом выражения

∫
Ωε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ −WεH − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, ψ)(ψ −H − uε)ds−

−
∫
Ωε

|∇(WεH)|p−2∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx. (2.37)

Легко показать, используя (2.33) и то, что uε ⇀ u в W 1,p
0 (Ω), что

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ −WεH − uε)dx =

∫
Ω

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dx. (2.38)

Проводя аналогичные рассуждения, что и при доказательстве сходимостей к нулю правой

части оценок (2.34) и (2.35), получим:

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇(WεH)|p−2∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx =

= lim
ε→0

∫
Ωε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|H|p−2H(ψ −WεH − uε)

)
dx. (2.39)
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Из определения функции Wε мы имеем

Lε ≡
∫
Ωε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|H|p−2H(ψ −WεH − uε)

)
dx =

=
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|H|p−2H(ψ − uε)ds+ (2.40)

+
∑
j∈Υε

∫
∂Gjε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|H|p−2H(ψ −H − uε)ds,

где ∂νg производная по нормали от g.

Используя (2.26), получим:

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂T jε

=
d

dr
wjε

∣∣∣
r=ε/4

= − (n− p)2
2n−2
p−1 C

n−p
p−1

0 ε
1
p−1

(p− 1)(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

, (2.41)

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂Gjε

= − d

dr
wjε

∣∣∣
r=aε

=
(n− p)ε

−n
n−p

(p− 1)C0(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

. (2.42)

Исходя из (2.37)− (2.42), неравенство (2.31) может быть переписано в следующем виде:

∫
Ωε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dx+ Zε + Aεε
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|H|p−2H(ψ − uε)ds−

−ε−γ
∫
Sε

((n− p
p− 1

)p−1

C1−p
0 |H|p−2H − σ(x, ψ −H)

)
(ψ −H − uε)ds−

−Qε ≥
∫
Ωε

f(ψ −WεH − uε)dx, (2.43)

где Zε → 0 при ε→ 0,

Aε =
(n− p
p− 1

)p−1 22n−2Cn−p
0

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

, (2.44)

Qε =
1− (1− a

n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1Cp−1

0

(n− p
p− 1

)p−1

ε−γ
∫
Sε

|H|p−2H(ψ −H − uε)ds. (2.45)

Из (2.7) следует, что

lim
ε→0

Qε = 0. (2.46)

Действительно, с одной стороны имеем

ε−γ
∫
Sε

|H|p−2H(ψ −H − uε)ds ≤ Kε−γ

|Sε|+ ∫
Sε

uεds

 ≤ Kε−γ
(
εγ + εγ

p−1
p ‖uε‖Sε

)
≤ K1
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С другой стороны, справедливо следующее:

a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 = ε

n
p−1 ε

p−n
p−1 = ε

p
p−1 → 0,

при ε→ 0. Следовательно, имеем:

lim
ε→0

1− (1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1Cp−1

0

(n− p
p− 1

)p−1

= 0

Отсюда получаем требуемое утверждение.

Так как H — решение уравнения (2.23), мы получаем из (2.43) при ε→ 0, что u удовле-

творяет интегральному неравенству следующего вида

∫
Ω

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dx+ lim
ε→0

Aεε
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|H|p−2H(ψ − uε)ds ≥
∫
Ω

f(ψ − u)dx. (2.47)

Лемма 7 вместе с (2.47), дают∫
Ω

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dx+A
∫
Ω

|H|p−2H(ψ − u)dx ≥
∫
Ω

f(ψ − u)dx, (2.48)

где A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn.

Подставляя в (2.48) ψ = u+ λv, λ > 0, v ∈ W 1,p
0 (Ω), и переходя к пределу при λ→ 0, мы

получим ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|H(x, u)|p−2H(x, u)vdx ≥
∫
Ω

fvdx. (2.49)

Заменяя v на −v в (2.49), получим аналогичное интегральное неравенство, но с противо-

положным знаком, следовательно, для u выполненно интегральное тождество вида:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|H(x, u)|p−2H(x, u)vdx =

∫
Ω

fvdx.

Таким образом, u — обощенное решение задачи (2.22).

2.3.2 Случай α ∈ (1, n/(n− p)), γ = α(n− 1)− n

Теорема 6. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α ∈ (1, n/(n− p)), γ = α(n− 1)− n и uε — обощенное

решение задачи (2.1). Пусть u ∈ W 1,p
0 (Ω) обощенное решение задачи{

−∆pu+ Aσ(x, u) = f(x), в Ω;

u = 0 на ∂Ω;
(2.50)

где A = Cn−1
0 l. Тогда uε ⇀ u в W 1,p

0 (Ω) при ε→ 0.
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Доказательство. Заметим, исходя из строгой монотонности функции σ(x, u) по переменной

u ∈ R и |λ|p−2λ (см. [42]) по переменной λ ∈ R, следует существование и единственность

обобщенного решения задачи (2.50).

Из интегрального тождества (2.4) и монотонности функции |λ|p−2λ и σ(x, u) по перемен-

ной u, получим следующее интегральное неравенство:

∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx. (2.51)

где v произвольная функция из W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Перейдем к пределу в (2.51) при ε → 0. Так как uε ⇀ u в W 1,p
0 (Ω), то мы можем найти

предел двух интегралов, взятых по области Ωε:

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇(v − u)dx (2.52)

lim
ε→0

∫
Ωε

f(v − uε)dx =

∫
Ω

f(v − u)dx (2.53)

Далее нам нужно найти предел двух оставшихся членов неравенства. Докажем, что для

α ∈ (1, n
n−p), γ = α(n− 1)− n мы имеем следующее:

lim
ε→0

ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds = A

∫
Ω

σ(x, v)(v − u)dx (2.54)

Действительно, определим функциюM j
ε (x) как решение на ячейке Y j

ε следующей краевой

задачи: 
∆pM

j
ε = µε, x ∈ Ỹ j

ε = εY \Gj
ε;

∂νpM
j
ε = 1, x ∈ ∂Gj

ε = Sjε ;

∂νpM
j
ε = 0, x ∈ ∂Ỹ j

ε \ ∂Gj
ε,

(2.55)

где µε =
Cn−1

0 εα(n−1)−n|∂Gj |
1−(aεε−1)n|∂Gj | .

А также рассматриваем такое решение, для которого выполнено:∫
Ỹ jε

M j
ε (x)dx = 0 (2.56)

Используя теже рассуждения, что и в теореме 1, получим, что существует функция M j
ε ,

которая является решением задачи (2.55) и удовлетворяет условию (2.56).

ФункцияM j
ε (x) на ячейке периодичности удовлетворяет следующему интегральному тож-

деству:
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−
∫
Ỹ jε

|∇M j
ε |p−2∇M j

ε∇ϕdx+

∫
Sjε

ϕds = µε

∫
Ỹ jε

ϕdx (2.57)

Полагая в (2.57), ϕ = Mε и применяя лемму 2, лемму 5, и также используя определение

M j
ε (x), мы получим следующую оценку:

‖∇M j
ε‖

p

Lp(Ỹ jε )
6

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Sjε

M j
εds

∣∣∣∣∣∣∣+ µε

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ỹ jε

M j
εdx

∣∣∣∣∣∣∣ 6

≤

∫
Sjε

1ds


p−1
p

‖M j
ε‖Lp(Sjε) 6 C1a

(n−1) p−1
p

ε ‖M j
ε‖Lp(Sjε) 6 (2.58)

6 C2a
(n−1) p−1

p
ε (a

n−1
p

ε ε−
n
p ‖M j

ε‖Lp(Ỹ jε ) + a
p−1
p

ε ‖∇M j
ε‖Lp(Ỹ jε )) 6

6 C3(an−1
ε ε−

n
p

+1 + a
n p−1

p
ε )‖∇M j

ε‖Lp(Ỹ jε ) 6 C4a
n p−1

p
ε ‖∇M j

ε‖Lp(Ỹ jε )

Из (2.58), выводим оценку градиента функции M j
ε (x):

‖∇M j
ε‖Lp(Ỹ jε ) 6 Ka

n
p
ε (2.59)

Пусть Mε(x) — это такая функция, что Mε(x) ≡ M j
ε (x) на Y j

ε , а вне
⋃
j∈Υε

Y j
ε функция

Mε(x) равна нулю. Тогда, просуммировав (2.59) по всем ячейкам, получим оценку градиента

функции Mε(x) на Ωε:

‖∇Mε‖Lp(Ωε) 6 C(aεε
−1)

n
p (2.60)

Используя определение M j
ε (x), мы можем проделать следующие преобразования:

ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds =

= ε−γ
∑
j∈Υε

∫
Y jε

div(|∇M j
ε |p−2∇M j

εσ(x, v)(v − uε))dx =

= ε−γ
∑
j∈Υε

∫
Y jε

|∇M j
ε |p−2∇M j

ε∇(σ(x, v)(v − uε))dx+ ε−γ
∑
j∈Υε

∫
Y jε

∆pM
j
εσ(x, v)(v − uε)dx =

= ε−γ
∑
j∈Υε

∫
Y jε

|∇M j
ε |p−2∇M j

ε∇(σ(x, v)(v − uε))dx+ ε−γ
∑
j∈Υε

µε

∫
Y jε

σ(x, v)(v − uε)dx (2.61)

Используя (2.60), оценим первый член полученного в (2.61) выражения
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ε−γ
∫
Ωε

|∇Mε|p−1|∇(σ(x, v)(v − uε))|dx 6 Cε−γ

∫
Ωε

|∇Mε|p


p−1
p

6

6 Cε−α(n−1)+nε(α−1)(p−1)n
p = Cε

1
p

(n−α(n−p)) (2.62)

Принимая во внимание оценку (2.62) и то, что α ∈ (1, n
n−p), получим:

lim
ε→0

ε−γ
∑
j∈Υε

∫
Y jε

|∇M j
ε |p−2∇M j

ε∇(σ(x, v)(v − uε))dx = 0 (2.63)

Затем, используя (2.63), мы придем к тому, что предел правой части (2.61) равен:

lim
ε→0

ε−γ
∑
j∈Υε

µε

∫
Y jε

σ(x, v)(v − uε)dx =

= Cn−1
0 |∂G0| lim

ε→0

∫
Ωε

σ(x, v)(v − uε)dx = Cn−1
0 |∂G0|

∫
Ω

σ(x, v)(v − u)dx (2.64)

Используя (2.52), (2.53), (2.54), перейдем к пределу при ε → 0 в (2.51), тогда получим

следующее интегральное неравенство:∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇(v − u)dx+ A

∫
Ω

σ(x, v)(v − u)dx >
∫
Ω

f(v − u)dx (2.65)

Полагая в (2.65) ψ = u + λv, λ > 0, v ∈ W 1,p
0 (Ω), и переходя к пределу при λ → 0, мы

придем к интегральному неравенству вида:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+ A

∫
Ω

σ(x, u)vdx ≥
∫
Ω

fvdx. (2.66)

Заменяя v на −v в (2.66) получим аналогичное неравенство, в котором знак будет на-

правлен в другую сторону. Следовательно, для u справедливо интегральное тождество:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+ A

∫
Ω

σ(x, u)vdx =

∫
Ω

fvdx.

Таким образом, u есть обобщенное решение задачи (2.50).

2.3.3 Случай: α > n
n−p , γ произвольно.

Для данного случая справедлива следующая теорема усреднения.
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Теорема 7. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α > n/(n − p), γ произвольно и uε — обощенное

решение задачи (2.1). Пусть u ∈ W 1,p
0 (Ω) есть обобщенное решение задачи{
−∆pu = f(x), в Ω;

u(x) = 0 на ∂Ω;
(2.67)

Тогда uε ⇀ u в W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0.

Доказательство. Заметим, что из строгой монотонности функции |λ|p−2λ при λ ∈ R
(см. [42]) следует существование обобщенного решения задачи (2.67) (см. [36,41]).

Используя монотонность функции |λ|p−2λ и функции σ(x, u) по переменной u ∈ R, заклю-
чаем, что функция uε помимо интегрального тождества (2.4) удовлетворяет интегральному

неравенству:∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx, (2.68)

где v — произвольная функция из W 1,p(Ωε, ∂Ω).

В интегральном неравенстве (2.68) в качестве пробной функции положим v = ϕ −Wεϕ,

где Wε — функция, определенная в теореме 5. Используя рассуждения, схожие с теми, что

проводились в теореме 5, получим оценку:

‖∇Wε‖Lp(Ω) ≤ Kεα(n−p)−n (2.69)

Из (2.69) и оценки (2.29) заключаем, что при α > n/(n− p)

Wε → 0 в W 1,p(Ω) при ε→ 0. (2.70)

Также используя то, что Wε = 1 на Sε и σ(x, 0) = 0, придем к интегральному неравенству

вида: ∫
Ωε

|∇(ϕ−Wεϕ)|p−2∇(ϕ−Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx ≥
∫
Ωε

f(ϕ−Wεϕ− uε)dx (2.71)

Применяя технику, описанную в теореме 5 (см. (2.34) — (2.36)), заключаем следующее:

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇(ϕ−Wεϕ)|p−2∇(ϕ−Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx

= lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx−
∫
Ωε

|∇(Wεϕ)|p−2∇(Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx


(2.72)

Используя (2.70), придем к тому, что

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇(Wεϕ)|p−2∇(Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx = 0 (2.73)

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx =

∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx (2.74)
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Действительно, имеет место оценка:∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

|∇(Wεϕ)|p−2∇(Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K

{
‖∇Wε‖p−1

Lp−1(Ωε)
+ ‖∇Wε‖pLp(Ωε)

+ ‖∇Wε‖p−1
Lp(Ωε)

‖∇uε‖Lp(Ωε)

}
→ 0,

при ε→ 0.

Ввиду сходимостей (2.21) и (2.70), заключаем:

lim
ε→0

∫
Ωε

f(ϕ−Wεϕ− uε)dx =

∫
Ω

f(ϕ− u)dx (2.75)

Используя (2.72), (2.73), (2.74), (2.75), из (2.71) при переходе к пределу получим, что

функция u удовлетворяет следующему неравенству∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx ≥
∫
Ω

f(ϕ− u)dx (2.76)

Так как функции из C∞0 (Ω) плотны в W 1,p
0 (Ω), то неравенство (2.76) справедливо для

произвольной функции ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). Тогда, полагая в (2.76) ϕ = u + λv, где λ > 0 и

v ∈ W 1,p
0 (Ω), и переходя к пределу при λ→ 0, получим∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx ≥
∫
Ω

fvdx. (2.77)

Заменяя v на −v, придем к аналогичному неравенству, в котором знак направлен в про-

тивоположную сторону. Следовательно, функция u удовлетворяет интегральному тождеству

вида: ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx =

∫
Ω

fvdx.

Что и доказывает теорему.

2.3.4 Случай: α > 1, γ < α(n− 1)− n.

Теорема 8. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α > 1, γ < α(n − 1) − n и uε — обощенное решение

задачи (2.1). Пусть u ∈ W 1,p
0 (Ω) — обобщенное решение задачи{

−∆pu = f(x), в Ω;

u(x) = 0, на ∂Ω;
(2.78)

Тогда uε ⇀ u в W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0.
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Доказательство. Заметим, что из строгой монотонности функции |λ|p−2λ при λ ∈ R
(см. [42]) следует существование обобщенного решения задачи (2.67) (см. [36,41]).

Используя монотонность функции |λ|p−2λ и функции σ(x, u) по переменной u ∈ R, заклю-
чаем, что функция uε помимо интегрального тождества (2.4) удовлетворяет интегральному

неравенству:∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx, (2.79)

где v — произвольная функция из W 1,p(Ωε, ∂Ω).

В интегральном неравенстве (2.79) в качестве пробной функци возьмем ϕ ∈ C∞0 (Ω):∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, ϕ)(ϕ− uε)ds ≥
∫
Ωε

f(ϕ− uε)dx. (2.80)

Перейдем к пределу в (2.80) при ε→ 0.

Используя (2.21) и тот факт, что |Gε| → 0 при ε→ 0, заключаем:

lim
ε→0

∫
Ωε

f(ϕ− uε)dx =

∫
Ω

f(ϕ− u)dx (2.81)

Исходя из того, что γ < α(n− 1)−n и σ(x, u) — непрерывно дифференцируемая на Ω×R
функция, |Sε| ≤ Kεα(n−1)−n, а также используя оценку (2.7), получим:

∣∣∣∣∣∣ε−γ
∫
Sε

σ(x, ϕ)(ϕ− uε)ds

∣∣∣∣∣∣ 6 Kε−γ(|Sε|+ |Sε|
1
q ‖uε‖Lp(Sε)) = (2.82)

= K(εα(n−1)−n−γ + ε(α(n−1)−n−γ) p−1
p )→ 0

Далее, используя сходимость (2.21), легко видеть, что

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− uε)dx =

∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx. (2.83)

Таким образом, из (2.80), исходя из (2.81) — (2.83), при переходе к пределу при ε → 0

получим, что предельная функция u удовлетворяет следующему интегральному неравенству∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx ≥
∫
Ω

f(ϕ− u)dx (2.84)

Так как функции из C∞0 (Ω) плотны в W 1,p
0 (Ω), то неравенство (2.84) справедливо и для

произвольной функции ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). Полагая в (2.84) ϕ = u + λv, λ > 0, v ∈ W 1,p

0 (Ω) и

переходя к пределу при λ→ 0, придем к неравенству:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx ≥
∫
Ω

fvdx
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Заменяя v на −v, получим аналогичное неравенство, в котором знак направлен в другую

сторону. Следовательно, для функции u справедливо интегральное тождество:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx =

∫
Ω

fvdx

Таким образом, u — обобщенное решение задачи (2.78).

2.3.5 Случай: 1 < α < n
n−p , γ > α(n− 1)− n.

Теорема 9. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, 1 < α < n
n−p , γ > α(n − 1) − n и uε — обощенное

решение задачи (2.1). Тогда

‖ũε‖W 1,p(Ω) 6 K(εα(1−n)+n+γ + εα(p−n)+n)
1
p (2.85)

следовательно, ũε → 0 в W 1,p(Ω) при ε→ 0.

Доказательство. Из (2.7) следуют оценки:

‖∇uε‖Lp(Ωε) ≤ K, ε−γ/p‖uε‖Lp(Sε) ≤ K. (2.86)

Оценим ‖uε‖pLp(Ωε)
. Используя (2.86) и лемму 1, получим следующее:

‖uε‖pLp(Ωε)
6 K(a1−n

ε εn‖uε‖Lp(Sε) + ap−nε εn‖∇uε‖Lp(Ωε)) =

= K(εα(1−n)+n‖uε‖Lp(Sε) + εα(p−n)+n‖∇uε‖Lp(Ωε)) 6 (2.87)

6 K(εα(1−n)+n+γ + εα(p−n)+n)

В рассматриваемом случае имеем, что 1 6 α < n
n−p , γ > α(n− 1)− n, тогда

α(1− n) + n+ γ > 0,

α(p− n) + n > 0,

следовательно:

lim
ε→0
‖uε‖pLp(Ωε)

= 0

Далее в интегральном тождестве (2.4) в качестве пробной функции рассмотрим v = uε ∈
W 1,p(Ωε, ∂Ω): ∫

Ωε

|∇uε|pdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε)uεdx =

∫
Ωε

fuεdx

Используя свойство монотонности функции σ(x, u) по переменной u и применяя неравен-

ство Гельдера, получим

‖∇uε‖pLp(Ωε)
+ ε−γ‖uε‖pLp(Sε)

≤ ‖f‖Lq(Ωε)‖uε‖Lp(Ωε)
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Откуда, ввиду оценки (2.87), получим

‖∇uε‖Lp(Ωε) 6 K(εα(1−n)+n+γ + εα(p−n)+n)
1
p

Из данного неравенства и (2.87) немедленно следует утверждение теоремы.

2.3.6 Случай: α = n
n−p , γ > α(n− 1)− n = n

n−p(p− 1).

Из-за особенностей используемого метода для данного набора параметров мы полагаем,

что Gj в определении (1.2) — это шар единичного радиуса с центром в начале координат.

Таким образом, перфорации — это шары малого радиуса, aε, центр которых совпадает с

центром соответствующих ячеек.

В данном случае верна следующая теорема усреднения.

Теорема 10. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α = n
n−p , γ > α(n − 1) − n = n

n−p(p − 1) и uε —

обобщенное решение задачи (2.1). Пусть u ∈ W 1,p
0 (Ω) — обобщенное решение задачи{

−∆pu+A|u|p−2u = f(x), в Ω;

u = 0 на ∂Ω;
(2.88)

где A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn, ωn — площадь единичной сферы в Rn. Тогда uε ⇀ u в W 1,p

0 (Ω)

при ε→ 0.

Доказательство. Во-первых, из строгой монотонности функции |λ|p−2λ при λ ∈ R (см. [42])

следует существование и единственность обобщенного решения задачи (2.88).

Из интегрального тождества (2.4) и монотонности функции |λ|p−2λ и σ(x, u) по перемен-

ной u, получим интегральное неравенство вида (см. теорему 5):∫
Ωε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx. (2.89)

где v произвольная функция из W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Пусть v = ϕ(1 −Wε), где Wε — функция определленная в (2.27). Она обладает следую-

щими свойствами: (1 −Wε)|Sε = 0, (1 −Wε)|Tε/4 = 1. Возьмем данную функцию в качестве

пробной в (2.89), тогда придем к неравенству вида:∫
Ωε

|∇(ϕ−Wεϕ)|p−2∇(ϕ−Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx−

−ε−γ
∫
Sε

σ(x, 0)uεds ≥
∫
Ωε

f(ϕ−Wεϕ− uε)dx (2.90)

Используя то свойство функции σ(x, u), что σ(x, 0) = 0, преобразуем интегральное нера-

венство (2.90):
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∫
Ωε

|∇(ϕ−Wεϕ)|p−2∇(ϕ−Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx ≥
∫
Ωε

f(ϕ−Wεϕ− uε)dx (2.91)

Перейдем к пределу в (2.91) при ε→ 0. Введем следующие обозначения

Vε ≡
∫
Ωε

(|∇(ψ −WεH(x, ψ))|p−2 − |∇ψ|p−2)∇ψ∇(ψ −WεH(x, ψ)− uε)dx,

Fε ≡
∫
Ωε

(
|∇(ψ −WεH)|p−2 − |∇(WεH)|p−2

)
∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx.

Аналогичными методами как и в теореме 5 (см. (2.34) — (2.36)), мы можем доказать,

что Vε, Fε → 0 при ε → 0. Следовательно, предел левой части (2.91) при ε → 0 совпадает с

пределом выражения

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx−
∫
Ωε

|∇(Wεϕ)|p−2∇(Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx.

Легко видеть, что

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ−WεHϕ− uε)dx =

∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx.

Используя аналогичные рассуждения, что проводились при доказательстве сходимостей

(2.34) — (2.35) в теореме 5, получим

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇(Wεϕ)|p−2∇(Wεϕ)∇(ϕ−Wεϕ− uε)dx =

= lim
ε→0

∫
Ωε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|ϕ|p−2ϕ(ϕ−Wεϕ− uε)

)
dx.

Исходя из определения функция Wε (см. (2.27)), заключаем справедливость следующего

равенства

Lε ≡
∫
Ωε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|ϕ|p−2ϕ(ϕ−Wεϕ− uε)

)
dx =

=
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|ϕ|p−2ϕ(ϕ− uε)ds−

−
∑
j∈Υε

∫
∂Gjε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|ϕ|p−2ϕuεds,

44



где ∂νg обозначает производную по нормали от g.

Так как α = n
n−p , то имеем, что

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂T jε

=
d

dr
wjε

∣∣∣
r=ε/4

= − (n− p)2
2n−2
p−1 C

n−p
p−1

0 ε
1
p−1

(p− 1)(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

, (2.92)

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂Gjε

= − d

dr
wjε

∣∣∣
r=aε

=
(n− p)ε

−n
n−p

(p− 1)C0(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

. (2.93)

Используя (2.93), получим следующее:

∣∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Υε

∫
∂Gjε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|ϕ|p−2ϕuεds

∣∣∣∣∣∣∣ 6 Kε−α(p−1)|Sε|
p−1
p ‖uε‖Lp(Sε) 6 Kε

γ−α
p

(p−1) → 0

Таким образом, неравенство (2.91) может быть записано в виде

∫
Ωε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx+ Zε + Aεε
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|ϕ|p−2ϕ(ϕ− uε)ds ≥

≥
∫
Ωε

f(ϕ−Wεϕ− uε)dx, (2.94)

где Zε → 0 при ε→ 0 и

Aε =
(n− p
p− 1

)p−1 22n−2Cn−p
0

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

, (2.95)

Аналогично, как и в критическом случае (теорема 5), применяя лемму 7, найдем предел:

lim
ε→0

Aεε
∑
j∈Υε

∫
∂T jε

|ϕ|p−2ϕ(ϕ− uε)ds = A
∫
Ω

|ϕ|p−2ϕ(ϕ− u)dx (2.96)

Перейдем к пределу в (2.94), используя полученный предельный переход (2.96):∫
Ω

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx+A
∫
Ω

|ϕ|p−2ϕ(ϕ− u)dx ≥
∫
Ω

f(ϕ− u)dx, (2.97)

где A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn.

Полагая в (2.97) ϕ = u + λv, λ > 0, v ∈ W 1,p
0 (Ω), и переходя к пределу при λ → 0, мы

получим ∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|u|p−2uvdx ≥
∫
Ω

fvdx. (2.98)
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Заменяя v на −v в (2.98) получим аналогичное интегральное неравенство со знаком,

направленным в другую сторону, поэтому для u выполненно интегральное тождество:∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|u|p−2uvdx =

∫
Ω

fvdx,

где v — произвольная функция из W 1,p
0 (Ω).

Следовательно, u — обобщенное решение задачи (2.88). Что и требовалось доказать.

2.4 Теорема усредения для случая p = n

В данном разделе изучается асимптотическое поведение решения uε задачи (2.5) в кри-

тическом случае, когда параметры aε и β(ε) удовлетворяют условиям (1.1).

2.4.1 Вспомогательные леммы

Для усреднения задачи (2.5) нам понадобтся следующие вспомогательные функции. Вве-

дем в рассмотрение функцию qjε как решение задачи:{
∆nq

j
ε = 0, x ∈ T jε \G

j
ε;

qjε = 1, x ∈ ∂Gj
ε; qjε = 0, x ∈ ∂T jε/4.

(2.99)

Определим функцию qε ∈ W 1,n
0 (Ω) полагая

qε =


qjε, x ∈ T jε/4 \G

j
ε, j = 1, . . . , N(ε) = |Υε|;

1, x ∈ Gε,

0, x ∈ Rn \
N(ε)⋃
j=1

T jε/4.

(2.100)

Для введенной функции справедливо следующее:

qε ⇀ 0 в W 1,n
0 (Ω) при ε→ 0. (2.101)

Введем функцию wjε (j = 1, . . . , N(ε)) как решение краевой задач{
∆nw

j
ε = 0, x ∈ T jε/4 \ T

j
aε ;

wjε = 1, x ∈ ∂T jaε ; wjε = 0, x ∈ ∂T jε/4.
(2.102)

Имеем

wjε =
ln (4|x−P jε |

ε
)

ln (4aε
ε

)
. (2.103)

Воспользовавшись (2.103), вычисляем:

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂T jε

=
d

dr
wjε

∣∣∣
r=ε/4

=
4

ε ln (4aε
ε

)
, (2.104)

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂T jaε

= − d

dr
wjε

∣∣∣
r=aε

= − 1

aε ln (4aε
ε

)
. (2.105)
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Определим функцию Wε ∈ W 1,n
0 (Ω) полагая

Wε =


wjε, x ∈ T jε \ T

j
aε , j = 1, . . . , N(ε) = |Υε|;

1, x ∈
⋃
T jaε = G′ε,

0, x ∈ Rn \
N(ε)⋃
j=1

T jε .

(2.106)

Имеем

Wε ⇀ 0 в W 1,n
0 (Ω) при ε→ 0. (2.107)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 9. Пусть n ≥ 3, тогда для определенных выше функций qε и Wε справедлива

оценка

‖Wε − qε‖W 1,n(Ω) ≤ Kε
1

n−1 (2.108)

Доказательство. В качестве пробной функции в интегральных тождествах для задач

(2.102) и (2.99) возьмем функцию Wε − qε и получим:∫
T j
ε/4
\Gjε

|∇qε|n−2∇qε∇(Wε − qε)dx = 0, (2.109)

∫
T j
ε/4
\T jaε

|∇Wε|n−2∇Wε∇(Wε − qε)dx−
∫

∂T jaε

∂νnw
j
ε(Wε − qε)dsx = 0. (2.110)

Вычитая из равенства (2.110) равенство (2.109), получим∫
T j
ε/4
\Gjε

(
|∇Wε|n−2∇Wε − |∇qε|n−2∇qε

)
∇(Wε − qε)dx =

∫
∂T jaε

∂νnWε(Wε − qε)dsx (2.111)

Далее, воспользовавшись монотоностью оператора p-Лапласа, неравенством Гельдера и

(2.105), из (2.111) получим следующую оценку:

‖∇(Wε − qε)‖nLn(T j
ε/4

)
≤ K1

1

an−1
ε

∣∣ln (4aε
ε

)
∣∣n−1

∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂T jaε

(Wε − qε)dsx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K2

a
n−1
n

(n−1)
ε

an−1
ε

∣∣ln (4aε
ε

)
∣∣n−1‖Wε − qε‖Ln(∂T jaε ) (2.112)

Далее, рассмотрим функцию vε = Wε− qε и введем новую переменную y = x
aε
. Так как Gj

— диффеоморфна шару, то воспользовавшись теоремой вложения (см. [35,38,39]) получим,

что ∫
∂T1

|v|ndsy ≤ K

∫
T1\Gj

|∇yv|ndy,
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где v(y) = vε(aεy) и v = 0 на Gj. Возвращаясь к переменной x прийдем к следующему

неравенству

a1−n
ε

∫
∂T jaε

|vε|ndsx ≤ K

∫
T jaε\G

j
ε

|∇vε|ndx

Откуда получаем оценку

‖vε‖Ln(∂T jaε ) ≤ Ka
n−1
n

ε ‖∇vε‖Ln(T jaε\G
j
ε)

Воспользовавшись полученным резулзультатом, из неравенства (2.112) получаем оценку:

‖∇(Wε − qε)‖nLn(T j
ε/4

)
≤ K2

a
n−1
n

(n−1)
ε a

n−1
n

ε

an−1
ε

∣∣ln (4aε
ε

)
∣∣n−1‖∇(Wε − qε)‖Ln(T j

ε/4
)

Откуда заключаем, что

‖∇(Wε − qε)‖nLn(T j
ε/4

)
≤ K

1∣∣ln (4aε
ε

)
∣∣n ≤ Kε

n2

n−1

Просуммировав по всем ячейкам, придем к оценке

‖Wε − qε‖nW 1,n(Ω) ≤ Kε−nε
n2

n−1 = Kε
n
n−1

Отсюда немедленно следует требуемое утверждение.

Также справедлива следующая лемма.

Лемма 10. Пусть n ≥ 2 и hε ∈ W 1,n
0 (Ω), тогда имеет место оценка∣∣∣∣∣∣∣

εn

an−1
ε

∫
Sε

hεds−
|∂Gj

ε|εn

ωnan−1
ε

∫
⋃
∂T jaε

hεds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Kε (2.113)

Доказательство. Для доказательства леммы мы рассматриваем следующую вспомогатель-

ную краевую задачу, где j ∈ Υε:
∆nm

j(y) = 0, y ∈ T1 \Gj,

∂νnm
j(y) = |∂Gj |

ωn
, y ∈ ∂T1,

∂νnm
j(y) = −1, y ∈ ∂Gj.

(2.114)

Легко видеть, что данная задача имеет единственное, с точностью до аддитивной кон-

станты, решение. Определим функцию mj
ε(x), полагая mj

ε(x) = ε
n
n−1mj( x

aε
). Используя

(2.114), заключаем, что введенная функция является решением следующей задачи:
∆nm

j
ε(x) = 0, y ∈ T jaε \G

j
ε,

∂νnm
j
ε(x) = |∂Gj |

ωn
εna1−n

ε , y ∈ ∂T jaε ,
∂νnm

j
ε(x) = −εna1−n

ε , y ∈ ∂Gj
ε.

(2.115)
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Беря в интегральном тождетсве для задачи (2.115) в качестве пробной функции hε,

получим∣∣∣∣∣∣∣
εn

an−1
ε

∫
Sε

hεds−
|∂Gj

ε|εn

ωnan−1
ε

∫
⋃
∂T jaε

hεds

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

⋃
T jaε\G

j
ε

|∇mj
ε|n−2∇mj

ε∇hεdx

∣∣∣∣∣∣∣ = H (2.116)

Но, справедлива следующая оценка∫
T jaε\G

j
ε

|∇xm
j
ε|ndx = a−nε anε ε

n2

n−1

∫
T1\Gj

|∇ym
j|ndy ≤ Kε

n2

n−1 , (2.117)

откуда следует, что ∑
j∈Υε

∫
T jaε\G

j
ε

|∇mj
ε|ndx ≤ Kε−nε

n2

n−1 = Kε
n
n−1 . (2.118)

Отсюда следует, что

H ≤ Kε (2.119)

Что и требовалось доказать

2.4.2 Теорема усреднения. Критический случай

Теорема 11. Пусть n ≥ 3, aε и β(ε) удовлетворяют условиям (1.1) и uε — обобщенное

решение задачи (2.5). Введем функцию u ∈ W 1,n
0 (Ω) как обобщенное решение задачи{

−∆nu+A|H(x, u)|n−2H(x, u) = f(x), в Ω;

u = 0, на ∂Ω;
(2.120)

где A = ωnC
2(n−1)C

2(n−1)
1 , ωn — площадь поверхности единичной сферы в Rn, H(x, u) —

решение уравнения

B0|H|n−2H = σ(x, u−H), (2.121)

где B0 = ωnC
2(n−1)
1 |∂Gj|−1. Тогда ũε ⇀ u в W 1,n

0 (Ω) при ε→ 0.

Доказательство. Ввиду леммы 8, уравнение (2.121) имеет единственное решение, H(x, u),

которое обладает свойством (1.63) для всех x ∈ Ω, u, v ∈ R. Тогда из строгой монотонности

функции |H|n−2H и |λ|n−2λ (см. [42]), следует существование и единственность обобщенного

решения задачи (2.120) (см. [36,41]).

Из интегрального тождества (2.6) и монотонности функций |λ|n−2λ и σ(x, u) относитель-

но переменной u имеем∫
Ωε

|∇v|n−2∇v∇(v − uε)dx+ βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx (2.122)

где v — произвольная функция из W 1,n(Ωε, ∂Ω).
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Возьмем v = ψ − qεH(x, ψ), где ψ ∈ C∞0 (Ω), в неравенстве (2.122) в качестве пробной

функции, получим

∫
Ωε

|∇(ψ − qεH)|n−2∇(ψ − qεH)∇(ψ − qεH − uε)dx+

+βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x, ψ −H)(ψ −H − uε)ds ≥
∫
Ωε

f(ψ − qεH − uε)dx (2.123)

Обозначим

Dε ≡
∫
Ωε

(|∇(ψ −WεH(x, ψ) + (Wε − qε)H)|n−2 − |∇(ψ −WεH)|n−2)×

∇(ψ −WεH)∇(ψ − qεH(x, ψ)− uε)dx

Покажем, что Dε → 0 при ε→ 0. Действительно, учитывая Лемму 2 и неравенство

(a+ b)n−2 − bn−2 ≤ (n− 2)a(a+ b)n−3 (2.124)

справедливое для a, b ≥ 0, n > 3, имеем при n = 3

|Dε| ≤
∫
Ωε

|∇((Wε − qε)H)||∇(ψ −WεH)|(1 + |∇(qεH)|+ |∇uε|)dx→ 0, (2.125)

и для n > 3

|Dε| ≤ K

∫
Ωε

|∇((Wε− qε)H)|(|∇ψ|+ |∇((Wε− qε)H)|)n−3(1 + |∇(qεH)|+ |∇uε|)dx→ 0, (2.126)

при ε→ 0.

Сходимости выражений в (2.125) и (2.126) к нулю при ε→ 0 доказывается аналогичными

методами, что и при доказательстве соотношений (2.34), (2.35) в теореме 5.

Обозначим

Tε ≡
∫
Ωε

(
|∇((ψ −WεH) + (Wε − qε)H)|n−2 − |∇((Wε − qε)H)|n−2

)
×

×∇((Wε − qε)H)∇(ψ − qεH − uε)dx. (2.127)

Аналогично получим, что Tε → 0 при ε→ 0.

Следовательно, предел выражения∫
Ωε

|∇(ψ − qεH)|n−2∇(ψ − qεH)∇(ψ − qεH − uε)dx (2.128)

совпадает с пределом следующего выражения∫
Ωε

|∇(ψ −WεH)|n−2∇(ψ −WεH)∇(ψ − qεH − uε)dx−

−
∫
Ωε

|∇((Wε − qε)H)|n−2∇((Wε − qε)H)∇(ψ − qεH − uε)dx (2.129)
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Но как легко заметить, последнее слагаемое в (2.129) стремится к нулю при ε → 0,

поэтому, предел (2.128) совпадает с пределом выражения∫
Ωε

|∇(ψ −WεH)|n−2∇(ψ −WεH)∇(ψ − qεH − uε)dx. (2.130)

Далее, обозначим

Pε ≡
∫
Ωε

(|∇(ψ −WεH(x, ψ))|n−2 − |∇ψ|n−2)∇ψ∇(ψ − qεH(x, ψ)− uε)dx (2.131)

Покажем, что Pε → 0 при ε→ 0. Действительно, учитывая оценку∫
Ωε

|∇Wε|qdx ≤ Kεq/(n−1), (2.132)

где 1 ≤ q < n и применяя неравенство (2.124) имеем для n = 3

|Pε| ≤
∫
Ωε

|∇(WεH)||∇ψ||∇(ψ − qεH − uε)|dx→ 0 (2.133)

и для n > 3

Pε ≤ K

∫
Ωε

|∇(WεH)|(|∇(ψ −WεH)|+ |∇(WεH)|)n−3(1 + |∇(qεH)|+ |∇uε|)dx→ 0, (2.134)

при ε→ 0.

Сходимости выражений в (2.133) и (2.134) к нулю при ε → 0 доказываются теми же

методами, что и при доказательстве соотношений (2.34), (2.35) в теореме 5.

Обозначим

Fε ≡
∫
Ωε

(
|∇(ψ −WεH)|n−2 − |∇(WεH)|n−2

)
∇(WεH)∇(ψ − qεH − uε)dx. (2.135)

Аналогично получим, что Fε → 0 при ε→ 0.

Следовательно, предел при ε → 0 левой части неравенства (2.122) совпадает с пределом

выражения ∫
Ωε

|∇ψ|n−2∇ψ∇(ψ − qεH − uε)dx+ βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x, ψ)(ψ −H − uε)ds−

−
∫
Ωε

|∇(WεH)|n−2∇(WεH)∇(ψ − qεH − uε)dx. (2.136)

Используя (2.101) и (2.21), получим

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇ψ|n−2∇ψ∇(ψ − qεH − uε)dx =

∫
Ω

|∇ψ|n−2∇ψ∇(ψ − u)dx. (2.137)
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Из (2.132) выводим, что

lim
ε→0

∫
Ωε

|∇(WεH)|n−2∇(WεH)∇(ψ − qεH − uε)dx =

= lim
ε→0

∫
Ωε

|∇Wε|n−2∇Wε∇
(
|H|n−2H(ψ − qεH − uε)

)
dx. (2.138)

В силу определения Wε имеем

Lε ≡
∫
Ωε

|∇Wε|n−2∇Wε∇
(
|H|n−2H(ψ −WεH − uε)

)
dx =

=
∑
j∈Υε

∫
∂T j

ε/4

|∇wjε|n−2∂νw
j
ε|H|n−2H(ψ − uε)ds+ (2.139)

+
∑
j∈Υε

∫
∂T jaε

|∇wjε|n−2∂νw
j
ε|H|n−2H(ψ −H − uε)ds,

где ∂νg — производная по нормали от функции g.

Беря во внимание (2.104) и (2.105), из (2.125) — (2.139) следует, что неравенство (2.122)

можно переписать в следующем виде

∫
Ωε

|∇ψ|n−2∇ψ∇(ψ − qεH − u)dx+ Zε−

−
∣∣∣∣ 4

ε ln (4aε
ε

)

∣∣∣∣n−2
4

ε ln (4aε
ε

)

∑
j∈Υε

∫
∂T j

ε/4

|H|n−2H(ψ − uε)ds+

+βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x, ψ −H)(ψ −H − uε)ds+ (2.140)

+

∣∣∣∣ 1

aε ln (4aε
ε

)

∣∣∣∣n−2
1

aε ln (4aε
ε

)

∑
j∈Υε

∫
∂T jaε

|H|n−2H(ψ − uε)ds ≥

≥
∫
Ωε

f(ψ − qεH − uε)dx,

где Zε → 0, если ε→ 0

Для нахождения предела в левой части (2.140) мы воспользуемся леммой 7. Также чтобы

перейти к пределу при ε→ 0 в левой части (2.140), требуется найти предел выражения:

Uε =

∣∣∣∣ 1

aε ln (4aε
ε

)

∣∣∣∣n−2
1

aε ln (4aε
ε

)

∫
⋃
∂T jaε

|H|n−2H(ψ −H − uε)ds+

+βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x,H − ψ)(ψ −H − uε)ds (2.141)
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Выражение (2.141) мы представим в следующем виде

Uε =

∣∣∣∣ 1

aε ln 4aε
ε

∣∣∣∣n−2
1

aε ln 4aε
ε

∫
⋃
∂T jaε

|H|n−2H(ψ −H − uε)ds+

+
ωnC

2(n−1)
1 βn−1(ε)

|∂Gj|

∫
Sε

|H|n−2H(ψ −H − uε)ds

+ (2.142)

+

βn−1(ε)

∫
Sε

σ(x,H − ψ)(ψ −H − uε)ds−

− ωnC
2(n−1)
1 βn−1(ε)

|∂Gj|

∫
Sε

|H|n−2H(ψ −H − uε)ds


Используя оценку (2.113) из леммы 10, а также условия (1.1), наложенные на aε и β(ε),

заключаем, что

lim
ε→0

Uε = 0. (2.143)

Из леммы 7 и (2.143) следует, что функция u удовлетворяет следующему интегральному

неравенству∫
Ω

|∇ψ|n−2∇ψ∇(ψ − u)dx+A
∫
Ω

|H|n−2H(ψ − u)dx ≥
∫
Ω

f(ψ − u)dx, (2.144)

где A = ωnC
2(n−1)C

2(n−1)
1 .

Полагая в (2.144) ψ = u + λv, λ > 0, v ∈ W 1,n
0 (Ω), и переходя к пределу при λ → 0,

получим ∫
Ω

|∇u|n−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|H(x, u)|n−2H(x, u)vdx ≥
∫
Ω

fvdx. (2.145)

Заменяя в (2.145) v на −v приходим к интегральному тождеству для u:∫
Ω

|∇u|n−2∇u∇vdx+A
∫
Ω

|H(x, u)|n−2H(x, u)vdx =

∫
Ω

fvdx.

Следовательно, u — обобщенное решение задачи (2.120).
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Глава 3

Усреднение начально-краевой задачи в

перфорированной области с нелинейным

краевым условием третьего типа на

границе полостей.

3.1 Постановка задачи

В цилиндре QT
ε = Ωε × (0, T ) рассматриваем следующую начально-краевую задачу

∂tuε −∆puε = f(x, t), (x, t) ∈ QT
ε ,

∂νpuε + ε−γσ(x, uε) = 0, (x, t) ∈ STε = Sε × (0, T ),

uε = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

uε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε,

(3.1)

где ∆pu ≡ div(|∇u|p−2∇u), p ∈ [2, n), ∂νpu ≡ |∇u|p−2(∇u, ν), ν — внешняя единичная нормаль

к STε , γ = α(p− 1) и предполагается, что f ∈ L2(QT ). Также предполагается, что параметры

α и γ удовлетворяют следующим условиям:

1 < α ≤ n/(n− p),
γ ≤ α(n− 1)− n.

(3.2)

Предположим, что σ(x, u) — непрерывно дифференцируемая по переменным x ∈ Ω и

u ∈ R функция, такая, что σ(x, 0) = 0 и существуют положительные постоянные k1 и k2, что

выполнены неравенства

(σ(x, u)− σ(x, v))(u− v) ≥ k1|u− v|p, (3.3)

|σ(x, u)| ≤ k2|u|p−1. (3.4)
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Обобщенным решением задачи (3.1) назовем функцию uε ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε ∈
Lq(0, T ;W−1,q(Ωε, ∂Ω)), uε(x, 0) = 0, удовлетворяющую интегральному тождеству

T∫
0

〈∂tuε, v〉dt+

∫
QTε

|∇uε|p−2∇uε∇vdx+ ε−γ
∫
STε

σ(x, uε)vds =

∫
QεT

fvdx, (3.5)

для произвольной функции v ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), q = p/(p− 1).

3.2 Теорема существования.

Используя лемму 6, метод Галеркина и метод монотонности (см. [36, 41]), получим сле-

дующее утверждение.

Теорема 12. Существует единственное обобщенное решение uε задачи (3.1) и для него

справедливы оценки:

‖uε‖Lp(0,T ;W 1,p(Ωε,∂Ω)) ≤ K, ε−γ/p‖uε‖Lp(0,T ;Lp(Sε)) ≤ K, (3.6)

‖∂tuε‖Lq(0,T ;W−1,q(Ωε,∂Ω)) ≤ K. (3.7)

Доказательство. Рассмотрим оператор A, определенный в теореме 4. При доказательстве

данной теоремы было указано, что он обладает следующими свойствами:

1. непрерывность,

2. ограниченность,

3. строгая монотонность,

4. коэрцетивность.

Для доказательства существования решения задачи (3.1) воспользуемся методом Галер-

кина (см. [36,41]).

Пусть ωε1, ..., ω
ε
n, ... — ортогональный "базис"в W 1,p(Ωε, ∂Ω).

Будем искать функцию uεm, удовлетворяющую следующим условиям:

uε,m =
m∑
k=1

dεk,m(t)ωεk

(∂tuε,m, ω
ε
j )L2(Ωε) + (A(uε,m), ωεj ) =

∫
Ωε

f(x, t)ωεjdx, (3.8)

где 1 6 j 6 m, выполнены для п.в. t ∈ [0, T ] и

uε,m(x, 0) = 0. (3.9)
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Заметим, что наложенные условия дают систему обыкновенных дифференциальных урав-

нений вида: {
D′ε = F1,ε(t,Dε) + F2,ε(t),

Dε(0) = 0,
(3.10)

где F1,ε(t,D) — непрерывно дифференцируемая функция переменных t ∈ [0, T ] и D ∈
Rm, F2,ε ∈ (L2(0, T ))m .

Легко проверить, что оператор A обладает следующими свойствами:

1. (Au, v) — измерима от t при фиксированных u, v

2. Для оператора A выполнена оценка:

(Au, u) =

∫
Ωε

|∇u|pdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, u)udS ≥ ‖∇u‖pLp(Ωε)
+ ε−γk1

∫
Sε

|u|pdS =

= ‖∇u‖pLp(Ωε)
+ ε−γk1‖u‖pLp(Sε)

≥ C‖u‖pW 1,p(Ωε)
− d,

где C и d не зависят от t.

3. ‖Au‖W−1,p′ (Ωε,∂Ω) ≤ D(‖u‖p−1 + 1)

Известно, что, при упомянутых выше свойствах оператора A, задача (3.10) имеет един-

ственно решение (см. [41]), являющееся абсолютно непрерывной функцией, определенной

на некотором отрезке [0, tε,m]. Покажем, что это решение определено на всем отрезке [0, T ].

Получим некоторые априорные оценки на функцию uε,m. Умножим уравнение (3.8) на

dεk,m и просуммируем по k от 0 до m. Имеем

(∂tuε,m, uε,m)L2(Ωε) + ‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
+ ε−γ

∫
Sε

σ(x, uε,m)uε,mdS =

∫
Ωε

fuε,mdx. (3.11)

Из (3.11) выводим:

d

dt
‖uεm‖2

L2(Ωε) + 2‖∇uεm‖
p
Lp(Ωε)

+ 2ε−γ
∫
Sε

σ(x, uεm)uεmdS = 2

∫
Ωε

fuεmdx (3.12)

Интегрируя (3.12) по t от 0 до τ ∈ [0, T ], получим равенство:

‖uε,m(x, τ)‖2
L2(Ωε) + 2

τ∫
0

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
dt+ 2ε−γ

τ∫
0

∫
Sε

σ(x, uε,m)uε,mdSdt =

= 2

τ∫
0

∫
Ωε

fuε,mdxdt

Применяя неравенство Гельдера и используя свойства функции σ(x, u), получим:

‖uε,m(x, τ)‖2
L2(Ωε) +

τ∫
0

∫
Ωε

|∇uε,m|pdxdt+ k1ε
−γ

τ∫
0

∫
Sε

|uε,m|pdS ≤

≤ 2

τ∫
0

∫
Ωε

fuε,mdxdt ≤ 2

 τ∫
0

∫
Ωε

|f |2dxdt

1/2 τ∫
0

∫
Ωε

|uε,m|2dxdt

1/2
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где q = p
p−1

. Применим неравенство Юнга к последнему выражению, придем к следующей

оценке:

‖uε,m(x, τ)‖2
L2(Ωε) +

τ∫
0

∫
Ωε

|∇uε,m|pdxdt+ k1ε
−γ

τ∫
0

∫
Sε

|uε,m|pdS ≤

≤ δ1

τ∫
0

∫
Ωε

|uε,m|2dxdt+ Cδ1

τ∫
0

∫
Ωε

|f |2dxdt (3.13)

Полагая в неравенстве (3.13) δ1 = 1, получим:

‖uε,m(x, τ)‖2
L2(Ωε) ≤ C1 +

τ∫
0

‖uε,m(x, v)‖2
L2(Ωε)dv, (3.14)

где C1 = K‖f‖2
L2(QT ). В силу леммы Гронуолла из (3.14) следует оценка:

‖uε,m(x, τ)‖2
L2(Ωε) 6 C2,

где τ ∈ [0, T ]. Следовательно:

max
[0,T ]
‖uε,m‖L2(Ωε) 6 C, (3.15)

где постоянная C не зависит от ε и m. Из данной оценки следует, что dεk,m(t)(k = 1, ...,m)

определены на всем отрезке [0, T ].

Полагая в неравенстве (3.13) δ1 = 1/2 получим:

T∫
0

‖∇uε,m‖pLp(Ωε)
dt+ ε−γ

T∫
0

‖uε,m‖pLp(Ωε)
6 K‖f‖qLq(Ω) (3.16)

Ввиду леммы 6, из (3.16) следует:
T∫

0

‖uε,m‖pLp(Ωε)
dt 6 K‖f‖qLq(Ω), (3.17)

‖uε,m‖Lp(0,T ;W 1,p(Ωε,∂Ω)) 6 C, (3.18)

ε−γ/p‖uε,m‖Lp(0,T ;Lp(Sε)) 6 C. (3.19)

Получим оценку для производной ∂tuεm.

Пусть v ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)) и ‖v‖W 1,p(Ωε, ∂Ω) 6 1 для п.в. t ∈ [0, T ]. Представляем v

в виде суммы v =
m∑
k=1

gεk,m(t)ωεk(x) + ṽεm ≡ v̂εm + ṽεm и (ṽεm, ω
ε
k)L2(Ωε) = 0, k = 1, ...,m. Функции

{ωεk} образуют ортогональный базис в W 1,p(Ωε, ∂Ω), следовательно:

‖v̂εm‖W 1,p(Ωε,∂Ω) 6 ‖v‖W 1,p(Ωε,∂Ω) 6 1.

Имеем

〈∂tuε,m, v〉 = (∂tu
ε
m, v)L2(Ωε) = (∂tuε,m, v̂

ε
m)L2(Ωε) =

= (f, v̂εm)−
∫
Ωε

|∇uε,m|p−2∇uε,m∇v̂εmdx− ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε,m)v̂εmdS (3.20)
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Отсюда получаем неравество:

|〈∂tuε,m, v̂εm〉| 6 ‖f‖Lq(Ω)‖v̂εm‖Lp(Ωε)+

+‖∇uεm‖
p−2
Lp(Ωε)

‖∇v̂εm‖2
Lp(Ωε) + ‖∇uεm‖

p
Lp(Ωε)

+ k2ε
−γ‖uεm‖

p−1
Lp(Ωε)

‖v̂εm‖Lp(Ωε) (3.21)

Из леммы 2, ввиду условий (3.2), наложенных на параметры α и γ, получаем, что

ε−γ/p‖v̂εm‖Lp(Sε) 6 C‖∇v̂εm‖Lp(Ωε) 6 C, (3.22)

Также в ввиду оценки (3.19) имеем, что

ε−γ
p−1
p ‖uε,m‖p−1

Lp(Sε)
≤ C (3.23)

Откуда:

|〈∂tuε,m, v〉| 6 C (3.24)

Следовательно, выполнена следующая оценка:

‖∂tuε,m‖Lq(0,T ;W−1,q(Ωε,∂Ω)) 6 C. (3.25)

Из полученных оценок следует, что существует подпоследовательность {uε,m′} и функция
uε ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ωε, ∂Ω)), такие, что при m′ →∞:

uε,m′ ⇀ uε в Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), (3.26)

uε,m′ → uε в Lp(0, T ;Lp(Sε)), (3.27)

∂tuε,m′ ⇀ ∂tuε в Lq(0, T ;W−1,q(Ωε, ∂Ω)), (3.28)

A(uε,m′) ⇀ χ в Lq(0, T,W
−1,q(Ωε, ∂Ω)), (3.29)

последнее следует из оценки ‖Au‖W−1,q(Ωε,∂Ω) ≤ ‖u‖p−1
W 1,p(Ωε,∂Ω). Сильная сходимость в (3.27)

следует из теоремы компактности (стр. 70, [36]).

Далее, перейдем к пределу при m′ → ∞ (ε фиксировано). Нам следует показать, что

χ = Au.

Из свойства монотонности оператора A следует:

Xµ =

T∫
0

(Auε,µ − Av, uµ,ε − v)dt ≥ 0,

для всех функций v ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)).

Также имеем, что

T∫
0

(Auε,µ, uε,µ)dt =

T∫
0

∫
Ωε

fuε,µdx+

∫
Sε

guε,µds

 dt− 1

2
‖uε,µ(T )‖2

L2(Ωε)

Следовательно,

Xµ =

T∫
0

∫
Ωε

fuε,µdx+

∫
Sε

guε,µds

 dt− 1

2
‖uε,µ(T )‖2

L2(Ωε) −
T∫

0

(Auε,µ, v)dt−
T∫

0

(Av, uε,µ − v)dt.
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А так как lim inf ‖uε,µ(T )‖2 ≥ ‖uε(T )‖2, то из последнего получим:

lim supXµ ≤
T∫

0

∫
Ωε

fuεdx+

∫
Sε

guεds

 dt− 1

2
‖uε(T )‖2

L2(Ωε) −
T∫

0

(χuε, v)dt−
T∫

0

(Av, uε − v)dt.

С другой стороны, имеем:

T∫
0

∫
Ωε

fuεdx+

∫
Sε

guεds

 dt− 1

2
‖uε(T )‖2

L2(Ωε) =

T∫
0

(χ, uε)dt

Следовательно, справедливо следующее неравенство:

T∫
0

(χ− Av, uε − v)dt ≥ 0.

Далее воспользуемся непрерывностью оператора A. Положим v = u − λω, где λ > 0,

ω ∈ Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)) и произвольно. Тогда имеем, что:

λ

T∫
0

(χ− A(u− λω), ω)dt ≥ 0,

откуда следует:
T∫

0

(χ− A(u− λω), ω)dt ≥ 0.

Переходя к пределу при λ→ 0, получим:

T∫
0

(χ− Au, ω)dt ≥ 0,

для любой функции ω из Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)).

Аналогично, рассмотрев v = u− λω, где теперь λ < 0, получим такое же неравенство, но

с противоположным знаком. Следовательно, χ = Au.

Тогда перейдя к пределу при m′ → 0 в исходном уравнении, получим:

T∫
0

〈∂tuε, dεk(t)ωεk〉dt+

T∫
0

∫
Ωε

(|∇uε|p−2∇uε,∇(dεk(t)ω
ε
k))dxdt+ ε−γ

T∫
0

∫
Sε

σ(x, uε)d
ε
k(t)ω

ε
kdsdt =

=

T∫
0

∫
Ωε

fdεk(t)ω
ε
kdxdt

Так, как функции
M∑
k=1

dεk(t)v
ε
k(x) всюду плотны в Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), имеем, что uε

удовлетворяет интегральному тождеству для задачи (3.1).
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Перейдем к доказательству единственности обобщенного решения. Воспользуемся мето-

дом от противного. Пусть существуют два решения u1
ε и u

2
ε краевой задачи. Тогда они удовле-

творяют интегральному тождеству (3.5). В качестве пробной функции возьмем v = u1
ε − u2

ε,

получим:
t∫

0

〈∂tuiε, u1
ε − u2

ε〉dt+

∫
Qtε

|∇uiε|p−2∇uiε∇(u1
ε − u2

ε)dxdt+ ε−γ
∫
Stε

σ(x, uiε)(u
1
ε − u2

ε)dsdt =

=

∫
Qtε

f(u1
ε − u2

ε)dxdt,

где i = 1, 2.

Вычитая из одного равенства другое, придем к:
t∫

0

〈∂t(u1
ε − u2

ε), u
1
ε − u2

ε〉dt+

∫
Qtε

(|∇u1
ε|p−2∇u1

ε − |∇u2
ε|p−2∇u2

ε)∇(u1
ε − u2

ε)dxdt+

+ε−γ
∫
Stε

(σ(x, u1
ε)− σ(x, u2

ε))(u
1
ε − u2

ε)dsdt = 0 (3.30)

Используя монотонность функции σ(x, u) по переменной u и строгую монотонность опера-

тора p-Лапласа (см. [42]), получим

1

2

d

dt
‖u1

ε − u2
ε‖L2(Ωε) ≤ 0 (3.31)

Откуда следует, что u1
ε = u2

ε.

Оценки (3.2), (3.15) легко получаются из оценок (3.18), (3.19), (3.25).

3.3 Дополнительная регулярность решения. Продолжение

решения.

Теорема 13. Пусть uε — обобщенное решение задачи (3.1). Тогда

uε ∈ L∞(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε ∈ L2(0, T ;L2(Ωε)), (3.32)

и имеет место неравенство

‖∂tuε‖L2(0,T ;L2(Ωε)) + max
[0,T ]
‖∇uε‖Lp(Ωε) + ε−γ/p max

[0,T ]
‖uε‖Lp(Sε) 6

6 C‖f‖L2(QTε ). (3.33)

Доказательство. Умножим уравнение на (dεk,m)′ и просуммируем по k от 1 до m. Получим

‖∂tuε,m‖2
L2(Ωε) +

∫
Ωε

|∇uε,m|p−2∇uε,m∇∂tuε,mdx+ ε−γ
∫
Sε

σ(x, uε,m)∂tuε,mds = (3.34)

=

∫
Ωε

f∂tuε,mdx (3.35)
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Определим функцию:

σ̃(x, u) =

u∫
0

σ(x, τ)dτ, x ∈ Ω, u ∈ R.

Используя условия, наложенные на функцию σ(x, u), заключаем, что:

σ̃(x, u) ≥ C|u|p. (3.36)

Также справедливо следующее соотношение:

∂tσ̃(x, uε,m(x, t)) = σ(x, uε,m(x, t))∂tuε,m (3.37)

Интегрируя по t и используя (3.36), (3.37), получим:

τ∫
0

‖∂tuε,m‖2
L2(Ωε)dt+

1

p
‖∇uε,m(x, τ)‖pLp(Ωε)

+ Cε−γ
∫
Sε

|uε,m(x, τ)|pds 6

6 Cδ1‖f‖L2(QTε ) + δ1

τ∫
0

∫
Ωε

|∂tuε,m|2dxdt

Полагая в полученном неравенстве δ1 = 1/2, δ2 = 1/2, придем к следующей оценке:

‖∂tuε,m‖L2(QTε ) + max
[0,T ]
‖∇uε,m‖Lp(Ωε) + ε−γ/p max

[0,T ]
‖uε,m‖Lp(Sε) 6 K‖f‖q

L2(QTε )

Откуда и следует утверждение теоремы.

Для перехода к пределу в задаче (3.1) при ε→ 0 следует построить продолжение функции

uε, для которой справедливы неравенства (3.2), (3.2) и (3.33), на весь цилиндр QT , таким

образом, чтобы для продолжения ũε были справедливы следующие неравенства

‖ũε‖W 1,p(Ω) ≤ C‖uε‖W 1,p(Ωε,∂Ω), ‖∇ũε‖Lp(Ω) ≤ ‖∇uε‖Lp(Ωε), п.в. t ∈ [0, T ], (3.38)

‖ũε‖Lp(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) + ‖∂tũε‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (3.39)

Такое продолжение построено в теореме 3.

Следовательно, существует такая подпоследовательность (используем для нее тоже обо-

значение, что и для исходной последовательности), что при ε→ 0 имеем

ũε ⇀ u в Lp(0, T ;W 1,p(Ω)), (3.40)

ũε → u в L2(QT ), (3.41)

∂tũε ⇀ ∂tu в L2(0, T ;L2(Ω)). (3.42)
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3.4 Случай α = n
n−p, γ = n

n−p(p− 1)

Из-за особенностей используемого метода для данного набора параметров мы полагаем,

что Gj в определении (1.2) — это шар единичного радиуса с центром в начале координат.

Таким образом, перфорации — это шары малого радиуса, aε, центр которых совпадает с

центром соответствующих ячеек.

Теорема 14. Пусть n ≥ 3, 2 ≤ p < n, α = n/(n − p), γ = α(p − 1) и uε — обобщенное

решение задачи (3.1). Введем функцию u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) и ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ω)) как

обобщенное решение задачи
∂tu−∆pu+A|H(x, u)|p−2H(x, u) = f(x), в ΩT = Ω× (0, T );

u = 0 на ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = 0 при x ∈ Ω;

(3.43)

где A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn, ωn — площадь поверхности единичной сферы в Rn, H(x, u) —

решение уравнения

B0|H|p−2H = σ(x, u−H), (3.44)

где B0 =
(
n−p
p−1

)p−1

C1−p
0 . Тогда uε ⇀ u в Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) при ε→ 0.

Доказательство. Ввиду леммы 8, существует единственное решение уравнения (3.1). При

этом данное решение обладает свойством (см. (1.63)) для всех x ∈ Ω, u, v ∈ R. Тогда из

строгой монотонности функции |H|p−2H и |λ|p−2λ (см. [42]), p > 2, следует существование

и единственность обобщенного решения задачи (3.43) (см. теорему 12 и [36,41]).

В интегральном тождестве (3.5) положим ϕ = v − uε, где v — произвольная функция из

Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), ∂tv ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ωε, ∂Ω)):

T∫
0

〈∂tuε, v − uε〉dt+

∫
QTε

|∇uε|p−2∇uε∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
STε

σ(x, uε)(v − uε)ds ≥

≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx.

Из монотонности функций |λ|p−2λ и σ(x, u) относительно переменной u имеем∫
QTε

(|∇uε|p−2∇uε − |∇v|p−2∇v)∇(uε − v)dxdt ≥ 0, (3.45)

∫
STε

(σ(x, uε)− σ(x, v))(uε − v)dsdt ≥ 0. (3.46)

Также справедливо, что

T∫
0

〈∂t(uε − v), v − uε〉dt =
1

2

(
‖v(x, 0)‖2

L2(Ωε) − ‖uε(x, T )− v(x, T )‖2
L2(Ωε)

)
. (3.47)
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Из (3.45) — (3.47), получаем, что функция uε удовлетворяет следующему интегральному

неравенству

T∫
0

〈∂tv, v − uε〉dt+

∫
QTε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx+ ε−γ
∫
STε

σ(x, v)(v − uε)ds ≥

≥
∫
Ωε

f(v − uε)dx−
1

2
‖v(x, 0)‖2

L2(Ωε), (3.48)

где v — произвольная функция из Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)), ∂tv ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ωε, ∂Ω)).

Обозначим через P j
ε центр шара Gj

ε = {x ∈ Y j
ε : |x − P j

ε | < aε}. Обозначим через T jε шар

радиуса ε/4 с центром в точке P j
ε .

Рассмотрим функцию Wε определенную в теореме 5 (см. (2.25), (2.26), (2.27)). Также,

как и в указанной теореме (см. (2.30)), имеем, что

Wε ⇀ 0 в W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0. (3.49)

В неравенстве (3.48) в качестве пробной функции возьмем v = ψ −WεH(x, ψ), где ψ =

η(t)φ(x), η ∈ C1([0, T ]), φ ∈ C∞0 (Ω), и получим

T∫
0

〈∂t(ψ −WεH), ψ −WεH − uε〉dt+

+

∫
QTε

|∇(ψ −WεH)|p−2∇(ψ −WεH)∇(ψ −WεH − uε)dx+

+ε−γ
T∫

0

∫
Sε

σ(x, ψ −H)(ψ −H − uε)ds ≥
∫
QTε

f(ψ −WεH − uε)dx− (3.50)

−1

2
‖ψ(x, 0) +WεH(x, ψ(x, 0))‖2

L2(Ωε).

Перейдем к пределу в (3.50) при ε→ 0.

Ввиду (3.49) и (3.40), заключаем, что

lim
ε→0

T∫
0

〈∂t(ψ −WεH), ψ −WεH − uε〉dt =

T∫
0

〈∂tψ, ψ − u〉dt (3.51)

Применяя аналогичные соображения, получим

lim
ε→0

∫
QTε

f(ψ −WεH − uε)dxdt =

∫
QT

f(ψ − u)dxdt (3.52)

Исходя из (2.28) и соответствующей теоремы вложения, имеем:

Wε → 0 в L2(Ω) (3.53)
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Из (3.53) немедленно следует равенство:

lim
ε→0
‖ψ(x, 0) +WεH(x, ψ(x, 0))‖2

L2(Ωε) = ‖ψ(x, 0)‖2
L2(Ω) (3.54)

Далее введем обозначение

Pε ≡
∫
QTε

(|∇(ψ −WεH(x, ψ))|p−2 − |∇ψ|p−2)∇ψ∇(ψ −WεH(x, ψ)− uε)dxdt (3.55)

Покажем, что Pε → 0 при ε→ 0. Действительно, учитывая оценку∫
Ωε

|∇Wε|qdx ≤ Kεn(p−q)/(n−p), (3.56)

где 1 ≤ q ≤ p и применяя неравенство Минковского для p ∈ [2, 3] и неравенство (a+ b)p−2 −
bp−2 ≤ (p− 2)a(a+ b)p−3 для a, b ≥ 0, p > 3 имеем для p ∈ [2, 3]

|Pε| ≤
∫
QTε

((|∇ψ|+ |∇(WεH)|)p−2 − |∇ψ|p−2)|∇ψ||∇(ψ −WεH − uε)|dxdt

≤
∫
QTε

|∇(WεH)|p−2|∇ψ||∇(ψ −WεH − uε)|dx ≤ K
{∫

Ωε

|∇(WεH)|p−2dxdt (3.57)

+

∫
QTε

|∇(WεH)|p−1dx+

∫
QTε

|∇(WεH)|p−2|∇uε|dxdt
}
→ 0,

и для p > 3

Pε ≤ K

∫
QTε

|∇(WεH)|(|∇ψ|+ |∇(WεH)|)p−3(1 + |∇(WεH)|+ |∇uε|)dxdt→ 0, (3.58)

при ε→ 0. Тот факт, что интегралы в правой части оценок (3.57), (3.58) стремяться к нулю,

доказывается теми же методами с использованием оценки (3.56), что и при доказательстве

сходимости к нулю выражений, стоящих в правой части оценок (2.34) и (2.35), из теоремы 5.

Обозначим

Fε ≡
∫
QTε

(
|∇(ψ −WεH)|p−2 − |∇(WεH)|p−2

)
∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dxdt. (3.59)

Аналогично получим, что Fε → 0 при ε→ 0.
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Используя (3.51) — (3.59) предел при ε → 0 левой части неравенства (3.50) совпадает с

пределом выражения

T∫
0

〈∂tψ, ψ − u〉dt+

+

∫
QTε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ −WεH − uε)dxdt+ ε−γ
∫
STε

σ(x, ψ)(ψ −H − uε)dsdt− (3.60)

−
T∫

0

∫
Ωε

|∇(WεH)|p−2∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dxdt.

Из сходимостей (2.21) и (3.49) немедленно следует, что

lim
ε→0

∫
QTε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ −WεH − uε)dxdt =

∫
QT

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dxdt. (3.61)

Используя оценку (3.56), теми же методами, что и при доказательстве теоремы 5, выво-

дим, что

lim
ε→0

∫
QTε

|∇(WεH)|p−2∇(WεH)∇(ψ −WεH − uε)dxdt =

= lim
ε→0

∫
QTε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|H|p−2H(ψ −WεH − uε)

)
dxdt. (3.62)

В силу определения Wε имеем

Lε ≡
T∫

0

∫
Ωε

|∇Wε|p−2∇Wε∇
(
|H|p−2H(ψ −WεH − uε)

)
dxdt =

=
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T jε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|H|p−2H(ψ − uε)dsdt+ (3.63)

+
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂Gjε

|∇wjε|p−2∂νw
j
ε|H|p−2H(ψ −H − uε)dsdt,

где ∂νg — производная по нормали от функции g.

Также, исходя из определения функции Wε, можем вычислить

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂T jε

=
d

dr
wjε

∣∣∣
r=ε/4

= − (n− p)2
2n−2
p−1 C

n−p
p−1

0 ε
1
p−1

(p− 1)(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

, (3.64)

∂νw
j
ε

∣∣∣
∂Gjε

= − d

dr
wjε

∣∣∣
r=aε

=
(n− p)ε

−n
n−p

(p− 1)C0(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )

. (3.65)
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Используя соотношения (3.64), (3.65) и (3.51) — (3.63), неравенство (3.50) можно пере-

писать в следующем виде

T∫
0

〈∂tψ, ψ − u〉dt+

∫
QTε

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dxdt+

+Zε + Aεε
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T jε

|H|p−2H(ψ − uε)dsdt−

−ε−γ
T∫

0

∫
Sε

((n− p
p− 1

)p−1

C1−p
0 |H|p−2H − σ(x, ψ −H)

)
(ψ −H − uε)dsdt−

−Qε ≥
∫
QTε

f(ψ −WεH − uε)dxdt−
1

2
‖ψ(x, 0)‖2

L2(Ω), (3.66)

где Zε → 0, если ε→ 0 и

Aε =
(n− p
p− 1

)p−1 22n−2Cn−p
0

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

,

Qε =
1− (1− a

n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1

(1− a
n−p
p−1
ε ε

p−n
p−1 2

2n−2p
p−1 )p−1Cp−1

0

(n− p
p− 1

)p−1

ε−γ
∫
Sε

|H|p−2H(ψ −H − uε)ds.

Также как при доказательстве теоремы 5, выводим

lim
ε→0

Qε = 0. (3.67)

Принимая во внимание, что H — решение уравнения (3.44) из (3.66), используя (3.67),

переходя к пределу при ε→ 0, получим, что u удовлетворяет неравенству

T∫
0

〈∂tψ, ψ − u〉dt+ lim
ε→0

Aεε
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T jε

|H|p−2H(ψ − uε)dsdt+

+

∫
QT

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dxdt ≥
∫
QT

f(ψ − u)dx− 1

2
‖ψ(x, 0)‖2

L2(Ωε). (3.68)

Для нахождения предела в левой части (3.68) воспользуемся леммой 7.

Из леммы 7 и неравенства (3.68) следует, что

T∫
0

〈∂tψ, ψ − u〉dt+

∫
QT

|∇ψ|p−2∇ψ∇(ψ − u)dxdt+A
∫
QT

|H|p−2H(ψ − u)dxdt ≥

≥
∫
QT

f(ψ − u)dxdt− 1

2
‖ψ(x, 0)‖2

L2(Ωε), (3.69)

где A =
(
n−p
p−1

)p−1

Cn−p
0 ωn.
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Стоит отметить, что в (3.69) ψ = η(t)ϕ(x), где η ∈ C1([0, T ]), ϕ ∈ C∞0 (Ω). Од-

нако, линейная оболочка функций {η(t)ϕ(x) | ϕ ∈ C∞0 (Ω), η ∈ C1([0, T ])} плотна в K ={
u ∈ Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) | ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ω))
}

(см. [41]), следовательно, интегральное

неравенство (3.69) справедливо для произвольной функции ψ ∈ K.

Полагая в (3.69) ψ = u+λv, λ > 0, v ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), и переходя к пределу при λ→ 0,

получим

T∫
0

〈∂tu, v〉dt+

∫
QT

|∇u|p−2∇u∇vdxdt+A
∫
QT

|H(x, u)|p−2H(x, u)vdxdt ≥
∫
QT

fvdxdt. (3.70)

Заменяя в (3.70) v на −v приходим к интегральному тождеству для u:

T∫
0

〈∂tu, v〉dt+

∫
QT

|∇u|p−2∇u∇vdxdt+A
∫
QT

|H(x, u)|p−2H(x, u)vdxdt =

∫
QT

fvdxdt.

Следовательно, u — обобщенное решение задачи (3.43).

3.5 Случай α ∈ (1, n/(n− p)), γ = α(n− 1)− n

Теорема 15. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, α ∈ (1, n/(n− p)), γ = α(n− 1)− n и uε — обощенное

решение задачи (3.1). Пусть функция u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) и ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ω)) —

это обобщенное решение задачи
∂tu−∆pu+ Aσ(x, u) = f(x, t), в Ω× (0, T );

u = 0 на ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = 0, при x ∈ Ω

(3.71)

где A = Cn−1
0 l. Тогда uε ⇀ u в Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) при ε→ 0.

Доказательство. Исходя из монотонности функции σ(x, u) по переменной u ∈ R и моно-

тонности функции |λ|p−2λ (см. [42]), заключаем, что существует единственное обобщенное

решение задачи (3.71) (см. [36,41]).

Из интегрального тождества (3.5) и монотонности функции |λ|p−2λ и σ(x, u) по перемен-

ной u, используя метод описанный в теореме 5, получим следующее интегральное неравен-

ство:

T∫
0

〈∂tv, v − uε〉dt+

∫
QTε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dxdt+ ε−γ
∫
STε

σ(x, v)(v − uε)dsdt ≥

≥
∫
QTε

f(v − uε)dxdt−
1

2
‖v(x, 0)‖2

L2(Ωε). (3.72)
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где v произвольная функция из Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)).

Перейдем к пределу в (3.72) при ε → 0. Так как uε ⇀ u в W 1,p
0 (Ω), то мы можем найти

предел двух интегралов, взятых по области Ωε:

lim
ε→0

∫
QTε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dx =

∫
QT

|∇v|p−2∇v∇(v − u)dx (3.73)

lim
ε→0

∫
QTε

f(v − uε)dx =

∫
QT

f(v − u)dx (3.74)

Заметим, что имеет место равенство:

lim
ε→0
‖v(x, 0)‖2

L2(Ωε) = ‖v(x, 0)‖2
L2(Ω) (3.75)

Далее нам нужно найти предел двух оставшихся членов неравенства (3.72). Тем же

методом, что и в теореме 6 можем показать, что для α ∈ (1, n
n−p), γ = α(n− 1)− n мы имеем

следующее:

lim
ε→0

ε−γ
∫
Sε

σ(x, v)(v − uε)ds = A

∫
Ω

σ(x, v)(v − u)dx, (3.76)

Используя (3.40), перейдем к пределу в оставшемся члене неравенства (3.72):

lim
ε→0

T∫
0

〈∂tv, v − uε〉dt =

T∫
0

〈∂tv, v − u〉dt (3.77)

Исходя из (3.73) — (3.77), перейдем к пределу при ε → 0 в (3.72), тогда получим

следующее интегральное неравенство:

T∫
0

〈∂tv, v − u〉dt+

∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇(v − u)dx+ A

∫
Ω

σ(x, v)(v − u)dx ≥

≥
∫
Ω

f(v − u)dx− 1

2
‖v(x, 0)‖2

L2(Ω) (3.78)

Полагая в (3.78) v = u + λw, λ > 0, w ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), и переходя к пределу при

λ→ 0, мы придем к интегральному неравенству вида:

T∫
0

〈∂tu,w〉dt+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇wdx+ A

∫
Ω

σ(x, u)wdx ≥
∫
Ω

fwdx. (3.79)

Заменяя w на −w в (3.79) получим аналогичное неравенство, в котором знак будет

направлен в другую сторону. Следовательно, для u справедливо интегральное тождество:
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T∫
0

〈∂tu,w〉dt+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇wdx+ A

∫
Ω

σ(x, u)wdx =

∫
Ω

fwdx,

где w — произвольная функция из Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω))

Таким образом, u есть обобщенное решение задачи (3.71).

3.6 Случай: 1 < α < n/(n− p), γ < α(n− 1)− n.

Теорема 16. Пусть n ≥ 3, 2 < p < n, 1 < α < n/(n− p), γ < α(n− 1)− n. Введем функцию

u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) и ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ω)) как обобщенное решение задачи

∂tu−∆pu = f(x, t), в Ω× (0, T );

u = 0, на ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = 0, при x ∈ Ω.

(3.80)

Тогда uε ⇀ u в Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω) при ε→ 0.

Доказательство. Заметим, что из строгой монотонности функции |λ|p−2λ при λ ∈ R (см.

[42]) следует существование обобщенного решения задачи (3.80) (см. [36,41]).

Используя монотонность функции |λ|p−2λ и функции σ(x, u) по переменной u ∈ R, заклю-
чаем, что функция uε, помимо интегрального тождества (3.5), удовлетворяет интегральному

неравенству:

T∫
0

〈∂tv, v − uε〉dt+

∫
QTε

|∇v|p−2∇v∇(v − uε)dxdt+ ε−γ
∫
STε

σ(x, v)(v − uε)dsdt ≥

≥
∫
QTε

f(v − uε)dxdt−
1

2
‖v(x, 0)‖2

L2(Ωε) (3.81)

где v — произвольная функция из Lp(0, T ;W 1,p(Ωε, ∂Ω)).

В интегральном неравенстве (3.81) в качестве пробной функци возьмем ϕ = η(t)ψ(x), где

η ∈ C1([0, T ]), ψ ∈ C∞0 (Ω).

T∫
0

〈∂tϕ, ϕ− uε〉dt+

∫
QTε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− uε)dxdt+ ε−γ
∫
STε

σ(x, ϕ)(ϕ− uε)dsdt ≥

≥
∫
QTε

f(ϕ− uε)dxdt−
1

2
‖ϕ(x, 0)‖2

L2(Ωε) (3.82)

Перейдем к пределу в (3.82) при ε→ 0.
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Используя (3.40) и тот факт, что |Gε| → 0 при ε→ 0, заключаем:

lim
ε→0

∫
QTε

f(ϕ− uε)dxdt =

∫
QT

f(ϕ− u)dxdt (3.83)

Исходя из того, что γ < α(n−1)−n и σ(x, u) — непрерывно дифференцируемая на Ω×R,
|Sε| ≤ Kεα(n−1)−n, а также используя оценку (3.2), получим:∣∣∣∣∣ε−γ ∫

STε

σ(x, ϕ)(ϕ− uε)dsdt

∣∣∣∣∣ 6 Kε−γ(|Sε|+ |Sε|
1
q ‖uε‖Lp(0,T ;Lp(Sε))) =

= K(εα(n−1)−n−γ + ε(α(n−1)−n−γ) p−1
p )→ 0

(3.84)

Далее, используя сходимость (3.40), легко видеть, что

lim
ε→0

∫
QTε

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− uε)dxdt =

∫
QT

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− uε)dxdt. (3.85)

Далее найдем предел двух оставшихся членов неравенства (3.82). Из того, что |Gε| и
определения функции ϕ, заключаем

lim
ε→0
‖ϕ(x, 0)‖2

L2(Ωε) = ‖ϕ(x, 0)‖2
L2(Ω) (3.86)

Используя (3.40), находим предел оставшегося члена неравенства

lim
ε→0

T∫
0

〈∂tϕ, ϕ− uε〉dt =

T∫
0

〈∂tϕ, ϕ− u〉dt (3.87)

Таким образом, из (3.82), исходя из (3.83) — (3.87), при переходе к пределу при ε → 0

получим, что предельная функция u удовлетворяет следующему интегральному неравенству

T∫
0

〈∂tϕ, ϕ− u〉dt+

∫
QT

|∇ϕ|p−2∇ϕ∇(ϕ− u)dx ≥
∫
QT

f(ϕ− u)dx (3.88)

Стоит отметить, что в (3.88) ϕ = η(t)ψ(x), где η ∈ C1([0, T ]), ψ ∈ C∞0 (Ω). Од-

нако, линейная оболочка функций {η(t)ψ(x) | ψ ∈ C∞0 (Ω), η ∈ C1([0, T ])} плотна в K ={
u ∈ Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) | ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,q(Ω))
}

(см. [41]), следовательно, интегральное

неравенство (3.88) справедливо для произвольной функции ϕ ∈ K.

Полагая в (3.88) ϕ = u+λv, λ > 0, v ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), и переходя к пределу при λ→ 0,

получим

T∫
0

〈∂tu, v〉dt+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx ≥
∫
Ω

fvdx

Заменяя v на −v, получим аналогичное неравенство, в котором знак направлен в другую

сторону. Следовательно, для функции u справедливо интегральное тождество:
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T∫
0

〈∂tu, v〉dt+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx =

∫
Ω

fvdx

Таким образом, u — обобщенное решение задачи (3.80).
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следующем.

1. Для задачи эллиптического типа (2.1) в том случае, когда 2 < p < n, рассмотрены

все возможные наборы параметров α и γ. Для каждого набора построена усредненная

задача и доказана теорема о слабой сходимости решения исходной задачи к решению

усредненной.

2. Для аналогичной задачи (2.1) при p = n изучен критический случай, когда aε и β(ε)

удовлетворяют условиям (1.1). Для данного случая разработан метод, позволяющий

рассматривать перфорации произвольной формы с заданной площадью поверхности.

Также построена усредененная задача и доказана теорема о слабой сходимости.

3. Для задачи параболического типа (3.1) рассмотрены все возможные параметры, удовле-

творяющие условиям α ∈ (1, n/(n−p)], γ ≤ α(n−1)−n. Для каждого случая построена
усредненная задача и доказана теорема о слабой сходимости решения исходной задачи

к решению усредненной.

Дальнейшие цели исследования по данному направлению состоят в следующем: изучение

асимптотического поведения решения аналогичной краевой задачи для случаев когда, 1 <

p < 2 и n < p <∞.
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