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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáàòûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ òåî-
ðåì î çàìûêàíèè òèïà Ïîíñåëå äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
îêðóæíîñòåé. Ïîäõîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè èíâàðèàíòíûõ ìåð, ÷èñëà âðà-
ùåíèÿ, êîìïîçèöèé äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ò.ä. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ
èíâàðèàíòíûõ ìåð íà êîíèêàõ, îáîáùåíû íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î
çàìûêàíèè è äîêàçàí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Îäíîé èç âàæíåéøèõ è â òî æå âðåìÿ

êðàñèâåéøèõ òåîðåì êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ïîíñåëå.

Ô.Ãðèôôèòñ, Äæ.Õàððèñ (1977).

Òåîðåìà, îòêðûòàÿÆàíîì-Âèêòîðîì Ïîíñåëå â 1814 ã. è îïóáëèêîâàííàÿ èì
â 1822 ã., ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâó, ñîãëàñíî êîòîðîé âïèñàíî-îïèñàííàÿ
ëîìàíàÿ äâóõ êîíèê1 ëèáî çàìûêàåòñÿ äëÿ ëþáîé, ëèáî íå çàìûêàåòñÿ íè äëÿ
êàêîé íà÷àëüíîé òî÷êè, ïðè÷åì â ñëó÷àå çàìûêàíèÿ ÷èñëî çâåíüåâ âñåãäà îäè-
íàêîâîå. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ äâóõ êîíèê α è δ ñóùåñòâóåò n-óãîëüíèê
x1 . . .xn, âïèñàííûé â δ è îïèñàííûé îêîëî α (ò.å. ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå åãî
ñòîðîíû, êàñàþòñÿ α), òî òàêèõ n-óãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî, è
åãî ïåðâàÿ âåðøèíà x1 ìîæåò áûòü âûáðàíà íà δ ïðîèçâîëüíî (ñì. ðèñ. ).

Ðèñ. 1: Òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ n = 3 è n = 5

Çà äâà âåêà ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ òåîðåìà Ïîíñåëå âî ìíîæåñòâå ðàáîò íà-
øëà ïðèìåíåíèå â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè

1êîíèêà � ýòî ïëîñêàÿ êâàäðèêà, ò.å. êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
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áèëüÿðäîâ, êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, è ò.ä. Ïîëó÷å-
íû åå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû, îáîáùåíèÿ è ñâÿçè òåî-
ðåìû Ïîíñåëå èññëåäîâàëèñü Ê. ßêîáè, Æ. Áåðòðàí, À. Êýëè, Ã. Äàðáó, À.
Ëåáåãîì, È. Ø¼íáåðãîì, Î. Áîòòåìàîé, Ô. Ãðèôôèòñîì, Äæ. Õàððèñîì, À. Õî-
âàíñêèì, Â. Êîçëîâûì, Í. Õèò÷èíûì, è äð. Ïî ýòîé òåìå ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ
ëèòåðàòóðà, â òîì ÷èñëå, äâå ìîíîãðàôèè 2 3

Ïîìèìî êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ïîíñåëå, ê íàèáîëåå èçâåñòíûì òåîðåìàì î
çàìûêàíèè îòíîñÿòñÿ òåîðåìà î çèãçàãå, ïîðèçì Øòåéíåðà, òåîðåìà Ýìõà. Â
íåäàâíåé ðàáîòå Â. Ïðîòàñîâà4 áûë ñôîðìóëèðîâàí îáùèé ïðèíöèï çàìûêàíèÿ
äëÿ ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn è ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ýì-
õà, èç êîòîðîãî êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþò ÷åòûðå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î
çàìûêàíèè.

Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïîíñåëå íåòðèâèàëüíû è èñïîëüçóþò ðàç-
ëè÷íóþ òåõíèêó (ìåðû, ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, òåî-
ðåìû Àáåëÿ è Ðèìàíà-Ðîõà, è ò.ä.). Ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé íåêîòîðûé èíâà-
ðèàíò, âîñõîäèò ê ðàáîòàì ßêîáè 1828 ã. è Áåðòðàíà 1870 ã. Ñïóñòÿ áîëåå ÷åì
ñòîëåòèå, â 1983 ãîäó, îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè ïðèáëèæåíèé è òåîðèè ñïëàé-
íîâ Ø¼íáåðã èçëîæèë ýòè ðåçóëüòàòû â óïðîùåííîì âèäå. Â 1994 ã. Êèíã èí-
òåðïðåòèðîâàë êîíñòðóêöèþ ßêîáè-Áåðòðàíà â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíîé ìåðû
íà êîíèêå. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñòàëî êëàññè÷åñêèì è âîøëî âî ìíîãèå êíèãè è
çàäà÷íèêè ïî ãåîìåòðèè.

Èçëîæèì êðàòêî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà îêðóæíîñòü α ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè δ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ìåðà
m(·) íà δ, òàêàÿ ÷òî âñå îðèåíòèðîâàííûå äóãè ⌣

xy⊂ δ, õîðäû êîòîðûõ êàñàþòñÿ
îêðóæíîñòè α, èìåþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå m(

⌣
xy) = m̃ (ñì. ðèñ. 2).

Òîãäà n-óãîëüíèê Ïîíñåëå ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
n m̃ ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì m(δ). Ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò ïî-
ëîæåíèÿ ïåðâîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà Ïîíñåëå äëÿ
îêðóæíîñòåé.

Ìåðà íà îêðóæíîñòè δ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè åå ïëîòíîñòü ρ = m′

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
ρ(x)|dx| = ρ(y)|dy|, (1)

ãäå dx, dy � ýòî îðèåíòèðîâàííûå äëèíû ìàëûõ äóã ïðè øåâåëåíèè õîðäû xy,
êàñàþùåéñÿ α. Åñëè ôóíêöèÿ ρ : δ → R+ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî ìåðà

m(
⌣
xy) =

∫ y

x

ρ(s)ds

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé (èíòåãðèðîâàíèå ïî äóãå
⌣
xy).

2V.Dragović and M.Radnović, Poncelet porisms and beyond, Springer-Birkhauser, Basel, 2011
3L.Flatto, Poncelet's theorem, AMS, Providence, RI, 2009.
4V.Yu.Protasov, Generalized closing theorems, Elem. Math., 66 (2011) �3, 98-117.
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Ðèñ. 2: m(
⌣
xy) = const

Äëÿ îêðóæíîñòåé α è δ òàêàÿ ìåðà çàäàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé

ρ(x) =
1√

|fα(x)|
,

ãäå fα(x) = |x− cα|2− r2α � ýòî ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè α ðàäèóñà rα
è öåíòðîì â òî÷êå cα ∈ R2. Ýòó ìåðó áóäåì íàçûâàòü ìåðîé ßêîáè-Áåðòðàíà.
Áîëåå òîãî, êàê ýòî áûëî çàìå÷åíî À. Ã. Õîâàíñêèì, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ f(x), x ∈ R2, òî òà æå ôîðìóëà òàêæå îïðå-
äåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îêðóæíîñòè δ è êîíèêè α = {x ∈ R2 |f(x) = 0},
÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó Ïîíñåëå äëÿ íèõ â ñëó÷àå, êîãäà α ëåæèò âíóòðè δ. Îä-
íàêî, ïðè ïîïûòêå ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ ñ êîíñòðóêöèåé Êèíãà â äðóãèõ ñëó-
÷àÿõ, âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàðóøåíèåì ïîðÿäêà îáõîäà âåðøèí
ëîìàíûõ Ïîíñåëå. Â ñòàòüå À.À. è Ä.À. Ïàíîâûõ 2006 ã. ñ ïîìîùüþ äðóãîé
êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóþùåé ãîìåîèäíóþ ïëîòíîñòü, ýòè íåïðèÿòíîñòè óäàåòñÿ
óñòðàíèòü. Òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíò-
íîé ìåðû äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê. Â äèññåðòàöèè òàêàÿ ôîðìóëà âûâåäåíà
è êëàññèôèöèðîâàíû âñå èíâàðèàíòíûå ìåðû íà êîíèêàõ. Äîêàçàíî ñâîéñòâî
óíèâåðñàëüíîñòè ìåðû, ñîãëàñíî êîòîðîìó îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîá-
ðàæåíèé Ïîíñåëå âñåãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç äâå äàííûå êîíèêè, ÷òî âåäåò
ê íîâûì äîêàçàòåëüñòâàì �áîëüøèõ� òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà äëÿ ïó÷êîâ êîíèê.

Â 1974 ãîäó Áëýê, Õîóëýíä è Õîóëýíä ïîñòðîèëè èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ
äðóãîé õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû î çàìûêàíèè:

Òåîðåìà î çèãçàãå. Åñëè äëÿ äàííûõ îêðóæíîñòåé α, δ è ÷èñëà l > 0, ñó-
ùåñòâóåò 2n-óãîëüíèê, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû l, à âåðøèíû ïî î÷åðåäè
ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ δ è α, òî òàêèõ 2n-óãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî, è åãî ïåðâîé âåðøèíîé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè δ,
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óäàëåííàÿ îò îêðóæíîñòè α íà ðàññòîÿíèå ìåíüøå l.
Ýòà òåîðåìà áûëà óñòàíîâëåíà Ýìõîì â 1901 ãîäó, çàòåì äâàæäû íåçàâèñèìî

ïåðåîòêðûòà: Áîòòåìîé â 1965 ãîäó è Áëýêîì-Õîóëýíäîì â 1974 ãîäó.
Òåîðåìà Øòåéíåðà. Ïóñòü äàíû äâå îêðóæíîñòè α0, α1, îäíà âíóòðè äðó-

ãîé. Îêðóæíîñòè {ωk}k∈N âïèñàíû â êîëüöî ìåæäó α0 è α1 ïîñëåäîâàòåëüíî
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà (ωk è ωk+2 ðàçëè÷íû è îáå êàñàþòñÿ ωk+1 , k ∈ N). Åñëè
ýòà öåïî÷êà çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ, ò.å., ωn+1 = ω1, òî ýòî æå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè ω1.

Ìû óïîìÿíóëè òðè íàèáîëåå èçâåñòíûå òåîðåìû î çàìûêàíèè. Îòíîñèòåëüíî
íåäàâíî áûëî çàìå÷åíî5, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
òåîðåìû Ýìõà î öåïî÷êàõ îêðóæíîñòåé.
Òåîðåìà Ýìõà. Ïóñòü α0, α1 � ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè è M �
ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ α0 è α1. Ôèêñèðóåì îêðóæíîñòü δ /∈ M è
ïîñòðîèì öåïî÷êó îêðóæíîñòåé {ωk}∞k=1 Åñëè äëÿ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé îêðóæ-
íîñòè ω1 ∈ Mi öåïî÷êà Ýìõà çàìûêàåòñÿ ÷åðåç n øàãîâ, òî îíà áóäåò çàìû-
êàòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ω1 ∈ Mi è òîæå ÷åðåç n øàãîâ.

Ýòà òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà À. Ýìõîì â 1901 ãîäó, íî ïðèâåäåííîå èì äî-
êàçàòåëüñòâî ïîäõîäèò òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé α0

è α1, â 1996 ãîäó Â. Áàðò è Ò. Áàóýð6 ïðåäëîæèëè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà î çèãçàãå n = 4 Òåîðåìà Øòåéíåðà n = 16 Òåîðåìà Ýìõà äëÿ n = 10

Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ýìõà, ïîëó÷åííàÿ Ïðîòàñîâûì â 2011 ã.7, åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ýìõà: âìåñòî öåïî÷åê îêðóæíî-
ñòåé, êàñàþùèõñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé, ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êè ñôåð,
êàñàþùèõñÿ d äàííûõ ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rd. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Ãëàâû 1 äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ÿâíîé ôîðìóëû èíâàðèàíòíîé ìåðû,

5V.Yu.Protasov, One generalization of Poncelet's theorem, Russian Math. Surveys, 61 (2006) � 6, 187-188.
6W.Barth and Th.Bauer, Poncelet theorems, Exp. Math., 14 (1996), 125-144
7V.Yu.Protasov, Generalized closing theorems, Elem. Math., 66 (2011) �3, 98-117.
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ïî êâàäðàòè÷íûì ôîðìàì äàííûõ ñôåð, äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà. Äëÿ
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ýìõà îíà ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä:

ρ(x) =
1√

|σ0(x)σ1(x)|
, (2)

ãäå σj(x) � ýòî ñòåïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè αj. Èíâàðèàíòíûå ìå-
ðû ßêîáè-Áåðòðàíà è Áëýêà-Õîóëýíäà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìåðû (2).

Åùå îäíà âàæíàÿ çàäà÷à: íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîãî óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ
òðàåêòîðèé. Â çàìåòêå À. Êýëè8 òàêîå óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Âäîõíîâèâøèñü ýòèì ðåçóëüòàòîì, Ëåáåã ïåðåâåë äî-
êàçàòåëüñòâî Êýëè íà ÿçûê ãåîìåòðèè. Â ñîâðåìåííîì ïîäõîäå Ô. Ãðèôôèòñ
è Äæ. Õàððèñ9 âûâåëè òåîðåìó Êýëè, îïðåäåëèâ àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ
òî÷åê êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ôîðìóëû Êýëè îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ ÷åðåç çàäàííîå ÷èñëî n øà-
ãîâ. Ïðè áîëüøèõ n, îäíàêî, îíè ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçäêè. Êðîìå òîãî, ñ èõ ïî-
ìîùüþ íåëüçÿ ïðîâåðèòü, ÷òî òðàåêòîðèè Ïîíñåëå íå çàìûêàþòñÿ. Ïîýòîìó,
íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü òàêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå äàâàëè áû îòâåò íà âîïðîñ î çà-
ìûêàíèè òðàåêòîðèé è ïîçâîëÿëè áû âû÷èñëèòü ïåðèîä, åñëè îí åñòü. ßêîáè
ñäåëàë ýòî äëÿ äâóõ âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêîãî èíòå-
ãðàëà. Ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ýòîò ðåçóëüòàò íà ïàðó êîíèê ïðîèçâîëüíîãî âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ êëàññè-
÷åñêèõ òåîðåì î çàìûêàíèè è èõ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé, èññëåäîâàíèå èõ
ñâîéñòâ, óñèëåíèå êëàññè÷åñêèõ è âûâîä íîâûõ òåîðåì î çàìûêàíèè, â ÷àñòíî-
ñòè, íåêîììóòàòèâíûõ, à òàêæå ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ óñëîâèé íà çàìûêà-
íèå òðàåêòîðèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëü-
íîãî è êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êëàññè÷åñêîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íà çàùèòó âû-
íîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðå-
ìû Ýìõà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ

8A. Cayley, Developments on the porism of the in-and-circumscribed polygon, Philosophical Magazine, 7 (1854)
339�345.

9Gri�ths Ph., Harris J., On Cayley's explicit solution to Poncelet's porism, Enseign. Math., 24 (1978), 31-40.

5



êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ýìõà, Ïîíñåëå, î çèãçàãå è Øòåéíåðà. Ñ ïðèìåíåíè-
åì íîâîé ìåðû äîêàçàíû îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ýìõà íà ïó÷êè îêðóæíîñòåé
è íà öèêëèêè, à òàêæå ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå íà êàíàëîâûå
öèêëèäû Äàðáó.

2. Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå èíâàðèàíòíàÿ îòíî-
ñèòåëüíî èõ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå ìåðà. Äîêàçàíà åå óíèâåðñàëüíîñòü äëÿ
âñåãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòè êîíèêè, ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôè-
êàöèÿ èíâàðèàíòíûõ è óíèâåðñàëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ. Ïî-
ëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ êîíèê, ÷òî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé è ôîðìó-
ëó äëÿ ïåðèîäà.

3. Ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè áîëüøèõ òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà,
êîòîðûå íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò ïîëíîå
ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì î çà-
ìûêàíèè è èõ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ èí-
âàðèàíòíûõ ìåð, â êîòîðûõ ïîëó÷åíû: ãåîìåòðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î
çàìûêàíèè, íîâîå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå è êðèòåðèé çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé.
Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå òåîðåìû î çàìûêàíèè. Ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë10,
òåîðèè ÷èñëîâûõ îáðàçîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ11, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé12 è ãåîìåòðèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñå-
ìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:

• ñåìèíàð �Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî (2012);

• ñåìèíàð �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä.
À.Ò. Ôîìåíêî, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.Ñ. Ìè-
ùåíêî, ä.ô.-ì.í. ïðîô. À.À. Îøåìêîâà, ê.ô.-ì.í. äîö. Å.À. Êóäðÿâöåâîé,
ê.ô.-ì.í. äîö. È.Ì. Íèêîíîâà (2012);

10ñì. Â. Â. Êîçëîâ, Óñëîâèÿ ðàöèîíàëüíîñòè îòíîøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è áîëüøàÿ òåîðåìà

Ïîíñåëå, Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ., 2003, � 4, 6�13
11ñì. H.-L. Gau, P.Y. Wu, Numerical range and Poncelet property, Taiwanese Journal of Mathematics, Vol. 7,

No. 2 (2003), 173-193 è B. Mirman, Vl. Borovikov, L. Ladyzhensky, R. Vinograd, Numerical ranges, Poncelet
curves, invariant measures, Linear Algebra Appl., 329 (2001), 61-75.

12ñì. V.P. Burskii, A.S. Zhedanov, On Dirichlet, Poncelet and Abel problems, Communications on pure and
applied analysis, Vol. 12, � 4 (2013), 1587 � 1633.
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• ñåìèíàð �Óçëû è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. ïðîô.
Â.Î. Ìàíòóðîâà, ê.ô.-ì.í. äîö. Ä.Ï. Èëüþòêî, ê.ô.-ì.í. äîö. È.Ì. Íèêî-
íîâà (2013);

• ñåìèíàð �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-
ì.í. äîö. Ï.À. Áîðîäèíà (2013)

• ñåìèíàð �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ� ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. Ì.È. Çåëèêèíà è ê.ô.-ì.í. àññ. Ë.Â. Ëîêóöè-
åâñêîãî (2014);

• ñåìèíàð �Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ä.ô-ì.í. ïðîô. Î. Ã. Ñìîëÿíîâ, ä.ô.-ì.í. ïðîô. Å.Ò. Øàâãóëèäçå
(2015)

• ñåìèíàð ÈÏÏÈ ÐÀÍ �Äèñêðåòíàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ� ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ê.ô.-ì.í. Î. Ð. Ìóñèíà, ä.ô.-ì.í. À.À. Ãàéôóëëèíà, ä.ô.-ì.í.
Ã.À. Êàáàòÿíñêîãî, ä.ô.-ì.í. äîö. Ð.Í. Êàðàñ¼âà, ä.ô.-ì.í. ïðîô. È.Ì.
Êðè÷åâåðà (2015)

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþ-
ùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷è-
ñåë, ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííàÿ 120-ëåòèþ Áîðèñà Íèêîëàåâè÷à Äåëîíå
(Ìîñêâà, 16 - 20 àâãóñòà, 2010 ã.) � ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû
â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [4];

• ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2013¿ (Ìîñêâà, 8 � 13 àïðåëÿ 2013 ã.) � ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [5];

• ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2015¿ (Ìîñêâà, 13 � 17 àïðåëÿ 2015 ã.) � ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå òåçèñîâ êîíôåðåíöèé [6].

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â øåñòè ðàáîòàõ [1�6] àâòîðà (áåç ñîàâ-
òîðîâ) (äâå èç íèõ [1, 2] � â öåíòðàëüíûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, ñïèñ-
êà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò
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157 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 111 íàèìåíîâàíèé, â òîì ÷èñëå 6
ðàáîò àâòîðà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè èçëîæåíà èñòîðèÿ âîïðîñà, ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâà-
åìûõ çàäà÷. Ñôîðìóëèðîâàíû öåëü ðàáîòû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãîìåð-
íîé òåîðåìû Ýìõà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ìû èçëàãàåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ î êàñàíèè ñôåð â ïðîñòðàíñòâå Rn, îáîáùàþùèå òåîðåìó Êåéçè,
÷òîáû çàòåì ïî óðàâíåíèÿì n äàííûõ ñôåð â Rn âûâåñòè óðàâíåíèå îïèñàí-
íîé îêîëî íèõ n-ìåðíîé öèêëèäû Äþïåíà. Ýòî íàì ïîçâîëèò äîêàçàòü ãëàâíûé
ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû:

Òåîðåìà 17 (îá èíâàðèàíòíîé ìåðå äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû Ýìõà) Ïóñòü â
ïðîñòðàíñòâå Rn äàíû n îðèåíòèðîâàííûõ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn, äëÿ êîòîðûõ
ìíîæåñòâî W ñôåð, êàñàþùèõñÿ èõ, íå ïóñòî. ×åðåç σi(x) îáîçíà÷èì ñòå-
ïåíü òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû ωi, à ÷åðåç τωiωj

� êàñàòåëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñôåðàìè ωi è ωj. Òîãäà ôóíêöèÿ

ρ(x) =
1√

| det(C(x))|
, (3)

ãäå C(x) =


0 τ 2ω1ω2

. . . τ 2ω1ωn
σ1(x)

τ 2ω1ω2
0 . . . τ 2ω2ωn

σ2(x)
...

... . . . ...
...

τ 2ω1ωn
τ 2ω2ωn

. . . 0 σn(x)
σ1(x) σ2(x) . . . σn(x) 0

 ,

îïðåäåëÿåò íà âñÿêîé îêðóæíîñòè δ ∈ Rn èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ îáîáùåí-
íîãî ïðîöåññà Ýìõà ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn íà îêðóæíîñòè δ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñôåðà ω′ ïðîáåãàåò ñåìåéñòâî W , òî îíà âûñåêàåò íà
ëþáîé îêðóæíîñòè δ â Rn äóãè

⌣
xy, èçìåíÿþùèåñÿ ïî çàêîíó (1). Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ìåðà µ(A) =
∫
A
ρ(x)|dx| èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Ýìõà

æδ : x 7→ y, ò.å. µ(æδ(A)) = µ(A) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A îêðóæ-
íîñòè δ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð ω1, ω2, . . . , ωn è îêðóæ-
íîñòè δ îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà Ýìõà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îáùåãî ñëó÷àÿ ìû íàéäåì îðèåíòèðóþùèé èíâàðèàíò τ(x), êîòîðûé ïîçâîëèò
â ðàâåíñòâå (1) èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëåé. Ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà µ′ ñ ïëîòíîñòüþ
ρ′(x) = τ(x)ρ(x) òîæå æδ-èíâàðèàíòíà, à â äîáàâîê ê ýòîìó, îíà åùå ïîñòî-
ÿííà íà âñåõ äóãàõ

⌣
xy, âûñåêàåìûõ íà îêðóæíîñòè δ ñôåðàìè ω′ ∈ W , ò.å.
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µ(
⌣
xy) = const := cδ. Ýòî ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Êèíãà13 äîêàçûâàåò ìíîãî-

ìåðíóþ òåîðåìó Ýìõà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ ñôåð.
Â ñëó÷àå n = 2 Òåîðåìà 17 äàåò ñëåäóþùóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà îêðóæ-

íîñòÿõ ïëîñêîñòè:

Òåîðåìà 20 Ïóñòü σ0(x) è σ1(x) � ñòåïåíè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòåé α0 è α1. Òîãäà íà ëþáîé îêðóæíîñòè δ ìåðà ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x) =
1√

|σ0(x)σ1(x)|

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ïðîöåññà Ýìõà îòíîñèòåëüíî α0 è α1.

Òåîðåìà 20 äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ýìõà. Êðîìå òîãî,
ìåðû ßêîáè-Áåðòðàíà è Áëýêà-Õîóëýíäà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìåðû
ρ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìåðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà
äëÿ òåîðåì òèïà Ïîíñåëå. Ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ôîðìóëîé äëÿ
ρ(x) äàþò îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ýìõà íà ïó÷êè îêðóæíîñòåé, íà öèêëèêè âìåñòî
äâóõ îêðóæíîñòåé è äîêàçûâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì Ýìõà è Ïîíñåëå äëÿ
êîíèê. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîé òåîðåìû
Ýìõà íà êàíàëîâûå öèêëèäû Äàðáó14:

Òåîðåìà 22 Ñôåðû, âïèñàííûå â êàíàëîâóþ öèêëèäó Äàðáó, îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì çàìûêàíèÿ íà ëþáîé îêðóæíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì êëàññèôèêàöèþ èíâàðèàíòíûõ ìåð íà êî-
íèêàõ, âûâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
êîíèê15, äîêàæåì ñâîéñòâî åå óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
äâå äàííûå êîíèêè è ðàñïðîñòðàíèì êîíñòðóêöèþ Êèíãà èíâàðèàíòíîé ìåðû
íà áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå.

Ïóñòü α è β � äâå ðàçëè÷íûå êîíèêè, âîçìîæíî âûðîæäåííûå. Îòîáðàæå-
íèåì Ïîíñåëå íà êîíèêå α îòíîñèòåëüíî êîíèêè β áóäåì íàçûâàòü òàêîå îòîá-
ðàæåíèå jβ : x 7→ y, ÷òî ïðÿìàÿ xy êàñàåòñÿ êîíèêè β. Òàê êàê ê êîíèêå β
ìîæíî ïðîâåñòè äâå êàñàòåëüíûå, òî äëÿ íåå åñòü äâà îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå j1β
è j2β. Îíè îïðåäåëåíû íà ïîäìíîæåñòâå αβ êîíèêè α, èç òî÷åê êîòîðîãî ìîæíî
ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê êîíèêå β. ×åðåç ÷åðåç Pα(x) è Pβ(x) îáîçíà÷èì êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû êîíèê α è β â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â
Òåîðåìå 33 ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà íà êîíèêå α ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x) =
1

|∇Pα(x)|
√

Pβ(x)
(4)

13King J. L., Three Problems in Search of a Measure, The American Mathematical Monthly, Vol.101, No.7, 1994,
609-628.

14Ã. Äàðáó, Ïðèíöèïû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, Ë.-Ì.: ÃÎÍÒÈ, 1938.
15Âèä òàêîé ìåðû àâòîðó ñîîáùèë À. Ã. Õîâàíñêèé, ïðîôåññîð ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Òî-

ðîíòî.
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èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîíñåëå êîíèêè β.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïó÷îê êîíèê F, ñîäåðæàùèé êîíèêó α. Ìåðà íà α íàçû-

âàåòñÿ F-óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé Ïîí-
ñåëå âñåõ êîíèê ïó÷êà F. Ìû äîêàæåì, ÷òî ìåðà (4) ÿâëÿåòñÿ F-óíèâåðñàëüíîé.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ìû ïîñòðîèì âûðàâíèâàþùåå îòîáðàæåíèå ϑ, êîòîðîå
ïåðåâîäèò îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ âñåõ êîíèê β ïó÷êà F â ïîâîðîòû íà îêðóæ-
íîñòè. À èìåííî, áóäåò äîêàçàíà

Òåîðåìà 40 Êàæäîé êîíèêå β ïó÷êà F ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî cβ
òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå j1β è j2β ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âûðàâíèâàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ ϑ ïåðåéäóò â ñäâèãè íà âåêòîðà ±cβ. Òî÷íåå, äëÿ k ∈ {1, 2}
äèàãðàììà

αβ

jkβ−−→ αβyϑ

yϑ

T
ρ(−1)kcβ−−−−→ T

êîììóòàòèâíà, ò.å.
ϑ ◦ jkβ = ρ(−1)kcβ ◦ ϑ (5)

Ýòî ðàñïðîñòðàíÿåò êîíñòðóêöèþ Êèíãà íà áîëüøóþ òåîðåìó Ïîíñåëå, ñ
ïîìîùüþ ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå åå äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êëàññèôèêàöèþ èíâàðèàíòíûõ è óíèâåðñàëüíûõ
ìåð íà êîíèêàõ:

Òåîðåìà 43 Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, F � ïó÷îê
êîíèê, ïîðîæäåííûé α è β.
1. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β íå çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ jβ-èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Ïðè ýòîì, îíà àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è F-óíèâåðñàëüíà.
2. Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê α è β çàìûêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð. Êàæäàÿ òàêàÿ ìåðà µ îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàäàíèåì íà ïðîèçâîëüíîé äóãå (a, b), ãäå b � òàêàÿ
òî÷êà îðáèòû a ïîä äåéñòâèåì jβ, ÷òî íà äóãå (a, b) íåò äðóãèõ òî÷åê ýòîé
îðáèòû.
3. F-óíèâåðñàëüíàÿ ìåðà íà α ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è ñîâïàäàåò ñ ìå-
ðîé (4).

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì äâå òåîðåìû î çàìûêàíèè,
â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò íîâûå ñåìåéñòâà êîíèê è îêðóæíîñòåé, îòëè÷íûå îò
ïó÷êîâ. Áîëüøèå òåîðåìû Ïîíñåëå è Ýìõà èìåþò ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè
òðàåêòîðèé. Ïîÿñíèì åãî íà ïðèìåðå áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå. Â íåé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êîíèêè α, β1, . . . , βn, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïó÷êó F, è ñòðîèòñÿ
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ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â êîíèêó α òàê, ÷òî åå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíî êàñàþò-
ñÿ êîíèê β1, . . . , βn (i-àÿ ñòîðîíà êàñàåòñÿ βi). Òîãäà ïðè �âðàùåíèè� ëîìàíîé
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ âåðøèíó, òîæå êàñàåòñÿ íåêî-
òîðîé êîíèêè βn+1 ïó÷êà F. Ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ïîðÿäîê êàñàíèÿ ñòîðîí ëîìàíîé ñ êîíèêàìè β1, . . . , βn ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì, à ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíèêà βn+1 ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Äëÿ äàííîé êîíèêè α îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(α) ñåìåéñòâî êîíèê, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ äâàæäû êàñàåòñÿ α. Ïðè ýòîì êàñàíèå ìîæåò áûòü è ìíèìûì. Íàïðèìåð,
äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (1,±i, 0)
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êðîìå òîãî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω(α) ñîäåðæèò òàêæå è âñå òî÷êè ïëîñêîñòè (êàê âûðîæ-
äåííûå êîíèêè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîëüøîé òåîðåìå Ïîíñåëå ìîæíî âìåñòî
íàáîðîâ êîíèê èç îäíî ïó÷êà áðàòü íàáîðû êîíèê ñåìåéñòâà Ω(α), à èìåííî:

Òåîðåìà 58 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå)
Ïóñòü α � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà, β1, . . . , βn ∈ Ω(α). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
a1 ∈ α ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ïîíñåëå a1a2 . . .an+1, ó êîòîðîé aiai+1 êàñàåòñÿ
βi. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè a1 ïî êîíèêå α ïðÿìàÿ a1an+1 òîæå êàñàåòñÿ
ôèêñèðîâàííîé êîíèêè βn+1 ∈ Ω(α) (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3:

Ïðè ýòîì, òðàåêòîðèè Ïîíñåëå êîíèê ñåìåéñòâà Ω(α) íå èìåþò ñâîéñòâà êîì-
ìóòàòèâíîñòè: åñëè êàñàíèå ñòîðîí ëîìàíîé ñ êîíèêàìè β1, . . . , βn ïðîèñõîäèò
â äðóãîì ïîðÿäêå, òî ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíèêà βn+1 ∈ Ω(α) òîæå äðóãàÿ.

Ýòà òåîðåìà èìååò îäíî ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå:

Òåîðåìà 59 (Óñèëåííàÿ òåîðåìà Ïîíñåëå íà àáñîëþòå) Ïóñòü ω1, ω2, . . ., ωn �
ïðîèçâîëüíûå öèêëû â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Âûáåðåì òî÷êó v1 íà àáñîëþòå
è ïîñòðîèì âïèñàííóþ â íåãî ëîìàííóþ v1v2 . . . vn+1, ó êîòîðîé i-àÿ ñòîðîíà
vivi+1 êàñàåòñÿ öèêëà ωi, i = 1, n. Òîãäà ïðè äâèæåíèè òî÷êè v1 ïî àáñîëþòó
ïðÿìàÿ v1vn+1 êàñàåòñÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî öèêëà.
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Ìû òàêæå íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà êîíèêå
α ñ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîéØòåéíåðà è óíèâåðñàëüíîé ìåðîé íà α îòíîñèòåëüíî
ïó÷êà êîíèê Øàëÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé (Òåîðåìà 60).

Ðàññìîòðèì n ïàð îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}. Åñëè îêðóæ-
íîñòè îðèåíòèðîâàòü, òî äëÿ êàæäîé ïàðû {αi, βi} îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñåìåéñòâî Mi êàñàþùèõñÿ åå îêðóæíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

{M1 × . . .×Mn} = {{γ1, . . . , γn} : γ1 ∈ M1, . . . , γn ∈ Mn}

íàçîâåì øêàòóëêîé íàáîðà {αi, βi}ni=0 è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω{αi, βi}ni=0.

Ðàññìîòðèì øêàòóëêó Ω{αi, βi}ni=0 è ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü δ. Íàçîâåì δ-
îæåðåëüÿìè øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0 òàêèå öåïî÷êè {γ1, . . ., γn} èç íåå, êîòîðûå
îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: γi è γi+1 ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíîñòè δ äëÿ
âñåõ i = 1, n− 1. Íàçîâåì δ-îæåðåëüå çàìêíóòûì, åñëè åãî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ
îêðóæíîñòè γ1 è γn òîæå ïåðåñåêàþòñÿ íà δ.

Îïðåäåëåíèå 2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øêàòóëêà Ω îáëàäàåò ñâîéñòâîì çà-
ìûêàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ, åñëè èç òîãî, ÷òî êàêîå-íèáóäü îäíî åå δ-îæåðåëüå
çàìêíóòî, ñëåäóåò, ÷òî â Ω ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíî ýêâèâàëåíòíûé êëàññ
çàìêíóòûõ δ-îæåðåëèé. Òî åñòü, ìîæíî íåïðåðûâíî èçìåíÿòü δ-îæåðåëüå
òàê, ÷òîáû îíî îñòàâàëîñü â øêàòóëêå è áûëî çàìêíóòûì.

Ñóùåñòâóþò ëè òàêîé íàáîð îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}, øêà-
òóëêà Ω{αi, βi}ni=0 êîòîðîãî îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ? Áîëüøàÿ òåîðåìà
Ýìõà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè îêðóæíîñòè α1, . . . , αn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó
F1 è îêðóæíîñòè β1, . . . , βn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïó÷êó F2, ïðè÷åì ïó÷êè F1 è
F2 èìåþò îáùóþ îêðóæíîñòü δ, òî øêàòóëêà Ω{αi, βi}ni=0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
çàìûêàíèÿ íà îêðóæíîñòè δ.

Ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè îáëàäàþò òàêæå è δ-îæåðåëüÿ èç áîëüøîé òåî-
ðåìû Ýìõà. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ øêàòóëêè Ω{αi, βi}ni=0

íå çàâèñòè îò ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè M1 × . . .×Mn,
ò. å. íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå èäóò ïàðû {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}.

Ìû ïðåäëàãàåì äðóãóþ øêàòóëêó, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêàíèÿ,
íî íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Òåîðåìà 63 (Íåêîììóòàòèâíûé àíàëîã áîëüøîé òåîðåìû Ýìõà) Ïóñòü n ïó÷-
êîâ, ïîðîæäåííûõ ïàðàìè îêðóæíîñòåé {α1, β1}, {α2, β2}, . . . , {αn, βn}, ñî-
äåðæàò îáùóþ îêðóæíîñòü δ, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ i = 1, n ëåæèò â êîëüöå
ìåæäó αi è βi. Òîãäà ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïàðà ñîîñíûõ ñ δ îêðóæíîñòåé
{αn+1, βn+1} òàêàÿ, ÷òî øêàòóëêà Ω{αi, βi}n+1

i=0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàìûêà-
íèÿ íà îêðóæíîñòè δ.
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Êîììóòàòèâíîñòü áîëüøîé òåîðåìû Ïîíñåëå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíà ìî-
æåò áûòü äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû. Åñëè áû òàêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàëî è äëÿ Òåîðåìû 58, òî çàìûêàíèå íå çàâèñåëî áû îò ïîðÿäêà
êàñàíèÿ ñ êîíèêàìè. Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ðåçóëüòèðóþùèå êîíèêè
âñå æå ðàçëè÷íû, ñêîðåå âñåãî åå íåâîçìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíò-
íîé ìåðû. Èõ äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò íîâîé òåõíèêè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óñëîâèÿì çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå.
À. Êýëè â 1854 ãîäó ïîëíîñòüþ ðåøèë çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâèé äëÿ äâóõ

äàííûõ êîíèê, ïðè êîòîðûõ èõ òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ ÷åðåç n øàãîâ.
Îí äàë îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïîëó÷èâ ÿâíûå ôîðìóëû â òåðìèíàõ îòïðåäåëè-
òåëåé ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö.

Ïóñòü α è β � äâå ïðîèçâîëüíûå êîíèêè, êîòîðûå çàäàþòñÿ â íåêîòîðîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìàòðèöàìè A è B. Ðàññìîòðèì èõ äèñêðèìèíàíò
D(λ) = det(λA+ B) è ðàçëîæèì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ êîðåíü èç íåãî:√

D(λ) = c0 + c1λ+ c2λ
2 + c3λ

3 + . . .

Òîãäà ôîðìóëû Êýëè èìåþò ñëåäóþùèé âèä: çàìûêàíèå òðàåêòîðèé Ïîíñåëå
êîíèê α è β ïðîèñõîäèò ÷åðåç n øàãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣∣∣

c3 c4 . . . cp+1

c4 c5 . . . cp+2
... ... . . . ...

cp+1 cp+2 . . . c2p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, åñëè n=2p

∣∣∣∣∣∣∣∣
c2 c3 . . . cp+1

c3 c4 . . . cp+2
... ... . . . ...

cp+1 cp+2 . . . c2p

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, åñëè n=2p+1

(6)

Îäíàêî, ýòè ôîðìóëû äàþò îòâåò íà âîïðîñ î çàìûêàíèè òðàåêòîðèé òîëüêî
äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî n, à çàìûêàþòñÿ ëè âîîáùå òðàåêòîðèè Ïîíñåëå ñ
ïîìîùüþ óñëîâèé Êýëè óçíàòü íåëüçÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíîé ìåðû è ïðîåêòèâíûõ èíâàðèàíòîâ ïàðû êî-
íèê, ìû ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðèîäà çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé Ïîíñåëå
äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê.

Ðàññìîòðèì íà êîíèêå α äèôôåîìîðôèçì f : α → α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[fn(x) − x] êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå òî÷êà x ∈ α äåëàåò çà n èòåðàöèé
îòîáðàæåíèÿ f (îáîðîòû ñ÷èòàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òîãäà ÷èñëîì
âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

ρ(f) = lim
n→+∞

[fn(x)− x]

n
.
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Èçâåñòíî16, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò òî÷êè x. Êðîìå òîãî,
åñëè ρ(f) ∈ Q , òî ó îòîáðàæåíèÿ f åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Äëÿ îòîá-
ðàæåíèÿ Ïîíñåëå jβ ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ó íåãî âñå òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêèå,
ïðè÷åì åñëè ïåðèîä ðàâåí n, òî nρ(jβ) ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèåì òîãî,
÷òî òðàåêòîðèè Ïîíñåëå çàìûêàþòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà âðàùå-
íèÿ ρ(jβ), à åãî çíàìåíàòåëü â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí ïåðèîäó n.

Ðàññìîòðèì åùå ðàç äèñêðèìèíàíò D(λ) = det(λA + B) êîíèê α è β. Îí
ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

det(λA+B) = ∆λ3 +Θλ2 +Θ′λ+∆′.

Òîãäà âåëè÷èíû

I1 =
Θ2

∆Θ′ , I2 =
Θ′2

∆′Θ
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè èíâàðèàíòàìè ïàðû êîíèê α è β.

Îïðåäåëåíèå 3 Êîðåíü óðàâíåíèÿ

u3 = I1I2(u
2 − I1u+ I1)

ïðè óñëîâèè
(
1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 > 0, u > 1, åñëè α è β âëîæåííûå;(

1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 > 0, u < 1, åñëè α è β ëåæàò îäíà âíå äðóãîé;(

1− 4

I1

)
u2 + 2u− 3 < 0, åñëè α è β èìåþò äâå îáùèå òî÷êè,

íàçîâåì îñîáûì èíâàðèàíòîì ïàðû êîíèê α è β.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
Ïîíñåëå äâóõ êîíèê, êîòîðûé, êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
ïåðèîä çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 75 Ïóñòü α è β � äâå íåâûðîæäåííûå êîíèêè, u � èõ îñîáûé èíâà-
ðèàíò. Ïîëîæèì

I(A,B,C) =

B∫
A

dx√
(1−x2)(c−x)

C∫
−1

dx√
(1−x2)(c−x)

, ãäå c =
3− u

2

√
u2

I1
− 2u+ 3

16À. Á. Êàòîê, Á. Õàññåëáëàò Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, Ì.: Ôàêòîðèàë, 1999
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Òîãäà ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(jβ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì â çà-
âèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíèê α è β:
1) åñëè β ëåæèò âíóòðè α, òî

ρ(jβ) = I(a, 1, 1) , ãäå a =

√
u2

I1
− u+ 1 +

√
u2

I1
− 2u+ 3 ;

2) åñëè β ëåæèò âíå α, òî

ρ(jβ) = I(a′, c, c) , ãäå a′ = 2

(
u2

I1
− u+ 1

)(
1−

√
u2

I1
− 2u+ 3

)−2

− 1;

3) åñëè α è β ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, òî

ρ(jβ) = I(b, 1, 1) , ãäå b =

√
u2

I1
− 2u+ 3−

√
u2

I1
− u+ 1 ;

Â ñòàòüå Â.Â. Êîçëîâà17 ïðèìåíÿåòñÿ èíòåðåñíûé ìåòîä ïðîâåðêè ÷èñåë íà
àëãåáðàè÷íîñòü, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë, ñâÿçàííûé
ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå äâóõ êîíèê. Âîçìîæíî, ïîëó÷åííûå
íàìè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ ïîçâîëÿò íàéòè íîâûå ïðèìåíåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå ôîðìóë Êýëè äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
êîãäà α è β � äâe îêðóæíîñòè, ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì.
Â òî âðåìÿ, êàê äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ n ñóùåñòâóþò áîëåå ïðîñòûå ôîðìóëû
ïðîâåðêè íà çàìûêàíèå. Íàïðèìåð äëÿ n = 3 è n = 4 åñòü ôîðìóëû Ýéëåðà è
Ôóññà:

1

R− d
+

1

R + d
=

1

r
è

1

(R− d)2
+

1

(R + d)2
=

1

r2
,

ãäå R, r è d � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé α è β è ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðà-
ìè. Ìàòåìàòèêàìè áûëè âûâåäåíû òàêèå ôîðìóëû äëÿ ðàçíûõ n, áûëè òàêæå
íàéäåíû ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ. Â Ðàçäåëå 4.3 ìû ñ ïîìî-
ùüþ ïîëó÷åííîãî íàìè îáîáùåíèÿ îäíîãî íåñëîæíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàêòà,
óñòàíîâëåííîãî Ðàäè÷åì è Êàëèìàíîì, ïðåäëîæèì àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôîðìóë íà óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ ëîìàííûõ Ïîíñåëå äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé.

Ïîñòðîèì ëîìàíóþ Ïîíñåëå v1v2 . . .vn îêðóæíîñòåé α è β. Èç áîëüøîé òåî-
ðåìû Ïîíñåëå ñëåäóåò, ÷òî ïðè �âðàùåíèè� ýòîé ëîìàíîé, äëÿ êàæäîãî i = 2, n
åå äèàãîíàëü v1vi êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè γi ïó÷êà F(α, β). Êàê
èçâåñòíî, îòíîøåíèå ñòåïåíåé ëþáîé òî÷êè îêðóæíîñòè α îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòåé γi è β, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ki = ki(α, β).

17ñì. Â. Â. Êîçëîâ, Óñëîâèÿ ðàöèîíàëüíîñòè îòíîøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è áîëüøàÿ òåîðåìà

Ïîíñåëå, Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì., ìåõ., 2003, � 4, 6�13
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Íåòðóäíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàäèóñ ρ(γi) îêðóæíîñòè γi è ðàññòî-
ÿíèå D(γi) îò åå öåíòðà äî öåíòðà îêðóæíîñòè α âûðàæàþòñÿ ÷åðåç R, r è d ïî
ôîðìóëàì

ρ(γi) =
√

R2 + k2i d
2 − ki(R2 − r2 + d2), D(γi) = kid.

Ïðàâèëî (α, β) → (α, γi) îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî i ∈ N îòîáðàæåíèÿ

Gi : (R, r, d) 7→ (R, ρ(γi), D(γi)) =

(
R,
√
R2 + k2i d

2 − ki(R2 − r2 + d2), kid

)
.

Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå Fn(R, r, d) = 0 çàäàåò óñëîâèå çàìûêàíèÿ òðàåêòî-
ðèé Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β ÷åðåç n øàãîâ. Òîãäà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîîòíîøåíèé Fn(R, r, d) = 0.
Òåîðåìà 78 Åñëè òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ ÷åðåç
n øàãîâ, ãäå n = n1 . . . nr, òî

[Fn1
◦Gn2

◦ . . . ◦Gnr
](R, r, d) = 0,

ãäå Gni
= Gni

(α, γti), Fn1
= Fn1

(α, γt1), ti =
r∏

j=i+1

nj, i = 1, r − 1, tr = 1.

Èíûìè ñëîâàìè,

Fn(R, r, d) = [Fn1
◦Gn2

◦ . . . ◦Gnr
](R, r, d).

Ïðèìåíÿòü ýòîò àëãîðèòì óäîáíî ïî èíäóêöèè, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

k2i(α, β) = k2i−1(α, γ2) · k2(α, β)

è òàêèì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 78:
Òåîðåìà 80 Ïóñòü òðàåêòîðèè Ïîíñåëå îêðóæíîñòåé α è β çàìûêàþòñÿ
÷åðåç n øàãîâ, ãäå n = 2l·m, m íå÷åòíî, δ � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
äëÿ êîòîðîãî q := 2δ ± 1 ≡ 0 (mod m). Òîãäà

[Fq ◦ G2l](R, r, d) = 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà âûâåäåíû ôîðìóëû íà óñëî-
âèÿ çàìûêàíèÿ äëÿ n = 3, 4, 5, 6, 8.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
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• Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ ìíîãîìåðíîé òåîðåìû
Ýìõà. Êàê ñëåäñòâèå èç íåå âûâîäèòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ êëàññè÷å-
ñêîé òåîðåìû Ýìõà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûå
ìåðû äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ïîíñåëå, î çèãçàãå è Øòåéíåðà.

• Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå èíâàðèàíòíàÿ îò-
íîñèòåëüíî èõ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå ìåðà. Äîêàçàíà åå óíèâåðñàëüíîñòü
äëÿ âñåãî ïó÷êà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòè êîíèêè.

• Ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæå-
íèÿ Ïîíñåëå è óíèâåðñàëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà êîíèêàõ.

• Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïîíñåëå
äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êîíèê. Ýòî äàåò êðèòåðèé çàìûêàíèÿ ëîìàíûõ Ïîí-
ñåëå è ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà.

• Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòíîé ìåðû ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðå-
ìû Ýìõà íà êàíàëîâûå öèêëèäû Äàðáó.

• Ïîëó÷åíû íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè áîëüøèõ òåîðåì Ïîíñåëå è Ýìõà,
êîòîðûå, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñ ïîìîùüþ èíâàðè-
àíòíîé ìåðû.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Þðüåâè÷ó Ïðîòàñîâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó â ðàáîòå è äîëãîòåðïåíèå â îæèäàíèè ðå-
çóëüòàòîâ. Àâòîð î÷åíü ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó À. Ã. Õîâàíñêîìó çà ïðåäëî-
æåííûé èì âèä èíâàðèàíòíîé ìåðû è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå ê.ô-ì.í.
Â.À. Êèðè÷åíêî çà èíòåðåñíûå äèñêóññèè è öåííûå ñîâåòû. Àâòîð âûðàæàåò
áëàãîäàðíîñòü ê.ô-ì.í. äîö. À.À. Âàñèëüåâîé, ä.ô-ì.í. äîö. Ï.À. Áîðîäèíó,
ê.ô-ì.í. äîö. Ä.Ï. Èëüþòêî, Ô.Ê. Íèëîâó, ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà �Ñîâðåìåí-
íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî çà öåííûå
çàìå÷àíèÿ, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð÷å-
ñêóþ àòìîñôåðó. Õî÷åòñÿ òàêæå âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü íà÷àëüíèêó âûïóñê-
íîãî êóðñà ê.ô.-ì.í. Âàñèëèþ Âàñèëüåâè÷ó Êîçëîâó çà ìíîãîëåòíþþ ïîääåðæêó
è ïîìîùü â îðãàíèçàöèîííûõ âîïðîñàõ ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
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