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Ââåäåíèå

Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ôóíäàìåíòàëüíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ

çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçíîé

ðåäóêòèâíîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé è çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G íà ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó H (ïðîáëåìà âåòâëåíèÿ).

Ñóùåñòâóþò îáùèå ôîðìóëû äëÿ ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé G-ìîäóëåé.

Ðàçëîæåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ëþáîé ïîëóïðîñòîé

ãðóïïû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðîâ (ñì., íàïðèìåð, [3, �123-124])

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòåéíáåðãà (ñì., íàïðèìåð, [9, �25.3]). Òàêæå åñòü ôîðìóëà �òðåõ

èíäóñîâ� [17] è ðÿä äðóãèõ ôîðìóë.

Ïðèâåäåì åù¼ íåêîòîðûå èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíèì èç âàæíûõ äîñòèæåíèé â

çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî Ëèòòëâóäà-

Ðè÷àðäñîíà (ñì., íàïðèìåð, [9, �A]). Îíî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäè-

ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû GLn èëè ãðóïïû SLn. Íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï GLn

è SLn ìîæíî çàäàâàòü äèàãðàììàìè Þíãà. ×òîáû íàéòè êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ íåïðèâî-

äèìîãî ìîäóëÿ â òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé, íóæíî âû÷èñëèòü

êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó Þíãà èç

äâóõ çàäàííûõ (ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì) ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì.

×àñòíûé ñëó÷àé äàííîãî ïðàâèëà � òåíçîðíîå óìíîæåíèå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

GLn íà
∧k Cm èëè SkCm � èçâåñòåí êàê ïðàâèëî Ïèåðè (ñì., íàïðèìåð, [9, �A]). Ïîç-

æå Ëèòòåëüìàí îáîáùèë ïîíÿòèå äèàãðàììû Þíãà íà êëàññè÷åñêèå è íåêîòîðûå îñîáûå

ïðîñòûå ãðóïïû, è ïîëó÷èë äëÿ íèõ àíàëîã ïðàâèëà Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà (îáîáùåííîå

ïðàâèëî Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà) [13]. Òàêæå ñóùåñòâóþò ïðàâèëà îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ GLn íà GLn−1, ñ SLn íà SLn−1, ñ SOn íà SOn−1, ñ Spn íà Spn−2

(ñì., íàïðèìåð, [3, �66,129-130]).
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Îäíàêî ïî÷òè ó âñåõ äàííûõ ïðàâèë åñòü íåäîñòàòîê � îíè õîðîøî ðàáîòàþò òîëüêî

äëÿ �íåáîëüøèõ� ïðåäñòàâëåíèé, à â îáùåì ñëó÷àå òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëåíèé. Òàêæå

îíè íå ïîçâîëÿþò èçó÷àòü èçìåíåíèå ðàçëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðåäñòàâëåíèé. Ïîýòî-

ìó ðàçóìíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ íåêîòîðûõ ñåðèé ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷èòü

áîëåå ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ïðàâèëà âåòâëåíèÿ.

Îïèñàííûå âûøå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ãåîìåòðè÷åñêè. Îñíîâàíèåì ê ýòîìó ÿâëÿåòñÿ

òåîðåìà Áîðåëÿ-Âåéëÿ (ñì, íàïðèìåð, [10, II.5]), êîòîðàÿ äà¼ò ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçà-

öèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé: îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé G-ìîäóëü

ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé íåêîòîðîãî G-ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L íàä îáîá-

ù¼ííûì ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ G/P , ãäå P ⊂ G � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà. Òåíçîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñå÷åíèé H0(G/P,L) è H0(G/Q,M) ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê

ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàññëîåíèé N = L �M íàä äâîéíûì

ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ X = G/P × G/Q. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñå÷å-

íèé H0(X,N ) íà íåïðèâîäèìûå ìîäóëè. Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå

îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ G íà ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó H ñâîäèòñÿ ê

ðàçëîæåíèþ H0(G/P,L) íà íåïðèâîäèìûå H-ìîäóëè.

Ïðè èçó÷åíèè G-ìíîãîîáðàçèé âàæíûì îêàçûâàåòñÿ ïîíÿòèå ñëîæíîñòè. Ñëîæíîñòüþ

íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ êîðàç-

ìåðíîñòü òèïè÷íîé B-îðáèòû, ãäå B ⊂ G � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà. Ïîíÿòèå ñëîæíîñòè

âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå [14], ïîñâÿù¼ííîé ýêâèâàðèàíòíûì âëîæåíèÿì îäíîðîäíûõ

ïðîñòðàíñòâ � òåìå, ñâÿçàííîé ñ çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè G-ìíîãîîáðàçèé. Ìíîãîîáðàçèÿ

ñëîæíîñòè 0 è 1 äîâîëüíî õîðîøî óñòðîåíû � â ðàáîòàõ [14], [11] è [4] ïîëó÷åíî êîì-

áèíàòîðíîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ G-ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè 0 è 1 â òåðìèíàõ îáúåêòîâ

âûïóêëîé ãåîìåòðèè, òàêèõ êàê ïîëèýäðàëüíûå êîíóñû è èõ êîëëåêöèè, íàçûâàåìûå âåå-

ðàìè. Íàèáîëåå èçâåñòíî äàííîå îïèñàíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè 0

� òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì., íàïðèìåð, [8]). Êðîìå ýòîãî, ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ êðàò-

íîñòÿìè âõîæäåíèé íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé â ïðîñòðàíñòâà ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé

íàä ìíîãîîáðàçèåì X (ñì., íàïðèìåð, [19, 5.4]). Íà G-ìíîãîîáðàçèÿõ ñëîæíîñòè 0 è 1 ðàç-

ëîæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà íåïðèâîäèìûå G-ìîäóëè äîïóñêàåò

îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå îïèñàíèå [7], [20] (ñì. òàêæå [19, 17.4]).

Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæ-

íîñòè 0 è 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü G îäíîñâÿçíîé ïîëóïðîñòîé ãðóï-

ïîé (ò.ê. öåíòð ðåäóêòèâíîé ãðóïïû òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ, è
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ìîæíî ïåðåéòè ê îäíîñâÿçíîìó íàêðûòèþ ïîëóïðîñòîé ÷àñòè ãðóïïû G). Òîãäà ãðóï-

ïà G ðàçëàãàåòñÿ â ïî÷òè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ïîäãðóïï, à äâîéíîå ìíîãîîáðà-

çèå ôëàãîâ ãðóïïû G ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

äëÿ ïðîñòûõ ïîäãðóïï. Ñëîæíîñòü äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ãðóïïû G ðàâíà ñóììå

ñëîæíîñòåé äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì ïîäãðóïïàì. Òà-

êèì îáðàçîì, çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîé ãðóïïû G. Ëèòòåëüìàí

[12] êëàññèôèöèðîâàë äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûõ

ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Ñòåìáðèäæ [18] êëàññèôèöèðîâàë âñå äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ

ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0. Ïàíþøåâ [15] íàø¼ë ñëîæíîñòè âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû åäèíûì áîëåå

ïðîñòûì è êîíöåïòóàëüíûì ìåòîäîì óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî êëàññèôèêàöèè äâîé-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè íå áîëüøåé 1 è çàâåðøåíà êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå

ñëîæíîñòè 1.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà ìíî-

ãîîáðàçèèX ïî îòäåëüíîñòè, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü èõ âñå âìåñòå. Ïðè ýòîì íà èõ ïðÿìîé

ñóììå (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà X) ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ââåñòè ñòðóêòóðó êîëüöà.

Ïîëó÷åííîå êîëüöî R(X) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿX (òî÷íîå îïðåäåëåíèå

ñì. â ðàçäåëå 1.1). Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ H0(X,N ) íà íåïðèâîäèìûå G-ìîäóëè

(à ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé, è ïðîáëåìà âåòâëåíèÿ) ðåøàåòñÿ îïèñàíèåì àëãåáðû R(X)U óíèïîòåíòíûõ èíâàðè-

àíòîâ êîëüöà Êîêñà, ãäå U ⊂ B � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû R(X)U ñíîâà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîé ãðóï-

ïû G. Ëèòòåëüìàí [12] îïèñàë àëãåáðû R(X)U â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé

äëÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ X = G/P × G/Q ñëîæíîñòè 0, â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáå

ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû P , Q ìàêñèìàëüíû. Ïàíþøåâ [16, �6] íàø¼ë îáðàçóþùèå è

ñîîòíîøåíèÿ â R(X)U äëÿ ñëîæíîñòè 1 òàêæå â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ

ïîäãðóïï. Â äèññåðòàöèè íàéäåíî çàäàíèå R(X)U ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé

äëÿ âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1. Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðåíû óæå

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû (äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï) è ïîëó÷åíû íîâûå

ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï íå ìàêñèìàëü-

íà. Ýòî äà¼ò íîâûå ôîðìóëû äëÿ ðàçëîæåíèé òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ ñåðèé

íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ G íà ïîäãðóïïó H. Â ñëó÷àå, êîãäà H = M � ïîäãðóïïà Ëåâè â Q, ñòðóêòóðà àë-

ãåáðû óíèïîòåíòíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ H íà R(G/P ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñòðóêòóðû

àëãåáðû R(G/P ×G/Q)U . Â ñëó÷àå, êîãäà îáå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ìàêñèìàëüíû è

ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ðàâíà 0, ñâÿçü ñòðóêòóð äàí-

íûõ êîëåö áûëà ïîëó÷åíà Ëèòòåëüìàíîì [12]. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ

ñòðóêòóðû êîëüöà Êîêñà R(G/P )U∩M èç ñòðóêòóðû êîëüöà R(G/P × G/Q)U äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïðîèçâîëüíû è ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî äâîéíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ðàâíà 0 èëè 1, îáîáùàþùèé ðåçóëüòàò Ëèòòåëüìàíà. Ýòî äà¼ò íîâûå

ïðàâèëà âåòâëåíèÿ.

Ïðèâåä¼ì êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ äèññåðòàöèè è ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèè. Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì îáùèì ôàêòàì è òåîðåìàì î äâîéíûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ ìàëîé ñëîæíîñòè, îá èõ êîëüöàõ Êîêñà, è ïðèìåíåíèÿì äâîéíûõ

ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Âíà÷àëå ìû îïèøåì, êàêèì îáðàçîì çíàíèå

ñòðóêòóðû àëãåáðû R(X)U ïîçâîëÿåò ðàñêëàäûâàòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäè-

ìûõ G-ìîäóëåé è ïîëó÷àòü ïðàâèëà âåòâëåíèÿ. Â ñëó÷àå äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

ñëîæíîñòè 0 è 1 àëãåáðà R(X)U õîðîøî óñòðîåíà. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 0 ýòà àëãåáðà

âñåãäà ñâîáîäíà (ñì, íàïðèìåð, [12]). Äëÿ ñëîæíîñòè 1 â äèññåðòàöèè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:

Òåîðåìà 0.1. (ñì. òåîðåìó 1.9) Ïóñòü X � äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ ïðîñòîé

ãðóïïû G ñëîæíîñòè 1. Òîãäà àëãåáðà R(X)U ëèáî ñâîáîäíà, ëèáî å¼ îáðàçóþùèå ñâÿçàíû

åäèíñòâåííûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Äàííàÿ òåîðåìà áûëà ðàíåå èçâåñòíà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîä-

ãðóïïû ìàêñèìàëüíûå [16]. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà àëãåáðà R(X)U ñâîáîäíà èëè å¼ îáðàçóþùèå

ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé ìîæíî çàïèñàòü â êðàñèâîé ôîðìå (ñì. òåîðåìû 1.4

è 1.5).

Çíàíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû R(G/P ×G/Q)U ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó àë-

ãåáðû R(G/P )U∩M , ãäå M � ïîäãðóïïà Ëåâè â Q. Ïóñòü D1, . . . , Dt � B-èíâàðèàíòíûå

äèâèçîðû íà G/Q (ãäå B ⊃ U), êëàññû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû Ïèêàðà Pic(G/Q).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sDk
∈ H0(G/P×G/Q,OG/P�O(Dk)) ñîîòâåòñòâóþùèå êàíîíè÷åñêèå ñå÷å-

íèÿ. Íà êîëüöå R(G/P×G/Q) èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ãðàäóèðîâêà ãðóïïîé Pic(G/P×G/Q),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìóëüòèñòåïåíü îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ. Êîîðäèíàòû, ñîñòàâëÿþùèå
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ìóëüòèñòåïåíü, åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåëÿòñÿ íà 2 ãðóïïû (ñîîòâåòñòâóþùèå ñîìíîæè-

òåëÿì G/P è G/Q).

Òåîðåìà 0.2. (ñì. òåîðåìó 1.3) Êîëüöî R(G/P )U∩M èçîìîðôíî ïîäêîëüöó â êîëüöå

÷àñòíûõ R(G/P × G/Q)U ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàìè

sD1 , . . . , sDt, ñîñòîÿùåìó èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèñòåïåíè (0, . . . , 0) ïî âòîðîé ãðóïïå êîîð-

äèíàò.

Åñëè èçâåñòíû îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû R(G/P ×G/Q)U , òî ìîæíî íàéòè

îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû R(G/P )U∩M ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.10. Òàêèì îáðàçîì

ìû ïîëó÷èì ïðàâèëà âåòâëåíèÿ íà ïîäãðóïïó M ⊆ G íåïðèâîäèìûõ G-ìîäóëåé, ðåàëèçó-

þùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä G/P .

Îïèñàíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû R(X)U ìû áóäåì îñóùåñòâëÿòü ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü, êàê óñòðîåíû ïðîñòûå äèâèçîðû íà X, èíâàðèàíòíûå îòíî-

ñèòåëüíî áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B ⊆ G, ñîäåðæàùåé U . Äåéñòâèòåëüíî, ñå÷åíèÿ ëèíåé-

íûõ ðàññëîåíèé, íóëè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû, ÿâëÿþòñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíî íåðàçëîæèìûìè îäíîðîäíûìè B-ïîëóèíâàðèàíòàìè â êîëüöå R(X)U .

Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîðîæäàþò R(X)U êàê àëãåáðó. Äàëåå ìû îïèøåì óñòðîéñòâî ñîâîêóï-

íîñòè ïðîñòûõ B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ � íà ìíîãîîáðàçèè ìàëîé ñëîæíîñòè ýòî ìíî-

æåñòâî óñòðîåíî äîâîëüíî ïðîñòî. Ïî ïðîñòûì B-èíâàðèàíòíûì äèâèçîðàì ìîæíî íàéòè

îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå R(X)U (ñì. òåîðåìû 1.7 è 1.8). Òàêèì îáðàçîì çà-

äà÷à îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû R(X)U ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïðîñòûõ B-èíâàðèàíòíûõ

äèâèçîðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé

ôëàãîâ ñëîæíîñòè íå áîëüøå 1. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ìîæíî çàäàâàòü ïîäìíîæå-

ñòâàìè ïðîñòûõ êîðíåé (èç äâóõ åñòåñòâåííûõ ñîîòâåòñòâèé ìû âîçüì¼ì òî, ïðè êîòîðîì

áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò âñ¼ ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîðíåé), ïîäðîáíåå ñì. â

ðàçäåëå 1.1. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 0.3. (ñì. òåîðåìó 2.5 è ðàçäåë 2.5) Äëÿ ãðóïï SLn, SO2l(l > 4), SO2l+1,

Sp2l, E6, E7 âñå äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì

ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïðèâåä¼ííûì â òàáëèöå 1. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû çàäàíû

íàáîðàìè ïðîñòûõ êîðíåé, íóìåðàöèÿ êîðíåé ñîîòâåòñòâóåò [1, òàáë. 1]. Êëàññèôèêà-

öèÿ äàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîäãðóïï, äëÿ ãðóïï SLn, SO2l è E6 � åù¼ ñ

òî÷íîñòüþ äî äèàãðàììíîãî àâòîìîðôèçìà G. Äëÿ ãðóïï G2, F4 è E8 äâîéíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 íåò.
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Òàáëèöà 1. Äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1

ñëîæíîñòü 0 ñëîæíîñòü 1

G P Q óñëîâèÿ P Q óñëîâèÿ

SLn αi αj α3 αi,αj i, j > 2; i, j 6 n− 2; |i− j| > 2

α2 αi,αj αi α2,α4 i > 3; i 6 n− 3

αi α1,αj αi α2,αn−2 i > 3; i 6 n− 3

αi αj,αj+1 α2 αi,αj,αk

α1 αi1 ,. . . ,αis αi α1,α2,α3 i > 2; i 6 n− 2

αi α1,α2,αn−1 i > 2; i 6 n− 2

α1,α2 αi,αj

α1,αn−1 αi, αj

SO2l α1 αi α1 αi,αj i, j 6 l − 2

l > 4 αi αl i 6 3 α1 αi,αj,αl

αi αl i = l − 1, l α4 α2,α4 l = 4

α1 αi,αl α4 αi,αj,αk l = 4

αl α1,αi i = 2, l − 1, l α5 αi,αj l = 5; i = 2, 3; j = 4, 5

αl αl−1,αl α4 α6 l = 6

α4 α2,α3 l = 4

SO2l+1 α1 αi α2 αl l > 3

αl αl α1 αi,αj

α2 α1,α2 l = 2

Sp2l α1 αi α2 αl l > 3

αl αl α1 αi,αj

α2 α1,α2 l = 2

E6 α1 αi i ̸= 3 α1 α1,α2

α1 α1,α5 α1 α1,α6

α1 α4,α5

α1 α5,α6

E7 α1 αi i = 1, 6, 7 α1 α2

Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû óäîáíåå çàäàâàòü íå ïîä-

ìíîæåñòâàìè ïðîñòûõ êîðíåé, êàê â îáùåì ñëó÷àå, à ðàçìåðàìè äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ
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â áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ñòðóêòóðå îáùåé ìàòðèöû. Òåîðåìó êëàññèôèêàöèè äëÿ äâîéíûõ

ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï óäîáíåå ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü â ýòèõ

òåðìèíàõ (ñì. òåîðåìó 2.5).

Îáùàÿ èäåÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè òî÷êó îáùåãî ïîëî-

æåíèÿ ê íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòè êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ ýòîò

âèä çàâèñèò. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ïàíþøåâà (ñì. òåîðåìó 2.1). Äâîé-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï áåñêîíå÷íî ìíîãî, è íàì íóæåí ñïîñîá

îòáðîñèòü ñðàçó áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ. Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè íà ñëîæíîñòü

ñíèçó èñõîäÿ èç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áëî÷íûõ ñòðóêòóð ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï è

ðàçìåðîâ áëîêîâ. Äëÿ îñîáûõ ãðóïï äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, îöåíêè

íà ñëîæíîñòü îñòàâëÿþò äëÿ ïåðåáîðà íå ñëèøêîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ.

Â ãëàâå 3 ìû îïèøåì ñòðóêòóðó àëãåáðR(X)U äëÿ âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

X ñëîæíîñòåé 0 è 1. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 0.4. (ñì. ðàçäåëû 3.3, 3.5) Ïóñòü X = G/P− × G/Q− èìååò ñëîæíîñòü

0 èëè 1, ãäå P− è Q− � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ñîäåðæàùèå îòðèöàòåëüíóþ áîðå-

ëåâñêóþ ïîäãðóïïó B−, ïðîòèâîïîëîæíûå ê P , Q; ïóñòü P è Q çàäàíû ïîäìíîæåñòâà-

ìè ïðîñòûõ êîðíåé I = {αi1 , . . . , αir}, J = {αj1 , . . . , αjt}, íóìåðàöèÿ êîðíåé ñîîòâåò-

ñòâóåò [1]. Òîãäà àëãåáðû R(X)U ïîðîæäàþòñÿ ýëåìåíòàìè óêàçàííûõ â òàáëèöàõ 2

è 3 âåñîâ è ìóëüòèñòåïåíåé è ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ

ωi1 , . . . , ωir , ωj1 , . . . , ωjt, ìóëüòèñòåïåíåé (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., (0, . . . , 0, 1) ñîîò-

âåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 0 óêàçàííûå îáðàçóþùèå ñâîáîäíî ïîðîæäàþò R(X)U .

Â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1 â òàáëèöå óêàçàíî êîëè÷åñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåæ-

äó äàííûìè ýëåìåíòàìè (ëèáî îäíî ñîîòíîøåíèå, ëèáî èõ íåò), âåñ è ìóëüòèñòåïåíü

ñîîòíîøåíèÿ. Åñëè ñîîòíîøåíèå åñòü, òî îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä: ñóììà âñåõ ìîíî-

ìîâ äàííîãî âåñà è ìóëüòèñòåïåíè îò ïîðîæäàþùèõ ðàâíà 0.

Ïîÿñíåíèÿ ê òàáëèöàì. Åñëè óêàçàíî óñëîâèå ðÿäîì ñ âåñîì îáðàçóþùåé, òî äàííàÿ

îáðàçóþùàÿ ïðèñóòñòâóåò íå âñåãäà. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíîãäà

âåñ ω0 âìåñòî 0, à äëÿ ãðóïïû SLn åù¼ èíîãäà âåñ ωn âìåñòî 0. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 1,

êîãäà îáðàçóþùèå íåçàâèñèìû, ìû âûïèñûâàåì íåêîòîðûå âåñ è ìóëüòèñòåïåíü � ýòî âåñ

è ìóëüòèñòåïåíü ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèì äèâèçîðàì (îïðåäåëåíèå ñì.

â ðàçäåëå 1.3). Åñëè ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáðàçóþùèìè åñòü, òî âåñ è ìóëüòèñòåïåíü ñå÷å-

íèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèì äèâèçîðàì, ñîâïàäàåò ñ âåñîì è ìóëüòèñòåïåíüþ

ñîîòíîøåíèÿ.
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Òàáëèöà 2: Âåñà è ìóëüòèñòåïåíè îáðàçóþùèõ U -
èíâàðèàíòîâ â êîëüöå Êîêñà äëÿ ñëîæíîñòè 0

I J ñòåïåíü âåñ
SLn

αi αj (1, 1) ωi−k + ωj+k, k = 1, . . . ,min{i, n− j}
i 6 j

αi α1, αj (1, 1, 0) ωi+1

i 6 j (1, 0, 1) ωi−k + ωj+k, k = 1, . . . ,min{i, n− j}
(1, 1, 1) ωi−k+1 + ωj+k

k = max{1, 2− (j − i)}, . . . ,min{i− 1, n− j}
αi α1, αj (1, 1, 0) ωi+1

i > j (1, 0, 1) ωi+k + ωj−k, k = 1, . . . ,min{j, n− i}
(1, 1, 1) ωi+k + ωj−k+1, k = 2, . . . ,min{j − 1, n− i}

αi αj, αj+1 (1, 1, 0) ωi+k + ωj−k, k = 1, . . . ,min{j, n− i}
i > j + 1 (1, 0, 1) ωi+k + ωj−k+1, k = 1, . . . ,min{j + 1, n− i}

α2 αi, αj (1, 1, 0) ω1 + ωi+1, ωi+2

i > j (1, 0, 1) ω1 + ωj+1, ωj+2

i, j − i, n− j > 2 (1, 1, 1) ωi+1 + ωj+1

α1 αi1 , . . . , αis (1, 1, 0, 0, . . . , 0) ωi1+1

(1, 0, 1, 0, . . . , 0) ωi2+1

. . . . . .
(1, 0, 0, 0, . . . , 1) ωis+1

Sp2l, (l > 2)
α1 αi (1, 1) ωi−1, ωi+1

i 6 l − 1 (2, 1) ωi ïðè i > 1
α1 αl (1, 1) ωl−1

(2, 1) ωl

αl αl (1, 1) 2ωk, k = 0, . . . , l − 1
SO2l, (l > 4)

α1 αi (1, 1) ωi−1, ωi+1

i 6 l − 3 (2, 1) ωi ïðè i > 1
α1 αl−2 (1, 1) ωl−3, ωl−1 + ωl

(2, 1) ωl−2

α1 αl−1 (1, 1) ωl

α2 αl (1, 1) ω1 + ωl−1, ωl

(1, 2) ωl−2

α3 αl (1, 1) ω1 + ωl, ω2 + ωl−1, ωl−1

l > 6 (1, 2) ω1 + ωl−2, ωl−3

(2, 2) ω2 + ωl−2

αl−1 αl (1, 1) ωl−2k−1, k = 1, . . . , [ l−1
2
]

αl αl (1, 1) ωl−2k, k = 1, . . . , [ l
2
]

α1 αi, αl (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1

i 6 l − 3 (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1
(1, 0, 1) ωl−1

α1 αl−2, αl (1, 1, 0) ωl−3, ωl−1 + ωl

(2, 1, 0) ωl−2

(1, 0, 1) ωl−1
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α1 αl−1, αl (1, 1, 0) ωl

(1, 0, 1) ωl−1

(1, 1, 1) ωl−2

αl α1, α2 (1, 1, 0) ωl−1

(1, 0, 1) ω1 + ωl−1, ωl

(2, 0, 1) ωl−2

αl α1,αl−1 (1, 1, 0) ωl−1

(1, 0, 1) ωl−2k−1, k = 1, . . . , [ l−1
2
]

(1, 1, 1) ωl−2k, k = 1, . . . , [ l−2
2
]

αl α1,αl (1, 1, 0) ωl−1

(1, 0, 1) ωl−2k, k = 1, . . . , [ l
2
]

(1, 1, 1) ωl−2k+1, k = 2, . . . , [ l−1
2
]

αl αl−1,αl (1, 1, 0) ωl−2k−1, k = 1, . . . , [ l−1
2
]

(1, 0, 1) ωl−2k, k = 1, . . . , [ l
2
]

SO8

α4 α2,α3 (1, 1, 0) ω1 + ω3, ω4

(2, 1, 0) ω2

(1, 0, 1) ω1

SO10

α3 α5 (1, 1) ω1 + ω5, ω2 + ω4, ω4

(1, 2) ω1 + ω3, ω2

SO2l+1, (l > 3)
α1 αi (1, 1) ωi−1, ωi+1

i 6 l − 2 (2, 1) ωi ïðè i > 1
α1 αl−1 (1, 1) ωl−2, 2ωl

(2, 1) ωl−1

α1 αl (1, 1) ωl

(1, 2) ωl−1

αl αl (1, 1) ωk, k = 0, . . . , l − 1
E6

α1 α1 (1, 1) ω2, ω5

α1 α2 (1, 1) ω1 + ω5, ω3, ω6

(2, 1) ω2 + ω5, ω4

α1 α4 (1, 1) ω2, ω5, ω5 + ω6

(2, 1) ω3, ω6

α1 α5 (1, 1) 0, ω6

α1 α6 (1, 1) ω1, ω4

(2, 1) ω2

α1 α1, α5 (1, 1, 0) ω2, ω5

(1, 0, 1) 0, ω6

(1, 1, 1) ω4

E7

α1 α1 (1, 1) 0, ω2, ω6

α1 α6 (1, 1) ω1, ω7

(2, 1) ω2

α1 α7 (1, 1) ω2, ω5, ω6

(2, 1) ω3, ω7

(2, 2) ω4
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Òàáëèöà 3: Âåñà è ìóëüòèñòåïåíè îáðàçóþùèõ U -
èíâàðèàíòîâ â êîëüöå Êîêñà äëÿ ñëîæíîñòè 1

I J ñòåïåíü âåñ ñîîòíîøåíèÿ
SLn

α2 αi, αj, αm (1, 1, 0, 0) ω2−k + ωi+k, k = max{1, 3− i}, . . . , 2 (2, 1, 1, 1)
i < j < m (1, 0, 1, 0) ω1 + ωj+1, ωj+2 ω1 + ωi+1 + ωj+1+

(1, 0, 0, 1) ω2−k + ωm+k, k = 1, . . . ,min{2, n−m} +ωm+1

(1, 1, 1, 0) ωi+1 + ωj+1 ïðè j − i > 1 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 1, 0, 1) ωi+1 + ωm+1

(1, 0, 1, 1) ωj+1 + ωm+1 ïðè m− j > 1
αi α1,α2,α3 (1, 1, 0, 0) ωi+1 (2, 1, 1, 1)
i, n− i > 3 (1, 0, 1, 0) ω1 + ωi+1, ωi+2 ω1 + ω2 + ωi+1+

(1, 0, 0, 1) ω1 + ωi+2, ω2 + ωi+1, ωi+3 +ωi+2

(1, 1, 0, 1) ω2 + ωi+2 1 ñîîòíîøåíèå
αi α1,α2,αn−1 (1, 1, 0, 0) ωi+1 (2, 1, 1, 1)
i, n− i > 3 (1, 0, 1, 0) ω1 + ωi+1, ωi+2 ω1 + ωi + ωi+1

(1, 0, 0, 1) ωi−1 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 1, 0, 1) ωi

(1, 0, 1, 1) ω1 + ωi, ωi+1

α3 αi, αj (1, 1, 0) ω3−k + ωi+k, k = max{1, 4− i}, . . . , 3 (3, 2, 2)
i, j − i, n− j > 2 (1, 0, 1) ω3−k + ωj+k ω1 + ω2 + ωi+1+

k = 1, . . . ,min{3, j − i} +ωi+2 + ωj+1 + ωj+2

(1, 1, 1) ω1 + ωi+1 + ωj+1, ωi+k + ωj+3−k 1 ñîîòíîøåíèå
k = 1, . . . ,min{2, j − i− 1}

(2, 1, 1) ω2 + ωi+2 + ωj+2

αi α2,α4 (1, 1, 0) ω1 + ωi+1, ωi+2 (3, 2, 2)
i, n− i > 4 (1, 0, 1) ω1 + ωi+3, ω2 + ωi+2, ω3 + ωi+1, ωi+4 ω1 + ω2 + ω3+

(1, 1, 1) ω1 + ω3 + ωi+2, ω3 + ωi+3 +ωi+1 + ωi+2 + ωi+3

(2, 1, 1) ω2 + ωi+1 + ωi+3 1 ñîîòíîøåíèå
αi α2,αn−2 (1, 1, 0) ω1 + ωi+1, ωi+2 (3, 2, 2)
i, n− i > 4 (1, 0, 1) ωi−1 + ωn−1, ωi−2 ω1 + ωi−1 + ωi+

(1, 1, 1) ω1 + ωi−1, ω1 + ωi + ωn−1 +ωi+1 + ωn−1

ωi+1 + ωn−1, ωi 1 ñîîòíîøåíèå
(2, 1, 1) ωi−1 + ωi+1

αi,αj α1,α2 (1, 0, 1, 0) ωi+1 (1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 1) ω2−k + ωi+k, k = max{1, 3− i}, . . . , 2 ω1 + ωi+1 + ωj+1

(0, 1, 1, 0) ωj+1 1 ñîîòíîøåíèå
(0, 1, 0, 1) ω2−k + ωj+k

k = 1, . . . ,min{2, n− j}
(1, 1, 0, 1) ωi+1 + ωj+1 ïðè j − i > 1

αi,αj α1,αn−1 (1, 0, 1, 0) ωi+1 (1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 1) ωi−1 ωi + ωj

(0, 1, 1, 0) ωj+1 ïðè j − i > 1
(0, 1, 0, 1) ωj−1 0 ñîîòíîøåíèé;
(1, 0, 1, 1) ωi ïðè i > 1 ïðè j − i = 1
(0, 1, 1, 1) ωj ïðè n− j > 1 1 ñîîòíîøåíèå
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Sp2l, (l > 2)
αl α2 (1, 1) ω1 + ωl−1, ωl−2 (3, 4)

l > 4 (1, 2) ω1 + ωl−1, 2ω1 + ωl, ωl 2ω1 + 2ωl−1 + ωl

(2, 2) 2ωl−1 1 ñîîòíîøåíèå
α1 αi, αl (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)

(2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωl

(1, 0, 1) ωl−1 ïðè l − i > 1
(2, 0, 1) ωl 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè l − i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

α1 αi, αj (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)
i < j < l (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωj

(1, 0, 1) ωj−1, ωj+1 ïðè j − i > 1
(2, 0, 1) ωj 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè j − i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

Sp4

α2 α1 (1, 1, 0) ω1 (2, 1, 1)
(1, 2, 0) ω2 2ω1 + ω2

(1, 0, 1) 0, 2ω1 1 ñîîòíîøåíèå
Sp6

α3 α2 (1, 1) ω1, ω1 + ω2 (3, 4)
(1, 2) 2ω1 + ω3, ω3 2ω1 + 2ω2 + ω3

(2, 2) 2ω2 1 ñîîòíîøåíèå
SO2l, (l > 4)

α1 αi,αj (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)
i < j < l − 2 (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωj

(1, 0, 1) ωj−1, ωj+1 ïðè j − i > 1
(2, 0, 1) ωj 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè j − i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

α1 αi,αl−2 (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)
i < l − 2 (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωl−2

(1, 0, 1) ωl−3, ωl−1+ωl ïðè l − 2− i > 1
(2, 0, 1) ωl−2 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè l − 2− i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

α1 αi,αj,αl (1, 1, 0, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1, 0)
i < j < l − 2 (2, 1, 0, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωj

(1, 0, 1, 0) ωj−1, ωj+1 ïðè j − i > 1
(2, 0, 1, 0) ωj 0 ñîîòíîøåíèé;
(1, 0, 0, 1) ωl−1 ïðè j − i = 1

1 ñîîòíîøåíèå
α1 αi,αl−2,αl (1, 1, 0, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1, 0)

i < l − 2 (2, 1, 0, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωl−2

(1, 0, 1, 0) ωl−3, ωl−1+ωl ïðè l − 2− i > 1
(2, 0, 1, 0) ωl−2 0 ñîîòíîøåíèé;
(1, 0, 0, 1) ωl−1 ïðè l − 2− i = 1

1 ñîîòíîøåíèå
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α1 αi,αl−1,αl (1, 1, 0, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1, 1)
i < l − 1 (2, 1, 0, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωl−1 + ωl

(1, 0, 1, 0) ωl ïðè l − 1− i > 1
(1, 0, 0, 1) ωl−1 0 ñîîòíîøåíèé;
(1, 0, 1, 1) ωl−2 ïðè l − 1− i = 1

1 ñîîòíîøåíèå
SO8

α4 α2,α4 (1, 1, 0) ω1 + ω3, ω4 (2, 1, 1)
(2, 1, 0) ω2 ω2 + ω4

(1, 0, 1) 0, ω2 1 ñîîòíîøåíèå
α4 α1,α3,α4 (1, 1, 0, 0) ω3 (2, 1, 1, 1)

(1, 0, 1, 0) ω1 ω1 + ω3 + ω4

(1, 0, 0, 1) 0, ω2 0 ñîîòíîøåíèé
(1, 1, 1, 0) ω2

α4 α2,α3,α4 (1, 1, 0, 0) ω1 + ω3, ω4 (2, 1, 0, 1)
(2, 1, 0, 0) ω2 ω2 + ω4

(1, 0, 1, 0) ω1 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 0, 0, 1) 0, ω2

α4 α1,α2,α4 (1, 1, 0, 0) ω3 (2, 0, 1, 1)
(1, 0, 1, 0) ω1 + ω3, ω4 ω2 + ω4

(2, 0, 1, 0) ω2 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 0, 0, 1) 0, ω2

α4 α1,α2,α3 (1, 1, 0, 0) ω3 (2, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0) ω1 + ω3, ω4 ω1 + ω2 + ω3

(2, 0, 1, 0) ω2 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 0, 0, 1) ω1

(1, 1, 0, 1) ω2

SO10

α5 α2,α5 (1, 1, 0) ω1 + ω4, ω5 (2, 1, 1)
(2, 1, 0) ω3 ω3 + ω5

(1, 0, 1) ω1, ω3 1 ñîîòíîøåíèå
(1, 1, 1) ω3

(2, 1, 1) ω2 + ω4

α5 α2,α4 (1, 1, 0) ω1 + ω4, ω5 (2, 1, 1)
(2, 1, 0) ω3 ω2 + ω5

(1, 0, 1) 0, ω2 0 ñîîòíîøåíèé
(1, 1, 1) ω1 + ω3

α5 α3,α5 (1, 1, 0) ω1 + ω5, ω2 + ω4, ω4 (2, 1, 1)
(2, 1, 0) ω1 + ω3, ω2 ω1 + ω3 + ω5

(1, 0, 1) ω1, ω3 1 ñîîòíîøåíèå
α5 α3,α4 (1, 1, 0) ω1 + ω5, ω2 + ω4, ω4 (2, 1, 1)

(2, 1, 0) ω1 + ω3, ω2 ω2 + ω4

(1, 0, 1) 0, ω2 1 ñîîòíîøåíèå
SO12

α4 α6 (1, 1) ω1 + ω5, ω2 + ω6, ω3 + ω5, ω6 (2, 3)
(1, 2) ω1 + ω3, ω2, ω2 + ω4, ω4 ω2 + ω4 + ω6

1 ñîîòíîøåíèå
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SO2l+1, (l > 3)
α2 αl (1, 1) ω1+ωl, ωl (2, 3)

l > 4 (1, 2) ω1+ωl−1, ωl−2, ωl−1 ω1 + ωl−1 + ωl

(2, 2) ω1+ωl−1 1 ñîîòíîøåíèå
α1 αi,αj (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)
i < j < l − 1 (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωj

(1, 0, 1) ωj−1, ωj+1 ïðè j − i > 1
(2, 0, 1) ωj 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè j − i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

α1 αi,αl−1 (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 1)
i < l − 1 (2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + ωl−1

(1, 0, 1) ωl−2, 2ωl ïðè l − 1− i > 1
(2, 0, 1) ωl−1 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè l − 1− i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

α1 αi,αl (1, 1, 0) ωi−1, ωi+1 (2, 1, 2)
(2, 1, 0) ωi ïðè i > 1 ωi + 2ωl

(1, 0, 1) ωl ïðè l − i > 1
(1, 0, 2) ωl−1 0 ñîîòíîøåíèé;

ïðè l − i = 1
1 ñîîòíîøåíèå

SO7

α2 α3 (1, 1) ω1+ω3, ω3 (2, 3)
(1, 2) ω1+ω2, ω1, ω2 ω1 + ω2 + ω3

1 ñîîòíîøåíèå
E6

α1 α1, α2 (1, 1, 0) ω2, ω5 (2, 1, 1)
(1, 0, 1) ω1 + ω5, ω3, ω6 ω1 + ω2 + ω5

(2, 0, 1) ω2 + ω5, ω4 1 ñîîòíîøåíèå
α1 α1, α6 (1, 1, 0) ω2, ω5 (2, 1, 1)

(1, 0, 1) ω1, ω4 ω1 + ω2

(2, 0, 1) ω2 0 ñîîòíîøåíèé
(2, 1, 1) ω3

α1 α4, α5 (1, 1, 0) ω2, ω5, ω5 + ω6 (2, 1, 1)
(2, 1, 0) ω3, ω6 ω5 + ω6

(1, 0, 1) 0, ω6 1 ñîîòíîøåíèå
α1 α5, α6 (1, 1, 0) 0, ω6 (2, 1, 1)

(1, 0, 1) ω1, ω4 ω1 + ω6

(2, 0, 1) ω2 0 ñîîòíîøåíèé
(1, 1, 1) ω3

E7

α1 α2 (1, 1) ω1, ω1 + ω6, ω3, ω7 (3, 2)
(2, 1) ω2, ω2 + ω6, ω5, ω6 ω1 + ω2 + ω6

1 ñîîòíîøåíèå
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Òåîðåìà äà¼ò íåêîòîðûå íîâûå ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåïðè-

âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ðåàëèçóþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé

íàä G/P è G/Q ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû êîëüöà R(X)U ìû áóäåì îïèñûâàòü ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå

äèâèçîðû íà X è ñîîòâåòñòâóþùèå êàíîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòûõ B-

èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ ìû áóäåì äåéñòâèåì ãðóïïû B ïðèâîäèòü òî÷êó ê êàíîíè÷åñêî-

ìó âèäó (îí åäèíñòâåííûé äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 0, ïàðàìåòðèçóåòñÿ êîìïëåêñíîé ïðÿ-

ìîé â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1) è èñêàòü óñëîâèÿ, êîãäà ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Ýòè óñëîâèÿ

è áóäóò çàäàâàòü äèâèçîðû èç äîïîëíåíèÿ ê îòêðûòîé B-îðáèòå â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 0

è B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû èç äîïîëíåíèÿ ê íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó

B-îðáèò â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1.

Ìåòîä îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ êëàññè÷å-

ñêèõ è îñîáûõ ãðóïï. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ÿâëÿþòñÿ

öåïî÷êàìè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäïðîñòðàíñòâ (â îðòîãîíàëüíîì è ñèìïëåêòè÷åñêîì

ñëó÷àÿõ åñòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà). Â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîðû ìîæ-

íî çàäàâàòü â êîìïàêòíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå � â òåðìèíàõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Èç òàêîãî çàäàíèÿ ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé.

Â ñëó÷àå îñîáûõ ãðóïï òàêîãî õîðîøåãî ñïîñîáà çàäàíèÿ äèâèçîðîâ íåò. Îïèñàíèå êà-

íîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé ñëåäóåò èç ÿâíîãî çàäàíèÿ äèâèçîðîâ â êîîðäèíàòàõ. Â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ðàññìîòðåíèå âåñîâ è çíàíèå ïðèìåðíîãî âèäà óðàâíåíèÿ äèâèçîðà ïîçâîëÿåò èç-

áåæàòü âû÷èñëåíèé.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

îñíîâíîå ïîëå � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C;

G � ïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà;

T ⊆ G � ìàêñèìàëüíûé òîð;

B ⊆ G � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ T ;

U ⊆ B � ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà;

P,Q ⊇ B � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â G;

∆ = ∆(G) � ñèñòåìà êîðíåé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî òîðà T ;

∆+ ⊂ ∆ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó âûáîðó áîðå-

ëåâñêîé ïîäãðóïïû B;

Π ⊂ ∆+ � ñèñòåìà ïðîñòûõ êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó âûáîðó áîðåëåâñêîé

ïîäãðóïïû B;
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αi � ïðîñòûå êîðíè, íóìåðàöèÿ ïî [1, òàáë. 1];

ωi � ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà;

Uα ⊂ G � îäíîìåðíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðíþ α;

V (λ) = VG(λ) � íåïðèâîäèìûé G-ìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì λ;

ResGHVG(λ) � îãðàíè÷åíèå G-ìîäóëÿ VG(λ) íà ïîäãðóïïó H ⊂ G;

V (λ)∗ � äâîéñòâåííûé ê V (λ) ìîäóëü;

λ∗ � ñòàðøèé âåñ V (λ)∗;

X � ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå G-ìíîãîîáðàçèå;

C(X) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè X;

ordDf , ordDs � ïîðÿäîê ôóíêöèè f è ñå÷åíèÿ s âäîëü ïðîñòîãî äèâèçîðà D;

H0(X,L) � ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L íàä ìíîãîîáðàçèåì X;

O(D) � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèâèçîðó D;

sD ∈ H0(X,O(D)) � êàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ O(D), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

div sD = D;

MH � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû H íà ìíîæåñòâå M .
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Ãëàâà 1

Î äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ

1.1. Äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ è èõ êîëüöà Êîêñà

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ âèäà G/P , ãäå P � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, íàçûâàþòñÿ

(îáîáù¼ííûìè) ìíîãîîáðàçèÿìè (÷àñòè÷íûõ) ôëàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äâîéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ôëàãîâ íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ âè-

äà G/P ×G/Q, ãäå P,Q � íåêîòîðûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû G.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû P,Q, ñî-

äåðæàùèå áîðåëåâñêóþ ïîäãðóïïó B ⊆ G, à äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ðåàëèçîâûâàòü

â âèäå G/P− ×G/Q−, ãäå P− è Q− � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â G, ïðîòèâîïîëîæíûå

ê P è Q.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ çàäàþòñÿ ïàðàìè ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîä-

ãðóïï. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû P ⊇ B ìîæíî çàäàâàòü íàáîðîì ïðîñòûõ êîðíåé. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà çàäàíà ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ êîðíåé I ⊆ Π,

è îáîçíà÷àòü å¼ PI , åñëè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå å¼ êàñàòåëüíîé àëãåáðû:

pI = t⊕
⊕

{α>0}∪{α∈Z(Π\I)}

gα,

ãäå t � êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà òîðà T , gα � êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà îäíîìåðíîé óíèïîòåíòíîé

ïîäãðóïïû Uα . Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû áóäóò

ñîîòâåòñòâîâàòü ïîäìíîæåñòâàì èç îäíîãî ïðîñòîãî êîðíÿ.

Ðàçëîæèì ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó P = PI â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïïû

Ëåâè è óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà: P = Li UP , ãäå L ⊇ T . Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå èìååì

è íà óðîâíå êàñàòåëüíîé àëãåáðû: p = l⊕uP . Òîãäà àëãåáðû l è uP áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå
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ðàçëîæåíèÿ:

l = t⊕
⊕

α∈Z(Π\I)

gα, uP =
⊕

{α>0|α/∈Z(Π\I)}

gα.

Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà P−
I èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

p−I = t⊕
⊕

{α<0}∪{α∈Z(Π\I)}

gα.

Ìû äàäèì îïðåäåëåíèå êîëüöà Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Ïèêàðà

Pic(X) ñâîáîäíà êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïóñòü ãðóïïà Pic(X) ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè

ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé L1, . . . ,Ls. Òîãäà ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íàä X èçîìîðôíî

ðàññëîåíèþ âèäà Lk1
1 ⊗ . . .⊗ Lks

s , k1, . . . , ks ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Êîëüöîì Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

R(X) =
⊕
ki∈Z

H0(X,Lk1
1 ⊗ . . .⊗ Lks

s ).

Ïðîñòðàíñòâî R(X) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ ñå÷åíèé.

Çàìå÷àíèå. Íà êîëüöå R(X) èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ãðàäóèðîâêà ãðóïïîé Pic(X). Ãðà-

äóèðîâêà îïðåäåëÿåò ìóëüòèñòåïåíü îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ, à ñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ðàññëîå-

íèé � ýòî â òî÷íîñòè ìóëüòèîäíîðîäíûå ýëåìåíòû R(X).

Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå êîëåö Êîêñà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [5, 1.4].

Òåïåðü íàéäåì êîëüöà Êîêñà ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ � äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ áàçèñ

ãðóïïû Pic(G/P− ×G/Q−).

Ïóñòü P = P{αi} � ìàêñèìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà. Ìíîãîîáðàçèå G/P−

âêëàäûâàåòñÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P(V (ω∗
i )) êàê ïðîåêòèâèçàöèÿ îðáèòû ìëàäøå-

ãî âåêòîðà. Ñòàðøèé âåêòîð äâîéñòâåííîãî ìîäóëÿ fωi
∈ V (ω∗

i )
∗ ≃ V (ωi) ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íîé ôîðìîé íà P(V (ω∗
i )) è çàäàåò íåêîòîðûé P -èíâàðèàíòíûé ïðîñòîé äèâèçîð DP,i íà

G/P−, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì Øóáåðòà. Ãðóïïà Ïèêàðà ìíîãîîáðàçèÿ G/P− ïî-

ðîæäàåòñÿ êëàññîì äèâèçîðà DP,i. Êàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå sDP,i
� ýòî îãðàíè÷åíèå íà G/P−

ëèíåéíîé ôîðìû fωi
; åãî âåñ ðàâåí ωi.

Ïóñòü òåïåðü P = PI , I = {αi1 , . . . , αir}. Ïðîîáðàçû äèâèçîðîâ DP,ik ⊂ G/P−
{αik

}

ïðè åñòåñòâåííûõ ìîðôèçìàõ G/P− → G/P−
{αik

} áóäóò P -èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè íà

G/P−, êîòîðûå ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü äèâèçîðàìè Øóáåðòà è îáîçíà÷àòü òàê æå. Äèâè-

çîðû Øóáåðòà ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ ê îòêðûòîé B-îðáèòå è èñ÷åðïûâàþò

âñå ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà G/P−. Ãðóïïà Ïèêàðà ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ

êëàññàìè äèâèçîðîâ Øóáåðòà. Âåñà êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèâèçîðàì
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Øóáåðòà, ðàâíû ωi1 , . . . , ωir . Ïîäðîáíåå ïðî äèâèçîðû Øóáåðòà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðè-

ìåð, â [6, 2].

ÏóñòüD =
∑

mikDik , λ =
∑

mikωik . ÒîãäàH
0(G/P−,O(D)) ≃ V (λ), åñëèmi1 , . . . ,mir >

0, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì:

R(G/P−) ≃
⊕

λ=mi1
ωi1

+...+mirωir
mi1

,...,mir>0

V (λ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ X = G/P−×G/Q−, ãäå P = PI , Q =

PJ , I = {αi1 , . . . , αir}, J = {αj1 , . . . , αjt}. Åãî ãðóïïà Ïèêàðà áóäåò ñâîáîäíî ïîðîæäàòüñÿ

ïðîîáðàçàìè äèâèçîðîâ Øóáåðòà íà G/P− è G/Q− ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèÿõ X →

G/P− è X → G/Q− ñîîòâåòñòâåííî. Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, òàêèå ïðîîáðàçû äèâèçîðîâ

Øóáåðòà ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü äèâèçîðàìè Øóáåðòà è îáîçíà÷àòü òàê æå. Êîëüöî

Êîêñà äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

R(X) = R(G/P−)⊗R(G/Q−) ≃
⊕

λ=mi1
ωi1

+...+mirωir , mi1
,...,mir>0

µ=nj1
ωj1

+...+njtωjt , nj1
,...,njt>0

V (λ)⊗ V (µ).

Ìóëüòèñòåïåíü áóäåò çàäàâàòüñÿ öåëî÷èñëåííûì (r + t)-âåêòîðîì.

1.2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé è îãðàíè÷åíèå íà

ïîäãðóïïó

Îïèøåì, êàêèì îáðàçîì çíàíèå U -èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëà-

ãîâ ïîçâîëÿåò ðàñêëàäûâàòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ G-ìîäóëåé è ïîëó-

÷àòü íåêîòîðûå ïðàâèëà âåòâëåíèÿ.

Ïóñòü êîëüöî A ãðàäóèðîâàíî íåêîòîðîé ãðóïïîé E, òîãäà ÷åðåç Aρ áóäåì îáîçíà÷àòü

ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó ρ ∈ E îäíîðîäíóþ êîìïîíåíòó â êîëüöå A. Åñëè A′ ⊆ A �

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî, òî ÷åðåç A′
ρ îáîçíà÷èì Aρ ∩ A′.

Ïóñòü X = G/P− × G/Q−, ãäå P = PI , Q = PJ , I = {αi1 , . . . , αir}, J = {αj1 , . . . , αjt}.

Ïóñòü λ =
∑

mikωik , µ =
∑

njlωjl . Òîãäà ïîäìîäóëü V (λ) ⊗ V (µ) ⊂ R(X) áóäåò ñîñòîÿòü

â òî÷íîñòè èç ìóëüòèîäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèñòåïåíè (mi1 , . . . ,mir , nj1 , . . . , njt) =:

(m̄, n̄), òî åñòü ñîâïàäàòü ñ R(X)(m̄,n̄).
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Êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ V (ν) â V (λ)⊗V (µ) ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (V (λ)⊗ V (µ))Uν

èíâàðèàíòîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ U , èìåþùèõ âåñ ν îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ T . Ýòî ïðî-

ñòðàíñòâî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì R(X)U(m̄,n̄),ν (ãäå ν � âåñ îòíîñèòåëüíî

òîðà T ). Òàêèì îáðàçîì:

V (λ)⊗ V (µ) ≃ R(X)(m̄,n̄) ≃
⊕
ν

V (ν)⊕d(m̄,n̄,ν),

ãäå d(m̄, n̄, ν) = dimR(X)U(m̄,n̄),ν .

Ïóñòü H � ðåäóêòèâíàÿ ïîäãðóïïà G, ïðè÷¼ì B ∩H � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà â H, à

T ∩H � ìàêñèìàëüíûé òîð â H. Ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

âåòâëåíèÿ:

ResGHVG(λ) ≃
⊕
ν

VH(ν)
⊕d(m̄,ν),

ãäå d(m̄, ν) = dimR(G/P−)U∩H
(m̄),ν (ν � âåñ îòíîñèòåëüíî òîðà T ∩H).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè â êà÷åñòâåH âçÿòü ïîäãðóïïó ËåâèM ⊂ Q, òî ñòðóêòóðó êîëüöà

R(G/P−)U∩H ìû ìîæåì íàéòè èç ñòðóêòóðû êîëüöà R(G/P− ×G/Q−)U .

Òåîðåìà 1.3. Êîëüöî R(G/P−)U∩M èçîìîðôíî ïîäêîëüöó â êîëüöå ÷àñòíûõ R(G/P−×

G/Q−)U ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, ñî-

ñòîÿùåìó èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèñòåïåíè (0, . . . , 0) ïî âòîðîé ãðóïïå êîîðäèíàò â Zr+t.

Äàííîå êîëüöî îáîçíà÷èì ÷åðåç R(G/P− ×G/Q−)U [s−1
DQ,j1

, . . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì φ : R(G/P−)U∩M → R(G/P−×G/Q−)U [s−1
DQ,j1

,

. . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄). Âíà÷àëå îïðåäåëèì φ íà îäíîðîäíûõ ýëåìåíòàõ, òî åñòü íà ñå÷åíèÿõ. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íàä G/P− è åãî (U ∩ M)-èíâàðèàíòíîå

ñå÷åíèå s ∈ H0(G/P−,L)U∩M . Ñå÷åíèå s åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî U -

èíâàðèàíòíîãî ñå÷åíèÿ s̃ ∈ H0(G/P− × UQ[e],L � OG/Q−)U . Ïîëó÷åííîå ñå÷åíèå s̃ ìî-

æåò íå áûòü ðåãóëÿðíûì íà âñåì X � îíî ìîæåò èìåòü ïîëþñà íà X \ (G/P− × UQ[e]),

òî åñòü íà äèâèçîðàõ Øóáåðòà DQ,jk . Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ŝ = s̃ ⊗ s
nj1
DQ,j1

⊗ . . . ⊗ s
njt
DQ,jt

,

ãäå njk = −ordDQ,jk
s̃. Òîãäà ŝ ∈ H0(X,L � O(nj1DQ,j1 + . . . + njtDQ,jt))

U è èìååò ìóëü-

òèñòåïåíü (nj1 , . . . , njt) ïî âòîðîé ãðóïïå êîîðäèíàò, çàäàþùèõ ìóëüòèñòåïåíü. Ïîëîæèì

φ(s) := s̃ = ŝ ⊗ s
−nj1
DQ,j1

⊗ . . . ⊗ s
−njt
DQ,jt

∈ R(G/P− × G/Q−)U [s−1
DQ,j1

, . . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄). Íà íåîäíî-

ðîäíûõ ýëåìåíòàõ êîëüöà R(G/P−)U∩M îòîáðàæåíèå φ îïðåäåëèì ïî ëèíåéíîñòè.

Òî, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñëåäóåò òîãî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü îáðàòíîå îòîáðà-

æåíèå. Ïîñêîëüêó φ ïåðåâîäèò îäíîðîäíûå ýëåìåíòû â îäíîðîäíûå, òî äîñòàòî÷íî ïîñòðî-

èòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íà îäíîðîäíûõ ýëåìåíòàõ. Ýëåìåíòû âèäà ŝ⊗s
−nj1
DQ,j1

⊗. . .⊗s
−njt
DQ,jt

,
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ãäå ñå÷åíèå ŝ èìååò ìóëüòèñòåïåíü (nj1 , . . . , njt) ïî âòîðîé ãðóïïå êîîðäèíàò, ÿâëÿþò-

ñÿ U -èíâàðèàíòíûìè ðàöèîíàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ðàññëîåíèÿ L�OG/Q− , ðåãóëÿðíûìè íà

G/P− × UQ[e]. Íà íèõ îòîáðàæåíèå φ−1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå íà G/P− × [e] ≃

G/P−. �

Äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ ðàçìåðíîñòè d(m̄, n̄, ν) è d(m̄, ν), ó÷àñòâóþùèå â ïðàâèëàõ ðàç-

ëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ïðàâèëàõ âåòâëåíèÿ, ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Êàê ñëåäóåò

èç òåîðåìû 1.9, ýòè ñëó÷àè áóäóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñëó÷àè ñëîæíîñòåé 0 è 1.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü X = G/P− × G/Q−, ãäå P = PI , Q = PJ , I = {αi1 , . . . , αir},

J = {αj1 , . . . , αjt}. Ïóñòü λ =
∑

mikωik , µ =
∑

njlωjl è (m̄, n̄) := (mi1 , . . . ,mir , nj1 , . . . , njt).

à) Ïóñòü R(X)U ñâîáîäíà, ýëåìåíòû å¼ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ïîðîæäà-

þùèõ èìåþò âåñà ν1, . . . , νd è ìóëüòèñòåïåíè (m̄1, n̄1), . . . , (m̄d, n̄d). Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

V (λ)⊗ V (µ) ≃
⊕

k1(m̄1,n̄1)+...+kd(m̄d,n̄d)=(m̄,n̄)

V (k1ν1 + . . .+ kdνd).

á) Ïóñòü R(G/P−)U∩M ñâîáîäíà, ýëåìåíòû å¼ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ïî-

ðîæäàþùèõ èìåþò âåñà ν1, . . . , νd è ìóëüòèñòåïåíè (m̄1), . . . , (m̄d). Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

ResGMVG(λ) ≃
⊕

k1(m̄1)+...+kd(m̄d)=(m̄)

VM(k1ν1 + . . .+ kdνd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç âûøåíàïèñàííîãî.

�

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü X, λ, µ, (m̄, n̄) � êàê â òåîðåìå 1.4.

à) Ïóñòü R(X)U ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ (ò.å. îáðàçóþùèå ñâÿçàíû åäèíñòâåí-

íûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì), ýëåìåíòû å¼ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ïî-

ðîæäàþùèõ èìåþò âåñà ν1, . . . , νd è ìóëüòèñòåïåíè (m̄1, n̄1), . . . , (m̄d, n̄d), à îïðåäåëÿþ-

ùåå ñîîòíîøåíèå èìååò âåñ ν0 è ìóëüòèñòåïåíü (m̄0, n̄0). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

ðàçëîæåíèå:

V (λ)⊗ V (µ) ≃
⊕

k1(m̄1,n̄1)+...+kd(m̄d,n̄d)=(m̄,n̄)

V (k1ν1 + . . .+ kdνd) −

−
⊕

l1(m̄1,n̄1)+...+ld(m̄d,n̄d)=(m̄,n̄)−(m̄0,n̄0)

V (ν0 + l1ν1 + . . .+ ldνd) (1)
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Ïîä ðàçíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèé ïîíèìàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî êðàòíîñòü âõîæ-

äåíèÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V (ν) ðàâíà ðàçíîñòè êðàòíîñòåé âõîæäå-

íèÿ V (ν) â èñõîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

á) Ïóñòü R(G/P−)U∩M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ýëåìåíòû å¼ ìèíèìàëüíîé ñè-

ñòåìû îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ èìåþò âåñà ν1, . . . , νd è ìóëüòèñòåïåíè (m̄1), . . . , (m̄d),

à îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå èìååò âåñ ν0 è ìóëüòèñòåïåíü (m̄0). Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

ResGMVG(λ) ≃
⊕

k1(m̄1)+...+kd(m̄d)=(m̄)

VM(k1ν1 + . . .+ kdνd) −

−
⊕

l1(m̄1)+...+ld(m̄d)=(m̄)−(m̄0)

VM(ν0 + l1ν1 + . . .+ ldνd)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå à). Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → (F1)
φ1→ C[t1, . . . , td]

φ2→ R(X)U → 0,

ãäå F1 � îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, φ1 � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, φ2(ti) = fi. Ââåäåì íà

àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ C[t1, . . . , td] Zr+t+l-ãðàäóèðîâêó, ãäå l = rkG, ïðèïèñàâ êàæäîé ïåðå-

ìåííîé ti ìóëüòèñòåïåíü (m̄i, n̄i) è âåñ νi. Òîãäà φ1 è φ2 ñîõðàíÿþò ãðàäóèðîâêó. Êðàòíîñòü

âõîæäåíèÿ V (ν) â V (λ) ⊗ V (µ) ðàâíà dimR(X)U(m̄,n̄),ν , êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ â óìåíüøàå-

ìîå ïðàâîé ÷àñòè èçîìîðôèçìà (1) ðàâíà dimC[t1, . . . , td](m̄,n̄),ν , à êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ â

âû÷èòàåìîå ïðàâîé ÷àñòè èçîìîðôèçìà (1) ðàâíà dim (F1)(m̄,n̄),ν . Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èìååì dimR(X)U(m̄,n̄),ν = dimC[t1, . . . , td](m̄,n̄),ν −dim (F1)(m̄,n̄),ν , ÷òî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó.

Ïóíêò á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

1.3. Ñòðîåíèå B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà

ìíîãîîáðàçèÿõ ìàëîé ñëîæíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì, êàê óñòðîåíà ñîâîêóïíîñòü B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà

ìíîãîîáðàçèÿõ ñëîæíîñòåé 0 è 1. Áîëåå ïîäðîáíî ïðî ñòðîåíèå ñîâîêóïíîñòè äèâèçîðîâ

ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [19, 16.2].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñëîæíîñòüþ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà íåïðèâîäèìîì àëãåáðàè÷åñêîì

ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòü c(X) = cG(X) òèïè÷íîé B-îðáèòû.
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Çàìå÷àíèå. Ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíîñòè 0 òàêæå íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè.

Íà ñôåðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ïðîñòûõ B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî,

ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ ê îòêðûòîé B-îðáèòå.

Ïóñòü òåïåðüX � ðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñëîæíîñòè 1. Ïî òåîðåìå Ëþðîòà C(X)B ≃

C(P1). Âëîæåíèå ïîëåé C(X) ⊇ C(X)B çàäàåò ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X 99K P1, òè-

ïè÷íûå ñëîè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè òèïè÷íûõ B-îðáèò. Ïîýòîìó ïðîñòûå B-

èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå îíè, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòî-

ðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà, îáðàçóþò ñåìåéñòâî, êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

áåç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Äèâèçîðû äàííîãî ñåìåéñòâà áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêè-

ìè, à îñòàëüíûå, êîòîðûõ áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî, � èñêëþ÷èòåëüíûìè.

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî B-èíâàðèàíòíîãî äèâèçîðà D ⊂ X, îãðàíè÷èâ ordD íà C(X)B ≃

C(P1), ïîëó÷èì íîðìèðîâàíèå ïîëÿ C(P1) ñ íåêîòîðûì öåíòðîì zD ∈ P1 è ïîðÿäêîì

hD ∈ Z+ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû â zD (ïðè hD = 0 â êà÷åñòâå zD ìîæíî âçÿòü ëþáóþ

òî÷êó P1). Äèâèçîðû D, äëÿ êîòîðûõ hD > 0, ïðè îòîáðàæåíèè X 99K P1 ïåðåõîäÿò â zD.

Îñòàëüíûå äèâèçîðû îòîáðàæàþòñÿ íà P1 äîìèíàíòíî. Ïàðàìåòðè÷åñêèå äèâèçîðû áóäóò

õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äëÿ íèõ hD = 1 è íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ B-èíâàðèàíòíûõ ïðî-

ñòûõ äèâèçîðîâ D′, äëÿ êîòîðûõ zD = zD′ è hD′ > 0. Òî÷êè z ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, äëÿ

êîòîðûõ íåò òàêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî äèâèçîðà D, ÷òî zD = z, áóäåì íàçûâàòü èñêëþ-

÷èòåëüíûìè. Èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî. Îñòàëüíûå òî÷êè P1 íàçîâåì

òèïè÷íûìè.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ X 99K P1 ìîæíî íàéòè òà-

êèå ñå÷åíèÿ F è F ′ íåêîòîðîãî G-ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L → X, ÷òî ýòî îòîáðàæå-

íèå áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé x 7→ (F (x) : F ′(x)). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ïîñòîÿí-

íî íà B-îðáèòàõ, òî âûáðàííûå ñå÷åíèÿ áóäóò B-ïîëóèíâàðèàíòíûìè îäíîãî è òîãî æå

âåñà. Òàêèì îáðàçîì ìû çàäàëè îòîáðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ñèñòåìû äèâèçîðîâ

{D | D = div s, s ∈ ⟨F, F ′⟩}. Ïàðàìåòðè÷åñêèå äèâèçîðû � ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòûå äèâè-

çîðû ëèíåéíîé ñèñòåìû. Äëÿ òèïè÷íîé òî÷êè z = (p : q) ∈ P1 ïàðàìåòðè÷åñêèé äèâèçîð

D, äëÿ êîòîðîãî zD = z, áóäåò èìåòü âèä D = div(qF − pF ′). Äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êè

z = (p : q) ∈ P1 äèâèçîð D = div(qF − pF ′) íå áóäåò ïðîñòûì, è âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëî-

æåíèå: div(qF − pF ′) =
∑

zDi
=z hDi

Di, ãäå Di � âñå ïðîñòûå èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû â

ïðîîáðàçå òî÷êè z.
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1.4. Ñâÿçü ìåæäó B-èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè è

àëãåáðîé U-èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà

Òåïåðü îïèøåì ñòðîåíèå àëãåáð U -èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ñëîæíî-

ñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Pic(X) êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ñâîáîäíà, òåì ñàìûì êîëüöî Êîêñà

êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äèâèçîð D ÿâëÿåòñÿ B-èíâàðèàíòíûì, òî êàíîíè÷åñêîå ñå÷åíèå sD

áóäåò B-ïîëóèíâàðèàíòíûì, è íàîáîðîò.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü X � ïîëíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñëîæíîñòè 0, à D1, . . . , Dd �

âñå ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà X. Òîãäà àëãåáðà R(X)U ñâîáîäíî ïîðîæäàåò-

ñÿ êàíîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè sDi
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî sDi
ïîðîæäàþò R(X)U . Ëþáîé ýëåìåíò èç R(X)U

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñå÷åíèé ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ðàññëîåíèé, ýòè ñå÷åíèÿ òî-

æå áóäóò U -èíâàðèàíòíûìè. Ðàçëîæèì U -èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå â ñóììó B-ïîëóèíâàðèàí-

òíûõ. Çíà÷èò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B-ïîëóèíâàðèàíòíîãî

ñå÷åíèÿ s ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàX. Åãî äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé div s =∑
aiDi. Òîãäà s ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ

∏
saiDi

ïî âñåì i = 1, . . . , d.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî sDi
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî C(X)B =

C. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ f ∈ C(X)B ïîñòîÿííà íà îòêðûòîé îðáèòå, à çíà÷èò, è íà âñåìX.

Åñëè âûïîëíåíî íåêîå íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó sDi
, òî íàéäóòñÿ äâà íåïðîïîð-

öèîíàëüíûõ ìîíîìà îò sDi
îäíîãî âåñà è îäíîé ìóëüòèñòåïåíè. Îòíîøåíèå ýòèõ ìîíîìîâ

îïðåäåëÿåò íåïîñòîÿííóþ B-èíâàðèàíòíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ íà X, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò ðàâåíñòâó C(X)B = C. �

Ïîõîæàÿ òåîðåìà âåðíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè 1.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü X � ïîëíîå ðàöèîíàëüíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñëîæíîñòè 1,

ïóñòü Di � âñå èñêëþ÷èòåëüíûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû, à F è F ′ � ñå÷åíèÿ, îïðå-

äåëåííûå âûøå. Òîãäà R(X)U ïîðîæäàåòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè sDi
, F è F ′. Åñëè

íà P1 èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà èëè äâå èñêëþ÷èòåëüíûå òî÷êè, òî ëèáî îäèí, ëèáî îáà èç

ýëåìåíòîâ F è F ′ ìîæíî óáðàòü èç ïîðîæäàþùèõ. Èäåàë ñîîòíîøåíèé ïîðîæäàåòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

qF − pF ′ =
∏

zDi
=(p:q)

s
hDi
Di

,

ãäå (p : q) � èñêëþ÷èòåëüíàÿ òî÷êà P1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íàÿ ïîðîæä¼ííîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé

òåîðåìå. Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíîå B-ïîëóèíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå. Ïðåäñòàâèì äèâèçîð ñå÷å-

íèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîñòûõ äèâèçîðîâ div s =
∑

aiDi+
∑

a(p:q) div(qF−pF ′),

òîãäà s ïðîïîðöèîíàëüíî
∏

saiDi
·
∏
(qF − pF ′)a(p:q) . Åñëè èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê õîòÿ áû

äâå, òî F è F ′ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç sDi
� ýòî ëåãêî âèäåòü èç ñîîòíîøåíèé, îïèñàííûõ

â òåîðåìå.

Òåïåðü íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå R(X)U . Ìû çíàåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåé íîð-

ìèðîâêå ñå÷åíèé sDi
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ qF − pF ′ =

∏
zDi

=(p:q) s
hDi
Di

, ãäå (p : q) �

èñêëþ÷èòåëüíàÿ òî÷êà. Äîêàæåì, ÷òî îíè ïîðîæäàþò âñå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíîå îäíîðîäíîå ïî ìóëüòèñòåïåíè è âåñó ñîîòíîøåíèå∏
saiDi

f(F, F ′) +
∏

sbiDi
g(F, F ′) + . . . = 0,

ãäå f, g, . . . � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îò F è F ′. ×óòü ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñ ó÷¼òîì

îïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé
∏

saiDi
f(F, F ′) +

∏
sbiDi

g(F, F ′) ìîæíî çàìåíèòü íà
∏

sciDi
h(F, F ′).

Òàêèì îáðàçîì â èñõîäíîì ñîîòíîøåíèè ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî

ñëàãàåìûõ âèäà
∏

saiDi
f(F, F ′). Òîãäà ìû ðåäóöèðóåì èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ê ñîîòíîøåíèþ

âèäà
∏

saiDi
f(F, F ′) = 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè f = 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
∏

saiDi
f(F, F ′)+

∏
sbiDi

g(F, F ′) ìîæíî çàìåíèòü íà
∏

sciDi
h(F, F ′).

Îáîçíà÷èì sa =
∏

saiDi
f(F, F ′), sb =

∏
sbiDi

g(F, F ′). Ïîñêîëüêó sa è sb èìåþò îäèíàêîâûå

âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, èõ îòíîøåíèå ðàâíî íåêîòîðîé ôóíêöèè èç C(X)B ≃ C(P1); îä-

íîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè íà P1 ÿâëÿþòñÿ F è F ′. Òîãäà div sa è div sb ðàçëè÷àþòñÿ íà

äèâèçîð ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò F è F ′, è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑
i

aiDi + div ga(F, F
′) =

∑
i

biDi + div gb(F, F
′),

ãäå ga, gb � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû. Ðàññìîòðèì êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ

äèâèçîðîâ â ýòî ðàâåíñòâî. Åñëè Di � èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð ñ hDi
= 0, òî ai = bi.

Ïóñòü z � èñêëþ÷èòåëüíàÿ òî÷êà P1. Âûäåëèì â ðàâåíñòâå òîëüêî òàêèå äèâèçîðû D, ó

êîòîðûõ zD = z (è hD > 0). Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∑
zDi

=z
hDi

>0

(ai − bi)Di = div(qF − pF ′)k = k
∑
zDi

=z
hDi

>0

hDi
Di

ãäå (p : q) = z, k ∈ Z.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0. Òîãäà ai > bi äëÿ òàêèõ i, ÷òî zDi
= z è hDi

> 0. Çàìåíèì

â sa ïðîèçâåäåíèå
∏

zDi
=z s

ai
Di

íà
∏

zDi
=z s

bi
Di

· (qF − pF ′)k. Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî â sa è

sb ñòåïåíè ñå÷åíèé sDi
ñîâïàäàþò äëÿ òàêèõ i, ÷òî zDi

= z è hDi
> 0. Ïðîèçâåäÿ òàêóþ
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çàìåíó äëÿ âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê P1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî èç sa è sb ìîæíî âûíåñòè

ìíîæèòåëü âèäà
∏

sciDi
òàê, ÷òî îñòàíóòñÿ ìíîãî÷ëåíû îò F è F ′. �

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè 0 àëãåáðà R(X)U ñâîáîäíà (ñì,

íàïðèìåð, [12]). Äëÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü ñëîæíîñòü äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ X ãðóïïû G ðàâíà 1.

Òîãäà àëãåáðà R(X)U ñâîáîäíà èëè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ÿâíîãî îïèñàíèÿ àëãåáð R(X)U äëÿ

êàæäîãî èç òàêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðîå ïðèâåäåíî â ãëàâå 3. Ïîëó÷åíî, ÷òî âî âñåõ ýòèõ

ñëó÷àÿõ èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 2 èëè 3. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè

èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê 2, òî R(X)U ñâîáîäíà, à åñëè òàêèõ òî÷åê 3, òî R(X)U ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. �

Çàìå÷àíèå. ×àñòíûé ñëó÷àé äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàíåå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòà-

òà Ïàíþøåâà [16, 6.5]. Îí ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

R(X)U ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Òåïåðü îïèøåì, êàêèì îáðàçîì íàõîäèòü îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ R(G/P−)U∩M ,

çíàÿ îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ R(G/P− ×G/Q−)U .

Òåîðåìà 1.10. à) Ïóñòü X � êàê â òåîðåìå 1.4 è îäíîðîäíûå B-ïîëóèíâàðèàíòíûå

ýëåìåíòû sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, f1, . . . , fd ïîðîæäàþò R(X)U . Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

φ : R(X)U → R(X)U [s−1
DQ,j1

, . . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄),

îïðåäåëèâ åãî íà B-ïîëóèíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèÿõ s ìóëüòèñòåïåíè (mi1 , . . . ,mir , nj1 , . . . , njt)

êàê

φ(s) := s⊗ s
−nj1
DQ,j1

⊗ . . .⊗ s
−njt
DQ,jt

,

à íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ êîëüöà R(X)U � ïî ëèíåéíîñòè. Ýëåìåíò φ(s) áóäåò èìåòü

â êîëüöå R(G/P−)U∩M ìóëüòèñòåïåíü (mi1 , . . . ,mir) è âåñ wtφ(s) = wt s− nj1ωj1 − . . .−

njtωjt îòíîñèòåëüíî òîðà T . Òîãäà ýëåìåíòû φ(f1), . . . , φ(fd) ïîðîæäàþò R(G/P− ×

G/Q−)U [s−1
DQ,j1

, . . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄) ≃ R(G/P−)U∩M .

á) Åñëè îáðàçóþùèå sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, f1, . . . fd íåçàâèñèìû, òî ýëåìåíòû φ(f1), . . . , φ(fd)

òîæå íåçàâèñèìû. Åñëè èäåàë ñîîòíîøåíèé â R(X)U ïîðîæäàåòñÿ îäíîðîäíûì ñîîòíî-

øåíèåì

F1(sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, f1, . . . fd) = 0
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ìóëüòèñòåïåíè (mi1 , . . . ,mir , nj1 , . . . , njt) è âåñà ν, òî èäåàë ñîîòíîøåíèé â R(G/P−)U∩M

ïîðîæäàåòñÿ îäíîðîäíûì ñîîòíîøåíèåì

F2(φ(f1), . . . , φ(fd)) := F1(1, . . . , 1, φ(f1), . . . , φ(fd)) = 0

ìóëüòèñòåïåíè (mi1 , . . . ,mir) è âåñà ν − nj1ωj1 − . . .− njtωjt îòíîñèòåëüíî òîðà T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà à) î÷åâèäíî.

Äîêàæåì á). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàçóþùèå sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, f1, . . . fd íåçàâèñèìû, à

ýëåìåíòû φ(f1), . . . , φ(fd) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì. Äîìíîæèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà ïîäõî-

äÿùèå ñòåïåíè sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, f1, . . . fd �

ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ýëåìåíòû φ(f1), . . . , φ(fd) ñâîáîäíî ïîðîæäàþò

R(G/P− ×G/Q−)U [s−1
DQ,j1

, . . . , s−1
DQ,jt

](∗̄,0̄) ≃ R(G/P−)U∩M .

Ïóñòü îáðàçóþùèå êîëüöà R(X)U ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì F1. Î÷åâèäíî,

÷òî óêàçàííûå îáðàçóþùèå â R(G/P−)U∩M ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì F2, è ÷òî F2 � îäíî-

ðîäíî. Îòìåòèì, ÷òî F2 � íå òðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå, èíà÷å ñå÷åíèÿ sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

íå

áûëè áû íåçàâèñèìûìè. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ñîîòíîøåíèé (íå ëåæàùèõ â èäåàëå (F2))

íåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðóãîå ñîîòíîøåíèå åñòü. Äîìíîæèâ ñîîòíîøåíèå íà ïîäõîäÿùèå

ñòåïåíè sDQ,j1
, . . . , sDQ,jt

, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáðàçóþùèìè R(X)U . Îíî äîëæíî

ëåæàòü â èäåàëå (F1). Íî òîãäà èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ëåæèò â (F2). �
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Ãëàâà 2

Êëàññèôèêàöèÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé

ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1

2.1. Íåêîòîðûå ëåììû î ñëîæíîñòè äâîéíûõ

ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå íàì ïîòðåáóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè. Îñíîâíîé

òåîðåìîé, êîòîðîé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.1 ([15]). Ïóñòü P è Q ðàçëîæåíû â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðò-

íîé ïîäãðóïïû Ëåâè è óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà: P = L i Pu, Q = M i Qu. Òîãäà ñëîæ-

íîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà G/P ×G/Q ðàâíà ñëîæíîñòè äåéñòâèÿ L ∩M íà pu ∩ qu,

ãäå pu è qu � êàñàòåëüíûå àëãåáðû ê Pu è Qu.

Ëåììà 2.2. Ñëîæíîñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå P è Q ìåñòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. �

Ëåììà 2.3. Ïóñòü P ′ ⊆ P , Q′ ⊆ Q � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Òîãäà ñëîæíîñòü

äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ äëÿ ïàðû (P ′, Q′) íå ìåíüøå ñëîæíîñòè äëÿ ïàðû (P,Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò G-ýêâèâàðèàíòíûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì G/P ′ ×

G/Q′ → G/P×G/Q, ïîýòîìó êîðàçìåðíîñòü òèïè÷íîé B-îðáèòû íà G/P×G/Q íå áîëüøå

ñîîòâåòñòâóþùåé êîðàçìåðíîñòè íà G/P ′ ×G/Q′. �

Ëåììà 2.4. Ïóñòü P è Q ðàçëîæåíû â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíîé ïîä-

ãðóïïû Ëåâè è óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà: P = Li Pu, Q = M i Qu. Òîãäà c > 1
2
(dimG−

dimL− dimM − dimT ), ãäå c � ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà G/P ×G/Q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî c > dim(pu∩qu)−dim(L∩M∩B). Ïðè

ýòîì dim(L ∩M ∩B) = 1
2
(dim(L ∩M) + dimT ), dim(pu ∩ qu) =

1
2
(dimG− dimL− dimM +

dim(L ∩M)). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì íóæíóþ îöåíêó. �

2.2. Ìåòîä êëàññèôèêàöèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

2.2.1. Ñïîñîá çàäàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî SOn ñîõðàíÿåò áèëèíåéíóþ ôîðìó ñ ìàòðèöåé, ó êîòîðîé íà ïîáî÷íîé äèàãî-

íàëè ñòîÿò åäèíèöû, è îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, à Spn ñîõðàíÿåò áèëèíåéíóþ ôîðìó ñ

ìàòðèöåé, ó êîòîðîé íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, íà÷èíàÿ ñ âåðõíåãî ïðàâîãî óãëà, ñòîÿò âíà-

÷àëå 1, ïîòîì òàêîå æå êîëè÷åñòâî −1, à ýëåìåíòû âíå ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ðàâíû 0. Òîãäà

T áóäåò ïîäãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, B � âåðõíåòðåóãîëüíûõ, U � óíèïîòåíòíûõ

âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â ãðóïïå G.

Äëÿ G = SLn, Spn, SO2l+1 ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ñîäåðæàùèå B, èìåþò áëî÷íî-

âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Òîãäà ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ìîæíî çàäàâàòü ðàçìåðàìè äèà-

ãîíàëüíûõ áëîêîâ. Äëÿ G = SO2l åñòü åùå îäèí êëàññ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïîäãðóï-

ïû ýòîãî êëàññà ìû áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè. Ýòè ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ñîîòâåò-

ñòâóþò òàêèì ïîäìíîæåñòâàì I, ÷òî αl−1 ∈ I, αl /∈ I. Ïðè ñîïðÿæåíèè ñ ïåðåñòàíîâêîé

äâóõ ñðåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷èì ïîäãðóïïó PI′ , ãäå I
′ = I∪{αl}\{αl−1}, êîòîðàÿ

óæå èìååò áëî÷íî-âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Îñîáóþ ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó PI áóäåì

çàäàâàòü ðàçìåðàìè áëîêîâ ïîäãðóïïû PI′ è ïîìå÷àòü øòðèõîì.

Ïóñòü I = {αi1 , . . . , αir}, i1 < . . . < ir. Îïèøåì ñâÿçü ìåæäó I ⊆ Π è ðàçìåðàìè áëîêîâ

PI â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

G ðàçìåðû áëîêîâ

SLn (i1, i2 − i1, . . . , ir − ir−1, n− ir)

Sp2l (i1, i2 − i1, . . . , ir − ir−1, 2(l − ir), ir − ir−1, . . . , i2 − i1, i1)

SO2l+1 (i1, i2 − i1, . . . , ir − ir−1, 2(l − ir) + 1, ir − ir−1, . . . , i2 − i1, i1)

SO2l (i1, i2 − i1, . . . , ir − ir−1, 2(l − ir), ir − ir−1, . . . , i2 − i1, i1), åñëè αl−1 /∈ I èëè αl ∈ I

(i1, i2 − i1, . . . , l − ir−1, l − ir−1, . . . , i2 − i1, i1)
′, åñëè αl−1 ∈ I è αl /∈ I

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ Sp2l è SO2l ïðè ir = l ðàçìåð öåíòðàëüíîãî áëîêà ðàâåí 0, òî åñòü

åãî ïðîñòî íåò. Äîáàâèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû SO2l ïîäãðóïïà ñ öåíòðàëüíûì áëîêîì ðàçìå-

ðà 2 ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè áëîêàìè ðàçìåðà 1 âìåñòî îäíîãî

öåíòðàëüíîãî.

Åñëè çàäàâàòü ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ðàçìåðàìè áëîêîâ, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ïåðåôîðìóëèðîâêó òåîðåìû êëàññèôèêàöèè 1 äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï:
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü G � êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà (SLn, SOn, Spn). Òîãäà âñå äâîéíûå

ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè, äëÿ ãðóïïû SLn è SO2n � åù¼ ñ òî÷íîñòüþ äî äèàãðàìì-

íîãî àâòîìîðôèçìà G), ïðèâåä¼ííûõ â òàáëèöàõ 1, 2, 3.

ñëîæíîñòü 0 ñëîæíîñòü 1

êîë-âà áëîêîâ

â P è Q P Q P Q

2,2 (p1, p2) (q1, q2)

2,3 (p1, p2) (1, q2, q3) (3, p2), p2 > 3 (q1, q2, q3), q1, q2, q3 > 2

(p1, p2) (q1, 1, q3) (p1, p2), p1, p2 > 3 (2, 2, q3), q3 > 2

(2, p2) (q1, q2, q3) (p1, p2), p1, p2 > 3 (2, q2, 2), q2 > 2

2,4 (2, p2) (q1, q2, q3, q4)

(p1, p2), p1, p2 > 2 (1, 1, 1, q4)

(p1, p2), p1, p2 > 2 (1, 1, q3, 1)

2,s (1, p2) (q1, q2, . . . , qs)

3,3 (1, 1, p3) (q1, q2, q3)

(1, p2, 1) (q1, q2, q3)

Òàáëèöà 1. ïàðû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéíûì

ìíîãîîáðàçèÿì ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 äëÿ ãðóïïû SLn

2.2.2. Ìåòîä îöåíêè è âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè. Ïðè âû÷èñëåíèè ñëîæíîñòè ìû

áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.1. Îïèøåì, êàê óñòðîåíû ïîäãðóïïû Ëåâè, êàñàòåëüíûå

àëãåáðû óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ è èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Âíà÷àëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû íå îñîáûå, à êëàññ îñîáûõ ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Ïîäãðóïïà Ëåâè L (è M) ñîñòîèò

èç áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ïðè÷¼ì äëÿ ãðóïï SOn è Spn áëîêè ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è íà ñèììåòðè÷íûõ ìåñòàõ ñòîÿò ìàòðèöû A è (AS)
−1

(ãäå S îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè), à ñðåäíèé áëîê

(îí åñòü, åñëè êîëè÷åñòâî áëîêîâ íå÷åòíî) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé

ìàòðèöåé ñîîòâåòñòâåííî.
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ñëîæíîñòü 0 ñëîæíîñòü 1

êîë-âà áëîêîâ

â P è Q P Q P Q

2,2 (p, p) (p, p)

(p, p) (p, p)′

2,3 (p, p) (q1, q2, q1), q1 6 3 (6, 6) (4, 4, 4)

(p, p) (q, 2, q)

2,4 (p, p) (1, q, q, 1) (4, 4) (2, 2, 2, 2)

(p, p) (1, q, q, 1)′ (5, 5) (2, 3, 3, 2)

(4, 4) (2, 2, 2, 2)′ (5, 5) (3, 2, 2, 3)

(5, 5) (2, 3, 3, 2)′

(5, 5) (3, 2, 2, 3)′

2,5 (p, p) (1, 1, q, 1, 1) (4, 4) (1, 2, 2, 2, 1)

(4, 4) (2, 1, 2, 1, 2)

2,6 (4, 4) (1, 1, 2, 2, 1, 1)

(4, 4) (1, 1, 2, 2, 1, 1)′

3,3 (1, p, 1) (q1, q2, q1) (2, 2, 2) (2, 2, 2)

(p, 1, p) (p, 1, p) (2, p, 2), p > 1 (q, 1, q)

3,4 (1, p, 1) (q1, q2, q2, q1) (2, 2, 2) (1, 2, 2, 1)

3,5 (1, p, 1) (q1, q2, q3, q2, q1)

(2, 1, 2) (1, 1, 1, 1, 1)

3,6 (1, p, 1) (q1, q2, q3, q3, q2, q1)

4,4 (1, 2, 2, 1) (1, 2, 2, 1)

(1, 2, 2, 1) (1, 2, 2, 1)′

Òàáëèöà 2. ïàðû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéíûì

ìíîãîîáðàçèÿì ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 äëÿ ãðóïïû SOn

Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà sln ñîñòîèò èç ìàòðèö ñî ñëåäîì 0, êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà son â âû-

áðàííîì áàçèñå ñîñòîèò èç ìàòðèö, êîñîñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè,

à êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà spn â âûáðàííîì áàçèñå ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö: ðàçîáüåì

ìàòðèöó íà 4 ðàâíûå êâàäðàòíûå ÷àñòè, òîãäà âåðõíÿÿ ïðàâàÿ è íèæíÿÿ ëåâàÿ ÷àñòü

äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, à îñòàâøèåñÿ äâå ÷àñòè
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ñëîæíîñòü 0 ñëîæíîñòü 1

êîë-âà áëîêîâ

â P è Q P Q P Q

2,2 (p, p) (p, p)

2,3 (p, p) (1, q, 1) (p, p) (2, q, 2)

2,4 (2, 2) (1, 1, 1, 1)

3,3 (1, p, 1) (q1, q2, q1)

3,4 (1, p, 1) (q1, q2, q2, q1)

3,5 (1, p, 1) (q1, q2, q3, q2, q1)

Òàáëèöà 3. ïàðû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéíûì

ìíîãîîáðàçèÿì ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 äëÿ ãðóïïû Spn

ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà òðàíñïîíèðîâàíèåì îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è ñìå-

íîé çíàêà. Ìàòðèöû èç êàñàòåëüíîé àëãåáðû ê óíèïîòåíòíîìó ðàäèêàëó pu èìåþò íóëè

íèæå äèàãîíàëè è íà ìåñòå äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ.

Ìàòðèöû èç L∩M ñîñòîÿò èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòíûõ áëîêîâ,

áóäåì îáîçíà÷àòü èõ A1, . . . , Ar, à ÷åðåç k1, . . . , kr � èõ ðàçìåðû, ïðè÷åì äëÿ ãðóïï SOn

è Spn ðàçìåðû áëîêîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ki = kr+1−i. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû

SOn ñðåäíÿÿ ïàðà áëîêîâ ðàçìåðîâ 1 è 1 � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî îäèí öåíòðàëüíûé áëîê

ðàçìåðà 2. Ìàòðèöû èç pu ∩ qu ñîñòîÿò èç ïîäìàòðèö Xij, ãäå ìàòðèöà Xij èìååò ðàçìåð

ki × kj è ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ Ai, è ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

Aj. Ïðè ýòîìXij = 0 ïðè i > j, à òàêæå íóëþ ðàâíû òå ìàòðèöûXij, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ

ìàòðèöà èç L èëè M ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ìåñòå Xij. ×àñòî ïîä ñëîâîì �áëîêè�

áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåíóëåâûå ìàòðèöû Xij. Áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïîé â L ∩M ÿâëÿåòñÿ

L ∩M ∩ B, ò.å. ïåðåñå÷åíèå L ∩M ñ âåðõíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Ãðóïïà L ∩M ∩ B

äåéñòâóåò íà pu ∩ qu ñîïðÿæåíèÿìè, ïðè ýòîì ìàòðèöû Xij ïåðåõîäÿò â AiXijA
−1
j .

Äàëüíåéøàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ðàñïîëî-

æåíèÿ áëîêîâ Xij è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ âû÷èñëÿòü ñëîæíîñòü äëÿ âñåâîç-

ìîæíûõ ðàçìåðîâ áëîêîâ. ×òîá óïðîñòèòü ïåðåáîð è óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ

âàðèàíòîâ, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 2.6. Ñëîæíîñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì òðàíñïîíèðîâàíèè P è Q

îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.
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Çàìå÷àíèå. Ýòà ëåììà äà¼ò óïðîùåíèå òîëüêî äëÿ ãðóïïû SLn. Äëÿ SLn òðàíñïî-

íèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîðôèçìó äèàãðàììû Äûíêèíà.

Ëåììà 2.7. Åñëè âìåñòî èñõîäíîãî äåéñòâèÿ ðàññìîòðåòü äåéñòâèå, ïîëó÷àþùååñÿ

èç èñõîäíîãî ñ ïîìîùüþ îäíîé èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé (èëè èõ êîìáèíàöèè):

• óáðàòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûå áëîêè Xij (ò.å. ñ÷èòàòü ìàòðèöû Xij ðàâ-

íûìè 0),

• óáðàòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûå ìàòðèöû Ai è áëîêè Xij â ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ,

òî äëÿ òàêîãî äåéñòâèÿ ñëîæíîñòü íå ìîæåò áûòü áîëüøå ñëîæíîñòè èñõîäíîãî äåé-

ñòâèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî �íåêîòîðóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ äåéñòâèÿ íà G-èíâà-

ðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ íà G-èíâàðèàíòíîì ïîäìíîãîîáðàçèè íå

ìîæåò áûòü áîëüøå ñëîæíîñòè äåéñòâèÿ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè [2].

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ôàêòîðïðåäñòàâëåíèþ, ñëîæíîñòü äëÿ êî-

òîðîãî ìîæåò áûòü òîëüêî ìåíüøå èëè ðàâíà èñõîäíîé. �

Ëåììà 2.8. Åñëè åñòü 4 íåíóëåâûõ ìàòðèöû Xpq, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëü-

íèêà, ò.å. ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè ij, il, kj è kl, ïðè÷¼ì äëÿ ãðóïïû SOn íè îäíà èç ýòèõ

4 ìàòðèö íå äîëæíà ñòîÿòü íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, òî åñòü ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò

äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû B ∩ L ∩M . Òàêîé èíâàðèàíò áóäåò íàçûâàòü èíâàðèàíòîì òèïà

�êâàäðàò�.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãðóïïû SOn äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå íà ðàñïîëîæåíèå áëîêîâ

âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî ìàòðèöû èç son èìåþò íóëè íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai, ak � ýëåìåíòû ìàòðèö Ai, Ak ñîîòâåòñòâåííî, ñòîÿùèå

â ïðàâîì íèæíåì óãëó, aj, al � ýëåìåíòû ìàòðèö Aj, Al, ñòîÿùèå â ëåâîì âåðõíåì óãëó, à

xij, xil, xkj, xkl � ýëåìåíòû ìàòðèö Xij, Xil, Xkj, Xkl, ñòîÿùèå â ëåâîì íèæíåì óãëó. Òîãäà

xpq → apxpqa
−1
q , p = i, k, q = j, l. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî xijx

−1
kj xklx

−1
il ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. �

Ëåììà 2.9. Åñëè åñòü 3 íåíóëåâûõ ìàòðèöû Xpq, ñòîÿùèå îñîáûì îáðàçîì â âåð-

øèíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, à èìåííî èìåþùèå èíäåêñû ij, ik, jk, ïðè÷åì äëÿ

ãðóïïû SOn íè îäíà èç ýòèõ 3 ìàòðèö íå äîëæíà ñòîÿòü íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, òî

åñòü ðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò äëÿ äåéñòâèÿ B ∩ L ∩M . Òàêîé èíâàðèàíò áóäåò íàçû-

âàòü èíâàðèàíòîì òèïà �òðåóãîëüíèê�.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̄ij � íèæíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû Xij, xik � ëåâûé íèæíèé

ýëåìåíò ìàòðèöû Xik, à x̄jk � ëåâûé ñòîëáåö ìàòðèöû Xjk. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
x̄ij ·x̄jk

xik
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãðóïï SOn è Spn èíâàðèàíòû òèïà �êâàäðàò� è �òðåóãîëüíèê� ñîâïà-

äàþò äëÿ áëîêîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà òðàíñïîíèðîâàíèåì îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé

äèàãîíàëè.

Ëåììà 2.10. Åñëè åñòü 3 íåíóëåâûõ ìàòðèöû Xij , ñòîÿùèõ â îäíîé ñòðîêå, âûñîòà

êîòîðûõ íå ìåíüøå 2, ïðè÷åì äëÿ ãðóïïû SOn íè îäíà èç ýòèõ ìàòðèö íå äîëæíà

ñòîÿòü íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, òî ñëîæíîñòü áóäåò íå ìåíüøå 1. Åñëè òàêèõ ìàòðèö

4, òî ñëîæíîñòü íå ìåíüøå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå äëÿ ãðóïïû SLn (äëÿ îñòàëüíûõ

ãðóïï ìû ïîëó÷èì ýòî óòâåðæäåíèå êàê ñëåäñòâèå, ò.ê. ìû îò SLn ïåðåéäåì ê ïîäãðóïïå).

Äëÿ òèïè÷íîé ïåðâîé ìàòðèöû íèæíèé ëåâûé ýëåìåíò è ýëåìåíò íàä íèì ìîæíî äåéñòâè-

åì ãðóïïû ñäåëàòü ðàâíûìè 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ýòè ýëåìåíòû íå èçìåíÿëèñü, ìû

äîëæíû äåéñòâîâàòü ñëåâà òîëüêî òàêèìè ìàòðèöàìè, íèæíÿÿ ïðàâàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìå-

ðà 2×2 êîòîðûõ äèàãîíàëüíà. Ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà òàêèõ æå ìåñòàõ âî âòîðîé ìàòðèöå,

äëÿ òèïè÷íîé ìàòðèöû ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè 1. ×òîáû ýòè 4 ýëåìåíòà íå ìåíÿëèñü, ìû

äîëæíû ñëåâà äåéñòâîâàòü òîëüêî òàêèìè ìàòðèöàìè, íèæíÿÿ ïðàâàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìå-

ðà 2 × 2 êîòîðûõ èìååò âèä λE. Òåïåðü ïîñìîòðèì íà äâà ýëåìåíòà â òðåòüåé ìàòðèöå,

ñòîÿùèõ íà òàêèõ æå ìåñòàõ (äëÿ òèïè÷íîé ìàòðèöû îíè íåíóëåâûå): îíè óìíîæàþòñÿ íà

îäíî è òî æå ÷èñëî. Îäèí èç íèõ ìû ìîæåì ñäåëàòü ðàâíûì 1, à äðóãîé èçìåíèòü íå ìî-

æåì, íå èçìåíèâ âèä óæå ðàññìîòðåííûõ 5 ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, òèïè÷íûå îðáèòû çàâèñÿò

ïî êðàéíåé ìåðå îò îäíîãî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà, ò.å. c(X) > 1. Äëÿ ÷åòûð¼õ ìàòðèö

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. �

Òåïåðü îáúÿñíèì ÷óòü áîëåå ïîäðîáíî, êàê ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ

L ∩M íà pu ∩ qu. Äëÿ ãðóïï SOn è Spn åñòü ñèììåòðèÿ áëî÷íîé ñòðóêòóðû êàñàòåëüíîé

àëãåáðû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áëîêè, ñòîÿùèå íåñòðîãî âûøå (èëè

íèæå) ïîáî÷íîé äèàãîíàëè. Áóäåì ïîñòåïåííî äåéñòâèåì B ∩ L ∩ M ïðèâîäèòü áëîêè ê

íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó, è ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå ñòàáèëèçàòîðà óæå ïîëó÷åí-

íûõ áëîêîâ òàêîãî âèäà íà îñòàëüíûõ áëîêàõ. Êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ è áóäåò

ñëîæíîñòüþ. Èìåííî òàêîé ñïîñîá ïðèìåíÿëñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.10.

Îñîáûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû (äëÿ SOn) ïîëó÷àþòñÿ èç íåîñîáîé ïàðàáîëè÷åñêîé

ïîäãðóïïû áåç ñðåäíåãî áëîêà ïðè ñîïðÿæåíèè ñ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñðåäíèõ áàçèñíûõ
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âåêòîðîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðîâíî îäíà èç äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï îñîáàÿ, à âòî-

ðàÿ íå ñîäåðæèò öåíòðàëüíîãî áëîêà (èíà÷å ïðèìåíèì àâòîìîðôèçì G, ïåðåñòàâëÿþùèé

äâà ñðåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðà). Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó íà ñëîæíîñòü ÷åðåç ñëîæíîñòü

äðóãîãî äåéñòâèÿ, ãäå îáå ïàðàáîëè÷åñêèå íåîñîáûå � åñëè îñîáóþ ïîäãðóïïó ñîïðÿ÷ü ñ

ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñðåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è çàìåíèòü äâà öåíòðàëüíûõ áëîêà (ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåðû ýòèõ áëîêîâ íå áîëüøå ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ äëÿ

âòîðîé ãðóïïû) íà îäèí öåíòðàëüíûé, òî ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà óâåëè÷èòñÿ, à çíà÷èò

ñëîæíîñòü äëÿ òàêîé ïàðû ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû çàìåíèëè

îñîáóþ ïîäãðóïïó PI íà íåîñîáóþ PI\αl−1
.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ. Ðèñóíêè îáîçíà÷àþò ðàñïîëîæåíèå

íåíóëåâûõ áëîêîâ Xij è ìàòðèö Ai; áëîêè Xij îáîçíà÷àþòñÿ ñåðûì öâåòîì, à ìàòðèöû Ai

� ÷¼ðíûì öâåòîì. Ñëîæíîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé c. Áóäåì ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàòü

âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ íåíóëåâûõ áëîêîâ Xij, ïðè ýòîì ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ëåììû

2.7, 2.8, 2.9, 2.10 äàþò îöåíêó íà ñëîæíîñòü c > 2, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Òàêæå íå áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, ñèììåòðè÷íûå ðàññìîòðåííûì. Ëåììà 2.7 ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü

ïåðåáîð â ðàçáèðàåìîì ñëó÷àå, èñïîëüçîâàâ ðåçóëüòàò ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ. Ïðèâåäåì ðå-

çóëüòàòû ðàçáîðà. Áóäåì âûïèñûâàòü òîëüêî òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñëîæíîñòü ïîëó÷èëàñü

íå áîëüøå 1.

2.3. Êëàññèôèêàöèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

2.3.1. Ãðóïïà SLn.

1. k1, kr ïðîèçâîëüíû c = 0

2. k1 6 2 kr−1, kr ïðîèçâîëüíû c = 0

k1 ïðîèçâîëüíî kr−1 = 1 èëè kr = 1 c = 0

k1 > 3 kr−1 = kr = 2 c = 1

k1 = 3 kr−1, kr > 2 c = 1

Äëÿ ïðèìåðà ðàçáåðåì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî kr−1 > kr. Ïðèâåäåì äâà òèïè÷íûõ áëîêà äåéñòâèåì ñïðàâà ê ñëåäóþùåìó âèäó:

íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, èäóùåé èç íèæíåãî ëåâîãî óãëà ñòîÿò 1, à ïðàâåå ñòîÿò 0. Äàëåå â

ïåðâîì áëîêå óìíîæåíèåì ñëåâà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî è âûøå äèàãîíàëè (ïîáî÷íîé,

èäóùåé èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà) áóäóò ñòîÿòü íóëè. Ïîñìîòðèì, êàêîâ áóäåò ñòàáèëè-

çàòîð áëîêîâ òàêîãî âèäà. Íà ìåñòå A1 ìîæåò ñòîÿòü ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
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ðàâíû íóëþ, êðîìå äèàãîíàëüíûõ è êðîìå ýëåìåíòîâ â ëåâîé âåðõíåé ïîäìàòðèöå ðàçìå-

ðà max(k1− kr−1, 0)×max(k1− kr−1, 0). Ìàòðèöû íà ìåñòàõ Ar−1 è Ar èìåþò àíàëîãè÷íûé

âèä, òîëüêî ïîäìàòðèöà áåðåòñÿ íèæíÿÿ ïðàâàÿ ðàçìåðîâ max(ki − k1, 0)×max(ki − k1, 0),

ãäå i = r−1, r ñîîòâåòñòâåííî, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè äèàãîíàëü-

íûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A1 (÷òîá åäèíèöû â áëîêàõ ñîõðàíèëèñü). Òåïåðü âî âòîðîì áëîêå

ìîæíî ñäåëàòü ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ïåðâîì ñòîëáöå â ñòðîêàõ ñî 2-îé ïî min(k1, kr−1)-óþ

ñíèçó, ðàâíûìè åäèíèöå. Òåïåðü â ñòàáèëèçàòîðå âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, íå âõîäÿùèå

â ðàññìîòðåííûå íàìè ïîäìàòðèöû, äîëæíû áûòü ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó λ.

Åñëè k1 6 2 èëè kr = 1, òî ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ïåðâîì ñòîëáöå âòîðîãî áëîêà ìîæíî

ñäåëàòü ðàâíûìè åäèíèöå. Ïîñëå ÷åãî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ íå îñòàëîñü, ò.å. òèïè÷íûå

òî÷êè ëåæàò â îäíîé îðáèòå ñ òî÷êîé îïèñàííîãî âèäà, ïîýòîìó c = 0.

Åñëè k1 = 3, kr−1 > kr > 2, òî ýëåìåíò âòîðîãî áëîêà â ïåðâîì ñòîëáöå, òðåòüåé ñíèçó

ñòðîêå ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûì 1 (åñëè ìû åãî åùå íå ñäåëàëè òàêèì), ïîñëå ÷åãî A1 = λE

è äâà âåðõíèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòà Ar òîæå ðàâíû λ, ïîýòîìó ýëåìåíò âòîðîãî áëîêà

âî âòîðîì ñòîëáöå òðåòüåé ñíèçó ñòðîêå ìû èçìåíèòü íå ìîæåì. Çíà÷èò, îðáèòà çàâèñèò

îò îäíîãî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà, ò.å. c = 1.

Òåïåðü ïóñòü kr−1 = kr = 2, k1 > 4. Òîãäà ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó âòîðîãî áëîêà, ñòî-

ÿùóþ âûøå âòîðîé ñòðîêè ñíèçó. Ñëåâà ìû ìîæåì óìíîæàòü åå íà ïðîèçâîëüíóþ âåðõ-

íåòðåóãîëüíóþ, â äåéñòâèå ñïðàâà ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ âñå ýëåìåíòîâ íà îäíî ÷èñëî.

Íèæíþþ ïîäìàòðèöó ýòîé ìàòðèöû ìû ìîæåì ñäåëàòü ðàâíîé
(
0 1
1 ∗

)
, à âûøå íåå � íóëè.

×èñëî, ñòîÿùåå íà ìåñòå ∗, ìû óæå èçìåíèòü íå ìîæåì, ïîýòîìó c = 1.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k1 > 4, kr−1 > 3, kr > 2. Ïîñìîòðèì íà ýëåìåíòû âòîðîãî

áëîêà, ñòîÿùèå âî âòîðîì ñòîëáöå, 3 è 4 ñòðîêàõ ñíèçó: ìû èõ èçìåíèòü íå ìîæåì, ïîýòîìó

c > 2.

3. k1 = 1 kr−2, kr−1, kr ïðîèçâîëüíû c = 0

k1 = 2 kr−2, kr−1, kr ïðîèçâîëüíû c = 1

k1 > 3 kr−2 = kr−1 = kr = 1 c = 1

Åñëè ìû áóäåì äîáàâëÿòü áëîêè â ïåðâóþ ñòðîêó, òî èõ âûñîòà, â ñèëó ëåììû 2.10, íå

ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî.

4. p p p p p
p p p p p p p p p p

p p p k1 = 1 c = 0
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5à. õîòÿ áû 2 èç ÷èñåë k1, k2, k3 ðàâíû 1 c = 1

5á. k1 = 1 èëè k4 = 1 k2, k3 ïðîèçâîëüíû c = 0

k1 = k4 = 2 k2, k3 ïðîèçâîëüíû c = 1

k1 = 2, k4 > 3 k2 = 1, k3 ïðîèçâîëüíî c = 1

k1 > 3, k4 = 2 k2 ïðîèçâîëüíî, k3 = 1 c = 1

6. k1 = 1 k2 = 1 èëè k4 = 1 c = 1

7. p p p
Ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè êîëè÷åñòâå áëîêîâ â âåðõíåé ñòðîêå s 6 3, à ýòî ñëó÷àé 5 èëè 6.

8. k1 = k2 = 1 èëè kr−1 = kr = 1 c = 1

9a. c > 2, ò.ê. åñòü íåçàâèñèìûå èíâàðèàíòû òèïà �êâàäðàò� è �òðå-

óãîëüíèê�

9á. k1 = 1 k2 = 1 k3 ïðîèçâîëüíî k4, k5 ïðîèçâîëüíû c = 1

k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî k3 ïðîèçâîëüíî k4 = k5 = 1 c = 1

10. p p p
Ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè êîëè÷åñòâå áëîêîâ â âåðõíåé ñòðîêå s 6 4.

s = 3 � ýòî ñëó÷àé 9.

s = 4 � c > 2, ò.ê. åñòü íåçàâèñèìûå èíâàðèàíòû òèïà �êâàäðàò� è �òðåóãîëüíèê�.

Åñëè âî âòîðîé ñòðîêå áóäåò õîòÿ áû 3 áëîêà, òî áóäåò äâà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà

òèïà �êâàäðàò�, ò.å. c > 2.

11a. c > 2, ò.ê. åñòü äâà èíâàðèàíòà òèïà �òðåóãîëüíèê�

11á. k1 = k5 = 1 c = 1
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12. p p p
Påàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè êîëè÷åñòâå áëîêîâ â âåðõíåé ñòðîêå s 6 4.

s = 3 � ýòî ñëó÷àé 11.

s = 4 � c > 2, ò.ê. åñòü äâà èíâàðèàíòà òèïà �òðåóãîëüíèê�.

13.
c > 2, ò.ê. åñòü �êâàäðàò� è �òðåóãîëüíèê�

14. p p p
Ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè êîëè÷åñòâå áëîêîâ â âåðõíåé ñòðîêå s 6 4.

s = 3 � ýòî ñëó÷àé 13.

s = 4 � c > 2, ò.ê. ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 13 ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.7

15. p p p ppp 16. p p p
ppp

Ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî ïðè |s − m| 6 1 (ãäå s, m � êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ áëîêîâ â âåðõ-

íåé ñòðîêå è êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ áëîêîâ â ïðàâîì ñòîëáöå). Êîãäà s,m > 4 (à ýòî è

åñòü îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè), òî ñëîæíîñòü íå ìåíüøå 2, ò.ê. áóäóò ëèáî äâà èíâàðèàíòà òèïà

�òðåóãîëüíèê� (ñëó÷àé 15), ëèáî èíâàðèàíòû òèïà �òðåóãîëüíèê� è �êâàäðàò� (ñëó÷àé 16).

Îáúåäèíèâ ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè, ïîëó÷èì êëàññèôèêàöèþ, ïðèâåäåííóþ â òàáëèöå 1

(íàïîìíèì, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ âåäåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî òðàíñïîíèðîâàíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è ïåðåñòàíîâêè).

2.3.2. Ãðóïïà SOn.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà P è Q íåîñîáûå.

1. c = 0

2à. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 ïðîèçâîëüíî k2 = 1 c = 0

k1 = 2 k2 = 2 c = 1
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2á. k1 6 3 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 ïðîèçâîëüíî k2 = 1 c = 0

k1 = 4 k2 = 2 c = 1

3a. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 = 2 k2 = 1 c = 1

3á. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî k3 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 = 2 k2 ïðîèçâîëüíî k3 = 1 c = 1

4a. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî k3 ïðîèçâîëüíî c = 1

4á. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî k3 ïðîèçâîëüíî c = 0

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîèò íå ìåíüøå 5 áëîêîâ, òî â ñèëó ëåììû 2.10, èõ âûñîòà

äîëæíà áûòü íå áîëüøå åäèíèöû.

Ïóñòü íåíóëåâûå áëîêè ñòîÿò òîëüêî â ïåðâîé ñòðîêå è ïîñëåäíåì ñòîëáöå (ïóñòü â

ïåðâîé ñòðîêå èõ m øòóê) è ïóñòü âûñîòà áëîêîâ â ïåðâîé ñòðîêå k1 = 1. Îáîçíà÷èì

ñëîæíîñòü äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ êàê cm,a, åñëè r = m + 1, è cm,b, åñëè r = m + 2 (r �

êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ). Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.11. Ïðè m > 4 ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû: cm,a = cm−1,b + 1, cm,b = cm−1,a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òèïè÷íóþ ïàðó áëîêîâ X1,i è X1,r+1−i (i ̸= r+1
2
) ìîæíî óìíîæåíè-

åì ñïðàâà ïðèâåñòè ê âèäó (x, 0, . . . , 0) è (t, 0, . . . , 0, y), åñëè äëèíû áëîêîâ õîòÿ áû 2, è ê

âèäó (x) è (y), åñëè äëèíà áëîêîâ ðàâíà îäíîìó, ãäå t, x � ëþáûå íåíóëåâûå ÷èñëà, à y îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî x, à èìåííî ïðîèçâåäåíèå xy íå ìåíÿåòñÿ. Íåíóëåâîé òèïè÷íûé

áëîê X1, r+1
2

(ïðè íå÷åòíîì r) óìíîæåíèåì ñïðàâà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (x, 0 . . . 0, y),

åñëè äëèíà áëîêà õîòÿ áû 2 (ãäå x è y � êàê è âûøå). Åñëè åãî äëèíà ðàâíà åäèíèöå,

òî ýëåìåíò ýòîãî áëîêà èçìåíèòü íåëüçÿ. Ñëåâà âñå ýòè ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ íà îäíî è

òî æå ÷èñëî. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ðàâíà êîëè÷åñòâó òàêèõ ïàð áëîêîâ ïëþñ êîëè÷åñòâî

öåíòðàëüíûõ áëîêîâ (0 èëè 1) ìèíóñ 1, îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû. �
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Â ñëó÷àÿõ 5 è 6 ñëîæíîñòè ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ëåììå, à ïðè m > 7 ñëîæíîñòü c > 2.

5a. k1 = 1 c = 1

5á. k1 = 1 c = 1

6a. k1 = 1 c = 2

6á. k1 = 1 c = 1

7. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 ïðîèçâîëüíî k2 = 1 c = 0

k1 = 2 k2 = 2 c = 1

k1 = 2 k2 = 3 c = 1

k1 = 3 k2 = 2 c = 1

8. k1 = 1 k2 = 1 c = 0

k1 = 1 k2 = 2 c = 1

k1 = 2 k2 = 1 c = 1

Åñëè äîáàâèòü áëîêè òîëüêî â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî ïî-

áî÷íîé äèàãîíàëè), òî òàêèå ñëó÷àè íå áóäóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ.

9a. k1 = 1 k2 = 1 k3 = 1 c = 1
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9á. k1 = 1 k2 = 1 k3 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 = 1 k2 = 2 k3 = 1 c = 1

k1 = 2 k2 = 1 k3 = 1 c = 1

10a. c > 2, ò.ê. åñòü äâà èíâàðèàíòà òèïà �òðåóãîëüíèê�

10á. k1 = 1 k2 = 1 k3 = 1 c = 1

11. c > 2, ò.ê. åñòü äâà èíâàðèàíòà òèïà �òðåóãîëüíèê�

Åñëè äîáàâèòü áëîêè òîëüêî â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì), òî òàêèå ñëó÷àè íå

áóäóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ.

12a. c > 2, ò.ê. åñòü èíâàðèàíòû òèïà �êâàäðàò� è �òðåóãîëüíèê�

12á. c > 2, ò.ê. åñòü èíâàðèàíòû òèïà �êâàäðàò� è �òðåóãîëüíèê�

Åñëè äîáàâèòü îäèí èëè äâà áëîêà â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì), òî c > 2 (ñâî-

äèòñÿ ê ñëó÷àþ 12).

Åñëè äîáàâèòü áîëüøå äâóõ áëîêîâ â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì), òî ñëó÷àé íå

áóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ.

Åñëè äîáàâèòü áëîê âî âòîðóþ ñòðîêó (äîáàâèâ ñîîòâåòñòâåííî è â ïåðâóþ, è ñèììåòðè÷-

íûå èì), òî áóäåò äâà èíâàðèàíòà òèïà �êâàäðàò�.

13. k1 = 1 k2 = 1 k3 = 1 c = 0

k1 = 1 k2 = 1 k3 = 2 c = 1

k1 = 1 k2 = 2 k3 = 1 c = 1

k1 = 2 k2 = 1 k3 = 1 c = 1
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14. k1 = 1 k2 = 1 k3 = 1 c = 1

15. c > 2, ò.ê. ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 11 ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.7

Åñëè äîáàâèòü áëîêè â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì), òî ñëó÷àé íå áóäåò ðåàëèçî-

âûâàòüñÿ.

Åñëè â òðåòüåé ñòðîêå 3 áëîêà, âî âòîðîé 4 áëîêà, à â ïåðâîé 4 èëè 5, òî c > 2 èç 12à, åñëè

â ïåðâîé > 6 áëîêîâ, òî ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.

Åñëè âî âòîðîé ñòðîêå > 5 áëîêîâ, òî áóäåò 2 èíâàðèàíòà òèïà �êâàäðàò�.

Åñëè â òðåòüåé ñòðîêå > 4 áëîêà, òî òîæå áóäåò 2 èíâàðèàíòà òèïà �êâàäðàò�.

Òåïåðü ðàçáåðåì ñëó÷àé îñîáûõ ïîäãðóïï.

Íóìåðàöèÿ ñëó÷àåâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëó÷àÿì äëÿ íåîñîáûõ ïîäãðóïï, ïîëó÷åí-

íûõ çàìåíîé îñîáîé ïîäãðóïïû íà íåîñîáóþ ïóò¼ì ñîïðÿæåíèÿ ñ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñðåä-

íèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è çàìåíû äâóõ ñðåäíèõ áëîêîâ íà îäèí öåíòðàëüíûé. Ïðè ýòîì

äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü òîëüêî òå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ðàçìåð äâóõ öåíòðàëüíûõ áëîêîâ,

ïîëó÷åííûõ ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè îñîáîé ïîäãðóïïû, íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðà äâóõ

öåíòðàëüíûõ áëîêîâ äëÿ äðóãîé ïîäãðóïïû.

0. c = 0

2á. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 = 2 k2 = 1 c = 0

k1 = 2 k2 = 2 c = 1

k1 = 3 k2 = 1 c = 1

3a. k1 = 1 k2 = 1 c = 1

9á. k1 = 1 k2 = 1 k3 = 1 c = 1
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10á. ×òîáû ñëîæíîñòü áûëà 6 1, íåîáõîäèìî k3 = 1. Ïîñêîëüêó îäíè öåíòðàëüíûé áëîê

ðàçìåðà 2 � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî äâà ñðåäíèõ áëîêà ðàçìåðîâ 1 è 1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ñëó÷àé 10á (äëÿ íåîñîáûõ ïîäãðóïï) � ýòî ñëó÷àé, ãäå îáå ïîäãðóïïû èìåþò ïî äâà

ñðåäíèõ áëîêà, à çíà÷èò åãî ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

Îáúåäèíèâ ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè, ïîëó÷èì êëàññèôèêàöèþ, ïðèâåäåííóþ â òàáëèöå

2.

2.3.3. Ãðóïïà Spn.

Íîìåðà ñëó÷àåâ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè ñëó÷àåâ äëÿ ãðóïïû SOn.

1. c = 0

2à. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

2á. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 0

k1 = 2 k2 ïðîèçâîëüíî c = 1

3a. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî c = 1

3á. k1 = 1 k2 ïðîèçâîëüíî k3 ïðîèçâîëüíî c = 0

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîèò íå ìåíüøå 4 áëîêîâ, òî â ñèëó ëåììû 2.10 èõ âûñîòà äîëæíà

áûòü íå áîëüøå åäèíèöû.

Ïóñòü íåíóëåâûå áëîêè ñòîÿò òîëüêî â ïåðâîé ñòðîêå è ïîñëåäíåì ñòîëáöå (ïóñòü â

ïåðâîé ñòðîêå èõ m øòóê) è ïóñòü âûñîòà áëîêîâ â ïåðâîé ñòðîêå k1 = 1. Îáîçíà÷èì

ñëîæíîñòü äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ êàê cm,a, åñëè r = m + 1, è cm,b, åñëè r = m + 2 (r �

êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ). Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.12. Ïðè m > 3 ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû: cm,a = cm−1,b + 1, cm,b = cm−1,a.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.11.

Â ñëó÷àÿõ 4 è 5 ñëîæíîñòè ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ëåììå, à ïðè m > 6 ñëîæíîñòü c > 2.

4a. k1 = 1 c = 1
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4á. k1 = 1 c = 1

5a. c > 2

5á. k1 = 1 c = 1

7. k1 = 1 k2 = 1 c = 1

8. c > 2, ò.ê. åñòü èíâàðèàíòû òèïà �òðåóãîëüíèê� è �êâàäðàò�

Åñëè äîáàâèòü áëîêè â ïåðâóþ ñòðîêó (è ñèììåòðè÷íûå èì), òî ñëó÷àè íå áóäåò ðåàëèçî-

âûâàòüñÿ.

Åñëè âî âòîðîé ñòðîêå ñòîèò > 3 áëîêà, òî c > 2, ò.ê. áóäåò 2 èíâàðèàíòà òèïà �êâàäðàò�.

Îáúåäèíèâ ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè, ïîëó÷èì êëàññèôèêàöèþ, ïðèâåä¼ííóþ â òàáëèöå 3.

2.4. Ìåòîä êëàññèôèêàöèè äëÿ îñîáûõ ãðóïï

Îïèøåì îáùèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåäóêòèâíîé ãðóï-

ïû [16, 1.4]. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, V � å¼ ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå.

×åðåç vλ áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð âåñà λ. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç λ∗ ìû îáîçíà÷àåì ñòàðøèé

âåñ ìîäóëÿ V (λ)∗. Ðàññìîòðèì ìëàäøèé âåêòîð v−λ∗ ïðåäñòàâëåíèÿ V . Ïðîñòðàíñòâî V

ìîæíî ðàçëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: V = ⟨v−λ∗⟩⊕W , ãäåW ÿâëÿåòñÿ B-èíâàðèàíòíûì.

Â V ðàññìîòðèì B-èíâàðèàíòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V̊ = C×v−λ∗ ⊕ W . Ïóñòü P �

ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ ⟨vλ∗⟩ ⊆ V ∗. Ðàçëîæèì P â ïîëóïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå ïîäãðóïïû Ëåâè è óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà: P = L i Pu. Ïóñòü V ′ � äîïîëíè-

òåëüíîå L-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ê puv−λ∗ â W , ò.å. puv−λ∗ ⊕ V ′ = W . Ïîäìíî-

æåñòâî V̊ èçîìîðôíî êàê ìíîãîîáðàçèå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû B ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

V̊ = Pu × (C×v−λ∗ ⊕ V ′), ãäå Pu äåéñòâóåò íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå ëåâûìè ñäâèãàìè, à



46

B ∩L íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèåì, à íà âòîðîì äåéñòâèå èíäóöèðóåò-

ñÿ ñ äåéñòâèÿ L. Çíà÷èò êîðàçìåðíîñòü òèïè÷íîé îðáèòû äëÿ äåéñòâèÿ B = (B∩L)iPu : V̊

ðàâíà êîðàçìåðíîñòè òèïè÷íîé îðáèòû äëÿ äåéñòâèÿ B ∩ L : ⟨v−λ∗⟩ ⊕ V ′. Òàêèì îáðàçîì

ìû ñâåëè âîïðîñ î ñëîæíîñòè äåéñòâèÿ G : V ê äåéñòâèþ ìåíüøåé ãðóïïû L íà ìåíüøåì

ïðîñòðàíñòâå ⟨v−λ∗⟩⊕V ′. Òàê ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ãðóïïû L(i) è ïðîñòðàíñòâà

V (i):

G = L(0) ⊇ L(1) ⊇ · · · ⊇ L(s)

V = V (0) ⊇ V (1) ⊇ · · · ⊇ V (s)

äî òåõ ïîð, ïîêà âñå íåïðèâîäèìûå L(s)-ïîäìîäóëè V (s) íå ñòàíóò îäíîìåðíû. Òîãäà äåé-

ñòâèå L(s) íà V (s) çàäà¼òñÿ âåñàìè µ1, . . . , µN , a ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ áóäåò ðàâíà dimV (s)−

rk⟨µ1, . . . , µN⟩ = N − rk⟨µ1, . . . , µN⟩.

Òåïåðü ïîÿñíèì, êàê ðàáîòàåò ýòîò ìåòîä äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ. Ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï

Ëåâè L∩M è ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ àëãåáð óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ pu ∩ qu çàäàþòñÿ

íåêîòîðûìè ïîäìíîæåñòâàìè êîðíåé E1 è F1, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñîâûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâàì íåíóëåâûõ âåñîâ êàñàòåëüíûõ àëãåáð. Ïóñòü µ1 � íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé êîðåíü

F1. Ïóñòü E ′
1 = {α ∈ E1 | α + µ1 ∈ F1}, F ′

1 = {α + µ1 | α ∈ E ′
1}. Ïîëîæèì E2 = E1 \ E ′

1,

F2 = F1 \ (F ′
1 ∪ {µ1}). Àíàëîãè÷íî ïî E2 è F2 ïîñòðîèì µ2 è E3, F3 è ò.ä. äî òåõ ïîð,

ïîêà ìíîæåñòâî Fi íå ñòàíåò ïóñòûì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íàáîð âåñîâ µ1, µ2, . . . , µN è

ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê N − rk⟨µ1, . . . , µN⟩.

Äëÿ êàæäîé îñîáîé ãðóïïû G âíà÷àëå áóäåì èñêàòü ñëîæíîñòü äëÿ äâîéíûõ ìíîãî-

îáðàçèé ôëàãîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûì ïàðàáîëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, à ïîòîì

ïîñòåïåííî óìåíüøàòü ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó. ßñíî, ÷òî ñëîæíîñòü ñëåäóåò âû÷èñ-

ëÿòü òîëüêî äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ëåììû 2.3, 2.4 íå äàþò îöåíêè > 2.

2.5. Êëàññèôèêàöèÿ äëÿ îñîáûõ ãðóïï

Òåïåðü ïåðåéäåì ê êîíêðåòíûì ãðóïïàì.

2.5.1. G2,F4,E8. Äëÿ G2, F4 ãðóïï íåò äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ, äëÿ êîòîðûõ

îöåíêà íà ñëîæíîñòü ïî ëåììå 2.4 íå ïðåâîñõîäèò 1. Äëÿ ãðóïïû E8 äëÿ âñåõ ïàð ïàðàáîëè-

÷åñêèõ ïîäãðóïï, êðîìå ïàðû ïîäãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå êîðíåé (α1, α1) îöåíêà íà

ñëîæíîñòü ïî ëåììå 2.4 ïðåâûøàåò 1, äëÿ ýòîé ïàðû ñëîæíîñòü ðàâíà 2, ò.å. ïîäõîäÿùèõ

íàì ñëó÷àåâ íåò.
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E6

I J ñëîæíîñòü

α1 α1 0

α1 α2 0

α1 α4 0

α1 α5 0

α1 α6 0

α2 α5 0

α4 α5 0

α5 α5 0

α5 α6 0

α6 α6 2

α1 α1, α2 1

α1 α1, α5 0

α1 α1, α6 1

α1 α4, α5 1

α1 α5, α6 1

α5 α1, α2 1

α5 α1, α5 0

α5 α1, α6 1

α5 α4, α5 1

α5 α5, α6 1

E7

I J ñëîæíîñòü

α1 α1 0

α1 α2 1

α1 α6 0

α1 α7 0

α6 α6 2

α1 α1, α2 2

α1 α1, α6 2

Òàáëèöà 4. Ïàðû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà íà ñëîæ-

íîñòü ïî ëåììå 2.4 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ íå

ïðåâûøàåò 1, è ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîæíîñòè

2.5.2. E6,E7. Íàáîðû êîðíåé, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà íà ñëîæíîñòü ïî ëåììå 2.4 äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï íå ïðåâûøàåò 1, è ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîæíîñòè

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.

Äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé ãðóïïû E6 è ïîäìíîæåñòâ I = {α1}, J = {α5} ðàçáåðåì ïîäðîáíåå.

Â ýòîì ñëó÷àå â îáîçíà÷åíèÿõ [1, òàáëèöà 1],

E1 = {εi − εj | i, j = 2, . . . , 5; i < j} ∪ {ε6 + εi + εj + ε | i, j = 2, . . . , 5; i < j},

F1 = {ε1 − ε6} ∪ {ε1 + εi + εj + ε | i, j = 2, . . . , 5; i < j} ∪ {2ε}.
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Â êà÷åñòâå µ1 âîçüì¼ì ε1 − ε6. Òîãäà

E ′
1 = {ε6 + εi + εj + ε | i, j = 2, . . . , 5; i < j},

F ′
1 = {ε1 + εi + εj + ε | i, j = 2, . . . , 5; i < j},

îòêóäà

E2 = {εi − εj | i, j = 2, . . . , 5; i < j}, F2 = {2ε}.

Â êà÷åñòâå µ2 âîçüì¼ì 2ε, òîãäà F3 = ∅. Ñëîæíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê 2− rk⟨µ1, µ2⟩ = 0.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå 1.
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Ãëàâà 3

U-èíâàðèàíòû êîëåö Êîêñà äâîéíûõ

ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ

3.1. Ìåòîä ïîèñêà B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ

3.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì ïîèñêà äèâèçîðîâ. Îáùàÿ èäåÿ ïîèñêà B-èí-

âàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîïðîáîâàòü äåéñòâèåì B ïðèâåñòè ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó èç X = G/P−×G/Q− ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòè óñëîâèÿ, êîãäà ýòîãî

ñäåëàòü íåëüçÿ. Ýòè óñëîâèÿ è áóäóò çàäàâàòü B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû èç äîïîëíåíèÿ

ê îòêðûòîé B-îðáèòå â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 0 è B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû èç äîïîëíåíèÿ

ê íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó B-îðáèò (íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåìó ñ ñå-

ìåéñòâîì âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ äèâèçîðîâ) â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1.

Âíà÷àëå ñâåäåì çàäà÷ó ïîèñêà B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà G/P− ×G/Q− ê çàäà÷å

íàõîæäåíèÿ (B ∩ L ∩ M)-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà UP ∩ UQ, ãäå L ⊂ P,M ⊂ Q �

ñòàíäàðòíûå ïîäãðóïïû Ëåâè, à L ∩M äåéñòâóåò íà UP ∩ UQ ñîïðÿæåíèÿìè.

Ëåììà 3.1. Ëþáîé B-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð íà X = G/P− ×G/Q−, çà èñêëþ÷åíèåì

äèâèçîðîâ Øóáåðòà, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû UP ·(L∩UQ) íà (B∩L∩M)-

èíâàðèàíòíûé äèâèçîð â [e] × (UP ∩ UQ)[e] ≃ UP ∩ UQ. Ïðè ýòîì UP · (L ∩ UQ)-îðáèòû

ïåðåñåêàþò [e]× (UP ∩ UQ)[e] òðàíñâåðñàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå �áîëüøèõ êëåòîê� UP [e]× UQ[e]

� îíî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê äèâèçîðàì Øóáåðòà â X. Ëþáóþ òî÷êó èç UP [e] × UQ[e]

ìîæíî äåéñòâèåì UP çàãíàòü â íåêîòîðóþ òî÷êó èç [e] × UQ[e], ïðè÷¼ì â åäèíñòâåííóþ

òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà. Äåéñòâóÿ L ∩ UQ, çàãîíèì òî÷êó â [e] × (UP ∩ UQ)[e]. Èçîáðàçèì
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îïèñàííûé ïðîöåññ:

X = G/P− ×G/Q− ⊃ UP [e]× UQ[e]
UP [e]× UQ[e]

L∩UQ [e]× (UP ∩ UQ)[e].

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ UP · (L ∩ UQ)-îðáèòà ïåðåñåêàåò [e] × (UP ∩ UQ)[e] â åäèíñòâåííîé

òî÷êå. Îòìåòèì, ÷òî L ∩ M ïåðåâîäèò [e] × (UP ∩ UQ)[e] â ñåáÿ. Òîãäà B-èíâàðèàíòíûå

äèâèçîðû íà X (çà èñêëþ÷åíèåì äèâèçîðîâ Øóáåðòà) ïåðåñåêàþò [e] × (UP ∩ UQ)[e] ïî

(B∩L∩M)-èíâàðèàíòíûì äèâèçîðàì, à çíà÷èò B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íàX (çà èñêëþ-

÷åíèåì äèâèçîðîâ Øóáåðòà) ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè äåéñòâèÿ UP ·(L∩UQ) íà (B∩L∩M)-

èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû. �

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó L ∩ M ⊂ P−, Q−, òî äåéñòâèå L ∩ M íà [e] × (UP ∩ UQ)[e]

ïðè èçîìîðôèçìå [e] × (UP ∩ UQ)[e] ≃ UP ∩ UQ ïðåâðàùàåòñÿ â äåéñòâèå íà UP ∩ UQ

ñîïðÿæåíèÿìè.

Òåïåðü îïèøåì ïîäðîáíåå, êàê ìû áóäåì èñêàòü äèâèçîðû íà UP ∩ UQ.

Ââåäåì êîîðäèíàòû íà UP ∩UQ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò g ∈ UP ∩UQ áóäåò èìåòü

êîîðäèíàòû (qγ1 , . . . , qγk), γi ∈ ∆(UP ∩ UQ), åñëè g = exp(qγ1eγ1 + . . . + qγkeγk), ãäå eγi �

êîðíåâûå âåêòîðû.

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû íà UP ∩ UQ ïðè äåéñòâèè L ∩M . Ïîñêîëüêó

g exp(ξ)g−1 = exp[Ad(g)ξ], ∀g ∈ G, ξ ∈ g, è Ad ◦ exp = exp ◦ad (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë.1, �2]),

òî ïðè g = exp(η) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

exp(η) · exp(ξ) · exp(η)−1 = exp[Ad(exp(η))ξ] = exp(ξ + [η, ξ] +
1

2!
[η, [η, ξ]] + . . .).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè η = seβ, ξ =
∑

qγieγi èìååì:

exp(seβ)·exp(
∑

qγieγi) exp(−seβ) = exp(
∑

qγieγi+
∑

sqγi [eβ, eγi ]+
∑ s2

2!
qγi [eβ, [eβ, eγi ]]+. . .).

(2)

Ïóñòü H1 = B ∩ L ∩ M . Âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü H1-ïîëóèíâàðèàíòíóþ êîîðäèíàòó

x1 := qµ1 . Òîãäà óñëîâèå qµ1 = 0 çàäàåò H1-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð D1 íà S1 := UP ∩ UQ.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çàäàííîå óñëîâèåì qµ1 ̸= 0. Äåéñòâóÿ ãðóïïîé U∩L∩M ,

îáíóëèì òå êîîðäèíàòû, êîòîðûå ìîæåì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S2, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê

ïîëó÷åííîãî âèäà. Ïóñòü H2 ⊂ B ∩ L ∩M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïåðåâîäÿùàÿ S2 â

ñåáÿ (òî åñòü H2 � íîðìàëèçàòîð S2). Äàëåå âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü H2-ïîëóèíâàðèàíòíóþ

êîîðäèíàòó x2 := qµ2 íà S2. Òîãäà óñëîâèå qµ2 = 0 çàäà¼ò H2-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð D2 íà

S2. Çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ (B ∩ L ∩M)-îðáèò òî÷åê äèâèçîðà íà S2 áóäåò (B ∩ L ∩M)-

èíâàðèàíòíûì äèâèçîðîì íà UP ∩UQ. Äàëåå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî: îáíóëÿåì êîîðäèíàòû,
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êîòîðûå ìîæåì îáíóëèòü, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî S3 ⊂ S2, âûáèðàåì ïîëóèíâàðèàíòíóþ

êîîðäèíàòó è ò.ä.

Ïðè ïðèâåäåíèè òî÷êè ê ïîñëåäíåìó âèäó ìû äåéñòâîâàëè òîëüêî óíèïîòåíòíîé ÷à-

ñòüþ, îñòàëîñü åù¼ äåéñòâèå òîðà. Â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 0 ìîæíî ñäåëàòü âñå xi ðàâíûìè

1. Â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1 ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè 1 âñå xi, êðîìå îäíîãî. Òàê ìû ïîëó÷èì

êàíîíè÷åñêèé âèä òî÷êè.

Åñëè ñëîæíîñòü X ðàâíà 0, òî íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì äèâèçîðû Di áóäóò âñåìè

ïðîñòûìè B-èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû âûêèäûâàëè íåêîòîðûå äè-

âèçîðû, è âíå èõ íàì óäàëîñü ïðèâåñòè òî÷êó ê îäíîìó è òîìó æå êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Òî åñòü äîïîëíåíèå ê ýòèì äèâèçîðàì ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé B-îðáèòîé, à çíà÷èò, äðóãèõ

B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íåò.

Åñëè ñëîæíîñòü X ðàâíà 1, òî íàéäåííûå äèâèçîðû ìîãóò áûòü íå âñåìè èñêëþ÷è-

òåëüíûìè äèâèçîðàìè, à íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè. Òåì íå ìåíåå,

ìû íàøëè òàêèå äèâèçîðû, ÷òî â äîïîëíåíèè ê íèì B-îðáèòû ïàðàìåòðèçóþòñÿ ÷èñëà-

ìè z := xi ∈ C \ {0} ≃ P1 \ {0,∞}, ãäå xi � êîîðäèíàòà, êîòîðóþ ìû íå îáðàùàåì â 1.

Çàìûêàíèÿ ýòèõ îðáèò è áóäóò îñòàâøèìèñÿ ïðîñòûìè B-èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè.

3.1.2. Ñòðîåíèå äèâèçîðîâ äëÿ ñëîæíîñòè 1. Òåïåðü îïèøåì, êàê íàéòè îñòàâ-

øèåñÿ èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû â ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1, à òàêæå êàê ïîíÿòü, êàêèå èç óæå

íàéäåííûõ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óæå çíàåì âåñà è ìóëüòè-

ñòåïåíè êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé íàéäåííûõ äèâèçîðîâ. Ñïîñîá èõ îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ

äëÿ êëàññè÷åñêîãî è îñîáîãî ñëó÷àÿ, ïîýòîìó ìû îïèøåì åãî ïîçæå ðàçäåëàõ 3.2 è 3.4.

Ïóñòü D1, . . . , Dm � âñå ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû, êðîìå äèâèçîðîâ Øóáåð-

òà, íà äâîéíîì ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ ñëîæíîñòè 1, íàéäåííûå ïî îïèñàííîìó â ðàçäåëå

3.1.1 àëãîðèòìó. Íàéäåì òàêèå äâà âçàèìíî ïðîñòûõ ìîíîìà îäíîãî âåñà è ìóëüòèñòåïåíè

îò êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé äèâèçîðîâ Øóáåðòà è D1, . . . , Dm, ÷òî ïàðàìåòð z (ðàññìàòðèâà-

åìûé êàê B-èíâàðèàíòíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X) ÿâëÿåòñÿ èõ îòíîøåíèåì. Òàêèå

ìîíîìû íàéäóòñÿ, ïîñêîëüêó B-îðáèòû â äîïîëíåíèè ê äèâèçîðàì Øóáåðòà è D1, . . . , Dm

ïàðàìåòðèçóþòñÿ ÷èñëàìè z ∈ C \ {0}, à çíà÷èò, ñðåäè äèâèçîðîâ Øóáåðòà è D1, . . . , Dm

åñòü âñå ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû D, äëÿ êîòîðûõ zD = 0 èëè zD = ∞. Òîãäà â

êà÷åñòâå F è F ′ ìû ìîæåì âçÿòü ìîíîìû
∏

zD=0,hD>0 sD è
∏

zD=∞,hD>0 sD.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, êàêèå èç äèâèçîðîâ D1, . . . , Dm ïàðàìåòðè÷åñêèå � ýòî â

òî÷íîñòè òå äèâèçîðû, âåñ è ìóëüòèñòåïåíü êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ F è F ′. Äèâèçîð ñå÷åíèÿ

F − zF ′, îãðàíè÷åííûé íà Ω := X \ (DP,i1 ∪ . . .∪DP,ir ∪DQ,j1 ∪ . . .∪DQ,jt ∪D1 ∪ . . .∪Dm),

ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà z. Çàìûêàíèå òàêîé
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îðáèòû áóäåò èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì, åñëè div(F − zF ′), ðàññìàòðèâàåìûé íà âñåì

X, ñîäåðæèò îäèí èç äèâèçîðîâ Øóáåðòà èëè îäèí èç D1, . . . , Dm, ëèáî åñëè F −zF ′ èìååò

âäîëü äàííîé îðáèòû ïîðÿäîê íå ìåíüøèé 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìûêàíèå îðáèòû áóäåò

ïàðàìåòðè÷åñêèì äèâèçîðîì.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ýòî ÿâíî ïðîâåðÿòü, ìû ëèáî ïîêàæåì, ÷òî âñå çàìûêàíèÿ îð-

áèò â Ω � ïàðàìåòðè÷åñêèå äèâèçîðû, ëèáî íàéäåì òàêîé äîïîëíèòåëüíûé ïðîñòîé B-

èíâàðèàíòíûé äèâèçîð Dm+1 (êîòîðûé åñòåñòâåííî áóäåò ñîâïàäàòü ñ çàìûêàíèåì îäíîé

èç îðáèò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà), ÷òî â Ω \Dm+1 âñå çàìûêàíèÿ B-îðáèò áóäóò ïà-

ðàìåòðè÷åñêèìè äèâèçîðàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçD1 ìíîæåñòâî òàêèõ äèâèçîðîâ ñðåäè äèâèçîðîâØóáåðòà èD1, . . . , Dm,

êîòîðûå íå âõîäÿò â divF è divF ′. Äëÿ D ∈ D1 ìû õîòèì ïîíÿòü, åñòü ëè òàêîå z, ÷òî

div(F −zF ′) ñîäåðæèò D. Âîñïîëüçóåìñÿ �ñîîáðàæåíèÿ âåñîâ è ñòåïåíåé�: åñëè äëÿ íåêîòî-

ðîãî z âåðíî, ÷òî div(F − zF ′) ñîäåðæèò D, òî ìóëüòèñòåïåíü F íå ìåíüøå ìóëüòèñòåïåíè

sD (ïîêîìïîíåíòíî) è ðàçíîñòü âåñîâ F è sD ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíûì âåñîì. Òîãäà ìû

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ D ∈ D1 èñêîìîãî z íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü D2 ⊆ D1 � ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ äèâèçîðîâ. Åñëè D2 = ∅, òî âñå çàìûêàíèÿ

îðáèò â Ω ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè äèâèçîðàìè, êîòîðûå ëèáî ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè,

ëèáî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà F − zF ′ äëÿ íåêîòî-

ðîãî z. Ïóñòü D2 ̸= ∅. Íàéäåì íîâûé ïðîñòîé B-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð Dm+1, òàê ÷òîáû

íåêîòîðûé ìîíîì âèäà s
aDm+1

Dm+1

∏
D∈D2

saDD , ãäå aDm+1 , aD > 0, èìåë òàêóþ æå ìóëüòèñòåïåíü

è òàêîé æå âåñ, êàê F è F ′. Îáùåãî îáúÿñíåíèÿ òîãî, ïî÷åìó òàêîé äèâèçîð ìîæíî íàé-

òè, íåò, íî â êàæäîì ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå ñëó÷àå òàêîé äèâèçîð íàõîäèòñÿ. Äàííûé

äèâèçîð çàäà¼òñÿ ëèáî íåêîòîðûì ãåîìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì â òåðìèíàõ âçàèìíîãî ðàñ-

ïîëîæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ (äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï), ëèáî íàõîäèòñÿ èç óæå èçâåñòíûõ

äèâèçîðîâ äëÿ �ìåíüøèõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ� (êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå 7 ðàçäåëà 3.5.1),

ëèáî íàõîäèòüñÿ èçìåíåíèåì âûáîðà èíâàðèàíòíûõ è îáíóëÿåìûõ êîîðäèíàò â ìåòîäå ïî-

èñêà äèâèçîðîâ (òàêîé ñïîñîá èñïîëüçîâàí â ñëó÷àå 4 ðàçäåëà 3.5.2). Äàííûé ìîíîì áóäåò

ïðîïîðöèîíàëåí F − z0F
′ äëÿ íåêîòîðîãî z0, è äëÿ äèâèçîðîâ D ∈ D2 ∪ {Dm+1} èìååì

zD = z0, hD = aD > 0. Ïðîñòûå äèâèçîðû, ÿâëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè îðáèò â Ω\Dm+1, ëè-

áî ïàðàìåòðè÷åñêèå, ëèáî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà

F − zF ′ äëÿ íåêîòîðîãî z.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî F − zF ′ íå ìîæåò èìåòü ïîðÿäêà 2 è âûøå âäîëü çàìûêàíèÿ

îäíîé èç îðáèò â Ω \Dm+1. Ýòî îïÿòü áóäåò ñëåäîâàòü èç �ñîîáðàæåíèé âåñîâ è ñòåïåíåé�:
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â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ (â ðàçäåëàõ 3.3, 3.5) ìóëüòèñòåïåíü F è F ′ íå ÿâëÿåòñÿ íåêî-

òîðîé êðàòíîñòüþ äðóãîé ìóëüòèñòåïåíè. Äàííûé ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå 6

èç ðàçäåëà 3.3.1.

3.2. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äëÿ

êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

3.2.1. Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï è àëãîðèòì ïîèñêà äèâèçî-

ðîâ. Ïóñòü P çàäàíà ðàçìåðàìè áëîêîâ (k1, . . . , ks) èëè (k1, . . . , ks)
′, ïðè÷åì â äàííîé ãëàâå

ìû áóäåì íà÷èíàòü ñ ïðàâîãî íèæíåãî óãëà (òî åñòü k1 � ðàçìåð ñàìîãî ïðàâîãî íèæíåãî

áëîêà). Òî÷êàìè ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ G/P− ÿâëÿþòñÿ ôëàãè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà

ïîäïðîñòðàíñòâ â Cn ðàçìåðíîñòåé k1, k1+ k2, . . .. Äëÿ G = SOn, Spn ïîäïðîñòðàíñòâà åù¼

äîëæíû áûòü èçîòðîïíûìè èëè êîèçîòðîïíûìè, ïðè÷¼ì åñëè âî ôëàãå ïðèñóòñòâóåò ïîä-

ïðîñòðàíñòâî W , òî âî ôëàãå òàêæå äîëæíî áûòü ïîäïðîñòðàíñòâî W⊥. Åñëè ïîäãðóïïà

íå îñîáàÿ, òî ïîäïðîñòðàíñòâà âî ôëàãå èç G/P− áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ri, ãäå íèæíèé

èíäåêñ îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü. Åñëè ïîäãðóïïà îñîáàÿ, òî ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè l

îáîçíà÷èì ÷åðåç R′
l, à äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé � êàê âûøå. Äëÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëà-

ãîâ X = G/P− × G/Q− ïîäïðîñòðàíñòâà âî ôëàãàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì èç G/Q−,

áóäåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáîçíà÷àòü Sj èëè S ′
l.

Ïîÿñíèì ìåòîä ïîèñêà B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï.

1

1

Рис.1
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.

.
.
.
.

.
. .
.
.

.
. .
.
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà íå ëåæèò â äèâèçîðàõ Øóáåðòà. Òîãäà òî÷êó

ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó, ãäå Ri = ⟨en, . . . , en−i+1⟩ äëÿ âñåõ Ri âî

ôëàãå è R′
l = ⟨en, . . . , el+2, el⟩ (åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî R′

l åñòü âî ôëàãå), èëè

ê âèäó, ãäå Sj = ⟨en, . . . , en−j+1⟩ äëÿ âñåõ Sj âî ôëàãå è S ′
l = ⟨en, . . . , el+2, el⟩

(òàêæå, åñëè îíî åñòü âî ôëàãå). Ïðèâåäåì òî÷êó ê îäíîìó èç äâóõ âèäîâ;

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðèâåëè â ïåðâîìó âèäó. Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ áóäåì ñîâåðøàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäïðîñòðàíñòâà Ri (è R′
l) íå

èçìåíÿëèñü.

Åñëè âî ôëàãå íåò ïîäïðîñòðàíñòâà S ′
l, òî â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Sj âûáåðåì áàçèñû, êàê

èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Íà ðèñ. 1 ñòîëáöàìè ìàòðèö èçîáðàæåíû áàçèñíûå âåêòîðû ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, à âåðòèêàëüíûå ëèíèè îãðàíè÷èâàþò ñïðàâà ïîäïðîñòðàíñòâà âî ôëàãå. Åñëè

ïîäïðîñòðàíñòâî S ′
l åñòü âî ôëàãå, òî ïðèâåäåì ê âèäó, ïîëó÷åííîìó èç ðèñ. 1 (ïðè íàëè-

÷èè l-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà âî ôëàãå) ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñðåäíèõ ñòðîê. Êîîðäèíàòû
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áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ìåñòå çâ¼çäî÷åê îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî � ýòî è áóäóò êîîðäèíàòû

íà UP ∩ UQ. Äàëåå îáíóëÿåì êîîðäèíàòû íà ìåñòå çâ¼çäî÷åê, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 3.1.1.

3.2.2. Îïðåäåëåíèå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè êàíîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ.

3.2.2.1. Î ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàïèñè äèâèçîðîâ. Íàì íóæíî íàéòè âåñà è ìóëü-

òèñòåïåíè êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé íàéäåííûõ B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ. Äëÿ ýòîãî ìû

çàïèøåì äèâèçîðû â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå � â òåðìèíàõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ. Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà òåì, ÷òî âî-ïåðâûõ, îíà êîìïàêòíåå è íàãëÿäíåå, à

âî-âòîðûõ, èç òàêîãî çàäàíèÿ ëåãêî ñëåäóåò B-èíâàðèàíòíîñòü.

Îïèøåì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ. Âíà÷àëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

G = SLn, Spn èëè SO2l+1. Ïóñòü Ek = ⟨e1, . . . , ek⟩ � B-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äà-

ëåå ìû ðåêóðñèâíî îïðåäåëèì äîïóñòèìûå âûðàæåíèÿ. Ïîäïðîñòðàíñòâà Rp è Sq èãðàþò

ðîëü ïåðåìåííûõ è áóäóò ýëåìåíòàðíûìè äîïóñòèìûìè âûðàæåíèÿìè. Åñëè W è W ′ �

äîïóñòèìûå âûðàæåíèÿ, òî W +W ′ è W ∩Ek � äîïóñòèìûå âûðàæåíèÿ. Ïðè ïîäñòàíîâêå

â äîïóñòèìûå âûðàæåíèÿ êîíêðåòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Rp è Sq ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà â Cn. Ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ äèâèçîðà áóäåò èìåòü îäèí èç ñëåäóþùèõ

âèäîâ: W ̸= 0 èëè W ⊥ W ′, ãäå W,W ′ � äîïóñòèìûå âûðàæåíèÿ.

Äëÿ G = SO2l íàðÿäó ñ Ek ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ãåîìåòðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ B-

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E ′
l = ⟨e1, . . . , el−1, el+1⟩. Äëÿ îñîáûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîä-

ãðóïï ïîÿâÿòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàR′
l (è S

′
l). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âî ôëàãå åñòü ïîäïðîñòðàí-

ñòâà Rl−1 è Rl, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â ãåîìåòðè÷åñêîì çàäàíèè åù¼ íåêîòîðîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, êîòîðîå òîæå îáîçíà÷èì ÷åðåç R′
l, îïðåäåëÿåìîå êàê åäèíñòâåííîå èçîòðîïíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè l îòëè÷íîå îò Rl, äëÿ êîòîðîãî Rl−1 ⊂ R′
l ⊂ R⊥

l−1 = Rl+1

(äëÿ ôëàãîâ èç G/Q− àíàëîãè÷íî).

Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê èç ãåîìåòðè÷åñêîé çàïèñè ïîëó÷èòü óðàâíåíèå â êîîðäèíàòàõ

Ïëþêêåðà. Êîîðäèíàòó Ïëþêêåðà m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èç ôëàãà, ïðèíàäëåæàùåãî

G/P−, ïðè áàçèñíîì ïîëèâåêòîðå ei1 ∧ . . . ∧ eim áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ri1,...,im (è si1,...,im

� äëÿ òî÷åê G/Q−). Ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü äîïóñòèìûì âûðàæåíèÿì, ó÷àñòâóþùèì

â ãåîìåòðè÷åñêîé çàïèñè, íåêîòîðûå ïîëèâåêòîðû, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò Ïëþêêåðà

ïðîñòðàíñòâ Rp è Sq, ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü âíà÷àëå G = SLn, Spn èëè SO2l+1.

Ïîäïðîñòðàíñòâàì Rp, Sq ñîïîñòàâèì çàäàþùèå èõ ïîëèâåêòîðû
∑

ri1,...,ipei1 ∧ . . . ∧ eip è∑
sj1,...,jqej1 ∧ . . .∧ejq ñòåïåíåé p è q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü äîïóñòèìîìó âûðàæåíèþW ñî-

îòâåòñòâóåò ïîëèâåêòîð
∑

wi1,...,irei1 ∧ . . .∧eir , è Em � òàêîå ìèíèìàëüíîå B-èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî (ñðåäè Ek, k 6 n), ÷òî W ⊆ Em ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííûõ Rp, Sq â âûðàæåíèå W . Òîãäà âûðàæåíèþ W ∩ Ek (ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ ìû
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ïèøåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî k < m) ñîïîñòàâèì ïîëèâåêòîð
∑

wm,m−1,...,k+1,j1,...,jr−m+kej1 ∧

. . . ∧ ejr−m+k
, à âûðàæåíèþ W + W ′ � âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïîëèâåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ W è W ′. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâà Rp, Sq íàõîäÿòñÿ â äîñòàòî÷íî îáùåì ïîëîæåíèè,

òî ýòè ïîëèâåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñå÷åíèþ è ñóììå ïîäïðîñòðàíñòâ â ñìûñëå ïëþê-

êåðîâûõ âëîæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàññìàíèàíîâ. Ïóñòü ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå èìååò

âèäW ̸= 0. Óñëîâèÿ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëèâåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèéW , èìå-

åò ñòåïåíü 0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò Ïëþêêåðà. Ïðèðàâíèâàÿ

ýòî ÷èñëî ê 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèâèçîðà â êîîðäèíàòàõ Ïëþêêåðà. Òåïåðü ðàññìîòðèì

äðóãîé âèä óñëîâèÿ: W ⊥ W ′. Ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

âûðàæåíèÿì W è W ′ ñîîòâåòñòâóþò ïîëèâåêòîðû ñòåïåíè 1, ò.å. âåêòîðû èç Cn. Çàïèñàâ

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèâèçîðà.

Òåïåðü ïóñòü G = SO2l. Àëãîðèòì àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ G = SLn, Spn, SO2l+1, íî èìååò

íåáîëüøèå äîïîëíåíèÿ. Åñëè Em � òàêîå ìèíèìàëüíîå B-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

(òåïåðü ñðåäè Ek, k 6 n, è E ′
l), ÷òîW ⊆ Em, òî âûðàæåíèþW ∩Ek ñîïîñòàâèì ïîëèâåêòîð

êàê ðàíüøå, à âûðàæåíèþ W ∩ E ′
l ñîïîñòàâèì

∑
wm,m−1,...,l+2,l,j1,...,jr−m+lej1 ∧ . . . ∧ ejr−m+l

.

Åñëè E ′
l � òàêîå ìèíèìàëüíûå B-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ñðåäè Ek, k 6 n, è E ′

l),

÷òîW ⊆ E ′
l, òî âûðàæåíèþW∩Ek ñîïîñòàâèì ïîëèâåêòîð

∑
wl+1,l−1,l−2,...,k+1,j1,...,jr−l+kej1∧

. . . ∧ ejr−l+k
.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ ðàçîáðàí òàêæå â ïðèìåðå

1 èç 3.3.1.

Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ íàéòè ìóëüòèñòåïåíü ñîîòâåòñòâó-

þùåãî óðàâíåíèÿ. ×òîáû íàéòè ñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà ïîäïðîñòðàíñòâà Rp,

íóæíî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé Rp (è R⊥
p â îðòîãîíàëüíîì è ñèìïëåêòè÷åñêîì

ñëó÷àÿõ) â ãåîìåòðè÷åñêóþ çàïèñü. Ñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà Sq îïðåäåëÿåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Ìóëüòèñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà áóäåò îáîçíà÷àòü ÷åðåç (. . .)Pl.

Îïèøåì ñâÿçü ìåæäó ìóëüòèñòåïåíüþ ïî ïëþêêåðîâûì êîîðäèíàòàì è ìóëüòèñòåïåíüþ

ïî ãðóïïå Ïèêàðà. Ïóñòü mi � ñòåïåíü ïî DP,i â Pic(X), pi � ñòåïåíü ïî ïëþêêåðîâûì

êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà Ri, p
′
l � ïî ïëþêêåðîâûì êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà R′

l. Òîãäà

äëÿ ãðóïïû SLn èìååì mi = pn−i. Äëÿ ãðóïïû Spn èìååì mi = pi. Äëÿ SO2l+1 âåðíû

ñëåäóþùèå ôîðìóëû: mi = pi ïðè i < l, ml = 2pl. Äëÿ SO2l èìååì mi = pi ïðè 6 l − 2,

ml−1 = pl−1 + 2p′l, ml = pl−1 + 2pl.

3.2.2.2. Ìåòîäû ïðîâåðêè ïðîñòîòû äèâèçîðîâ. Â ðàçäåëå 3.1.1 ìû îïèñàëè, êàê èñ-

êàòü ïðîñòûå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû. Ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå (â òåðìèíàõ âçàèìíî-

ãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ) äëÿ Di óäîáíî íàõîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà Ui :=
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X \ (DP,i1 ∪ . . . ∪DP,ir ∪DQ,j1 ∪ . . . ∪DQ,jt ∪D1 ∪ . . . ∪Di−1) ìíîæåñòâî íóëåé ôîðìû fi îò

êîîðäèíàò Ïëþêêåðà, ïîñòðîåííîé ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ, ñîâïàäàåò ñ Di, òî åñòü

div fi ïðè îãðàíè÷åíèè íà Ui ÿâëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ Di. Ìû ìîæåì íàéòè âåñ è ìóëüòèñòå-

ïåíü fi, íî ÷òîáû ïðàâèëüíî íàéòè âåñ è ìóëüòèñòåïåíü sDi
, íóæíî çíàòü div fi íà âñåì

X. Ìû áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå óáåäèìñÿ, ÷òî div fi íå ñîäåðæèò

äèâèçîðîâ Øóáåðòà è D1, . . . , Di−1, à çàòåì íàéäåì êðàòíîñòü Di â div fi.

Îáúÿñíèì, êàê ïðîâåðÿòü, ÷òî div fi íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ Øóáåðòà è D1, . . . , Di−1.

Âî-ïåðâûõ, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ �ñîîáðàæåíèÿìè âåñîâ è ñòåïåíåé�: åñëè div fi ñîäåðæèò

D, òî ìóëüòèñòåïåíü fi áîëüøå èëè ðàâíà ìóëüòèñòåïåíè sD (ïîêîìïîíåíòíî), à ðàçíîñòü

âåñîâ fi è sD ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíûì âåñîì. Âî-âòîðûõ, ìû ìîæåì ïåðåáèðàòü ñëó÷àè

â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà �ìåíüøèõ� äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

ôëàãîâ íàì áóäóò óæå èçâåñòíû (�ìåíüøèìè� äëÿ X = G/P−
I ×G/P−

J ìû íàçûâàåì òàêèå

ìíîãîîáðàçèÿ X ′ = G/P−
I′ × G/P−

J ′ , îòëè÷íûå îò X, ÷òî I ′ ⊆ I è J ′ ⊆ J , òî åñòü èìååòñÿ

G-ýêâèâàðèàíòíûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì X → X ′). Òàêèì îáðàçîì ìû çíàåì âåñà è

ìóëüòèñòåïåíè êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ B-èíâàðèàíòíûì äèâèçîðàì, ó

êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà ìóëüòèñòåïåíè íóëåâàÿ.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ äâóõ ñîîáðàæåíèÿõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè òî-

ãî, ÷òî div fi íå ñîäåðæèò D, ãäå D � äèâèçîð Øóáåðòà èëè îäèí èç Dj, j < i. Ïóñòü ν

� ðàçíîñòü âåñîâ fi è sD, à (m̄, n̄) � ðàçíîñòü ìóëüòèñòåïåíåé. Åñëè â (m̄, n̄) åñòü îòðèöà-

òåëüíàÿ êîìïîíåíòà, èëè ν � íå äîìèíàíòíûé âåñ, òî ïðîâåðêà çàêîí÷åíà. Ïóñòü òåïåðü

îòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò â (m̄, n̄) íåò, è ν � äîìèíàíòåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (m̄, n̄) åñòü

íóëåâàÿ êîìïîíåíòà. Òîãäà div fi−D ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì äèâèçîðà íà �ìåíüøåì� äâîéíîì

ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåíüøåì ìíîãîîáðàçèè

äèâèçîðîâ ñ òàêîé ìóëüòèñòåïåíüþ è âåñîì êàíîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ íåò. Â áîëüøèíñòâå ñëó-

÷àåâ ýòîãî ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî. Ýòîò ìåòîä, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå 1 èç

ðàçäåëà 3.3.1.

Äëÿ íåêîòîðûõ äèâèçîðîâDi ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìóëüòèñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèõ êà-

íîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé íå èìåþò íóëåâûõ êîìïîíåíò. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî

äèâèçîðû íà ìåíüøèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ íàì èçâåñòíû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû óæå

íàøëè âñå òàêèå ïðîñòûå äèâèçîðû, ÷òî ìóëüòèñòåïåíè èõ ñå÷åíèé èìåþò íóëåâûå êîìïî-

íåíòû, òî ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàâøèìñÿ äèâèçîðàì, íå èìåþò íóëåâûõ êîìïîíåíò.

Òîãäà â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå ïðîâåðêó ìîæíî çàêàí÷èâàòü, åñëè (m̄, n̄) èìååò íóëåâûå

êîìïîíåíòû. Òàêîé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå 5à ðàçäåëà 3.3.2.
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Åñëè ýòèõ ðàññóæäåíèé íå õâàòèëî, òî íàõîäèì òàêóþ òî÷êó x ∈ Dj, ÷òî fi(x) ̸= 0.

Òàêîé ñïîñîá èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ñëó÷àå 5á ðàçäåëà 3.3.2.

Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê èñêàòü êðàòíîñòü Di â div fi. Ïóñòü ìû óæå ïðîâåðèëè, ÷òî

äèâèçîðû Øóáåðòà è Dj, j < i íå âõîäÿò â div fi. Çäåñü òîæå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

�ñîîáðàæåíèÿìè âåñîâ è ñòåïåíåé�: åñëè div fi = kDi, òî êîìïîíåíòû ìóëüòèñòåïåíè äîëæ-

íû áûòü êðàòíû k, à âåñ äîëæåí áûòü k-é êðàòíîñòüþ äîìèíàíòíîãî. Òàêèì ñïîñîáîì â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî k = 1.

Ïóñòü òàêèì ñïîñîáîì íàéòè êðàòíîñòü k íå óäàëîñü. Îãðàíè÷èì âñå íà ìíîæåñòâî Ui.

Íàéäåì íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó H ⊆ B è íåêîòîðîå ñå÷åíèå Z, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþ-

ùåå êàæäóþ H-îðáèòó â îäíîé òî÷êå è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäãðóïïû

H ′ ⊆ B, òàê ÷òî B = HH ′. Òîãäà Ui ≃ H × Z, à B-èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè íà Ui

ÿâëÿþòñÿ H × D, ãäå D � H ′-èíâàðèàíòíûé äèâèçîð íà Z. Íàéäåì òàêîå ñå÷åíèå, ÷òî â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ñå÷åíèè ôîðìà fi çàïèñûâàëàñü áû ìàêñèìàëüíî ïðîñòî. Òî-

ãäà èç ðàññìîòðåíèÿ fi|Z ìû íàéäåì êðàòíîñòü k. Äàííûé ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íà

ñëó÷àÿõ 4 ðàçäåëà 3.3.2 è ñëó÷àå 1 ðàçäåëà 3.3.3.

3.2.3. Ôîðìà çàïèñè ðåçóëüòàòà. Íà ðèñóíêàõ ìû áóäåì èçîáðàæàòü òî÷êó èçG/P−×

G/Q−. Ëåâàÿ êàðòèíêà ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè íà G/P−, ïðàâàÿ � íà G/Q−. Ñòîëáöû

îáîçíà÷àþò áàçèñíûå âåêòîðû ïîäïðîñòðàíñòâ èç ôëàãîâ. Æèðíûìè ëèíèÿìè ðàçäåëåíû

ïîäïðîñòðàíñòâà: òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû äî ïåðâîé æèðíîé ëèíèè îáðàçóþò áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòè âî ôëàãå, äî âòîðîé � ñëåäóþùåãî ïî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà è ò.ä. Ïåðåìåííûå xi ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðèâåä¼ííîì â

3.1.1. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 0 ïðè çàìåíå âñåõ xi íà ðèñóíêå íà 1 ïîëó÷èì òî÷êó êàíîíè-

÷åñêîãî âèäà. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 1 ïðè çàìåíå âñåõ xi íà ðèñóíêå, êðîìå ïîñëåäíåãî

(ñ íàèáîëüøèì èíäåêñîì), íà 1, à ïîñëåäíåãî � íà z, ïîëó÷èì òî÷êó êàíîíè÷åñêîãî âèäà

èç B-îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó z.

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ èíôîðìàöèþ î äèâèçîðàõ ìû áóäåì çàïèñûâàòü â òàáëèöó. Äëÿ

óäîáñòâà ÷åðåç ∆P,i è ∆′
P,l áóäåò îáîçíà÷àòü äèâèçîðû Øóáåðòà ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ,

òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Ri è R′
l. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãðóïïû SLn

èìååì DP,i = ∆P,n−i, äëÿ Spn è SO2l+1 èìååì DP,i = ∆P,i. Äëÿ SO2l èìååì DP,i = ∆P,i ïðè

i ̸= l − 1, DP,l−1 = ∆′
P,l. Ñå÷åíèÿ sDi

áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fi, à ñå÷åíèÿ

s∆P,i
è s∆′

P,l
� ÷åðåç FP,i è F ′

P,l. Îáîçíà÷åíèÿ ∆Q,i, ∆
′
Q,l, FQ,i è F ′

Q,l îïðåäåëÿþòñÿ àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì. Äëÿ ñëó÷àåâ ñëîæíîñòè 0 áóäåì âûïèñûâàòü â òàáëèöó ãåîìåòðè÷åñêèå

óñëîâèÿ äèâèçîðîâ, âåñà è ìóëüòèñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé äëÿ

âñåõ ïðîñòûõ B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ, êðîìå äèâèçîðîâ Øóáåðòà, äëÿ êîòîðûõ ýòà
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èíôîðìàöèÿ íàì è òàê èçâåñòíà èç ðàçäåëà 1.1. Äëÿ ñëó÷àåâ ñëîæíîñòè 1 â òàáëèöó áóäåì

âûïèñûâàòü èíôîðìàöèþ î âñåõ èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðàõ, êðîìå äèâèçîðîâ Øóáåðòà, à

òàêæå ìîíîìû îò ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðàì, èìåþùèå òàêèå

æå ìóëüòèñòåïåíü è âåñ, êàê F è F ′. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ìîíîìà äâà, òî çíà÷èò èñêëþ÷è-

òåëüíûõ òî÷åê òîæå äâå è R(X)U ñâîáîäíà. Åñëè ìîíîìà òðè, òî èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê

òðè, ýòè ìîíîìû ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì, à R(X)U ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Äëÿ ãðóïïû SOn íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: πi := ε1 + . . . + εi,

π′
l := ε1 + . . . + εl−1 − εl. Òîãäà âåñ êîîðäèíàòû Ïëþêêåðà rn,...,n−k+1 ðàâåí πk äëÿ ëþáîãî

k, à âåñ rn,...,l+2,l ðàâåí π′
l. Äàííûå âåñà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå ñëåäóþùèì

îáðàçîì: äëÿ SO2l+1 èìååì πi = ωi ïðè i < l, πl = 2ωl, äëÿ ãðóïïû SO2l âûïîëíåíî πi = ωi

ïðè i < l − 1, πl−1 = ωl−1 + ωl, πl = 2ωl, π
′
l = 2ωl−1.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ SOn ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå, èíòåðïðåòèðóåìîå êàê óðàâíåíèå â

êîîðäèíàòàõ Ïëþêêåðà, èíîãäà çàäà¼ò êâàäðàò êàíîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Åñëè ãåîìåòðè÷å-

ñêîå óñëîâèå íå çàäà¼ò ïðîñòîé äèâèçîð, òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âíà÷àëå áóäåì âûïèñûâàòü

ìóëüòèñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêêåðà è âåñ ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåîìåòðè÷å-

ñêîìó óñëîâèþ, à çàòåì ìóëüòèñòåïåíü ïî ãðóïïå Ïèêàðà è âåñ ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïðîñòîìó äèâèçîðó. Ïîñêîëüêó â ãåîìåòðè÷åñêîì óñëîâèè ìû èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëü-

íî ïîäïðîñòðàíñòâà R′
l è S ′

l, òî ìóëüòèñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà èìååò â ýòîì

ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíóþ êîìïîíåíòó. Ñòåïåíü ïî êîîðäèíàòàì Ïëþêêåðà ýòèõ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áóäåì ïèñàòü ïîñëå ñòåïåíè ïî ïëþêêåðîâûì êîîðäèíàòàì ïîä-

ïðîñòðàíñòâ Rl−1 è Rl (èëè Sl−1 è Sl).

3.3. Èíâàðèàíòû êîëåö Êîêñà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï

3.3.1. Ãðóïïà SLn.

ñëîæíîñòü 0

1. (p1,p2), (q1,q2)

Ïóñòü p = p1, q = q1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p 6 q.

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1) ω∗
p−k + ω∗

q+k ⟨Rp ∩ En−p+k + Sq ∩ En−p+k⟩ ∩ En−q−k ̸= 0, k = 1, . . . ,min(p, n− q)

Îáúÿñíèì, ïî÷åìó âûïèñàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ çàäàþò âñå ïðîñòûå B-èíâà-

ðèàíòíûå äèâèçîðû, êðîìå äèâèçîðîâ Øóáåðòà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (Rp, Sq)

â G/P− ×G/Q−. Äåéñòâèåì ãðóïïû B áóäåì ïûòàòüñÿ ïðèâåñòè å¼ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
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Рис.1.1.1

òî÷åê èç îòêðûòîé îðáèòû. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü óñëîâèÿ, êîãäà ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ,

ò.å. óñëîâèÿ, êîãäà òî÷êà íå ëåæèò â îòêðûòîé îðáèòå.

Åñëè rn,...,n−p+1 ̸= 0, òî â Rp ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rp èìååò âèä

êàê íà ðèñ. 1.1.2à, òî åñòü áàçèñíûìè âåêòîðàìè ïîäïðîñòðàíñòâà Rp ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû

ìàòðèöû íà ðèñóíêå. Óñëîâèå rn,...,n−p+1 = 0 çàäà¼ò äèâèçîð Øóáåðòà, ãåîìåòðè÷åñêè òàêîå

óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî Rp ∩ En−p ̸= 0. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî rn,...,n−p+1 ̸= 0. Äåéñòâèåì

áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû ìîæíî ïðèâåñòè Rp ê âèäó êàê íà ðèñ. 1.1.2á. Ïðè äàëüíåéøèõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ áóäåì ñëåäèòü, ÷òîá Rp áîëüøå íå èçìåíÿëîñü.

Åñëè sn,...,n−q+1 ̸= 0, òî åñòü Sq ëåæèò âíå ñîîòâåòñòâóþùåãî äèâèçîðà Øóáåðòà, òî â

Sq âûáåðåì áàçèñ, â êîòîðîì Sq èìååò âèä êàê íà ðèñ. 1.1.2â. Äåéñòâèåì ãðóïïû B ìîæíî

ïðèâåñòè Sq ê âèäó êàê íà ðèñ. 1.1.2ã. Åñëè x1 ̸= 0 (ñì. ðèñ. 1.1.2ã), òî Sq ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó êàê íà ðèñ. 1.1.2ä. Äàëåå ñìîòðèì íà ýëåìåíò x2 (ñì. ðèñ. 1.1.2ä) è ò.ä. Åñëè âñå

òàêèå ýëåìåíòû íå ðàâíû 0, òî Sq ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.1.2å). Òåïåðü

íàéäåì óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ýëåìåíòîâ x1, x2 è ò.ä.
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Рис.1.1.2

1
1 ..

..

Ðàâåíñòâî íóëþ ýëåìåíòà xk âëå÷¼ò ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç

âûäåëåííûõ ïîäñòîëáöîâ íà ðèñ. 1.1.2æ. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæä¼ííûå ñòîëáöàìè, ïî-

ëó÷àþùèìèñÿ èç âûäåëåííûõ ïðîäëåíèåì ââåðõ è âíèç, ðàâíû Rp ∩ En−p+k è Sq ∩ En−p+k

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâåíñòâî íóëþ ðàññìàòðèâàåìîãî îïðåäåëèòåëÿ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ

êîîðäèíàòû Ïëþêêåðà ïðè en−p+k ∧ · · · ∧ en−q−k+1 â ñóììå ýòèõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÷òî
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îçíà÷àåò íåðàâåíñòâî íóëþ ïåðåñå÷åíèÿ:

⟨Rp ∩ En−p+k + Sq ∩ En−p+k⟩ ∩ En−q−k ̸= 0.

ÏîäïðîñòðàíñòâàìRp è Sq ñîîòâåòñòâóþò ïîëèâåêòîðû
∑

ri1,...,ipei1∧. . .∧eip è
∑

sj1,...,jqej1∧

. . . ∧ ejq ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâó Rp ∩ En−p+k ñîîòâåòñòâóåò ïîëèâåêòîð∑
rn,...,n−p+k+1,ip−k+1,...,ip eip−k+1

∧ . . . ∧ eip , à ïîäïðîñòðàíñòâó Sq ∩En−p+k ñîîòâåòñòâóåò ïî-

ëèâåêòîð
∑

sn,...,n−p+k+1,jp−k+1,...,jq ejp−k+1
∧ . . . ∧ ejq , ñóììå ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóåò

ïîëèâåêòîð

∑
rn,...,n−p+k+1,ip−k+1,...,ipsn,...,n−p+k+1,jp−k+1,...,jqeip−k+1

∧ . . . ∧ eip ∧ ejp−k+1
∧ . . . ∧ ejq .

Ïðèðàâíèâàÿ êîîðäèíàòó Ïëþêêåðà ïðè en−q−k+1∧. . .∧en−p+k ê íóëþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå äèâèçîðà:

∑
sgn

(
ip−k+1 ... ip jp−k+1 ... jq

n−q−k+1 ... n−q n−q+1 ... n−p+k

)
rn,...,n−p+k+1,ip−k+1,...,ipsn,...,n−p+k+1,jp−k+1,...,jq = 0,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâà {ip−k+1, . . . , ip,

jp−k+1, . . . , jq} è {n− q − k + 1, n− q − k + 2 . . . , n− p+ k} ñîâïàäàþò. Èç âèäà óðàâíåíèÿ

âèäíî, ÷òî åãî âåñ ðàâåí ω∗
p−k + ω∗

q+k, à ìóëüòèñòåïåíü ðàâíà (1, 1).

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìà fk, ïîñòðîåííàÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ äëÿ Dk,

çàäàåò ïðîñòîé äèâèçîð. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî div fk íå ñîäåðæèò äèâèçîðîâ ∆P,p, ∆Q,q,

D1, . . . , Dk−1 è ÷òî fk çàäà¼ò ïðîñòîé äèâèçîð íà Uk = X \ (∆P,p ∪∆Q,q ∪D1 ∪ . . . ∪Dk−1).

Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî fk ïðîïîðöèîíàëüíî Fk.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàçíîñòè âåñîâ fk è êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé,

îòâå÷àþùèõ ýòèì äèâèçîðàì, íå ÿâëÿþòñÿ äîìèíàíòíûìè âåñàìè. Ôîðìà fk íå ìîæåò

çàäàâàòü íåêîòîðóþ êðàòíîñòü Dk, ïîñêîëüêó ìóëüòèñòåïåíü fk íå ÿâëÿåòñÿ êðàòíîñòüþ

äðóãîé ìóëüòèñòåïåíè.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëîæíîñòè 0 ìû áóäåì îïóñêàòü ïîäðîáíîñòè ðàññóæäåíèé.

2. (p1,p2), (1,q2,q3)

Ïóñòü p = p1, q = q2.

à) p < 1 + q



61

0

0
1

1

1

1

. .
...

0

. .
.
0

. .
.

0
0

0

0..

0

0
x1

x1
x2

x1
x2

xp

.. ..

Рис.1.2а

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ω∗
p+1 ⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F ′
k (1, 0, 1) ω∗

p−k + ω∗
1+q+k ⟨Rp ∩ En−p+k + S1+q ∩ En−p+k⟩ ∩ En−(1+q)−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(p, n− q − 1)

F ′′
k (1, 1, 1) ω∗

p−k+1 + ω∗
1+q+k ⟨⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p+k−1 + S1+q ∩ En−p+k−1⟩ ∩ En−(1+q)−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(p− 1, n− q − 1)

á) p = 1 + q

0
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Рис.1.2б

x2
x3

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ω∗
p+1 ⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F ′
k (1, 0, 1) ω∗

p−k + ω∗
1+q+k ⟨Rp ∩ En−p+k + S1+q ∩ En−p+k⟩ ∩ En−(1+q)−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(p, n− q − 1)

F ′′
k (1, 1, 1) ω∗

p−k+1 + ω∗
1+q+k ⟨⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p+k−1 + S1+q ∩ En−p+k−1⟩ ∩ En−(1+q)−k ̸= 0,

k = 2, . . . ,min(p− 1, n− q − 1)

â) p > 1 + q
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0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ω∗
p+1 ⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F ′
k (1, 0, 1) ω∗

p+k + ω∗
1+q−k ⟨Rp ∩ En−(1+q)+k + S1+q ∩ En−(1+q)+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(q + 1, n− p)

F ′′
k (1, 1, 1) ω∗

p+k + ω∗
2+q−k ⟨⟨Rp + S1⟩ ∩ En−(1+q)+k−1 + S1+q ∩ En−(1+q)+k−1⟩ ∩ En−p−k ̸= 0,

k = 2, . . . ,min(q, n− p)

3. (p1,p2), (q1,1,q3)

Ïóñòü p = p1, q = q1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p > 1 + q.

0
1

1

1

1

. .
..

0 0

..

. .

...
. .

. .
..

. .0 . .

0
0

x2
x1x1
x2
0

Рис.1.3

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1, 0) ω∗
p+k + ω∗

q−k ⟨Rp ∩ En−p+k + Sq ∩ En−p+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(q, n− p)

F ′
k (1, 0, 1) ω∗

p+k + ω∗
q+1−k ⟨Rp ∩ En−(q+1)+k + Sq+1 ∩ En−(q+1)+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0,

k = 1, . . . ,min(q + 1, n− p)

4. (2,p), (q1,q2,q3)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q1, q2, q3 > 2, èíà÷å ýòî ñëó÷àé 2 èëè 3.
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Рис.1.4

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1, 0) ω∗
2−k + ω∗

q1+k ⟨R2 ∩ En−2+k + Sq1 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−q1−k ̸= 0, k = 1, 2

F2+k (1, 0, 1) ω∗
2−k + ω∗

q1+q2+k ⟨R2 ∩ En−2+k + Sq1+q2 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−(q1+q2)−k ̸= 0, k = 1, 2

F5 (1, 1, 1) ω∗
q1+1 + ω∗

q1+q2+1 ⟨⟨R2 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 + Sq1+q2 ∩ En−q1−1⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 ̸= 0

5. (1,p), (q1, . . . ,qs)

1 1

1

0

0
0

0

0

0

. .
..
.
. .

..

.

. . . . . .

x2

x1

xs-1

Рис.1.5

. .
1

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 0, . . . , 1, . . . , 0) ω∗
q1+...+qk+1 ⟨R1 + Sq1+...+qk⟩ ∩ En−(q1+...+qk)−1 ̸= 0, k = 1, . . . , s− 1

ñëîæíîñòü 1

6. (2,p), (q1,q2,q3,q4)

a) q1, q2, q3, q4 > 2.
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Рис.1.6

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1, 0, 0) ω∗
2−k + ω∗

q1+k ⟨R2 ∩ En−2+k + Sq1 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−q1−k ̸= 0,

k = 1, 2

F2+k (1, 0, 1, 0) ω∗
2−k + ω∗

q1+q2+k ⟨R2 ∩ En−2+k + Sq1+q2 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−(q1+q2)−k ̸= 0,

k = 1, 2

F4+k (1, 0, 0, 1) ω∗
2−k + ω∗

q1+q2+q3+k ⟨R2 ∩ En−2+k + Sq1+q2+q3 ∩ En−2+k⟩∩

∩En−(q1+q2+q3)−k ̸= 0, k = 1, 2

F7 (1, 1, 1, 0) ω∗
q1+1 + ω∗

q1+q2+1 ⟨(R2 + Sq1) ∩ En−q1−1 + Sq1+q2 ∩ En−q1−1⟩

∩En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F8 (1, 1, 0, 1) ω∗
q1+1 + ω∗

q1+q2+q3+1 ⟨(R2 + Sq1) ∩ En−q1−1 + Sq1+q2+q3 ∩ En−q1−1⟩

∩En−(q1+q2+q3)−1 ̸= 0

F9 (1, 0, 1, 1) ω∗
q1+q2+1 + ω∗

q1+q2+q3+1 ⟨⟨R2 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 + Sq1+q2+q3∩

∩En−(q1+q2)−1⟩ ∩ En−(q1+q2+q3)−1 ̸= 0

F3F8

F5F7 (2, 1, 1, 1) ω∗
1+ω

∗
q1+1+

F1F9 +ω∗
q1+q2+1+ω

∗
q1+q2+q3+1

Îáúÿñíèì, êàê ìû íàøëè âñå èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû è òàêèå ìîíîìû, ÷òî ëèíåé-

íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè ïîðîæäàåò èäåàë ñîîòíîøåíèé â R(X)U . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ω ìíîæåñòâî X \ {∆P,2,∆Q,q1 , ∆Q,q1+q2 ,∆Q,q1+q2+q3 , D1, . . . , D8}. Òîãäà ëþáóþ òî÷êó èç Ω

ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, òî åñòü ê âèäó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 1.6, ãäå

çíà÷åíèÿ âñåõ xi ðàâíû 1, êðîìå x8; ïóñòü x8 = z. Ýòî ÷èñëî z è áóäåò ïàðàìåòðèçîâàòü îð-

áèòû. Â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω îðáèòû áóäóò âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êàì

z ∈ C \ {0}. Ôîðìû F3F8 è F5F7 èìåþò îäèíàêîâûå âåñ è ñòåïåíü, èõ ìîæíî íîðìèðîâàòü
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òàê, ÷òîáû ïàðàìåòð z âûðàæàëñÿ ÷åðåç íèõ êàê z = (F3F8 : F5F7). Ïàðàìåòðè÷åñêèå äè-

âèçîðû áóäóò çàäàâàòüñÿ ôîðìàìè F3F8 − zF5F7. Òîãäà zD5 = zD7 = ∞, zD3 = zD8 = 0, à

hD5 = hD7 = hD3 = hD8 = 1.

Òåïåðü íàäî ïîíÿòü, êàêèì çíà÷åíèÿì z ñîîòâåòñòâóþò èñêëþ÷èòåëüíûå äèâèçîðû.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, äåëèòñÿ ëè ôîðìà F3F8 − zF5F7 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèÿõ z íà ôîðìû îñòàâøèõñÿ äèâèçîðîâ èç X \Ω, ò.å. íà ôîðìû äèâèçîðîâ èç ìíîæåñòâà

D1 := {∆P,2,∆Q,q1 ,∆Q,q1+q2 , ∆Q,q1+q2+q3 , D1, D2, D4, D6}. Âåñ ôîðìû F3F8 − zF5F7 ðàâåí

ω∗
1+ω

∗
q4+1+ω

∗
q4+q3+1+ω

∗
q4+q3+q2+1, ïîýòîìó íà ôîðìû âñåõ äèâèçîðîâ èç D1, êðîìå D1, äàííàÿ

ôîðìà íå äåëèòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ z èç ñîîáðàæåíèé âåñîâ. Íàéäåì äèâèçîð D9,

òàê ÷òî F1F9 èìååò òó æå âåñ è ñòåïåíü, ÷òî è ôîðìà, çàäàþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé äèâèçîð.

Íîðìèðîâàâ F1F9, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî z−1 = (F1F9 : F5F7). Òîãäà íàéäåííûå ôîðìû

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì F3F8−F5F7 = F1F9. Ïîëó÷àåì, ÷òî zD1 = zD9 = 1 è hD1 = hD9 = 1. Â

äàííîì ñëó÷àå áóäåò 3 èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êè: 1, 0,∞. Òîãäà àëãåáðà R(X)U áóäåò ïîðîæ-

äàòüñÿ ôîðìàìè FP,2, FQ,q1 , FQ,q1+q2 , FQ,q1+q2+q3 , F1, . . . , F9, à F3F8 − F5F7 = F1F9 ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëîæíîñòè 1 ìû áóäåì îïóñêàòü ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ.

á) Íå âñå q1, q2, q3, q4 áîëüøå èëè ðàâíû 2.

Åñëè q1 = 1, òî f1 = FP,2FQ,1. Òîãäà div f1 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F1 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F1 ïîäñòàâèòü FP,2FQ,1.

Åñëè q2 = 1, òî f7 = F2FQ,q1+1. Òîãäà div f7 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F7 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F7 ïîäñòàâèòü F2FQ,q1+1.

Åñëè q3 = 1, òî f9 = F4FQ,q1+q2+1. Òîãäà div f9 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F9 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F9 ïîäñòàâèòü F4FQ,q1+q2+1.

Åñëè q4 = 1, òî äèâèçîðà D6 íåò.

7. (p1,p2), (1,1,1,q), p1, p2 > 2

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1, p2 > 3. Ïóñòü p = p1.
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. .
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x1x4

x3
x6

Рис.1.7
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0, 0) ω∗
p+1 ⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1, 0) ω∗
p+2 ⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−2 ̸= 0

F3 (1, 0, 0, 1) ω∗
p+3 ⟨Rp + S3⟩ ∩ En−p−3 ̸= 0

F4 (1, 0, 1, 0) ω∗
1 + ω∗

p+1 ⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F5 (1, 0, 0, 1) ω∗
2 + ω∗

p+1 ⟨Rp ∩ En−2 + S3 ∩ En−2⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F6 (1, 1, 0, 1) ω∗
2 + ω∗

p+2 ⟨⟨Rp + S1⟩ ∩ En−2 + S3 ∩ En−2⟩ ∩ En−p−2 ̸= 0

F7 (1, 0, 0, 1) ω∗
1 + ω∗

p+2 ⟨Rp ∩ En−1 + S3 ∩ En−1⟩ ∩ En−p−2 ̸= 0

FQ,1F2F5

FQ,2F1F7 (2, 1, 1, 1) ω∗
1+ω

∗
2+

F4F6 +ω∗
p+1+ω

∗
p+2

8. (p1,p2), (1,1,q,1), p1, p2 > 2

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1, p2 > 3. Ïóñòü p = p1.
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0 0
0

.
..

. .

...
. .

1

0

00

0
0

0
x2
x1

x5 x4

x3

x6

Рис.1.8

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0, 0) ω∗
p+1 ⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1, 0) ω∗
p+2 ⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−2 ̸= 0

F3 (1, 0, 1, 0) ω∗
1 + ω∗

p+1 ⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p−1 ̸= 0

F4 (1, 0, 0, 1) ω∗
p−1 ⟨Rp ∩ En−p+1 + Sq+2 ∩ En−p+1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 1, 0, 1) ω∗
p ⟨⟨Rp + S1⟩ ∩ En−p + Sq+2 ∩ En−p⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 0, 1, 1) ω∗
1 + ω∗

p ⟨⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p + Sq+2 ∩ En−p⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (1, 0, 1, 1) ω∗
p+1 ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−1 + Sq+2 ∩ En−p−1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F1F6

F3F5 (2, 1, 1, 1) ω∗
1+ω

∗
p+

FP,pFQ,1F7 +ω∗
p+1
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9. (3,p), (q1,q2,q3), q1, q2, q3 > 2

à) q1, q2, q3 > 3

1

1

1
1
1

0 0

0

0
0

. .
. .
. .
. .0
0

x2
x1

x5
x4

x3

x6

x7x8
x9

0

Рис.1.9

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1, 0) ω∗
3−k + ω∗

q1+k ⟨R3 ∩ En−3+k + Sq1 ∩ En−3+k⟩ ∩ En−q1−k ̸= 0,

k = 1, 2, 3

F3+k (1, 0, 1) ω∗
3−k + ω∗

q1+q2+k ⟨R3 ∩ En−3+k + Sq1+q2 ∩ En−3+k⟩ ∩ En−(q1+q2)−k ̸= 0,

k = 1, 2, 3

F7 (1, 1, 1) ω∗
1 + ω∗

q1+1 + ω∗
q1+q2+1 ⟨⟨R3 ∩ En−1 + Sq1 ∩ En−1⟩ ∩ En−q1−1 + Sq1+q2∩

∩En−q1−1⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F8 (1, 1, 1) ω∗
q1+2 + ω∗

q1+q2+1 ⟨⟨R3 + Sq1⟩ ∩ En−q1−2 + Sq1+q2 ∩ En−q1−2⟩∩

∩En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F9 (2, 1, 1) ω∗
2 + ω∗

q1+2 + ω∗
q1+q2+2 ⟨⟨R3 ∩ En−2 + Sq1+q2 ∩ En−2⟩ ∩ En−q1−2+

⟨R3 + Sq1⟩ ∩ En−q1−2⟩ ∩ En−(q1+q2)−2 ̸= 0

F10 (1, 1, 1) ω∗
q1+1 + ω∗

q1+q2+2 ⟨⟨R3 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 + Sq1+q2 ∩ En−q1−1⟩∩

∩En−(q1+q2)−2 ̸= 0

F1F5F8

F7F9 (3, 2, 2) ω∗
1+ω

∗
2+ω

∗
q1+1+ω

∗
q1+2+

F2F4F10 +ω∗
q1+q2+1+ω

∗
q1+q2+2

á) Íå âñå q1, q2, q3 > 3.

Åñëè q1 = 2, òî f1 = FP,3FQ,2. Òîãäà div f1 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F1 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F1 ïîäñòàâèòü FP,3FQ,2.

Åñëè q2 = 2, òî f8 = F3FQ,q1+2. Òîãäà div f8 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F8 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F8 ïîäñòàâèòü F3FQ,q1+2.

Åñëè q3 = 2, òî äèâèçîðà D6 íåò.

10. (p1,p2), (2,2,q), p1, p2 > 3
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1, p2 > 4. Ïóñòü p = p1.

1
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Рис.1.10

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 0, 1) ω∗
4−k + ω∗

p+k ⟨Rp ∩ En−4+k + S4 ∩ En−4+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0,

k = 1, . . . , 4

F4+k (1, 1, 0) ω∗
2−k + ω∗

p+k ⟨Rp ∩ En−2+k + S2 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0

k = 1, 2

F7 (1, 1, 1) ω∗
1 + ω∗

3 + ω∗
p+2 ⟨⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−3 + S4 ∩ En−3⟩∩

∩En−p−2 ̸= 0

F8 (2, 1, 1) ω∗
2 + ω∗

p+1 + ω∗
p+3 ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−1 + ⟨Rp ∩ En−2 + S4 ∩ En−2⟩∩

∩En−p−1⟩ ∩ En−p−3 ̸= 0

F9 (1, 1, 1) ω∗
3 + ω∗

p+3 ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−3 + S4 ∩ En−3⟩ ∩ En−p−3 ̸= 0

F7F8

FQ,2F1F3F6 (3, 2, 2) ω∗
1+ω

∗
2+ω

∗
3+

F2F5F9 +ω∗
p+1+ω

∗
p+2+ω

∗
p+3

11. (p1,p2), (2,q,2), p1, p2 > 3

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1, p2 > 4. Ïóñòü p = p1.

1
1

1

1

0. .
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0

0
0
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0
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Рис.1.11
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1, 0) ω∗
2−k + ω∗

p+k ⟨Rp ∩ En−2+k + S2 ∩ En−2+k⟩ ∩ En−p−k ̸= 0, k = 1, 2

F2+k (1, 0, 1) ω∗
p−k + ω∗

(q+2)+k ⟨Rp ∩ En−p+k + S2+q ∩ En−p+k⟩ ∩ En−(2+q)−k ̸= 0, k = 1, 2

F5 (1, 1, 1) ω∗
1 + ω∗

p + ω∗
n−1 ⟨⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p + S2+q ∩ En−p⟩ ∩ E1 ̸= 0

F6 (1, 1, 1) ω∗
1 + ω∗

p−1 ⟨⟨Rp ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p+1 + S2+q ∩ En−p+1⟩∩

∩E0 ̸= 0

F7 (1, 1, 1) ω∗
p+1 + ω∗

n−1 ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−1 + S2+q ∩ En−p−1⟩ ∩ E1 ̸= 0

F8 (2, 1, 1) ω∗
p−1 + ω∗

p+1 ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p−1 + ⟨S2+q ∩ En−p+1 +Rp ∩ En−p+1⟩∩

∩En−p−1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F9 (1, 1, 1) ω∗
p ⟨⟨Rp + S2⟩ ∩ En−p + S2+q ∩ En−p⟩ ∩ E0 ̸= 0

FP,pF6F7

F5F8 (3, 2, 2) ω∗
1+ω

∗
p−1+ω

∗
p+

F1F3F9 +ω∗
p+1+ω

∗
n−1

12. (p1,p2,p3), (1,1,q)

à) p1, p2, p3 > 2

1
1

1

1

0. .
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. .
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Рис.1.12
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 0, 1, 0) ω∗
p1+1 ⟨Rp1 + S1⟩ ∩ En−p1−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 0, 1) ω∗
p1+2 ⟨Rp1 + S2⟩ ∩ En−p1−2 ̸= 0

F3 (1, 0, 0, 1) ω∗
1 + ω∗

p1+1 ⟨Rp1 ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−p1−1 ̸= 0

F4 (0, 1, 1, 0) ω∗
p1+p2+1 ⟨Rp1+p2 + S1⟩ ∩ En−(p1+p2)−1 ̸= 0

F5 (0, 1, 0, 1) ω∗
p1+p2+2 ⟨Rp1+p2 + S2⟩ ∩ En−(p1+p2)−2 ̸= 0

F6 (0, 1, 0, 1) ω∗
1 + ω∗

p1+p2+1 ⟨Rp1+p2 ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ En−(p1+p2)−1 ̸= 0

F7 (1, 1, 0, 1) ω∗
p1+1 + ω∗

p1+p2+1 ⟨⟨Rp1 + S2⟩ ∩ En−p1−1 + Sp1+p2 ∩ En−p1−1⟩∩

∩En−p1−p2−1 ̸= 0

F3F4

F1F6 (1, 1, 1, 1) ω∗
1+ω

∗
p1+1+

FQ,1F7 +ω∗
p1+p2+1

á) íå âñå p1, p2, p3 > 2

Åñëè p1 = 1, òî f3 = FP,1FQ,2. Òîãäà div f3 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F3 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F3 ïîäñòàâèòü FP,1FQ,2.

Åñëè p2 = 1, òî f7 = F2FP,p1+1. Òîãäà div f7 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F7 èç îáðàçóþùèõ,

à â ñîîòíîøåíèå âìåñòî F7 ïîäñòàâèòü F2FP,p1+1.

Åñëè p3 = 1, òî äèâèçîðà D5 íåò.

13. (p1,p2,p3), (1,q,1)

à) p1, p2, p3 > 2
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Рис.1.13
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 0, 1, 0) ω∗
p1+1 ⟨Rp1 + S1⟩ ∩ En−p1−1 ̸= 0

F2 (0, 1, 1, 0) ω∗
p1+p2+1 ⟨Rp1+p2 + S1⟩ ∩ En−(p1+p2)−1 ̸= 0

F3 (0, 1, 1, 1) ω∗
p1+p2

⟨⟨Rp1+p2 + S1⟩ ∩ En−(p1+p2) + S1+q ∩ En−(p1+p2)⟩ ∩ E0 ̸= 0

F4 (0, 1, 0, 1) ω∗
p1+p2−1 ⟨Rp1+p2 ∩ En−(p1+p2)+1 + S1+q ∩ En−(p1+p2)+1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 0, 0, 1) ω∗
p1−1 ⟨Rp1 ∩ En−p1+1 + S1+q ∩ En−p1+1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (1, 0, 1, 1) ω∗
p1

⟨⟨Rp1 + S1⟩ ∩ En−p1 + S1+q ∩ En−p1⟩ ∩ E0 ̸= 0

FP,p1F3 (1, 1, 1, 1) ω∗
p1
+ω∗

p1+p2

FP,p1+p2F7

Äèâèçîð D6, çàäàâàåìûé â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì x6 = 0, ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêèì.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû íå çàäàëè D6 ãåîìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì è òåì ñàìûì íåìíîãî îò-

êëîíèëèñü îò îïèñàííîãî â ï.6 àëãîðèòìà; ïîýòîìó äàäèì íåáîëüøîé êîììåíòàðèé. Âìåñòî

äèâèçîðà, çàäàþùåãîñÿ óñëîâèåì x6 = 0, ìû íàøëè äèâèçîð D7, êîòîðûé çàäàåòñÿ óñëî-

âèåì x6 = 1. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû îïèñàííîìó àëãîðèòìó, òîëüêî òåïåðü

îðáèòû â X \(∆P,p1 ∪∆P,p1+p2 ∪∆Q,1∪∆Q,1+q∪D1∪ . . .∪D5∪D7) ïàðàìåòðèçóþòñÿ ÷èñëàìè

z ∈ C \ {1} (à íå z ∈ C \ {0}).

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå R(X)U ñâîáîäíà.

á) íå âñå p1, p2, p3 > 2

Åñëè p1 = 1, òî f7 = F5FQ,1. Òîãäà div f7 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F7 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F7 ïîäñòàâèòü F5FQ,1.

Åñëè p2 = 1, òî èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî ïðîçâåäåíèå ôîðì

F1F4 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Åñëè p3 = 1, òî f3 = F2FQ,1+q. Òîãäà div f3 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F3 èç îáðàçóþùèõ,

à â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F3 ïîäñòàâèòü F2FQ,1+q.

3.3.2. Ãðóïïà Spn.

Îáîçíà÷èì l = n
2
.

ñëîæíîñòü 0

1. (p,p), (p,p) (p = l)

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

Fk (1, 1) 2ωl−k ⟨Rl ∩ El+k + Sl ∩ El+k⟩ ∩ El−k ̸= 0, k = 1, . . . , l

2. (p,p), (1,q,1) (p = l)
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0 0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1) ωl−1 ⟨Rl + S1⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F2 (1, 2) ωl ⟨Rl + S1⟩ ∩ El ⊥ S1

3. (1,p,1), (q1,q2,q1)

a) q1 > 1

1

1

1
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x1x2

Рис.2.3

0 00

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1) ωq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ Eq1+q2−1 ̸= 0

F2 (1, 1) ωq1−1 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F3 (2, 1) ωq1 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ Eq1 ⊥ R1

b) q1 = 1
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Åñëè q1 = 1, òî f3 = F2FP,1. Òîãäà div f3 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F3 èç îáðàçóþùèõ.

ñëîæíîñòü 1

4. (p,p), (2,q,2) (p = l)

a) p > 4
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. .
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. .
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Рис.2.4.1

00

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1) ω1+ωl−1 ⟨Rl ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F2 (1, 1) ωl−2 ⟨Rl + S2⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F3 (1, 2) 2ω1+ωl ⟨Rl ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ El ⊥ S2 ∩ En−1

F4 (1, 2) ω1+ωl−1 ⟨Rl + S2⟩ ∩ El−1 ⊥ S2 ∩ En−1

F5 (2, 2) 2ωl−1 ⟨⟨Rl + S2⟩ ∩ El−1 + ⟨Rl ∩ El+1 + Sn−2 ∩ El+1⟩ ∩ El−1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 2) ωl ⟨⟨Rl + S2⟩ ∩ El + Sn−2 ∩ El⟩ ∩ E0 ̸= 0

F3F5

F 2
4FP,p (3, 4) 2ω1+2ωl−1+

F6F
2
1 +ωl

. ..

. ..
1

1

Рис.2.4.2
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Ïîêàæåì, ÷òî div f5 = D5, à íå 2D5 (÷òî áû-

ëî áû òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî ïî ñîîáðàæåíèÿì

âåñîâ è ñòåïåíåé), ãäå f5 � ôîðìà, ïîñòðîåííàÿ

ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ äëÿ D5. Äëÿ ýòîãî

ïîêàæåì, ÷òî div f5 ïðîñò íà îòêðûòîì ìíîæå-

ñòâå U5 = X \ {∆P,p,∆Q,2, D1, . . . , D4}. Ëþáóþ

òî÷êó èç U5 ìîæíî äåéñòâèåì ãðóïïû H ⊆ B,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.4.2à ïðèâåñòè â âèäó,

èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 2.4.1, ãäå x1 = · · · = x4 = 1. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå Z, ñîñòîÿùåå

èç òî÷åê òàêîãî âèäà. Òîãäà U5 ≃ H × Z, à B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà U5 ÿâëÿþòñÿ

ïðîèçâåäåíèÿìè H è H ′-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà Z, ãäå H ′ èìååò âèä, èçîáðàæåííûé
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íà ðèñ. 2.4.2á. Ëîêàëüíîé êîîðäèíàòîé íà äàííîì ñå÷åíèè ÿâëÿåòñÿ x5. Â òàêèõ ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ f5 ðàâíî x5. Çíà÷èò, div f5 ïðîñò íà U5.

b) p = 3

Åñëè p = 3, òî F4 = F2FQ,2. Òîãäà D4 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F4 èç îáðàçóþùèõ, à â

ñîîòíîøåíèå âìåñòî F4 ïîäñòàâèòü F2FQ,2.

5. (1,p,1), (q1,q2,q2,q1)

a) q1, q2 > 1
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Рис.2.5

0 0 0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ωq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1) ωl−1 ⟨R1 + Sl⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F3 (1, 1, 0) ωq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F5 (2, 1, 0) ωq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F6 (2, 0, 1) ωl ⟨R1 + Sl⟩ ∩ El ⊥ R1

F6FQ,q1 (2, 1, 1) ωq1+ωl

F5FQ,l

Äèâèçîð D4, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ ⟨R1 + Sl⟩ ∩ El, ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêèì (è ïîýòîìó ìû åãî íå âíîñèì â òàáëèöó).

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

Îáúÿñíèì, ïî÷åìó ôîðìà f4, ïîñòðîåííàÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ äëÿ D4, çàäàåò

ïðîñòîé äèâèçîð. Çàìåòèì, ÷òî ìóëüòèñòåïåíü F4 íå äîëæíà èìåòü íóëåâûõ êîìïîíåíò,

ïîñêîëüêó äèâèçîðû Øóáåðòà è D1, D2, D3, D5, D6 � ýòî âñå äèâèçîðû, êîòîðûå èìåþò

íóëåâûå êîìïîíåíòû ìóëüòèñòåïåíè (ýòî ìû çíàåì èç ñëó÷àåâ 2,3). Èç ñîîáðàæåíèé âåñîâ

div f4 íå ñîäåðæèò ∆P,1. Ïîýòîìó div f4 = D4.

á) Íå âñå q1, q2 > 1



75

Åñëè q1 = 1, òî f5 = F3FP,1. Òîãäà div f5 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F5 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F5 ïîäñòàâèòü F3FP,1.

Ïðè q1 = 1 òîò ôàêò, ÷òî div f4 íå ñîäåðæèò ∆P,1, òåïåðü íå ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé

âåñîâ. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ôàêòà íàéäåì òàêóþ òî÷êó x ∈ ∆P,1, ÷òî f4(x) ̸= 0. Òàêîé

òî÷êîé áóäåò x = (R1, S1, Sl), ãäå R1 = ⟨en−1⟩, S1 = ⟨en⟩, Sl = ⟨en, en−1 + e2, en−2, . . . , el+1⟩.

Åñëè q2 = 1, òî f4 = F1F2. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F1F2 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

6. (1,p,1), (q1,q2,q3,q2,q1)

a) q1, q2 > 1
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Рис.2.6

0 0 0 0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ωq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1) ωq1+q2+1 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F3 (1, 0, 1) ωq1+q2−1 ⟨R1 + Sn−(q1+q2)⟩ ∩ Eq1+q2−1 ̸= 0

F4 (1, 1, 0) ωq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F6 (2, 1, 0) ωq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F7 (2, 0, 1) ωq1+q2 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2) ⊥ R1

F7FQ,q1 (2, 1, 1) ωq1+ωq1+q2

F6FQ,q1+q2

ÄèâèçîðD5, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1+Sq1⟩∩En−q1 ⊥ ⟨R1+Sq1+q2⟩∩En−(q1+q2), ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

á) Íå âñå q1, q2 > 1
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Åñëè q1 = 1, òî f6 = F4FP,1. Òîãäà div f6 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F6 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F6 ïîäñòàâèòü F4FP,1.

Åñëè q2 = 1, òî f5 = F1F3. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F1F3 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

7. (2,2), (1,1,1,1)
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00

x1 x2
x3 x1

Рис.2.7

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ω1 ⟨R2 + S1⟩ ∩ E1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1) 2ω1 ⟨R2 ∩ E3 + S2 ∩ E3⟩ ∩ E1 ̸= 0

F3 (1, 2, 0) ω2 ⟨R2 + S1⟩ ∩ E2 ⊥ S1

F4 (1, 0, 1) 0 ⟨R2 + S2⟩ ∩ E0 ̸= 0

F2F3

F 2
1FQ,2 (2, 1, 1) 2ω1+ω2

F4FP,2F
2
Q,1

3.3.3. Ãðóïïà SOn.

Îáîçíà÷èì l = [n
2
].

ñëîæíîñòü 0

1. (p,p), (p,p) (p = l)

. .

...0
0

0

1

1

. .

...0
0

10
01

1

. .

...0
0

. . . 0
0 0

0
0
0
x2

x1
x1

x2

Рис.3.1.1

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
k (1, 1)Pl 2πl−2k ⟨Rl ∩ El+2k + Sl ∩ El+2k⟩ ∩ El−2k ̸= 0, k = 1, . . . , [ l

2
]

Fk (1, 1) ωl−2k
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Îáúÿñíèì, ïî÷åìó ôîðìû, ïîëó÷åííûå èç âûïèñàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé, çàäà-

þò óäâîåííûå äèâèçîðû. Áóäåì äåéñòâîâàòü íå ïîäãðóïïîé B, à ìåíüøåé ïîäãðóïïîé H1

(ñì. ðèñ. 3.1.2à)). Òîãäà âíå ∆P,p, ∆Q,p ïîäïðîñòðàíñòâî Rp ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, êàê íà

ëåâîì ðèñóíêå 3.1.1, à ïîäïðîñòðàíñòâî Sp ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó êàê íà ðèñóíêå 3.1.2á).

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå Z, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê òàêîãî âèäà. Òîãäà U1 := X\{∆P,p,∆Q,p} ≃ H1×

Z. Îòìåòèì, ÷òî B = H1H
′
1, ãäå ïîäãðóïïà H

′
1 èçîáðàæåíà íà ðèñ.3.1.2â). B-èíâàðèàíòíûå

äèâèçîðû íà U1 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè H1 è H ′
1-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ íà Z. Ëî-

êàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà ñå÷åíèè Z ÿâëÿþòñÿ x1 è ýëåìåíòû íà ìåñòå çâ¼çäî÷åê íà

ðèñ. 3.1.2á). Â òàêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó

óñëîâèþ äëÿ k = 1, çàïèñûâàåòñÿ êàê x2
1. Çíà÷èò, ýòà ôîðìà çàäà¼ò óäâîåííûé äèâèçîð

2D1.

Äàëåå äåéñòâóåì ïîõîæèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì òî÷êè èç U1 := X \ {∆P,p,∆Q,p, D1}.

Äåéñòâóÿ ãðóïïîé H2 (ñì. ðèñ. 3.1.2ã)), ìîæíî ïðèâåñòè òî÷êó â âèäó, êàê íà ðèñ. 3.1.2ä).

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ äëÿ k = 2,

ðàâíà x2
2, è çíà÷èò çàäà¼ò 2D2. Äëÿ îñòàëüíûõ k äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî.
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2. (p,p), (p,p)′ (p = l)
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Рис.3.2

0
0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
k (1, 1)Pl 2πl−1−2k ⟨Rl ∩ El+1+2k + S ′

l ∩ El+1+2k⟩ ∩ El−1−2k ̸= 0, k = 1, . . . , [ l−1
2
]

Fk (1, 1) ωl−1−2k
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3. (p,p), (1,q,1) (p = l)
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Рис.3.3

0 0
deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2)Pl π′

l ⟨Rl + S1⟩ ∩ E ′
l ⊥ S1

F1 (1, 1) ωl−1

4. (p,p), (2,q,2) (p = l)

a) p > 4
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Рис.3.4

0 0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2)Pl 2π1+π

′
l ⟨Rl ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ E ′

l ⊥ S2 ∩ En−1

F1 (1, 1) ω1+ωl−1

F2 (1, 1)Pl πl−2 ⟨Rl + S2⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F2 (2, 1) ωl−2

F 2
3 (1, 2)Pl πl ⟨⟨Rl + S2⟩ ∩ El + Sn−2 ∩ El⟩ ∩ E0 ̸= 0

F3 (1, 1) ωl

á) p = 3

Òàêîé ñëó÷àé ìîæíî íå ðàçáèðàòü, ïîñêîëüêó SO6 ëîêàëüíî èçîìîðôíà SL4.

5. (p,p), (3,q,3) (p = l)

a) p > 6
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Рис.3.5

0 0
deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2)Pl 2π2+π

′
l ⟨Rl ∩ En−2 + S3 ∩ En−2⟩ ∩ E ′

l ⊥ S3 ∩ En−2

F1 (1, 1) ω2+ωl−1

F2 (1, 1)Pl π1+πl−2 ⟨Rl ∩ En−1 + S3 ∩ En−1⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F2 (2, 1) ω1+ωl−2

F3 (1, 1)Pl πl−3 ⟨Rl + S3⟩ ∩ El−3 ̸= 0

F3 (2, 1) ωl−3

F4 (1, 2)Pl π2+πl−2 ⟨Rl + S3⟩ ∩ El−2 ⊥ S3 ∩ En−2

F4 (2, 2) ω2+ωl−2

F 2
5 (1, 2)Pl 2π1+πl ⟨⟨Rl ∩ En−1 + S3 ∩ En−1⟩ ∩ El + Sn−3 ∩ El⟩ ∩ E1 ̸= 0

F5 (1, 1) ω1+ωl

F 2
6 (1, 2)Pl π′

l ⟨⟨Rl + S3⟩ ∩ E ′
l + Sn−3 ∩ E ′

l⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 1) ωl−1

á) p = 5

Åñëè p = 5, òî f4 = F3FQ,3. Òîãäà div f4 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F4 èç îáðàçóþùèõ.

â) p = 4

Äàííûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëó÷àÿ 6.

6. (p,p), (q,2,q) (p = l)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
2k−1 (1, 0, 1, 0)Pl 2πl−2k ⟨Rl ∩ El+2k + Sl ∩ El+2k⟩ ∩ El−2k ̸= 0, k = 1, . . . , [ l

2
]

F2k−1 (1, 0, 1) ωl−2k

F 2
2k (1, 0, 0, 1)Pl 2πl−2k−1 ⟨Rl ∩ El+2k+1 + S ′

l ∩ El+2k+1⟩ ∩ El−2k−1 ̸= 0, k = 1, . . . , [ l−1
2
]

F2k (1, 1, 0) ωl−2k−1

7. (p,p), (1,q,q,1) (p = l)
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Рис.3.7

. . . 0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
k (1, 0, 1)Pl 2πl−2k ⟨Rl ∩ El+2k + Sl ∩ El+2k⟩ ∩ El−2k ̸= 0, k = 1, . . . , [ l

2
]

Fk (1, 0, 1) ωl−2k

F ′
1
2 (1, 1, 0)Pl π′

l ⟨Rl + S1⟩ ∩ E ′
l ⊥ S1

F ′
1 (1, 1, 0) ωl−1

F ′
k
2 (1, 2, 1)Pl 2πl−2k+1 ⟨⟨Rl + S1⟩ ∩ El+2k−1 + Sl ∩ El+2k−1⟩ ∩ El−2k+1 ⊥ S1,

k = 2, . . . , [ l−1
2
]

F ′
k (1, 1, 1) ωl−2k+1

8. (p,p), (1,q,q,1)′ (p = l)

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
k (1, 0, 1)Pl 2πl−1−2k ⟨Rl ∩ El+1+2k + S ′

l ∩ El+1+2k⟩ ∩ El−1−2k ̸= 0,

k = 1, . . . , [ l−1
2
]

Fk (1, 0, 1) ωl−1−2k

F ′
1
2 (1, 2, 0)Pl π′

l ⟨Rl + S1⟩ ∩ E ′
l ⊥ S1

F ′
1 (1, 1, 0) ωl−1

F ′′
k
2 (1, 2, 1)Pl 2πl−2k ⟨⟨Rl + S1⟩ ∩ El+2k + S ′

l ∩ El+2k⟩ ∩ El−2k ⊥ S1,

k = 1, . . . , [ l−2
2
]

F ′′
k (1, 1, 1) ωl−2k
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Рис.3.8
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9. (p,p), (1,1,q,1,1) (p = l)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p > 4 (ñëó÷àé p = 3 íå íóæíî ðàçáèðàòü ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî

è â ï. 4).
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0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2, 0)Pl π′

l ⟨Rl + S1⟩ ∩ E ′
l ⊥ S1

F1 (1, 1, 0) ωl−1

F 2
2 (1, 0, 2)Pl 2π1+π

′
l ⟨Rl ∩ En−1 + S2 ∩ En−1⟩ ∩ E ′

l ⊥ S2 ∩ En−1

F2 (1, 0, 1) ω1+ωl−1

F3 (1, 0, 1)Pl πl−2 ⟨Rl + S2⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F3 (2, 0, 1) ωl−2

F 2
4 (1, 0, 2)Pl πl ⟨⟨Rl + S2⟩ ∩ El + Sn−2 ∩ El⟩ ∩ E0 ̸= 0

F4 (1, 0, 1) ωl

10. (p,1,p), (p,1,p) (p = l)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
k (1, 1)Pl 2πl−k ⟨Rl+1 ∩ El+k+1 + Sl ∩ El+k+1⟩ ∩ El−k ̸= 0, k = 1, . . . , l

Fk (1, 1) ωl−k

11. (1,p,1), (q1,q2,q1)

Ñëó÷àè q1 = 1, q2 = 1, 2 ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó SO3 è SO4 ëîêàëüíî

èçîìîðôíû SL2 è SL2 × SL2 ñîîòâåòñòâåííî.

a) q1 > 1, q2 > 2
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00

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1) πq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F2 (2, 1) ωq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F3 (1, 1) ωq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

á) q1 = 1, q2 > 2

Â äàííîì ñëó÷àå f2 = F3FP,1. Òîãäà div f2 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F2 èç îáðàçóþùèõ.

â) q1 > 1, q2 = 1 (q1 = l)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (2, 1)Pl πl ⟨R1 + Sl⟩ ∩ El+1 ⊥ R1

F1 (1, 1) ωl

F3 (1, 1)Pl πl−1 ⟨R1 + Sl+1⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F3 (1, 2) ωl−1

ã) q1 > 1, q2 = 2

Äàííûé ñëó÷àé ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì 12â.

12. (1,p,1), (q1,q2,q2,q1) Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé q1 = 1, q2 = 1 ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

a) q1, q2 > 1
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0)Pl πq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F1 (1, 1, 0) πq1+1

F 2
2 (2, 0, 1)Pl π′

l ⟨R1 + Sl⟩ ∩ E ′
l ⊥ R1

F2 (1, 0, 1) ωl−1

F3 (1, 1, 0)Pl πq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F3 (1, 1, 0) ωq1−1

F4 (2, 1, 0)Pl πq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F4 (2, 1, 0) ωq1

á) q1 = 1, q2 > 1

Â äàííîì ñëó÷àå f4 = F3FP,1. Òîãäà div f4 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F4 èç îáðàçóþùèõ.

â) q1 > 1, q2 = 1
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0

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (2, 0, 0, 1)Pl πl ⟨R1 + S ′

l⟩ ∩ El ⊥ R1

F1 (1, 1, 0) ωl

F 2
2 (2, 0, 1, 0)Pl π′

l ⟨R1 + Sl⟩ ∩ E ′
l ⊥ R1

F2 (1, 0, 1) ωl−1

F3 (1, 1, 0, 0)Pl πl−2 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F3 (1, 1, 1) ωl−2

13. (4,4), (2,2,2,2)′
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2, 0)Pl 2π1+π

′
4 ⟨R4 ∩ E7 + S2 ∩ E7⟩ ∩ E ′

4 ⊥ S2 ∩ E7

F1 (1, 1, 0) ω1+ω3

F2 (1, 1, 0)Pl π2 ⟨R4 + S2⟩ ∩ E2 ̸= 0

F2 (2, 1, 0) ω2

F 2
3 (1, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R4 ∩ E7 + S4 ∩ E7⟩ ∩ E1 ̸= 0

F3 (1, 0, 1) ω1

F 2
4 (1, 2, 0)Pl π4 ⟨⟨R4 + S2⟩ ∩ E4 + S6 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F4 (1, 1, 0) ω4

ñëîæíîñòü 1

14. (2,p,2), (q,1,q) (q = l)

a) p > 5
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (2, 1)Pl 2π1+πl ⟨R2 ∩ En−1 + Sl ∩ En−1⟩ ∩ El+1 ⊥ R2 ∩ En−1

F1 (1, 1) ω1+ωl

F2 (1, 1)Pl π1+πl−1 ⟨R2 ∩ En−1 + Sl+1 ∩ En−1⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F2 (1, 2) ω1+ωl−1

F3 (1, 1)Pl πl−1 ⟨R2 + Sl⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F3 (1, 2) ωl−1

F4 (1, 1)Pl πl−2 ⟨R2 + Sl+1⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F4 (1, 2) ωl−2

F 2
5 (2, 1)Pl πl ⟨⟨R2 + Sl⟩ ∩ El+1 +Rn−2 ∩ El+1⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 1) ωl

F6 (2, 1)Pl π1+πl−1 ⟨⟨R2 ∩ En−1 + Sl ∩ En−1⟩ ∩ El+2 +Rn−2 ∩ El+2⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (2, 2) ω1+ωl−1

F1F3

F2F5 (2, 3) ω1+ωl−1+

F6FQ,l +ωl

á) p = 3

Åñëè p = 3, òî f6 = F4FP,2. Òîãäà div f6 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F6 èç îáðàçóþùèõ, à â

ñîîòíîøåíèå âìåñòî F6 ïîäñòàâèòü F4FP,2.

15. (1,p,1), (q1,q2,q3,q2,q1)

a) q1, q2 > 1, q3 > 2
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0) ωq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1) πq1+q2+1 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F3 (2, 0, 1) ωq1+q2 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2) ⊥ R1

F4 (1, 0, 1) ωq1+q2−1 ⟨R1 + Sn−(q1+q2)⟩ ∩ Eq1+q2−1 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ωq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F7 (2, 1, 0) ωq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F3FQ,q1 (2, 1, 1) ωq1+

F7FQ,q1+q2 +ωq1+q2

ÄèâèçîðD5, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1+Sq1⟩∩En−q1 ⊥ ⟨R1+Sn−(q1+q2)⟩∩Eq1+q2 , ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

á) q1 = 1 èëè q2 = 1, q3 > 2

Åñëè q1 = 1, òî f7 = F6FP,1. Òîãäà div f7 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F7 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F7 ïîäñòàâèòü F6FP,1.

Åñëè q2 = 1, òî f5 = F4F1. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F4F1 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

â) q3 = 2

Äàííûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ï.16.

ã) q1, q2 > 1, q3 = 1
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0)Pl πq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F1 (1, 1, 0) ωq1+1

F 2
2 (2, 0, 1)Pl πl ⟨R1 + Sl⟩ ∩ El+1 ⊥ R1

F2 (1, 0, 1) ωl

F4 (1, 0, 1)Pl πl−1 ⟨R1 + Sl+1⟩ ∩ El−1 ̸= 0

F4 (1, 0, 2) ωl−1

F6 (1, 1, 0)Pl πq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ωq1−1

F7 (2, 1, 0)Pl πq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F7 (2, 1, 0) ωq1

F 2
2FQ,q1 (2, 1, 2) ωq1+2ωl

F7F
2
Q,l

Äèâèçîð D5, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ ⟨R1 + Sl+1⟩ ∩ El, ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

ä) q1 = 1 èëè q2 = 1, è q3 = 1

Åñëè q1 = 1, òî f7 = F6FP,1. Òîãäà div f7 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F7 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F7 ïîäñòàâèòü F6FP,1.

Åñëè q2 = 1, òî f5 = F4F1. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F4F1 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

16. (1,p,1), (q1,q2,q3,q3,q2,q1)

à) q1, q2, q3 > 1

1

1

1 0

. .
.

...

.

..

. .
.

.0
1

1

...

.

..

. .
.

. .

0
0

1
0

0

0

0

0

0 . .

x2

x1

x5
x4

x6
x7

x1x2x4x5x6

x3

x3x7

x1x6 x2x4

Рис.3.16

00000



89

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0, 0)Pl πq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F1 (1, 1, 0, 0) ωq1+1

F2 (1, 0, 1, 0)Pl πq1+q2+1 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−(q1+q2)−1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1, 0) πq1+q2+1

F 2
3 (2, 0, 0, 1)Pl π′

l ⟨R1 + Sl⟩ ∩ E ′
l ⊥ R1

F3 (1, 0, 0, 1) ωl−1

F4 (2, 0, 1, 0)Pl πq1+q2 ⟨R1 + Sq1+q2⟩ ∩ En−q1−q2 ⊥ R1

F4 (2, 0, 1, 0) ωq1+q2

F5 (1, 0, 1, 0)Pl πq1+q2−1 ⟨R1 + Sn−(q1+q2)⟩ ∩ Eq1+q2−1 ̸= 0

F5 (1, 0, 1, 0) ωq1+q2−1

F7 (1, 1, 0, 0)Pl πq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F7 (1, 1, 0, 0) ωq1−1

F8 (2, 1, 0, 0)Pl πq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F8 (2, 1, 0, 0) ωq1

F4FQ,q1 (2, 1, 1, 0) ωq1+ωq1+q2

F8FQ,q1+q2

ÄèâèçîðD6, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1+Sq1⟩∩En−q1 ⊥ ⟨R1+Sn−(q1+q2)⟩∩Eq1+q2 , ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

á) q1 = 1 èëè q2 = 1, è q3 > 1

Åñëè q1 = 1, òî f8 = F7FP,1. Òîãäà div f8 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F8 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F8 ïîäñòàâèòü F7FP,1.

Åñëè q2 = 1, òî f6 = F5F1. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F5F1 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

â) q1, q2 > 1, q3 = 1
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F1 (1, 1, 0, 0, 0)Pl πq1+1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1−1 ̸= 0

F1 (1, 1, 0, 0) ωq1+1

F 2
2 (2, 0, 0, 0, 1)Pl πl ⟨R1 + S ′

l⟩ ∩ El ⊥ R1

F2 (1, 0, 1, 0) ωl

F 2
3 (2, 0, 0, 1, 0)Pl π′

l ⟨R1 + Sl⟩ ∩ E ′
l ⊥ R1

F3 (1, 0, 0, 1) ωl−1

F5 (1, 0, 1, 0, 0)Pl πl−2 ⟨R1 + Sl+1⟩ ∩ El−2 ̸= 0

F5 (1, 0, 1, 1) ωl−2

F7 (1, 1, 0, 0, 0)Pl πq1−1 ⟨R1 + Sn−q1⟩ ∩ Eq1−1 ̸= 0

F7 (1, 1, 0, 0) ωq1−1

F8 (2, 1, 0, 0, 0)Pl πq1 ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ R1

F8 (2, 1, 0, 0) ωq1

F2F3FQ,q1 (2, 1, 1, 1) ωq1+ωl−1+

F8F
′
Q,lFQ,l +ωl

Äèâèçîð D6, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R1 + Sq1⟩ ∩ En−q1 ⊥ ⟨R1 + Sl+1⟩ ∩ El−1, ÿâëÿåòñÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèì.

Çäåñü R(X)U ñâîáîäíà.

ã) q1 = 1 èëè q2 = 1, è q3 = 1

Åñëè q1 = 1, òî f8 = F7FP,1. Òîãäà div f8 íå ïðîñò, íóæíî óáðàòü F8 èç îáðàçóþùèõ, à

â ïðîèçâåäåíèå âìåñòî F8 ïîäñòàâèòü F7FP,1.

Åñëè q2 = 1, òî f6 = F5F1. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê áóäåò 3, ïîÿâèòñÿ åùå îäíî

ïðîèçâåäåíèå ôîðì F5F1 òîãî æå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè, ÷òî F è F ′, è R(X)U îêàæåòñÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

17. (4,4), (2,2,2,2)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 1)Pl 2π2 ⟨R4 ∩ E6 + S4 ∩ E6⟩ ∩ E2 ̸= 0

F1 (1, 0, 1) ω2

F 2
2 (1, 2, 0)Pl 2π1+π

′
4 ⟨R4 ∩ E7 + S2 ∩ E7⟩ ∩ E ′

4 ⊥ S2 ∩ E7

F2 (1, 1, 0) ω1+ω3

F3 (1, 1, 0)Pl π2 ⟨R4 + S2⟩ ∩ E2 ̸= 0

F3 (2, 1, 0) ω2

F 2
4 (1, 2, 0)Pl π4 ⟨⟨R4 + S2⟩ ∩ E4 + S6 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F4 (1, 1, 0) ω4

F 2
5 (1, 0, 1)Pl 0 ⟨R4 + S4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 0, 1) 0

F1F4

F3FQ,4 (2, 1, 1) ω2+ω4

F5FP,4FQ,2

18. (4,4), (1,2,2,2,1)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 0, 1, 0)Pl 2π2 ⟨R4 ∩ E6 + S4 ∩ E6⟩ ∩ E2 ̸= 0

F1 (1, 0, 0, 1) ω2

F 2
2 (1, 0, 0, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R4 ∩ E7 + S ′

4 ∩ E7⟩ ∩ E1 ̸= 0

F2 (1, 0, 1, 0) ω1

F 2
3 (1, 2, 0, 0, 0)Pl π′

4 ⟨R4 + S1⟩ ∩ E ′
4 ⊥ S1

F3 (1, 1, 0, 0) ω3

F 2
4 (1, 2, 0, 0, 1)Pl π2 ⟨⟨R4 + S1⟩ ∩ E6 + S ′

4 ∩ E6⟩ ∩ E2 ⊥ S1

F4 (1, 1, 1, 0) ω2

F 2
6 (1, 0, 0, 1, 0)Pl 0 ⟨R4 + S4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 0, 0, 1) 0

F2F3FQ,4 (2, 1, 1, 1) ω1+ω3+

F6FP,4FQ,1F
′
Q,4 +ω4

Äèâèçîð D5, çàäàþùèéñÿ óñëîâèåì ⟨R4 ∩E7 +S3 ∩E7⟩ ∩E3 ⊥ S1, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêèì.

19. (4,4), (2,1,2,1,2)
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 0, 1, 0)Pl 2π2 ⟨R4 ∩ E6 + S4 ∩ E6⟩ ∩ E2 ̸= 0

F1 (1, 0, 0, 1) ω2

F 2
2 (1, 2, 0, 0, 0)Pl 2π1+π

′
4 ⟨R4 ∩ E7 + S2 ∩ E7⟩ ∩ E ′

4 ⊥ S2 ∩ E7

F2 (1, 1, 0, 0) ω1+ω3

F3 (1, 1, 0, 0, 0)Pl π2 ⟨R4 + S2⟩ ∩ E2 ̸= 0

F3 (2, 1, 0, 0) ω2

F 2
4 (1, 0, 0, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R4 ∩ E7 + S ′

4 ∩ E7⟩ ∩ E1 ̸= 0

F4 (1, 0, 1, 0) ω1

F 2
5 (1, 2, 0, 0, 0)Pl π4 ⟨⟨R4 + S2⟩ ∩ E4 + S6 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 1, 0, 0) ω4

F 2
6 (1, 0, 0, 1, 0)Pl 0 ⟨R4 + S4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 0, 0, 1) 0

F1F5

F3FQ,4 (2, 1, 0, 1) ω2+ω4

F6FP,4FQ,2

20. (4,4), (1,1,2,2,1,1)
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Рис.3.20
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 0, 1)Pl 2π2 ⟨R4 ∩ E6 + S4 ∩ E6⟩ ∩ E2 ̸= 0

F1 (1, 0, 0, 1) ω2

F 2
2 (1, 0, 2, 0)Pl 2π1+π

′
4 ⟨R4 ∩ E7 + S2 ∩ E7⟩ ∩ E ′

4 ⊥ S2 ∩ E7

F2 (1, 0, 1, 0) ω1+ω3

F 2
3 (1, 2, 0, 0)Pl π′

4 ⟨R4 + S1⟩ ∩ E ′
4 ⊥ S1

F3 (1, 1, 0, 0) ω3

F4 (1, 0, 1, 0)Pl π2 ⟨R4 + S2⟩ ∩ E2 ̸= 0

F4 (2, 0, 1, 0) ω2

F 2
5 (1, 0, 2, 0)Pl π4 ⟨⟨R4 + S2⟩ ∩ E4 + S6 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 0, 1, 0) ω4

F 2
6 (1, 0, 0, 1)Pl 0 ⟨R4 + S4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 0, 0, 1) 0

F1F5

F4FQ,4 (2, 0, 1, 1) ω2+ω4

F6FP,4FQ,2

21. (4,4), (1,1,2,2,1,1)′
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Рис.3.21
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 2, 0)Pl 2π1+π

′
4 ⟨R4 ∩ E7 + S2 ∩ E7⟩ ∩ E ′

4 ⊥ S2 ∩ E7

F1 (1, 0, 1, 0) ω1+ω3

F 2
2 (1, 2, 0, 0)Pl π′

4 ⟨R4 + S1⟩ ∩ E ′
4 ⊥ S1

F2 (1, 1, 0, 0) ω3

F 2
3 (1, 0, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R4 ∩ E7 + S ′

4 ∩ E7⟩ ∩ E1 ̸= 0

F3 (1, 0, 0, 1) ω1

F 2
4 (1, 2, 0, 1)Pl 2π2 ⟨⟨⟨R4 + S1⟩ ∩ E6 + S ′

4 ∩ E6⟩ ∩ E2 + S7 ∩ E2⟩ ∩ E0 ̸= 0

F4 (1, 1, 0, 1) ω2

F 2
5 (1, 0, 2, 0)Pl π4 ⟨⟨R4 + S2⟩ ∩ E4 + S6 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (1, 0, 1, 0) ω4

F6 (1, 0, 1, 0)Pl π2 ⟨R4 + S2⟩ ∩ E2 ̸= 0

F6 (2, 0, 1, 0) ω2

F1F4

F2F3FQ,2 (2, 1, 1, 1) ω1+ω2+

F6FQ,1F
′
Q,4 +ω3

22. (5,5), (2,3,3,2)
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Рис.3.22.1
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deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 1)Pl 2π3 ⟨R5 ∩ E7 + S5 ∩ E7⟩ ∩ E3 ̸= 0

F1 (1, 0, 1) ω3

F 2
2 (1, 2, 0)Pl 2π1+π

′
5 ⟨R5 ∩ E9 + S2 ∩ E9⟩ ∩ E ′

5 ⊥ S2 ∩ E9

F2 (1, 1, 0) ω1+ω4

F3 (1, 1, 0)Pl π3 ⟨R5 + S2⟩ ∩ E3 ̸= 0

F3 (2, 1, 0) ω3

F 2
4 (1, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R5 ∩ E9 + S5 ∩ E9⟩ ∩ E1 ̸= 0

F4 (1, 0, 1) ω1

F5FQ,5 (1, 1, 1)Pl π2+π4 ⟨⟨R5 ∩ E8 + S5 ∩ E8⟩ ∩ E4 + S8 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F5 (2, 1, 1) ω2+ω4

F 2
6 (1, 2, 0)Pl π5 ⟨⟨R5 + S2⟩ ∩ E5 + S8 ∩ E5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ω5

F 2
7 (1, 2, 1)Pl 2π3 ⟨⟨⟨R5 + S2⟩ ∩ E7 + S5 ∩ E7⟩ ∩ E3 + S8 ∩ E3⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (1, 1, 1) ω3

F1F6

F3FQ,5 (2, 1, 1) ω3+ω5

F7FP,5

0

1
1
1

1
1

1
1

1

x
-x
0

0
0

Рис.3.22.2
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Îáúÿñíèì, ïî÷åìó ôîðìà f5, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ

⟨⟨R5∩E8+S5∩E8⟩∩E4+S8∩E4⟩∩E0 ̸= 0, çàäà¼ò äèâèçîð D5+∆Q,5. Âî-ïåðâûõ,

ôîðìà F5 äîëæíà çàâèñåòü îò ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò âñåõ òð¼õ ïðîñòðàíñòâ,

ïîñêîëüêó äèâèçîðû, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò ìåíüøåãî ÷èñëà ïîäïðîñòðàíñòâ

èçâåñòíû èç ñëó÷àåâ 1 è 4, à ïðîîáðàçû äèâèçîðîâ èç ýòèõ ñëó÷àåâ (êðîìå

äèâèçîðîâ Øóáåðòà) ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè � ýòî D1, D4 è D2, D3, D6

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìà f5 äåëèòñÿ íà FQ,5. Òîãäà ÷àñòíîå è áóäåò

ðàâíÿòüñÿ F5. Äåéñòâèòåëüíî, ìóëüòèñòåïåíü è âåñ ÷àñòíîãî áóäóò ðàâíû (2, 1, 1) è ω2+ω4,

íà FP,5 ÷àñòíîå íå äåëèòñÿ èç ñîîáðàæåíèé âåñîâ, à ìóëüòèñòåïåíü F5 íå äîëæíà èìåòü

íóëåâûõ êîìïîíåíò.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ãðóïïîé H1, êàê íà ðèñóíêå 3.1.2à) â ñëó÷àå 1 äëÿ ãðóïïû SOn,

òîãäà R5 ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà íå ëåæèò â

∆P,5). Â êàðòå s10,9,8,5,4 ̸= 0 ïîäïðîñòðàíñòâà S2, S5, S8 ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, êàê íà

ðèñóíêå 3.22.2. ⟨R5 ∩E8 + S5 ∩E8⟩ ∩E4 çàäà¼ò ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà äâà ïåðâûõ

âûäåëåííûõ ñåðûì âåêòîðà. Åñëè òî÷êà ëåæèò â ∆Q,5, òî S8 ∩E4 çàäà¼ò ïîäïðîñòðàíñòâî,

íàòÿíóòîå íà 2-é è 3-é âûäåëåííûå ñåðûì âåêòîðû íà ðèñ. 3.22.2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,
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ñîñòàâëåííîé èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòèõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ðàâåí íóëþ. Ýòî è îçíà÷àåò,

÷òî ôîðìà ðàâíà íóëþ íà òî÷êàõ äèâèçîðà ∆Q,5.

23. (5,5), (2,3,3,2)′
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Рис.3.23

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2, 0)Pl 2π1+π

′
5 ⟨R5 ∩ E9 + S2 ∩ E9⟩ ∩ E ′

5 ⊥ S2 ∩ E9

F1 (1, 1, 0) ω1+ω4

F2 (1, 1, 0)Pl π3 ⟨R5 + S2⟩ ∩ E3 ̸= 0

F2 (2, 1, 0) ω3

F 2
3 (1, 2, 1)Pl 2π1+2π3 ⟨⟨⟨R5 ∩ E9 + S2 ∩ E9⟩ ∩ E7 +S ′

5 ∩ E7⟩ ∩ E3 + S8 ∩ E3⟩∩

F3 (1, 1, 1) ω1+ω3 ∩E1 ̸= 0

F 2
4 (1, 0, 1)Pl 2π2 ⟨R5 ∩ E8 + S ′

5 ∩ E8⟩ ∩ E2 ̸= 0

F4 (1, 0, 1) ω2

F 2
6 (1, 2, 0)Pl π5 ⟨⟨R5 + S2⟩ ∩ E5 + S8 ∩ E5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ω5

F 2
7 (1, 0, 1)Pl 0 ⟨R5 + S ′

5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (1, 0, 1) 0

F4F6 (2, 1, 1) ω2+ω5

F7FP,5FQ,2

Åñòü åù¼ ïàðàìåòðè÷åñêèé äèâèçîð D5, òàêîé ÷òî ôîðìà F5F
′
Q,5 çàäà¼òñÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêèì óñëîâèåì ⟨⟨R5 ∩ E8 + S ′
5 ∩ E8⟩ ∩ E4 + S8 ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0. Îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ýòî

ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå çàäà¼ò äèâèçîð D5 +∆′
Q,5, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

24. (5,5), (3,2,2,3)



98

1

1

1

1

1

0 1

1

1

1

1

1

0
10

0

0

0
0

0

0

0

0

0 0

0x1x2
x3

x4x5
x1

x2

x3x4
x5

x6
x6

00

0 0

0

Рис.3.24

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 0, 1)Pl 2π3 ⟨R5 ∩ E7 + S5 ∩ E7⟩ ∩ E3 ̸= 0

F1 (1, 0, 1) ω3

F 2
2 (1, 2, 0)Pl 2π2+π

′
5 ⟨R5 ∩ E8 + S3 ∩ E8⟩ ∩ E ′

5 ⊥ S3 ∩ E8

F2 (1, 1, 0) ω2+ω4

F3 (1, 1, 0)Pl π1+π3 ⟨R5 ∩ E9 + S3 ∩ E9⟩ ∩ E3 ̸= 0

F3 (2, 1, 0) ω1+ω3

F 2
4 (1, 2, 0)Pl 2π1+π5 ⟨⟨R5 ∩ E9 + S3 ∩ E9⟩ ∩ E5 + S7 ∩ E5⟩ ∩ E1 ̸= 0

F4 (1, 1, 0) ω1+ω5

F5 (1, 1, 0)Pl π2 ⟨R5 + S3⟩ ∩ E2 ̸= 0

F5 (2, 1, 0) ω2

F 2
6 (1, 2, 0)Pl π′

5 ⟨⟨R5 + S3⟩ ∩ E ′
5 + S7 ∩ E ′

5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ω4

F 2
7 (1, 0, 1)Pl 2π1 ⟨R5 ∩ E9 + S5 ∩ E9⟩ ∩ E1 ̸= 0

F7 (1, 0, 1) ω1

F1F4

F3FQ,5 (2, 1, 1) ω1+ω3+

F7FQ,3FP,5 +ω5

25. (5,5), (3,2,2,3)′
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Рис.3.25

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2, 0)Pl 2π2+π

′
5 ⟨R5 ∩ E8 + S3 ∩ E8⟩ ∩ E ′

5 ⊥ S3 ∩ E8

F1 (1, 1, 0) ω2+ω4

F 2
2 (1, 0, 1)Pl 2π2 ⟨R5 ∩ E8 + S ′

5 ∩ E8⟩ ∩ E2 ̸= 0

F2 (1, 0, 1) ω2

F3 (1, 1, 0)Pl π1+π3 ⟨R5 ∩ E9 + S3 ∩ E9⟩ ∩ E3 ̸= 0

F3 (2, 1, 0) ω1+ω3

F 2
4 (1, 2, 0)Pl 2π1+π5 ⟨⟨R5 ∩ E9 + S3 ∩ E9⟩ ∩ E5 + S7 ∩ E5⟩ ∩ E1 ̸= 0

F4 (1, 1, 0) ω1+ω5

F5 (1, 1, 0)Pl π2 ⟨R5 + S3⟩ ∩ E2 ̸= 0

F5 (2, 1, 0) ω2

F 2
6 (1, 2, 0)Pl π′

5 ⟨⟨R5 + S3⟩ ∩ E ′
5 + S7 ∩ E ′

5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F6 (1, 1, 0) ω4

F 2
7 (1, 0, 1)Pl 0 ⟨R5 + S ′

5⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (1, 0, 1) 0

F2F6

F5F
′
Q,5 (2, 1, 1) ω2+ω4

F1F7

26. (6,6), (4,4,4)
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Рис.3.26

deg âåñ ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå

F 2
1 (1, 2, 0)Pl 2π3+π

′
6 ⟨R6 ∩ E9 + S4 ∩ E9⟩ ∩ E ′

6 ⊥ S4 ∩ E9

F1 (1, 1) ω3+ω5

F2 (1, 1, 0)Pl π2+π4 ⟨R6 ∩ E10 + S4 ∩ E10⟩ ∩ E4 ̸= 0

F2 (2, 1) ω2+ω4

F 3
3 (1, 2, 0)Pl 2π2+π6 ⟨⟨R6 ∩ E10 + S4 ∩ E10⟩ ∩ E6 + S8 ∩ E6⟩ ∩ E2 ̸= 0

F3 (1, 1) ω2+ω6

F4 (1, 1, 0)Pl π1+π3 ⟨R6 ∩ E11 + S4 ∩ E11⟩ ∩ E3 ̸= 0

F4 (2, 1) ω1+ω3

F5 (1, 1, 0)Pl π2 ⟨R6 + S4⟩ ∩ E2 ̸= 0

F5 (2, 1) ω2

F 2
6 (1, 2, 0)Pl 2π1+π

′
6 ⟨⟨R6 ∩ E11 + S4 ∩ E11⟩ ∩ E ′

6 + S8 ∩ E ′
6⟩ ∩ E1 ̸= 0

F6 (1, 1) ω1+ω5

F 2
7 (2, 2, 0)Pl 2π4 ⟨⟨R6 + S4⟩ ∩ E4 + ⟨R6 ∩ E8 + S8 ∩ E8⟩ ∩ E4⟩ ∩ E0 ̸= 0

F7 (2, 1) ω4

F 2
8 (1, 2, 0)Pl π6 ⟨⟨R6 + S4⟩ ∩ E6 + S8 ∩ E6⟩ ∩ E0 ̸= 0

F8 (1, 1) ω6

F3F7

F5FP,6FQ,4 (3, 2) ω2+ω4+

F2F8 +ω6

Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó SO6 è SO5 ëîêàëüíî èçîìîðô-

íû ãðóïïàì SL4 è Sp4 ñîîòâåòñòâåííî.
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3.4. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äëÿ

îñîáûõ ãðóïï

3.4.1. Îïðåäåëåíèå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè êàíîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Ðàíåå ìû

îïèñàëè, êàê íàõîäèòü âñå B-èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû. ×òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ

áóäóò èñêëþ÷èòåëüíûìè äèâèçîðàìè è çàäàòü ñåìåéñòâî ïàðàìåòðè÷åñêèõ äèâèçîðîâ â

ñëó÷àå ñëîæíîñòè 1, à òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè îïèñàòü îáðàçóþùèå è ñîîò-

íîøåíèÿ â R(X)U , íàì íóæíî çíàòü ìóëüòèñòåïåíè è âåñà êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé sDi
∈

H0(X,O(Di)).

Ýòó çàäà÷ó ìû ðàçäåëèì íà 2 ÷àñòè. Âíà÷àëå ìû íàéäåì âåñ ðåãóëÿðíîé (B ∩ L ∩M)-

ïîëóèíâàðèàíòíîé ôóíêöèè fi íà UP ∩ UQ, çàäàþùåé äèâèçîð Di. U -èíâàðèàíòíîå ïðî-

äîëæåíèå f̃i ôóíêöèè fi ñ UP ∩ UQ íà UP [e] × UQ[e] áóäåò ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé òîãî æå

âåñà. Çàòåì íàéäåì êðàòíîñòè ïîëþñîâ mi1 , . . . ,mir , nj1 , . . . , njt ôóíêöèè f̃i âäîëü äèâèçî-

ðîâ Øóáåðòà DP,ik , DQ,jl , êîòîðûå ñîñòàâÿò ìóëüòèñòåïåíü sDi
, à âåñ ñå÷åíèÿ áóäåò ðàâåí

wt sDi
= wt f̃i +

∑
mikωik +

∑
njlωjl .

Îáúÿñíèì, êàê íàéòè âåñ ðåãóëÿðíîé íà UP ∩ UQ ôóíêöèè fi, çàäàþùåé äèâèçîð Di.

Ìû çàäàâàëè äèâèçîð Di íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé xi íà íåêîòîðîì ñå÷åíèè

Si îòêðûòîãî â UP ∩ UQ ìíîæåñòâà (ïîëó÷åííîãî âûêèäûâàíèåì íåêîòîðûõ äèâèçîðîâ).

Å¼ (B ∩ L ∩ M)-èíâàðèàíòíîå ïðîäîëæåíèå gi íà UP ∩ UQ ìîæåò íå áûòü ðåãóëÿðíûì è

èìåòü ïîëþñà âäîëü ðàíåå íàéäåííûõ äèâèçîðîâ. Òîãäà fi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå fi =

gif
l1
1 . . . f

li−1

i−1 , lj > 0, à òîãäà è â âèäå fi = gi · gk11 · . . . · gki−1

i−1 , kj > 0. Óòâåðæäàÿ, ÷òî lj > 0

(à òîãäà è kj > 0), ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî gi íå ìîæåò èìåòü íóëåé âäîëü D1, . . . , Di−1 �

ýòî ìû îáúÿñíèì ïîçæå.

Íàéäåì óñëîâèÿ íà ÷èñëà kj. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî âåñ êàíî-

íè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ sDi
äîëæåí áûòü äîìèíàíòíûì. Ïóñòü λi = −wt fi. Òî åñòü ê âåñó

−λi = −(µi + k1µ1 + . . . + ki−1µi−1) ìîæíî òàê äîáàâèòü êðàòíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ âå-

ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì êîðíÿì èç ìíîæåñòâ I è J , çàäàþùèõ P è Q, ÷òî ïîëó÷èòñÿ

äîìèíàíòíûé âåñ.

Òåïåðü îáúÿñíèì, êàê ïîëó÷èòü îöåíêè íà kj ñâåðõó, à òàêæå îáúÿñíèì, ïî÷åìó kj >
0. Ïóñòü x ∈ UP ∩ UQ, è, îáíóëÿÿ íåêîòîðûå êîîðäèíàòû äåéñòâèåì ýëåìåíòà u ∈ U ∩

L ∩ M , ìû ïðèâåëè òî÷êó x ê òî÷êå ux ∈ Si. Ïîñìîòðèì, êàêîé âèä èìååò âûðàæåíèå

êîîðäèíàòû xi òî÷êè ux ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè x è ÷åðåç xj (j < i). Äëÿ ýòîãî áóäåì

ñëåäèòü çà âèäîì âûðàæåíèé íîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç èñõîäíûå è ÷åðåç xj ïðè ïðèâåäåíèè
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òî÷êè x ê íåêîòîðîìó âèäó. Èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòîì exp(seβ)

êîîðäèíàòû èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qγ  qγ + sc(β, γ)qγ−β +
s2

2!
c(β, γ)c(β, γ − β)qγ−2β + . . . ,

ãäå c(β, γ) � íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû, òî åñòü òàêèå êîíñòàíòû, ÷òî [eβ, eγ] =

c(β, γ)eβ+γ, è ìû ñ÷èòàåì qγ−kβ = 0 ïðè γ − kβ /∈ ∆(UP ∩ UQ).

Ïðè îáíóëåíèè êîîðäèíàòû qα â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ê ñå÷åíèþ S2 ìû áóäåì äåéñòâî-

âàòü ïîäãðóïïîé Uα−µ1 . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äåéñòâèè ýëåìåíòîì exp(seα−µ1) êîîðäèíàòà

qα èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qα  qα + sc(α− µ1, α)qµ1 .

Îòìåòèì, ÷òî α−k(α−µ1) = µ1− (k−1)(α−µ1) /∈ ∆(UP ∩UQ) ïðè k > 1, ïîñêîëüêó qµ1 �

(L∩M ∩U)-èíâàðèàíòíàÿ êîîðäèíàòà. Òîãäà ïðè s = −qα
qµ1c(α−µ1,α)

êîîðäèíàòà qα îáíóëèòñÿ.

Ïðè ýòîì äðóãèå êîîðäèíàòû èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qγ  qγ + c1
qα
x1

qγ−(α−µ1) + c2

(
qα
x1

)2

qγ−2(α−µ1) + . . . (3)

ãäå c1, c2, . . . � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íîðìèðîâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îò-

ìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå êîîðäèíàò, ó÷àñòâóþùèõ â ýòîé ôîðìóëå, ÷åðåç èñõîäíûå ìîæåò

ñîäåðæàòü x1 â çíàìåíàòåëå.

Ïðè ïðèâåäåíèè ê ñå÷åíèþ S3 ìû áóäåì äåéñòâîâàòü ýëåìåíòàìè âèäà exp(seα−µ2).

Ïðè ýòîì â ôîðìóëå èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò (3) âìåñòî x1 áóäåò x2, à âìåñòî µ1 áóäåò µ2.

Âûðàæåíèå ó÷àñòâóþùèõ â ýòîé ôîðìóëå êîîðäèíàò ÷åðåç èñõîäíûå ìîæåò ñîäåðæàòü x1

èëè x2 â çíàìåíàòåëå. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì âèä âûðàæåíèÿ xi ÷åðåç

èñõîäíûå êîîðäèíàòû è xj è îöåíêè íà kj ñâåðõó. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàíû

íà ñëó÷àÿõ 1 è 2 èç ðàçäåëà 3.5.1.

Ðàññóæäåíèÿ âûøå ïîêàçûâàþò, ÷òî gi = qµi
+ f , ãäå f � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò

äðóãèõ êîîðäèíàò òî÷êè x. Ïîñêîëüêó qµi
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ íà òî÷êàõ

äèâèçîðîâ D1, . . . , Di−1, òî gi íå ìîæåò èìåòü íóëåé âäîëü ýòèõ äèâèçîðîâ.

Òåïåðü îïèøåì ìåòîä ðåøåíèÿ âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è è îáúÿñíèì, êàê íàéòè êðàòíîñòè

ïîëþñîâ U -èíâàðèàíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ fi ñ UP ∩ UQ íà UP [e] × UQ[e] âäîëü äèâèçîðîâ

Øóáåðòà ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Ïóñòü U ′ ⊂ G � íåêîòîðàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, íîðìàëèçóåìàÿ òîðîì T . Îïè-

øåì, êàêèìè åñòåñòâåííûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ââîäèòü êîîðäèíàòû íà U ′. Ïóñòü A �

ïåðåñå÷åíèå ∆ è íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà ðåøåòêè
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õàðàêòåðîâ T , ëåæàùåãî ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà ïðîèçâåäå-

íèå
∏

α∈A Uα áóäåò ïîäãðóïïîé, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç UA. Ïóñòü B1, . . . ,Bk

� òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà ∆(U ′), ÷òî⊔
Bi = ∆(U ′). Òîãäà U ′ ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå U ′ = UB1 · . . . · UBk

, à ýëåìåíò

g ∈ U ′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g = exp(
∑

α∈B1
xαeα) · . . . · exp(

∑
α∈Bk

xαeα). ×èñëà xα

áóäóò êîîðäèíàòàìè g. Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ìíîæåñòâ Bi âàæåí.

Ïóñòü f � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà UQ[e]. Îïèøåì, êàê íàéòè ordDQ,j
f . Äëÿ ýòîãî çàïè-

øåì f â êîîðäèíàòàõ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, ïåðåñåêàþùåãî äèâèçîðØóáåðòà. Ðàññìîòðèì

â G/B− äâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà U∆+\αj
Uαj

[e] è U∆+\αj
U−αj

[rαj
], ãäå rαj

� îòðàæåíèå

îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî êîðíÿ αj. Âòîðîå èç íèõ ïåðåñåêàåò äèâèçîð Øóáåðòà DB,j. Ïîäíè-

ìåì f äî ôóíêöèè f̂ = π∗f íà U [e] ⊂ G/B−, ãäå π : G/B− → G/Q− � åñòåñòâåííàÿ ïðîåê-

öèÿ. Òîãäà ordDQ,j
f = ordDB,j

f̂ . Ââåäåì íà U∆+\αj
Uαj

è U∆+\αj
U−αj

êîîðäèíàòû, çàäàííûå

òàêèìè íàáîðàìè ìíîæåñòâ B1, . . . ,Bk,B′
1, . . . ,B′

k, ÷òî B′
i = Bi (i = 1, . . . , k− 1), Bk = {αj},

B′
k = {−αj}. Êîîðäèíàòû íà U∆+\αUαj

[e] è U∆+\αj
U−α [rαj

] áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç qγ è

q′γ ñîîòâåòñòâåííî. Êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: qγ = q′γ äëÿ γ ∈ ∆+ \ αj è

q′−αj
= q−1

αj
. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â G ïðîñòóþ ïîäãðóïïó Gαj

ñ ñèñòåìîé êîðíåé

{±αj}, ëîêàëüíî èçîìîðôíóþ SL2. Â G/B− åñòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, èçîìîðôíîå

U∆+\αj
× Gαj

/(B− ∩ Gαj
), ñîäåðæàùåå U∆+\αj

Uαj
[e] è U∆+\αj

U−αj
[rαj

]. Òîãäà êîîðäèíàòû

íà U∆+\αj
íå èçìåíÿþòñÿ, à ñâÿçü êîîðäèíàò q′−αj

è qαj
óñòàíàâëèâàåòñÿ èç ñëåäóþùåãî

ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ:

1 qαj

0 1

−qαj
0

1 −q−1
αj

 =

 1 0

q−1
αj

1

0 −1

1 0

 .

Íà ìíîæåñòâå U∆+\αj
U−αj

[rαj
] äèâèçîð Øóáåðòà DB,j çàäà¼òñÿ óñëîâèåì q′αj

= 0. Òîãäà

−ordDB,j
f̂ ðàâåí ñòåïåíè f̂ ïî êîîðäèíàòå qαj

.

Òåïåðü ïóñòü f � ðåãóëÿðíàÿ (U ∩L∩M)-èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ íà [e]× (UP ∩UQ)[e].

Îïèøåì, êàê íàéòè ïîðÿäîê å¼ U -èíâàðèàíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà X âäîëü DQ,j. Âíà÷àëå

ïðîäîëæèì f äî (U ∩ L)-èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè íà [e] × UQ[e]. Ïðè ýòîì åñëè äîïèñàòü

íîâûå êîîðäèíàòû ñëåâà, òî åñòü ðàññìîòðåòü íà UQ[e] òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî ïîñëåäíåå

ìíîæåñòâî Bk = ∆(UP ∩ UQ), òî âûðàæåíèå f ÷åðåç êîîðäèíàòû îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

Äàëåå ïîäíèìåì f íà [e] × U [e] ⊂ G/P− × G/B−, ïîëó÷èì f̂ . Åñëè ðàññìîòðåòü òàêèå

êîîðäèíàòû íà [e]×U [e], ÷òî íîâûå êîîðäèíàòû äîáàâëÿþòñÿ ñïðàâà, òî âûðàæåíèå f̂ ÷åðåç

êîîðäèíàòû áóäåò ñîâïàäàòü ñ âûðàæåíèåì f . Ïîðÿäîê U -èíâàðèàíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ f̂

íà UP [e]×U [e] ⊂ G/P− ×G/B− âäîëü äèâèçîðà Øóáåðòà DB,j (íà äâîéíîì ìíîãîîáðàçèè



104

ôëàãîâ) áóäåò ðàâåí ïîðÿäêó f̂ âäîëü äèâèçîðàØóáåðòàDB,j (íà îäèíàðíîì ìíîãîîáðàçèè

ôëàãîâ). Ìû óæå çíàåì, ÷òî êðàòíîñòü ïîëþñà f̂ ðàâíà ñòåïåíè ïî qαj
, ãäå êîîðäèíàòû íà

U [e] âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëåäíåå Bk ðàâíî {αj}. Òàêèì îáðàçîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñòåïåíè f̂ ïî qαj
íóæíî âûðàçèòü 2 ðàññìîòðåííûõ íàáîðà êîîðäèíàò íà U [e] äðóã ÷åðåç

äðóãà.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîäíèìàòü f íà G/B−, ìîæíî ïîäíèìàòü íà G/Q′−,

ãäå Q′ ⊆ Q è ∆(UQ′) \ {αj} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî rαj
. Â êà÷åñòâå Q′ ìîæíî âçÿòü, íàïðè-

ìåð, PJ ′ , ãäå J ′ = J ∪ {αi|⟨αi, α
∨
j ⟩ ̸= 0}.

Êðàòíîñòü ïîëþñà U -èíâàðèàíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà X ðåãóëÿðíîé (U ∩L∩M)-èíâà-

ðèàíòíîé ôóíêöèè íà [e]× (UP ∩UQ)[e] ≃ (UP ∩UQ)[e]× [e] âäîëü äèâèçîðà DP,j íàõîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü ïðèâåäåì îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó íà ïîðÿäêè ïîëþñîâ f âäîëü äèâèçîðîâ Øó-

áåðòà. Ýòè îöåíêè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿò èçáåæàòü ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü f � óðàâíåíèå B-èíâàðèàíòíîãî äèâèçîðà íà UP [e] × UQ[e], kP =

−ordDP,i
f, kQ = −ordDQ,i

f (òî åñòü kP è kQ � êðàòíîñòè ïîëþñîâ), ïðè ýòîì åñëè

äèâèçîðà DP,i èëè DQ,i íåò, òî ñ÷èòàåì kP = 0 èëè kQ = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

λ = −wt(f). Òîãäà:

(a) kP + kQ > ⟨λ, α∨
i ⟩

(b) kP , kQ 6 ⟨λ, ω∨
i ⟩

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Äîìíîæèì f íà ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèâèçîðàì Øóáåð-

òà, â ñòåïåíÿõ, ðàâíûõ êðàòíîñòÿì ïîëþñîâ âäîëü äèâèçîðîâ Øóáåðòà. Âåñ ïîëó÷åííîãî

ñå÷åíèÿ äîëæåí áûòü äîìèíàíòíûì, òî åñòü −λ+ (kP + kQ)ωi +
∑

j ̸=imjωj � äîìèíàíòåí.

Òîãäà ⟨−λ+(kP +kQ)ωi+
∑

j ̸=i mjωj, α
∨
i ⟩ = ⟨−λ, α∨

i ⟩+kP +kQ > 0, òî åñòü kP +kQ > ⟨λ, α∨
i ⟩

(b) Ìû çíàåì, ÷òî kQ ðàâíî ñòåïåíè ïîäíÿòèÿ f íà UP [e] × U [e] ïî qαi
ïðè îïðå-

äåëåííîì âûáîðå êîîðäèíàò íà U [e]. Òîãäà λ = kQαi +
∑

mγγ, γ ∈ ∆+ ⇒ ⟨λ, ω∨
i ⟩ =

⟨kQαi +
∑

mγγ, ω
∨
i ⟩ > kQ. Äëÿ kP âñ¼ àíàëîãè÷íî. �

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìû ïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè, òî íàì íå íóæíî çíàòü ñàìó ôóíêöèþ f ,

à íóæåí òîëüêî åå âåñ.

3.4.2. Ôîðìà çàïèñè ðåçóëüòàòà. Ãðóïïó UP∩UQ ìû áóäåì ñõåìàòè÷íî èçîáðàæàòü

íà ðèñóíêàõ (ðàçäåëû 3.5.1 è 3.5.2). Êëåòêè ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì UP ∩ UQ. Ñîñåä-

íèå ïî ãîðèçîíòàëè êëåòêè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîîðäèíàòàì qγ (ëåâàÿ êëåòêà) è qγ+αi

(ïðàâàÿ), ãäå i � ÷èñëî, ñòîÿùåå ñíèçó íà ãîðèçîíòàëüíîé ðàçäåëÿþùåé êëåòêè ïðÿìîé.
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Àíàëîãè÷íî ñ ñîñåäíèìè êëåòêàìè ïî âåðòèêàëè (åñëè íåêîòîðîé êëåòêå ñîîòâåòñòâóåò qγ,

òî ñîñåäíåé ñâåðõó � qγ+αj
). Òåïåðü îñòàëîñü ñîïîñòàâèòü êîîðäèíàòó îäíîé êëåòêå. Äëÿ

ýòîãî âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî I èëè J ñîâïàäàþò ñ {α1} äëÿ âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé

ôëàãîâ G/PI × G/PJ îñîáûõ ãðóïï ñëîæíîñòè íå áîëüøå 1. Ïîýòîìó UP ∩ UQ ⊆ UPα1
.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ñòàíäàðòíàÿ êàðòèíêà äëÿ UPα1
(ñâîÿ äëÿ E6 è E7), à êàðòèíêà

äëÿ UP ∩UQ ÿâëÿåòñÿ åå ïîäêàðòèíêîé. Äëÿ ñòàíäàðòíîé êàðòèíêè ñàìûé ëåâûé íèæíèé

êâàäðàò ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå qα1 . ×òîáû â ñòàíäàðòíîé êàðòèíêå âûäåëèòü íóæíóþ

ïîäêàðòèíêó, ìû áóäåì íåêîòîðûå êëåòêè ðèñîâàòü ïóíêòèðîì: êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå

êîîðäèíàòàì UP ∩ UQ, áóäóò èìåòü ñïëîøíóþ ãðàíèöó, îñòàëüíûå êëåòêè (äîïîëíÿþùèå

äî ñòàíäàðòíîé êàðòèíêè) � ïóíêòèðíóþ ãðàíèöó. Æèðíûìè ëèíèÿìè áóäåì ðàçäåëÿòü

êîîðäèíàòû, îòâå÷àþùèå íåïðèâîäèìûì ïîäïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû L ∩M .

Äëÿ êðàòêîñòè äëÿ ãðóïïû E6 êîîðäèíàòó qk1α1+k2α2+...+k6α6 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

qk1k2...k6 .

Ïåðåìåííûå xi íà ðèñóíêàõ ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðèâåä¼ííûì â 3.1.1.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 0 ïðè çàìåíå âñåõ xi íà ðèñóíêå íà 1 ïîëó÷èì òî÷êó êàíîíè÷å-

ñêîãî âèäà. Äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 1 ïðè çàìåíå âñåõ xi íà ðèñóíêå êðîìå îäíîãî íà 1, à

îñòàâøåãîñÿ (åãî êëåòêó ìû íà ðèñóíêå áóäåì çàêðàøèâàòü ñåðûì) � íà z, ïîëó÷èì òî÷êó

êàíîíè÷åñêîãî âèäà èç B-îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó z.

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ èíôîðìàöèþ î äèâèçîðàõ ìû áóäåì çàïèñûâàòü â òàáëèöó. Äëÿ

êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñå÷åíèé: Fi = sDi
, FP,i = sDP,i

, FQ,i = sDQ,i
.

Äëÿ ñëó÷àåâ ñëîæíîñòè 0 äëÿ âñåõ ïðîñòûõ B-èíâàðèàíòíûõ äèâèçîðîâ, êðîìå äèâèçîðîâ

Øóáåðòà, áóäåì âûïèñûâàòü âåñà è ìóëüòèñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êàíîíè÷åñêèõ ñå-

÷åíèé, êîîðäèíàòû âåñîâ µi è λi â ðàçëîæåíèè ïî ïðîñòûì êîðíÿì è ôóíäàìåíòàëüíûì

âåñàì, âûðàæåíèå fi ÷åðåç g1, . . . , gi. Äëÿ ñëó÷àåâ ñëîæíîñòè 1 â òàáëèöó áóäåì âûïè-

ñûâàòü àíàëîãè÷íóþ èíôîðìàöèþ äëÿ âñåõ äèâèçîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì xi.

Äëÿ îñòàëüíûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðîâ, êðîìå äèâèçîðîâ Øóáåðòà, áóäåì âûïèñû-

âàòü òîëüêî âåñ è ìóëüòèñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî êàíîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Òàêæå äëÿ

ñëó÷àåâ ñëîæíîñòè 1 áóäåì âûïèñûâàòü ìîíîìû îò ñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêëþ÷è-

òåëüíûì äèâèçîðàì, èìåþùèå òàêèå æå ìóëüòèñòåïåíü è âåñ, êàê F è F ′, à òàêæå èõ

âåñ è ìóëüòèñòåïåíü. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè òàêèõ ìîíîìîâ äâà, òî çíà÷èò èñêëþ÷èòåëü-

íûõ òî÷åê òîæå äâå è R(X)U ñâîáîäíà. Åñëè ìîíîìîâ òðè, òî èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷åê òðè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìû ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè (êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè 1 çà ñ÷åò âûáîðà êàíîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé), à R(X)U

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.
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3.5. Èíâàðèàíòû êîëåö Êîêñà äëÿ îñîáûõ ãðóïï

3.5.1. Àëãåáðû U-èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äëÿ ãðóïïû E6.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ðàçáåðåì äëÿ ïðèìåðà ïî-

äðîáíî. Íàïîìíèì, ÷òî äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ ìû çàäà¼ì ïàðîé ïîäìíîæåñòâ (I; J).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 äëÿ ãðóïïû E6

ëèáî I, ëèáî J ñîâïàäàåò ñ {α1}. Ïîýòîìó âî âñåõ ñëó÷àÿõ L∩M áóäåò ïîäãðóïïîé Lα1 , ãäå

Lα1 � ïîäãðóïïà Ëåâè â P{α1}, à UP ∩UQ ⊆ UP{α1}
. Îïèøåì, êàê óñòðîåíî äåéñòâèå Lα1 íà

UP{α1}
.

ε2
_εε_ε3ε_εε3

_ε4ε_ε5ε4
_ε

ε4
_εε_ε5

ε1
_ε2ε1
_ε2

_

α11 α2 α3 α4 α5

α6

Рис.1.0.1

Ãðóïïà Lα1 ëîêàëüíî èçîìîðôíà D5 × C×. Å¼ äèàãðàììà Äûí-

êèíà ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ E6 âûêèäûâàíè-

åì âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòîìó êîðíþ α1. Äëÿ ãðóïïû

D5 åñòü ñòàíäàðòíîå çàäàíèå êîðíåé ÷åðåç âåñà εi (ñì. [1, òàáë.

1]) � ïîäïèøåì êîðíè íà ðèñ. 1.0.1. Âåñà â UP{α1}
(îòíîñèòåëü-

íî òîðà â E6) èìåþò âèä α1 +
∑6

i=2 kiαi. Ïðîåêöèÿ α1 íà ïðîñòðàíñòâî âåñîâ D5 ðàâíà

1
2
(−ε1 − ε2 − ε3 − ε4 + ε5). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå [Lα1 , Lα1 ] â UP{α1}

� ýòî ïîëó-

ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû. Âåñàìè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäóò âåñà

âèäà 1
2
(±ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4 ± ε5) ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ìèíóñîâ. Èçîáðàçèì âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ

íà ðèñ. 1.0.2, èçîáðàæàÿ âåñ 1
2
(±ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4 ± ε5) ñòîëáöîì èç ïëþñîâ è ìèíóñîâ.
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1. E6, (α1;α1)
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Рис.1.1.1

Âíà÷àëå ìû íàéäåì ãåîìåòðè÷åñêè (B∩L∩M)-èíâàðèàíòíûå äèâè-

çîðû íà UP ∩UQ. Óñëîâèå x1 := qα1 = 0 çàäàåò èíâàðèàíòíûé äèâèçîð

íà S1 = UP ∩ UQ. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çàäàííîå óñëîâè-

åì qα1 ̸= 0. Äåéñòâóÿ ãðóïïîé U ∩ L ∩ M íà òî÷êè ýòîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà, îáíóëèì êîîðäèíàòû q110000, q111000, q111001, q111100, q111101,

q112101, q111110, q111111, q112111, q112211. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé ÷åðåç

A1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíóëèòü êîîðäèíàòó qγ, γ ∈ A1 ìû äåéñòâîâàëè ïîäãðóïïîé Uγ−α1 .
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Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êîíåé {γ − α1 | γ ∈ A1} ÷åðåç A1 − α1. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå S2,

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïîëó÷åííîãî âèäà. Îíî ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 6.1.1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ2 := α1 + 2α2 + 2α3 + α4 + α6. Êîîðäèíàòó x2 := qµ2 ìû îáíóëèòü íà

âñåì ñå÷åíèè S2 íå ìîæåì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû îáíóëèòü qµ2 , îñòàâàÿñü âíóòðè S2, íóæíî

ïîäåéñòâîâàòü ãðóïïîé Uµ2−α1 , íî µ2 − α1 /∈ ∆(U ∩ L ∩ M). Óñëîâèå x2 = 0 çàäà¼ò íà S2

äèâèçîð. Îòìåòèì, ÷òî UA1−α1-îðáèòû â S1\D1 ïåðåñåêàþò S2 òðàíñâåðñàëüíî. Çàìûêàíèå

îáúåäèíåíèÿ (B ∩ L ∩ M)-îðáèò òî÷åê èç S2 ñ x2 = 0 áóäåò (B ∩ L ∩ M)-èíâàðèàíòíûì

äèâèçîðîì íà UP ∩ UQ.

Ïðè ïðèâåäåíèè òî÷êè ê ñå÷åíèþ S2 ìû äåéñòâîâàëè ïîäãðóïïîé UA1−α1 ⊂ U ∩ L ∩

M , îñòàëîñü äåéñòâèå U∆(U∩L∩M)\A1−α1 . Ïîäãðóïïà H2 := U∆(U∩L∩M)\A1−α1 ñîõðàíÿåò S2.

Äåéñòâóÿ H2, ìû ìîæåì îáíóëèòü îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû (íà ìåñòàõ ∗): q122111, q122211,

q123211, q123212.
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Рис.1.1.2

Òàêèì îáðàçîì, âíå äèâèçîðîâ D1, D2 ëþáàÿ òî÷êà èç UP ∩ UQ

äåéñòâèåì ãðóïïû U ∩ L ∩M ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, ñõåìàòè÷íî èçîáðà-

æåííîìó íà ðèñóíêå 1.1.2. Åñëè ïîäåéñòâîâàòü åùå òîðîì T , òî ìîæíî

ñäåëàòü x1 = x2 = 1. Çíà÷èò, ëþáàÿ òî÷êà (èç UP ∩ UQ) âíå D1 è D2

ëåæèò â îòêðûòîé B-îðáèòå, à çíà÷èò D1, D2 � âñå (B ∩ L ∩ M)-

èíâàðèàíòíûå äèâèçîðû íà UP ∩ UQ.

Òåïåðü íàéäåì âåñà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé f1, f2 íà UP ∩UQ, çàäàþùèõ D1 è D2. Äèâèçîð

D1 çàäà¼òñÿ óñëîâèåì qα1 = 0 íà âñåì UP ∩UQ, ïîýòîìó f1 = g1 = qα1 è wt f1 = −α1 (à òîãäà

ïî îïðåäåëåíèþ λ1 := −wt f1 = α1). Äèâèçîð D2 çàäà¼òñÿ óñëîâèåì q122101 = 0, íî íå íà

UP ∩UQ, à òîëüêî íà ñå÷åíèè S2. Ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ äî ðàöèîíàëüíîé (U ∩L∩M)-

èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè g2 íà UP∩UQ. Íàïîìíèì, ÷òî µ2 := −wt g2 = α1+2α2+2α3+α4+α6.

Ôóíêöèÿ g2 ìîæåò èìåòü ïîëþñ âäîëü D1, òîãäà f2 = g2 · fk
1 äëÿ íåêîòîðîãî k. Íàéäåì

äàííîå k.

Âî ïåðâûõ, ìû çíàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå l, ÷òî wt f2 + lω1 = (−µ2 − kλ1) + lω1

áóäåò äîìèíàíòíûì. Ïîýòîìó ⟨µ2 + kλ1, α
∨
i ⟩ 6 0, ∀i ̸= 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè i = 2 èìååì

⟨µ2 + kλ1, α
∨
2 ⟩ = 1− k · 1 6 0, à çíà÷èò k > 1.

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêó ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïóñòü x ∈ UP ∩ UQ \ D1. Âîçüì¼ì òàêîå

u ∈ U ∩ L ∩M , ÷òî ux ∈ S2. Ïîñìîòðèì, êàê âûðàæàåòñÿ êîîðäèíàòà x2 òî÷êè ux ÷åðåç

êîîðäèíàòû òî÷êè x. Ïðè îáíóëåíèè êîîðäèíàò q110000, q111000, q111001 ê êîîðäèíàòå q122101

ïðèáàâëÿþòñÿ c1
q112101

x1
, c2

q111101
x1

è c3
q111100

x1
ñîîòâåòñòâåííî (êîíñòàíòû c1, c2, c3 çàâèñÿò îò

âûáîðà êîðíåâûõ âåêòîðîâ). Òîãäà x2 = q122101 + f
x1
, ãäå f � ìíîãî÷ëåí îò êîîðäèíàò

òî÷êè x. Ýòî âûðàæåíèå è áóäåò ïðîäîëæåíèåì êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè x2 íà ñå÷åíèè S2
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äî (U ∩ L ∩M)-èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè g2 íà UP ∩ UQ. Òàêèì îáðàçîì, k = −ordD1g2 6 1.

Èç äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî k = 1. Çíà÷èò f2 = g1g2 è λ2 = −wt f2 = λ1 + µ2.

Òåïåðü íàéäåì ìóëüòèñòåïåíè è âåñà D1 è D2.

Ïóñòü ïîðÿäêè f1 âäîëü äèâèçîðîâ Øóáåðòà ðàâíû kP è kQ. Òîãäà ïî ëåììå 3.2à èìååì

kP + kQ > ⟨λ1, α
∨
1 ⟩ = 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 3.2b ìû çíàåì, ÷òî kP 6 ⟨λ1, ω
∨
1 ⟩ = 1. Àíàëîãè÷íî kQ 6 1.

Èç ýòèõ äâóõ îöåíîê ïîëó÷àåì, ÷òî kP = kQ = 1.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ D2. Âíà÷àëå ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå f2 ÷åðåç êîîðäèíàòû

UP ∩ UQ. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç ei1i2...ik := [. . . [eαi1
, eαi2

], . . . , eαik
]. Íàéäåì âû-

ðàæåíèå g2 îò êîîðäèíàò ïðè e1, e12, e123, e1236, e1234, e12346, e123463, e1234632. Â êà÷åñòâå

êîðíåâûõ âåêòîðîâ eα , α ∈ A1 − α1 âîçüì¼ì e2, e23, e236, e234, e2346, e23463. Âûïèøåì â òàáëè-

öó 1 çíà÷åíèÿ êîììóòàòîðîâ äàííûõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïðàâèë ßêîáè.

@
@

@
@@

v1

v2
e2 e23 e236 e234 e2346 e23463

e1 e12 e123 e1236 e1234 e12346 e123463

e12 0 0 0 0 0 e1234632

e123 0 0 0 0 −e1234632 0

e1236 0 0 0 e1234632 0 0

e1234 0 0 e1234632 0 0 0

e12346 0 −e1234632 0 0 0 0

e123463 e1234632 0 0 0 0 0

e1234632 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êîììóòàòîðîâ [v1, v2]

Òåïåðü áóäåì ïðèâîäèòü òî÷êó ê ñå÷åíèþ S2 è îáíóëÿòü êîîðäèíàòû. ×òîáû îáíóëèòü

êîîðäèíàòó q110000, ìû äåéñòâóåì íà òî÷êó x ýëåìåíòîì exp( q110000
q100000

e2). Äåéñòâèòåëüíî:

exp

(
q110000
q100000

e2

)
exp (q100000e1 + q110000e12 + . . .) exp

(
q110000
q100000

e2

)−1

=

= exp

(
(q100000e1 + q100000

q110000
q100000

[e2, e1]) + q110000e12 + . . .

)
.

Ïîñêîëüêó [e2, e1] = −e12, òî êîýôôèöèåíò ïðè e12 îáíóëèòñÿ. Ïðè ýòîì ê q122101 ïðèáàâ-

ëÿåòñÿ − q112101
q100000

([e2, e123463] = −e1234632). Äàëåå ïðè îáíóëåíèè q111000 ê êîîðäèíàòå q122101
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ïðèáàâëÿåòñÿ q111101
q100000

(ñî çíàêîì �+�, ïîñêîëüêó [e23, e1] = −e123 è [e23, e12346] = e1234632).

Ïðè îáíóëåíèè q111001 ê êîîðäèíàòå q122101 ïðèáàâëÿåòñÿ − q111100
q100000

(ñî çíàêîì �−�, ïîñêîëü-

êó [e236, e1] = −e1236 è [e236, e1234] = −e1234632). Ïðè îáíóëåíèè îñòàëüíûõ êîîðäèíàò (ïðè

ïðèâåäåíèè ê ñå÷åíèþ S2) êîîðäèíàòà q122101 áîëüøå íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

g2 = q122101 −
q110000 · q112101

q100000
+

q111000 · q111101
q100000

− q111001 · q111100
q100000

,

à òîãäà

f2 = g1g2 = q100000 · q122101 − q110000 · q112101 + q111000 · q111101 − q111001 · q111100.

Òåïåðü íàéäåì êðàòíîñòü ïîëþñà f2 âäîëü äèâèçîðà Øóáåðòà DQ,1. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå

íóæíî ïðîäîëæèòü f2 íà [e]×UQ[e], íî â íàøåì ñëó÷àå UQ = UP ∩UQ, ïîýòîìó ïðîäîëæàòü

íå íóæíî. Âîçüì¼ì Q′ = P{α1,α2}, òîãäà∆(UQ′)\{α1} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî rα1 . Ïîäíèìåì

f2 íà [e]×G/Q′−. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòû (íà [e]× UQ′), çàäàííûå íàáîðîì ïîäìíîæåñòâ

B1 = ∆(UQ), B2 = ∆(UQ′)\∆(UQ). Òîãäà â òàêèõ êîîðäèíàòàõ âûðàæåíèå f2 íå èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì äðóãèå êîîðäèíàòû (áóäåì ïîìå÷àòü èõ øòðèõàìè), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáè-

åíèþ B′
1 = B1 \ {α1}, B′

2 = B2, B′
3 = {α1}. Òîãäà ñîãëàñíî ðàññóæäåíèþ â ðàçäåëå 3.4.1

êðàòíîñòü ïîëþñà âäîëü äèâèçîðà DQ,1 ðàâíà ñòåïåíè f2 ïî êîîðäèíàòå q
′
α1
. Ïîêàæåì, ÷òî

èñõîäíûå êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç øòðèõîâàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q100000 = q′α1

q110000 = q′110000 − q′α1
q′010000

q111000 = q′111000 − q′α1
q′011000

q111001 = q′111001 − q′α1
q′011001

q111100 = q′111100 − q′α1
q′011100

q111101 = q′111101 − q′α1
q′011101

q112101 = q′112101 − q′α1
q′012101

q122101 = q′122101 + q′α1
(q′010000q

′
012101 − q′011000q

′
011101 + q′011001q

′
011100)

(4)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ =
∑

γ∈B′
2
q′γeγ. Òîãäà

exp(ξ) exp(q′α1
eα1) = exp

(
q′α1

eα1 + [ξ, q′α1
eα1 ] +

1

2
[ξ, [ξ, q′α1

eα1 ]] + . . .

)
exp(ξ)

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ïðè e1, . . . , e1234632 â âûðàæåíèè q
′
α1
eα1+[ξ, q′α1

eα1 ]+
1
2
[ξ, [ξ, q′α1

eα1 ]]+

. . .. Êîýôôèöèåíò ïðè e1 î÷åâèäíî ðàâåí q′α1
. Â âûðàæåíèè [ξ, q′α1

eα1 ] êîýôôèöèåíòû ïðè
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e12, . . . , e123463 ðàâíû−q′α1
q′010000, . . .,−q′α1

q′012101 ñîîòâåòñòâåííî. Â âûðàæåíèÿõ [ξ, [ξ, q′α1
eα1 ]],

[ξ, [ξ, [ξ, q′α1
eα1 ]]], . . . êîýôôèöèåíòû ïðè e12, . . . , e123463 ðàâíû íóëþ.

Òåïåðü íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðè e1234632. Îí ìîæåò áûòü íåíóëåâûì òîëüêî â âûðàæå-

íèè 1
2
[ξ, [ξ, q′α1

eα1 ]]. Âû÷èñëèì åãî:

1

2

(
[q′010000e2, [q

′
012101e23463, q

′
α1
e1]] + [q′011000e23, [q

′
011101e2346, q

′
α1
e1]] + . . .+

+[q′012101e23463, [q
′
010000e2, q

′
α1
e1]]

)
=

= q′α1
(q′010000q

′
012101 − q′011000q

′
011101 + q′011001q

′
011100)e1234632

Ïîñêîëüêó êîììóòàòîð êîðíåâûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì èç ∆(UP{α1}
), ðà-

âåí íóëþ, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ èñõîäíûõ êîîðäèíàò ïðè e1, . . . , e1234632 íóæíî ñëîæèòü ñîîò-

âåòñòâóþùèå øòðèõîâàííûå êîîðäèíàòû è êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèè q′α1
eα1+[ξ, q′α1

eα1 ]+

1
2
[ξ, [ξ, q′α1

eα1 ]] + . . .. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì òðåáóåìîå âûðàæåíèå êîîðäèíàò (4).

Åñëè âûðàçèòü f2 ÷åðåç øòðèõîâàííûå êîîðäèíàòû (òî åñòü êîîðäèíàòû íà UQ′), òî

êîýôôèöèåíò ïðè q′2α1
ñîêðàùàåòñÿ, ñòåïåíü f ïî q′α1

ðàâíà 1. Òî åñòü kQ = 1. Àíàëîãè÷íî

kP = 1.

Òàêèì îáðàçîì, F1 èìååò ìóëüòèñòåïåíü (1, 1) è âåñ −λ1 + 2ω1 = −α1 + 2ω1 = ω2, à

F2 èìååò ìóëüòèñòåïåíü (1, 1) è âåñ −λ2 + 2ω1 = −2α1 − 2α2 − 2α3 − α4 − α6 + 2ω1 = ω5.

Ðåçóëüòàò îòîáðàæåí â òàáëèöå:

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω2 100000 2 -1 0 0 0 0 g1 100000 2 -1 0 0 0 0

F2 (1, 1) ω5 122101 0 1 0 0 -1 0 g1g2 222101 2 0 0 0 -1 0

2. E6, (α1;α2)

4

5

4

1x
3x2x
4x

5x

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.2.1

Ðàçáåðåì åù¼ îäèí ïðèìåð ïîäðîáíî.

Íàéäåì âåñà ôóíêöèé íà UP ∩ UQ, çàäàþùèõ äèâèçîðû. Âåñà f1 è f2 íàõîäèòñÿ àíàëî-

ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Íàéäåì âåñ f3. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî q122101 � èíâàðèàíòíàÿ

îòíîñèòåëüíî U ∩M ∩ L êîîðäèíàòà, à çíà÷èò, îíà çàäà¼ò äèâèçîð íå òîëüêî íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ñå÷åíèè, à è íà âñåì UP ∩ UQ. Òîãäà g3 íå èìååò ïîëþñîâ âäîëü D1 è D2, à

çíà÷èò, f3 = g3.
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4

5

4

1x

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.2.2

0

0

0 0

0

0

4

5

4

1x
3x2x

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.2.3

0

0

0 0

0

0

0

0

Íàéäåì âåñ f4. Ïóñòü f4 = g4g
k1
1 gk22 gk33 . Ïóñòü x ∈ (UP ∩UQ) \ (D1 ∪

D2∪D3), u ∈ U ∩L∩M , ux ∈ S4. Ïîñìîòðèì, êàê âûðàæàåòñÿ êîîðäè-

íàòà x4 òî÷êè ux ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè x. Âíà÷àëå çàãîíèì òî÷êó

x â ñå÷åíèå S2 (òî åñòü ðàññìîòðèì òàêîå u1x, ÷òî u1 ∈ U ∩ L ∩ M ,

u1x ∈ S2). Òîãäà ê êîîðäèíàòàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñåðûì êëåòêàì íà

ðèñ. 1.2.2, ïðèáàâëÿåòñÿ âûðàæåíèå âèäà f
x1
, ãäå f � ìíîãî÷ëåí îò

êîîðäèíàò òî÷êè x. Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû (êðîìå îáíóëåííûõ è ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñåðûì êëåòêàì) íå èçìåíèëèñü. Òåïåðü çàãîíèì òî÷êó

â ñå÷åíèå S3. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñåðûì êëåòêàì

íà ðèñ. 1.2.3 èçìåíèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qγ  qγ + c
q′γ−α2

x3

x2

= qγ + c
(qγ−α2 +

f
x1
)q122101

x2

,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, øòèðõîâàííûå êîîðäèíàòû � êîîðäèíàòû òî÷êè u1x. Îñòàëü-

íûå êîîðäèíàòû íå èçìåíèëèñü. Îòìåòèì, ÷òî S4 = S3 è òåì ñàìûì ìû óæå ïðèâåëè òî÷êó

ê ñå÷åíèþ S4. Òàêèì îáðàçîì, g4 = q122111 +
f

g1g2
, ãäå f � ìíîãî÷ëåí îò êîîðäèíàò òî÷êè x.

Îòìåòèì, ÷òî g3 â çíàìåíàòåëå íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó k1, k2 6 1, k3 = 0.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ê âåñó f4 ìîæíî ïðèáàâèòü êðàòíîñòè ω1 è ω2 òàê, ÷òî

ïîëó÷èòñÿ äîìèíàíòíûé âåñ. Òîãäà êîýôôèöèåíòû µ4 + k1µ1 + k2µ2 ïðè âåñàõ ω3, . . . , ω6

äîëæíû áûòü íåïîëîæèòåëüíû. Ïîñìîòðèì íà ðàçëîæåíèå âåñîâ µ1,µ2,µ4 ïî ôóíäàìåí-

òàëüíûì âåñàì:

µ1 = ω1 + ω2 − ω3

µ2 = ω1 − ω2 + ω3 − ω5

µ4 = ω2 − ω4 + ω5

Çàìåòèì, ÷òî µ4 èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïðè ω5. Òîãäà k2 > 1. Ïîñêîëüêó

ìû óæå çíàåì, ÷òî k2 6 1, òî k2 = 1. Âåñ µ4 + µ2 èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïðè

ω3, òîãäà k1 > 1, à çíà÷èò k1 = 1. Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè, ÷òî f4 = g1g2g4.

Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî f5 = g1g5.

Êðàòíîñòè ïîëþñîâ âäîëü äèâèçîðîâ Øóáåðòà íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1. Îòâåò

îòîáðàæåí â òàáëèöå:
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deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω3 110000 1 1 -1 0 0 0 g1 110000 1 1 -1 0 0 0

F2 (2, 1) ω2 + ω5 112101 1 -1 1 0 -1 0 g1g2 222101 2 0 0 0 -1 0

F3 (1, 1) ω1 + ω5 122101 0 1 0 0 -1 0 g3 122101 0 1 0 0 -1 0

F4 (2, 1) ω4 122111 0 1 0 -1 1 0 g1g2g4 344212 2 1 0 -1 0 0

F5 (1, 1) ω6 123211 0 0 1 0 0 -1 g1g5 233211 1 1 0 0 0 -1

3. E6, (α1;α4)

3x

2x
4x 5x

1x
4

5

4

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.3

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω5 + ω6 111100 1 0 0 1 -1 -1 g1 111100 1 0 0 1 -1 -1

F2 (2, 1) ω3 111111 1 0 -1 0 1 1 g1g2 222211 2 0 -1 1 0 0

F3 (1, 1) ω2 112211 1 -1 0 1 0 0 g3 112211 1 -1 0 1 0 0

F4 (2, 1) ω6 123211 0 0 1 0 0 -1 g1g2g4 345422 2 0 0 1 0 -1

F5 (1, 1) ω5 123212 0 0 0 0 0 1 g1g5 234312 1 0 0 1 -1 0

4. E6, (α1;α5)

1x
2x

4

5

4

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.4

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω6 111110 1 0 0 0 1 -1 g1 111110 1 0 0 0 1 -1

F2 (1, 1) 0 123212 0 0 0 0 0 1 g1g2 234322 1 0 0 0 1 0

5. E6, (α1;α6)

2x 3x

1x
4

5

4

2 3 6 3 2 3 6

Рис.1.5
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deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω4 111001 1 0 0 -1 0 1 g1 111001 1 0 0 -1 0 1

F2 (2, 1) ω2 112211 1 -1 0 1 0 0 g1g2 223212 2 -1 0 0 0 1

F3 (1, 1) ω1 123212 0 0 0 0 0 1 g3 123212 0 0 0 0 0 1

6. E6, (α1;α1, α5)

2 3 6 3 2 3 6

4

5

4

1x
2x

3x 4x
5x

Рис.1.6

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1, 0) ω2 100000 2 -1 0 0 0 0 g1 100000 2 -1 0 0 0 0

F2 (1, 1, 0) ω5 122101 0 1 0 0 -1 0 g1g2 222101 2 0 0 0 -1 0

F3 (1, 0, 1) ω6 111110 1 0 0 0 1 -1 g3 111110 1 0 0 0 1 -1

F4 (1, 1, 1) ω4 122111 0 1 0 -1 1 0 g1g4 222111 2 0 0 -1 1 0

F5 (1, 0, 1) 0 123212 0 0 0 0 0 1 g3g5 234322 1 0 0 0 1 0

ñëîæíîñòü 1

7. E6, (α1;α1, α2)

2 3 6 3 2 3 6

4

5

4

1x 2x
3x 4x

6x

5x

Рис.1.7

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1, 0) ω2 100000 2 -1 0 0 0 0 g1 100000 2 -1 0 0 0 0

F2 (1, 0, 1) ω3 110000 1 1 -1 0 0 0 g2 110000 1 1 -1 0 0 0

F3 (2, 0, 1) ω2 + ω5 112101 1 -1 1 0 -1 0 g2g3 222101 2 0 0 0 -1 0

F4 (1, 0, 1) ω1 + ω5 122101 0 1 0 0 -1 0 g4 122101 0 1 0 0 -1 0

F5 (2, 0, 1) ω4 122111 0 1 0 -1 1 0 g2g3g5 344212 2 1 0 -1 0 0

F6 (1, 0, 1) ω6 123211 0 0 1 0 0 -1 g2g6 233211 1 1 0 0 0 -1

F7 (1, 1, 0) ω5

F1F4

F3FQ,1 (2, 1, 1) ω1 + ω2 + ω5

F7FP,1FQ,2
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Ïîÿñíèì, êàê ìû èùåì ñîîòíîøåíèÿ è êàê ìû íàøëè D7. Äåéñòâèåì ãðóïïû U ∩L∩M

ìû ïðèâåëè ëþáóþ òî÷êó èç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà (UP ∩UQ)\ (D1∪ . . .∪D6) ê âèäó êàê íà

ðèñóíêå 1.7. Åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåñàìè xi èìååò âèä: µ1 − µ2 − µ3 + µ4 = 0.

Òîãäà äåéñòâèåì òîðà ìû ìîæåì ñäåëàòü âñå xi ðàâíûìè åäèíèöå, êðîìå x4. Ïðè ýòîì

íà ìåñòå x4 áóäåò ñòîÿòü x1x4

x2x3
. Ýòî ÷èñëî è áóäåò ïàðàìåòðèçîâàòü îðáèòû â îòêðûòîì

ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê èç îðáèòû â UP ∩ UQ , ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó z,

áóäåò âåðíî g1g4
g2g3

= z. Ïåðåïèøåì â äðóãîì âèäå:

0 = g1g4−zg2g3 = f1f4−zf3 ⇒ 0 = (f1FP,1FQ,1)(f4FP,1FQ,2)−z(f3F
2
P,1FQ,2)FQ,1 = F1F4−zF3FQ,1.

Çàìûêàíèå â G/P−×G/Q− îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó z, áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâ-

íåíèåì F1F4 − zF3FQ,1 = 0.

Íà F2, F5, F6 ñå÷åíèå F1F4 − zF3FQ,1 íå äåëèòñÿ íè ïðè êàêîì z èç ñîîáðàæåíèé âåñîâ.

Íî îíà ìîæåò äåëèòüñÿ íà FP,1 è FQ,2. Âñïîìíèì, ÷òî èç ñëó÷àÿ 1 ìû çíàåì, ÷òî åñòü

åùå äèâèçîð D7 ìóëüòèñòåïåíè (1, 1, 0) è âåñà ω5. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî z0 âåðíî F1F4 −

z0F3FQ,1 = F7FP,1FQ,2.

8. E6, (α1;α1, α6)

2 3 6 3 2 3 6

4

5

4

1x 2x
3x

4x 6x5x

Рис.1.8

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1, 0) ω2 100000 2 -1 0 0 0 0 g1 100000 2 -1 0 0 0 0

F2 (1, 0, 1) ω4 111001 1 0 0 -1 0 1 g2 111001 1 0 0 -1 0 1

F3 (1, 1, 0) ω5 122101 0 1 0 0 -1 0 g1g3 222101 2 0 0 0 -1 0

F4 (2, 0, 1) ω2 112211 1 -1 0 1 0 0 g2g4 223212 2 -1 0 0 0 1

F5 (2, 1, 1) ω3 122211 0 1 -1 1 0 0 g1g2g5 333212 3 0 -1 0 0 1

F6 (1, 0, 1) ω1 123212 0 0 0 0 0 1 g6 123212 0 0 0 0 0 1

F1F6 (2, 1, 1) ω1 + ω2

F4FQ,1

9. E6, (α1;α4, α5)
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3x2x
4x 6x
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Рис.1.9

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1, 0) ω5 + ω6 111100 1 0 0 1 -1 -1 g1 111100 1 0 0 1 -1 -1

F2 (1, 0, 1) ω6 111110 1 0 0 0 1 -1 g2 111110 1 0 0 0 1 -1

F3 (2, 1, 0) ω3 111111 1 0 -1 0 1 1 g1g3 222211 2 0 -1 1 0 0

F4 (1, 1, 0) ω2 112211 1 -1 0 1 0 0 g4 112211 1 -1 0 1 0 0

F5 (2, 1, 0) ω6 123211 0 0 1 0 0 -1 g1g3g5 345422 2 0 0 1 0 -1

F6 (1, 1, 0) ω5 123212 0 0 0 0 0 1 g1g6 234312 1 0 0 1 -1 0

F7 (1, 0, 1) 0

F5FQ,5

F2F6 (2, 1, 1) ω5 + ω6

F1F7

10. E6, (α1;α5, α6)
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Рис.1.10

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 0, 1) ω4 111001 1 0 0 -1 0 1 g1 111001 1 0 0 -1 0 1

F2 (1, 1, 0) ω6 111110 1 0 0 0 1 -1 g2 111110 1 0 0 0 1 -1

F3 (1, 1, 1) ω3 111111 1 0 -1 0 1 1 g3 111111 1 0 -1 0 1 1

F4 (2, 0, 1) ω2 112211 1 -1 0 1 0 0 g1g4 223212 2 -1 0 0 0 1

F5 (1, 1, 0) 0 123211 0 0 1 0 0 -1 g3g5 234322 1 0 0 0 1 0

F6 (1, 0, 1) ω1 123212 0 0 0 0 0 1 g6 123212 0 0 0 0 0 1

F2F6 (2, 1, 1) ω1 + ω6

F5FP,1FQ,6

3.5.2. Àëãåáðû U-èíâàðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äëÿ ãðóïïû E7.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñåõ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 äëÿ ãðóïïû E7

ëèáî I, ëèáî J ñîâïàäàåò ñ {α1}. Ïîýòîìó âî âñåõ ñëó÷àÿõ L∩M áóäåò ïîäãðóïïîé Lα1 , ãäå
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Lα1 � ïîäãðóïïà Ëåâè â P{α1}, à UP ∩UQ ⊆ UP{α1}
. Îïèøåì, êàê óñòðîåíî äåéñòâèå Lα1 íà

UP{α1}
.

α2 α3 α4 α5 α6

α7

Рис.2.0.1

α11

_ε2ε1
_ε3ε2
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_ε6ε5

ε5ε4 εε6
______ ______ ______

Ãðóïïà Lα1 ëîêàëüíî èçîìîðôíà E6×C×. Å¼ äèàãðàììà

Äûíêèíà ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû Äûíêèíà äëÿ E7 âû-

êèäûâàíèåì âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòîìó êîð-

íþ α1. Äëÿ ãðóïïû E6 åñòü ñòàíäàðòíîå çàäàíèå êîðíåé

÷åðåç âåñà εi è ε (ñì. [1, òàáë. 1]) � ïîäïèøåì êîðíè íà

ðèñ. 2.0.1. Âåñà â UP{α1}
(îòíîñèòåëüíî òîðà â E7) èìåþò âèä α1+

∑7
i=2 kiαi. Ïðîåêöèÿ α1 íà

ïðîñòðàíñòâî âåñîâ E6 ðàâíà −ε1 − ε. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå [Lα1 , Lα1 ] â UP{α1}
�

ýòî ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå E6. Âåñàìè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäóò âåñà âèäà −εi ± ε,

εi + εj. Èçîáðàçèì âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ íà ðèñ. 2.0.2.
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1. E7, (α1;α1)
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Рис.2.1

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω2 1000000 2 -1 0 0 0 0 0 g1 1000000 2 -1 0 0 0 0 0

F2 (1, 1) ω6 1222101 0 1 0 0 0 -1 0 g1g2 2222101 2 0 0 0 0 -1 0

F3 (1, 1) 0 1234322 0 0 0 0 0 1 0 g1g2g3 3456423 2 0 0 0 0 0 0

2. E7, (α1;α6)
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Рис.2.2

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω7 1111110 1 0 0 0 0 1 -1 g1 1111110 1 0 0 0 0 1 -1

F2 (2, 1) ω2 1123212 1 -1 0 0 0 0 1 g1g2 2234322 2 -1 0 0 0 1 0

F3 (1, 1) ω1 1234322 0 0 0 0 0 1 0 g3 1234322 0 0 0 0 0 1 0

3. E7, (α1;α7)
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Рис.2.3

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω5 1111001 1 0 0 0 -1 0 1 g1 1111001 1 0 0 0 -1 0 1

F2 (2, 1) ω3 1112211 1 0 -1 0 1 0 0 g1g2 2223212 2 0 -1 0 0 0 1

F3 (1, 1) ω2 1123212 1 -1 0 0 0 0 1 g3 1123212 1 -1 0 0 0 0 1

F4 (2, 1) ω7 1233211 0 0 1 0 0 0 -1 g1g2g4 3456423 2 0 0 0 0 0 0

F5 (2, 2) ω4 1233212 0 0 1 -1 0 0 1 g1g2g5 3456424 2 0 0 -1 0 0 2

F6 (1, 1) ω6 1234312 0 0 0 0 1 -1 0 g1g6 2345313 1 0 0 0 0 -1 1

ñëîæíîñòü 1

4. E7, (α1;α2)
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deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F1 (1, 1) ω3 1100000 1 1 -1 0 0 0 0 g1 1100000 1 1 -1 0 0 0 0

F2 (2, 1) ω2 + ω6 1122101 1 -1 1 0 0 -1 0 g1g2 2222101 2 0 0 0 0 -1 0

F3 (1, 1) ω1 + ω6 1222101 0 1 0 0 0 -1 0 g3 1222101 0 1 0 0 0 -1 0

F4 (2, 1) ω5 1222111 0 1 0 0 -1 1 0 g1g2g4 3444212 2 1 0 0 -1 0 0

F5 (1, 1) ω7 1233211 0 0 1 0 0 0 -1 g1g5 2333211 1 1 0 0 0 0 -1

F6 (2, 1) ω6 1234312 0 0 0 0 1 -1 0 g1g2g4g6 4678524 2 1 0 0 0 -1 0

F7 (2, 1) ω2 1234322 0 0 0 0 0 1 0 g1g2g7 3456423 2 0 0 0 0 0 0

F8 (1, 1) ω1

F6FP,1FQ,2

F3F7 (3, 2) ω1 + ω2 + ω6

F2F8
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Рис.2.4.2

7x

4x

Ïîÿñíèì, êàê ìû íàøëè D8. Áóäåì äåéñòâîâàòü â

ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé ïîèñêà îñòàâøèõñÿ (êðîìå

D1, . . . , D7) èñêëþ÷èòåëüíûõ äèâèçîðîâ, îïèñàííîé â ðàçäå-

ëå 3.1.2. Â êà÷åñòâå F è F ′ ìû âîçüìåì F6FP,1FQ,2 è F3F7.

Èç ñîîáðàæåíèé âåñîâ è ñòåïåíåé F − zF ′ ìîæåò äåëèòü-

ñÿ íà F2. Òîãäà íàì õîòåëîñü áû íàéòè òàêîé D8, ÷òîáû

F − z0F
′ = F2F8 äëÿ íåêîòîðîãî z0. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì ïðèâîäèòü òî÷êó ê äðóãîìó êà-

íîíè÷åñêîìó âèäó � èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 2.4.2. Òîãäà äèâèçîðû D′
i, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïåðåìåííûì xi íà ðèñ. 2.4.2 áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå âåñà è ìóëüòèñòåïåíè:

deg âåñ sDi
µi ïî αj µi ïî ωj fi λi ïî αj λi ïî ωj

F ′
1 (1, 1) ω1 + ω6 1222101 0 1 0 0 0 -1 0 g1 1222101 0 1 0 0 0 -1 0

F ′
2 (1, 1) ω1 1234322 0 0 0 0 0 1 0 g1g2 2456423 0 1 0 0 0 0 0

F ′
3 (1, 1) ω3 1100000 1 1 -1 0 0 0 0 g3 1100000 1 1 -1 0 0 0 0

F ′
4 (1, 1) ω7 1111110 1 0 0 0 0 1 -1 g1g4 2333211 1 1 0 0 0 0 -1

F ′
5 (2, 1) ω2 + ω6 1122101 1 -1 1 0 0 -1 0 g3g5 2222101 2 0 0 0 0 -1 0

F ′
6 (2, 1) ω5 1122111 1 -1 1 0 -1 1 0 g1g3g6 3444212 2 1 0 0 -1 0 0

F ′
7 (2, 1) ω2 1123212 1 -1 0 0 0 0 1 g1g4g7 3456423 2 0 0 0 0 0 0

Îòìåòèì, ÷òî äèâèçîðà D′
2 íåò ñðåäè D1, . . . , D7 � îí è áóäåò íîâûì äèâèçîðîì D8.
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3.6. Ïðèìåðû ðàçëîæåíèé òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ïðåäñòàâëåíèé è îãðàíè÷åíèé ïðåäñòàâëåíèé íà

ïîäãðóïïó

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ äëÿ ãðóïïû E6, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïîäìíîæåñòâàì {α1} è {α1, α5}. Äàííîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ èìååò ñëîæíîñòü 0,

àëãåáðà R(X)U ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ìóëüòèñòåïåíåé (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0),

(1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 0, 1) è âåñîâ ω1, ω1, ω5, ω2, ω5, ω6, ω4, 0 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ äàí-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4à èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ

òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

V (m1ω1)⊗ V (n1ω1 + n5ω5) ≃
⊕

V ((k1 + k2)ω1 + k4ω2 + k7ω4 + (k3 + k5)ω5 + k6ω6) ,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî òàêèì ki, ÷òî

k1(1, 0, 0)+k2(0, 1, 0)+k3(0, 0, 1)+k4(1, 1, 0)+k5(1, 0, 1)+k6(1, 0, 1)+k7(1, 1, 1)+k8(1, 0, 1) =

= (m1, n1, n5).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ äëÿ ãðóïïû SO2l, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïîäìíîæåñòâàì {α1} è {αi, αi+1}, ãäå 1 < i < l−3. Äàííîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ èìå-

åò ñëîæíîñòü 1, àëãåáðà R(X)U ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ìóëüòèñòåïåíåé (1, 0, 0), (0, 1, 0),

(0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 0), (2, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 1), (2, 0, 1) è âåñîâ ω1, ωi, ωi+1, ωi−1, ωi+1, ωi,

ωi, ωi+2, ωi+1 ñîîòâåòñòâåííî, à îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå èìååò ìóëüòèñòåïåíü (2, 1, 1) è

âåñ ωi+ωi+1. Äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5 à èìååì ñëåäóþùóþ

ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

V (m1ω1)⊗V (niωi+ni+1ωi+1) ≃
⊕

V (k1ω1 + k4ωi−1 + (k2 + k6 + k7)ωi + (k3 + k5 + k9)ωi+1+

+ k8ωi+2)−

− V (l1ω1 + l4ωi−1 + (l2 + l6 + l7 + 1)ωi + (l3 + l5 + l9 + 1)ωi+1 + l8ωi+2)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî òàêèì ki, li, ÷òî

k1(1, 0, 0)+k2(0, 1, 0)+k3(0, 0, 1)+k4(1, 1, 0)+k5(1, 1, 0)+k6(2, 1, 0)+k7(1, 0, 1)+k8(1, 0, 1)+

+ k9(2, 0, 1) = (m1, ni, ni+1)

l1(1, 0, 0) + l2(0, 1, 0) + l3(0, 0, 1) + l4(1, 1, 0) + l5(1, 1, 0) + l6(2, 1, 0) + l7(1, 0, 1) + l8(1, 0, 1)+

+ l9(2, 0, 1) = (m1 − 2, ni − 1, ni+1 − 1).



120

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ äëÿ ãðóïïû E7, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïîäìíîæåñòâàì {α1} è {α2}. Äàííîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ èìååò ñëîæíîñòü 1, àëãåá-

ðà R(X)U ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ìóëüòèñòåïåíåé (1, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 1), (1, 1), (2, 1),

(1, 1), (2, 1), (2, 1), (1, 1) è âåñîâ ω1, ω2, ω3, ω2+ω6, ω1+ω6, ω5, ω7, ω6, ω2, ω1 ñîîòâåòñòâåííî,

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå èìååò ìóëüòèñòåïåíü (3, 2) è âåñ ω1 + ω2 + ω6.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1.10, íàéäåì îáðàçóþùèå R(G/Q−)U∩L. Òàêèì îáðàçîì ìû íàéäåì

ïðàâèëà âåòâëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé E7 âèäà V (n2ω2) íà ïîäãðóïïó E6.

Àëãåáðà R(G/Q−)U∩L ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ìóëüòèñòåïåíåé (1), . . . , (1) âåñîâ ω2,

ω3−ω1, ω2+ω6−2ω1, ω6, ω5−2ω1, ω7−ω1, ω6−2ω1, ω2−2ω1, 0, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå

èìååò ìóëüòèñòåïåíü (2) è âåñ ω2 + ω6 − 2ω1.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

ResGLVG(n2ω2) ≃

≃
⊕

VL((k1 + k3 + k8)ω2 + k2ω3 + k5ω5 + (k3 + k4 + k7)ω6 + k6ω7−

− (k2 + 2k3 + 2k5 + k6 + 2k7 + 2k8)ω1)

−
⊕

VL((l1 + l3 + l8 + 1)ω2 + l2ω3 + l5ω5 + (l3 + l4 + l7 + 1)ω6 + l6ω7−

− (l2 + 2l3 + 2l5 + l6 + 2l7 + 2l8 + 2)ω1), (5)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî òàêèì ki, li, ÷òî

k1 + k2 + k3 + k4 + k5 + k6 + k7 + k8 + k9 = n2

l1 + l2 + l3 + l4 + l5 + l6 + l7 + l8 + l9 = n2 − 2.
(6)

Òåïåðü âûðàçèì ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà ω̃i ãðóïïû E6 ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà ωi

ãðóïïû E7 è áàçèñíûé âåñ ω
′ òîðà C×. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ êîðíåé äëÿ äèàãðàì-

ìû Äûíêèíà E6, âëîæåííîé â äèàãðàììó Äûíêèíà E7, íà÷èíàåòñÿ ñî âòîðîãî ïðîñòîãî

êîðíÿ äëÿ E7.

Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíûå âåñà E6 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ âåñîâ E7 íà ïðîñòðàíñòâî âåñîâ E6, è âåñ ω1 îðòîãîíàëåí ýòîìó ïðîñòðàíñòâó,

òî

ω̃i = ωi+1 −
(ω1, ωi+1)

(w1, w1)
ω1.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì âåñîâ ÷åðåç âåñà εi, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

ω̃1 = ω2 −
4

3
ω1

ω̃2 = ω3 −
5

3
ω1

ω̃3 = ω4 − 2ω1

ω̃4 = ω5 −
4

3
ω1

ω̃5 = ω6 −
2

3
ω1

ω̃6 = ω7 − ω1

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷èì, ÷òî ω′ = 1
3
ω1.

Ôîðìóëó (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ResGLVG(n2ω2) ≃

≃
⊕

VL((k1 + k3 + k8)ω̃1 + k2ω̃2 + k5ω̃4 + (k3 + k4 + k7)ω̃5 + k6ω̃6+

+ (4k1 + 2k2 + 2k4 − 2k5 − 4k7 − 2k8)ω
′)

−
⊕

VL((l1 + l3 + l8 + 1)ω̃1 + l2ω̃2 + l5ω̃4 + (l3 + l4 + l7 + 1)ω̃5 + l6ω̃6+

+ (4l1 + 2l2 + 2l4 − 2l5 − 4l7 − 2l8 + 4)ω′),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî òàêèì ki, li, êàê â (6).
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1 åäèíûì êîí-

öåïòóàëüíûì ìåòîäîì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðåíû óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Ëèòòåëüìà-

íà, Ñòåìáðèäæà è Ïàíþøåâà (äëÿ ñëîæíîñòè 0; äëÿ ñëîæíîñòè 1, êîãäà îáå ïàðàáîëè-

÷åñêèå ïîäãðóïïû, çàäàþùèå äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ, ìàêñèìàëüíû) è ïîëó÷åíû

íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîñòè 1 (êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîä-

ãðóïï íå ìàêñèìàëüíà).

Íàéäåíî çàäàíèå ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé àëãåáð óíèïîòåíòíûõ èíâà-

ðèàíòîâ êîëåö Êîêñà äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ñëîæíîñòè 0 è 1. Òàêèì îáðàçîì,

ïðîâåðåíû óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Ëèòòåëüìàíà è Ïàíþøåâà (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïà-

ðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, çàäàþùèå äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ, ìàêñèìàëüíû) è ïîëó-

÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï íå

ìàêñèìàëüíà. Ýòî äà¼ò íîâûå ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ

ñåðèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Äîêàçàíî, ÷òî ëèáî àëãåáðà óíèïîòåíòíûõ èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà äâîéíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ ôëàãîâ ñëîæíîñòè 1 ñâîáîäíà, ëèáî å¼ îáðàçóþùèå ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì îïðå-

äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, îáîáù¼í ðåçóëüòàò Ïàíþøåâà íà ñëó÷àé, êîãäà

õîòÿ áû îäíà èç ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, çàäàþùèõ äâîéíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ, íå

ìàêñèìàëüíà.

Ïîëó÷åíû íîâûå ïðàâèëà âåòâëåíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç äîêàçàííîãî äèññåðòàíòîì

îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòà Ëèòòåëüìàíà î ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðîé àëãåáðû óíèïîòåíòíûõ

èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû Ëåâè

è ñòðóêòóðîé àëãåáðû óíèïîòåíòíûõ èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà äâîéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

ôëàãîâ.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèÿ äâîéíûõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ ê çàäà÷å ðàç-

ëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ,



123

âîçíèêëî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñâÿçíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G íà ïîäãðóïïó Ëåâè ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû. Åñòå-

ñòâåííî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà

ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ ðåäóêòèâíóþ ïîäãðóïïó. Ñëåäóÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîäõîäó, ðåøå-

íèå çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, ðåàëèçóþùèõñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâàõ ñå÷åíèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ G/P , íà ïîäãðóïïó

H âûòåêàåò èç îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû (U ∩H)-èíâàðèàíòîâ êîëüöà Êîêñà R(G/P ),

ãäå U è U ∩H � ìàêñèìàëüíûå óíèïîòåíòíûå ïîäãðóïïû â G è H ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó-

÷àå, êîãäà ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû H íà ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ G/P ìàëà, äàííàÿ

àëãåáðà äîïóñêàåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå îïèñàíèå.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-

íèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ íà ïîäãðóïïó, ãäå â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãîíàëü diag(G) ⊂ G×G.

Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà òåìû äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþ-

ùèå çàäà÷è: êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé ñëîæíîñòè 0 è 1 ðåäóêòèâíûõ ïîäãðóïï H ⊂ G

íà îáîáù¼ííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ôëàãîâ G/P ðåäóêòèâíûõ ãðóïï G, è îïèñàíèå èíâàðè-

àíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåö Êîêñà R(G/P ) îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé

ïîäãðóïïû â H.
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