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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Òåìàòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íàõîäèòñÿ íà ñòûêå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
è òåîðèè ìåðû ñ òåîðèåé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òåîðèåé äèôôó-
çèîííûõ ïðîöåññîâ è ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèÿì êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåòðèêàìè
è òîïîëîãèÿìè íà ïðîñòðàíñòâàõ ìåð è ñ òåîðåìàìè î íåïîäâèæíûõ òî÷åê â òàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ê êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðî-
âà (äàëåå ÔÏÊ) îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ìåð. Óðàâíåíèÿ ÔÏÊ, ò. å. ïàðàáîëè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð âèäà (ñ ñóììèðîâàíèåì ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-
ñàì)

∂tµt = ∂2
xixj

(aij(x, t, µ)µt)− ∂xi(bi(x, t, µ)µt), µ0 = ν (1)

ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ñàìûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ è ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå è ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè
ñðåäíåãî ïîëÿ è ñìåæíûõ âîïðîñàõ. Òðàäèöèîííî ìàòðèöà (aij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé
äèôôóçèè è ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, âåêòîð-
íîå ïîëå b = (bi) íàçûâàåòñÿ ñíîñîì. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòåé
ìåð ïîÿâèëèñü óæå â íà÷àëå XX âåêà â ðàáîòàõ À. Ôîêêåðà [46], Ì. Ïëàíêà [70]
è À.Í. Êîëìîãîðîâà [12]. Â ïîñëåäóþùèå äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷
ïðîäîëæèëè ìíîãèå äðóãèå âèäíûå ó÷åíûå, â òîì ÷èñëå Ì. Ñìîëóõîâñêèé, Ñ. ×ýïìåí,
È.Ã. Ïåòðîâñêèé, Ó. Ôåëëåð, Äæ. Íýø, Þ. Ìîçåð, Ë. Õ¼ðìàíäåð, Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ,
Î.À. Îëåéíèê, À. Ôðèäìàí. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà âïåðâûå ââåäåíû
À.À. Âëàñîâûì [7]. Èññëåäîâàíèÿìè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ è áëèç-
êèìè ïðîáëåìàìè çàíèìàþòñÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ðîññèéñêèå èññëåäîâàòåëè, íàçîâåì
ëèøü Í.Í. Óðàëüöåâó, Â.À. Ñîëîííèêîâà, Å.Â. Ðàäêåâè÷à, Í.Â. Êðûëîâà, ß.È. Áå-
ëîïîëüñêóþ, À.Þ. Âåðåòåííèêîâà, Þ.Å. Ãëèêëèõà, Â.Í. Äåíèñîâà, À.È. Íàçàðîâà,
À.À. Àðñåíüåâà, À.Ê. Ãóùèíà, Â.Â. Æèêîâà, À.Â. Ôóðñèêîâà, Â.Â. Êîçëîâà, Ñ.Â. Øà-
ïîøíèêîâà. Ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé êíèãå Áîãà÷åâà, Êðû-
ëîâà, Ð¼êíåðà, Øàïîøíèêîâà [5]. Óðàâíåíèÿ ÔÏÊ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ íà÷àëüíîé
ìåðû ν ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà, çàäàâàåìîãî ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îáîá-
ùàþò ñðàçó íåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé êëàññîâ óðàâíåíèé: òðàíñïîðòíîå
óðàâíåíèå [22,60], óðàâíåíèå Âëàñîâà (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ñè-
ëîâîì ïîëå [9, 10] è åãî îáîáùåíèÿ [38, 39]), ëèíåéíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà
(îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà) è çàäà-
÷à Êîøè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÌàêÊèíà � Âëàñîâà [65, 66, 76], ò. å.
ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-
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ñîâ. Çàìåòèì, ÷òî â åñòåñòâåííûõ è âàæíûõ ïðèìåðàõ êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ
ÔÏÊ íåãëàäêèå èëè íåîãðàíè÷åííûå.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ óðàâíå-
íèé ñî ñíîñîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñâåðòêîé ìåðû ñ ãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè. Âûÿâ-
ëÿþòñÿ âñå íîâûå ñâÿçè ýòèõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, à òàê-
æå èçó÷àåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ýòèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèå óðàâ-
íåíèÿ ÷åðåç ãðàäèåíòíûé ïîòîê [53] è ñâÿçè ñ òåîðèåé áîëüøèõ óêëîíåíèé [21].

Â ñëó÷àå íåãëàäêèõ è âûðîæäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ áîëåå ïðîäóêòèâíûì îêà-
çûâàåòñÿ èçó÷åíèå óðàâíåíèé ÔÏÊ îòíîñèòåëüíî ìåð, à íå èõ ïëîòíîñòåé (êîòîðûõ
ìîæåò è íå áûòü). Â ÷àñòíîñòè, â ðÿäå ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíå-
íèÿìè òèïà Âëàñîâà, ïëîòíîñòü ðåøåíèÿ èñ÷åçàåò â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè [38].
Êðîìå òîãî, ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì ÔÏÊ êàê ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî ìåð ïîçâî-
ëÿåò àíàëèçèðîâàòü óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ðàñïðîñòðàíÿòü
íà íèõ êîíå÷íîìåðíûå ðåçóëüòàòû. Âî âñåõ ýòèõ ñèòóàöèÿõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò
òîïîëîãèè è ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâàõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð òèïà ìåòðèêè Êàíòîðî-
âè÷à [2, 3], ÷òî âåñüìà õàðàêòåðíî è äëÿ äàííîé ðàáîòû.

Íåñìîòðÿ íà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó, ïîñâÿùåííóþ äàííîé òåìàòèêå, ïðàêòè÷åñêè
íåò îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè â ñëó÷àå íåëèïøèöåâûõ è
áûñòðî ðàñòóùèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó [49], â êîòîðîé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè îáùåãî âèäà óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è. Â ðà-
áîòàõ [39, 59] íåëèíåéíûå òðàíñïîðòíûå óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè òèïà ñâåðòîê
òàêæå èññëåäóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåð ñ ïîäõîäÿùåé ìåòðèêîé Êàíòîðîâè÷à, ïðè-
÷åì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåîäåçè÷åñêèå. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä
ñèëüíî èñïîëüçóåò ñïåöèôè÷åñêèé âèä êîýôôèöèåíòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ
îòíîñèòåëüíî ìåð â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíîé
ñòðóêòóðû êîýôôèöèåíòîâ. Òåì íå ìåíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêðûâàþò ìíî-
ãèå òèïè÷íûå ïðèìåðû. Ãëàâíîå îòëè÷èå ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îò
èçâåñòíûõ ðàíåå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå íàêëàäûâàåòñÿ ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðîñò êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, à ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Âàæíûì äîñòèæåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìîòðåí ñëîæíûé ñëó÷àé âûðîæäàþùåéñÿ ìàòðèöû äèôôóçèè è
äëÿ íåãî ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.

Òðàäèöèîííî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, çàäàí-
íûõ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòî ïîëåçíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ
äëÿ ìåð, çàäàííûõ íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ. Ýòî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñâîäèòü
âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ê óðàâíåíèÿì
îòíîñèòåëüíî ìåð íà ìåíüøåì ìíîæåñòâå, íî ñ áîëåå ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Â ýòîé ñâÿçè ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó [50], â êîòîðîé èññëåäóþòñÿ äèôôóçèîííûå
ïðîöåññû íà îáëàñòÿõ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ
ñ ïîòåíöèàëüíûì ñëàãàåìûì íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïî-
äîáíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñò-
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íûì. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ è ðåçóëüòàòû ïîêðûâàþò áîëüøîå ÷èñëî êîíêðåòíûõ ïðè-
ìåðîâ èç ðÿäà ñìåæíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ìåð è åñòåñòâåííûå âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è êà-
÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé èìåþò ñìûñë íå òîëüêî äëÿ ìåð, çàäàííûõ íà êîíå÷íî-
ìåðíûõ, íî è íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñâÿçü ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè
è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè çäåñü îñîáåííî âàæíà, ïîñêîëüêó â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òåðÿþòñÿ
ìíîãèå ôèçè÷åñêèå àíàëîãèè è îïèñàíèÿ (íàïðèìåð, óðàâíåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ òå-
ðÿåò íàãëÿäíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ). Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà ðàñòóùèé
â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè, èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íîìåðíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìåð ïîêà áûëî óäåëåíî çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå âíèìàíèÿ. Îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé äàí â ðàáîòå [36] è
êíèãå [5]. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè íå áûëî èçâåñòíî ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ â
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ñòàòüå [30] ðàññìîòðåí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðîñò êîýôôèöèåíòîâ
íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ äëÿ ìåð
â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ
óðàâíåíèé îáùåãî âèäà.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàòü îñíîâàííûå íà êîíñòðóêöèÿõ òåîðèè ìåðû ôóíê-
öèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ÔÏÊ
îòíîñèòåëüíî ìåð. Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ îáùåãî âèäà ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èçó÷èòü ñâîéñòâà ðåøåíèé è ïîëó÷èòü
îöåíêè ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðåøåíèÿìè. Èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ÔÏÊ ñ ïîòåíöèàëüíûì ñëàãàåìûì íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ â êîíå÷íî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíûì. Ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
óðàâíåíèé ÔÏÊ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì. Ðàçðàáîòàí ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ îáùåãî âèäà äëÿ ìåð, âêëþ÷àþùèé íîâûå óñëîâèÿ ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, íà îñíîâå êîòîðîãî

1. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ÔÏÊ îòíîñèòåëüíî ìåð ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè; ïîëó÷åíû
îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññàõ ìåð.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñëó÷àÿõ íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû äèôôóçèè è âîçìîæíî âûðîæäàþùåéñÿ ìàòðèöû äèôôóçèè. Ïîëó-
÷åíû îöåíêè â ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à ìåæäó ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ
ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

3. Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ ñ ïîòåíöèàëüíûì ñëàãàåìûì äëÿ ìåð íà îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâàõ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äîñòàòî÷íûå
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óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ñóáâåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ; íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ýòî ðåøåíèå âåðîÿòíîñòíîå.

4. Èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ â ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿò-
íîñòíîãî ðåøåíèÿ; èññëåäîâàíà åäèíñòâåííîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûõ äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ è äëÿ âîçìîæíî âûðîæäàþùèõñÿ äèô-
ôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à è ðàññòîÿíèÿ ïîë-
íîé âàðèàöèè ìåæäó ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìåðû, îñîáåííî
ñëàáûå òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâàõ ìåð è ìåòðèêè òèïà Êàíòîðîâè÷à, ìåòîäû ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à
òàêæå ðÿä îðèãèíàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ áåñêîíå÷íî-
ìåðíîãî àíàëèçà, òåîðèè ìåðû, óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû áóäóò âîñòðåáîâàíû
â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÈÀÍ èì. Â.À. Ñòåê-
ëîâà, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, ÑÏáÃÓ,
ÍÃÓ, Äàëüíåâîñòî÷íîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, ÍÈÓ
ÂØÝ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà¿ (2012�2015 ã.)
â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ
è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2012�2014 ã.), íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå
¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ (2013 ã.) â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Probability, stochastic modelling
and �nancial mathematics seminar¿ â óíèâåðñèòåòå Ëèäñà (Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2014 ã.),
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Microscopic descriptions and mean-�eld equations in
physics and social sciences¿ â óíèâåðñèòåòå Áàòà (Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2014 ã.), ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿,
ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ìîñêâà, 2014 ã.), áðèòàíñêî-ÿïîíñêîé øêî-
ëå ïî ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó â óíèâåðñèòåòå Óîðèêà (Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2014 ã.),
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî áåñêîíå÷íîìåðíîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó
â óíèâåðñèòåòå Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ, 2014 ã.), íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå
èì. Â.È. Ñìèðíîâà ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå â ÏÎÌÈ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2015 ã.),
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôèçèêà¿ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (2015 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 7 ðàáîòàõ àâòî-
ðà [13�16,61�63], â òîì ÷èñëå â 5 ðàáîòàõ ( [15,16,61�63]), îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ
íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ñïèñ-
êà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 80 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 96 ñòðàíèö.



Ãëàâà 1

Ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â äàííîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü â êëàññå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñëåäóþùåé
çàäà÷è Êîøè:

∂tµt = ∂2
xixj

(aij(x, t, µ)µt)− ∂xi(bi(x, t, µ)µt), µ0 = ν, (1.1)

ãäå ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rd.
Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà îáîáùàþò íåñêîëüíî âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé òèïîâ óðàâ-

íåíèé: òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèÿ Âëàñîâà, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ è
óðàâíåíèÿ ÌàêÊèíà � Âëàñîâà. Îíè îïèñûâàþò ýâîëþöèþ íà÷àëüíîé ìåðû ν ïîä
äåéñòâèåì ïîòîêà, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � îáûê-
íîâåííûõ èëè ñòîõàñòè÷åñêèõ. Êàæäîìó èç óêàçàííûõ òèïîâ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíà
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îòìåòèì êëàññè÷åñêóþ ðàáîòó Êîëìîãîðîâà [12], ãäå âûâåäå-
íû ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêèõ ïðî-
öåññîâ, è ðàáîòû ÌàêÊèíà [65, 66], ïîñâÿùåííûå íåëèíåéíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì è ñîîòâåòñòâóþùèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì. Ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå çàäà÷è,
ïðèâîäÿùèå ê èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ, ïðåäñòàâëåíû â [47].

Ïåðâûé âîïðîñ, ïîçíèêàþùèé ïðè ðàáîòå ñ ïîäîáíûìè óðàâíåíèÿìè � âîïðîñ
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé ïîñâÿùåíî
èçó÷åíèþ êà÷åñòñâåííûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé êîíêðåòíîãî òèïà. Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà
ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [9], ãäå ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è ñïå-
öèàëüíîãî âûáîðà ìåòðèêè � ìåòðèêè Êàíòîðîâè÷à � íà ïðîñòðàíñòâå ìåð. Îòìå-
òèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòè èäåè íåïðèìåíèìû, ïîñêîëüêó ðåøåíèå, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå åäèíñòâåííî. Îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà,
äàí â [10, 11]. Â ðàáîòàõ [45, 57, 59, 77] íåëèíåéíûå òðàíñïîðòíûå óðàâíåíèÿ ñî ñíî-
ñîì, ÿâëÿþùèìñÿ ñâåðòêîé ñ íåêèì ÿäðîì, èçó÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð ñ ìåòðèêîé Êàíòîðîâè÷à è ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãåîäåçè÷åñêèå. Îäíà-
êî ýòîò ïîäõîä ñèëüíî èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ. Òðàíñïîðòíûå
óðàâíåíèÿ, ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ, óðàâíåíèÿ Âëàñîâà è Áîëüöìàíà ñ ñîáîëåâ-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷àþòñÿ â [41, 42, 58], ãäå ðàçðàáîòàí ìåòîä ïåðåíîðìèðî-
âàííûõ ðåøåíèé, à ðàçðåøèìîñòü èçó÷àåòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Lp. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ
(íàïðèìåð, [23,38,53]) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé åäèíè÷íîé ìàòðèöû äèôôóçèè è ñíîñ
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âèäà

b(µt, x) = ∇ψ(x) +

ˆ
∇W (x− y) dµt

ìåòîäàìè ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ. Íåñìîòðÿ íà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó, ïðàêòè÷åñêè íå
èçâåñòíî ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äëÿ íåëèïøèöèå-
âûõ è áûñòðî ðàñòóùèõ êîýôôèöèåíòîâ â îáùåé ïîñòàíîâêå.

Ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ òðàíñïîðòíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáùèì ñíî-
ñîì â ÷àñòíîì ñëó÷àå óñòàíîâëåíî â [32]. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå óðàâíåíèÿ âåðîÿòíîñò-
íûìè ìåòîäàìè èçó÷åíû â ñòàòüå [49], ãäå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, òàì äîêàçàíî ñëåäóþùåå. Åñëè êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä aij(x, µt) è b

i(x, µt), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ çàäà÷à è
ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ, òî çàäà÷à Êîøè
(1.11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è
óñòàíîâëåíà â ïðåäïîëîæåíèè

|
√
A(µt, x)−

√
A(σt, y)|+ |b(µt, x)− b(σt, y)| ≤ C|x− y|+G(wp(µt, σt)),

ãäå A = (aij), b = (bi), wp åñòü p-ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à è G � íåêàÿ íåïðåðûâíàÿ

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞) ñî ñâîéñòâîì G(0) = 0 è

ˆ
0+

G−2(
√
u) du = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äîïóñêàþòñÿ òîëüêî ãëîáàëüíî ëèïøèöèåâû êîýôôèöèåíòû. Áîëåå
òîãî, çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò µ îãðàíè÷èâàåòñÿ ïî ñóòè ñâåðòêàìè ñ ïîëè-
íîìèàëüíî ðàñòóùèìè ÿäðàìè. Òàêæå îòìåòèì äîâîëüíî óñëîâíûé õàðàêòåð ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, òðåáóþùåãî àïðèîðè åäèíñòâåííîñòü äëÿ äðóãèõ çàäà÷. Â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è (èëè, ÷òî ýêâèâàëåòíî,
åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ÌàêÊèíà�Âëàñîâà)
äëÿ åäèíè÷íîé äèôôóçèè è ñíîñà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñâåðòêîé ñ ìîíîòîííûì íå÷åòíûì
ÿäðîì, èçó÷àåòñÿ â [26, 27]. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÌàêÊèíà�Âëàñîâà ïîëó÷å-
íû â [76]. Â ðàáîòå [1] âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Äàííàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç 3 ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ïîñâÿùåí âîïðîñó ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) è îöåíêàì âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ðåçóëü-
òàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [15,63]. Ðàçäåë 2 ñîäåðæèò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé äèôôóçèè, íå çà-
âèñÿùåé îò ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [61]. Íàêîíåö, â ðàç-
äåëå 3 ïðèâîäèòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ
ñ ìîíîòîííûìè ñíîñàìè ñ ïîìîùüþ îöåíîê ðàññòîÿíèé ìåæäó ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñíîñàìè.

Ãëàâíîå îòëè÷èå ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îò èçâåñòíûõ ðàíåå ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî íå íàêëàäûâàåòñÿ ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðîñò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-
íèÿ, à òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïó-
íîâà äëÿ óðàâíåíèé òàêîãî âèäà áûë ââåäåí Õàñüìèíñêèì â [51] è àêòèâíî ïðèìåíÿëñÿ
â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè (íàïðèìåð, ñì. [6,29,34]). Òàêæå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêîé êîíêðåòíîé
ôîðìû êîýôôèöèåíòîâ. Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêðûâàþò òèïè÷íûå



Ãëàâà 1. Ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé 9

ïðèìåðû [9�11,42,45,59,77]. Êðîìå òîãî, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü êîýôôè-
öèåíòîâ êëàññó Ñîáîëåâà èëè êëàññó ôóêíöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, à òîëüêî èõ
íåïðåðûâíîñòü. Òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé è blow-up.
Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìîòðåí ñëîæíûé ñëó÷àé âûðîæäàþùåé-
ñÿ ìàòðèöû äèôôóçèè, è äëÿ íåãî ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèÿì è òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Lµ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Lµu = aij(x, t, µ)∂2
xixj
u+ bi(x, t, µ)∂xiu,

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.
Ïóñòü M(Rd × [0, T ]) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà

Rd × [0, T ]. Íàïîìíèì, ÷òîM(Rd × [0, T ]) ñ ìåòðèêîé Êàíòîðîâè÷à�Ðóáèíøòåéíà

‖µ‖ = sup
{ˆ

f dµ : f ∈ Lip1, |f | ≤ 1
}

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. Áîëåå òîãî, òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ ýòîé
íîðìîé íà ïîäìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè [2, Òåîðåìà 8.3.1].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðà µ ∈ M(Rd × [0, τ ]) çàäàíà ñåìåéñòâîì áîðåëåâñêèõ ìåð
(µt)t∈[0,τ ] íà Rd (è ïèñàòü µ = (µt)[0,τ ] èëè µ = µt dt), åñëè îòîáðàæåíèå t 7→ µt(B)
èçìåðèìî ïî Áîðåëþ íà [0, τ ] äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B è äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Rd × (0, τ)) âûïîëíåíî

ˆ
Rd×[0,τ ]

u(x, t) dµ =

ˆ τ

0

ˆ
Rd
u(x, t) dµt dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàêæå íà âñå ôóíêöèè âèäà fu,
ãäå u òàêàÿ æå, êàê è âûøå, à f ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ = (µt)t∈[0,τ ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1), åñëè
ìåðû µt âåðîÿòíîñòíûå, îòîáðàæåíèÿ aij(x, t, µ) è bi(x, t, µ) áîðåëåâñêèå íà Rd ïðè
êàæäûõ 1 ≤ i, j ≤ d, è aij, bi ∈ L1(U × [0, τ ], dµ) äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî øàðà
U ⊂ Rd, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

ˆ
ϕdµt −

ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds (1.2)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] è âñåõ ïðîáíûõ ôóíêöèé ϕ ∈ C∞0 (Rd).
Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè µt íåïðåðûâíî ïî t îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñõîäè-

ìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ýòî ìãíîâåííî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî t èíòåãðàëîâˆ
ϕdµt äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rd); ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðàëü-

íîãî òîæäåñòâà (1.2).
Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå,

ýêâèâàëåòíî äàííîìó âûøå (ñì. [34]). Ìåðà µ = (µt)t∈[0,τ ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
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Êîøè (1.1), åñëè äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè u ∈ C2,1(Rd × [0, t))
⋂
C(Rd × [0, t]),

ðàâíîé íóëþ âíå íåêîòîðîãî øàðà B ⊂ Rd, è äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] âûïîëíåíî

ˆ
u(x, t) dµt =

ˆ
u(x, 0) dµ0 +

ˆ t

0

ˆ [
∂tu+ Lµu

]
dµs ds. (1.3)

Åñëè àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ãëîáàëüíî èíòåãðèðóåìû íà Rd× [0, T ] ïî
ìåðå dµ, à u èìååò äâå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå, òî òîæäåñòâî (1.3) òàêæå âûïîë-
íåíî (÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ñðåçêè).

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1) íà âñåì èíòåðâàëå ðàññìîòðåíèÿ ïî âðåìåíè åñòå-
ñòâåííî íàçûâàòü ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì, à ðåøåíèå íà ìåíüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè
� ëîêàëüíûì.

Òèïè÷íûå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ ÔÏÊ ñîäåðæàò âûðàæåíèÿ âèäà

ˆ
K(x, y, t) dµt èëè

ˆ t

0

ˆ
K(x, y, s) dµs ds

ñ ðàñòóùèì íà áåñêîíå÷íîñòè ÿäðîì K, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü óðàâíå-
íèÿ ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåðû, èíòåãðè-
ðóþùèå íåêîòîðóþ çàäàííóþ ðàñòóùóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ. Ýòà àïðèîðíàÿ
èíòåãðèðóåìîñòü ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïîýòîìó â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ èç êëàññàMT (V ) ìåð µ íà Rd× [0, T ],
çàäàííûõ ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µt)t∈[0,T ] è óäîâëåòâîðÿþùèõ

sup
t∈[0,T ]

ˆ
V (x) dµt <∞, (1.4)

ãäå V ≥ 1 è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åíà ïðè |x| → ∞.

1.1 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1) ñî-
ñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå: åñëè K � âûïóêëûé
êîìïàêò â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå è Q : K → K � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
òî ñóùåñòâóåò x ∈ K òàêîå, ÷òî Q(x) = x (ñì. [8]).

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü τ0 � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è V � íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè α ∈ C+([0, τ0]) è âñÿêîãî τ ∈ (0, τ0] ÷åðåç Mτ,α(V )
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð µ èç M(Rd × [0, τ ]), çàäàííûõ ïîòîêîì
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µt)t∈[0,τ ] è òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ˆ
V (x) dµt ≤ α(t).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ α âûáèðàåòñÿ èç êëàññà C+([0, τ0]), à íå èç C+([0, τ ]), äëÿ òîãî,
÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ôóíêöèþ α è ÷èñëî τ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû aij è bi.
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(H1) Çàäàíà ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd), äëÿ êîòîðîé

V (x) > 0, lim
|x|→+∞

V (x) = +∞,

îòîáðàæåíèÿ Λ1 è Λ2 ïðîñòðàíñòâà C+([0, τ0]) â C+([0, τ0]) òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
τ ∈ (0, τ0] è âñÿêîé ôóíêöèè α ∈ C+([0, τ0]) äëÿ êàæäîé ìåðû µ èç Mτ,α = Mτ,α(V )
çàäàíû ôóíêöèè (x, t) 7→ aij(x, t, µ) è (x, t) 7→ bi(x, t, µ), ïðè÷åì äëÿ âñåõ µ èç Mτ,α è
âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, τ ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

LµV (x, t) ≤ Λ1[α](t) + Λ2[α](t)V (x).

Òàêóþ ôóíêöèþ V áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ îïåðàòîðà Lµ. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî V � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 1.1. Óñëîâèå (H1) âûïîëíÿåòñÿ ñ ôóíêöèåé V (x) = 1 + |x|2 äëÿ îïåðàòîðà

Lµu = (x,∇u)

ˆ
|y|2dµt.

Â ýòîì ñëó÷àå

LµV = 2|x|2
ˆ
|y|2dµt ≤ 2α(t)V (x)

è LµV ≤ Λ1 + Λ2V , Λ1[α] ≡ 0 è Λ2[α] = 2α.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè îòîáðàæåíèé Λ1 è Λ2 ÿâëÿþòñÿ îòîá-

ðàæåíèÿ âèäà α(t) 7→ G(α(t)) èëè α(t) 7→
ˆ t

0

G(α(s)) ds.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíî ïîäõîäÿùåé ñõîäè-
ìîñòè ìåð. Îäíàêî ñëàáîé ñõîäèìîñòè íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê â òèïè÷íûõ ïðèìåðàõ
êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä èíòåãðàëîâ îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðû µn = (µnt )t∈[0,τ ] èç ìíîæåñòâà Mτ,α ñõîäÿòñÿ V -ñëàáî ê
ìåðå µ = (µt)t∈[0,τ ] èç Mτ,α, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

ˆ
F (x)dµnt =

ˆ
F (x)dµt

äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé íà Rd ôóíêöèè F òàêîé, ÷òî lim
|x|→∞

F (x)/V (x) = 0.

(H2) Äëÿ âñÿêèõ τ ∈ (0, τ0], α ∈ C+([0, τ0]), σ ∈Mτ,α è x ∈ Rd îòîáðàæåíèÿ

t 7→ aij(x, t, σ) è t 7→ bi(x, t, σ)

èçìåðèìû ïî Áîðåëþ íà [0, τ ] è äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî øàðà U ⊂ Rd îòîáðàæåíèÿ

x 7→ bi(x, t, σ) è x 7→ aij(x, t, σ)

ðàâíîìåðíî ïî σ ∈ Mτ,α è t ∈ [0, τ ] îãðàíè÷åíû íà U è ðàâíîñòåïåííî ïî σ ∈ Mτ,α è
t ∈ [0, τ ] íåïðåðûâíû íà U . Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn ∈Mτ,α ñõîäèòñÿ
V -ñëàáî ê µ ∈Mτ,α, òî äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, τ ] òðåáóþòñÿ ðàâåíñòâà

lim
n→∞

aij(x, t, µn) = aij(x, t, µ), lim
n→∞

bi(x, t, µn) = bi(x, t, µ).
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Çàìå÷àíèå 1.1. (i) Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé aij è bi ïî ïåðåìåííîé x è èçìåðèìîñòü
ïî ïåðåìåííîé t âëåêóò èçìåðèìîñòü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, t) îòíîñèòåëüíî
áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû B(Rd × [0, τ ]) (ñì. [2, ëåììà 6.4.6, çàäà÷à 6.10.39]).

(ii) Ïðè êàæäîì t ∈ [0, τ ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aij(x, t, µn) è bi(x, t, µn) ñõîäÿòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî x íà âñÿêîì øàðå U ⊂ Rd, ÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç èõ ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè, ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïî t íå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ.

Ïðèìåð 1.2. Óñëîâèå (H2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

b(x, t, µ) =

ˆ
K(x, y)dµt

ñ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà V è ÿäðîì K, ÿâëÿþùèìñÿ íåïðåðûâíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà
Rd × [0, τ ], äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|K(x, y)| ≤ C1(x) + C2(x)V 1−γ(y),

ãäå γ ∈ (0, 1) � ÷èñëî, à C1(x), C2(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ïðàâêà ñòåïåíè íà γ äàåò V -ñõîäèìîñòü. Òðåáóåìàÿ èçìåðèìîñòü ñëåäóåò èç íåïðåðûâ-
íîñòè K è èçìåðèìîñòè îòîáðàæåíèé t 7→ µt(B) äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
B. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îöåíêè

|b(x, t, µ)| ≤ C1(x) + C2(x)

(ˆ
V (x) dµt

)(1−γ)/γ

.

Ïðîâåðèì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü U � çàìêíóòûé øàð â Rd. Äëÿ âñÿ-
êîãî ε > 0 è âñåõ x, z ∈ U ïîëó÷àåì

|b(x, t, µ)− b(z, t, µ)| =
∣∣∣∣ˆ (K(x, y)−K(z, y)) dµt

∣∣∣∣ ≤
≤ 2

ˆ
|y|>R

C1(x) + C2(x)V 1−γ(y)dµt +

ˆ
|y|≤R

|K(x, y)−K(z, y)|dµt.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø�åâà ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë ìåíüøå ε/2
äëÿ âñåõ µt ∈ Mτ,α. Çàôèêñèðóåì ýòî R. Òîãäà U × {y : |y| ≤ R} � êîìïàêò, çíà÷èò,
ôóíêöèÿ K ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì, ïîýòîìó çà ñ÷åò âûáîðà áëèçêèõ x, z
âòîðîé èíòåãðàë ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîìåðíî ïî µ ìåíüøèì ε/2.

Íàêîíåö, íàì íóæíî åùå îäíî óñëîâèå.

(H3) Äëÿ âñÿêèõ ÷èñëà τ ∈ (0, τ0], ôóíêöèè α ∈ C+([0, τ0]) è ìåðû σ ∈ Mτ,α ìàò-
ðèöà A(x, t, σ) = (aij(x, t, σ))1≤i,j≤d ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé, ò. å. aij = aji è äëÿ âñÿêîãî ξ ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (Aξ, ξ) ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 1.2. Êàê áóäåò âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ,
âûïîëíåíèå óñëîâèé (H1), (H2) è (H3) íà ìíîæåñòâå Mτ,α ìîæíî òðåáîâàòü íå äëÿ
âñÿêèõ τ è α, à ëèøü äëÿ ôèêñèðîâàííûõ, âèä êîòîðûõ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì çàäà÷è Êîøè è îòîáðàæåíèÿìè Λ1 è Λ2.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1)�(H3) è íà÷àëüíîå óñëîâèå ν òàêîâî,
÷òî V ∈ L1(ν). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Ñóùåñòâóåò τ ∈ (0, τ0] òàêîå, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1.1) íà [0, τ ] èìååò ðåøåíèå
µ, çàäàííîå âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè (µt)t∈[0,τ ].

(2) Åñëè Λ1[α] = 0 è Λ2[α](t) = G(α(t)), ãäå G � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞), òî çàäà÷à Êîøè (1.1) èìååò ðåøåíèå íà
âñÿêîì îòðåçêå [0, τ ], ãäå τ ∈ (0, τ0], τ < T è

T =

ˆ +∞

u0

1

uG(u)
du, u0 =

ˆ
V (x) dν.

(3) Åñëè Λ1[α](t) = G(α(t)) è Λ2[α] = 0, ãäå G � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞), òî çàäà÷à Êîøè (1.1) èìååò ðåøåíèå íà
âñÿêîì îòðåçêå [0, τ ], ãäå τ ∈ (0, τ0], τ < T è

T =

ˆ +∞

u0

1

G(u)
du, u0 =

ˆ
V (x) dν.

Êðîìå òîãî, âî âñåõ ïóíêòàõ äëÿ ðåøåíèÿ (µt)t∈[0,τ ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,τ ]

ˆ
V (x)dµt <∞.

1.1.1 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ðàçáèòî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êè è ëèíåéíóþ òåîðèþ ïàðàáî-

ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìåð, ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 1.1 â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé è
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ìàòðèöû A.

2. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè, äîêàçûâàåì òåîðåìó 1.1 â ñëó÷àå âû-
ðîæäåííîé è äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ìàòðèöû A.

3. Îòêàçûâàåìñÿ îò ãëàäêîñòè ìàòðèöû A.
Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òàêîãî ïîýòàïíîãî îòêàçà îò ãëàäêîñòè A ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ

ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Øàóäåðà òðåáóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ, à äëÿ ýòîãî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèõîäèòñÿ òðåáîâàòü îò ìàòðèöû A äîïîëíèòåëüíóþ
ðåãóëÿðíîñòü.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåâûðîæäåííîé ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1), à
èìåííî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ (H3) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå

(H3') âûïîëíåíî óñëîâèå (H3) è äëÿ âñÿêèõ τ ∈ (0, τ0), ôóíêöèè α ∈ C([0, τ0]),
çàìêíóòîãî øàðà U ⊂ Rd è σ ∈Mτ,α ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ = λ(σ, U) > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ x, y ∈ U , t ∈ [0, τ ] èìååì detA(x, t, σ) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|A(x, t, σ)− A(y, t, σ)| ≤ λ|x− y|.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé ìåðû σ ∈Mτ,α ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
C1 è C2, ÷òî

|
√
A(x, t, σ)∇V (x)| ≤ C1 + C2V (x).
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Íåâûðîæäåííîñòü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ëèíåéíóþ òåîðèþ ïðè øèðîêèõ ëîêàëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ è, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ãàðàíòè-
ðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ.

Ïóñòü σ ∈Mτ,α. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:

∂tµt = ∂2
xixj

(aij(x, t, σ)µt)− ∂xi(bi(x, t, σ)µt), µ0 = ν.

Â [29, Òåîðåìà 3.1] äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ (H1), (H2) è (H3') âëåêóò ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ µ, çàäàííîãî âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè (µt)t∈[0,τ ]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è (ñì. [74]). Êàê äîêàçàíî â [72, Òåîðåìà 2.3] (ñì.
òàêæå [34]), âûïîëíåíèå óñëîâèé (H1), (H2) è (H3') âëå÷åò åäèíñòâåííîñòü âåðîÿò-
íîñòíîãî ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Q : Mτ,α 7→ M(Rd × [0, τ ]):

Q(σ) = χ⇐⇒ ∂tχt = ∂2
xixj

(aij(x, t, σ)χt)− ∂xi(bi(x, t, σ)χt), χ0 = ν.

ßñíî, ÷òî ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
µ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Q. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî äîêàçûâàòü
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øàóäåðà.

Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íå òîëü-
êî äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Q, íî è â äîêàçàòåëüñòâå íåïðåðûâíî-
ñòè îòîáðàæåíèÿ Q.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Øàóäåðà íàäî ïîñòðîèòü âûïóêëûé êîìïàêò â ïðî-
ñòðàíñòâå M(Rd × [0, τ ]), êîòîðûé îòîáðàæåíèåì Q ïåðåâîäèòñÿ â ñåáÿ. Òàêèì êîì-
ïàêòîì äëÿ ïîäõîäÿùèõ τ è α ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Nτ,α, â êîòîðîå âõîäÿò â òî÷íîñòè
òå ìåðû µ ∈Mτ,α, çàäàííûå âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè (µt)t∈[0,τ ], äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ
ϕ ∈ C∞0 (Rd) è t, s ∈ [0, τ ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ˆ ϕdµt −

ˆ
ϕdµs

∣∣∣∣ ≤ Λ(τ, α, ϕ)|t− s|, (1.5)

ãäå
Λ(τ, α, ϕ) = sup

{
|Lµϕ(x, t)| : (x, t) ∈ Rd × [0, τ ], µ ∈Mτ,α

}
íå çàâèñèò îò µ ∈ Nτ,α. Çàìåòèì, ÷òî sup â îïðåäåëåíèè êîíå÷åí ïî óñëîâèþ (H2).

Ëåììà 1.1. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð µn = (µnt )t∈[0,τ ] èç Nτ,α ìîæíî âû-
áðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnl}, ÷òî {µnl} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ ∈ Nτ,α è
{µnlt } ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µt äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Nτ,α è íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà
ìíîæåñòâî {µnt } ðàâíîìåðíî ïëîòíî äëÿ ëþáîãî t. Ïóñòü T = {t1, t2, . . .} � ñ÷åòíîå
âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â [0, τ ]. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî j èç µntj ïî òåîðåìå Ïðîõî-
ðîâà ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî, ïðèìåíÿÿ äèàãî-
íàëüíûé ìåòîä, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü µnlt , ñëàáî
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ñõîäÿùàÿñÿ äëÿ âñÿêîãî t ∈ T . Ïîêàæåì, ÷òî îíà ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíà ïðè ëþáîì
t ∈ [0, τ ]. Ïóñòü t ∈ [0, τ ], s ∈ T è ϕ ∈ C∞0 (Rd). Èìååì∣∣∣∣ˆ ϕdµ

np
t −

ˆ
ϕdµnkt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ ϕdµ
np
t −

ˆ
ϕdµnps

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ˆ ϕdµnps −
ˆ
ϕdµnks

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ˆ ϕdµnks −
ˆ
ϕdµnkt

∣∣∣∣ ≤ 2Λ(τ, α, ϕ) · |t− s|+
∣∣∣∣ˆ ϕdµnps −

ˆ
ϕdµnks

∣∣∣∣ .
Âûáèðàÿ s äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê t, ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøèì ε/2
äëÿ âñÿêîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnls } ñõîäèò-
ñÿ, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ âñÿ-
êèõ p, k > N âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå ε/2. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé

ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rd) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ

ˆ
ϕ(x) dµnlt ôóíäàìåíòàëüíà.

Èç-çà ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè ìåð µnlt äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé øàð U ,
÷òî µnlt (Rd\U) < ε äëÿ âñÿêîãî l. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ è
|f(x)| ≤M . Ïóñòü òàêæå ψ ∈ C∞0 (Rd) òàêîâà, ÷òî |f(x)−ϕ(x)| < ε äëÿ âñÿêîãî x ∈ U
è |ψ(x)| ≤M + 1. Òîãäà∣∣∣∣ˆ fdµ

np
t −

ˆ
fdµnkt

∣∣∣∣ ≤ ˆ
U

|f − ψ| dµnpt +

ˆ
U

|f − ψ| dµnkt +

+

∣∣∣∣ˆ ψdµ
np
t −

ˆ
ψdµnkt

∣∣∣∣+

ˆ
Rd\U

(|f |+ |ψ|) dµnpt +

ˆ
Rd\U

(|f |+ |ψ|) dµnkt ,

÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç

4ε(M + 1) +

∣∣∣∣ˆ ψdµ
np
t −

ˆ
ψdµnkt

∣∣∣∣ .
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, óñòðåìëÿÿ p è k â áåñêîíå÷-
íîñòü. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnlt } ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíà
äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, τ ] è òåì ñàìûì ñëàáî ñõîäèòñÿ äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, τ ] ê íåêîòîðîé
ìåðå µt. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f îòîá-

ðàæåíèå t 7→
ˆ
f dµt èçìåðèìî ïî Áîðåëþ íà [0, τ ] êàê ïðåäåë èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì êëàññ Φ âñåõ îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé ϕ íà Rd, äëÿ êîòî-

ðûõ îòîáðàæåíèå t 7→
ˆ
ϕdµt èçìåðèìî ïî Áîðåëþ íà [0, τ ]. Ìíîæåñòâî Φ ñîäåðæèò

àëãåáðó âñåõ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà Rd è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ðàâíîìåðíûõ è ìîíîòîííûõ ïðåäåëîâ. Ïî òåîðåìå î ìîíîòîííûõ êëàññàõ (ñì. [2, Òåî-
ðåìà 2.19.9]) ìíîæåñòâî Φ ñîäåðæèò âñå îãðàíè÷åííûå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà Rd.
Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå t 7→ µt(B) èçìåðèìî ïî Áîðåëþ íà [0, τ ] äëÿ âñÿêîãî áîðå-
ëåâñêîãî ìíîæåñòâà B. Ïóñòü µ � ìåðà, çàäàííàÿ ñåìåéñòâîì ìåð (µt)t∈[0,τ ].

Ïîêàæåì, ÷òî {µnl} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ. Ïóñòü h � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ íà Rd × [0, τ ]. Ïî äîêàçàííîìó âûøå äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t èìååì

lim
l→∞

ˆ
h(x, t)dµnlt =

ˆ
h(x, t)dµt.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ h îãðàíè÷åíà, à ìåðû µnlt âåðîÿòíîñòíûå, òî èíòåãðàëû

ˆ
h(x, t)dµnlt

ðàâíîìåðíî ïî t è nl îãðàíè÷åíû. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì

lim
l→∞

ˆ τ

0

ˆ
h(x, t)dµnlt dt =

ˆ τ

0

ˆ
h(x, t)dµtdt,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ìåð µnl ê µ.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî µ ∈ Nτ,α. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëàáîé ñõîäèìî-

ñòè {µnlt } ê µt èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâîˆ
min{V (x), N} dµt ≤ α(t)

äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N . Óñòðåìëÿÿ N â áåñêîíå÷íîñòü è ïðèìåíÿÿ ëåììó
Ôàòó, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå µ ∈Mτ,α. Íàêîíåö, ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå∣∣∣∣ˆ ϕdµnlt −

ˆ
ϕdµnls

∣∣∣∣ ≤ Λ(τ, α, ϕ)|t− s|

ê ïðåäåëó ïðè l→∞, ïîëó÷àåì∣∣∣∣ˆ ϕdµt −
ˆ
ϕdµs

∣∣∣∣ ≤ Λ(τ, α, ϕ)|t− s|.

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ìíîæåñòâî Nτ,α ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì âM(Rd× [0, τ ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü Nτ,α ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Mτ,α. Äàëåå,
ïðîñòðàíñòâî M(Rd × [0, τ ]) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì, ïðè÷åì íà íåîòðèöàòåëüíûõ
ìåðàõ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ðàâíîñèëüíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà
1.1 âëå÷åò êîìïàêòíîñòü Nτ,α.

Ëåììà 1.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn ∈ Nτ,α ñëàáî ñõîäèòñÿ, òî îíà V -ñëàáî
ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ. Òîãäà äëÿ
âñåõ t ∈ [0, τ ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µnt ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µt. Äåéñòâèòåëüíî, ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå èç âñÿêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ nl ìîæíî âûáðàòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nlk}, äëÿ êîòîðîé {µnlkt } ñõîäèòñÿ ñëàáî ê µt. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnt } ñõîäèòñÿ ê µt. Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Rd

è ôóíêöèÿ g(x) = F (x)(1 + V (x))−1 òàêîâà, ÷òî lim
|x|→∞

g(x) = 0. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ C∞0 (Rd), ÷òî |g(x) − ψ(x)| < ε äëÿ âñÿêîãî x ∈ Rd.
Òîãäà∣∣∣∣ˆ F dµnt −

ˆ
F dµt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ g(1 + V ) dµnt −
ˆ
g(1 + V ) dµt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ˆ ψ(1 + V ) dµnt −

ˆ
ψ(1 + V ) dµt

∣∣∣∣+ ε(2 + 2α(t)).
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè µnt ñëåäóåò ðàâåíñòâî

lim
n→∞

∣∣∣∣ˆ ψ(1 + V ) dµnt −
ˆ
ψ(1 + V ) dµt

∣∣∣∣ = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ τ ∈ (0, τ0] è α ∈ C+([0, τ0]) ìû èìååì âêëþ-
÷åíèå Q(Nτ,α) ⊆ Nτ,α. Òîãäà Q � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç Nτ,α â Nτ,α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µn, µ ∈ Nτ,α è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ.
Ïîëîæèì χn = Q(µn). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè {χn} äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â {χn} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ê îäíîé è òîé æå ìåðå χ, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó Q(µ) = χ. Íå ìåíÿÿ
èíäåêñîâ, áóäåì äîêàçûâàòü ýòî äëÿ ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {χn}.

Ïî ëåììå 1.1 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ íîìåðîâ nk, ÷òî {χnk} ñëà-
áî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå χ ∈ Nτ,α, ïðè÷åì {χnkt } ñëàáî ñõîäèòñÿ ê χt äëÿ âñÿêîãî
t èç îòðåçêà [0, τ ]. Êîíå÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µnk ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ, çíà÷èò, ïî
ëåììå 1.2, îíà V -ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ. Ïî óñëîâèþ (H2) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, τ ] ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ôóíêöèé x 7→ aij(x, t, µnk) è x 7→ bi(x, t, µnk) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû,
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê aij(x, t, µ) è bi(x, t, µ) íà âñÿêîì øà-
ðå U ⊂ Rd. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé aij(x, t, µnk) è bi(x, t, µnk)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà øàðå U ⊂ Rd ê aij(x, t, µ) è bi(x, t, µ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî Q(µ) = χ. Ïóñòü ϕ ∈ C∞0 (Rd) è U � øàð, ñîäåðæàùèé íîñèòåëü
ôóíêöèè ϕ. Òàê êàê Q(µnk) = χnk , òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîˆ

U

ϕdχnkt −
ˆ
U

ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
U

Lµnkϕdχ
nk
s ds.

Çàìåòèì, ÷òî ˆ
U

Lµnkϕdχ
nk
s =

ˆ
U

(Lµnkϕ− Lµϕ)dχnks +

ˆ
U

Lµϕdχ
nk
s ds.

Ïðè k →∞ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èç-çà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè êîýô-

ôèöèåíòîâ aij(x, s, µnk) è bi(x, s, µnk) íà U , à âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê

ˆ
U

Lµϕdχs

èç-çà ñëàáîé ñõîäèìîñòè {χnks } ê χs. Íàïîìíèì, ÷òî |Lµnkϕ| ≤ Λ(τ, α, ϕ), ñëåäîâàòåëü-

íî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû èíòåãðàëû

ˆ
U

Lµnkϕdχ
nk
s . Ïî òåîðåìå Ëåáåãà

lim
k→∞

ˆ t

0

ˆ
U

Lµnkϕdχ
nk
s ds =

ˆ t

0

ˆ
U

Lµϕdχs.

Òàêæå èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè {χnkt } ê χt ïðè êàæäîì t èìååì

ˆ
ϕdχnkt →

ˆ
ϕdχt.

Ïîëàãàÿ k →∞, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîˆ
U

ϕdχt −
ˆ
U

ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
U

Lµϕdχds.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ϕ ïîëó÷àåì Q(µ) = χ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàøèõ
óñëîâèÿõ òàêîå χ îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 îñòàëîñü íàéòè òàêîå ÷èñëî τ ∈ (0, τ0] è
ôóíêöèþ α ∈ C+([0, τ ]), ÷òîQ(Nτ,α) ⊆ Nτ,α. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñóùåñòâó íàäî ïðîâåðÿòü
ëèøü âëîæåíèå Q(Mτ,α) ⊆ Mτ,α, òàê êàê óñëîâèå (1.5) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ìåð χ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó χ = Q(µ).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü µ ∈ Nτ,α è χ = Q(µ) íà [0, τ ]. Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] âûïîëíÿ-
åòñÿ îöåíêà ˆ

V (x) dχt ≤ S[α](t) +R[α](t)

ˆ
V (x) dν,

ãäå

R[α](t) = exp
(ˆ t

0

Λ2[α](s) ds
)
, S[α](t) = R[α](t)

ˆ t

0

Λ1[α](s)

R[α](s)
ds.

Îòîáðàæåíèÿ Λ1 è Λ2 âçÿòû èç óñëîâèÿ (H1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈ Nτ,α. Âîçüìåì ôóíêöèþ ζm ∈ C∞[0,+∞), äëÿ êîòîðîé
0 ≤ ζ

′
m(x) ≤ 1, ζ

′′
m ≤ 0, ïðè÷åì ζm(x) = x ïðè x ≤ m−1 è ζm(x) = m ïðè x > m. Ïóñòü

χt � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), ò. å. äëÿ âñÿêîé ϕ ∈ C∞0 (Rd) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ˆ
ϕdχt −

ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdχsds.

ßñíî, ÷òî âìåñòî ôóíêöèé êëàññà C∞0 (Rd) çäåñü ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ôóíêöèè èç
C2

0(Rd). Ïîëîæèì ϕ(x) = ζm(V (x))−m. Çàìåòèì, ÷òî

Lµζm(V ) = ζ
′

m(V )LµV + ζ
′′

m(V )(A∇V,∇V ).

Òîãäà
ˆ
|V |≤m

V dχt ≤
ˆ
ζm(V )dχt ≤

ˆ
V (x)dν +

ˆ t

0

ˆ
|V |≤m

ζ
′

m(V )LµV dχsds.

Ïî óñëîâèþ (H1) èìååì

ˆ t

0

ˆ
|V |≤m

LµV dχsds ≤
ˆ t

0

(
Λ1[α](s) + Λ2[α](s)

ˆ
|V |≤m

V dχs

)
ds.

Ïîëàãàÿ m→∞ è ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.3, íàõîäèì τ è α äëÿ êàæäîãî èç ïóíêòîâ (1)�(3) òåîðåìû 1.1.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ñóùåñòâóþò τ ∈ (0, τ0] è ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ α(t) ≡ α > 0 òàêèå,
÷òî Q(Nτ,α) ⊆ Nτ,α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 äëÿ χ = Q(µ), ãäå µ ∈ Nτ,α, èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî ˆ

V dχt ≤ S[α](t) +R[α](t)

ˆ
V (x) dν.

Ïîëîæèì

α = 2

ˆ
V dν + 1
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è çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè S[α] è R[α] íå çàâèñÿò îò âûáîðà τ , òàê êàê Λ1 è Λ2 íå çàâèñÿò
îò τ . Êðîìå òîãî, lim

t→0
S[α](t) = 0 è lim

t→0
R[α](t) = 1. Âûáèðàåì τ òàê, ÷òîáû S[α](t) < 1

è R[α](t) < 2 ïðè t ∈ [0, τ ]. Òîãäà íåðàâåíñòâî
ˆ
V dχt ≤ α

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ [0, τ ].

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ1[α] = 0 è Λ2[α](t) = G(α(t)), ãäå G � ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞). Ïóñòü

T =

ˆ +∞

u0

du

uG(u)
, u0 =

ˆ
V (x) dν.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî τ ∈ (0, τ0], τ < T , íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ α ∈ C+([0, τ0]), ÷òî
Q(Nτ0,α) ⊆ Nτ0,α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3, äëÿ χ = Q(µ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ˆ
V dχt ≤

ˆ
V dν exp

(ˆ t

0

G(α(s)) ds
)
.

Ïóñòü τ ∈ (0, τ0], τ < T è ôóíêöèÿ α íà îòðåçêå [0, τ ] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

t =

ˆ α(t)

α(0)

du

uG(u)
, α(0) =

ˆ
V (x) dν.

Åñëè τ < τ0, òî ïîëîæèì α(t) = α(τ) äëÿ t > τ . Òîãäà ôóíêöèÿ α ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0, τ ] è íåïðåðûâíîé
íà [0, τ0]. Êðîìå òîãî, α′ = αG(α). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ˆ

V dν exp
(ˆ t

0

G(α(s)) ds
)

= α(t)α−1(0)

ˆ
V dν = α(t).

Ïîýòîìó äëÿ òàêîé ôóíêöèè α âêëþ÷åíèå µ ∈ Nτ0,α äàåò âêëþ÷åíèå χ ∈ Nτ0,α.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ1[α](t) = G(α(t)) è Λ2[α] = 0, ãäå G � ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞). Ïóñòü

T =

ˆ +∞

u0

du

G(u)
, u0 =

ˆ
V (x) dν.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî τ ∈ (0, τ0], ãäå τ < T , íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ α ∈ C+([0, τ0]), ÷òî
Q(Nτ0,α) ⊆ Nτ0,α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 äëÿ χ = Q(µ), ãäå µ ∈ Nτ,α, èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî ˆ

V dχt ≤
ˆ
V dν +

ˆ t

0

G(α(s)) ds.
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Ïóñòü τ ∈ (0, τ0], τ < T , à ôóíêöèÿ α íà [0, τ ] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

t =

ˆ α(t)

α(0)

1

G(u)
du, α(0) =

ˆ
V dν.

Åñëè τ < τ0, òî ïîëîæèì α(t) = α(τ) äëÿ t > τ . Òîãäà ôóíêöèÿ α ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0, τ ] è íåïðåðûâíîé
íà [0, τ0]. Êðîìå òîãî, α′ = G(α). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî ˆ

V dν +

ˆ t

0

G(α(s)) ds = α(t) +

ˆ
V dν − α(0) ≤ α(t).

Ïîýòîìó äëÿ òàêîé ôóíêöèè α âêëþ÷åíèå µ ∈ Nτ0,α äàåò âêëþ÷åíèå χ ∈ Nτ0,α.

Çàìå÷àíèå 1.3. Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäñòâèÿõ 1.3, 1.4 è 1.5 âûáîð τ è α ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè Λ1 è Λ2. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ (H1), (H2) è
(H3') âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì ôèêñèðîâàííîì è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîì îòîáðàæå-
íèÿìè Λ1 è Λ2 ìíîæåñòâå Mτ,α.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèÿ 1.3,
1.4 è 1.5 íàéäåì äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ (1)�(3) ïîäõîäÿùèå α è τ . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1
ìíîæåñòâî Nτ,α ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì âM(Rd × [0, τ ]), à ïî ñëåäñòâèþ 1.2
îòîáðàæåíèå Q : Nτ,α → Nτ,α íåïðåðûâíî. Ïî òåîðåìå Øàóäåðà åñòü ìåðà µ ∈ Nτ,α,
ÿâëÿþùååñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Q è, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè (1.1). �

Ïåðåéäåì ê âûðîæäåííîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ â ñëó÷àå âûðîæäåííîé (âîçìîæíî íóëåâîé) ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ìåòîäîì ¾èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè¿ (ñì., íàïðèìåð, [20,42]). Êàê
è âûøå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå âñåõ òðåáîâàíèé óñëîâèÿ (H3') çà èñêëþ÷å-
íèåì íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A, ò. å. óñëîâèå detA > 0 óæå íå òðåáóåòñÿ.

Ïóñòü % ∈ C∞(Rd), % > 0 è äëÿ âñåõ x ∈ Rd âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

%(x)(|∆V (x)|+ |∇V (x)|2) ≤ min{V (x), 1}.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ % ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïî óñëîâèþ ìû èìååì minV > 0. Äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt = ε%(x)∆µt + ∂2
xixj

(aij(x, t, µ)µt)− ∂xi(bi(x, t, µ)µt), µ0 = ν. (1.6)

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1 äëÿ íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ. Íà÷-
íåì ñ óñëîâèÿ (H1). Ïîëîæèì

Lµ,ε := ε%∆ + Lµ.

Ïóñòü ε ∈ (0, ε0). Òîãäà ïîëó÷àåì

Lµ,εV (x, t) = ε%(x)∆V (x) + LµV (x, t) ≤ ε0 min{V (x), 1}+ Λ1[α](t) + Λ2[α](t)V (x).
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (H1) âûïîëíÿåòñÿ ñ Λ̂1[α](t) = Λ1[α](t) + ε0 âìåñòî Λ1[α].
Íàïîìíèì, ÷òî â ïóíêòàõ (2) è (3) âûáèðàåòñÿ τ < T , ãäå

T =

ˆ +∞

u0

du

uG(u)
è T =

ˆ +∞

u0

du

G(u)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå çàìåíû Λ1 íà Λ1 + ε0 èëè Λ2 íà Λ2 + ε0 ìû äîëæíû çàìåíèòü
T ñ ôóíêöèåé G íà Tε0 ñ ôóíêöèåé G + ε0. Çàìåòèì, ÷òî Tε0 < T è Tε0 → T ïðè
ε0 → 0. Âûáèðàåì ε0 > 0 òàê, ÷òî τ < Tε0 < T . ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ (H2) è (H3')
âûïîëíÿþòñÿ. Èòàê, äëÿ êàæäîãî èç ïóíêòîâ (1)�(3) òåîðåìû 1.1 íàéäåì, èñïîëüçóÿ
ñëåäñòâèÿ 1.3, 1.4 è 1.5, ïîäõîäÿùèå τ è α. Íàïîìíèì, ÷òî τ è α çàâèñÿò òîëüêî îò
Λ1 è Λ2 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñÿò îò ε. Ïóñòü ε = 1/n < ε0. Ïî äîêàçàííîìó
â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò ìåðà µn ∈ Nτ,α, ÿâëÿþùàÿñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.6).

Ïðèìåíèì ëåììó 1.1 è âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk òàê, ÷òî {µnk}
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ ∈ Nτ,α. Ïî ëåììå 1.2 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V -ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
ìåðå µ. Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå (H2), çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, τ ] ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé aij(x, t, µnk) è bi(x, t, µnk) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà âñÿêîì øàðå U ⊂ Rd.
Ïóñòü ϕ ∈ C∞0 (Rd) è U � øàð, ñîäåðæàùèé íîñèòåëü ϕ. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ˆ
U

ϕdµnkt −
ˆ
U

ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
U

[n−1
k %∆ϕ+ Lµnkϕ]dµnks ds. (1.7)

Èç-çà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ aij(x, s, µnk), bi(x, s, µnk) è ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè ìåð µnks ïðè êàæäîì s ∈ [0, t] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

ˆ
U

Lµnkϕdµ
nk
s =

ˆ
U

Lµϕdµs.

Òàê êàê |Lµnkϕ| ≤ Λ(τ, α, ϕ), òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà

lim
k→∞

ˆ t

0

ˆ
U

Lµnkϕdµ
nk
s ds =

ˆ t

0

ˆ
U

Lµϕdµs ds.

ßñíî, ÷òî

lim
k→∞

ˆ t

0

ˆ
U

n−1
k %∆ϕdµs ds = 0.

Ïîëàãàÿ k →∞ â ðàâåíñòâå (1.7), ïîëó÷àåì

ˆ
ϕdµt −

ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds.

Òàêèì îáðàçîì, µ � èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1).
Íàêîíåö, îòêàæåìñÿ îò ãëàäêîñòè ìàòðèöû A, ò.å. ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (H1), (H2) è (H3). Íà÷íåì ñ âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî ìàòðèöà A(x, t, σ) ≡ 0 äëÿ âñåõ x ñ |x| > R.

Òîãäà ïî óñëîâèþ (H2) äëÿ âñÿêèõ τ ∈ (0, τ0] è α ∈ C+([0, τ0]) ñóùåñòâóåò ÷èñëî
C(α, τ) > 0 òàêîå, ÷òî |aij(x, t, σ)| ≤ C(α, τ) äëÿ âñåõ x ∈ Rd, t ∈ [0, τ ] è σ ∈ Mτ,α.
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Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèÿ x 7→ aij(x, t, σ) ðàâíîñòåïåííî ïî σ ∈ Mτ,α è t ∈ [0, τ ]
íåïðåðûâíû íà âñåì Rd.

Ïóñòü ω ∈ C∞(Rd), ω ≥ 0, ω(x) = 0 ïðè |x| > 1 è ‖ω‖L1(Rd) = 1. Äëÿ 0 < δ < 1

ïîëîæèì ωδ(x) = δ−dω(x/δ) è Aδ = (aijδ ), ãäå

aijδ (x, t, σ) = aij ∗ ωδ(x, t, σ) =

ˆ
aij(y, t, σ)ωδ(x− y) dy.

Çàìåòèì, ÷òî Aδ(x, t, σ) ≡ 0 ïðè |x| > R + 1. ßñíî, ÷òî äëÿ Aδ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(H2) è äëÿ âñÿêîé ìåðû σ îòîáðàæåíèå Aδ(x, t, σ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî x ðàâíîìåðíî ïî t. Áîëåå òîãî, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ x 7→ A(x, t, σ) ðàâíîñòåïåííî
ïî σ è t íåïðåðûâíû, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ
x ∈ Rd, t ∈ [0, τ ] è σ ∈Mτ,α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|A(x, t, σ)− Aδ(x, t, σ)| ≤
ˆ
|A(x, t, σ)− A(x+ y, t, σ)|ωδ(y) dy < ε.

Ïîýòîìó äëÿ âñÿêèõ τ è α ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn > 0, ÷òî äëÿ
êàæäîé ìåðû σ ∈Mτ,α èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max
(x,t)∈Rd×[0,τ ]

|A(x, t, σ)− An(x, t, σ)| < 1

n
, An = Aδn .

Ðàññìîòðèì íîâûé îïåðàòîð

Ln,µu := aijn ∂xi∂xju+ bi∂xiu.

Ïóñòü ε0 > 0. Ïóñòü Λ̂1[α](t) = Λ1[α](t) + ε0 è Λ̂2[α] = Λ2[α]. Åñëè æå, êàê â ïóíêòå

(2) òåîðåìû 1.1, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Λ1 = 0, òî Λ̂2[α](t) = Λ2[α](t) + ε0 è Λ̂1 = 0.
Íàïîìíèì, ÷òî â ïóíêòàõ (2) è (3) âûáèðàåòñÿ τ < T , ãäå

T =

ˆ +∞

u0

du

uG(u)
è T =

ˆ +∞

u0

du

G(u)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå çàìåíû Λ1 íà Λ1 +ε0 èëè Λ2 íà Λ2 +ε0 ìû äîëæíû çàìåíèòü T
ñ ôóíêöèåé G íà Tε0 ñ ôóíêöèåé G+ ε0. Çàìåòèì, ÷òî Tε0 < T è Tε0 → T ïðè ε0 → 0.
Âûáèðàåì ε0 > 0 òàê, ÷òî τ < Tε0 < T .

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèÿ 1.3, 1.4 è 1.5 äëÿ êàæäîãî ïóíêòà (1)�(3) òåîðåìû 1.1, íàéäåì
ïîäõîäÿùèå τ è α. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.3 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ (H1), (H2)
è (H3') òîëüêî íà ïîëó÷èâøåìñÿ Mτ,α.

Íàéäåì íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > N è âñÿêîé ìåðû µ ∈Mτ,α âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

|Ln,µV (x, t)− LµV (x, t)| = |(aijn (x, t)− aij(x, t))∂xi∂xjV (x)| ≤ ε0 min{V (x), 1}.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Lµ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H1). Ïóñòü µ ∈Mτ,α è n > N .
Òîãäà

Ln,µV = LµV +
(
Ln,µV − LµV

)
≤ Λ1 + Λ2V + ε0 min{V, 1} ≤ Λ̂1 + Λ̂2V.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïåðàòîðà Ln,µ ïðè n > N íà Mτ,α âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H1),
ïðè÷åì τ è α óæå âûáðàíû òàê, ÷òî Q(Nτ,α) ⊆ Nτ,α. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà An
ðàâíà íóëþ ïðè |x| > R + 1. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë C1 è C2 âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå |

√
An∇V | ≤ C1 +C2V . Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (H1), (H2) è (H3') âûïîëíåíû

è äëÿ êàæäîãî n > N ñóùåñòâóåò ðåøåíèå µn çàäà÷è Êîøè (1.1) ñ îïåðàòîðîì Ln,µ,
ïðè÷åì âñå ìåðû µn ïðèíàäëåæàò Nτ,α. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnk}, êîòîðàÿ ñëàáî è V -ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ìåðå
µ ∈ Nτ,α. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rd) âåðíî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

ˆ t

0

ˆ
Lnk,µnkϕdµ

nk
s ds =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµs ds. (1.8)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

ˆ t

0

ˆ
Lnk,µnkϕdµ

nk
s ds =

ˆ t

0

ˆ
(Lnk,µnkϕ − Lµnkϕ) dµnks ds +

ˆ t

0

ˆ
Lµnkϕdµ

nk
s ds.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣ˆ t

0

ˆ
Lnk,µnkϕ− Lµnkϕdµnks ds

∣∣∣∣ ≤ n−1
k tmax

x
|∂xi∂xjϕ(x)|,

ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

lim
k→∞

ˆ t

0

ˆ
Lµnkϕdµ

nk
s ds =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµs ds.

Ðàâåíñòâî (1.8) äîêàçàíî. Äëÿ êàæäîãî k è âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rd) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ˆ

ϕdµnkt −
ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lnk,µnkϕdµ

nk
s ds.

Ïðè k →∞ ïîëó÷àåì, ÷òî ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè 1.1.
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé è ñâåäåì åãî ê óæå èññëåäîâàííîìó. Ïóñòü

ψ ∈ C∞(Rd), 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ(x) = 1 ïðè |x| < 1 è ψ(x) = 0 ïðè |x| > 2. Ïîëîæèì
ψn(x) = ψ(x/n) è Ln,µ := ψnLµ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ãëàâíîé ÷àñòè îïåðàòîðà
Ln,µ ðàâíà íóëþ âíå øàðà |x| < n. Óñëîâèÿ (H2) è (H3) î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ íîâîãî îïåðàòîðà. Ïðîâåðèì óñëîâèå (H1):

Ln,µV = ψnLµV ≤ ψnΛ1 + ψnΛ2V ≤ Λ1 + Λ2V.

Ïóñòü µn � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ îïåðàòîðîì Ln,µ. Îïÿòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
µn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ìíîæåñòâó Nτ,α. Îñòàåòñÿ ïîâòîðèòü óæå ïðèâåäåííûå âûøå
ðàññóæäåíèÿ ñ âûáîðîì ñëàáî è V -ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µnk}
è ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ln,µϕ(x) = Lµϕ(x) ïðè |x| < n. Òåîðåìà 1.1
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �



Ãëàâà 1. Ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé 24

1.1.2 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt = div
(
µt

ˆ
∇W (x− y) dµt

)
, µ0 = ν. (1.9)

Ïðåäëîæåíèå 1.1. ÏóñòüW (x) = K(|x|), ãäå K ∈ C2([0,+∞)), K(0) = 0, K ′(0) = 0,
K ′(u) > 0, K ′′(u) > 0 ïðè u > 0 è ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà C1 > 0, C2 > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ u, v > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

K ′(u+ v) ≤ C1K(u) + C2K(v).

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî Km(|x|) ∈ L1(ν) äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî τ , ÷òî íà îòðåçêå [0, τ ] çàäà÷à Êîøè (1.9) èìååò
ðåøåíèå µ, çàäàííîå ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (µt)t∈[0,τ ]. Êðîìå òîãî, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,τ ]

ˆ
Km(|x|) dµt <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ aij = 0 è

b(x, t, µ) = −
ˆ
K ′(|x− y|)(x− y)

|x− y|
dµt.

Ïîëîæèì V (x) = Km(|x|) + 1 Çàìåòèì, ÷òî

K ′(|x− y|) ≤ C1K(|x|) + C2K(|y|) ≤ C1K(|x|) + C2V
1−γ(y),

ãäå γ = (m− 1)/m. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H2) è, êàê è âûøå, äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî óñëîâèå (H1). Ïîëîæèì f(u) = K ′(u). Ìû èìååì

(b(x, t, µ), x) = −
ˆ
f(|x− y|)(x− y, x)

|x− y|
dµt ≤

≤ −
ˆ
f(|x− y|)|x− y| dµt +

ˆ
f(|x− y|)|y| dµt.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ c, d > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Þíãà

cd ≤
ˆ c

0

f−1(s) ds+

ˆ d

0

f(t) dt,

ãäå f−1 � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f . Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê f(|x−y|)|y| è èñïîëüçóÿ
îöåíêó ˆ f(|x−y|)

0

f−1(u) du ≤ |x− y|f(|x− y|),

ïîëó÷àåì

(b(x, t, µ), x) ≤
ˆ (ˆ |y|

0

f(u) du
)
dµt.
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Çàìåòèì, ÷òî ∇V (x) = mKm−1(|x|)f(|x|)x/|x|. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë
c1 > 0 è c2 > 0 èìååì ìåñòî íåðàâåíñòâî

LµV (x, t) ≤
(
c1 + c2V (x)

)(ˆ
V (y) dµt

)1/m

=
(
c1 + c2V (x)

)
α1/m(t).

Òåì ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H1). Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïóíêò (1) òåîðåìû 1.1.

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü τ0 > 0 è b(x, t) � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Rd×[0, τ0]. Ïóñòü
òàêæå F � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà Rd è G � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞), G(0) > 1. Ïîëîæèì

b(x, t, µ) = b(x, t)G
(ˆ

F (y) dµt

)
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt = ∆µt + div
(
µtb(x, t, µ)

)
, µ0 = ν, (1.10)

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd),
÷òî V ≥ 1, lim

|x|→+∞
V (x) = +∞, lim

|x|→+∞
F (x)/V (x) = 0 è äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë C1 è C2

è âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, τ0] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|∆V (x)|+ (b(x, t),∇V (x)) ≤ C1 + C2V (x).

Ïóñòü V ∈ L1(ν). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî τ ∈ (0, τ0], ÷òî íà îòðåçêå [0, τ ]
çàäà÷à Êîøè (1.10) èìååò ðåøåíèå µ, çàäàííîå ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
(µt)t∈[0,τ ]. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,τ ]

ˆ
V (x) dµt <∞.

Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî ˆ +∞

u0

du

uG(u)
= +∞, u0 =

ˆ
V dν.

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà âñåì îòðåçêå [0, τ0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ ∈Mτ,α. Çàìåòèì, ÷òî

LµV (x, t) = ∆V + (b(x, t),∇V (x))G(α(t)) =

= ∆V + (b(x, t),∇V (x)) + (b(x, t),∇V (x))(G(α(t))− 1) ≤ (C1 + C2V )G(α(t)).

Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü, íàïðèìåð, V (x) = exp(M |x|r), ãäå M > 0 è r ≥ 2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
ïðåäëîæåíèÿ 1.2 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

exp(M |x|r) ∈ L1(ν), |F (x)| ≤ exp(M ′|x|r), M ′ < M

è äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë c1 è c2 > drM è âñåõ (x, t) ∈ Rd× [0, τ0] âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî

(b(x, t), x) ≤ c1 − c2|x|r.
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1.1.3 Îòñóòñòâèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ãëîáàëüíîãî ðå-
øåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñàì ¾blow-up¿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà
ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ñì. [17,18,28,38,57].

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè â óñëîâèè (H1) Λ1[α] = 0 è Λ2[α](t) = G(α(t)), òî ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé (H2) è (H3) ïóíêò (2) òåîðåìû 1.1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
íà âñÿêîì îòðåçêå [0, τ ], ãäå

τ <

ˆ +∞

u0

du

uG(u)
.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî â ïóíêòå (3). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò,
÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå òàêèå îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü V ∈ C2(Rd), V ≥ 0, lim
|x|→∞

V (x) = +∞. Ïóñòü òàêæå çàäàíà

íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ G íà [0,+∞). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà

Lµ = aij(x, t, µ)∂xi∂xj + bi(x, t, µ)∂xi

îïðåäåëåíû íà âñÿêîì ìíîæåñòâå Mτ,α(V ) è äëÿ âñåõ µ ∈Mτ,α(V ), (x, t) ∈ Rd× [0, τ ]
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(i) LµV (x, t) ≥ G

(ˆ
V (x)dµt

)
V (x)

èëè íåðàâåíñòâî

(ii) LµV (x, t) ≥ G

(ˆ
V (x)dµt

)
.

Ïóñòü òàêæå |
√
A(x, t, µ)∇V (x)|2 ≤ C1 + C2V (x) äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ

C1, C2 > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 =

ˆ
V dν > 0 è â ñèòóàöèè (i) ìû èìååì

T =

ˆ ∞
u0

du

uG(u)
< +∞,

à â ñèòóàöèè (ii) èìååì

T =

ˆ ∞
u0

du

G(u)
< +∞.

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (1.1) íà îòðåçêå [0, τ ] c τ ≥ T íå èìååò ðåøåíèÿ â êëàññå ìåð
µ = (µt)t∈[0,T ], äëÿ êîòîðûõ µt � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû è

sup
t∈[0,T ]

ˆ
V (x) dµt <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (i). Ïóñòü τ > 0. Åñëè µ = (µt)t∈[0,τ ] � ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè, òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ C∞0 (Rd) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ˆ
ϕdµt −

ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds.
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Âîçüìåì ζm ∈ C∞[0,+∞), äëÿ êîòîðûõ 0 ≤ ζ
′
m(z) ≤ 1, ζ

′′
m ≤ 0, ïðè÷åì ζm(z) = z ïðè

z ≤ m− 1 è ζm(z) = m ïðè z > m. Ïîëîæèì ϕ(x) = ζm(V (x))−m. Çàìåòèì, ÷òî

Lµζm(V ) = ζ
′

m(V )LµV + ζ
′′

m(V )(A∇V,∇V ).

Òîãäà

ˆ
ζm(V )dµt =

ˆ
ζm(V (x))dν +

ˆ t

0

ˆ
ζ
′

m(V )LµV dµsds+

ˆ t

0

ˆ
ζ
′′

m(V )|
√
A∇V |2dµsds,

÷òî îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âûðàæåíèåì

ˆ
ζm(V )dν +

ˆ t

0

ˆ
ζ
′

m(V )V G

(ˆ
V dµs

)
dµsds−

ˆ t

0

ˆ
|V |≥m

|ζ ′′m(V )|(C1 + C2V )dµsds.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞ è ó÷èòûâàÿ èíòåãðèðóåìîñòü V ïî ìåðå µ, ïîëó÷àåì
îöåíêó ˆ

V dµt ≥
ˆ
V dν +

ˆ t

0

G

(ˆ
V dµs

) ˆ
V dµsds.

Ïîëîæèì

H(u) = G(u)u, g(t) :=

ˆ
V dν +

ˆ t

0

H

(ˆ
V dµs

)
ds.

Òîãäà íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå H−1(g
′
(t)) ≥ g(t) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â âèäå

g
′
(t) ≥ H(g(t)). Ïîäåëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà H(g) = gG(g) è ïðîèíòåãðèðóåì

îò 0 äî t. Òîãäà äëÿ âñåõ t èç îòðåçêà [0, τ ] ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

t ≤
ˆ g(t)

g(0)

du

uG(u)
≤
ˆ +∞

g(0)

du

uG(u)
= T.

Íàïîìíèì, ÷òî g(0) =

ˆ
V (x) dν. Ïóñòü τ ≥ T . Òîãäà ïðè t = T ïîëó÷àåì g(t) = +∞

è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì, ÷òî sup
t∈[0,τ ]

ˆ
V (x) dµt <∞. Äîêàçàòåëüñòâî â

ñëó÷àå (ii) ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü â çàäà÷å Êîøè (1.1) ìû èìååì

aij = 0, b(x, t, µ) = x

ˆ
|y|2dµt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |x|p ∈ L1(ν) äëÿ íåêîòîðîãî p > 2. Ïóñòü m ∈ (2, p). Òîãäà

Lµ|x|m = (b,∇|x|m) = m|x|m
ˆ
|y|2 dµt.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ V (x) = δ + |x|m, δ > 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

LµV ≤ mV

(ˆ
V dµt

)2/m
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó (2) òåîðåìû 1.1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå íà îòðåçêå [0, τ ] äëÿ
âñÿêîãî

τ <

ˆ +∞

u0

du

mu1+2/m
=

1

2u
2/m
0

, u0 = δ +

ˆ
|x|m dν.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî m � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (2, p) è δ � ïðîèçâîëüíîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî, óñòðåìëÿÿ m ê 2 è δ ê 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò

íà îòðåçêå [0, τ ] äëÿ âñÿêîãî τ <
(

2

ˆ
|x|2 dν

)−1

. Åñëè æå

ˆ
|x|2 dν > 0, ò.å. íà÷àëü-

íîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Äèðàêà δ0 â íóëå, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà (i)
òåîðåìû 1.2 c ôóíêöèåé V (x) = |x|2 è, çíà÷èò, ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [0, τ ]

ïðè τ ≥
(

2

ˆ
|x|2 dν

)−1

íåò. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî µt ≡ δ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

Êîøè íà âñÿêîì îòðåçêå [0, τ ].

1.2 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

∂tµ = ∂xi∂xj(a
ij(x, t)µ)− ∂xi(bi(µ, x, t)µ), µ|t=0 = ν (1.11)

ñ ìàòðèöåé äèôôóçèè, íå çàâèñÿùåé îò ðåøåíèÿ. Ñëó÷àé íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö
äèôôóçèè, çàâèñÿùèõ îò ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè, ðàññìîòðåí
â [61].

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñòðîèòü ãëàäêèå àïïðîêñèìàöèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-
íèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëü-
íî èíòåãðèðóåìûå èëè îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñâåðòêàìè
ñ ãëàäèêìè ÿäðàìè. Êîíòðîëü íàä ñóùåñòâîâàíèåì ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îáåñïå÷èâà-
åòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü aij, bi � íåêîòîðîûå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà Rd+1, îãðàíè÷åííûå
íà B × [α, β] äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è êàæäîãî èíòåðâàëà [α, β]. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè W ∈ C2(Rd) è Λ ∈ C(Rd) òàêèå, ÷òî W ≥ 1 è

aij(x, t)∂xixjW (x) + bi(x, t)∂xiW (x) ≤ Λ(x)W (x) ∀(x, t) ∈ Rd+1.

Òîãäà:

(i) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé aijn è bin ∈ C∞(Rd+1) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîé ìåðû µ = %(x, t) dx dt ñ íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ïëîòíîñòüþ %,
ò.å. ‖%( · , t)‖L1(Rd) = 1 äëÿ ï. â. t, èìååò ìåñòî

lim
m→∞

‖aijn − aij‖Lp(µ,B×[α,β]) = 0, lim
n→∞

‖bin − bi‖Lp(µ,B×[α,β]) = 0

äëÿ êàæäîãî p ≥ 1, êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è èíòåðâàëà [α, β]. Áîëåå òîãî, äëÿ
êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è êàæäîãî èíòåðâàëà [α, β] ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ n0,
÷òî äëÿ âñåõ n > n0

aijn (x, t)∂xixjW (x) + bin(x, t)∂xiW (x) ≤ (1 + Λ(x))W (x) ∀(x, t) ∈ B × [α, β].
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(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aij, bi íåïðåðûâíû ïî x ðàâíîìåðíî ïî t íà B × [α, β]
äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è èíòåðâàëà [α, β]. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rd+1,
çàäàííàÿ ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µt íà Rd, ò.å. µ(dxdt) = µt(dx) dt. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé aijn , b

i
n ∈ C∞(Rd+1) òàêàÿ, ÷òî

lim
m→∞

‖aijn − aij‖Lp(µ,B×[α,β]) = 0, lim
n→∞

‖bin − bi‖Lp(µ,B×[α,β]) = 0

äëÿ êàæäîãî p ≥ 1, êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è èíòåðâàëà [α, β]. Áîëåå òîãî, äëÿ
êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è èíòåðâàëà [α, β] ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ n0, ÷òî äëÿ
âñåõ n > n0

aijn (x, t)∂xixjW (x) + bin(x, t)∂xiW (x) ≤ (1 + Λ(x))W (x) ∀(x, t) ∈ B × [α, β].

(iii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aij ∈ C(Rd+1). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè aijm è bin ∈ C∞(Rd+1), ÷òî âñå çàêëþ÷åíèÿ ïóíêòîâ (i) è (ii) âåðíû ñ aijm âìåñòî
aijn (ò.å. â (i) è (ii) ôóíêöèè aij è bi ìîæíî ïðèáëèæàòü íåçàâèñèìî). Áîëåå òîãî,
íåðàâåíñòâî äëÿ W îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè çàìåíèòü â íåðàâåíñòâå aijm íà aij.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ C∞0 (Rd) è η ∈ C∞0 (R) � íåêîòîðûå ÿäðà óñðåäíåíèÿ, ò.å.
ξ ≥ 0, ‖ξ‖L1(Rd) = 1 è η ≥ 0, ‖η‖L1(R1) = 1. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ξε(x) = ε−dξ(x/ε), ηε(t) = ε−1η(t/ε), ωε(x, t) = ξε(x)ηε(t).

Äîêàæåì (i). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aijn = ω1/n ∗ aij è bin = ω1/n ∗ bi ñõîäÿòñÿ ê aij è
bi ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ï.â. (x, t) îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è îãðàíè÷åíû íà êàæäîì
ìíîæåñòâå B × [α, β], ãäå B � íåêîòîðûé øàð. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖%( · , t)‖L1(Rd) = 1, è
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå. Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå çàêëþ÷åíèå ïóíêòà (i). Ïóñòü g1 è g2 � äâå áîðåëåâñêèå
ôóíêöèè íà Rd+1, îãðàíè÷åííûå íà B× [α, β] äëÿ êàæäîãî øàðà B è èíòåðâàëà [α, β].
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ϕ1, ϕ2, ψ ∈ C(Rd), äëÿ êîòîðûõ

ϕ1(x)g1(x, t) + ϕ2(x)g2(x, t) ≤ ψ(x)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd+1. Êàê è âûøå, gin = ω1/n ∗gi, i = 1, 2. ×òîáû ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå
çàêëþ÷åíèå â (i), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è èíòåðâàëà
[α, β] ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ n0, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 è äëÿ âñåõ (x, t) ∈ B × [α, β]
âûïîëíåíî ϕ1(x)g1

n(x, t) + ϕ2(x)g2
n(x, t) ≤ ψ(x) + 1. Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ1(x)g1
n(x, t) + ϕ2(x)g2

n(x, t) ≤ ψ(x)+

+

ˆ ˆ ((
ϕ1(x)− ϕ1(y)

)
g(y, τ)+

+
(
ϕ1(x)− ϕ1(y)

)
g(y, τ) + (ψ(y)− ψ(x))

)
ω1/n(x− y, t− τ) dy dτ.

Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ϕi, ψ è îãðàíè÷åííîñòè gi.
Äîêàæåì (ii). Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ïðèáëèæàþùèõ aij è bi, ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äîïóñêàþò ðàâíîìåðíîå
ïðèáëèæåíèå ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Äëÿ êàæäîãî x ïîëîæèì

aijn (x, t) = aij(x, · ) ∗ η1/n(t) è bin(x, t) = bi(x, · ) ∗ η1/n(t).
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Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü aij è bi ïî x âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü aijn , b
i
n

ïî ïàðå ïåðåìåííûõ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó Λ è W íå çàâèñÿò îò t, íåðàâåíñòâî ñ
W î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ aijn , b

i
n. Ïî ñâîéñòâàì ñâåðòîê äëÿ êàæäîãî x ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè aijn (x, t) è bin(x, t) ñõîäÿòñÿ ê aijn (x, t) è bin(x, t) äëÿ ï.â. t. Åùå ðàç èñ-
ïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ïî x, âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà
J ⊂ [α, β] ïîëíîé ìåðû Ëåáåãà, ÷òî ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × J .
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè

lim
m→∞

ˆ
B

|aijn (x, t)− aij(x, t)|p dµt = 0, lim
n→∞

ˆ
B

|bin(x, t)− bi(x, t)|p dµt = 0

äëÿ ï.â. t ∈ J . Îãðàíè÷åííîñòü aij, bi, âìåñòå ñ òåì, ÷òî ìåðû µt âåðîÿòíîñòíûå, âëå÷åò
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî aijm ïîñòðîåíû êàê ñâåðòêè ñ
ãëàäêèìè ÿäðàìè, ïîýòîìó îíè ñõîäÿòñÿ ê aij ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå.

Çàìå÷àíèå 1.4. (i) Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ϕ âåðíî |bi(x, t)| ≤ ϕ(x) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd+1, òî äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂
Rd è èíòåðâàëà [α, β] ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ n0, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 âûïîëíåíî
|bin(x, t)| ≤ ϕ(x) + 1 äëÿ (x, t) ∈ B × [α, β].

(ii) Åñëè 〈b(x+y, t)−b(x, t), y〉 ≤ θ(x)|y|2 äëÿ âñåõ x, y, t è íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè θ, òî äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd è îòðåçêà [α, β] ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ n > n0 âûïîëíåíî 〈bn(x+y, t)−bn(x, t), y〉 ≤ (θ(x)+1)|y|2 äëÿ âñåõ (x, t) ∈ B×[α, β]
è âñåõ y ∈ Rd. Äåéñòâèòåëüíî,

〈bn(x+ y, t)− bn(x, t), y〉 =

=

ˆ ˆ
〈b(ξ + y, t)− b(ξ, t), y〉ω1/n(x− ξ, t− τ) dξ dτ ≤

θ(x)|y|2 + |y|2
ˆ ˆ (

θ(ξ)− θ(x)
)
ω1/n(x− ξ, t− τ) dξ dτ.

(iii) Åñëè λ|ξ|2 ≤ 〈A(x, t)ξ, ξ〉 ≤ λ−1|ξ|2 äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è t ∈ R, òî òå æå
íåðàâåíñòâà ñ òîé æå êîíñòàíòîé λ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ Am. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
ñâåðòîê è ÿäðà ωε. Áîëåå òîãî, åñëè A èç êëàññà Ëèïøèöà ïî x ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà
Λ, òî Am ëåæèò â êëàññå Ëèïøèöà ïî x ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà Λ.

1.2.1 Ìàòðèöà äèôôóçèè íåâûðîæäåííàÿ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà aij íå çàâèñÿò îò µ è detA > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíåíî óñëîâèå

(NH1) Ïóñòü aij ∈ C(Rd× [0, T ]) è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ λ íà Rd òàêàÿ, ÷òî

〈A(x, t)ξ, ξ〉 ≥ λ(x)|ξ|2

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd× [0, T ], ξ ∈ Rd, è äëÿ êàæäîãî B ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ = γ(B) > 0
è κ = κ(B) ∈ (0, 1] òàêèå, ÷òî

|aij(x, t)− aij(y, t)| ≤ γ|x− y|κ
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äëÿ x, y ∈ B, t ∈ [0, T ].
×åðåç ‖µ‖TV îáîçíà÷èì ïîëíóþ âàðèàöèþ ìåðû µ:

‖µ‖TV := sup
{∣∣∣ˆ f(x)µ(dx)

∣∣∣ : f ∈ C∞0 (Rd), |f | ≤ 1
}
. (1.12)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìåðà çàäàíà ïëîòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, òî ïîëíàÿ
âàðèàöèÿ ìåðû ðàâíà L1-íîðìå åå ïëîòíîñòè. Äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé èçìåðèìîé
ôóíêöèè W ïîëîæèì ‖µ‖W = ‖Wµ‖TV .

Äëÿ çàäàííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè V ≥ 1 ÷åðåçMT (V ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî ìåð µ íà Rd × [0, T ], çàäàííûõ ñåìåéñòâàìè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µt íà Rd ñî
ñâîéñòâîì

sup
t∈[0,T ]

ˆ
V (x) dµt <∞. (1.13)

Â äîïîëíåíèå ê (NH1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(NH2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ W ∈ C2(Rd), W > 0, lim
|x|→+∞

W (x) = +∞ òàêàÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ W (x)V −1/2(x) îãðàíè÷åíà íà Rd è äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈MT (V ) ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ α(µ) > 0 òàêàÿ, ÷òî

LµW (x, t) ≤ α(µ)W (x)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ];

(NH3) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ G íà [0,+∞) òàêàÿ, ÷òî
G(0) = 0 è

λ(x)−1
∣∣b(µ, x, t)− b(σ, x, t)∣∣ ≤√V (x)G(‖µt − σt‖W )

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ] è µ, σ ∈MT (V );

(NH4) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U ∈ C2(Rd), U > 0, lim|x|→∞ U(x) = +∞ òàêàÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîé µ ∈MT (V ) ñóùåñòâóåò ÷èñëî β(µ) > 0 ñî ñâîéñòâîì

W 2(x)λ(x)−1|b(µ, x, t)|2 +
|
√
A(x, t)∇U(x)|2

U2(x)
+
|LµU(x, t)|
U(x)

≤ β(µ)V (x)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ].

Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (NH1), (NH2), (NH3), (NH4).
Åñëè ˆ

0+

du

G2(
√
u)

= +∞,

òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.11) â êëàññåMT (V ).

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü m ≥ k ≥ 1. Çàïèøåì óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ A = I è ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà V (x) = 1 + |x|2m, W (x) = 1 + |x|k è U(x) = 1 + |x|2. Óñëîâèÿ (NH2) è (NH4)
ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: äëÿ êàæäîé ìåðû µ = µt dt èçMT (1 + |x|2m), ò.å.

sup
t∈[0,T ]

ˆ
(1 + |x|2m) dµt <∞,
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ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α(µ) > 0 è β(µ) > 0 òàêèå, ÷òî

〈b(µ, x, t), x〉 ≤ α(µ)(1 + |x|2), |b(µ, x, t)| ≤ β(µ)(1 + |x|m−k).

Óñëîâèå (NH3) ñ G(u) = u çàïèñûâàåòñÿ òàê:

|b(µ, x, t)− b(σ, x, t)| ≤ c(1 + |x|m)

ˆ
(1 + |y|k) d‖µt − σt‖TV

äëÿ âñåõ µ, σ ∈MT (V ) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0.
Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî çàäà÷à Êîøè

∂tµ = ∆µ− div(b(µ, x, t)µ), µ|t=0 = µ0,

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññåMT (1 + |x|2m).
Â ÷àñòíîñòè, âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ

b(µ, x, t) = −
ˆ
|x− y|n(x− y)µt(dy)

ñ m = 2n+ 2 è k = n+ 1. Ïðîâåðèì (NH2). Èìååì

〈b(µ, x, t), x〉 = −
ˆ
|x−y|n〈x−y, x〉µt(dy) ≤ −

ˆ
|x−y|n+2µt(dy)+

ˆ
|x−y|n+1|y|µt(dy).

Çàìåòèì, ÷òî |x− y|n+1|y| ≤ n+1
n+2
|x− y|n+2 + 1

n+2
|y|n+2. Òîãäà

〈b(µ, x, t), x〉 ≤ (n+ 2)−1 sup
t∈[0,T ]

ˆ
|y|n+2µt(dy) = α(µ).

Óñëîâèÿ (NH1), (NH3) è (NH4) î÷åâèäíî âûïîëíåíû.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ(dxdt) = µt(dx) dt è σ(dxdt) = σt(dx) dt � äâà ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè (1.11). Ïîëîæèì α = max{α(µ), α(σ)}, β = sup{β(µ), β(σ),W (x)V −1/2(x)}
è

M = sup
t∈[0,T ]

ˆ
V (x) d(µt + σt).

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèÿ (NH2) è (NH4) âûïîëíÿþòñÿ ñ óêàçàííûìè α è β. Ïî-
ñêîëüêó A íåâûðîæäåíà, ìåðû µ è σ çàäàþòñÿ ïëîòíîñòÿìè %µ è %σ îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà (ñì. [4]), è ‖%µ( · , t)‖L1(Rd) = 1, ‖%σ( · , t)‖L1(Rd) = 1 äëÿ ï. â. t. Çíà÷èò,
ïðèìåíèì ïóíêò (i) ëåììû 1.4.

Øàã I. Àïïðîêñèìàöèÿ Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ ñðåçêè ϕ ∈ C∞0 (R) òàêóþ, ÷òî
0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 ïðè |x| < 1 è ϕ(x) = 0 ïðè |x| > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
íåêîòîðîì C > 0 è âñåõ x ∈ R èìååò ìåñòî îöåíêà |ϕ′′(x)|2 + |ϕ′(x)|2 ≤ Cϕ(x). Äëÿ
êàæäîãî N ≥ 1 ïîëîæèì

ϕWN (x) = ϕ(W (x)/N) è ϕUN(x) = ϕ(U(x)/N),
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BW
N = {x : W (x) ≤ N} è BU

N = {x : U(x) ≤ N}.
Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (Rd) è |ψ(x)| ≤ W (x).
Ïóñòü K ≥ 2 òàêîâî, ÷òî íîñèòåëü ψ ñîäåðæèòñÿ â BU

K . Äëÿ êàæäîãî òàêîãî K
íàéäåì ÷èñëî N = N(K) ≥ 2 òàêîå, ÷òî BU

2K ⊂ BW
N . Çàìåòèì, ÷òî ϕWN (x) = 1 äëÿ

x ∈ suppϕUK . Ôóíêöèÿ ϕ
U
K èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ëîêàëèçàöèè çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëèò ïðè-

áëèçèòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L ëîêàëüíî, à íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd× [0, T ].
Ôóíêöèÿ ϕWN ñðåçàåò êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû íîâûé îïåðàòîð òàêæå èìåë ôóíê-
öèþ Ëÿïóíîâà, ò.å. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (NH2).

Ïðîäîëæèì êîýôôèöèåíòû aij, bi íà Rd+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: aij(x, t) = aij(x, T ),
bi(x, t, µ) = bi(x, T, µ) ïðè t > T è aij(x, t) = aij(x, 0), bi(x, t, µ) = bi(x, 0, µ) ïðè
t < 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîäîëæåííûå òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (NH1), (NH2), (NH3) è (NH4) íà Rd+1.

Ïîñòðîèì íîâûé îïåðàòîð L̃ ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé ïðèáëèæàåò
L íà BW

2N × [0, T ]. Çàìåòèì, ÷òî aij ∈ C(Rd+1) è ïðèìåíèì ïóíêò (iii) ëåììû 1.4. Â
ñèëó (i) è (iii) ëåììû 1.4, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé bin, a

ij
m ∈ C∞(Rd+1)

òàêèå, ÷òî

lim
m→∞

‖aij − aijm‖L1((µ+σ),BW2N×[0,T ]) = 0, lim
n→∞

‖bi(µ, · , · )− bin‖L2((µ+σ),BW2N×[0,T ]) = 0.

Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 1.4, ìàòðèöà Am = (aijm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (NH1) äëÿ êàæ-
äîãî m äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd+1. Ïî (i) è (iii) ëåììû 1.4, ñóùåñòâóåò èíäåêñ n0 òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ m,n > n0 èìååò ìåñòî

aijm(x, t)∂xi∂xjW (x) + bin(x, t)∂xiW (x) ≤ (α + 1)W (x).

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.4, λ−1(x)|bn(x, t)|2 ≤ (β + 1)V (x) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ BW
2N × [0, T ].

Äàëåå âåçäå ñ÷èòàåì, ÷òî m,n > n0.
Ïîëîæèì Ã = ϕW2NAm + (1− ϕW2N)I, b̃ = ϕ2Nbn è

L̃ = ãij∂xi∂xj + b̃i∂xi .

Øàã II. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà W òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ îêàçàëàñü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ L̃. Ïóñòü WN(x) = ζK(W ),
ãäå ζN(z) = z ïðè z < N , ζ(z) = N + 1 ïðè z > N + 2, 0 ≤ ζ ′N ≤ 1, ζ ′′N ≤ 0. Çàìåòèì,

÷òîWN(x) ≤ W (x) è L̃WN(x, t) ≤ (α+1)WN(x) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd+1. Äåéñòâèòåëüíî,

L̃WN = 0 âíå BW
N+2, è íà B

W
N+2 âûïîëíÿåòñÿ

L̃WN = ζ ′N(W )L̃W + ζ ′′N(W )|
√
Am∇W |2 ≤ (α + 1)ζN(W ).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî zζ ′N(z) ≤ ζN(z), êîòîðîå ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ζN(z)
è ðàâåíñòâà (zζ ′N(z)−ζN(z))′ = zζ ′′N(z). ÏîýòîìóWN åñòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Øàã III. Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à. Ïóñòü s ∈ (0, T ) è f åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂tf+L̃f = 0, f |t=s = ψ. Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû ãëàäêèå è îãðàíè÷åííûå âìåñòå ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè, ó äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ðåøåíèå f , îãðàíè÷åííîå
âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè (íàïðèìåð, ñì. [48]). Ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò m, n è N ,
íî äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü ýòè èíäåêñû.
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Îöåíèì |f |. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè ψ ïðèíöèï ìàêñèìóìà
âëå÷åò |f | ≤ max |ψ| = C(ψ). Âûâåäåì îöåíêó, íå çàâèñÿùóþ îò ψ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî ôóíêöèÿ v = f/WN óäîâëåòâîðÿåò

∂tv + L̃v + 2〈Ã∇v,∇WN〉W−1
N + vW−1

N L̃WN = 0.

Çíà÷èò, W−1
N L̃WN ≤ α + 1 è |v(x, s)| = |ψ(x)|/WN(x) ≤ 1. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà

|v(x, t)| ≤ e(α+1)(s−t), îòêóäà ñëåäóåò

|f(x, t)| ≤ WN(x)e(α+1)(s−t) ≤ W (x)e(α+1)(s−t).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó [54, Òåîðåìà 2.8] ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(n,N, ψ) òàêàÿ, ÷òî

sup
(x,t)∈Rd×[0,s]

|∂xi∂xjf(x, t)| ≤ C(n,N, ψ).

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî C(n,N, ψ) íå çàâèñèò îò m.
Øàã IV. Îöåíêà ãðàäèåíòà. Òåïåðü îöåíèì |∇xf |. Ïîäñòàâëÿÿ ïðîáíóþ ôóíê-

öèþ u = ϕUKf
2 â òîæäåñòâî (1.3) äëÿ ðåøåíèÿ µ, ïîëó÷èì

ˆ
ϕUKf

2 dµs −
ˆ
ϕUKf

2 dν =

ˆ s

0

ˆ [
2fϕUK(Lµf − L̃f)+

f 2Lµϕ
U
K + 2〈A∇ϕUK ,∇f〉f + |

√
A∇f |2ϕUK

]
dµt dt.

Çàìåòèì, ÷òî

Lµϕ
U
K = K−1ϕ′(U/K)LµU +K−2ϕ′′(U/K)|

√
A∇U |2.

Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå K ≤ U(x) ≤ 2K, òî

|LµϕUK | ≤ 2CIK

( |LµU |
U

+
|
√
A∇U |2

U2

)
,

ãäå IK åñòü èíäèêàòîð ìíîæåñòâà {x : K ≤ U(x) ≤ 2K}. Àíàëîãè÷íî

|〈A∇ϕUK ,∇f〉f | ≤ 8C2C2(ψ)IK
|
√
A∇U |2

U2
+

1

4
ϕUK |
√
A∇f |2.

Òàê êàê

|fϕUK(Lµ − L̃)f | ≤ ϕUK |f ||A− Am||D2f |+ ϕUK |f ||∇f |λ−1
(
|bn|+ |b|

)
,

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|fϕUK(L̃f −Lµf)| ≤ C(ψ)C(n,N, ψ)|A−Am|+ 16(β + 1)V (x)e2(α+1)(s−t) +
1

4
|
√
A∇f |2ϕUK .

Çàìåòèì, ÷òî ˆ
ϕUKf

2 dµs ≤
ˆ
W 2 dµs ≤M sup

x
W 2(x)V (x)−1.
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Ñîáåðåì âñå îöåíêè âìåñòå è ïîëó÷èì

ˆ s

0

ˆ
|
√
A∇f |2ϕUK dµt dt ≤ C1(1 +Rm +QK),

ãäå

Rm = C(n,N, ψ)‖A− Am‖L1(µ+σ,BW2N×[0,T ]), QK = C2(ψ)

ˆ T

0

ˆ
K<U<2K

V d(µ+ σ)

è C1 íå çàâèñèò îò m,n,N,K, s è ψ. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà ñ σ âìåñòî µ, ò.ê. ìû
íå èñïîëüçîâàëè, ÷òî bn ïðèáëèæàåò b(µ).

Øàã V. Ïðèíèöèï Ãîëüìãðåíà. Ïîäñòàâèì ïðîáíóþ ôóíêöèþ u = fϕK â
òîæäåñòâî (1.3) äëÿ ðåøåíèé µ è σ è ïîëó÷èì

ˆ
ϕUKψ dµs−

ˆ
ϕUKf dν =

ˆ s

0

ˆ [
ϕK(L̃f−Lµf)+fLµϕ

U
K+2〈A∇ϕUK ,∇f〉

]
dµt dt, (1.14)

ˆ
ϕUKψ dσs−

ˆ
ϕUKf dν =

ˆ s

0

ˆ [
ϕK(L̃f−Lσf)+fLσϕ

U
K+2〈A∇ϕUK ,∇f〉

]
dσt dt. (1.15)

Îöåíèì îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (1.14) è (1.15). Ò.ê.

|LµϕUK ||f |+ |LσϕUK ||f | ≤ 2C(ψ)
( |LµU |

U
+
|LσU |
U

+
|
√
A∇U |2

U2

)
≤ 2(β + 1)C(ψ)IKV,

òî

ˆ s

0

ˆ
|LµϕUK ||f | dµt dt+

ˆ s

0

ˆ
|LσϕUK ||f | dσt dt ≤

≤ 2(β + 1)C(ψ)

ˆ T

0

ˆ
K≤V≤2K

V d(µt + σt) dt.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

ˆ s

0

ˆ
|
√
A∇ϕUK ||

√
A∇f | d(µt + σt) dt ≤

≤ C
(ˆ s

0

ˆ
|
√
A∇f |2ϕUK d(µt + σt) dt

)1/2(ˆ T

0

ˆ
K<V <2K

|
√
A∇U |2

U2
d(µt + σt) dt

)1/2

,

÷òî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé

C2

(
1 +Rm +QK

)1/2(ˆ T

0

ˆ
K<U<2K

V d(µt + σt) dt
)1/2

.

Çäåñü C2 íå çàâèñèò îò n,m,K,N, s, ψ. Ïîñêîëüêó

ϕUK |L̃f − Lµf | ≤ C(n,N, ψ)|A− Am|+ |
√
A−1(bn − b(µ, · , · ))||

√
A∇f |ϕUK ,
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òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

ˆ s

0

ˆ
ϕUK |L̃f − Lµf | dµt dt ≤ C(n,N, ψ)‖A− Am‖L1(µ,BW2N×[0,T ])+

+ C
1/2
1 ‖
√
A−1(bn − b(µ, · , · ))‖L2(µ,BW2N×[0,T ])

(
1 +Rm +QK

)1/2

Íàêîíåö,

ϕUK |L̃f − Lσf | ≤ ϕUK |L̃f − Lµf |+ ϕUK |
√
A−1(b(µ, x, t)− b(σ, x, t))||

√
A∇f |.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îöåíèâàåòñÿ, êàê ïîêàçàíî
âûøå. Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è (NH3)

ˆ s

0

ˆ
ϕUK |
√
A−1(b(µ, x, t)− b(σ, x, t))||

√
A∇f | dσt dt ≤

≤
(ˆ s

0

ˆ
G2(‖µt − σt‖W )V dσt dt

)1/2(ˆ s

0

ˆ
|
√
A∇f |2ϕUK dσt dt

)1/2

,

÷òî îöåíèâàåòñÿ

C
1/2
1

(
1 +Rm +QK

)1/2(ˆ s

0

G2(‖µt − σt‖W ) dt
)1/2

.

Âû÷èòàÿ (1.15) èç (1.14) è ïðèìåíÿÿ âñå ïîëó÷åííûå îöåíêè, óñòðåìëÿÿ m → ∞,
çàòåì n→∞ è, íàêîíåö, K →∞ (êàê ñëåäñòâèå, N →∞), ïîëó÷èì

ˆ
ψ d(µs − σs) ≤ C

1/2
1

(ˆ s

0

G2(‖σt − µt‖W ) dt
)1/2

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C∞0 (Rd) òàêàÿ, ÷òî |ψ(x)| ≤ W (x),
ïîëó÷èì

‖µs − σs‖W ≤ C
1/2
1

(ˆ s

0

G2(‖σt − µt‖W ) dt
)1/2

.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà ‖µs − σs‖W = 0 äëÿ âñåõ s ∈ (0, T ).

Çàìå÷àíèå 1.5. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå lim|x|→+∞W (x) = +∞ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü

â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ϕWN è ôóíêöèè Ëÿïóíîâà W̃ . Åñëè W = 1, òî ìîæíî âçÿòü
ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ϕN , ò.ê. L̃1 = 0. Ïîýòîìó ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà âåðíà è ïðè
W ≡ 1, ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíî óïðîùàåòñÿ.

1.2.2 Ìàòðèöà äèôôóçèè ìîæåò âûðîæäàòüñÿ

Åñëè ìàòðèöà äèôôóçèè âûðîæäàåòñÿ, òî íåïðåðûâíîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòíîñè-
òåëüíî ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû íå äîñòàòî÷íà äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì A = 0 è

b(µt) =

ˆ
min{|y|2/3, 1} dµt.
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Òîãäà ìåðà δx(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∂tµ = div(b(µt)µ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì µ|t=0 = δ0, êàê òîëüêî x(t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = min{|x|2/3, 1}, x(0) = 0.
Íî ýòà çàäà÷à ïðè ìàëûõ t èìååò äâà ðåøåíèÿ: x(t) = t3/27 è x(t) = 0. Çíà÷èò,
íåîáõîäèìî ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü îòíîñèòåëüíî äðóãîé ìåòðèêè.

Ïóñòü W ∈ C(Rd) � íåêîòîðàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è W ≥ 1. Íà ïðîñòðàíñòâå
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ, äëÿ êîòîðûõ |x|

√
W (x) ∈ L1(µ), ââåäåì íîâóþ ìåòðèêó

wW (µ, σ) = sup
{ˆ

f d(µ− σ) : f ∈ C∞0 (Rd), |∇f(x)| ≤
√
W (x)

}
.

Â ïðèëîæåíèÿõ è ïðèìåðàõ îáû÷íî W (x) = (1 + |x|)p èëè W (x) = e|x|
p
. Ìåòðèêà

wW äîïóñêàåò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé. Îïðåäåëèì

F ′0 =
{
f ∈ C∞0 (Rd) : |∇f(x)| ≤

√
W (x)

}
,

F0 =
{
f ∈ C∞0 (Rd) : |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|max{

√
W (x),

√
W (y)}

}
,

F =
{
f ∈ C(Rd) : |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|max{

√
W (x),

√
W (y)}

}
.

Ïîëîæèì

dF(µ, σ) = sup
f∈F

ˆ
f d(µ− σ)

è àíàëîãè÷íî dF0 è dF ′0 = wW äëÿ ìíîæåñòâ ôóíêöèé F0 è F ′0 ñîîòâåòñòâåííî. Â
ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ïðîùå ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ äëÿ êëàññîâ dF èëè dF0 .

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ìåòðèêè dF ′0, dF0 è dF ñîâïàäàþò íà ïðîñòðàíñòâå ìåð µ ñ

|x|
√
W (x) ∈ L1(µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî dF ′0 = dF0 ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

f(x)− f(y) =

ˆ 1

0

〈∇f(y + t(x− y)), x− y〉 dt

è âûïóêëîñòè W . Çàìåòèì, ÷òî dF0 ≤ dF . Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü µ, σ
� âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, äëÿ êîòîðûõ |x|

√
W (x) ∈ L1(µ + σ). Äëÿ êàæäîãî ε > 0

íàéäåì òàêîå f ∈ F , ÷òî

dF(µ, σ) ≤
ˆ
f d(µ− σ) + ε. (1.16)

Ðàññìîòðèì òàêóþ ôóíêöèþ ñðåçêè, ÷òî ψN(t) = t ïðè t ∈ [−N,N ], ψN(t) = N ïðè
t > N è ψN(t) = −N ïðè t < −N . Ïîëîæèì ϕK(x) = ϕ(x/K), ãäå ϕ ∈ C∞0 (Rd),
0 ≤ ϕ ≤ 1 è ϕ(x) = 1 ïðè |x| ≤ 1. Ïîëîæèì gδ,K,N(x) = (1 − δ)ϕK(x)ψN(f(x)) äëÿ
êàæäîãî δ ∈ (0, 1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
N è K ôóíêöèÿ f â (1.16) ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà gδ,K,N ñ 2ε âìåñòî ε â ïðàâîé
÷àñòè. Ïîñêîëüêó gδ,K,N èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî, âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå K,
ïîëó÷èì

|gδ,K,N(x)− gδ,K,N(y)| ≤ (1− δ/2)|x− y|max{
√
W (x),

√
W (y)}.
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Ñãëàäèâ ôóíêöèþ gδ,K,N ñòàíäàðòíîé ñâåðòêîé ñ ãëàäêèì ÿäðîì è ó÷èòûâàÿ êîýô-
ôèöèåíò (1 − δ/2), ïîëó÷èì, ÷òî ñãëàæåííàÿ âåðñèÿ ïðèíàäëåæèò F0. Çíà÷èò, äëÿ
êàæäîãî ε > 0 dF(µ, σ) ≤ dF′(µ, σ) + 3ε. Îòñþäà dF(µ, σ) ≤ dF′(µ, σ).

Åñëè W = 1, òîãäà ìåòðèêà wW = dF ñîâïàäàåò ñ 1-ìåòðèêîé Êàíòîðîâè÷à
W1(µ, σ) (ñì. [2, Òåîðåìà 8.10.41]). Â îáùåì ñëó÷àå W1(µ, σ) ≤ wW (µ, σ).

×àñòî èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè W . Íàïðè-
ìåð, êîýôôèöèåíò ñíîñà

b(x, t, µ) =

ˆ
K(x, y, t) dµt

óäîâëåòâîðÿåò |b(x, t, µ)− b(x, t, σ)| ≤ C(x, t)wW (µt, σt), åñëè

|K(x, y, t)−K(x, z, t)| ≤ C(x, t)|z − y|max{
√
W (z),

√
W (y)}.

Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîýôôèöèåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñâåðòêàìè ñ ôóíêöèÿìè
íå òîëüêî ïîëèíîìèàëüíîãî, íî è ïðîèçâîëüíîãî ðîñòà, îïðåäåëÿåìîãî ôóíêöèåé

√
W .

Çàìå÷àíèå 1.6. ×òîáû ñðàâíèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïðè-
âîäèìûå íèæå, ñ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëåçíî ñðàâíèòü
V -ñõîäèìîñòü è ñõîäèìîñòü ïî ìåòðèêå wW . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µn íà Rd V -ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ è

sup
n

ˆ
V dµn <∞.

Åñëè lim|x|→∞ |x|
√
W (x)/V (x) = 0, òî limn→∞wW (µn, µ) = 0.

Äîêàæåì ýòî. Êàê è âûøå, ÷åðåç F îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ C∞0 (Rd)
òàêèõ, ÷òî |∇f(x)| ≤

√
W (x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ F

lim
n→∞

ˆ
f dµn =

ˆ
f dµ,

ˆ
|x|>R

|f | dµn ≤ g(R)

ˆ
V dµn, g(R) = sup

|x|≥R

|x|
√
W (x)

V (x)

è limR→∞ g(R) = 0. Íàêîíåö, ïî òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè ìíîæåñòâî ôóíêöèè F íà
êàæäîì øàðå {x : |x| ≤ R} ïðåäêîìïàêòíî è ïîýòîìó èìååò êîíå÷íóþ ε-ñåòü äëÿ
âñÿêîãî ε > 0. Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîé êîíå÷-
íîé ñåòè è ëþáàÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ èç F ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî íà {x : |x| ≤ R}
ïðèáëèæåíà èìè, òî, ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ îöåíêó èíòåãðàëîâ íà |x| ≥ R, ïîëó÷èì
limn→∞wW (µn, µ) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåøåíèÿ èç êëàññàMT (V ) ñ V ∈ C(Rd)
è V ≥ 1. Ñôîðìóëèðóåì íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû.

(DH1) Ìàòðèöà A = (aij) ñèììåòðè÷íà, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è åå ýëåìåí-
òû aij ∈ C(Rd×[0, T ]). ×åðåç rij îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû r =

√
A. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, T ] ôóíêöèè x 7→ rij(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû.

(DH2) Äëÿ íåêîòîðîé âûïóêëîé ôóíêöèè W ∈ C2(Rd) òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ
|x|
√
W (x)V (x)−1 îãðàíè÷åíà íà Rd, W ≥ 1, äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈ MT (V ) ñóùå-

ñòâóþò ôóíêöèè θµ,Λµ ∈ C(Rd) è ïîñòîÿííûå Cµ > 0, 1 > δµ > 0 òàêèå, ÷òî

〈b(µ, x+ y, t)− b(µ, x, t), y〉 ≤ θµ(x)|y|2, LµW (x, t) ≤ (Cµ − Λµ(x))W (x),
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2θµ(x) + δµ(1 + |x|2)−1|b(µ, x, t)|2+

+ δµ(1 + |x|2)−2|trA(x, t)|2 + 4
∑
i,j,k≤d

∣∣∂xkrij(x, t)∣∣2 ≤ Λµ(x) (1.17)

äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è t ∈ [0, T ].

(DH3) Äëÿ êàæäîãî øàðà B ⊂ Rd ôóíêöèè bi íåïðåðûâíû ïî x ðàâíîìåðíî ïî t
íà B × [0, T ] è ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ G íà [0,+∞),
÷òî G(0) = 0 è

|b(µ, x, t)− b(σ, x, t)| ≤ V (x)√
W (x)

G(wW (µt, σt))

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ] è µ, σ ∈MT (V ).

(DH4) Äëÿ íåêîòîðîé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè U ∈ C2(Rd) ñ óñëîâèåì
lim
|x|→+∞

U(x) = +∞, è äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈ MT (V ) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ β(µ)

òàêàÿ, ÷òî

|A(x, t)∇U(x)|
√
W (x)

U(x)
+
|
√
A(x, t)∇U(x)|2

U2(x)
+
|LµU(x, t)|
U(x)

≤ β(µ)V (x)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ].

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (DH1), (DH2), (DH3), (DH4). Åñëè
ˆ

0+

du

G(u)
= +∞,

òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.11) èç êëàññàMT (V ).

Â ÷àñòíîì, íî âàæíîì ñëó÷àå A = 0 óñëîâèÿ (DH1)�(DH4) âûïîëíåíû, íàïðèìåð,
åñëè

(i) (1 + |x|)−1|b(µ, x, t)| ≤ β(µ)V (x),

(ii) 〈b(µ, x+ y, t)− b(µ, x, t), y〉 ≤ θµ(x)|y|2,
(iii) 〈b(µ, x, t),∇W (x)〉 ≤

(
Cµ − 2θµ(x)− δµ(1 + |x|2)−1|b(µ, x, t)|2

)
W (x).

(iv) |b(µ, x, t)− b(σ, x, t)| ≤ V (x)W (x)−1/2G(wW (µt, σt)).
Çäåñü U(x) = 1 + |x|2.

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü m ≥ 1, r ≥ 1, κ > 0 è V (x) = W (x) = exp(κ|x|2m). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ êàæäîé ìåðû µ = µt dt ∈MT (V ), ò.å.

sup
t∈[0,T ]

ˆ
exp(κ|x|2m) dµt <∞,

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c1(µ) > 0, c2(µ) > 0, c3(µ) > 0 è c4(µ) > 0 òàêèå, ÷òî

〈b(µ, x, t), x〉 ≤ c1(µ)− c2(µ)|x|2k, |b(µ, x, t)| ≤ c3(µ)(1 + |x|m+k+1),

〈b(µ, x+ y, t)− b(µ, x, t), y〉 ≤ c4(µ)(1 + |x|m+k+1)|y|2
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äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c5 > 0
òàêàÿ, ÷òî

|b(µ, x, t)− b(σ, x, t)| ≤ c5(1 + |x|m+k+1)wW (µt, σt).

äëÿ âñåõ µ, σ ∈MT (V ) è (x, t) ∈ Rd × [0, T ].
Òîãäà çàäà÷à Êîøè

∂tµ+ div(b(µ, x, t)µ) = 0, µ|t=0 = µ0,

èìååò íå áîëåå 1 ðåøåíèÿ â êëàññåMT (V ).
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé

b(µ, x, t) =

ˆ
K(x, y, t)µt(dy).

Ñôîðìóëèðîâààíûå âûøå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè

(i) 〈K(x, y, t), x〉 ≤ (C1 − C2|x|2k) exp(κ|y|2m),

(ii) |K(x, y, t)| ≤ C3(1 + |x|m+k+1) exp(κ|y|2m),

(iii) 〈K(x+ z, y, t)−K(x, y, t), z〉 ≤ C3|z|2(1 + |x|m+k+1) exp(κ|y|2m),

(iv) |DyK(x, y, t)| ≤ C3(1 + |x|m+k+1) exp(κ
2
|y|2m).

Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü K(x, y, t) = p(y)− xq(y)−∇R(x− y), ãäå R ∈ C2(Rd) åñòü
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, p, q ∈ C1(Rd), q(y) ≥ q0 > 0 è

|p(y)|+ |Dp(y)|+ |q(y)|+ |Dq(y)| ≤ C1 exp
(κ

2
|y|2m

)
,

|DR(y)|+ |D2R(y)| ≤ C2|y|m.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîá-
ùàþùåå îöåíêó èç [36].

Ïóñòü ôóíêöèÿ ñðåçêè η ∈ C∞0 (R1) òàêîâà, ÷òî η(x) = 1 äëÿ |x| ≤ 1 è η(x) = 0 äëÿ
|x| > 2, 0 ≤ η ≤ 1 è ñóùåñòâóåò ÷èñëî C ≥ 1 òàêîå, ÷òî |η′(x)|2η−1(x) ≤ C äëÿ âñåõ x
èç íîñèòåëÿ η.

Ëåììà 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè hi, gij íåïðåðûâíû íà (x, t) ∈ Rd+1 è äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, è ìàòðèöà G = (gij) íåîòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåíà. Ïîëîæèì Q =

√
G è Lg,hu = gij∂xi∂xju + hi∂xiu. Ïóñòü θ � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà Rd è M > 1, δ > 0, C0 > 0. Ïîëîæèì

κ = 32−1 min{δ, C−2}

ãäå C âçÿòà èç îïðåäåëåíèÿ η. Åñëè äëÿ âñåõ (x, t) ∈ {|x| < (2M)
1
2κ}, t ∈ [0, T ] è âñåõ

y ∈ Rd âûïîëíåíî

〈h(x+ y, t)− h(x, t), y〉 ≤ θ(x)|y|2, Lg,hW (x, t) ≤ (C0 − Λ(x, t))W (x),

Λ(x, t) := 4
∑
i,j,k≤d

∣∣∂xkqij(x, t)∣∣2 + 2θ(x) + δ(1 + |x|2)−1|h(x, t)|2 + δ(1 + |x|2)−2|trG(x, t)|2,
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òî äëÿ âñåõ s ∈ (0, T ) çàäà÷à Êîøè

∂tf + ζMLg,hf = 0, f |t=s = ψ

ñ ψ ∈ C∞0 (Rd), |∇ψ(x)| ≤
√
W (x), ζM(x) = η

(
(1 + |x|2)κ/M

)
, èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå

f è
|∇f(x, t)| ≤

√
W (x) · e(C0+1)(s−t)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ f õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðè-
ìåð, [74, Òåîðåìû 3.2.4, 3.2.6]). Âûâåäåì îöåíêó |∇f |. Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî
〈h(x+ y, t)− h(x, t), y〉 ≤ θ(x)|y|2 äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé h âëå÷åò

〈H(x, t)y, y〉 ≤ θ(x)|y|2, H = (∂xjh
i)i,j≤d.

Êðîìå òîãî, ýòî íåðàâåíñòâà è âñå íåðàâåíñòâà èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íà íîñèòåëå ζM , ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ âíå
âíå íîñèòåëÿ ζM . Ïîëîæèì u = 2−1

∑d
k=1 |∂xkf |2. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî xk óðàâíåíèå

∂tf + ζMLg,hf = 0 è óìíîæàÿ íà ∂xkf , ïîëó÷èì

∂tu+ ζMLg,hu+ ζM〈H∇f,∇f〉+ 〈∇ζM ,∇f〉〈h,∇f〉+ ζM∂xka
ij∂2

xixj
f∂xkf+

+ gij∂2
xixj

f∂xkf∂xkζM − ζMgij∂2
xkxj

f∂2
xkxj

f = 0.

Çàìåòèì, ÷òî 〈H∇f,∇f〉 ≤ 2θu è 〈∇ζM ,∇f〉〈h,∇f〉 ≤ 2|∇ζM ||h|u. Ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùåå âûðàæåíèå:

ζM∂xkg
ij∂2

xixj
f∂xkf + gij∂2

xixj
f∂xkf∂xkζM − ζMgij∂2

xkxj
f∂2

xkxj
f.

Íàïîìíèì, ÷òî Q =
√
G. Ïîýòîìó∑

i,j,k

∂xkq
ij∂2

xixj
f∂xkf = 2

∑
i,j,m,k

∂xkq
imqmj∂2

xixj
f∂xkf ≤

≤ 2
∑
i,m

(∑
k

|∂xkqim|2
)1/2(∑

k

|∂xkf |2
)1/2∣∣∣∑

j

qmj∂2
xixj

f
∣∣∣,

÷òî ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé

2u
∑
i,m,k

|∂xkqim|2 +
∑
i,m

∣∣∣∑
j

qmj∂2
xixj

f
∣∣∣2.

Çàìåòèì, ÷òî ∑
i,m

∣∣∣∑
j

qmj∂2
xixj

f
∣∣∣2 =

∑
i,j,k

gij∂2
xkxj

f∂2
xkxj

f.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî xy ≤ (4 + 4trG)−1x2 + (1 + trG)y2, ïîëó÷èì

gij∂2
xixj

f∂xkf∂xkζM ≤ 2u
|∇ζM |2

ζM
(1 + trG) + ζM(4 + 4trG)−1

(
gij∂2

xixj
f
)2

.
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Îòìåòèì, ÷òî

( d∑
i,j=1

gij∂xi∂xjf
)2

≤
( d∑
i=1

gii
)( d∑

i,j,k

gij∂xi∂xkf∂xj∂xkf
)
.

Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|tr(AB)|2 ≤ trA tr(AB2)

äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö A è B ñ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé A. Ýòî íåðàâåíñòâî
âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäå-
ëÿåìîãî ïî ïðàâèëó 〈X, Y 〉 = tr (XY ∗), ìàòðèö X = A1/2, Y = BA1/2 â ïðîñòðàíñòâå
d× d ìàòðèö (ïîñêîëüêó tr (Y Y ∗) = tr (BA1/2A1/2B) = tr (AB2)). Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå
îöåíêè, ïîëó÷èì

∂tu+ ζMLg,hu+ Zu ≥ 0,

ãäå

Z =
|∇ζM |2

ζM
(1 + trG) + |∇ζM ||h|+ 2ζMθ + 4ζM

∑
i,j,k

∣∣∂xkqij∣∣2.
Ò.ê.

|∇ζM(x)| ≤ 4κ(1 + |x|2)−1/2
∣∣η′((1 + |x|2)κ/M

)∣∣,
ïîëó÷èì

Z ≤ 4κC2 + 16κC + ζM

(
4
∑
i,j,k

∣∣∂xkqij∣∣2 + 2θ + 2κ(1 + |x|2)−1|h|2 + 2κ(1 + |x|2)−2|trG|2
)
.

Ïîñêîëüêó κ = 32−1 min{δ, C−2},

Z ≤ 1 + ζM

(
4
∑
i,j,k

∣∣∂xkσijN ∣∣2 + 2θ + δ(1 + |x|2)−1|h|2 + δ(1 + |x|2)−2|trG|2
)
.

Ïîëîæèì u = wW . Òîãäà w óäîâëåòâîðÿåò

∂tw + ζMLg,h̃w + Z̃w ≥ 0,

ãäå

h̃k = hk + 2
gkj∂xjW

W
, Z̃ = Z + ζM

Lg,hW

W
.

Ïî óñëîâèÿì ëåììû Z̃ ≤ C0 + 1. Çàìåòèì, ÷òî |w(x, s)| ≤ 1. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà
(ñì. [74, Òåîðåìà 3.1.1]) |w(x, t)| ≤ e(C0+1)(s−t), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü äâà ðåøåíèÿ µ è σ èç êëàññà MT (V ).
Øàã I. Àïïðîêñèìàöèÿ. Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (Rd) è |∇ψ(x)| ≤

√
W (x). Çàôèêñèðó-

åì M ≥ 1. Àíàëîãè÷íî ëåììå 1.5 ïîëîæèì κ = 32−1 min{δµ, C−2}, ãäå C âçÿòî èç
îïðåäåëåíèÿ η, è ζM = η((1 + |x|2)κ/M). Ôóíêöèÿ η îïðåäåëåíà ïåðåä ëåììîé 1.5.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ ñðåçêè ϕ ∈ C∞0 (R) òàêîâà, ÷òî 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 ïðè |x| < 1
è ϕ(x) = 0 ïðè |x| > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 è âñåõ íà íî-
ñèòåëå ϕ âûïîëíÿåòñÿ |ϕ′′(x)|2 + |ϕ′(x)|2 ≤ Cϕ(x). Äëÿ êàæäîãî K ≥ 1 ïîëîæèì
ϕUK(x) = ϕ(U(x)/K). ÂîçüìåìM íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî ζM(x) = 1 ïðè |x| < 2K. Ïî-
ëîæèì BM = {x : |x| < (2M)1/2κ}. Ïðîäëèì ôóíêöèè bi(µ) íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rd+1

ñëåäóþùèì îáðàçîì: bi(µ, x, t) = bi(µ, x, T ) äëÿ t > T è bi(µ, x, t) = bi(µ, x, 0) äëÿ t < 0.
Àíàëîãè÷íî ïðîäëèì aij. Î÷åâèäíî óñëîâèÿ (DH1)�(DH4) âûïîëíåíû äëÿ íîâûõ bi

è aij. Ïî ëåììå 1.4 è çàìå÷àíèþ 1.4 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ∈ C∞(Rd+1),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) limn→∞ ‖bn − b(µ)‖L1(µ+σ,BM×[0,T ]) = 0,

(ii) 〈bn(x + y, t) − bn(x, t), y〉 ≤ θ̃(x)|y|2 äëÿ âñåõ (x, t) ∈ BM × [0, T ] è y ∈ Rd,

ãäå θ̃(x) = θµ(x) + 1,

(iii) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ BM × [0, T ] èìååò ìåñòî (1.17) ñ θ̃ âìåñòî θµ, bn âìåñòî b(µ)

è Λ̃(x) = Λµ(x) + 2 âìåñòî Λµ,

(iv) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ BM × [0, T ]

aij(x, t)∂xi∂xjW (x) + bin(x, t)∂xiW (x) ≤ (C̃0 − Λ̃(x))W (x),

ãäå C̃0 = Cµ + 3.
Øàã II. Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à. Ïóñòü fn åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂tfn + ζMa
ij∂xi∂xjfn + ζMb

i
n∂xifn = 0, fn|t=s = ψ.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà sup |fn| ≤ max |ψ|. Ïî ëåììå 1.5 |∇xfn(x, t)| ≤ C1

√
W (x) ñ

êîíñòàíòîé C1, íå çàâèñÿùåé îò x, t, s, n è K.
Øàã III. Ïðèíöèï Ãîëüìãðåíà. Ïîäñòàâëÿÿ u = ϕUKfn â òîæäåñòâî (1.3) äëÿ

ðåøåíèé µ è σ, ïîëó÷èìˆ
ψ dµs =

ˆ
ϕUKfn dν +

ˆ s

0

ˆ [
ϕUK〈b(µ)− bn,∇fn〉+ 2〈A∇ϕUK ,∇fn〉+ fnLµϕk

]
dµt dt,

ˆ
ψ dσs =

ˆ
ϕUKfn dν +

ˆ s

0

ˆ [
ϕUK〈b(σ)− bn,∇fn〉+ 2〈A∇ϕUK ,∇fn〉+ fnLσϕ

U
K

]
dσt dt.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî ζM(x) = 1 äëÿ x ∈ suppϕUK è ÷ëåíû ϕUKζMa
ij∂xi∂xjfn è

ϕUKa
ij∂xi∂xjfn ñîêðàùàþòñÿ. Âû÷èòàÿ âòîðîå òîæäåñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì

ˆ
ψ d(µs − σs) ≤

ˆ s

0

ˆ [
ϕUK |b(µ)− bn||∇fn|+ 2|A∇ϕUK ||∇fn|+ |fn||LµϕUK |

]
dµt dt+

+

ˆ s

0

ˆ [
ϕUK |b(σ)− bn||∇fn|+ 2|A∇ϕUK ||∇fn|+ |fn||LσϕUK |

]
dσt dt.

Çàìåòèì, ÷òî |b(σ) − bn| ≤ |b(σ) − b(µ)| + |b(µ) − bn| è |∇fn| ≤ C1

√
W . Âûðàæåíèÿ

|A∇ϕUK |, |LµϕUK | è |LσϕUK | îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3. Èñ-
ïîëüçóÿ (DH4) è óñòðåìëÿÿ ñíà÷àëà n→∞ è çàòåì K →∞, ïðèõîäèì êˆ

ψ d(µs − σs) ≤ C1

ˆ s

0

ˆ
|b(µ)− b(σ)|

√
W dσt dt.
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Ïðèìåíÿÿ (DH3) è ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî ψ ∈ C∞0 (Rd), |∇ψ(x)| ≤
√
W (x), ïîëó÷èì

wW (µs, σs) ≤ C1N

ˆ s

0

G(wW (µt, σt)) dt, N = sup
t

ˆ
V dσt.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî wW (µs, σs) = 0 äëÿ s ∈ [0, T ].

Çàìå÷àíèå 1.7. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü íå ïðîñòî
óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.11), íî è îöåíêó ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ðåøåíèÿìè ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ (DH2) è (DH4) òåîðåìû 1.4 êîíñòàíòû δµ, Cµ è β(µ)
ìîæíî âûáðàòü, íå çàâèñÿùèìè îò µ, äëÿ âñåõ ìåð èç íåêîòîðîãî êëàññàMT,α(V ), ãäå
α ∈ C+([0, T ]). Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ MT,α(V ) ñîñòîèò èç ìåð µ, çàäàííûõ ïîòîêîì
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µt òàêèõ, ÷òî ˆ

V dµt ≤ α(t).

Ïóñòü âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ν1 è ν2 íà Rd òàêîâû, ÷òî V ∈ L1(ν1 +ν2). Ïóñòü
√
W � âû-

ïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ1(dxdt) = µ1
t (dx) dt è µ2(dxdt) = µ2

t (dx) dt � ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.11) èç êëàññàMT,α(V ), ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ν1 è ν2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (DH1)�(DH4) òåîðåìû 1.4. Òîãäà, â îáîçíà÷åíèÿõ
ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïðè óñëîâèè âûïóêëîñòè

√
W ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn îêàçû-

âàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ; ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 1.5 è òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè, ò.ê. ñåìåéñòâî
{fn (x, s)} êîìïàêòíî â sup- íîðìå íà BR × [0, T ]. Ñòàíäàðòíûé äèàãîíàëüíûé ìåòîä
ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
ýòî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x, t) ðàâíîìåðíî íà
âñåõ êîìïàêòàõ â Rd × [0, T ]. Ïîñêîëüêó

√
W âûïóêëà, çíà÷èò, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà,

|fn (x, s)− fn (y, s)| ≤ |∇fn (ξ)| · |x− y| ≤ e(t−s)/2
√
W (ξ) |x− y| ≤

≤ et/2 max
{√

W (x),
√
W (y)

}
· |x− y| ,

ïîýòîìó

|f (x, s)− f (y, s)| ≤ et/2 max
{√

W (x),
√
W (y)

}
· |x− y| ,

ò.å., ïî îïðåäåëåíèþ, f · e−t/2 ëåæèò â êëàññå F . Äàëåå, âñå fn èíòåãðèðóåìû â ñèëó
ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ëåììû 1.5 è âûïóêëîñòè

√
W :

|fn (x, s)| ≤
∣∣∣∣ˆ 1

0

∇fn (x0 + r(x− x0), s)

∣∣∣∣ dr ≤ C

ˆ 1

0

√
W (x0 + r(x− x0))dr ≤

≤ C

ˆ 1

0

r
√
W (x) + (1− r)

√
W (x0)dr

äëÿ íåêîòîðîãî x0 âíå íîñèòåëÿ fn. Çíà÷èò, fn è f èíòåãðèðóåìû ïî ìåðàì ν1 è
ν2. Ïîýòîìó, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïðèäåì ê
íåðàâåíñòâó:

wW (µs, σs) ≤ et/2 · wW (ν1, ν2) + C

ˆ s

0

G(wW (µt, σt)) dt.
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Ïî íåðàâåíñòâó òèïà Ãðîíóîëëà (ñì. [43, Òåîðåìà 27]) ïîëó÷èì

wW (µ1
t , µ

2
t ) ≤ F−1

(
F (et/2 · wW (ν1, ν2))− Ct

)
,

ãäå F (v) =

ˆ 1

v

du

G(u)
è F−1 åñòü îáðàòíàÿ ê F ôóíêöèÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà è â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.3 äëÿ âûïóêëîé
√
W .

1.3 Îöåíêè ðàññòîÿíèé Êàíòîðîâè÷à ìåæäó ðåøåíè-

ÿìè

Â òîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû è èçó÷àþòñÿ îöåíêè ðàññòîÿíèé Êàíòîðîâè÷à ìåæäó âåðî-
ÿòíîñòíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ

∂tρt = ∆ρt − div(B(ρ, x, t)ρt), ρ|t=0 = ρ0, (1.18)

ãäå ρt, t ≥ 0 � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà Rd.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ ðàññòîÿíèé Êàíòîðîâè÷à ìåæäó âåðî-

ÿòíîñòíûìè ðåøåíèÿìè ρt ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂tρt = ∆ρt − div(B(x, t)ρt), ρ|t=0 = ρ0, (1.19)

ñ ðàçëè÷íûìè ñíîñàìè è íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ïîäîáíûå îöåíêè ïîçâîëÿþò ïðåä-
ëîæèòü àëüòåðíàòèâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ðàçðåøèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ. Ñõîæèé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçìåøèìî-
ñòè ÷åðåç îöåíêè ðàññòîÿíèé ìåæäó ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàí
â [35].

Ïðè âûâîäå îöåíîê ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ìîíîòîííûìè
ñíîñàìè ÷àñòè÷íî èñïîëüçóþòñÿ èäåè ðàáîòû [67], îäíàêî îíè íàïðÿìóþ íå ïðèìåíè-
ìû â ýòîì ñëó÷àå. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ñíîñîâ óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü äëÿ
ðàññòîÿíèé Êàíòîðîâè÷à ñ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè. Áîëåå òîãî, óäàåòñÿ
ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî
óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ñíîñà íå î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíî, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ôè-
çè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ñíîñ ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè, ò.å. ìîíîòîííûì. Â
êîíöå äàííîãî ðàçäåëà ïîêàçàíû âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ îöåíîê äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ê èçó÷åíèþ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî çàìåòèì,
÷òî â ñâåòå ðàñòóùåãî èíòåðåñà ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
â ÷àñòíîñòè îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ÔÏÊ, îöåíêè äëÿ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè
ñíîñàìè ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïîëîæèì

Lφ = ∆φ+
d∑
i=1

bi(x, t)∂xiφ, B(x, t) = (b1(x, t), . . . , bd(x, t)).
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëèíûìè ñíîñàìè è
íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ïóñòü µ0 è σ0 � äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, è Bµ è Bσ � ðàçëè÷-
íûå êîýôôèöèåíòû ñíîñà. Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è Êîøè

∂tµt = ∆µt − div(Bµ(x, t)µt), µ|t=0 = µ0 (1.20)

∂tσt = ∆σt − div(Bσ(x, t)σt), σ|t=0 = σ0.

Èíäåêñû µ è σ ó êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà èñïîëüçîâàíû òîëüêî äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ñíîñîâ,
óêàçûâàÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå, è íå îïðåäåëÿþò B êàê ôóíêöèþ ìåðû.

Äëÿ ìîíîòîííîé íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h íà âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé ñ h(0) = 0 îïðåäåëèì h-ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè
µ è σ êàê

Ch(µ, σ) := inf
π∈Π(µ,σ)

ˆ
Rd×Rd

h(|x− y|)dπ(x, y), (1.21)

ãäå Π(µ, σ) åñòü ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà Rd × Rd ñ ïðîåêöèÿìè µ è σ, ò.å.
π ∈ Π(µ, σ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rd × Rd è
π(E × Rd) = µ(E), π(Rd × E) = σ(E) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rd.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè h ìîíîòîííî íåóáûâàåò, íåïðåðûâíà,
îãðàíè÷åíà è h(0) = 0.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü (µt)t∈[0,T ] è (σt)t∈[0,T ] � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.20) ñ íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè µ0 è σ0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíîñ Bµ λ-ìîíîòîííûé ïî x,
ò.å.

〈Bµ(x, t)−Bµ(y, t), x− y〉 ≤ λ‖x− y‖2 (1.22)

äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïóñòü

Bµ(x, t)− λx, Bσ(x, t)− λx ∈ L2(Rd × [0, T ], d(µs + σs)ds) (1.23)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

sup
t∈[0,T ]

|Bµ(x, t)| < +∞ äëÿ êàæäîãî x ∈ Rd.

Òîãäà

Chλt(µt, σt) ≤ Ch(µ0, σ0) + ‖h‖∞

√ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ|2dσsds ·

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ|2dσsds

(1.24)
äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå hs(r) := h(re−s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (µt) è (σt) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Â ñèëó [31]
ìåðû µt è σt èìåþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà
Rd. Äîêàçàòåëüñòâî (1.24) ðàçáèâàåì íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Ñâåäåíèå ê ìîíîòîííîìó ñëó÷àþ λ = 0. Ïåðåìàñøòàáèðóåì çàäà÷ó,
ñîõðàíÿÿ ôóíêöèþ ñòîèìîñòè, ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ ìîíîòîííîãî ñíîñà Bµ.
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Äëÿ ýòîãî ìû âèäîèçìåíèì ïðîöåäóðó ìàñøòàáèðîâàíèÿ èç [67]. Äëÿ λ 6= 0 îïðåäåëèì
çàìåíó âðåìåíè

s(t) :=

ˆ t

0

e−2λrdr =
1− e−2λt

2λ
, t(s) =

− ln(1− 2λs)

2λ
, s ∈ [0, S∞),

ãäå S∞ = +∞ äëÿ λ < 0 è S∞ = 1/(2λ) äëÿ λ > 0. Äàëåå, äëÿ ìåð µt è σt îïðåäåëèì
èõ ïåðåìàñøòàáèðîâàííûå âåðñèè ρµs è ρ

σ
s ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ êàæäîãî áîðå-

ëåâñêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rd ïîëîæèì ρms (E) := mt(s)(e
λt(s)E) äëÿ m = µ, σ. Çàìåòèì,

÷òî Ch(ρ
µ
s , ρ

σ
s ) = Chλt(µt, σt). Ïîñêîëüêó Bµ λ-ìîíîòîííûé, Aµ := Bµ−λI ìîíîòîííûé.

Îïðåäåëèì íîâûå ñíîñû ïî ïðàâèëó

B̃m(y, s) := eλt(s)Bm(t(s), eλt(s)y), Ãm(y, s) := eλt(s)Am(t(s), eλt(s)y), m = µ, σ.

Çàìåòèì, ÷òî Ãµ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Áîëåå òîãî, µ = µtdt åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è

∂tµt = ∆µt − div(Bµµt)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρµ = ρµt dt åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

∂tρ
µ
t = ∆ρµt − div(Ãµρ

µ
t ); (1.25)

áîëåå òîãî, (1.23) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
s1 < s2 ≤ S(T ) < S∞ ˆ s2

s1

ˆ
Rd
|Ãµ(x, s)|2dρµsds < +∞.

Óòâåðæäåíèå îá èíòåãðèðóåìîñòè ìãíîâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåí-
íîé, à òîæäåñòâî (1.25) ïðîâåðÿåòñÿ ÿâíî: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çàìåíó ïåðåìåííîé
X(x, t) := (e−λtx, s(t)) è âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû
äëÿ σ è ρσ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (1.24) â ñëó÷àå λ = 0, ò.å. äëÿ
ìîíîòîííîãî ñíîñà Bµ.

Øàã 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ñíîñà. Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ
ëèïøèöèåâûõ ïî x ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ Aεk, êîòîðûå ïðèáëèæàþò ìîíîòîííûé
ñíîñ Bµ(x, t). Ñíà÷àëà ñãëàäèì îïåðàòîð Bµ(x, t) ïî t. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÿäðî
óñðåäíåíèÿ ηε(t) := η(t/ε) äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 ([0, T ])
òàêîé, ÷òî ‖η‖L1([0,T ]) = 1. Òîãäà îïåðàòîðû Aε(x, t) := ηε(t) ∗ Bµ(x, t) èìåþò îãðàíè-
÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî t âñåõ ïîðÿäêîâ è ñõîäÿòñÿ â L2([0, T ]) ê Bµ ïðè ε→ 0. Áîëåå
òîãî, Aε ìîíîòîííû ïî x:

〈Aε(x, t)− Aε(y, t), x− y〉 = ηε(t) ∗ 〈Bµ(x, t)−Bµ(y, t), x− y〉 ≤ 0.

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî t ìîíîòîííûé îïåðàòîð Aε(·, t) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí ëèïøè-
öèåâûìè ïî x îãðàíè÷åííûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè Aεk(·, t) ñ îãðàíè÷åííûìè
ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (ñì. [67, Òåîðåìà 2.4, 2.5]):

lim
k→∞

Aεk(x, t) = Aε(x, t) äëÿ ï.â. (x, t) ∈ Rd × [0, T ]. (1.26)
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Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðèáëèæåíèå åñòü ñãëàæåííàÿ âåðñèÿ àïïðîêñèìàöèè Ìîðî�Èîñèäà
ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ. Èç ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ Aεk [67, Òåîðåìû 2.4, 2.5] ëåãêî çà-
ìåòèòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî t âñåõ ïîðÿäêîâ.
Íàêîíåö, îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Lεk ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lεk[φ](x, s) := 4φ(x, s) + 〈Aεk(x, s),∇xφ(x, s)〉, φ(·, s) ∈ C2(Rd), (x, s) ∈ Rd × [0, T ].

Øàã 3. Óìåíüøåíèå êëàññà ïðîáíûõ ôóíêöèè. Ïîëîæèì

‖h‖∞ := sup
z∈Rd

h(|z|) <∞.

Õîðîøî èçâåñòíî (íàïðèìåð, ñì. [77, Òåîðåìà 1.3]), ÷òî çàäà÷à (1.21) äîïóñêàåò äâîé-
ñòâåííóþ ôîðìóëèðîâêó: îïðåäåëèì êëàññ Φh êàê

Φh := {(φ, ψ) ∈ L1(µ)× L1(ν) : φ(x) + ψ(y) ≤ h(|x− y|)}.

Òîãäà

Ch(µ, σ) = sup
(φ,ψ)∈Φh

ˆ
φ dµ+

ˆ
ψ dσ. (1.27)

Âàæíîå íàáëþäåíèå ( [80, Ëåììà 2.3]) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðõíþþ ãðàíü â äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷å (1.27) ñ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè ìîæíî áðàòü ïî ìåíüøåìó
êëàññó ôóíêöèé

Φδ
h := Φh ∩ C∞0 (Rd) ∩ {(φ, ψ) : inf ψ > −δ è supψ ≤ ‖h‖∞} (1.28)

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ôóíêöèè ϕ è ψ
ìîæóò áûòü ñäâèíóòû íà ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû è ñðåçàíû òàê, ÷òî íîâàÿ ïàðà (ϕ0, ψ0)
òàê æå äîïóñòèìà è çíà÷åíèå â (1.27) íå óìåíüøàåòñÿ:ˆ

ϕ0dµ+

ˆ
ψ0dσ ≥

ˆ
ϕdµ+

ˆ
ψdσ è inf

Rd
ψ0 = 0, sup

Rd
ψ0 ≤ ‖h‖∞, sup

Rd
ϕ0 ≥ 0.

Ïðè ïåðåõîäå ê ôóíêöèÿì ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì îöåíêà ïîðòèòñÿ è ïðèâîäèò ê
êëàññó (1.28).

Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðõíþþ ãðàíü â (1.27) ïî êëàññó Φb
h äîïó-

ñòèìûõ ïàð C∞0 (Rd)-ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ‖ψ‖∞ ≤ ‖h‖∞.
Øàã 4. Îöåíêè äëÿ ñãëàæåííîãî óðàâíåíèÿ. Çàôèêñèðóåì äîïóñòèìóþ ïàðó

(φ, ψ) ∈ Φb
h è îáîçíà÷èì

l := ‖∇φ‖∞ + ‖∇ψ‖∞ <∞.
Ãëàäêîñòü îïåðàòîðîâ Aεk âëå÷åò ( [74, Òåîðåìà 3.2.1]) ñóùåñòâîâàíèå ó ñëåäóþùèõ
ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ ðåøåíèé g, f ∈ C2,1

b (Rd × [0, t]):

∂sg + Lεkg = 0, g(·, t) = φ(·) è ∂sf + Lεkf = 0, f(·, t) = ψ(·) (1.29)

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà

sup
Rd×[0,t]

|g| ≤ supRd |φ|, sup
Rd×[0,t]

|∇g| ≤ sup
Rd
|∇φ|,

sup
Rd×[0,t]

|f | ≤ supRd |ψ|, sup
Rd×[0,t]

|∇f | ≤ sup
Rd
|∇ψ|. (1.30)
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Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (1.29) â òîæäåñòâà (1.3), ïîëó÷èì
ˆ
φdµt −

ˆ
g(x, 0)dµ0 = −

ˆ t

0

ˆ
(Aεk(x, s)−Bµ) · ∇g(x, s)dµsds,

ˆ
ψdσt −

ˆ
f(x, 0)dσ0 = −

ˆ t

0

ˆ
(Aεk(x, s)−Bσ) · ∇f(x, s)dσsds.

Â ñèëó (1.30), ˆ
φdµt −

ˆ
g(x, 0)dµ0 ≤ l

ˆ t

0

ˆ
|Aεk −Bµ|dµsds.

Çàìåòèì, ÷òî

ˆ
ψdσt−

ˆ
f(x, 0)dσ0 ≤

ˆ t

0

ˆ
|Aεk−Bµ| · |∇f |dσsds+

ˆ t

0

ˆ
|Bµ−Bσ| · |∇f |dσsds

(1.30)

≤

≤ l

ˆ t

0

ˆ
|Aεk −Bµ|dσsds+

ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ| · |∇f |dσsds.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
ˆ
φdµt +

ˆ
ψdσt ≤

ˆ
g(x, 0)dµ0 +

ˆ
f(x, 0)dσ0 + l ·Rε

k +

ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ| · |∇f |dσsds,

ãäå

Rε
k :=

ˆ t

0

ˆ
|Aεk −Bµ|d(µs + σs)ds.

Ïàðà (ϕ, ψ) äîïóñòèìà, ïîýòîìó ïî [67, Òåîðåìà 3.1] g(x, 0) + f(y, 0) ≤ h(|x − y|).
Îòñþäà ˆ

g(x, 0)dµ0 +

ˆ
f(x, 0)dσ0 ≤ Ch(µ0, σ0). (1.31)

Çíà÷èò,
ˆ
φdµt +

ˆ
ψdσt ≤ Ch(µ0, σ0) + l ·Rε

k +

ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ| · |∇f |dσsds. (1.32)

Øàã 5. Îöåíêà ∇f . Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.32) ìàæîðèðóåòñÿ√ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ|2dσsds ·

√ˆ t

0

ˆ
|∇f |2dσsds.

×òîáû îöåíèòü âòîðîé ìíîæèòåëü, ò.å. âûðàæåíèå ‖∇f‖2
L2(Rd×[0,T ]), çàìåòèì, ÷òî f

2

åñòü ôóíêöèÿ êëàññà C2,1(Rd×[0, t))∩C(Rd×[0, T ]) è åå ìîæíî ïîäñòàâèòü â òîæäåñòâî
(1.3) äëÿ ìåðû σ:

ˆ
ψ2dσt −

ˆ
f 2(x, 0)dσ0 =

ˆ t

0

ˆ
Rd

(∂s + Lσ)f 2dσsds =

2

ˆ t

0

ˆ
Rd
f(∂sf+∆f+〈Bσ,∇f〉)+|∇f |2dσsds = −2

ˆ t

0

ˆ
Rd
f〈Aεk−Bσ,∇f〉+|∇f |2dσsds.
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Ïîýòîìó

2

ˆ t

0

ˆ
Rd
|∇f |2dσsds ≤

ˆ
Rd
ψ2dσt −

ˆ
Rd
f 2(x, 0)dσ0+

+ 2 max |f(x, t)|
ˆ t

0

ˆ
Rd
|Aεk −Bσ||∇f |dσsds.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (1.30) è îïðåäåëåíèþ (1.28) ïîëó÷àåì, ÷òî

max |f(x, t)| ≤ max |ψ(x)| ≤ ‖h‖∞

è, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî ab ≤ 2−1γa2 + (2γ)−1b2 ñ γ = ‖h‖∞, ïðèõîäèì ê

2

ˆ t

0

ˆ
Rd
|∇f |2dσsds ≤ ‖h‖2

∞ + ‖h‖2
∞

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Aεk −Bσ|2dσsds+

ˆ t

0

ˆ
|∇f |2dσsds.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå è âñïîìèíàÿ (1.32), ïîëó÷èì

ˆ
φdµt +

ˆ
ψdσt ≤ Ch(µ0, σ0) + l ·Rε

k + ‖h‖∞ · rk ·

√ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ|2dσsds, (1.33)

ãäå

rk :=

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
|Aεk −Bσ|2dσsds.

Øàã 6. Ïðåäåëû ïðè k →∞ è ε→ 0. Ôèíàëüíàÿ îöåíêà. Èìååì

Rε
k = Rµ +Rσ, Rm :=

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Aεk −Bµ|dmsds, m = µ, σ.

×ëåí Rm ìîæåò áûòü îöåíåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rm ≤
ˆ t

0

ˆ
Rd
|Aεk − Aε|dmsds+

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ − Aε|dmsds,

Ïî ñâîéñòâàì àïïðîêñèìèðóþùåãî ñåìåéñòâà (1.26) ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëåáåãà î ìà-
æîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè è, ïîñêîëüêó ó ìåð µs è σs ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ïëîòíî-
ñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà,

lim
k→∞

Rm ≤
ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ − Aε|dmsds.

Àíàëîãè÷íî

lim
k→∞

rk =

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Aε −Bσ|2dσsds.

Ïî ñâîéñòâàì ñâåðòîê è óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè Bµ è Bσ,

ˆ t

0

ˆ
|Aε −Bσ|2dσsds→

ˆ t

0

ˆ
|Bµ −Bσ|2dσsds, ε→ 0.
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Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ε→ 0 â (1.33) è ïîëó÷èòü

ˆ
φdµt +

ˆ
ψdσt ≤ Ch(µ0, σ0)

+ ‖h‖∞

√ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ −Bσ|2dσsds ·

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ −Bσ|2dσsds.

Ïåðåõîäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî ìíîæåñòâó (φ, ψ) ∈ Φb
h è ó÷èòûâàÿ øàã 3, ïîëó-

÷èì

Ch(µt, σt) ≤ Ch(µ0, σ0) + ‖h‖∞

√ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ −Bσ|2dσsds ·

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Bµ −Bσ|2dσsds,

ò.å. îöåíêó (1.24) ñ λ = 0.

Ïåðåéäåì ê íåêîòîðûì ïðèìåíåíèÿì ýòîé îöåíêè äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìîñòè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå

B(µ, ·, ·) ≡ B(µ) : Rd × [0, T ]→ Rd

çàäàíî äëÿ êàæäîé ìåðû µ = µtdt ∈ MT (V ), ãäå êëàññ MT (V ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì (1.13). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ

∂tµt = ∆µt − div(B(µ, x, t)µt), µt|t=0 = µ0. (1.34)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(B1) Êîýôôèöèåíò ñíîñà B ÿâëÿåòñÿ λ-ìîíîòîííûì ïî x, ò.å.

〈B(µ, x, t)−B(µ, y, t), x− y〉Rd ≤ λ‖x− y‖2 (1.35)

äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ µ ∈MT (V ) çàäà÷è (1.34), äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è âñåõ t ∈ [0, T ].
(B2) Êîýôôèöèåíò ñíîñà B(µ) îãðàíè÷åí íà âñåõ öèëèíäðàõ U × [0, T ] äëÿ âñåõ

µ ∈MT (V ), ãäå U åñòü øàð Rd; äëÿ âñåõ ðåøåíèé µ è σ èç MT (V )

B(µ, x, t)− λx ∈ L2(Rd × [0, T ], d(µs + σs)ds). (1.36)

Íà÷íåì ñ âîïðîñà åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
(1.34).

Êàê è âûøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè h íåïðåðûâíà, íå óáûâàåò,
îãðàíè÷åíà è h(0) = 0. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè G îïðåäåëèì

FG(r) ≡ F (r) :=

ˆ 1

r

du

G2(
√
u)
.
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Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü V ∈ L1(µ0)∩L1(σ0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ñíîñà
B â óðàâíåíèè (1.34) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (B1) è (B2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé µ = (µt)t∈[0,T ] è (σt)t∈[0,T ] èç MT (V )

|B(µ, x, t)−B(σ, x, t)| ≤
√
V (x)G(Ch(µs, σs)) (1.37)

äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèè G ñî ñâîéñòâîì F (0) =
+∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé (µt)t∈[0,T ] è (σt)t∈[0,T ] çàäà÷è (1.34) èç êëàññà
MT (V ) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µ0 è σ0 ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíåíî

Chλt(µt, σt) ≤ (F−1
(
F (2(Ch(µ0, σ0))2)− ct

)
)1/2

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå F−1 åñòü îáðàòíàÿ ê ôóíêöèÿ F è c > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 1.6. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè µ åñòü ðåøåíèå çà-
äà÷è (1.34) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 1.6, òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ÔÏÊ

∂tρt = ∆ρt − div(B(µ, x, t)ρt), ρt|t=0 = µ0

èìååò ðåøåíèå ρ = µ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 1.5; àíàëîãè÷íî äëÿ σ.
Ïîýòîìó ïðèìåíèìà (1.24) ñ Bµ(·, ·) = B(µ, ·, ·) è Bσ(·, ·) = B(σ, ·, ·).

Äàëåå, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî øàãó 1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñíîñ B ìîíîòîííûé. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (1.37), îöåíêà (1.24) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Ch(µt, σt) ≤ Ch(µ0, σ0) + ‖h‖∞V̄

√ˆ t

0

G2(Ch(µs, σs))ds ·

√
1 + V̄

ˆ t

0

G2(Ch(µs, σs))ds

(1.38)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé V̄ . Çàìåòèì, ÷òî Ch(µt, σt) ≤ ‖h‖∞. Òîãäà (1.38) âëå÷åò

Ch(µt, σt) ≤ Ch(µ0, σ0) +K

√ˆ t

0

G2(Ch(µs, σs))ds (1.39)

ñ K = ‖h‖∞V̄ ·
√

1 + V̄ 2 · TG2(‖h‖∞). Âîçâîäÿ (1.39) â êâàäðàò, ïîëó÷èì

Ch(µt, σt)
2 ≤

(
Ch(µ0, σ0) +K

√ˆ t

0

G2(Ch(µs, σs))ds
)2

≤

≤ 2Ch(µ0, σ0)2 + 2K2

ˆ t

0

G2(Ch(µs, σs))ds.

Åñëè µ0 = σ0, òî åäèíñòâåííîñòü ìãíîâåííî ñëåäóåò èç ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â
îáùåì ñëó÷àå ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà [43, Òåîðåìà 27]) ïîëó÷èì

Ch(µt, σt) ≤
(
F−1

(
F (2(Ch(µ0, σ0))2)− 2K2t

))1/2

,

ãäå F (r) =

ˆ 1

r

du

G2(
√
u)

è F−1 åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê F . �

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå G(u) = u ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îñîáåííî èíòåðåñíà:
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Ñëåäñòâèå 1.7. Ïóñòü µ è σ � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.34), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì òåîðåìû 1.6 ñ G(u) = u. Òîãäà

Chλt(µt, σt) ≤
√

2Ch(µ0, σ0)eN
2t.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñíîñ ìîíîòîíåí λ = 0 èëè λ < 0, òî

Ch(µt, σt) ≤
√

2Ch(µ0, σ0)eN
2t.

Îöåíêà (1.24) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò òàêæå óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.34). Ïóñòü h(r) = min{|r|p, 1} äëÿ íåêîòîðîãî p ≥ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ ìåòðèêîé C
1/p
h (µt, σt) åñòü ïîëíîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ïî ýòîé ìåòðèêå ýêâèâàëåíòíà ñëà-
áîé ñõîäèìîñòè ( [3, Òåîðåìà 1.1.9]).

Ñëåäñòâèå 1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ñíîñà B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(B1) è (B2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(σn)→ B(σ) â L2(Rd×[0, T ], dσsds) ïðè n→∞, åñ-
ëè ìåðû σn(dx dt) = σnt (dx)dt ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå σ(dx dt) = σt(dx)dt íà Rd× [0, T ].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd), V ≥ 1 è ïîñòîÿííàÿ C > 0
òàêàÿ, ÷òî LµV ≤ C(1 + V ) äëÿ êàæäîé ìåðû µ ∈ MT (V ). Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðî-
ÿòíîñòíîé ìåðû µ0 ñî ñâîéñòâîì V ∈ L1(µ0) ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå
µ = (µt)t∈[0,T ] çàäà÷è (1.34).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñíîñ ìîíîòîíåí. Îïðåäå-
ëèì îòîáðàæåíèå Q ïðîñòðàíñòâà MT (V ) â ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð:

µ = Q(σ)⇐⇒ ∂tµt = ∆µt − div(B(σ, x, t)µt), µ0 = σ0.

Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ñèëó [29, Òåîðåìà 3.1] è [72]. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðåøåíèÿ (1.34) ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Q.

Ìíîæåñòâî NT,α, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì 1.5, î÷åâèäíî âûïóêëî. Ñóùåñòâîâàíèå
ôóíêöèè V ñî ñâîéñòâîì LµV ≤ C(1 + V ), âëå÷åò êîìïàêòíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà â
òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî ñëåäñòâèþ 1.1, çíà÷èò, è â òîïîëîãèè ñõîäèìîñòè
îòíîñèòåëüíî Ch. Äàëåå, â ñèëó èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (1.2) âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè ëåæàò â NT,α. Ïî [15, Ñëåäñòâèå 2.4] ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ α > 0, ÷òî
Q(NT,α) ⊂ NT,α. Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Q íà NT,α. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn = (σnt ) ∈ NT,α ñëàáî ñõîäèòñÿ ê σ = (σt) ∈ NT,α. Ïîëîæèì
µn := Q(σn), µ := Q(σ). Ïî (1.32) èìååì

Ch(µ
n
t , µt) ≤

√ˆ t

0

ˆ
Rd
|B(σn)−B(σ)|2dσsds ·

√
1 +

ˆ t

0

ˆ
Rd
|B(σn)−B(σ)|2dσsds.

Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, µn ñõîäèòñÿ
ê µ ïî ìåòðèêå C

1/p
h , çíà÷èò, è ñëàáî. Ýòî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

Q íà âûïóêëîì êîìïàêòå NT,α; áîëåå òîãî, ýòî îòîáðàæåíèå êîìïàêòà íà ñåáÿ. Ïî
òåîðåìå Øàóäåðà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Q èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â NT,α,
ò.å. ñóùåñòâóåò ðåøåíèå µ = (µ)t∈[0,T ] çàäà÷è (1.34).
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Çàìå÷àíèå 1.8. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå îöåíêè è ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî íå òîëüêî
äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû äèôôóçèè, íî è äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé
C2,1(Rd × [0, T ])-ìàòðèöû äèôôóçèè C(x, t) òàêîé, ÷òî

λ|y|2 ≤ 〈C(x, t)y, y〉; sup
(x,t)∈Rd×[0,T ]

traceC(x, t) < +∞. (1.40)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå (1.24) åäèíè÷íîñòü
ìàòðèöû äèôôóçèè èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî â ôîðìóëå (1.31). Ôîðìóëà (1.31) ñëåäóåò
èç [67, Òåîðåìà 3.1]. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé ìîæåò áûòü äîñëîâíî ïîâòî-
ðåíî äëÿ ìàòðèö äèôôóçèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.40).
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Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÔÏÊ

∂tµt = ∂xi∂xj
(
aijµt

)
− ∂xi

(
biµt

)
+ cµt, µt|t=0 = ν (2.1)

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð, çàäàííûõ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå (äàëåå íàçûâàåìîì îá-
ëàñòüþ) D ⊂ Rd; ãðàíè÷íîå óñëîâèå íå íàêëàäûâàåòñÿ. Êàê è âûøå, ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿùèìñÿ èíäåêñàì.

Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ áûëè
âïåðâûå ïîëó÷åíû À.Í. Êîëìîãîðîâûì â åãî çíàìåíèòîé ðàáîòå [12]. Â òîé æå ðà-
áîòå ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé â
ñëó÷àå c = 0. Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [25,48,74,75,78] ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå
óðàâíåíèÿ ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèìè íå áîëåå, ÷åì ëèíåéíûé ðîñò íà
áåñêîíå÷íîñòè.

Óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðèðóåìûìè è ñîáîëåâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â êëàññàõ îãðàíè-
÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ìåð èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Âàðèàöèîí-
íûé ïîäõîä ê çàäà÷å (2.1) â ñëó÷àå åäèíè÷íîé äèôôóçèè, ãðàäèåíòíîãî ñíîñà è c = 0
ðàññìîòðåí â [23, 53]. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé, çàäàâàåìûõ ñåìåé-
ñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, ïðè c = 0, íåâûðîæäåííîé äèôôóçèè è ñîáîëåâñêîì ñíîñå
óñòàíîâëåíû â [4,29,34,37]. Â ðàáîòàõ [19,38,58] èçó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííîé
äèôôóçèåé. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííîé
ñîáîëåâñêîé äèôôóçèåé A â êëàññå ïëîòíîñòåé ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðîñò
êîýôôèöèåíòîâ íèçøèõ ïîðÿäêîâ äîêàçàíà â [58]. Ñâÿçü L1- è L∞-åäèíñòâåííîñòè
ïîëóãðóïï, òåîðåì òèïà Ëèóâèëëÿ è åäèíñòâåííîñòè L1-ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ ÔÏÊ èçó÷àåòñÿ â [56, 79]. Â ñòàòüå [44] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå, åäèí-
ñòâåííîñòü è ïîâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) ñ b = c = 0 íà
Rd+1. Íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ äèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â [52,69].

Óðàâíåíèÿ ÔÏÊ òåñíî ñâÿçàíû ñ äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè (ñì. [12,74]). Õîðî-
øî èçâåñòíî, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ óäîâëåòâîðÿþò
ýòèì óðàâíåíèÿì; áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ãëîáàëüíî îãðàíè÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ÔÏÊ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè (ñì. [45]).
Îäíàêî, åñëè êîýôôèöèåíòû íåîãðàíè÷åííûå èëè íåãëàäêèå, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
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íååäèíñòâåííûé ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, è îí ìîæåò âçðûâàòüñÿ.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè (2.1) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé äàæå
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ åäèíñòâåíåí (ñì. [34]). Îòìåòèì, ÷òî
äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ èçó÷àëèñü â [50], ãäå, â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â D = (−1, 1) ñ
ãåíåðàòîðîì

Lu(x) = 2−1
∣∣1− |x|∣∣2αu′′(x) +

(
tg(−πx/2) + sgnx

)
u′(x).

Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó, íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî äàí ïîë-
íûé îòâåò íà âîïðîñ Êîëìîãîðîâà. Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, åäèíñòâåííî ëè
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) äëÿ óðàâíåíèÿ ñ åäèíè÷íîé äèôôóçèåé è ãëàä-
êèì ñíîñîì â ðàçìåðíîñòè d = 1 è d = 2. Â ðàçìåðíîñòè d ≥ 3 ïîäîáíûå ïðèìåðû
íååäèíñòâåííîñòè ñóùåñòâóþò (ñì. [34]).

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû:
(I) Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïðè î÷åíü ñëàáûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôè-

öèåíòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîãî,
íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü D = Rd) è ïðîèçâîëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν â D íà [0, T ]
ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ñóáâåðîÿòíîñòíûõ ìåð µt íàD òàêèõ, ÷òî dµ = dµt dt åñòü ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1) è íåðàâåíñòâî

µt(D) ≤ ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)µs(dx) ds (2.2)

âûïîëíåíî t ∈ (0, T ).
(II) Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â íåðàâåíñòâå (2.2) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Åñëè c = 0,

ýòî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ïîëíîé ìåðû ïðîñòðàíñòâà µt(D) = 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñòåñòâåííûì (ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ) äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

(III) Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) â êëàññå ìåð, çàäàííûõ ñåìåé-
ñòâàìè ñóáâåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ óñëîâèåì (2.2)?

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð: D = (0, 1) è ∂tµ = ∂xxµ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèé
íåñêîëüêî (ò.ê. íåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). Íî åñëè çàìåíèòü (0, 1) íà âñå ïðîñòðàíñòâî,
òî, êàê äîêàçàíî â [78], íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî áåç äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè µ íà áåñêîíå÷íîñòè. Çíà÷èò, åñëè íåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà ∂D × [0, T ], òî åäèíñòâåííîñòü çàâèñèò îò D è L. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâà ýòà
çàâèñèìîñòü? Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Òî÷íåå, åñëè êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ãëàäêèå è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà, òî çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðàçäåë 1 ïîñâÿùåí ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿ, â ðàçäåëå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [16]. Ðàçäåë 3 ñîäåð-
æèò ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ è ïðèìåíåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèÿì è òî÷íûì óòâåðæäåíèÿì.
Çàôèêñèðóåì T > 0. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rd. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî âìåñòå ñ îáëàñòüþ D çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ðàñøèðÿþùèõñÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Dk, ÷òî äëÿ êàæäîãî k çàìûêàíèå Dk ìíîæåñòâà Dk ëåæèò â
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Dk+1 è
⋃∞
k=1Dk = D. Íàïðèìåð, åñëè D = Rd, òî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå Dk öåíòðè-

ðîâàííûå øàðû ðàäèóñà k.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà ïîëîñå D × (0, T )

çàäàíà ñåìåéñòâîì áîðåëåâñêèõ ìåð (µt)t∈(0,T ), åñëè äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-
æåñòâà B ⊂ D îòîáðàæåíèå t 7→ µt(B) èçìåðèìî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ˆ
D×(0,T )

u dµ =

ˆ T

0

ˆ
D

u(x, t)µt(dx) dt

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (D× (0, T )). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà âñå ôóêöèè âèäà fu, ãäå u � êàê âûøå, à f µ-èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì
êîìïàêòå â D × (0, T ).

Ïîëîæèì
Lϕ = aij∂xi∂xjϕ+ bi∂xiϕ+ cϕ,

ãäå aij, bi, c � áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà D × [0, T ] è A = (aij) åñòü ñèììåòðè÷-
íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ò.å. aij = aji, (A(x, t)y, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ
(x, t) ∈ D × [0, T ] è âñåõ y ∈ Rd. Äàëåå ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé äèôôóçèè.
Îòîáðàæåíèå b íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà, à c ïîòåíöèàëîì.

Ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðà µ = (µt)t∈(0,T )

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.1), åñëè aij, bi è c ïðèíàäëåæàò L1(Dk × J, |µ|)
äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Dk è êàæäîãî èíòåðâàëà J ⊂ (0, T ), è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
ϕ ∈ C∞0 (D) âûïîëíåíî

ˆ
D

ϕdµt −
ˆ
D

ϕdν = lim
ε→0+

ˆ t

ε

ˆ
D

Lϕdµsds (2.3)

äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ). Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî òî÷åê t, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (2.3),

çàâèñèò îò ϕ. Åñëè ôóíêöèÿ t 7→
ˆ
D

ϕdµt íåïðåðûâíà íà (0, T ), òî òîæäåñòâî (2.3)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ). Åñëè Lϕ ∈ L1(D × [0, T ]), òî

lim
ε→0+

ˆ t

ε

ˆ
D

Lϕdµsds =

ˆ t

0

ˆ
D

Lϕdµsds.

×àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîå (2.3)
(ñì. [34]): ìåðû µ = (µt)0<t<T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∂tµ = L∗µ, åñëè

ˆ T

0

ˆ
D

(∂tu+ Lu) dµt dt = 0 ∀u ∈ C∞0 (D × (0, T )).

Ìåðà µ = (µt)0<t<T óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ µ|t=0 = ν, åñëè äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (D) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Jϕ ⊂ (0, T ) ïîëíîé ìåðû Ëåáåãà òàêîå,
÷òî

lim
t→0,t∈Jϕ

ˆ
D

ϕdµt =

ˆ
D

ϕdν.

Êàê è âûøå, åñëè îòîáðàæåíèå t 7→
ˆ
D

ϕdµt íåïðåðûâíî íà (0, T ), òî Jϕ = (0, T ).
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Â äàííîé ãëàâå âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c ≤ 0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü
îñëàáëåíî äî ïðåäïîëîæåíèÿ c ≤ c0 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c0. ×òîáû ñâåñòè ýòîò
ñëó÷àé ê c0 = 0, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìåðû e−c0tµt âìåñòî µt.

Ìû áóäåì èçó÷àòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé â êëàññå Mν ìåð
µ, çàäàííûõ ñåìåéñòâàìè íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð (µt)0<t<T òàêèõ, ÷òî µ åñòü ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (2.1), c ∈ L1(D × (0, T ), µ) è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíåíî (2.2).

2.1 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

Îêàçûâàåòñÿ, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè äîâîëüíî ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöè-
åíòû. Â ñòàòüÿõ [16,64] Ñ.Â. Øàïîøíèêîâûì äîêàçàíî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü c ≤ 0, äëÿ êàæäîãî k ∈ N êîýôôèöèåíòû aij, bi è c îãðàíè÷åíû
íà Dk × [0, T ] è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà mk è Mk, òàêèå ÷òî íåðàâåí-
ñòâî

mk|y|2 ≤ (A(x, t)y, y) ≤Mk|y|2

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y ∈ Rd è (x, t) ∈ Dk×[0, T ]. Òîãäà äëÿ êàæîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
ν íà D ìíîæåñòâî Mν íåïóñòî. Áîëåå òîãî, êàæäîå ðåøåíèå µ èç Mν çàäàåòñÿ
ïëîòíîñòüþ % ∈ L(d+1)/d

loc (D × (0, T )) îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû äèôôóçèè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî îñëàáèòü, îòêàçàâøèñü îò îãðàíè÷åííîñòè, íî ïðåäïîëàãàÿ ëî-
êàëüíóþ ñîáîëåâîñòü:

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü p > d+ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aij( · , t) ∈ W 1,p
loc (Dk) äëÿ êàæäîãî

k,
sup
t∈(0,T )

‖aij( · , t)‖W 1,p(Dk) <∞

è (A(x, t)y, y) ≥ mk|y|2 äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Dk × [0, T ], y ∈ Rd è íåêîòîðûõ mk > 0.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî b ∈ Lp(Dk × [0, T ]) è c ∈ Lp/2(Dk × [0, T ]) äëÿ êàæäîãî
èíäåêñà k. Òîãä äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà D ìíîæåñòâîMν

íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîëîæèì aij(x, t) = 0, bi(x, t) = 0 è c(x, t) = 0 äëÿ t 6∈ [0, T ] èëè
äëÿ t ∈ [0, T ], íî x 6∈ D. Ïóñòü ω � ÿäðî óñðåäíåíèÿ, òî åñòü

ω ∈ C∞0 (Rd+1), ω ≥ 0,

ˆ
Rd+1

ω(x, t) dx dt = 1.

Ïîëîæèì ωε(x, t) = ε−d−1ω(xε−1, tε−1). Ïóñòü In � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà Dn × [0, T ].
Îïðåäåëèì

aijn = (aijIn + δij(1− In)) ∗ ω1/n, bin = (biIn) ∗ ω1/n è cn = (cIn) ∗ ω1/n.

Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
n→∞

‖aijn −aij‖Lp(Dk×[0,T ]) = 0, lim
n→∞

‖bin− bi‖Lp(Dk×[0,T ]) = 0, lim
n→∞

‖cn− c‖Lp/2(Dk×[0,T ]) = 0,
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íîðìû ‖aijn ‖Lp(Dk×[0,T ]), ‖bi‖Lp(Dk×[0,T ]), ‖cn‖Lp/2(Dk×[0,T ]) îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî n.
Áîëåå òîãî, cn ≤ 0 è (An(x, t)y, y) ≥ min{mk, 1} äëÿ n > k; çäåñü mk � êîíñòàíòà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó Dk × [0, T ]. Ìåðó ν ïðîäîëæèì âíå D íóëåì äî ìåðû
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd. Ïóñòü ηn ∈ C∞0 (D) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ìåðû ηn dx � âåðîÿòíîñòíûå íà Rd è ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ν.

Ïóñòü {un} ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

∂tun = ∂xi∂xj(a
ij
n un)− ∂xi(binun) + cnun, un|t=0 = ηn.

Òîãäà un(x, t) dx � ñóáâåðîÿòíîñòíûå ìåðû äëÿ êàæäîãî t è

ˆ
Rd
un(x, t) dx =

ˆ
Rd
ηn(x) dx+

ˆ t

0

ˆ
Rd
cn(x, t)un(x, t) dx dτ.

2. Âûáåðåì èç {un} ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñèëó [31, Ñëåäñòâèå
3.9], äëÿ êàæäîãî k > 2 ã¼ëüäåðîâñêàÿ íîðìà ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíà:

‖un‖Cα(Dk×[Tk−1,T (1−k−1)]) ≤ Ck,

ãäå α ∈ (0, 1) è Ck íå çàâèñèò îò n. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëè, äèàãîíàëüíûé
ìåòîä è ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u íà Dk×[Tk−1, T (1−k−1)] äëÿ êàæäîãî k. Î÷åâèäíî,
÷òî u ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u
óäîâëåòâîðÿåò (2.1).

Çàôèêñèðóåì ψ ∈ C∞0 (D). Òîãäà suppψ ⊂ Dk äëÿ íåêîòîðîãî k. Ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü {un} ìîìåíòàëüíî âëå÷åò

lim
n→∞

ˆ
D

ψ(x)un(x, t)dx =

ˆ
D

ψ(x)u(x, t)dx

äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ). Òåïåðü ïîëîæèì 0 < s < t < T . Çàìåòèì, ÷òî∣∣∣∣ˆ t

s

ˆ
D

Lnψun dx dτ −
ˆ t

s

ˆ
D

Lψudx dτ

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖Lnψ − Lψ‖L1(Dk×[s,t])‖un‖L∞(Dk×[s,t]) + ‖Lψ‖L1(Dk×[s,t])‖u− un‖L∞(Dk×[s,t]),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èç-çà ñõîäèìîñòè aijn , b
i
n è

cn ê a
ij, bi è c ñîîòâåòñòâåííî. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü {un} ê u âëå÷åò ñõîäèìîñòü

âòîðîãî ñëàãàåìîãî ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→∞

ˆ t

s

ˆ
D

Lnψun dx dτ =

ˆ t

s

ˆ
D

Lψudx dτ.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

ˆ
D

ψ(x)u(x, t) =

ˆ
D

ψ(x)u(x, s) dx+

ˆ t

s

ˆ
D

Lψudx dτ
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äëÿ âñåõ s, t ∈ (0, T ).
3. Îáîñíóåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè s→ 0.
Ïóñòü 0 < τ < T è y ∈ C∞0 (D). Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ y íóëåì âíå D. Ïóñòü wn,τ �

ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

∂twn,τ + aijn ∂xi∂xjwn,τ + bin∂xiwn,τ + cnwn,τ = 0, wn,τ |t=τ = y.

Âîçüìåì ôóíêöèþ ζ ∈ C∞0 (R) òàêóþ, ÷òî ζ(x) = 1 ïðè |x| ≤ 1, ζ(x) = 0 ïðè |x| > 2,
|ζ| ≤ 1. Óìíîæàÿ ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå íà ζNun, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è óñòðåìëÿÿ
N →∞, ïîëó÷èì ˆ

D

y(x)un(x, τ) dx =

ˆ
D

wn,τ (x, 0)ηn(x) dx,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî supp y, supp ηn ⊂ D. Â ñèëó [55, ×àñòü III, Òåîðåìà 10.1], íà êàæäîì
øàðå U ⊂ Rd èìååò ìåñòî îöåíêà

‖wn,τ (x, 0)− y(x)‖L∞(U) ≤ C(U)τα

ñ C è α, íå çàâèñÿùèìè îò n. Ïîýòîìó∣∣∣∣ˆ
D

y(x)un(x, τ) dx−
ˆ
D

y dν

∣∣∣∣ ≤
≤
ˆ
D

|wn,τ (x, 0)− y(x)|ηn(x) dx+

∣∣∣∣ˆ
D

y(x)ηn(x) dx−
ˆ
D

y dν

∣∣∣∣ ≤
≤ Cτα +

∣∣∣∣ˆ
D

y(x)ηn(x) dx−
ˆ
D

y dν

∣∣∣∣ .
Óñòðåìëÿÿ n→∞, ïîëó÷àåì∣∣∣∣ˆ

D

y(x)u(x, τ) dx−
ˆ
D

y dν

∣∣∣∣ ≤ Cτα,

îòêóäà

lim
τ→0

ˆ
D

y(x)u(x, τ) dx =

ˆ
D

y dν.

4. Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà u(x, t)dx dt ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èç êëàññà Mν . Íàïîìíèì,
÷òî cn ≤ 0 è ìåðû ηn dx âåðîÿòíîñòíûå. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ C∞0 (D),
0 ≤ ψ ≤ 1 âûïîëíåíî

ˆ
D

ψ(x)un(x, t) dx−
ˆ t

0

ˆ
D

ψ(x)cn(x, s)un(x, s) dx ds ≤ 1. (2.4)

Ïóñòü ψN ∈ C∞0 (D), 0 ≤ ψN ≤ 1 è ψN(x) = 1 äëÿ x ∈ DN . Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòüˆ
D

ψN(x)un(x, t) dx→
ˆ
D

ψN(x)u(x, t) dx.

Ïîäñòàâëÿÿ ψN â (2.4) è óñòðåìëÿÿ n→∞, ïîëó÷èì
ˆ
D

ψN(x)u(x, t) dx−
ˆ t

0

ˆ
D

ψN(x)c(x, s)u(x, s) dx ds ≤ 1.
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Íàêîíåö, óñòðåìëÿÿ N →∞ è ïðèìåíÿÿ ëåììó Ôàòó, ïðèõîäèì ê

ˆ
D

u(x, t) dx−
ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)u(x, s) dx ds ≤ 1 = ν(D).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ðåçóëüòàò [31, Ñëåäñòâèå 3.9] ãîâîðèò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2
ëþáîå ðåøåíèå µ èçMν çàäàåòñÿ ëîêàëüíî Ã¼ëüäåðîâñêîé íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ
% îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ âûðîæäåííîé ìàòðèöû A.

Òåîðåìà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij, bi è c íåïðåðûâíû ïî x, èçìå-
ðèìû ïî t è îãðàíè÷åíû íà Dk × [0, T ] äëÿ êàæäîãî k. Ïóñòü ìàòðèöà äèôôóçèè A
ñèììåòðè÷íà è (A(x, t)y, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ (x, t) ∈ D× [0, T ] è y ∈ Rd. Òîãäà äëÿ ëþáîé
íà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν ìíîæåñòâîMν íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûé ìåòîä ¾èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè¿.
1. Ââåäåì äëÿ êàæäîãî ε > 0 îïåðàòîð

Lε := ε∆ + L

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt = L∗εµ, µ|t=0 = ν. (2.5)

Î÷åâèäíî äëÿ ýòîé çàäà÷è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî n
çàäà÷à Êîøè (2.5) ñ ε = 1/n èìååò ðåøåíèå µn, çàäàííîå ñåìåéñòâîì ñóáâåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð (µnt )t∈(0,T ) íà D è âûïîëíåíî

µnt (D) ≤ ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)µns (dx) ds.

2. Âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé.
Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nl òàêàÿ, ÷òî ìåðû µnlt cëàáî ñõî-

äÿòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå Dk äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü òåîðåìó Ïðîõîðîâà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà Dk è ïëîòíîãî
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà S ∈ [0, T ], èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíûé ìåòîä. Çàòåì òà æå äèàãî-
íàëüíàÿ ïðîöåäóðà äàåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ íà âñåõ êîìïàêòàõ Dk.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ].
Ïóñòü t ∈ [0, T ], s ∈ S è ϕ ∈ C∞0 (Rd). Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L îãðàíè-
÷åíû íà öèëèíäðàõ,∣∣∣∣ˆ

D

ϕdµ
np
t −

ˆ
D

ϕdµnkt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ
D

ϕdµ
np
t −

ˆ
D

ϕdµnps

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ˆ
D

ϕdµnps −
ˆ
D

ϕdµnks

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ˆ
D

ϕdµnks −
ˆ
D

ϕdµnkt

∣∣∣∣ ≤ 2C(ϕ) · |t− s|+
∣∣∣∣ˆ
D

ϕdµnps −
ˆ
D

ϕdµnks

∣∣∣∣ .
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Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü s èç òàêîé ìàëîé îêðåñòíîñòè t,
÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåò ìåíüøå ε/2. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µnls ñõîäèò-
ñÿ, ñóùåñòâóåò èíäåêñ N òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ p, k > N âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå
ε/2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (D) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâˆ
D

ϕdµnlt ôóíäàìåíòàëüíà, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ.

Çàôèêñèðóåì k. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíèé µnlt íà Dk, è ïî ïðåäûäóùåìó øàãó ýòè
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
t ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µnlt ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñóáâåðîÿòíîñòíîé ìåðå µt íà
êàæäîì Dk.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f îòîáðàæåíèå t 7→
ˆ
Dk

f dµt áî-

ðåëåâñêîå íà [0, T ] êàê ïðåäåë èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì êëàññ Φ îãðàíè÷åí-

íûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé ϕ íà Dk, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå t 7→
ˆ
Dk

ϕdµt èçìåðè-

ìî ïî Áîðåëþ íà [0, τ ]. Ìíîæåñòâî Φ ñîäåðæèò àëãåáðó íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé íà Dk è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíûõ è ìîíîòîííûõ ïðåäåëîâ. Ïî
òåîðåìå î ìîíîòîííûõ êëàññàõ (ñì. [2, Òåîðåìà 2.2.12]) ìíîæåñòâî Φ ñîäåðæèò âñå
îãðàíè÷åíûå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà Dk. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå t 7→ µt(B)
áîðåëåâñêîå íà [0, T ] äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Dk. Ïîñêîëüêó k
ïðîèçâîëüíî, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà D. Ïóñòü µ � ìåðà,
çàäàííàÿ ñåìåéñòâîì (µt)t∈[0,T ]. Î÷åâèäíî, ÷òî {µnl} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ íà Dk × [0, T ]
äëÿ êàæäîãî k.

3. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñòðîåííîé âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü µn = (µnt )t∈(0,t) òàêîâà, ÷òî {µn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µ = (µt)t∈(0,T ) è {µnt }
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µt äëÿ ëþáîãî t.

Çàôèêñèðóåì ϕ ∈ C∞0 (D). Äëÿ êàæäîãî n èìååì

ˆ
D

ϕdµnt −
ˆ
D

ϕdµ0 =

ˆ t

0

ˆ
D

L1/nϕdµ
n
sds. (2.6)

Ïîñêîëüêó ∣∣∣∣ˆ t

0

ˆ
D

(L1/n − L)ϕdµnsds

∣∣∣∣ ≤ T

n
sup
D
|∆ϕ|,

ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü µn ê µ âëå÷åò

lim
n→∞

ˆ t

0

ˆ
D

L1/nϕdµ
n
sds =

ˆ t

0

ˆ
D

Lϕdµsds,

è äëÿ êàæäîãî t

lim
n→∞

ˆ
D

ϕdµnt =

ˆ
D

ϕdµt.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â (2.6), ïîëó÷èì

ˆ
D

ϕdµt −
ˆ
D

ϕdµ0 =

ˆ t

0

ˆ
D

Lϕdµsds.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.1). Íàêîíåö, íåðàâåíñòâî

ˆ
D

u(x, t) dx−
ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)u(x, s) dx ds ≤ 1 = ν(D)

îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî øàãó 4 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µt(D) = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds (2.7)

âìåñòî íåðàâåíñòâà (â ÷àñòíîñòè, åñëè c = 0 è ν ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, òî µt
òîæå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü µ = (µt)0<t<T ∈ Mν è c ≤ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ V òàêàÿ, ÷òî V ∈ C2,1(D× (0, T ))

⋂
C(D× [0, T )), äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà

[α, β] ∈ (0, T ) âûïîëíåíî

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1×[α,β]

V (x, t) = +∞

è äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé K,H ∈ L1((0, T )) ñ H ≥ 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∂tV (x, t) + LV (x, t) ≤ K(t) +H(t)V (x, t).

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî V ( · , 0) ∈ L1(ν). Òîãäà äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíåíî

µt(D) = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds

è èìååò ìåñòî îöåíêà

ˆ
D

V (x, t) dµt ≤ Q(t) +R(t)

ˆ
D

V (x, 0) dν,

ãäå

R(t) = exp
(ˆ t

0

H(s) ds
)
, Q(t) = R(t)

ˆ t

0

K(s)

R(s)
ds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ ζN ∈ C2([0,+∞)) òàêîâà, ÷òî 0 ≤ ζ ′ ≤ 1, ζ ′′ ≤ 0, ãäå
ζN(s) = s ïðè s ≤ N−1 è ζ(s) = N ïðè s > N+1. Çàôèêñèðóåì òàêæå η ∈ C∞0 ((0, T )).
Äëÿ ôóíêöèè u(x, t) = (ζN(V (x, t))−N)η(t) è ðåøåíèÿ µ = (µt)0<t<T ∈Mν âûïîëíåíî
òîæäåñòâî ˆ T

0

ˆ
D

(∂tu+ Lu) dµt dt = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

−
ˆ T

0

η′(t)

ˆ
D

(ζN(V (x, t))−N) dµt dt =

ˆ T

0

η(t)

ˆ
D

L(ζN(V (x, t))−N) dµt dt.
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Ïîñêîëüêó η ïðîèçâîëüíàÿ,

d

dt

ˆ
D

(ζN(V (x, t))−N) dµt =

ˆ
D

L(ζN(V (x, t))−N) dµt.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ˆ
D

ζN(V (x, t)) dµt =

ˆ
D

ζN(V (x, s)) dµs +

(
µt(D)− ν(D)−

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, τ) dµτ dτ

)
N+

+

ˆ t

s

ˆ
D

(
ζ ′N(V )(∂tV+LV )+ζ ′′N(V )|

√
A∇V |2

)
dµτ dτ+

ˆ t

s

ˆ
D

c (ζN(V )− ζ ′N(V )V ) dµτ dτ.

Çàìå÷àÿ, ÷òî zζ ′N(z) ≤ ζN(z), ìû ïðèõîäèì ê

ˆ
D

ζN(V (x, t)) dµt ≤
ˆ
D

ζN(V (x, s)) dµs+(
µt(D)− ν(D)−

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, τ) dµτ dτ

)
N +

ˆ t

s

K(τ) +H(τ)

ˆ
D

ζN(V (x, τ)) dµτ dτ.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè s→ 0 äàåò

ˆ
D

ζN(V (x, t)) dµt ≤
ˆ
D

ζN(V (x, 0)) dν +

(
µt(D)− ν(D)−

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, τ) dµτ dτ

)
N+

+

ˆ t

0

K(τ) +H(τ)

ˆ
D

ζN(V (x, τ)) dµτ dτ. (2.8)

Ïîñêîëüêó

µt(D) ≤ ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds,

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

ˆ
D

ζN(V (x, t)) dµt ≤
ˆ
D

ζN(V (x, 0)) dν +

ˆ t

0

K(τ) +H(τ)

ˆ
D

ζN(V (x, τ)) dµτ dτ.

Îòñþäà ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà
ˆ
D

ζN(V (x, t)) dµt ≤ Q(t) +R(t)

ˆ
D

ζN(V (x, 0)) dν.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå.

Áîëåå òîãî, åñëè µt(D) < ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds, òî, óñòðåìëÿÿ N →∞ â (2.8),

ïîëó÷èì

ˆ
D

V (x, t) dµt −
ˆ
D

V (x, 0) dν −
ˆ t

0

K(τ) +H(τ)

ˆ
D

V (x, τ) dµτ dτ = −∞,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, µt(D) = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå V ( · , 0) ∈ L1(ν) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì:
åñëè åñòü êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî åñòü è ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, èíòåãðèðóåìàÿ
ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, à èìåííî, âåðíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà [29]:

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü µ = (µt)t∈[0,T ] åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ∂tµ = L∗µ
è µ|t=0 = ν, ãäå ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ V òàêàÿ, ÷òî V ∈ C2,1(D × (0, T ))

⋂
C(D × [0, T )), äëÿ

êàæäîãî èíòåðâàëà [α, β] ∈ (0, T )

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1×[α,β]

V (x, t) = +∞

è äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé K,H ∈ L1((0, T )) ñ H ≥ 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

∂tV (x, t) + LV (x, t) ≤ K(t) +H(t)V (x, t).

Òîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ W ∈ C2,1(D × (0, T ))
⋂
C(D × [0, T ))

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [α, β] ∈ (0, T )

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1×[α,β]

W (x, t) = +∞,

âûïîëíåíî ∂tW (x, t) + LW (x, t) ≤ K(t) +H(t)W è W (x, 0) ∈ L1(ν).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ θ ∈ C2(R) ñî ñâîéñòâàìè:

θ(0) = 0, lim
r→∞

θ(r) = +∞, 0 ≤ θ′(r) ≤ 1, θ′′(r) ≤ 0, θ(V ( · , 0)) ∈ L1(ν).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ θ ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè è èíòåãðèðóå-
ìóþ ïî ìåðå σ = ν ◦ V −1( · , 0). Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
zk òàêóþ, ÷òî zk+1−zk ≥ zk−zk−1 ≥ 1 è σ([zk,∞)) ≤ 2−k. Ïóñòü θ0 ëèíåéíà íà êàæäîì
îòðåçêå [zk, zk+1] è θ0(zk) = k − 1. Ïîëó÷èëè σ-èíòåãðèðóåìóþ âîçðàñòàþùóþ âîãíó-
òóþ ôóíêöèþ θ0. Îäíàêî ýòî íå ôóíêöèÿ êëàññà C2. ×òîáû èñïðàâèòü ýòî, âîçüìåì
â êà÷åñòâå θ ôóíêöèþ

θ(z) =

ˆ z

0

g(s)ds, g ∈ C1(R),

ãäå g′(z) ≤ 0 è g(z) = θ
′
0(z) äëÿ z ∈ (zk, zk+1 − k−1). Äàëåå, ó÷èòûâàÿ âîãíóòîñòü θ è

íåïîëîæèòåëüíîñòü c, ïîëó÷àåì

∂tθ(V )+Lθ(V ) = θ′(V )
(
∂tV +LV

)
+θ′′(V )(A∇V,∇V )+c

(
θ(V )−θ′(V )V

)
≤ K+Hθ(V ).

Ôóíêöèÿ W := θ(V ) èñêîìàÿ.

2.2 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1). Îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [34, 71, 72].
Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè ïðèâîäÿòñÿ [34]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè d = 4 è
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(aij) = I ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå b íà Rd, íå çàâèñÿùåå îò t, òàêîå, ÷òî çà-
äà÷à (2.1) ñ c = 0 è íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ν èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ,
çàäàííûõ âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè. Ïîäîáíûå ïðèìåðû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â ëþ-
áîé ðàçìåðíîñòè d ≥ 3, íî íåÿñíî, ñóùåñòâóþò ëè îíè ïðè d = 1 è d = 2. Áîëåå òîãî,
ïðè d = 4 íåÿñíî, ìîæåò ëè ýòîò ýôôåêò èìåòü ìåñòî ñ äèðàêîâñêèìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè. Äðóãîé ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðè d = 1, åñëè
îïóñòèòü óñëîâèå (2.2), ò.å. åñëè ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ñóáâåðîÿòíîñòíûå ìåðû.
Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî âçÿòü d = 1, a = 1 è b(x) = −2x(1 + x2)−1 − (1 + x2)arctg x.
Òîãäà (x, b(x)) ≤ 0 è çàäà÷à Êîøè (2.1) ñ ν = (π(1 + x2))−1 dx èìååò âåðîÿòíîñòíîå
ðåøåíèå. Íî ñóùåñòâóåò åùå è ðåøåíèå, çàäàííîå ïëîòíîñòüþ et(π(1 + x2))−1.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöà A(x, t) = (aij(x, t))1≤i,j≤d ñèììåòðè÷íà è âûïîëíåíî
óñëîâèå

(D1) äëÿ êàæäîãî Dk ⊂ D ñóùåñòâóþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà mk è Mk

òàêèå, ÷òî îöåíêà
mk|y|2 ≤ (A(x, t)y, y) ≤Mk|y|2

âûïîëíåíà äëÿ âñåõ y ∈ Rd è âñåõ (x, t) ∈ D × (0, T ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå (D1) âûïîëíåíî òàêæå óñëîâèå

(D2) äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Λk > 0 òàêàÿ, ÷òî

|aij(x, t)− aij(y, t)| ≤ Λk|x− y|

äëÿ âñåõ x, y ∈ Dk è t ∈ [0, T ].
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç [31]. Óñëîâèå (D1) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ó

ðåøåíèÿ µ ïëîòíîñòè % îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Áîëåå òîãî, åñëè êðîìå (D1) è

(D2) ìû çíàåì, ÷òî b ∈ Lploc(D× (0, T )) è c ∈ Lp/2loc (D× (0, T )) äëÿ íåêîòîðîãî p > d+2,
òî ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíóþ íà D× (0, T ) âåðñèþ % è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) ôóíêöèÿ
%( · , t) ïðèíàäëåæèò W 1,p(U) äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî øàðà U ⊂ D. Ïîñêîëüêó äëÿ
ï.â. t ∈ (0, T ) ìåðà µt(dx) = %(x, t) dx � ñóáâåðîÿòíîñòíàÿ íà D, â ñèëó íåðàâåíñòâà
Õàðíàêà äëÿ êàæäîãî äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî øàðà U â D è êàæäîãî îòðåçêà J ⊂
(0, T ) ñùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî %(x, t) ≥ C äëÿ âñåõ (x, t) ∈ U × J .

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû b è c ëîêàëüíî èíòå-
ãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà D × (0, T ) â ñòåïåíÿõ p è p/2 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðîãî
ïîêàçàòåëÿ p > d + 2, à òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ (D1) è (D2) âûïîëíåíû. Âåçäå äàëåå ìû
ðàáîòàåì ñ íåïðåðûâíîé âåðñèåé ïëîòíîñòè %.

Áîëåå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåøåíèÿ èç êëàññà Mν ìåð µ ∈Mν , óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

b ∈ L2(µ,Dk × [0, T ]) ∀Dk.

Íàïðèìåð, ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ìåð êëàññàMν , åñëè ñíîñ îãðàíè÷åí íà
Dk × [0, T ] èëè â ñëó÷àå b ∈ Ls(Dk × [0, T ]) è µ = % dx dt ñ % ∈ Lr(Dk × [0, T ]), ãäå
2/s+ 1/r = 1.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (D1) è (D2) è

b ∈ Lploc(D × (0, T )), c ∈ Lp/2loc (D × (0, T ))



Ãëàâà 2. Ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòåíöèàëîì íà îáëàñòÿõ 67

äëÿ íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ p > d+2. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ V òàêàÿ, ÷òî V ∈ C2(D) è

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1

V (x) = +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà K > 0 è âñåõ (x, t) ∈ D× (0, T ) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

LV (x, t) ≤ K +KV (x).

Òîãäà ìíîæåñòâî Mν ñîñòîÿèò íå áîëåå, ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ñëåäóþùèå äâå òåõíè÷åñêèå ëåììû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, áûëè äî-
êàçàíû Ñ.Â. Øàïîøíèêîâûì â [64]:

Ëåììà 2.1. Ïóñòü äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1) èç êëàññà Mν çàäàíû íåïðåðûâ-
íûìè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè ïëîòíîñòÿìè σ è % îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
Ïîëîæèì v(x, t) = σ(x, t)/%(x, t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) èìåþò ìå-
ñòî îöåíêè ˆ

D

%(x, t) dx = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)%(x, s) dx ds

è ˆ
D

σ(x, t) dx ≤ ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)σ(x, s) dx ds.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ > 0 äëÿ ï.â. t ∈ (0, T )

ˆ
D

eλ(1−v(x,t))%(x, t) dx ≤ 1. (2.9)

Òîãäà v ≡ 1, ò.å., σ = %.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ψ ∈ C∞0 (D), ψ ≥ 0 è 0 < t < T . Òîãäà äëÿ f = eλ(1−z) èëè
eλ(1−z) − eλ èìååò ìåñòî îöåíêà

ˆ
D

f(v(x, t))%(x, t)ψ(x) dx ≤ f(1)

ˆ
D

ψ(x) dν +

ˆ t

0

ˆ
D

%f(v)Lψ dx ds. (2.10)

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ èçMν , çàäàííûå ïëîò-
íîñòÿìè σ è % îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 2.4, òîæäå-
ñòâî (2.7) èìååò ìåñòî äëÿ îáåèõ ìåð. Ïîëîæèì v = σ/% è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ψ(x) = ζ(N−1V (x)) äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ζ ∈ C∞0 (R) òàêîé, ÷òî ζ(0) = 1,
ζ(z) = 0 ïðè |z| > 1, 0 ≤ ζ ≤ 1 è, áîëåå òîãî, ζ ′(z) ≤ 0 è ζ ′′(z) ≥ 0 ïðè z > 0.

Ïîëîæèì f(z) = eλ(1−z) − eλ. Òîãäà f(z) ≤ 0 è |f(z)| ≤ 2eλ ïðè z ≥ 0. Çàìåòèì,
÷òî

f(v)ζ ′LV ≤ (K +KV )f(v)ζ ′,
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ïîñêîëüêó f(v)ζ ′ ≥ 0. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.10) èç ëåììû 2.2, ïîëó÷èì

ˆ
D

(eλ(1−v(x,t)) − eλ)%(x, t)ζ(N−1V (x)) dx ≤ (1− eλ)
ˆ
D

ζ(N−1V (x)) dν+

+2eλMN−1

ˆ t

0

ˆ
V <N

(K+KV )% dx ds+

ˆ t

0

ˆ
D

ζ(N−1V (x))f(v(x, s))c(x, s)%(x, s) dx ds.

Çàìåòèì, ÷òî

lim
N→+∞

N−1

ˆ t

0

ˆ
V <N

(K +KV )% dx ds = 0. (2.11)

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì γ ∈ (0, 1) è N > γ−1. Òîãäà

N−1

ˆ t

0

ˆ
V <N

(K +KV )% dx ds ≤ γ

ˆ t

0

ˆ
V <γN

% dx ds+K

ˆ t

0

ˆ
γN<V <N

% dx ds.

Ïîýòîìó

lim
N→+∞

N−1

ˆ t

0

ˆ
V <N

(K +KV )% dx ds ≤ γ

ˆ t

0

ˆ
D

% dx ds.

Óñòðåìëÿÿ γ → 0, ïîëó÷èì (2.11). Ïîýòîìó, óñòðåìëÿÿ N → +∞, ïîëó÷èì

ˆ
D

(eλ(1−v(x,t)) − eλ)%(x, t) dx ≤ (1− eλ)
ˆ
D

dν +

ˆ t

0

ˆ
D

(eλ(1−v) − eλ)c(x, s)%(x, s) dx ds.

Ïîñêîëüêó c ≤ 0 è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíåíî òîæäåñòâî

ˆ
D

%(x, t) dx = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s)%(x, s) dx ds,

äëÿ ï.â. t èìååì ˆ
D

eλ(1−v(x,t))%(x, t) dx ≤ 1.

Ïðèìåíåíèå ëåììû 2.1 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Êîìáèíàöèÿ òåîðåìû 2.2 è òåîðåìû 2.5 äàåò ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ:

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (D1) è (D2), à òàêæå

c ∈ Lp/2loc (D × (0, T )), b ∈ L∞(Dk × [0, T ])

äëÿ íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ p > d + 2 è âñåõ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ V ∈ C2(D) òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1

V (x) = +∞

è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû K > 0 è âñåõ (x, t) ∈ D × (0, T ) èìååò ìåñòî

LV (x, t) ≤ K +KV (x).
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Òîãäà êëàññ Mν, ãäå ν åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç
îäíîãî ýëåìåíòà µ = (µt)t∈(0,T ). Áîëåå òîãî, äëÿ ï.â. t âûïîëíåíî òîæäåñòâî

µt(D) = ν(D) +

ˆ t

0

ˆ
D

c(x, s) dµs ds.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè c = 0, ìåðû µt âåðîÿòíîñòíûå äëÿ ï.â. t.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïóñòü c = 0, aij, bi ∈ C(D), è ïóñòü detA > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C2(D) òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

inf
Dn\Dn−1

V (x) = +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà K > 0 è èíäåêñà n èìååò ìåñòî îöåíêà
LV (x) ≤ −KV äëÿ âñåõ x ∈ D \ Dn. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µ = (µt)t∈(0,+∞) çàäà÷è Êîøè (2.1), çàäàííîå âåðîÿò-
íîñòíûìè ìåðàìè µt. Áîëåå òîãî, ðåøåíèå ýðãîäè÷íî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ìåðû

σt(dx) = t−1

ˆ t

0

µs(dx) ds

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè t → +∞ ê âåðîÿòíîñòíîìó ðåøåíèþ µ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
L∗µ = 0 â D.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðè (0,+∞) ñëåäóþò èç òåîðåìû 2.6.
Ðåøåíèå âåðîÿòíîñòíîå, ïîñêîëüêó c = 0 è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. Ïîâòî-
ðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.4, è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî
Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì ˆ

D

V dσt = t−1

ˆ t

0

ˆ
D

V dµs ds ≤ K1,

ãäå K1 íå çàâèñèò îò t. Çíà÷èò, ñåìåñòâî ìåð {σt} ðàâíîìåðíî ïëîòíî è êàæäàÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {σtn} ñîäåðæèò äàëüíåéøóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê ìåðå σ. Î÷åâèäíî, ÷òî σ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L∗σ = 0. Èç åäèíñòâåí-
íîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü σtn ñõîäèòñÿ
ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ (åäèíñòâåííîñòü äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàíâåíèÿ ñëåäóåò èç
ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D îáîñíîâûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ðåçóëüòàòó [33] äëÿ D = Rd) .

2.3 Ïðèìåðû

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Íà÷íåì ñ ïðèìåðà èç ñòàòüè
[50], êîòîðûé âî ìíîãîì ìîòèâèðîâàë èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D = (−1, 1). Äëÿ äàííîãî α > 0
ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt =
1

2
∂xx
(
|1− |x||2α µ

)
− ∂x

((
tg
(
−πx

2

)
+ signx

)
µ
)
, µ0 = ν. (2.12)
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Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ äîâîëüíî íåðåãóëÿðíû. Ñíîñ èìååò
ðàçðûâû â òî÷êàõ x = 0, x = 2k + 1. Áîëåå òîãî, ïðè α > 1/2 êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè èìååò áîëåå, ÷åì ëèíåéíûé ðîñò, à ïðè α < 1/2 íå ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâñêèì ñ
ïîêàçàòåëåì 1/2.

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.12) èìååò åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå
{µt}t∈[0,T ] â îáëàñòè D = (−1, 1) äëÿ âñåõ T > 0.

Ââåäåì èñ÷åðïàíèå îáëàñòè D ìíîæåñòâàìè {Dk}k∈N:

Dk =
(
−1 + 2−k, 1− 2−k

)
.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íåâûðîæäåí íà êàæäîì öèëèíäðå Dk × [0, T ],
à òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè òåîðåìû 2.6. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ Ëÿïóíîâà

V (x) =
2− x2

1− x2
.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.6 âûïîëíåíû äëÿ ýòîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
1) V ∈ C2(D), V > 0 â D è

lim
k→∞

inf
Dk\Dk−1

V (x) = lim
k→∞

2−
(
1− 2−k

)
2

1− (1− 2−k) 2
= +∞.

2) Îöåíêà

LV (x) = 2−1
∣∣1− |x|∣∣2αV ′′(x) +

(
tg(−πx/2) + sgnx

)
V ′(x) ≤ K1 · V (x)

âåðíà äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû K1 > 0 è

lim
|x|→1

LV (x)

V (x)
= −∞. (2.13)

Ïîýòîì ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.6 è ïîëó÷èòü, ÷òî çàäà÷à (2.12) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ñóáâåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå. Äàëåå, ïîñêîëüêó c = 0, òî äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìåðû µt
âåðîÿòíîñòíûå.

Áîëåå òîãî, ðåøåíèå ýðãîäè÷åñêîå â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Äåéñòâèòåëüíî, â
ñèëó (2.13) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K2 è èíäåêñ k ∈ N òàêîé, ÷òî íà
D\Dk âûïîëíåíî LV ≤ −K2·V . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.2, ýòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò
ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ìåð

σt =
1

t

ˆ t

0

µsds as t→ +∞

ê âåðîÿòíîñòíîìó ðåøåíèþ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ L∗σ = 0 â D.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D = Rd. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

∂tµt = ∂xi∂xj(a
ijµ)− ∂xi(biµ) + cµ, µ|t=0 = ν.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (D1) è (D2) è

c ∈ Lp/2loc (Rd × (0, T )), b ∈ L∞(B(0, k)× [0, T ])

äëÿ íåêîòîðîãî ïîêàçàòåëÿ p > d+2 è âñåõ k, ãäå B(0, k) åñòü øàð ðàäèóñà k ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëîæèì V (x) = |x|2/2. Òîãäà óñëîâèå LV ≤ K + KV ïðèìåò
âèä

trA(x, t) + (b(x, t), x) + |x|2c(x, t)/2 ≤ K +K|x|2

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Rd × [0, T ]. Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ìíîæåñòâî Mν

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëåçíû è äëÿ ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèé, çàäàííûõ íà
âñåì ïðîñòðàíñòâå, íî ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðè-
ðîâàòü íà ñåðèè ïðèìåðîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïîëåé Ýéðè
(Airy random point �elds) [68]:

Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì ñëåäþùèå ìîäåëè:

� êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü Äàéñîíà (Dyson's model) äëÿ n ÷àñòèö:

dX i
t = dW i

t +
β

2

n∑
j=1,j 6=i

1

X i
t −X

j
t

dt− β

4n
X i
tdt, 1 ≤ i ≤ n;

� ôîðìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà Rn áåñêîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè Äàéñîíà:

dX i
t = dW i

t +
β

2

n∑
j=1,j 6=i

1

X i
t −X

j
t

dt, 1 ≤ i ≤ n;

� soft-edge scaling n-÷àñòè÷íîé äèíàìèêè

dX i
t = dW i

t +
β

2

n∑
j=1,j 6=i

1

X i
t −X

j
t

dt− β

2

{
n1/3 +

1

2n1/3
X i
t

}
dt, 1 ≤ i ≤ n;

çäåñüW i
t � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå îäíîìåðíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû. Ðàññìîòðèì

ñëó÷àé β = 1. Òîãäà ýòèì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ ÔÏÊ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µt íà Rn:

� êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü Äàéñîíà:

∂tµt =
1

2
∆µt −

1

2
∂i (b1(x)µt) , b

i
1 =

n∑
j=1,j 6=i

1

xi − xj
− 1

2n
xi, 1 ≤ i ≤ n;

� ôîðìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà Rn áåñêîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè Äàéñîíà:

∂tµt =
1

2
∆µt −

1

2
∂i (b2(x)µt) , b

i
2 =

n∑
j=1,j 6=i

1

xi − xj
, 1 ≤ i ≤ n;
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� soft-edge scaling n-÷àñòè÷íîé äèíàìèêè:

∂tµt =
1

2
∆µt −

1

2
∂i (b3(x)µt) , b

i
3 =

{
n∑

j=1,j 6=i

1

xi − xj

}
− n1/3 +

1

2n1/3
xi, 1 ≤ i ≤ n.

Ðàññìîòðèì ýòè çàäà÷è íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D := Rn\
⋃n
i,j=1,i<j {xi = xj}. Òîãäà

ôóíêöèÿ

V (x) := −
n∑

i,j=1,i<j

log |xi − xj|2

åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ çàäà÷. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü

Lj =
∆

2
+ 〈bj,∇〉, ãäå bj =

(
b1
j , . . . , b

n
j

)
, òî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò L1V = (n− 1) /4,

L2V = 0 è L3V = (n − 1) · n2/3/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.6, ïîëó÷èì,
÷òî âñå óêàçàííûå çàäà÷è èìåþ åäèíñòâåííîå ñóáâåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå. Áîëåå òîãî,
ïîñêîëüêó c = 0, òî äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ìåðà µt ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé.



Ãëàâà 3

Óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå

3.1 Ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
ÔÏÊ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H:

∂tµt = ∂2
eiej

(aij(µ, x, t)µt)− ∂ei(bi(µ, x, t)µt), µ0 = ν, (3.1)

ãäå ν � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà H. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, âåçäå
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Â òèïè÷íûõ ïðèìåðàõ êîýôôèöèåíò ñíîñà â óðàâíåíèÿõ (3.1) èìååò ñëåäóþùóþ
ñòðóêòóðó:

bi(µ, x, t) = −λixi + Φi(µ, x, t), aij(µ, x, t) = βjδij,

ãäå δij � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ýòà ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Êîëìîãî-
ðîâà äëÿ íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (SPDE)

dXt =
√

2dwt +
(

ΛXt + Φ(µ,Xt, t)
)
dt,

ãäå Λ � íåêîòîðûé ñàìîñîïðÿæåííûé îòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð ñ ñîáñòâåííûì îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì {ej}, j ∈ N è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè {−λj}; wt � âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ â H âèäà wt =

∑∞
j=1

√
βjζ

j
t ej, ãäå {ζ

j
t }, j ∈ N åñòü íåçàâèñèìûå îä-

íîìåðíûå ñòàíäàðòíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, à ðÿä ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì.
Äëÿ ïðîñòîòû ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûé áàçèñû Λ è wt ñîâïàäàþò. Ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå îáëåã÷àåò äîêàçàòåëüñòâî ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî åãî ìîæíî îïóñòèòü.
Àíàëîãè÷íî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ, ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè ðåøåíèé SPDE óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ ÔÏÊ [40, 14.2.2].

Áåñêîíå÷íîìåðíûå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ èçó÷åíû ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì èõ êîíå÷íîìåð-
íûå àíàëîãè, õîòÿ îíè òîæå î÷åíü âàæíû, îñîáåííî â ñâåòå ðàñòóùåãî èíòåðåñà ê
SPDE. Îäíàêî ìàëî ÷òî èçâåñòíî î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (3.1) â îáùåé ïîñòà-
íîâêå (ëèíåéíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí â [36], ñì. òàêæå áèáëèîãðàôè÷åñêèå ññûëêè â
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ýòîé ðàáîòå). Îòìåòèì ðàáîòó [30], ãäå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé
ñ íóëåâîé ìàòðèöåé äèôôóçèè A è íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò êîýôôèöè-
åíòà ñíîñà b. Ðàáîòà [24] ïîñâÿùåíà ãðàäèåíòíîé ñòðóêòóðå óðàâíåíèé îïðåäåëåííîãî
âèäà.

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ñåïàðà-
áåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H â äîâîëüíî îáùåé ñèòóàöèè. Ýòè ðåçóëüòàòû
îêàçûâàþòñÿ ñèëüíåå óêàçàííûõ âûøå. Áîëåå òîãî, ðàíåå íå áûëî èçâåñòíî ðåçóëü-
òàòîâ î åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îáùå-
ãî âèäà â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè èñ-
ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, áëèçêèå ê ìåòîäó Ãîëüìãðåíà (ñì. [36, 61, 67]), íî èñïîëüçóåìûå
â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äàííàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç 2 ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåí-
íîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ â äâóõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ � äèô-
ôóçèÿ ìîæåò âûðîæäàòüñÿ è äèôôóçèÿ �öèëèíäðè÷åñêàÿ� (ñ áåñêîíå÷íûì ñëåäîì).
Òåðìèí "öèëèíäðè÷åñêàÿ äèôôóçèÿ"óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ öèëèíäðè÷åñêèé, â ÷àñòíîñòè, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â áîëåå øèðîêîì
ïðîñòðàíñòâå. Ðàçäåë 2 ïîñâÿùåí ñóùåñòâîâàíèþ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ðåøå-
íèé çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà òàêæå ïðèâåäå-
íà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé
îïðåäåëåííîãî âèäà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [62].

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèÿì. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉 (ïîðîæäàþùèì íîðìó | · |) è ïóñòü
{ej}, j ∈ N � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñH. ×åðåç PN îáîçíà÷èì îïåðàòîð îðòîãîíàëü-
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà H íà HN = span{e1, . . . , eN} ' RN . Äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà c ∈ H ÷åðåç cN îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ c íà RN ,, ò.å. cN = PNc.
Äëÿ äàííîãî x ∈ H è α = (α1, . . . , αj, . . . ), αj > 0, ïîëîæèì ‖x‖2

α :=
∑∞

j=1 αj〈x, ej〉2.
Ââåäåì êëàññ ïðîáíûõ ôóíêöèé FC∞0 (H), ñîñòîÿùèé â òî÷íîñòè èç ôóíêöèé âèäà

ϕ(x) = ϕ0(x1, . . . , xd), ãäå ϕ0 ∈ C∞0 (Rd) è xj = 〈x, ej〉.
Ïóñòü P1(H) è P2(H) � ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà H ñ êîíå÷íûì ïåðâûì

è âòîðûì ìîìåíòîì ñîîòâåòñòâåííî. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâå ìåòðèêè íà
ïðîñòðàíñòâå ìåð. Ïîëíîé âàðèàöèåé êîíå÷íîé ðàäîíîâñêîé (âîçìîæíî, çíàêîïåðå-
ìåííîé) ìåðû ρ íà H íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

‖ρ‖TV := sup
{∣∣∣ˆ f(x)ρ(dx)

∣∣∣ : f ∈ FC∞0 (H), |f | ≤ 1
}
. (3.2)

Ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à W1 îïðåäåëÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå P1(H) ðàâåíñòâîì

W1(µ, σ) := sup
{ˆ

f(x)(µ− σ)(dx) : f ∈ FC∞0 (H), |∇f | ≤ 1
}
. (3.3)

Îáû÷íî W1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïðåìóì èíòåãðàëîâ îò Lip1-ôóíêöèé; îäíàêî èíòå-
ãðàë îò Lip1-ôóíêöèè ïî ìåðå èç P1(H) ïðèáëèæàåòñÿ èíòåãðàëàìè îò ïðîåêöèè
ýòîé ôóíêöèè, ïîýòîìó ìîæíî áðàòü ñóïðåìóì ïî ìåíüøåìó ìíîæåñòâó ôóíêöèé
FC∞0 (H) ∩ Lip1.
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Êàê è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ìåðà µ íà H × [0, T ] çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð (µt)t∈[0,T ] íàH (áóäåì îáîçíà÷àòü µ = (µt)t∈[0,T ]), åñëè µ(dx dt) = µt(dx)dt,
ò.å. ˆ

H×[0,T ]

f dµ =

ˆ T

0

ˆ
H

f dµt dt.

Äëÿ çàäàííîé íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè V íà H è ÷èñëà T > 0
ïîëîæèì

MT (V ) :=
{
µ = (µt)t∈[0,T ] : sup

t∈[0,T ]

ˆ
V (x)dµt(x) < +∞

}
.

Ïóñòü çàäàíû äâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâà áîðåëåâñêèõ ïî (x, t) îòîáðàæåíèé

aij(µ, x, t) : MT0(V )×H × [0, T0]→ R, bi(µ, x, t) : MT0(V )×H × [0, T0]→ R, i, j ∈ N,

è âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ν íà H; äëÿ íèõ ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (3.1). Ïîëîæèì

Lµψ :=
∞∑

i,j=1

aij(µ, x, t)∂2
eiej

ψ +
∞∑
i=1

bi(µ, x, t)∂eiψ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ = (µt)t∈[0,T0] åñòü âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1),
åñëè µt � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû, µ ∈ MT0(V ) è äëÿ âñåõ t ∈ [0, T0] è ϕ ∈ FC∞0 (H)
âûïîëíåíî ˆ

ϕdµt −
ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds. (3.4)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ aij, bi ∈ L1(H × [0, T0], dµ) äëÿ âñåõ i, j ∈ N,
ò.å. èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà êîððåêòíî îïðåäåëåí.

Èíîãäà áîëåå óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ïóñòü
ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ v çàâèñèò îò êîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk, ðàâíà íóëþ
âíå íåêîòîðîãî øàðà â Hk

∼= Rk è v ∈ C2,1(Rk × (0, T0))
⋂
C(Rk × [0, T0)). Òîãäà äëÿ

âñåõ t ∈ [0, T0] âûïîëíåíî

ˆ
v(x, t) dµt =

ˆ
v(x, 0) dν +

ˆ t

0

ˆ [
∂sv + Lµv

]
dµs ds. (3.5)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðà µ = (µt)t∈[0,τ ] åñòü ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), åñëè
âûïîëíåíî (3.4) è óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñ τ âìåñòî T0.

3.1.1 Åäèíñòâåííîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ

Íà÷íåì ñ óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè

∂tµt = βj∂jjµt − ∂j(bj(x, t, µ)µt), µt|t=0 = µ0 (3.6)

ñ ïîñòîÿííûì äèàãîíàëüíûì äèôôóçèîííûì îïåðàòîðîì A = diag(βj)∞j=1 ñ βj ≥ 0.
Äëÿ êàæäîãî N ∈ N ïîëîæèì AN = diag(βj)Nj=1. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñíîñ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

bi(µ, x, t) = −λixi + Φi(µ, x, t), λi ≥ 0. (3.7)
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Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (3.6) â äâóõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ: äèôôóçèîííûé îïåðàòîð
A ìîæåò âûðîæäàòüñÿ èëè îí öèëèíäðè÷åñêèé, ò.å. βj ≥ β0 > 0. Íàçâàíèå âòîðîãî
ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîìó âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó, ò.å. ïðîöåññó ñ åäè-
íè÷íûì äèôôóçèîííûì îïåðàòîðîì èëè ñ îïåðàòîðîì, èìåþùèì áåñêîíå÷íûé ñëåä.

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
V ∈ C2(H). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(F0) A(x, t) = diag{βj}∞j=1, βj ≥ 0.
Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ñëó÷àé âêëþ÷àåò ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî âûðîæäåííûå îïå-

ðàòîðû ñ βj = 0.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6) èç êëàññà K1 ìåð

µ = µtdt ∈MT (V ) c µt ∈ P1(H), òàêèå, ÷òî
(F1) äëÿ êàæäîãî ε > 0, d ∈ N è êàæäîé ìåðû µ ∈ K1 ñóùåñòâóåò N ≥ d è ôóíêöèÿ

Φµ,N ∈ C∞(RN × [0, T0]) òàêàÿ, ÷òî Φµ,N ∈ L1(H,µ+ σ) äëÿ âñÿêîé σ ∈ K1 è

ˆ T

0

ˆ
H

|ΦN(x, t, µ)− Φµ,N(PNx, t)|(µt + σt)(dx)dt < ε, (3.8)

à òàêæå
sup
x∈H
|Φµ,N(µ, x, t)| · (1 + |x|)−1 ≤ CN(µ) <∞. (3.9)

(F2) Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ µ ∈ K1 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà θ = θ(µ) òàêàÿ, ÷òî

〈Φµ,N(µ, x, t)− Φµ,N(µ, y, t), x− y〉 ≤ θ|x− y|2 + ‖x− y‖2
λN

(3.10)

äëÿ âñåõ x, y ∈ H è t ∈ [0, T0].
(F3) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ G íà [0,+∞) òàêàÿ, ÷òî

G(0) = 0 è
|Φ(µ, x, t)− Φ(σ, x, t)| ≤ V (x)G(W1(µt, σt)) (3.11)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ H × [0, T0] è µ, σ ∈ K1.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (F0), (F1), (F2), (F3). Ïóñòü
µ0 ∈ P1(H), V ∈ L1(µ0) è G åñòü ôóíêöèÿ Îñãóäà, ò.å.

ˆ
0+

du

G(u)
= +∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.6) â êëàññå K1. Êðîìå
òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé (µt)t∈[0,T0] è (σt)t∈[0,T0] èç êëàññà K1 âûïîëíåíî

W1(µt, σt) ≤ F−1
(
F (2e2θT0W1(µ0, σ0))− Ct

)
,

ãäå F−1 � îáðàòíàÿ ê F (v) :=

ˆ 1

v

G(u)−1du ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G(u) = u,

W1(µt, σt) ≤ 2e2θT0W1(µ0, σ0)eCt.
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Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì

bi = −λixi + f i(x)

ˆ
ϕ(y)dµt(y).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé
fn(x, t) òàêèõ, ÷òî lim

n→∞
fn(x, t) = f(x, t) äëÿ âñåõ x, t, à òàêæå ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû

C1, C2 > 0, íå çàâèñÿùèå îò n, òàêèå, ÷òî

|fn(x, t)| ≤ C1(1 + |x|), 〈fn(x, t)− fn(y, t), x− y〉 ≤ C2|x− y|2.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî |ϕ(x)| ≤ C2(1+ |x|) è µ0 ∈ P1(H). Òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î
ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 ñ V (x) =
1 + |x|. Çíà÷èò, çàäà÷à (3.6) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â êëàññå MT0(|x|).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ µ = (µt)t∈[0,T0] è σ = (σt)t∈[0,T0]

çàäà÷è (3.6) èç êëàññà K1 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µ0 ∈ P1(H) è σ0 ∈ P1(H) ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïóñòü V ∈ L1(µ0 + σ0). Çàôèêñèðóåì òàêóþ ôóíêöèþ ψ ∈ FC∞0 (H), ÷òî
|∇ψ(x)| ≤ 1. Çàôèêñèðóåì ðàçìåðíîñòü d òàêóþ, ÷òî ψ(x) = ψ0(Pdx) (òàêàÿ êîíå÷íàÿ
ðàçìåðíîñòü ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ FC∞0 (H)).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (F1), ñóùåñòâóåò ãëàä-
êàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ïðèáëèæàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φµ,N , n ≥ d, òàêàÿ, ÷òî âû-
ïîëíåíû (3.8) è (3.9). Ïîëîæèì

bµ,N(x, t) := (−λ1x1, . . . ,−λNxN) + Φµ,N(µ, x, t), ClN(µ) = max
1≤i≤N

λi + CN(µ).

Âîçüìåì ôóíêöèþ ñðåçêè ϕ ∈ C∞0 (R1) ñ 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 ïðè |x| < 1 è ϕ(x) = 0 ïðè
|x| > 2; áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 è âñåõ x ∈ R âûïîëíåíî
|ϕ′′(x)|2+|ϕ′(x)|2 ≤ Cϕ(x). Äëÿ êàæäîãî K ≥ 1 ïîëîæèì ϕK(t, x) := ϕ(t/K)·ϕ(|x/K|).

Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1. �Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à�. Ïðîäîëæèì biµ,N íà âñå ïðîñòðàíñòâî RN+1

ñëåäóþùèì îáðàçîì: biµ,N(x, t) = biµ,N(x, T0) ïðè t > T0 è biµ,N(x, t) = biµ,N(x, 0) ïðè
t < 0. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂sf + L̃f = 0, f |s=t = ψ, L̃f :=
N∑
j=1

βj∂2
xjxj

f + bjµ,N∂xjf (3.12)

â RN . Ýòà çàäà÷à äîïóñêàåò ðåøåíèå f = fN êëàññà C2,1(RN × [0, t]). Äåéñòâèòåëüíî,
â ñèëó [73], ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dXN
t =

√
2βjdW j

t + bµ,N(XN
t )dt, XN

0 = x

â RN èìååò ðåøåíèå XN
t , t ≥ 0 è òîãäà ôóíêöèÿ f(x, s) = E

(
ψ(XN

t )
∣∣∣XN

s = x
)
óäîâëå-

òâîðÿåò (3.12). Ãëàäêîñòü ñëåäóåò èç [74, Òåîðåìû 3.2.4, 3.2.6]. Î÷åâèäíî, ÷òî

sup |f | ≤ max |ψ| =: C(ψ).
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Øàã 2. Ïîäñòàâëÿÿ ïðîáíóþ ôóíêöèþ v = ϕKf â òîæäåñòâî (3.5) äëÿ ðåøåíèé
µ = (µt)t∈[0,T0] è σ = (σt)t∈[0,T0], ïîëó÷èì

ˆ
ϕK(t, x)ψ(x) dµt(x) =

ˆ
ϕK(0, x)f(0, x) dµ0 +

ˆ t

0

ˆ [
ϕK〈B(µ)− bµ,N ,∇f〉

+ 2〈A∇ϕK ,∇f〉N + fLϕK
]
dµs ds,ˆ

ϕK(t, x)ψ(x) dσt(x) =

ˆ
ϕK(0, x)f(0, x) dσ0 +

ˆ t

0

ˆ [
ϕK〈B(σ)− bµ,N ,∇f〉

+ 2〈A∇ϕK ,∇f〉N + fLϕK
]
dσs ds.

Âû÷èòàÿ âòîðîå òîæäåñòâî èç ïåðâîãî, ïðèõîäèì ê

ˆ
ϕK(t)ψ d(µt − σt) ≤

ˆ t

0

ˆ
ϕK |B(µ)− bµ,N ||∇f | d(σs + µs) ds

+ 2

ˆ t

0

ˆ
|A∇ϕK ||∇f |+ |f ||LϕK |d(µs + σs)ds

+

ˆ t

0

ˆ
ϕK |B(σ)−B(µ)||∇f | dσs ds+

(ˆ
ϕKf dµ0 −

ˆ
ϕKf dσ0

)
. (3.13)

Øàã 3. Îöåíêà ∇f . Ïîëó÷èì îöåíêó |∇f |. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî (3.10) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî êàê

〈bµ,N(µ, x, t)− bµ,N(µ, y, t), x− y〉 ≤ θ|x− y|2,

ïîýòîìó
〈H(x, t)y, y〉 ≤ θ(µ)|y|2, ãäå H = (∂xjb

i
µ,N)i,j≤N .

Ïîëîæèì u = 2−1
∑N

k=1 |∂xkf |2. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (3.12) ïî xk è óìíîæàÿ íà
∂xkf , ïîëó÷èì

∂tu+ L̃u+ 〈H∇f,∇f〉 −
N∑
k=1

βj(∂2
xjxk

f)2 = 0.

Ïîñêîëüêó 〈H∇f,∇f〉 ≤ 2θu è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íåîòðèöàòåëüíî,

∂tu+ L̃u+ (2θ)u ≥ 0.

Òîãäà ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (ñì. [74, Òåîðåìà 3.1.1]) |u(x, s)| ≤ e2θ(t−s)|u(x, t)|, ò.å.

|∇f | = 2|u(x, s)| ≤ 2e2θ(t−s)|∇φS(x)| ≤ 2e2θT0 =: C1. (3.14)

Øàã 4. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïðè K → ∞, N → ∞, ε → 0. Çàìåòèì, ÷òî
B(µ)−B(σ) = Φ(µ)− Φ(σ), BN − bµ,N = ΦN − Φµ,N è

|LϕK | = |L̃ϕK |+ |〈ΦN − Φµ,N ,∇ϕK〉| ≤ |L̃ϕK |+ C ·K−1|ΦN − Φµ,N |.

Çíà÷èò, èç (3.13) è (3.14) ñëåäóåò, ÷òî
ˆ
ψ d(µt − σt) ≤ C1 ·

ˆ t

0

ˆ
|Φ(µ)−Φ(σ)| dσs ds+Rco +Rop +Rappr + J0(K,N), (3.15)
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ãäå

Rop := C2(ψ)

ˆ t

0

ˆ
|L̃ϕK | d(µs + σs) ds,

Rco := 2C1

ˆ t

0

ˆ
|A∇ϕK |d(µs + σs)ds, J0(K,N) =

ˆ
ϕKfN dµ0 −

ˆ
ϕKfN dσ0,

Rappr :=
(
C1 + C ·K−1

)
·
ˆ t

0

ˆ
|ΦN(µ)− Φµ,N | d(µs + σs) ds

Ïîêàæåì, ÷òî ñëàãàåìûå R· ìàëû. Â ñèëó (F1) èìååì

|Rappr| ≤ (C1 + C)
(ˆ t

0

ˆ
|ΦN(µ)− Φµ,N | d(µs + σs) ds

)
≤ C3ε.

Îöåíèì Rop. Çàìåòèì, ÷òî

L̃ϕK = K−1ϕ′(|x|/K)
〈
bµ,N ,

x

|x|
〉

+K−2ϕ′′(|x|/K)|trAN .

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå γK := {x : K ≤ |x| ≤ 2K}.
Ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî N èìååì

|̃LϕK | ≤ C2IK(
|bµ,N |
1 + |x|

+
trAN

(1 + |x|)2
)

(F2)

≤ (C2 · ClN(µ) + C2 · trAN)IK ,

ãäå IK � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà γK . Îòñþäà Rop ≤ C4(ψ,N) · (µ+ σ){γK × [0, t]}. Àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Rco ≤ C5(N) · (µ+σ){γK × [0, t]}. Î÷åâèäíî (µ+σ){γK × [0, t]}
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè K → ∞. Â ñèëó (3.14) fN(x, 0) ∈ LipC1

; çíà÷èò, ïî òåîðåìå
Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè

J0(K,N)→ J0,N =

ˆ
fN dµ0 −

ˆ
fN dσ0 as K →∞.

Èñïîëüçóÿ ýòî è (3.11), äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ε, ψ è N ïåðåéäåì â (3.15) ê
ïðåäåëó ïðè K →∞ è ïîëó÷èì

ˆ
ψ d(µt − σt) ≤ C1

ˆ t

0

ˆ
V (x) ·G(W1(µs, σs))dσs ds+ C3ε+ J0,N .

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè N →∞. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè
(êîòîðàÿ ïðèìåíèìà, ò.ê. fN ∈ LipC1

) ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fN(x, 0)}
ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ íà âñåõ êîìïàêòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
N →∞ èìååò ìåñòî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü fN(x, 0)→ f̃(x) ∈ LipC1

. Ïîýòîìó

ˆ
ψ d(µt − σt) ≤ C1

ˆ t

0

ˆ
V (x) ·G(W1(µs, σs))dσs ds+ C3ε+

ˆ
f̃ d(µ0 − σ0). (3.16)

Øàã 5. Èòîãîâàÿ îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òîˆ
f̃(x)d(µ0 − σ0) ≤ C1W1(µ0, σ0),
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è, ïîñêîëüêó ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, (3.16) âëå÷åò

ˆ
ψ d(µt − σt) ≤ C1

ˆ t

0

G(W1(µs, σs))
(ˆ

V (x)dσs

)
ds+ C1W1(µ0, σ0). (3.17)

Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî ψ ∈ FC∞0 (H) ñ |∇ψ(x)| ≤ 1, ïîëó÷àåì

W1(µt, σt) ≤ C1W1(µ0, σ0) + C1

ˆ t

0

G(W1(µs, σs))
(ˆ

V (x)dσs

)
ds.

Ò.ê. σ ∈MT (V ),

W1(µt, σt) ≤ C1W1(µ0, σ0) + C

ˆ t

0

G(W1(µs, σs))ds.

Åñëè W1(µ0, σ0) = 0, òî ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå âëå÷åò W1(µt, σt) ≡ 0. Â îáùåì ñëó÷àå
ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà ïîëó÷èì

W1(µt, σt) ≤ F−1
(
F (C1W1(µ0, σ0))− Ct

)
,

ãäå F (v) =
´ 1

v
G(u)−1du è F−1 � îáðàòíàÿ ê F ôóíêöèÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà âñïîìíèì, ÷òî C1 = 2e2θT0 . �
Ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêîìó ñëó÷àþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(T0) βj ≥ β0 > 0.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.6) â êëàññå K2

ìåð µ = µtdt ∈MT (V ) c µt ∈ P2(H). Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíò ñíîñà:
(T1) Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ µ ∈ K2 èìååì Φ(µ, x, t) ∈ l2 äëÿ µ× [0, T0]-ï.â. (x, t) è

‖Φ‖l2 ∈ L2(µ).
(T2) Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ G íà [0,+∞) òàêàÿ, ÷òî

G(0) = 0 è

|Φ(µ, x, t)− Φ(σ, x, t)| ≤
√
V (x) ·G(‖µt − σt‖TV ) (3.18)

äëÿ âñåõ (x, t) ∈ H × [0, T ] è âñåõ ðåøåíèé µ, σ ∈ K2.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (T0), (T1), (T2). Åñëè íà÷àëü-
íîå óñëîâèå µ0 ∈ P2(H),

√
V ∈ L1(µ0) è

ˆ
0+

du

G2(
√
u)

= +∞,

òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.6) â êëàññå K2. Êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé µ = (µt)t∈[0,T0] è σ = (σt)t∈[0,T0] èç K2

‖µt − σt‖TV ≤ F−1
(
F (‖µ0 − σ0‖TV − Ct

)
,

ãäå F−1 � îáðàòíàÿ ê F (v) =

ˆ 1

v

G(
√
u)−2du ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G(u) = u,

òî
‖µt − σt‖TV ≤ ‖µ0 − σ0‖TV eCt.
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Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì

bi = −λixi + f i(x)

ˆ
ϕ(y)dµt(y), βj ≥ β0 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ðàñòåò íå áûñòðåå ëèíåéíîé ôóíêöèè è ϕ ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíà.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî µ0 ∈ P2(H). Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3.6) â êëàññå MT0(|x|2).

Äåéñòâèòåëüíî,

‖Φ‖2
l2 ≤

∞∑
j=1

|f i|2 = ‖f‖2
L2(µt+σt)

≤ C(1 + |x|2) < +∞,

ò.å. âûïîëíåíî (T1), è∣∣∣ˆ ϕ(y)dµt(y)−
ˆ
ϕ(y)dσt(y)

∣∣∣ ≤ C1‖µt − σt‖TV ,

ò.å. âûïîëíåíî òàêæå óñëîâèå (T2).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ µ = (µt)t∈[0,T0] è σ = (σt)t∈[0,T0]

çàäà÷è (3.6) èç êëàññà K2 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè µ0 è σ0 èç P2(H) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

√
V ∈ L1(µ0 + σ0). Çàôèêñèðóåì òàêóþ ôóíêöèþ ψ ∈ FC∞0 (H),

÷òî |ψ| ≤ 1. Çàôèêñèðóåì ðàçìåðíîñòü d òàêóþ, ÷òî ψ(x) = ψ0(Pdx) (òàêàÿ êîíå÷íàÿ
ðàçìåðíîñòü ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ FC∞0 (H)).

Âîçüìåì ôóíêöèþ ñðåçêè ϕ ∈ C∞0 (R1), äëÿ êîòîðîé 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 ïðè
|x| < 1 è ϕ(x) = 0 ïðè |x| > 2. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0
è âñåõ x ∈ R âûïîëíåíî |ϕ′′(x)|2 + |ϕ′(x)|2 ≤ Cϕ(x). Äëÿ êàæäîãî K ≥ 1 ïîëîæèì
ϕK(t, x) := ϕ(t/K) · ϕ(|x|/K).

Ñíîâà ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1. Êîíå÷íîìåðíàÿ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñíîñà. Åñëè Φ óäîâëåòâî-

ðÿåò (T1), òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ bµ,N ∈ C∞(RN), N ≥ d, òàêàÿ,
÷òî ˆ T0

0

ˆ
H

|BN(x, t, µ)− bµ,N(PNx, t)|2(µt + σt)(dx)dt < ε2

äëÿ âñåõ ðåøåíèé µ, σ ∈ K2. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå: äëÿ
êàæäîãîN ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ Φµ,N ∈ C∞b (RN×[0, T0]), N ≥ d
ñî ñâîéñòâîì

ˆ T0

0

ˆ
H

|ΦN(x, t, µ)− ΦN,µ(PNx, t)|2(µt + σt)(dx)dt < ε2

äëÿ âñåõ ðåøåíèé µ, σ ∈ K2. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì M ∈ N òàê, ÷òîáû

∞∑
k=M+1

ˆ T0

0

ˆ
|Φk|2(µt + σt)(dx)dt ≤ ε2/2.
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Äàëåå, äëÿ êàæäîãî Φk ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ Φ̄k, êîòîðàÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò ïåðâûõ nk ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è îò t, òàêàÿ, ÷òî

ˆ T0

0

ˆ
|Φk − Φ̄k|2(µt + σt)(dx)dt < ε2(2M)−1.

Äëÿ k > M ïîëîæèì Φ̄k ≡ 0. Ïîëîæèì

N = max{M,n1, . . . , nM} è ΦN,µ = (Φ̄1, . . . Φ̄N , 0, . . . ).

Òîãäà

ˆ T0

0

ˆ
|ΦN(x, t, µ)− ΦN,µ(PNx, t)|2(µt + σt)(dx)dt

≤
M∑
k=1

ˆ T0

0

ˆ
|Φk − ΦN,µ|2(µt + σt)(dx)dt+

∞∑
k=M+1

ˆ T0

0

ˆ
|Φk|2(µt + σt)(dx)dt < ε2.

Ïîýòîìó bµ,N(µ, x, t) := (−λ1x1, . . . ,−λNxN) + ΦN,µ(µ, x, t) åñòü èñêîìàÿ àïïðîêñèìè-
ðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Øàã 2. �Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à� Àíàëîãè÷íî øàãó 1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
3.1, ïðîäîëæèì biµ,N äî ôóíêöèè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå RN+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
biµ,N(x, t) = biµ,N(x, T0), åñëè t > T0, è b

i
µ,N(x, t) = biµ,N(x, 0), åñëè t < 0. Ïóñòü f = fN

� ðåøåíèå êëàññà C2,1(RN × [0, t]) (ñì. [74, Òåîðåìà 3.2.4, 3.2.6]) çàäà÷è Êîøè â RN

âèäà

∂sf + L̃f = 0, f |s=t = ψ, L̃f :=
N∑
j=1

βj∂2
xjxj

f + bjµ,N∂xjf.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà sup |f | ≤ max |ψ| ≤ 1.
Øàã 3. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 3.1, ïîäñòàâèì ïðîáíóþ ôóíêöèþ

ϕK · f â òîæäåñòâî (3.5) äëÿ ðåøåíèé µ è σ, âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî:

ˆ
ϕK(t, x)ψ(x) (µt−σt)(dx) ≤

ˆ t

0

ˆ
ϕK |B(µ)− bµ,N | · |∇f | d(σs +µs) ds+‖µ0−σ0‖TV

+2

ˆ t

0

ˆ [
|A∇ϕK | · |∇f |+ |f | · |LϕK |

]
d(µs+σs)ds+

ˆ t

0

ˆ
ϕK |B(σ)−B(µ)||∇f | dσs ds.

Ïîëîæèì If :=

(ˆ t

0

ˆ
ϕ|∇f |2dσsds

)1/2

. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

ˆ
ϕKψ d(µt−σt) ≤

ˆ t

0

ˆ
ϕ · |B(µ)−B(σ)| · |∇f | dσs ds+‖µ0−σ0‖TV +Rco+Rop+Rappr,

(3.19)
ãäå

Rop :=

ˆ t

0

ˆ
|L̃ϕK | d(µs + σs) ds, Rco := 2If

(ˆ t

0

ˆ
|A∇ϕK |2d(µs + σs)ds

)1/2

,
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Rappr :=
(
C ·K−1 + If

)(ˆ t

0

ˆ
|B(µ)− bµ,N |2 d(µs + σs) ds

)1/2

.

Øàã 4. Îöåíêà If . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü

ˆ t

0

ˆ
ϕ|∇f |2dσsds, ïîäñòàâèì ïðîá-

íóþ ôóíêöèþ f 2 · ϕK â òîæäåñòâî (3.5) äëÿ ðåøåíèÿ σ:

ˆ
ψ2ϕdσt −

ˆ
f 2(x, 0)ϕdσ0 =

ˆ t

0

ˆ
Rd

(∂s + Lσ)(f 2ϕ)dσsds

=

ˆ t

0

ˆ
Rd

[
2ϕ|
√
A∇f |2 + 2ϕf〈bµ,N −B(σ),∇f〉+ f 2Lσϕ+ 2f(A∇f,∇ϕ)

]
dσsds.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà

2β0

ˆ t

0

ˆ
Rd
ϕ|∇f |2dσsds

≤ 2

ˆ t

0

ˆ
Rd
ϕ|
√
A∇f |2dσsds ≤ 2 + 2

ˆ t

0

ˆ
Rd
|bµ,N −B(σ)| · |∇f |dσsds+ 2Rc,

ãäå

Rc :=

ˆ t

0

ˆ
Rd
|Lσϕ|/2 + C1(ψ)|A∇ϕ|dσsds.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ab ≤ 2−1γa2 + (2γ)−1b2 ñ γ = β−1
0 , ïîëó÷èì

2β0

ˆ t

0

ˆ
Rd
|∇f |2dσsds ≤ 2 +

1

β0

ˆ t

0

ˆ
Rd
|bµ,N −B(σ)|2dσsds+ β0

ˆ t

0

ˆ
|∇f |2dσsds+ 2Rc,

ò.å.

β0

ˆ t

0

ˆ
Rd
|∇f |2dσsds ≤ 2 +

1

β0

ˆ t

0

ˆ
Rd
|bµ,N −B(σ)|2dσsds+ 2Rc.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (3.19) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ˆ
ϕKψ d(µt − σt) ≤ Rco +Rop +Rappr

+

√ˆ t

0

ˆ
|B(µ)−B(σ)|2dσs ds ·

√
2β−1

0 + β−2
0

ˆ t

0

ˆ
Rd
|bµ,N −B(σ)|2dσsds+ 2Rc.

Øàã 5. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû. Èòîãîâàÿ îöåíêà. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî
øàãó 4 äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1 è ó÷èòûâàÿ (3.18), ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè
K →∞, N →∞, è ε→ 0 è ïîëó÷èòü

ˆ
ψ d(µt − σt) ≤ ‖µ0 − σ0‖TV

+

√
C

ˆ t

0

G2(‖µs − σs‖TV )ds ·

√
2β−1

0 + β−2
0 C

ˆ t

0

G2(‖µs − σs‖TV )ds.
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Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî ψ ∈ FC∞0 (H) : |ψ| ≤ 1 è çàìå÷àÿ, ÷òî ‖µs − σs‖TV ≤ 2 è
t ≤ T0, ïîëó÷èì

‖µt − σt‖TV ≤ ‖µ0 − σ0‖TV +

√
C

ˆ t

0

G2(‖µs − σs‖TV )ds ·
√

2β−1
0 + β−2

0 C · T0 ·G2(2)ds

≡ ‖µ0 − σ0‖TV + Csum

√ˆ t

0

G2(‖µs − σs‖TV )ds.

Åñëè ‖µ0 − σ0‖TV = 0, òî ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå âëå÷åò ‖µt − σt‖TV ≡ 0. Â îáùåì
ñëó÷àå ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà

‖µt − σt‖TV ≤ F−1
(
F (‖µ0 − σ0‖TV − Ct

)
,

ãäå F (v) =

ˆ 1

v

G(
√
u)−2 è F−1 åñòü îáðàòíàÿ ê F ôóíêöèÿ. �

3.1.2 Ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ îêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîùå âîïðîñà åäèíñòâåííîñòè. À èìåííî,
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé

∂tµt = ∂2
eiej

(aij(x, t, µ)µt)− ∂ei(bi(x, t, µ)µt), µ0 = ν, (3.20)

ãäå µt, ν � áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà H. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ êàê ïðåäåë ðåøå-
íèé êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷, òî åñòü ïî ñóòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà. Îñíîâíàÿ
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè ýòîãî ïðåäåëà. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé
äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V íà H. Äëÿ ïîëî-
æèòåëüíîé ôóíêöèè α ∈ C([0, T0]) è τ ∈ (0, T0], ðàññìîòðèì êëàññ Mτ,α(V ), ñîñòîÿ-
ùèé èç òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ êîíå÷íûõ ìåð µ = (µt)t∈[0,τ ], ÷òî äëÿ âñåõ
t ∈ [0, τ ] èìååò ìåñòî ˆ

V (x) dµt ≤ α(t).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn = (µnt )t∈[0,τ ] èç êëàññà Mτ,α ÿâëÿåòñÿ V -
ñõîäÿùåéñÿ ê µ = (µt)t∈[0,τ ] ∈Mτ,α, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ]

lim
n→∞

ˆ
F (x)dµnt =

ˆ
F (x)dµt (3.21)

äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F íà H, äëÿ êîòîðîé

lim
R→∞

sup
x∈H\BR

F (x) · V −1(x) = 0.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû:
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(H1) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V íà H òàêàÿ, ÷òî

V (x) > 0, lim
‖x‖→+∞

V (x) = +∞,

è îòîáðàæåíèÿ Λ1 è Λ2 ïðîñòðàíñòâà C+([0, T0]) â C+([0, T0]) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
τ ∈ (0, T0] è âñåõ α ∈ C+([0, T0]) ôóíêöèè aij è bi îïðåäåëåíû íàMτ,α = Mτ,α(V ) è äëÿ
âñåõ µ ∈Mτ,α è (x, t) ∈ H × [0, τ ]

LµV (x, t) ≤ Λ1[α](t) + Λ2[α](t)V (x).

Òàêóþ ôóíêöèþ V áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ îïåðàòîðà Lµ.
(H2) Äëÿ âñåõ τ ∈ (0, T0], α ∈ C+([0, T0]), σ ∈Mτ,α è x ∈ H îòîáðàæåíèÿ

t 7→ aij(x, t, σ) è t 7→ bi(x, t, σ)

èçìåðèìû ïî Áîðåëþ íà [0, τ ]; äëÿ êàæäîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà K ⊂ H ñ
êîíå÷íîìåðíûì êîìïàêòíûì îñíîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ

x 7→ bi(x, t, σ) è x 7→ aij(x, t, σ)

îãðàíè÷åíû íà K ðàâíîìåðíî ïî σ ∈Mτ,α è t ∈ [0, τ ] è íåïðåðûâíû íà K ðàâíîñòåïåí-
íî ïî σ ∈Mτ,α è t ∈ [0, τ ]. Áîëåå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn ∈Mτ,α V -ñõîäèòñÿ
ê µ ∈Mτ,α, òî äëÿ êàæäîé ïàðû (x, t) ∈ H × [0, τ ]

lim
n→∞

aij(x, t, µn) = aij(x, t, µ), lim
n→∞

bi(x, t, µn) = bi(x, t, µ).

(H3) Ïðè êàæäîì d ∈ N, τ ∈ (0, T0], α ∈ C+([0, T0]) è σ ∈ Mτ,α êîíå÷íîìåðíàÿ
ìàòðèöà Ad(x, t, σ) = (aij(x, t, σ))1≤i,j≤d ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1)− (H3) è V ∈ L1(ν). Òîãäà
(i) ñóùåñòâóåò τ ∈ (0, T0] òàêîå, ÷òî çàäà÷à Êîøè (3.20) èìååò âåðîÿòíîñòíîå

ðåøåíèå µ = (µt)t∈[0,τ ] íà [0, τ ]; áîëåå òîãî, τ çàâèñèò òîëüêî îò Λ1 è Λ2;
(ii) Åñëè Λ1 è Λ2 ïîñòîÿííû, òî çàäà÷à Êîøè (3.20) èìååò ðåøåíèå íà âñåì

èíòåðâàëå [0, T0].
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

sup
t∈[0,τ ]

ˆ
V (x)dµt <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé êëàññ ìåð: äëÿ äàííûõ α(t) ∈ C+([0, T0])
è τ > 0 ÷åðåç Nτ,α îáîçíà÷èì êëàññ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð µ = (µt) ∈Mτ,α òàêèõ, ÷òî∣∣∣ˆ ϕdµt −

ˆ
ϕdµs

∣∣∣ ≤ Λ(τ, α, ϕ)|t− s|

äëÿ âñåõ ϕ ∈ FC∞0 (H), ãäå Λ(τ, α, ϕ) := sup
{
|Lµϕ(x)| : x ∈ X, µ ∈Mτ,α

}
íå çàâèñèò îò

µ ∈Mτ,α. Ïî óñëîâèþ (H2) ýòîò ñóïðåìóì êîíå÷åí. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü µnt ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t î÷åâèäíî ñëåäóåò èç V -ñõîäèìîñòè µn. ÌíîæåñòâîNτ,α îáðàçóåò âûïóêëûé
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êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð. Áîëåå òîãî, V -ñõîäèìîñòü ìåð èç
Nτ,α ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ñëåäóþùåì ñìûñëå: èç êàæäîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {µn} = {µnt (dx)dt} ∈ Nτ,α ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnl},
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ñëàáî íà H × [0, τ ] ê ìåðå µ è µnlt ñõîäèòñÿ ñëàáî ê µt íà H äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [0, τ ]. Äàëåå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µnt } ∈ Nτ,α ñõî-
äèòñÿ ñëàáî, òî îíà V -ñõîäèòñÿ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè îáîáùåíèÿìè
àíàëîãè÷íûõ êîíå÷íîìåðíûõ ðåçóëüòàòîâ � ëåìì 1.1 è 1.2.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.20) ïîñòðîèì êàê ïðåäåë ðåøåíèé êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷. Äëÿ
êàæäîãî d ∈ N ðàññìîòðèì

Ad : (x, t, µ) 7→ (aij(Pdx, t, µ))1≤i,j≤d, bd : (x, t, µ) 7→ (bi(Pdx, t, µ))1≤i≤d.

Ïîëîæèì Ldµ = aijd ∂
2
xixj

+ bid∂xi , 1 ≤ i, j ≤ d. Òîãäà çàäà÷à

∂tµt = ∂2
xixj

(aijd (x, t, µ)µt)− ∂xi(bid(x, t, µ)µt), µ0 = νd (3.22)

ñ νd = ν ◦ P−1
d èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µd = (µdt )t∈[0,τd] äëÿ íåêîòîðîãî τd > 0

ïî òåîðåìå 1.1 è [15, Òåîðåìà 1]. Ýòî ñëåäóåò èç ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ: ôóíêöèÿ Vd =
Pd ◦ V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è è

LdµVd ≤ Λ1[α] + Λ2[α]Vd

ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè Λ1 è Λ2. Äàëåå, âûáîð τd îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
îòîáðàæåíèÿìè Λ1 è Λ2. Çíà÷èò ìîæíî âûáðàòü τd ≡ τ íå çàâèñÿùèì îò d. Åñëè
Λj ≡ const, òî τ = T0 [15, Ñëåäñòâèå 4]. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ (µdt )t∈[0,τ ] êàê ìåðû íà
H, ïîëàãàÿ µdt (B) = µdt (B ∩ Rd) äëÿ êàæäîãî B ⊂ H.

Çàôèêñèðóåì ϕ(x) = ϕ0(x1, . . . , xm) ∈ FC∞0 (H) è ÷åðåç S ⊂ Rm îáîçíà÷èì åå
íîñèòåëü. Äëÿ êàæäîãî d ≥ m èìååì

ˆ
S

ϕdµdt −
ˆ
S

ϕdνd =

ˆ t

0

ˆ
S

Ldµϕdµ
d
sds. (3.23)

Î÷åâèäíî µd ∈ Nτ,α. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk òàêèõ,
÷òî µnk V -ñõîäèòñÿ ê µ íà ïîëîñåH×[0, τ ] ïðè k →∞. Áîëåå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
µnkt ñëàáî ñõîäèòñÿ ê µt äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ]. Äàëåå, νd ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ν ïðè d → ∞.
Óñëîâèå (H2) ãàðàíòèðóåò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé aij(x, t, µnk)
è bi(x, t, µnk) è èõ ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü. Ïî òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè ïîñëå
ïåðåíóìåðàöèè èíäåêñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aij(x, t, µnk) è bi(x, t, µnk) ðàâíîìåðíî
ñõîäÿòñÿ ê aij(x, t, µ) è bi(x, t, µ) íà êîìïàêòàõ â H × [0, τ ] ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî∣∣∣ˆ t

0

ˆ
Lµnkϕdµ

nk
s ds−

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds

∣∣∣
≤
∣∣∣ˆ t

0

ˆ
S

Lµnkϕdµ
nk
s ds−

ˆ t

0

ˆ
S

Lµϕdµ
nk
s ds

∣∣∣+
∣∣∣ˆ t

0

ˆ
S

Lµϕdµ
nk
s ds−

ˆ t

0

ˆ
S

Lµϕdµsds
∣∣∣.

Âòîðîå ñëàãààåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ èç-çà ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè ìåð µnkt (dx)dt, ïåðâîå � èç-çà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ. Ýòî
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ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ïðåäåëó â (3.23) ïðè k →∞ è ïîëó÷èòü

ˆ
ϕdµt −

ˆ
ϕdν =

ˆ t

0

ˆ
Lµϕdµsds.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü
ˆ
ϕdµnkt →

ˆ
ϕdµt è

ˆ
ϕdνnk →

ˆ
ϕdν as k →∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (µt)t∈[0,τ ] åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.20).

Çàìå÷àíèå 3.1. Êàê îòìå÷åíî â äîêàçàòåëüñòâå, íà ìíîæåñòâå Nτ,α V -ñõîäèìîñòü ýê-
âèâàëåíòíà ñëàáîé ñõîäèìîñòè. V -ñõîäèìîñòü ââåäåíà â îñíîâíîì äëÿ óïðîùåíèÿ ïðî-
âåðêè óñëîâèÿ (H2) äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðèìåð, óñëîâèå (H2)
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñíîñ èìååò âèä

b(µ, x, t) =

ˆ
K(x, y)dµt(y)

äëÿ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî ÿäðà K, è äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè V è íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé C1(x), C2(x)

|K(x, y)| ≤ C1(x) + C2(x)V 1−γ(y), γ ∈ (0, 1).

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6) ñ

b(µ, x, t) = Rx+

ˆ
K(x, y)dµt(y), bj = 〈b, ej〉,

ãäå R åñòü íåêîòîðûé íåïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ ñîáñòâåííûì
áàçèñîì {ej}, j ∈ N è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè r = {−rj}, j ∈ N. Ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííûì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 3.1 è Òåîðåìû 3.3 ñ V (x) = 1 + |x|2.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü K(·, ·) : H ×H → H � íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è∑∞
j=1 β

j < +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C0 > 0

|K(x, y)−K(x, z)| ≤ C0 · (1 + |x|2) · |y − z|.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ
îòîáðàæåíèé Kn òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ H × H èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
Kn(x, y)→ K(x, y) ïðè n→∞,

〈Kn(x, y)−Kn(z, y), x− z〉 ≤ θ|x− z|2 + ‖x− z‖2
r

è |Kn(x, y)| ≤ C4(1 + |x|)(1 + |y|2−δ) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé
ìåðû µ0 ∈ P2(H) çàäà÷à Êîøè (3.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå P2(H).



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ îáùåãî âèäà äëÿ ìåð. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ïîäõîä âêëþ÷àåò
íîâûå óñëîâèÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ÔÏÊ îòíîñèòåëüíî ìåð ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè; ïîëó÷åíû
îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññàõ ìåð.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ñëó÷àÿõ íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû äèôôóçèè è âîçìîæíî âûðîæäàþùåéñÿ ìàòðèöû äèôôóçèè. Ïîëó-
÷åíû îöåíêè â ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à ìåæäó ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ
ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.

3. Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ ñ ïîòåíöèàëüíûì ñëàãàåìûì äëÿ ìåð íà îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâàõ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ñóáâåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ; íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ýòî ðåøåíèå âåðîÿòíîñòíîå.

4. Èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÔÏÊ â ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿò-
íîñòíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ Êàíòîðîâè÷à è ðàññòîÿíèÿ ïîëíîé
âàðèàöèè ìåæäó ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîñò-
íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ è äëÿ âîçìîæíî
âûðîæäàþùèõñÿ äèôôóçèîííûõ îïåðàòîðîâ.
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Rd âåùåñòâåííîå d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

R+ {x ∈ R1 : x ≥ 0}

B (X) áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà X

M (X) ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà X

P (X) ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå X

∇ψ ãðàäèåíò ôóíêöèè ψ, ò.å. âåêòîð (∂x1ψ, . . . , ∂xdψ)

∆ îïåðàòîð Ëàïëàñà, ò.å. ∆ = ∂2
x21

+ . . .+ ∂2
x2d

trace A, tr A ñëåä ìàòðèöû èëè îïåðàòîðà A

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà:
C (D) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå D

C+ (D) ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå D

Ck (D) ïðîñòðàíñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà D

Ck,l (D × E) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî
ïåðåìåííûì èç D è l ðàç ïî ïåðåìåííûì èç E

C∞0 (D) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà D
ñ êîìïàêòíûì â D íîñèòåëåì
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Cα (D) ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) ôóíêöèé íà D

Lipγ (D) êëàññ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì γ > 0, ò.å. γ � ìèíèìàëüíàÿ êîíñòàíòà,
äëÿ êîòîðîé |f(x)− f(y)| ≤ γ|x− y| äëÿ âñåõ x, y ∈ D

Lp (D) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé èçìåðèìûõ ôóíêöèé, èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â ñòåïåíè p > 1 îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà
ìíîæåñòâå D

Lploc (D) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé èçìåðèìûõ ôóíêöèé, èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â ñòåïåíè p > 1 îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà
êàæäîì êîìïàêòå âíóòðè ìíîæåñòâà D

Lp (D,µ) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé èçìåðèìûõ ôóíêöèé, èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â ñòåïåíè p > 1 îòíîñèòåëüíî ìåðû µ íà ìíî-
æåñòâå D

Lploc (D,µ) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé èçìåðèìûõ ôóíêöèé, èíòå-
ãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â ñòåïåíè p > 1 îòíîñèòåëüíî ìåðû µ íà êàæ-
äîì êîìïàêòå âíóòðè ìíîæåñòâà D

Lr([0, T ], Lp(D)) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé èçìåðèìûõ ôóíêöèé u íà
[0, T ]×D, òàêèõ, ÷òî ‖u(t, ·)‖Lp(D) ëåæèò â L

r[0, T ], p, r > 1

W p,q (D) Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ôóíêöèé èç Lp (D) òàêèõ, ÷òî èõ ñëàáûå
ïðîèçâîäíûå äî q-îãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ëåæàò â Lp(D)

W p,q
loc (D) Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u ∈ Lp (D) òàêèõ, ÷òî ζu ∈ W p,q (D) äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè ζ ∈ C∞0 (D)

FC∞0 (H) Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé φ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH ñ áàçèñîì
{ej} òàêèõ, ÷òî φ(x) = φ0(x1, . . . , xm) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
φ0 ∈ C∞0 (Rm), ãäå xj = 〈x, ej〉
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