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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность изучения течений дисперсных сред связана с многочислен-

ными техническими приложениями и природными явлениями. К ним от-

носятся, например, процессы в химических и энергетических установках,

использующих двухфазные рабочие среды; в аэродинамике – движение ле-

тательных аппаратов в запыленной атмосфере или облаках, исследование

загрязнения атмосферы, диагностика потоков на основе метода визуализа-

ции поля скорости (PIV). В числе наиболее активно развивающихся в по-

следнее время направлений в биологии и медицине – описание движения

крови в каналах, гидродинамическая сепарация и фильтрация клеток, бак-

терий и других биологических частиц разных размеров и/или плотности.

Существенное значение для описания течений дисперсных сред имеет

правильное определение сил, действующих на отдельные частицы, и их дви-

жение относительно несущей жидкости или газа. Динамика частиц при ма-

лых числах Рейнольдса описана в многочисленных монографиях [1]–[9] и

обзорах [10]–[13]. Как правило, при движении сферической частицы учиты-

вают только классическую силу сопротивления, совпадающую по направле-

нию со скоростью обтекания. Во многих указанных приложениях несущий

поток является не однородным и не безграничным, а сдвиговым и ограни-

ченным стенками. В таком потоке на частицу помимо силы сопротивления

действует также поперечная сила, которая активно изучалась в последние

годы экспериментально и теоретически.

Поперечное движение частиц впервые наблюдалось Пуазейлем в связи с

исследованиями течений крови в каналах [14]. Было показано, что область

вблизи стенок каналов свободна от частиц. Возникновение поперечной силы

обусловлено возмущениями, которые вносит сама частица в несущий поток.

Одной из причин возмущений может быть различие скоростей частицы и

жидкости вдали от нее - проскальзывание частицы. Оно возникает, напри-
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мер, в результате действия силы тяжести на не нейтрально плавучие части-

цы, имеющие плотность вещества, отличную от плотности несущей фазы. В

случае, когда плотности равны (нейтрально плавучие частицы), причиной

возмущений является вращение твердых частиц в сдвиговом потоке.

Из решения уравнений Стокса, которые соответствуют нулевому значе-

нию числа Рейнольдса частицы, следует, что поперечная сила равна нулю в

сдвиговом потоке независимо от профиля невозмущенной скорости и нали-

чия стенок [15]. Таким образом, сила может быть обусловлена только малы-

ми, но конечными конвективными членами в уравнениях Навье-Стокса. По

этой причине такие силы называют инерционными, т.е. вызванными малой,

но конечной инерцией течения жидкости, но не самих частиц. Их действие

приводит к поперечной миграции частиц относительно несущего потока.

Поскольку конвективные члены малы по сравнению с вязкими, поперечная

сила также асимптотически мала по сравнению с продольной силой сопро-

тивления (силой Стокса). Это означает, что ее учет и поперечные миграции

частиц важны для течений, в которых поперечный масштаб существенно

меньше продольного, например, для течения Пуазейля или течения в по-

граничном слое. Наибольший интерес для приложений имеют случаи, ко-

гда сила является знакопеременной функцией расстояния до стенки. Точки,

в которых сила равняется нулю, соответствуют положениям равновесия, и

вблизи них происходит накапливание частиц.

С начала 1960-х до конца 1980-х годов были получены первые экспери-

ментальные результаты по миграции частиц в ламинарном течении в трубе.

Теоретически были определены поперечные силы для нескольких предель-

ных случаев: не нейтрально плавучая частица в линейном неограниченном

потоке для случая сильного сдвига (малый параметр скольжения), а также

сила в течении Пуазейля при малых числах Рейнольдса канала. При этом

не были получены значения для практически значимых диапазонов опреде-

ляющих безразмерных параметров и конфигураций течения. В этой связи
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возникла необходимость обобщения первых теоретических результатов для

произвольных значений параметра скольжения и числа Рейнольдса кана-

ла, а также учета влияния одной или двух стенок. Интерес, прежде всего,

представляло определение положений равновесия частиц в зависимости от

этих параметров.

Влияние поперечной силы на движение частиц важно во многих прак-

тических приложениях, особенно в бурно развивающихся в последнее время

технологиях миниатюрных "лабораторий на чипе". Одной из наиболее акту-

альных проблем является фокусировка аэрозольных частиц в микросоплах

[16]–[19]. Другая проблема - сепарация и фильтрация частиц разных разме-

ров и/или массы, в первую очередь, биологических (клеток, микроорганиз-

мов). Накопление частиц вблизи положения равновесия было предложено

использовать в различных технологиях сепарации [20]–[25]. Разделение ча-

стиц возможно, если их положение равновесия поперек канала различает-

ся в зависимости от размера. Для мелких биологических частиц, которые

являются нейтрально-плавучими, положение равновесия слабо зависит от

размера. По этой причине для разделения таких частиц использовалось со-

четание двух эффектов: инерционной подъемной силы и силы, связанной

с неоднородностью потока, например, в криволинейных каналах [22, 23]. В

последние 10 лет были выпущены сотни работ, описывающих эксперимен-

тальные и расчетные результаты по инерционной сепарации частиц.

Проскальзывание частиц относительно жидкости или газа может быть

результатом не только действия гравитации, но и ускоренного движения

несущей фазы. В этом случае обтекание вызвано инерцией частиц. Указан-

ная ситуация наиболее характерна для течений аэрозолей и запыленных га-

зов, для которых плотности вещества частиц и несущей фазы различаются

на три порядка. Задачи о влиянии силы Сэфмана на течения запыленно-

го газа в ламинарном пограничном слое изучались во многих работах [26]–

[29]. В большинстве теоретических работ использовалась формула Сэфма-
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на с максимальным значением коэффициента силы. В этой связи возникает

необходимость учета зависимости коэффициента силы Сэфмана от пара-

метра скольжения и от расстояния до стенки.

Основными задачами настоящего исследования явились:

1. Теоретическое исследование инерционных сил, действующих на сфе-

рические частицы при малых числах Рейнольдса для ламинарных

сдвиговых и нестационарных течений, и движения дисперсной при-

меси под действием этих сил.

2. Математическая формулировка на основе методов возмущений и сра-

щиваемых асимптотических разложений задачи о динамике сфериче-

ских частиц с учетом малых конвективных и нестационарных членов

в уравнениях Навье-Стокса.

3. Разработка методов аналитического и численного решений линеари-

зованных уравнений Навье-Стокса (уравнений Озеена) на основе пре-

образования Фурье.

4. Определение инерционных сил и возмущенных полей скорости части-

цы в различных сдвиговых и нестационарных потоках.

5. Формулировка и решение на основе метода сращиваемых асимптоти-

ческих разложений задач о движении дисперсной примеси в погранич-

ных слоях с учетом сил Стокса, Сэфмана и центробежной силы.

Полученные результаты являются существенным развитием и обобще-

нием предшествующих исследований. Они обладают несомненным приори-

тетом или получены независимо и самостоятельно.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Классификация режимов обтекания частицы при малых числах Рей-

нольдса - сильный, слабый, конечный сдвиг. Определение безразмер-

ного параметра, характеризующего соотношение сдвигового и одно-

родного членов в набегающем потоке - параметра скольжения.
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2. Вывод в рамках методов возмущений и сращиваемых асимптотиче-

ских разложений уравнений внутренней и внешней областей для ко-

нечных значений параметра скольжения и расстояний до стенок, срав-

нимых с масштабом внешней области.

3. Метод решения уравнений внешней областей на основе двумерного

преобразования Фурье. Аналитическое и численное решения обыкно-

венного дифференциального уравнения для Фурье-образа возмущен-

ной скорости. Вычисление поперечной силы через обратное преобра-

зование Фурье.

4. Определение зависимости силы Сэфмана в линейном сдвиговом пото-

ке от двух безразмерных параметров, параметра скольжения и рассто-

яния до стенки, отнесенного к масштабу Сэфмана. Данные результаты

являются обобщением известного выражения для силы Сэфмана, по-

лученного для неограниченного потока и в пределе малого параметра

скольжения. Для частиц, опережающих несущий поток (отрицатель-

ный параметр скольжения), сила является знакопеременной функцией

расстояния до стенки. Такие частицы имеют устойчивое положение

равновесия, где сила равна нулю. Предложены аппроксимационные

формулы для численных результатов.

5. Определение инерционной поперечной силы в течении в плоском ка-

нале при конечных числах Рейнольдса канала для разных режимов

скольжения, направления скорости скольжения (параллельная и пер-

пендикулярная основному потоку) и типов плавучести частиц (части-

ца с конечным параметром скольжения и нейтрально плавучая части-

ца).

6. Сравнение результатов для поперечной силы в линейном и парабо-

лическом потоках при больших числах Рейнольдса канала. Влияние

стенок канала существенно в тонких пристеночных слоях, где попе-

речная сила близка к значениям, полученным для линейного потока,
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ограниченного одной стенкой. В основной части канала влияние сте-

нок мало, но роль кривизны профиля остается существенной. Коэф-

фициент силы в этой части течения соответствует неограниченному

параболическому потоку и зависит от двух безразмерных параметров:

параметра скольжения и кривизны профиля.

7. Определение устойчивых положений равновесия частиц для течения в

канале. Положения равновесия при больших числах Рейнольдса кана-

ла и конечных параметрах скольжения или для нейтрально плавучих

частиц находятся на малых расстояниях от стенок. Появление допол-

нительных положений равновесия при больших параметрах скольже-

ния.

8. Исследование структуры течения в дальней области при обтекании

частицы линейным сдвиговым потоком. Вывод степенных законов за-

висимостей возмущений всех компонент скорости от расстояния до

частицы в дальней невязкой области. Вверх и вниз по потоку обра-

зуются два вязких следа, ширина которых растет пропорционально

расстоянию от частицы в степени одна третья. Возмущения продоль-

ной скорости в следах убывают, как расстояние в степени минус две

третьих. Расчет парного гидродинамического взаимодействия частиц.

9. Определение инерционных сил для нестационарной скорости сколь-

жения частицы. Расчет нестационарной поперечной силы в неограни-

ченном сильном сдвиговом потоке. Вывод аналитических выражений

для поля возмущенной скорости и нестационарной силы Озеена (обоб-

щенной силы Бассэ) для частицы, движущейся прямолинейно с про-

извольной скоростью в покоящейся жидкости. Данная сила зависит от

"истории"движения в предшествующие моменты времени.

10. Описание движения дисперсной примеси в ламинарных пограничных

слоях в газе на плоской пластине, клине и вблизи критической точки

затупленного тела с учетом силы Сэфмана и конечности параметра
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скольжения. Определение продольного масштаба течения, на котором

влияние поперечной силы конечно. Расчет распределений плотности и

скорости частиц. В пограничных слоях на клине и затупленном теле

под действием поперечной силы может происходить отрыв дисперсной

фазы, т. е. появляется область чистого газа вблизи поверхности, где

частицы отсутствуют.

Результаты исследований по теме диссертации докладывались на сле-

дующих международных научных конференциях: на 2-й, 4-й и 8-й Евро-

пейских конференциях по механике жидкостей, проведенных под эгидой

EUROMECH Fluid (EFMC’94, Варшава, Польша, 1994; EFMC’00, Эйндхо-

вен, Голландия, 2000; EFMC’10, Бад Райхенхаль, Германия, 2010), на XIX

и XX международных конгрессах по теоретической и прикладной механи-

ке (XIX ICTAM, Киото, Япония, 1996; XX ICTAM, Чикаго, США, 2000);

международной конференции ”Асипмтотика в механике”, (Санкт-Петербург,

1996); а также на специализированных научных семинарах: семинары в

Ecole superieure de physique et de chimie industrielles (ESPCI), Париж, Фран-

ция (2004, 2008); объединенные семинары по аэромеханике ЦАГИ — ИТПМ

СО РАН — СПбГПУ — НИИ Механики МГУ (2011, 2014); семинар Москов-

ского исследовательского центра Шлюмберже (2007); семинары по механике

многофазных сред под руководством д.ф.м.н. А.Н. Осипцова (НИИ Меха-

ники МГУ, Москва, 2004, 2010).

Основные результаты работы изложены в 26 научных публикациях [29]-

[54], из которых 17 [29]-[45] — статьи из журналов перечня ВАК и 9 [46]-

[54] – статьи и тезисы докладов в трудах международных и российских

конференций.

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации полу-

чены автором самостоятельно и частично в соавторстве. Так, главы 1, 5,

§§2.1,2.2,2.4,2.5,3.1-3.3, 4.2 содержат результаты, полученные лично авто-

ром. §2.3 написан на основе совместной работы c А. А. Осипцовым [42],



11

который участвовал в расчетах поперечной силы в горизонтальном течении

в канале с вертикальными стенками, §3.4 - на основе совместной работы c

F. Feuillebоis [44], которому принадлежит идея о парном инерционном вза-

имодействии частиц, §4.1 - на основе совместной работы с J. McLaughlin

[38], который сформулировал постановку задачи о нестационарной попе-

речной силе в неограниченном сдвиговом потоке в виде интеграла Фурье

по времени. Численные решения краевой задачи для обыкновенных диф-

ференциальных уравнений для Фурье-компонентов скорости методом орто-

нормализации Годунова были разработаны автором на основе алгоритмов

С.В. Мануйловича. Все положения, выносимые на защиту, получены лично

соискателем.
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ГЛАВА 1

ИНЕРЦИОННЫЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ

НА ЧАСТИЦУ В ЛИНЕЙНОМ СДВИГОВОМ ПРИ МАЛЫХ

ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА

1.1. Обзор работ, посвященных исследованиям инерционных сил

и поперечной миграции частиц в сдвиговых потоках

Экспериментальные исследования миграции первоначально проводилось

для нейтрально плавучих частиц, у которых плотность вещества равна

плотности несущей фазы. Такие частицы не осаждаются в жидкости под

действием силы тяжести. Интерес к ним вызван тем, что нейтрально пла-

вучими являются биологические объекты (клетки, планктон, бактерии и

т.п.). Подробное описание миграции в течении в круглой трубе было впер-

вые выполнено Сегрэ и Зильбербергом [55, 56]. Числа Рейнольдса течения

в трубе менялись в диапазоне 2-700, т.е. невозмущенное течение было ла-

минарным. Частицы медленно мигрировали от стенок и центра трубы, и в

результате возникало неоднородное кольцевое распределение концентрации

поперек трубы с максимумом на расстоянии 0.6 радиуса от центра. Вли-

яние вращения частиц на их миграцию исследовалось в работах [57, 58].

Для бо́льших, чем в опыте Сегрэ-Зильберберга, числах Рейнольдса канала

положение максимума концентрации приближается к стенкам [59, 60]. Кро-

ме того, профиль концентрации может иметь дополнительный максимум

на оси симметрии при больших числах Рейнольдса канала или конечных

концентрациях частиц в суспензии [59, 61].

Характер движения существенно зависит от отношения плотностей ча-

стиц и несущей фазы. Первые эксперименты по миграции не нейтраль-

но плавучих частиц в вертикальных каналах были проведены в работах

[62, 63, 64, 65]. Было показано, что инерционные поперечные силы суще-
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ственно больше, чем для нейтрально плавучих частиц, что связано с про-

скальзыванием их относительно несущей жидкости под действием силы тя-

жести. Частицы, движущиеся быстрее несущего потока жидкости, напри-

мер, тяжелые частицы в направленном вниз потоке, перемещаются к центру

канала, а в обратном случае - к его стенкам. Также наблюдалась миграция

частиц, осаждающихся между двумя вертикальными стенками в отсутствие

несущего потока [66] и в линейном сдвиговом потоке [67]. При этом частицы

мигрировали от стенок. Значения подъемной силы частицы вблизи стенки,

измеренные в турбулентном потоке газа [68, 69], существенно отличаются

от сил, действующих в ламинарных течениях.

Теоретические исследования влияния малых конвективных членов в

уравнениях Навье-Стокса основываются на асимптотических методах. Чис-

ла Рейнольдса частицы, основанные на градиенте скорости невозмущенного

потока G, на скорости скольжения Vs, которая определяется как разность

скорости невозмущенного поля течения в отсутствие частицы и скорости

частицы, и угловой скорости частицы Ωp, предполагаются асимптотически

малыми,

RG = Ga2/ν ≪ 1, Rs = a |Vs| /ν ≪ 1, RΩ = Ωpa
2/ν ≪ 1. (1.1)

Здесь a - радиус сферы, ν - кинематическая вязкость жидкости. При выпол-

нении условий (1.1) возмущенное течение жидкости в главном приближении

описывается уравнениями Стокса. Конвективные члены малы по сравне-

нию с вязкими на расстояниях от частицы порядка радиуса (внутренняя

область), но становятся сравнимыми на бо́льших расстояниях (внешняя об-

ласть), т.к. убывают с расстоянием от частицы медленнее, чем вязкие.

Первая попытка теоретически рассчитать поперечную силу была пред-

принята в работе [70], где предполагалось, что сила обусловлена вращением

частицы в однородном потоке. Для решения задачи использовался метод

сращиваемых асимптотических разложений, впервые примененный для об-
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текания частицы однородным потоком [71]. Были построены решения во

внутренней и внешней областях, имеющих масштабы a и длина Озеена

LOs = ν/Vs, соответственно. В результате было найдено выражение для

поперечной силы (аналог силы Магнуса)

F′
RK = πa3ρ[Vs ×Ωp]. (1.2)

Для сдвигового набегающего потока метод сращиваемых асимптотиче-

ских разложений был применен Сэфманом [72, 73] для расчета поперечной

силы (ее часто называют в литературе силой Сэфмана), действующей на не

нейтрально плавучую частицу в линейном неограниченном потоке для слу-

чая сильного сдвига. Данный предельный случай предполагает, что числа

Рейнольдса частицы (1.1) связаны соотношениями:

Rs ≪ R
1/2
G ≪ 1, RΩ ∼ RG. (1.3)

В предельном случае (1.3) при решении уравнений во внешней области мож-

но пренебречь однородным потоком в профиле невозмущенной скорости.

Решение строилось в виде ряда по малому параметру R1/2
G . Во внутренней

области с масштабом, равным радиусу частицы, поле скорости в главном

приближении совпадает с решением Стокса.

Масштаб внешней области (масштаб Сэфмана) определяется следующим

образом

LSa =
a

R
1/2
G

=
( ν
G

)1/2
≫ a, (1.4)

т.е. не зависит от размера частицы. Поле скорости во внешней области ищет-

ся в виде невозмущенного сдвигового потока и малых возмущений скорости,

связанных с обтеканием частицы. Уравнения Навье-Стокса могут быть ли-

неаризованы, т.е. можно пренебречь членами, квадратичными по возмуще-

ниям членами. Таким образом, полученные уравнения аналогичны урав-

нениям Озеена [74], использованным для описания обтекания однородным
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потоком. Следует заметить, что полученные уравнения являются трехмер-

ными, что усложняет их решение по сравнению с классической двумерной

осесимметричной постановкой Озеена. Кроме того, задача в общем случае

является нестационарной вследствие неоднородности несущего потока или

поперечного движения частицы относительно ограничивающих поток сте-

нок.

Для решения стационарных уравнений Озеена во внешней области Сэф-

ман применял трехмерное преобразование Фурье. Аналогичный подход

(двух- или трехмерное преобразование Фурье) широко применялся в по-

следующих работах для различных конфигураций несущего течения. Было

показано, что в главном приближении по малому параметру R1/2
G влияние

частицы на возмущенное течение эквивалентно точечной силе, равной силе

Стокса и расположенной в центре частицы, а вращение частицы не оказы-

вает влияния на течение во внешней области. Для определения поперечной

силы достаточно вычислить из обратного преобразования Фурье попереч-

ную компоненту возмущенной скорости в центре частицы и применить закон

Стокса.

Сила Сэфмана записывается в виде [72, 73]

F ′
Sa = cSaµaVsR

1/2
G = cSaµa

2Vs (G/ν)
1/2 . (1.5)

Таким образом, она асимптотически велика по сравнению с силой Магнуса

(1.2) при выполнении условий (1.3). Для коэффициента поперечной силы

численно было найдено значение

cSa = 6.46.

Влияние ограничивающих течение стенок на действующие на частицы

силы первоначально изучалось на основе решений уравнений Стокса. В пре-

деле Rs → 0 они приводят к значительному изменению силы сопротивления
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[75, 76, 3], но поперечная сила остается равной нулю. В последнее время так-

же активно исследуется гидродинамическое взаимодействие частиц с шеро-

ховатыми [77] и гетерогенными стенками [78, 79]. Влияние стенок на попе-

речную силу при малых конечных числах Рейнольдса, связанное с учетом

инерционных членов, впервые было изучено в работе [80] для не нейтрально

плавучих частиц в линейном сдвиговом потоке, ограниченном плоской стен-

кой. Была рассмотрена более простая для решения задача, в которой стенка

расположена на расстоянии d, малом по сравнению с масштабом внешней

области, d≪ min(LOs, LSa), т.е. возмущенное течение полностью лежит во

внутренней области. В этом случае решение строится в виде асимптотиче-

ского ряда во внутренней области. В результате поперечная сила выражает-

ся через функцию Грина. Аналогичный подход был позднее применен для

частиц находящихся между двумя стенками в сдвиговом и параболическом

потоках [81, 82].

Данный метод использовался также для описания миграции нейтрально

плавучих частиц [83, 81]. Была рассчитана зависимость поперечной силы от

расстояния до ближайшей стенки d для малых чисел Рейнольдса канала

Rc = U ′
ml/ν,

где U ′
m - максимальная скорость жидкости в канале, l - ширина канала.

Сила равнялась нулю (положение равновесия частицы) на расстоянии 0.3

ширины от центра, в соответствии с экспериментами [55, 56].

Для случая, когда размер частицы сравним с расстоянием до стенки,

решения уравнений нулевого и первого порядка по числу Рейнольдса стро-

ились с использованием бисферических координат и теоремы обратимости

[67, 84]. Сила, действующая на покоящуюся и катящуюся нейтрально пла-

вучую частицу, касающуюся стенки, была рассчитана в работах [85, 86].

Более сложным является случай, когда стенки находятся на расстояниях

от частицы, сравнимых с масштабом внешней области. Влияние плоской
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стенки на поперечную силу в пределе сильного сдвига изучалось в работах

[87, 31, 88]. Сила равна нулю вблизи стенки и монотонно приближается к

значению, предсказанному Сэфманом, при удалении от нее.

Обратный предельный случай малого сдвига, Rs ≫ R
1/2
G , при наличии

стенок был впервые рассмотрен в работе [66]. Была рассчитана попереч-

ная сила, действующая на частицу, осаждающуюся в покоящейся жидкости,

ограниченной одной или двумя вертикальными стенками.

Случай произвольного соотношения параметров Rs и R
1/2
G был незави-

симо изучен в работах автора [30] и МакЛофлина [89, 90]. Поперечная си-

ла определялась для неограниченного линейного сдвигового потока и пото-

ка, ограниченного одной стенкой (решение данной задачи подробно описано

данной Главе). Выражение для нее в этом случае имеет следующий вид

F ′
L = cL (α, d/LSa)µa

2Vs (G/ν)
1/2 , (1.6)

α = ±Rs/R
1/2
G .

Были численно определены зависимости коэффициента поперечной силы

cL от двух безразмерных параметров α и d/LSa, характеризующих, соответ-

ственно, отношение однородного и сдвигового потоков во внешней области

(параметр скольжения) и безразмерное расстояние до стенки.

Большое внимание привлекло также теоретическое изучение динами-

ки частиц в каналах с параболическим профилем невозмущенной скоро-

сти. Поперечная сила, действующая на нейтрально плавучую частицу в

плоских каналах, определялась в работе [91] для чисел Рейнольдса кана-

ла 0 < Rc ≤ 100. Случай не нейтрально плавучей частицы в вертикальном

и горизонтальном каналах для того же диапазона Rc рассматривался в рабо-

те [92]. Для больших значений чисел Рейнольдса канала, 100 ≤ Rc ≤ 3000,

расчет поперечной силы и положений равновесия для различных плавуче-

стей частиц был выполнен в работе автора [37] (данная задача подробно
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рассмотрена в Главе 2). Малое число Рейнольдса частицы определялось по

среднему сдвигу в канале,

Rp = U ′
ma

2/νl.

Масштаб внешней области, использованный для этих задач в работах [91,

92], также отличался от масштаба Сэфмана (1.4):

lp = aR−1/2
p = (νl/U ′

m)
1/2

= lR−1/2
c . (1.7)

Такой выбор Rp и lp удобен тем, что они не зависят от величины локального

сдвига, т.е. от положения частицы в канале.

Для определения поперечной силы также широко использовались чис-

ленные методы решения уравнений Навье-Стокса, метод конечных элемен-

тов [93, 94, 95, 96, 97] и конечно-разностными методы [98, 99, 100, 101].

Данные исследования ограничиваются конечными числами Рейнольдса ча-

стицы, т.к. необходимый размер расчетной области, сравнимый с мас-

штабом области Сэфмана, обратно пропорционален RG. Величина попе-

речной силы в неограниченном сдвиговом потоке определялась в рабо-

тах [93, 94, 99, 100, 101]. Для небольших значений RG < 1 было полу-

чено удовлетворительное согласие с результатами асимптотической теории

[72, 73, 30, 89]. Для течения в канале методом конечных элементов решались

двумерные задачи (круговая частица) о подъеме частиц в горизонтальном

канале и взаимодействии ансамбля частиц в Ньютоновской и вязко-упругой

жидкостях [95, 96, 102, 103, 104]. Трехмерная задача об инерционной мигра-

ции не нейтрально плавучих частиц в вертикальной трубе рассчитывалась в

[105], нейтрально плавучих частиц - в [106]. Значения силы сопротивления

и подъемной силы на покоящуюся сферу в осциллирующем пограничном

слое при конечном числе Рейнольдса определялись также методом конеч-

ных элементов в работах [107, 108].

Другой метод определения поперечной силы, получивший широкое рас-

пространение в последнее время, - численное моделирование течения газа на
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основе решения решеточного уравнения Больцмана [109, 110, 111, 112, 113].

Движение частицы конечного размера описывалось в канале прямоуголь-

ного сечения. Положения равновесия находились в углах канала [111], на

расстоянии от стенки, предсказанного ранее асимптотической теорией [37].

Положения равновесия в углах прямоугольного канала наблюдались также

экспериментально [114].

Сила Сэфмана, рассчитанная первоначально для твердой частицы, была

также теоретически определена для сферической капли или пузырька [115,

116, 117]. Сила изменяется пропорционально квадрату известной поправки

Адамара-Рыбчинского cAR для силы сопротивления вязкой сферы [116]

F ′
L,b = c2ARF

′
L, cAR =

2µ+ 3µp
3(µ+ µp)

,

где F ′
L задается уравнением (1.6), µp - вязкость жидкости частицы. В част-

ности, для пузырька, когда µp/µ≪ 1 и cAR = 2/3, имеем F ′
L,b = 4F ′

L/9. Кро-

ме того, были рассмотрены задачи о влиянии плоской вертикальной стенки

на поперечную силу всплывающего пузырька [118] и о силе на пузырек во

вращающейся жидкости [119]. Влияние деформации капли, движущейся в

течении Пуазейля, на силу изучалось в работе [120].

1.2. Частица в стационарном линейном сдвиговом потоке

Рассматривается движение твердой сферической частицы в сдвиговом по-

токе несжимаемой жидкости, который может быть неограничен или огра-

ничен одной плоской стенкой. Схема течения показана на Рис. 1.1. Ско-

рость скольжения Vs параллельна линиям тока основного потока. Такая

постановка соответствует движению частицы под действием силы тяжести

в вертикальном потоке или вследствие инерции частицы в ламинарном по-

граничном слое (см. Главу 5). Числа Рейнольдса частицы предполагаются
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асимптотически малыми и связанными соотношениями

Rs ∼ R
1/2
G ≪ 1, RΩ ∼ RG ≪ 1.

Расстояние до стенки d велико по сравнению с радиусом и сравнимо с мас-

штабом Сэфмана

LSa =
a

R
1/2
G

=
( ν
G

)1/2
.

Система координат движется вместе с частицей, так что начало коорди-

нат всегда находится в центре частицы. Профиль невозмущенной скорости

записывается в виде

v′ = (Vs +Gz′) ex.

Направления оси x выбрано так, что градиент невозмущенной скорости

G > 0. Скорость поперечной миграции частицы vm можно оценить, считая,

что сила Сэфмана (1.5) уравновешивается поперечной силой Стокса,

vm ∼ FSa/(µa) ∼ VsR
1/2
G .

Таким образом, поперечная скорость частицы мала по сравнению с Vs, т.е.

в главном приближении по числу Рейнольдса RG частица движется парал-

лельно оси x. Следует заметить, что вследствие поперечного перемещения

при наличии стенки течение становится нестационарной - положение стен-

ки меняется в системе координат, связанной с частицей. Однако, изменение

расстояния до стенки d является медленным. В самом деле, время этого

изменения можно оценить как

td ∼ LSa/vm ∼ aR−1
G /Vs.

При этом характерные времена для течений во внутренней и внешней об-

ластях определяются через масштабы этих областей
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d

z
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x

v
x
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LSa
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Рис. 1.1. Схема течения, индуцированного сферой в сдвиговом потоке,

ограниченном стенкой
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tSt = a2/ν,

tSa = L2
Sa/ν = G−1 = tStR

−1
G ≫ tSt.

Время td велико по сравнению с обоими масштабами времени:

td/tSt ∼ νR−1
G /(aVs) = R−1

G R−1
s ≫ 1,

td/tSa ∼ aGR−1
G /Vs = R−1

s ≫ 1.

Таким образом, течения в обеих областях можно считать квазистационар-

ными.

Решение будем искать в виде суммы основного сдвигового течения v′

и возмущения, возникающего в результате обтекания частицы. Возмущен-

ная скорость u′ обезразмеривается на скорость скольжения Vs, координаты

r′=(x′, y′, z′) - на радиус частицы a, и сила, действующая на частицу, на

Vsµa.

1.2.1. Внутреннее разложение поля скорости Асимптотиче-

ский малый параметр связан с числом Рейнольдса RG:

ε = R
1/2
G = a (G/ν)1/2 ≪ 1.

Безразмерные поля возмущенных скорости и давления и сила, действующая

на частицу, ищутся в виде рядов по этому параметру

u = u0 + εu1 + o(ε), p = p0 + εp1 + o(ε), (1.8)

F = F0 + εF1 + o(ε).

Безразмерная скорость основного течения во внутренней области запи-

сывается в виде

v =
(
1 + ε

z

α

)
ex, (1.9)
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где параметр скольжения α характеризует соотношение чисел Рейнольдса

частицы скольжения и сдвига:

α =
Vs

(νG)1/2
= ± Rs

R
1/2
G

.

Для безразмерных уравнений Навье-Стокса, описывающих возмущенное

течение получим

∇ · u = 0, (1.10)

αε (u · ∇u+v·∇u+ u · ∇v) = −∇p+∇2u. (1.11)

Граничные условия представляют собой условия прилипания на поверх-

ности частицы,

r = 1 : u =− ex + ε
(
Ωp × r− z

α
ex

)
, (1.12)

где Ωp - угловая скорость вращения частицы, условие затухания возмуще-

ний вдали от сферы,

r → ∞ : u → 0, (1.13)

и при наличии плоской стенки условие прилипания на ее поверхности,

z = −ε−1d/LSa : u = 0. (1.14)

Здесь d - расстояние от центра частицы до стенки.

Из граничного условия (1.12) следует, что скорость возмущенного тече-

ния в главном приближении обусловлена обтеканием однородным потоком.

Уравнения для главных членов разложения u0, p0 можно получить, под-

ставляя разложение (1.8) в систему (1.11)-(1.13) и собирая члены порядка

ε0. В результате будем иметь

∇ · u0 = 0, (1.15)
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∇2u0 −∇p0 = 0, (1.16)

r = 1 : u0 = −ex, (1.17)

r → ∞ : u0 → 0. (1.18)

Таким образом, система (1.15)-(1.18) соответствует обычной задаче

Стокса об обтекании сферы однородным неограниченным потоком при ма-

лых числах Рейнольдса. Ее решение записывается в виде

u0 = −
[
ex

(
3

4r
+

1

4r3

)
+

3

4

xr

r2

(
1

r
− 1

r3

)]
. (1.19)

Данному осесимметричному решению соответствует сила сопротивле-

ния, действующая на сферу, F0 = 6πex, и нулевые поперечная сила и мо-

мент. К возникновению поперечной силы может привести только асиммет-

рия течения, которая имеется у следующего члена внутреннего разложения.

Решение (1.19) убывает на больших расстояниях от сферы пропорцио-

нально r−1,

r → ∞ : u0 → uS,

uS = −3

4

(ex
r

+
xr

r3

)
, (1.20)

где поле скорости Стокслета uS соответствует вязкому течению, вызванно-

му точечной силой F0.

Собирая члены порядка ε1 в системе (1.11)-(1.13), можно получить с

учетом (1.9) уравнения для членов первого порядка:

∇ · u1 = 0, (1.21)

∇2u1 −∇p1 = α (u0+ex) ·∇u0, (1.22)

r = 1 : u1 = Ωp × r− z

α
ex. (1.23)



25

Скорость u1 не затухает на бесконечности в отличие от u0, и гранич-

ное условие (1.18) необходимо заменить условием сращивания с внешним

разложением.

Система уравнений (1.22)-(1.23) линейна, поэтому ее решение можно ис-

кать в виде [37]:

u1 = unb + uPP +w. (1.24)

Здесь unb - решение однородных уравнений (1.22)-(1.21), т.е., уравнений

Стокса, удовлетворяющее граничному условию (1.23). Оно соответствует ре-

шению главного приближения для нейтрально плавучей частицы, которое

подробно описывается в Главе 2.4. Член uPP - решение неоднородных урав-

нений с граничным условием u1 = 0 при r = 1, и w (r) - решение уравнений

Стокса с нулевым граничным условием на поверхности сферы. Решение для

скорости uPP было получено в работе [71]

uPP =
3

32
α

[(
2− 3

r
+

1

r2
− 1

r3
+

1

r4

)(
1− 3x2

r2

)
r

r
(1.25)

+

(
4− 3

r
+

1

r3
− 2

r4

)(
x2r

r3
− xex

r

)]
.

Последний член в (1.24) является решением уравнений Стокса с нулевым

граничным условием на поверхности сферы, w = 0 при r = 1, и достигает

произвольной конечной скорости w∞ на бесконечности. Скорость w∞ равна

скорости миграции vm изолированной неинерционной частицы. Ее величина

находится из условия сращивания с внешним разложением.

Члены unb и uPP представляют собой регулярные члены разложения по

ε. Они симметричны и поэтому не приводят к появлению поперечной силы.

Сила Fz обусловлена только несимметричностью члена w. Внешний предел

скорости uPP конечен,

uPP∞ = uPP
∣∣
r→∞ =

3

16
α

[(
1− 3x2

r2

)
r

r
+ 2

(
x2r

r3
− xex

r

)]
, (1.26)
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и поэтому дает вклад во внешний предел внутреннего разложения первого

порядка:

u1

∣∣
r→∞ = uPP∞ (r/r) +w∞.

Для неограниченного линейного сдвигового потока w∞ зависит только

от параметра скольжения α. Функция wz∞ (α) была независимо рассчитана

в работах [30, 89]. Результаты ее расчета проиллюстрированы в разделе

1.2.3..

1.2.2. Внешнее разложение Внешние пространственные перемен-

ные вводятся следующим образом:

R = (X, Y, Z) = εr,

т.е. координаты обезразмериваются на масштаб Сэфмана. Невозмущенное

поле скорости записывается во внешних переменных следующим образом

v = (α+ Z) ex.

Внутреннее решение (уравнение (1.19)), записанное с использованием внеш-

них координат принимает вид

u0 = εUS +O
(
ε3
)
, (1.27)

US = −3

4

(
ex
R

+
XR

R3

)
.

С учетом (1.27) внешние поля скорости и давления можно искать в виде

u = εU+ o(ε), p = ε2P + o(ε2),

т.е. возмущения скорости во внешней области асимптотически малы по срав-

нению со скоростью основного потока. Поэтому в конвективных членах в
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уравнениях Навье-Стокса можно пренебречь квадратичными по возмуще-

ниям членами, т.е. они могут быть линеаризованы

(εU+ v) ·∇ (εU+ v) = ε (1 + Z/α)
∂U

∂X
+ εUzex/α +O

(
ε2
)
.

Таким образом, поле скорости U = (Ux, Uy, Uz) = O (1) описывается уравне-

ниями типа Озеена. Оно должно сращиваться с US при малых R. В работе

Сэфмана [72] было показано, что для течения во внешней области влияние

частицы в главном приближении эквивалентно точечной силе F0, помещен-

ной в центр сферы. Точечная сила аппроксимируется в уравнении импульса

во внешней области дельта-функцией. Условие сращивания при этом вы-

полняется автоматически. В результате уравнения движения записываются

в виде

∇ ·U = 0,

(α + Z)
∂U

∂X
+ Uzex +∇P −∇2U = −6πδ (R) ex. (1.28)

Граничные условия (1.13), (1.14) перепишутся во внешней области в виде

условия затухания возмущений вдали от сферы,

R → ∞ : U → 0, (1.29)

и, при наличии плоской стенки, условие прилипания на ее поверхности,

Z = −d/LSa : U = 0. (1.30)

Условие сращивания внутреннего и внешнего разложений принимает

следующий вид:

w∞ =
(
U−US

) ∣∣
R→0

.
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Поперечная сила связана с однородной частью внешнего течения в начале

координат:

F1z = 6πwz∞.

Для решения системы уравнений (1.28) вводятся двумерные преобразо-

вания Фурье полей скорости и давления:

 Ũ (kx, ky, Z)

P̃ (kx, ky, Z)

 =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

 U

P

 exp [−i(kxX + kyY )] dXdY.

(1.31)

Скорость и давление можно найти, используя обратные преобразования

Фурье:  U

P

 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

 Ũ

P̃

 exp [i(kxX + kyY )] dkxdky. (1.32)

Уравнения неразрывности и импульса записываются через Фурье-

образы следующим образом:

∇̃ · Ũ = 0, (1.33)

ikx (α + Z) Ũ+ Ũzex + ∇̃P̃ − ∆̃Ũ = − 3

2π
δ(Z)ex, (1.34)

∇̃ =

(
ikx, iky,

d

dZ

)
, ∆̃ =

d2

dZ2
− k2, k2 = k2x + k2y.

Последовательно исключая в полученной системе Ũx, Ũy, P̃ , можно полу-

чить единственное обыкновенное дифференциальное уравнение для Фурье-

образа поперечной скорости [30, 89]:

[
∆̃− ikx (α+ Z)

]
∆̃Ũz = −ikx

3

2π

dδ (Z)

dZ
, (1.35)
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с граничными условиями

Z → ∞ : Ũz → 0. (1.36)

Z = −d/LSa : Ũz =
dŨz
dZ

= 0. (1.37)

Член в правой части уравнения (1.35) эквивалентен условию скачка для

второй производной в начале координат:[
d2Ũz
dZ2

]
= −ikx

3

2π
, (1.38)

где [f ] = f (+0)− f (−0) - величина скачка.

Решение уравнения (1.35), удовлетворяющее граничным условиям (1.36),

(1.37) и (1.38) может быть построено аналитически [31, 30, 89] или численно

[37, 44].

1.2.3. Вычисление поперечной силы Аналитическое решение

обыкновенного дифференциального уравнения (1.35) выражается через ин-

тегралы от функций Эйри и их производных [31, 30]:

Ũz =
I1 [exp (kZ) (I3 − I6) + exp (−kZ) (I5 + I7)]

2k (I2 + I3)
− exp (−kZ) I4

2k
(1.39)

−χ (−Z) [exp (kZ) I8 − exp (−kZ) I9]
2k

,

I1 =

∫ 0

−d/LSa

ψ (η) exp (−kZ) dη, I2 =

∫ 0

−d/LSa

Ai (ξ1) exp (−kZ) dη, (1.40)

I3 =

∫ ∞

0

Ai (ξ1) exp (−kZ) dη, I4 =

∫ 0

−d/LSa

ψ (η) exp (kZ) dη, (1.41)

I5 =

∫ 0

−d/LSa

Ai (ξ1) exp (kZ) dη, I6 =

∫ Z

0

Ai (ξ1) exp (−kZ) dη, (1.42)
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I7 =

∫ Z

0

Ai (ξ1) exp (kZ) dη, I8 =

∫ 0

Z

ψ (η) exp (−kZ) dη,

I9 =

∫ 0

Z

ψ (η) exp (kZ) dη,

ψ = 3ikeπi/6 cos θ
[
e2πi/3Ai′ (ξ10)Ai (ξ)− Ai′ (ξ0)Ai (ξ1)

]
χ (−Z) , (1.43)

ξ = ik1/3x (α+ Z)− k2k−2/3
x , ξ1 = e2πi/3ξ,

ξ0 = ξ|Z=0 = ik1/3x α− k2k−2/3
x , ξ10 = e2πi/3ξ0, cos θ = kx/k.

Здесь χ (Z) - функция Хевисайда, решение (1.39) получено для kx > 0

(для kx < 0 решение комплексно сопряжено решению от −kx).

Распределение скорости Uz во внешней области, которое определяется

из обратного преобразования Фурье от Ũz, задаваемого формулой (1.39),

удовлетворяет условию сращивания. Чтобы убедиться в этом, необходимо

сравнить функции Ũz и ŨS
z . Фурье-образ внешнего предела скорости US

z

(Стокслета) был найден из решения уравнений Стокса в работе [66]:

ŨS
z =

3

8π

ikx
k
Z exp (−k |Z|) , (1.44)

Из формулы (1.44) видно, что при |Z| ∼ R ≪ 1 функция ŨS
z = O (R)

при k ∼ 1, а экспоненциальное ее убывание происходит при больших значе-

ниях k ∼ R−1 ≫ 1. Из этого следует, что характерные масштабы ∆kx, ∆ky

областей интегрирования по kx, ky в обратном преобразовании Фурье (1.32)

от ŨS
z также являются величинами порядка R−1. Таким образом, полю ско-

рости Стокслета в вязкой области соответствуют большие значения k. Ука-

занное обстоятельство приводит к особенности типа R−1 в обратном преоб-

разовании скорости:

US
z ∼ ŨS

z ∆kx∆ky ∼ RR−2 ∼ R−1.
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Сходные свойства при |Z| ∼ R ≪ 1 имеет и решение (1.39). Для до-

казательства этого утверждения необходимо, используя асимптотические

выражения для функций Эйри и их производных при больших значени-

ях аргумента |ξ| ≫ 1 [121], представить функции Ai (ξ1) и ψ, входящие в

(1.39-1.42), в виде произведений рядов по степеням Z и k−1 на экспоненты

exp (−k |Z|) и exp (k |Z|) и затем вычислить все необходимые интегралы в

формулах (1.39-1.42) (эта процедура подробно описана в [31]). Произведя

все указанные вычисления, будем иметь

k ∼ R−1 ≫ 1 :

Ũz = ŨS
z +Ũ

S
z sgn (Z)

iα cos θ

4

(
k−1 + |Z|

)
+w̃z∞+O

(
k−2, k−1 |Z| , Z2

)
, (1.45)

w̃z∞ = Ũz

∣∣∣
Z=0

=
I1 (I3 + I5) (I2 + I3)

−1 − I4
2k

.

Таким образом, первый член в разложении (1.8) внутреннего предела

скорости Uz по степеням R, равный US
z (что эквивалентно условию сращи-

вания), формируется в обратном преобразовании Фурье за счет интегриро-

вания первого члена ŨS
z в разложении (1.45). Второй член в (1.45) пред-

ставляет собой внутренний предел Фурье-образа скорости UPP
z (1.24),(1.25)

[66]. Он не дает вклада в поперечную скорость в начале координат в силу

его нечетности по Z. Вклад в поперечную силу формируется только за счет

интегрирования третьего члена w̃z∞ по области значений k ∼ 1 :

wz∞ = 2

∫ ∞

0

∫ π/2

−π/2
Re (w̃z∞) kdkdθ. (1.46)

Последняя формула записана с учетом комплексной сопряженности w̃z∞

при kx < 0 с решением при kx > 0.

Вычисление интегралов Ii, i = 1− 5 и интеграла (1.46), знание которых

необходимо для определения поперечной силы F1z, проводилось численно.
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Входящие в подынтегральные выражения (1.40)-(1.42) функции Эйри и их

производные вычислялись через их представления в виде рядов Тейлора

при значениях аргумента |ξ| < 5, а при |ξ| < 5 - через асимптотические

представления для больших значений аргумента [121]. Указанные интегра-

лы вычислялись по формуле Симпсона. Интегрирование по k в (1.46) прово-

дилось последовательно по отрезкам [0,1], [1,2], [2,4], [4,8] и т. д. до значений

k0 (обычно k0 = 128), при которых подынтегральное выражение может быть

аппроксимировано степенной зависимостью [92]:

k → ∞ : w̃z∞ =
3

16π

k2x
k5

+O
(
k−5
)
. (1.47)

Поперечная сила в размерном виде может быть записана следующим

образом

F ′
1z = cL (α, d/LSa)µaVsR

1/2
G = cL (α, d/LSa)µa

2Vs (G/ν)
1/2 . (1.48)

Здесь коэффициент поперечной силы связан с поперечной скоростью в

начале координат соотношением cL = 6πwz∞. В неограниченном потоке его

величина c∞L зависит только от параметра скольжения α. Результаты расче-

та зависимости c∞L (α) показаны на Рис. 1.2. Величины c∞L (α), рассчитанные

независимо двумя авторами [30, 89], очень близки. Они всегда меньше пре-

дельного значения cSa = 6.46, полученного Сэфманом для случая сильного

сдвига. Коэффициент cL монотонно убывает с α, и в случае слабого сдви-

га, |α| ≫ 1, асимптотически мал, c∞L ∼ α−5 ln |α| [89]. Кроме того, были

предложены две аппроксимации численных результатов, в работе [29]:

c∞L =
6.46

1 + 0.581α2 − 0.439 |α|3 + 0.203α4
, 0 6 |α| 6 3. (1.49)
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и в работе [122]:

c∞L = 1.936 {1 + tanh [2.5 (0.19− lg |α|)]}
{
0.667 + tanh

[
6
(
|α|−1 − 0.32

)]}
,

(1.50)

0 6 |α| 6 10.

Обе аппроксимации удовлетворительно описывают численные значения,

при этом зависимость (1.49) более простая.

Зависимости коэффициента поперечной силы для частицы в сдвиговом

потоке вблизи плоской стенки cL (α, d/LSa) были рассчитаны в работе ав-

тора [30] и позднее в работе [89]. Результаты расчетов для нескольких α

показаны на Рис. 1.3 как функции безразмерного расстояния до стенки.

Если расстояние до стенки велико по сравнению с масштабом Сэфмана

(d/LSa ≫ 1), коэффициент близок к значению c∞L . При d/LSa ≪ 1 попе-

речная сила обусловлена в основном взаимодействием со стенкой, и cL стре-

мится к значению c0L = 1.77α, полученному в работе [82] для расстояний

до стенки, малых по сравнению с масштабом внешней области. В результа-

те на малых расстояниях поперечная сила всегда отталкивает частицы от

стенки. Для α > 0 (частицы отстают от несущего потока) направление силы

то же, т.к. коэффициент положителен при всех d. Для частиц, опережаю-

щих несущий поток (отрицательный параметр скольжения), сила является

знакопеременной функцией расстояния до стенки, и на больших расстояни-

ях поперечная сила направлена к стенке. Такие частицы имеют устойчивое

положение равновесия, где сила равна нулю.

Полученная зависимость коэффициента поперечной силы (1.49) исполь-

зуется в Главе 5 для описания движения частиц в пограничном слое в отсут-

ствие внешних сил, когда скорость скольжения обусловлена только инерци-

ей частиц и неоднородностью течения несущей фазы.

Аналитическое решение (1.39) применимо только для расчета попереч-
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Рис. 1.2. Коэффициент поперечной силы в неограниченном сдвиговом

потоке
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Рис. 1.3. Коэффициент поперечной силы в сдвиговом потоке,

ограниченном стенкой. (a) α = −0.5, (b) α = −1, (c) α = 0.5, (d) α = 1.
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ной силы в сдвиговом потоке. Для решения аналогичной задачи в параболи-

ческом потоке (Глава 2) необходимо применять численные методы решения

обыкновенных дифференциальных уравнений, основанные на методе орто-

нормализации Годунова [123]. Кроме того, численное решение более удобно

для расчета полного поля возмущенного течения частицы в сдвиговом по-

токе, рассматриваемого в Главе 3.

Результаты первой главы опубликованы в работах [31, 30, 29].
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ГЛАВА 2

ПОПЕРЕЧНЫЕ СИЛЫ В ТЕЧЕНИИ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ

В данной главе рассматривается инерционная поперечная сила в плоском

течении Пуазейля [37, 47, 48, 49]. Твердая сфера радиуса a движется парал-

лельно стенкам. Начало координат находится в центре сферы и перемещает-

ся вместе с ней относительно стенок. Рассматриваемое течение стационарно,

т.к. частица покоится в заданной системе координат. При учете поперечной

миграции нестационарностью также можно пренебречь, т.к. положение ча-

стицы относительно стенок меняется медленно (см. Главу 1).

2.1. Поперечная сила в вертикальном течении в плоском канале

Частица перемещается со скоростью (см. Рис. 2.1)

U′
p = U ′

pex,

где ex - единичный вектор оси x, направленной параллельно скорости ос-

новного течения. Скорость скольжения частицы, равная по величине и об-

ратная по направлению скорости относительного движения,

V ′ = 4U ′
md (l − d) /l2 − U ′

p,

в общем случае конечна (не нейтрально плавучая частица). Здесь d - раз-

мерное расстояние до ближайшей стенки. Для скорости основного течения

имеем

v′ =

[
V ′ + U ′

m

(
γ
z′

l
− 4

z′2

l2

)]
ex. (2.1)

Здесь и далее штрихом обозначаются размерные величины, безразмерный

градиент скорости определяется соотношением

γ = 4− 8d/l.
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Рис. 2.1. Конфигурация течения при миграции частицы в вертикальном

канале.
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Уравнения и граничные условия для возмущенного течения записыва-

ются в виде [92]

u′ · ∇′u′+v′·∇′u′ + u′ · ∇′
v′ = −∇′p′/ρ+ ν∇′2u′, (2.2)

∇′ · u′
= 0, (2.3)

r′ = a : u′ = Ω′
p × r′−v′, (2.4)

z′ = −d, l − d : u′ = 0, (2.5)

x′ → ∞ : u′ → 0, (2.6)

r′ = (x′, y′, z′) , r′ = |r′| ,

где Ω′
p - угловая скорость вращения частицы.

Безразмерные переменные вводятся соотношениями

r = r′/a, u = u′/U ′
m, Ωp = Ω′

pl/U
′
m, F = F′/µaU ′

m,

где F - безразмерная сила, действующая на частицу.

Малое число Рейнольдса частицы определяется по среднему сдвигу в

канале,

Rp = U ′
ma

2/νl. (2.7)

Основной асимптотический параметр задачи ε = R
1/2
p . Все остальные без-

размерные параметры считаются величинами порядка единицы, либо ве-

личинами порядка некоторой степени ε. Так, для безразмерных скоро-

сти скольжения и расстояния до ближайшей стенки предполагается V =

V ′/U ′
m = O(1), d/l = O(1). Необходимо отметить, что число Рейнольдса

течения в канале считается параметром порядка единицы, независимым от

Rp. Для отношения радиуса частицы к ширине канала с учетом (2.7) име-

ем a/l = (Rp/Rc)
1/2 = εR

−1/2
c . Безразмерные скорость основного течения и

уравнения возмущенного течения записываются в виде

v = v′/U ′
m =

(
V + εγzR−1/2

c − 4ε2z2R−1
c

)
ex, (2.8)
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εR1/2
c (u · ∇u+v·∇u+ u · ∇v) = −∇p+∇2u, (2.9)

∇ · u = 0, (2.10)

r = 1 : u =− V ex + εR−1/2
c (Ωp × r−γzex)+4ε2z2R−1

c ex, (2.11)

z = −ε−1R1/2
c d/l, ε−1R1/2

c (1− d/l) : u = 0, (2.12)

x→ ∞ : u → 0. (2.13)

Для случая V = O (1) (не нейтрально плавучая частица) из граничного

условия (2.11) следует, что скорость возмущенного течения в главном при-

ближении обусловлена обтеканием однородным потоком и также является

величиной порядка единицы. В случае нейтрально плавучей частицы име-

ем |V | ≪ ε2/Rc, т.е. возмущения вызваны сдвигом скорости на частице и ее

вращением и малы, u = O(ε).

2.1.1. Внутреннее разложение Аналогично выводу уравнений

для линейного сдвигового потока можно получить уравнения для нулевого:

∇2u0 −∇p0 = 0, (2.14)

∇ · u0 = 0, (2.15)

r = 1 : u0 = −V ex, (2.16)

r → ∞ : u0 → 0. (2.17)

и первого членов разложения:

∇2u1 −∇p1=R1/2
c (u0+V ex) ·∇u0, (2.18)

∇ · u1 = 0, (2.19)

r = 1 : u1=R
−1/2
c (Ωp × r−γzex) . (2.20)

Следует заметить, что граничное условие (2.16) включает только одно-

родное течение. Члены в (2.11), связанные со сдвигом скорости основного
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течения и вращением частицы, имеют порядок ε, а член, связанный с кри-

визной профиля скорости - ε2, и по этой причине не учитывается в приве-

денных уравнениях.

Таким образом, система (2.14)-(2.17) по-прежнему соответствует обыч-

ной задаче Стокса об обтекании сферы однородным неограниченным пото-

ком, а решение системы уравнений (2.18)-(2.20) можно, аналогично (1.22)-

(1.23), искать в виде

u1 = unb0 +R1/2
c uPP1 +w, (2.21)

где w (r) - решение уравнений Стокса с нулевым граничным условием на

поверхности сферы и достигающее скорости w∞ на бесконечности, которая

находится из условия сращивания.

2.1.2. Внешнее разложение Масштаб внешней области отличает-

ся от масштаба Сэфмана (1.4):

lp = aR−1/2
p = (νl/U ′

m)
1/2

= lR−1/2
c . (2.22)

Такой выбор Rp и lp удобен тем, что они не зависят от величины локального

сдвига и являются одинаковыми для любого положения частицы в канале.

Внешние пространственные переменные вводятся следующим образом

R = (X, Y, Z) = εr = r′/lp.

Внутреннее решение (уравнение (1.19)), записанное с использованием

внешних координат принимает вид

u0 = εUs +O
(
ε3
)
, (2.23)

Us = −3

4
V

(
ex
R

+
XR

R3

)
,

где поле скорости Стокслета Us соответствует вязкому течению, вызванно-

му точечной силой F0. С учетом (2.23) внешние поля скорости и давления
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можно искать в виде

u = εU+ o(ε), p = ε2P + o(ε2).

Поле скорости U = (Ux, Uy, Uz) = O (1) описывается уравнениями типа

Озеена и должно сращиваться с Us при малых r.

В работе Сэфмана [72] было показано, что для течения во внешней обла-

сти влияние частицы в главном приближении эквивалентно точечной силе

F0, помещенной в центр сферы. Точечная сила аппроксимируется в урав-

нении импульса во внешней области дельта-функцией. Условие сращивания

при этом выполняется автоматически. В результате уравнения движения и

граничные условия записываются в виде

∇2U−∇P − V x
∂U

∂X
− dV x

dZ
Uzex = 6πV exδ (R) , (2.24)

∇ ·U = 0, (2.25)

Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : U = 0, (2.26)

X → ∞ : U = 0, (2.27)

V x = v + γZ − 4R−1/2
c Z2, v = V R1/2

c . (2.28)

Задача характеризуется тремя независимыми безразмерными парамет-

рами: число Рейнольдса канала Rc, скорость скольжения частицы V (или

параметр v) и расстояние до ближайшей стенки d/l (или γ). В работе [92]

была получена зависимость поперечной силы от Rc 6 100 и d/l для двух

предельных случаев, ε2 ≪ v ≪ 1 (предел сильного сдвига) и v ≫ 1 (нулевая

скорость основного течения). В данной работе изучена также зависимость

поперечной силы от всех трех параметров, в том числе для диапазона боль-

ших чисел Рейнольдса, Rc 6 3000.

Для решения системы уравнений (2.24)-(2.28) вводятся, аналогично

(1.31), двумерные преобразования Фурье полей скорости Ũ и давления P̃ .
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В результате система преобразуется к виду

∆̃Ũ− ∇̃P̃ − ikxV xŨ− dV x

dZ
Ũzex =

3

2π
V δ(Z)ex, (2.29)

i
(
kxŨx + kyŨy

)
+ dŨz/dZ = 0, (2.30)

Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : Ũ = 0, (2.31)

∆̃ =
d2

dZ2
− k2, ∇̃ =

(
ikx, iky,

d

dZ

)
, k2 = k2x + k2y.

Последовательно исключая в полученной системе Ũx, Ũy, P̃ можно полу-

чить единственное обыкновенное дифференциальное уравнение для Фурье-

образа поперечной скорости:(
∆̃2 − ikxV x∆̃− ikx8R

−1/2
c

)
Ũz = −ikxV

3

2π

dδ(Z)

dZ
, (2.32)

Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : Ũz =
dŨz
dZ

= 0. (2.33)

Уравнение (2.32) отличается от аналогичного уравнения (1.35) для ли-

нейного сдвигового потока не только профилем невозмущенной скорости

V x, но и дополнительным членом ikx8R
−1/2
c , который является второй про-

изводной от V x. Условие сращивания записывается в виде

w
∣∣
r→∞ = [U−Us]

∣∣
R→0

.

С учетом последнего равенства поперечную силу можно выразить через

Фурье-образ поперечной скорости [72]:

F1z = 6πV1z
∣∣
r→∞ = 6πRe

[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(
Ũz − Ũzs

) ∣∣
Z→0

dkxdky

]
. (2.34)

Дифференциальное уравнение (2.32) решалось численно для всего

Фурье-пространства, и затем поперечная сила вычислялась через инте-

грал Фурье (2.34). Численное интегрирование конечно-разностного вари-

анта уравнения (2.32) представляет определенные трудности при больших
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числах Рейнольдса Rc. Стандартные методы решения не позволяют с до-

статочной точностью разрешить все линейно независимые решения диффе-

ренциального уравнения (2.32). В результате поперечную силу удавалось

рассчитать лишь для Rc 6 100 [92, 91]. В настоящей работе данная про-

блема была преодолена на основе использования метода ортонормализации

Годунова [123], который применялся для интегрирования (2.32) до значений

k = 128. Для бо́льших k фурье-образ скорости апроксимировался асимпто-

тическим разложением, полученным в работе [92],

k → ∞ : Ũz (kx, ky, 0)− Ũzs (kx, ky, 0) = V γ
3

16π

k2x
k5

+O
(
k−5
)
. (2.35)

Численное интегрирование (2.34) осуществлялось с использованием поляр-

ных координат k, θ = arccos(kx/k).

Зависимость поперечной силы от безразмерного расстояния до стенки

d/l показана на Рис. 2.2 сплошными линиями для различных значений па-

раметра v и чисел Рейнольдса (a) Rc = 100, 300, 1000, 3000. Результаты

представлены только для нижней половины течения, 0 ≤ d/l ≤ 0.5, посколь-

ку зависимости антисимметричны относительно оси канала. Для большей

части течения поперечная сила положительна. Это значит, что частица, ко-

торая движется со скоростью, большей скорости основного течения, так что

V < 0, мигрирует к стенкам. Максимальные значения незначительно рас-

тут с ростом Rc для рассматриваемого диапазона 100 < Rc < 3000, в то

время как для меньших чисел Рейнольдса наблюдался более значительный

рост [92].

Сила быстро меняется вблизи стенки. Этот эффект связан с инерцион-

ным влиянием стенки, которое проявляется на расстояниях порядка размера

внешней области lp ∼ lR
−1/2
c . Толщина этого слоя убывает с ростом числа

Рейнольдса и составляет лишь малую часть канала при больших Rc. В этой
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Рис. 2.2. Поперечная сила в вертикальном течении для (a) Rc = 100,

(b) 300, (c) 1000, (d) 3000. Параметр v = V R
1/2
c изменяется от -3 до 3 с

шагом 1 (сплошные кривые 1-7). (a) Штрих-пунктирная кривая -

результат работы [92] при ϵ2 ≪ v ≪ 1 (предел сильного сдвига), Rc = 100

(соответствует кривой 4).
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связи представляет интерес сравнение полученных данных для пристеноч-

ной области и результатов, полученных в работах [82, 31, 30, 90].

В работе [82] было рассмотрено осаждение малой частицы в вертикаль-

ном течении Пуазейля. Частица также заменялась точечной силой. Рассто-

яние до стенки также предполагалось большим по сравнению с размером

частицы, но малым по сравнению с масштабом внешней области. Послед-

нее предположение выполняется для Rc ≪ 1. В результате было получено

следующее выражение для силы:

F1z = πV

[
9

16
v +

3

16

d

lp

(
22− 105

d

lp
R−1/2
c

)]
. (2.36)

Поперечная сила в линейном сдвиговом потоке, ограниченном одной

стенкой, была получена в работах [31, 30, 90]. Расстояние до стенки было

сравнимым с масштабом внешней области LSa. Асимптотическое разложе-

ние строилось аналогично, но решение уравнений внешней области было

найдено в виде интегралов от функции Эйри. Скорость миграции частицы

vm = F1z/6π можно разделить на две части

vm = vum (α) + vwm (α, d/LSa) ,

где vum соответствует миграции в неограниченном линейном потоке и за-

висит только от параметра скольжения α, характеризующего соотношение

однородного и линейного членов в профиле скорости, а vwm обусловлено вли-

янием стенки. Для d/LSa ≪ 1 результаты работ [82, 31, 30, 90] совпадают.

Данные настоящего раздела также совпадают с (2.36) при d/lp ≪ 1, по-

скольку конвективные члены в (2.24) малы по сравнению с вязкими. Кроме

того, при больших числах Рейнольдса и d/lp = O (1) данные должны быть

близки к результатам для линейного сдвигового потока, т.к. эффекты вто-

рой удаленной стенки и кривизны профиля в (2.28) стремятся к нулю при

Rc → ∞. Для иллюстрации этого вывода на Рис. 2.3 представлены зависи-

мости коэффициента силы для сильного сдвигового режима от расстояния
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до стенки, обезразмеренного на lp. Для сравнения приведены также резуль-

таты работ [82, 90]. Видно, что значения поперечной силы в пристеночной

области канала при больших Rc и в линейном сдвиговом потоке близки.

Разница растет с увеличением d/lp и остается заметной даже при макси-

мальном значении числа Рейнольдса Rc = 3000. Расхождение нельзя объ-

яснить влиянием стенки, т.к. оно должно убывать с расстоянием, и связано

только с кривизной профиля скорости основного течения. Следуя подходу

работы [90], поперечную силу в канале можно также можно разделить на

две части: F u
1z, соответствующей миграции в неограниченном параболиче-

ском потоке и Fw
1z, связанной с влиянием стенки. Из сравнения результатов

на Рис. 2.3 следует, что член Fw
1z должен быть одинаков для миграции в

параболическом и линейном потоках, а F u
1z различаются даже при больших

числах Рейнольдса. Для большей части течения, за исключением тонких

пристеночных слоев, расстояние до стенки велико по сравнению с lp. Вли-

яние стенки здесь мало, и значения поперечной силы близки к F u
1z. Для

нахождения F u
1z удобнее решать уравнения внешней области, записанные с

использованием LSa в качестве ее масштаба. Вывод и решение уравнений

представлены в следующем разделе.
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Рис. 2.3. Поперечная сила в зависимости от d/lp (сплошные кривые) при

ϵ2 ≪ v ≪ 1 (предел сильного сдвига) в сравнении с результатами работ

[82] (штриховые линии) и [90] (штрих-пунктирные кривые). Кривые 1-4

соответствуют Rc = 100, 300, 1000, 3000.
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Вследствие симметрии течения поперечная сила всегда равна нулю на

оси канала. Для частицы, движущейся со скоростью, большей скорости ос-

новного течения, V < 0, это положение равновесия неустойчиво, а для ча-

стицы с V > 0 - устойчиво. Частица с отрицательной скоростью скольжения

(V < 0) имеет устойчивое положение равновесия вблизи стенки. Расстояние

до ближайшего к стенке положения равновесия deq/lp представлено на Рис.

2.4 как функция v. Значение v, при котором F1z = 0 при заданном deq, вы-

числялось при помощи метода Ньютона. В работе [92] была рассчитана за-

висимость deq (v) при Rc = 1. Было показано, что положение равновесия су-

ществует для ограниченного диапазона скорости скольжения, vmin ≤ v ≤ 0,

где vmin ≈ −0.50. В наших расчетах было получено чуть большее значе-

ние vmin ≈ −0.56. Для больших чисел Рейнольдса положение равновесия

существует для бо́льших значений v. Для −2 ≤ v ≤ 0 оно может быть

удовлетворительно рассчитано на основе аналитических формул (2.36) [82].

Для больших Rc и |v| могут возникать дополнительные положения рав-

новесия. Зависимости поперечной силы от d/l для v = 8, −8 и различных

Rc представлены на Рис. 2.5. Два дополнительных положения равновесия

появляются при v = ±8, Rc = 3000 и v = 8, Rc = 1000. Следует заметить,

что величина поперечной силы при большой скорости скольжения суще-

ственно меньше, чем при v = O (1) . Данный эффект был отмечен ранее в

[89] для линейного сдвигового потока.
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Рис. 2.4. Положение устойчивого равновесия частицы вблизи стенки,

deq/lp. Кривые 1-5 соответствуют Rc = 1, 100, 300, 1000, 3000.
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Рис. 2.5. Поперечная сила при больших |v| и различных Rc = 100, 300,

1000, 3000 (кривые 1-4). (a) При v = 8 возможны одно (кривые 1, 2) или

три (кривые 3, 4) положения равновесия. (b) При v = −8 имеются два

(кривые 1 - 3) или четыре (кривая 4) положения равновесия.
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2.1.3. Сравнение с результатами для линейных сдвиговых по-

токов Уравнения внешней области могут быть записаны также с исполь-

зованием масштаба Сэфмана LSa. Поля скорости и давления и сила на ча-

стицу также представляются в виде рядов, но вместо ε в качестве малого

параметра используется величина εG = R
1/2
G = γ1/2ε. Безразмерные сила и

невозмущенная скорость записываются в виде

F = 6πV ex + εGFG,

v =
(
V + zεGγ

1/2R−1/2
c − 4z2ε2Gγ

−1R−1
c

)
ex. (2.37)

Новая нормальная координата внешней области определяется соотно-

шением ζ = zεG = Zγ1/2. Двумерные преобразования Фурье скорости

Γ (ζ, qx, qy) и давления Π(ζ, qx, qy) вводятся аналогично (1.31). В результате

можно получить следующее уравнение для преобразования Фурье попереч-

ной скорости Γz :(
∆̃2
G − iqxV Gx∆̃G − iqx2σ

)
Γz = −iqxV

3

2π

dδ(ζ)

dζ
, (2.38)

ζ = −γ1/2R1/2
c d/l, γ1/2R1/2

c (1− d/l) : Γz =
dΓz
dζ

= 0. (2.39)

∆̃G = d2/dζ2 − q2, V Gx = α+ ζ − σζ2,

α = V ′ (νG)−1/2 = V γ−1/2R1/2
c , σ = 4γ−3/2R−1/2

c . (2.40)

Здесь V Gx - профиль невозмущенной скорости, записанный в координатах

ζ. Уравнения (2.38), (2.39) аналогичны (2.32), (2.33) и также содержат три

основных безразмерных параметра: Rc, α, σ. Безразмерные градиент ско-

рости и расстояние до стенки с учетом (2.40) выражаются через основные

параметры

γ =
(
4σ−1R−1/2

c

)2/3
,

d

l
=

1

2
− 1

8

(
4σ−1R−1/2

c

)2/3
,
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d

LSa
=
(
4σ−1Rc

)1/3 [1
2
− 1

8

(
4σ−1R−1/2

c

)2/3]
. (2.41)

Разница систем (2.38), (2.39) и (2.32), (2.33) заключается в том, что V Gx

включает только два параметра в отличие от V x. Третий независимый па-

раметр Rc входит только в граничные условия (2.39). Новые безразмерные

параметры α и σ характеризуют величины однородного и квадратично-

го членов по отношению к линейному в профиле невозмущенной скорости.

Параметр скольжения α может быть произвольным. Для второго парамет-

ра имеем с учетом (2.40) ограничение σ ≥ R
−1/2
c /2, поскольку γ достигает

максимального значения γw = 4 на стенке. α и σ стремятся к бесконечности

на оси канала, где γ → 0. σ характеризует для данного Rc не только кри-

визну профиля, но и однозначно определяет расстояние до стенки. Поэтому

можно ожидать, что значения поперечной силы, рассчитанные для разных

Rc, будут близки для достаточно больших σ и d/LSa, поскольку влияние

стенки на них будет несущественным.

Выражение для поперечной силы в этом случае имеет следующий вид

FL = cL (α, σ,Rc)µa
2Vs (G/ν)

1/2 ,

Численный метод, использованный для расчета поперечной скорости в на-

чале координат, аналогичен методу, описанному в предыдущем разделе. На

Рис. 2.6 представлен коэффициент поперечной силы cL в зависимости от

σ. Для сравнения приведены также значения коэффициента для линейно-

го сдвигового потока, ограниченного одной стенкой [30, 90], и их асимпто-

ты, соответствующие неограниченному потоку [30, 89] (штрих-пунктирные

и штриховые линии соответственно). Для этих кривых σ рассматривает-

ся как параметр, определяющий только расстояние до стенки. При этом

зависимость от d/LSa пересчитывалась в зависимость от σ с использова-

нием (2.41). Можно видеть, что для малых σ поперечная сила близка к

значениям, полученным для линейного сдвигового потока. В этой области
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влияние стенки является основным фактором. Для бо́льших σ, т.е. бо́льших

d/LSa, зависимости, рассчитанные для разных Rc действительно оказыва-

ются близки. Они стремятся к предельным значениям cL, соответствующим

неограниченному параболическому потоку. cL отличаются от значений для

линейного сдвигового потока (штриховые линии) даже для достаточно ма-

лых значений σ ≤ 0.1. Следует также отметить, что коэффициент cL зави-

сит только от двух безразмерных параметров α, σ.

2.1.4. Поперечная сила в неограниченном параболическом по-

токе Преобразование Фурье поперечной скорости Γ u
z для неограниченного

потока удовлетворяет уравнению (2.38) с граничными условиями

ζ → ∞ : Γ u
z → 0. (2.42)

Для того, чтобы получить численное решение в этом случае, использует-

ся модификация метода ортонормализации Годунова, предложенная в ра-

боте [124]. Границы области интегрирования располагаются на достаточно

большом расстоянии от сферы, где можно получить аналитические выра-

жения для линейно независимых решений φi(ζ), i = 1 − 4. Предполагая,

что φi = exp (λi |ζ|νi) , можно получить для двух убывающих с |ζ| решений:

ζ → ∞, q = O(1) : φ1 = exp (−q |ζ|) , φ2 = exp
(
−
√
iσqxζ

2/2
)
.

Здесь во второй формуле выбирается ветвь
√
i с положительной действи-

тельной частью.

На Рис. 2.7 представлены результаты расчетов коэффициента попереч-

ной силы cL в зависимости от параметра скольжения α для различных зна-

чений σ.Для случая σ = 0, соответствующего линейному сдвиговому потоку

результаты очень близки к значениям, полученным в [30, 89]. Максималь-

ные значения меньше, чем для линейного сдвигового потока и убывают с

σ. Однако для больших значений скорости скольжения (большие |α|), при
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Рис. 2.6. Коэффициент поперечной силы в зависимости от параметра σ

при (a) α = −2.5, (b) ϵ2 ≪ α ≪ 1, (c) α = 2.5 и Rc = 100, 300, 1000, 3000

(кривые 1-4). Символы на кривых соответствуют значениям (слева

направо) d/l = 0, 0.05, 0.1, 0.15, ... Штрих-пунктирные кривые - значения

коэффициента поперечной силы в линейном сдвиговом потоке,

ограниченном одной стенкой, [31, 30, 90], штриховые линии - их

асимптоты, соответствующие неограниченному сдвиговому потоку [30, 89].
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которых сила мала, имеет место обратная ситуация: коэффициент в неогра-

ниченном параболическом потоке во много раз превосходит значения в ли-

нейном потоке.
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Рис. 2.7. Коэффициент поперечной силы в неограниченном

параболическом потоке в зависимости от параметра скольжения α и

различных σ = 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2 (кривые 1-6). Штриховая линия

соответствует неограниченному сдвиговому потоку [30, 89], σ = 0.
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2.2. Сила при конечной скорости скольжения частицы и боль-

ших числах Рейнольдса канала

В данном разделе рассматривается случай V ∼ 1 при больших числах Рей-

нольдса канала Rc ≫ 1 [40, 52]. Параметр скольжения v = V R
1/2
c при этом

велик, т.е. имеет место режим слабого сдвига, когда однородная скорость

в профиле невозмущенной скорости (2.28) велика по сравнению со сдвиго-

вым и квадратичным членами. Схема течения показана на Рис. 2.8. При

этом число Рейнольдса частицы, вычисляемое по скорости скольжения по-

прежнему асимптотически мало. Такая ситуация характерна, например, для

движения частиц в вертикальном течении газа в канале. Как было показано

в предыдущем разделе, в этом случае возможно появление дополнительных

положений равновесия (Рис. 2.5). С другой стороны, данный случай являет-

ся более сложным для расчета в рамках метода, описанного в предыдущем

разделе. Поэтому возникает необходимость рассмотрения задачи при нали-

чии двух асимптотических параметров Rs ≪ 1, Rc ≫ 1.

Уравнения Озеена для безразмерных возмущений скорости u и давления

p во внешней области записываются аналогично (2.24):

∇2u−∇p− vx
∂u

∂x
− dvx

dz
uzex = 6πexδ (r) , (2.43)

∇ · u = 0.

При этом следует иметь в виду, что члены в профиле невозмущенной скоро-

сти, соответствующие однородному потоку, существенно больше линейных

членов. Поэтому в качестве масштаба внешней области используется не мас-

штаб Сэфмана, а масштаб Озеена LOs = ν/V ′
s = a/Rs,

r = r′/LOs = (x, y, z) , u = u′/V ′
sRs.

Для невозмущенной скорости v = (vx, 0, 0) имеем

vx = sgn (Vs) + βγz |Vs|−1 − β24z2 |Vs|−1 , (2.44)
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Рис. 2.8. Конфигурация течения при миграции частицы в режиме слабого

сдвига



61

γ = 4− 8d/l, Vs = V ′
s/U

′
m, β = (Rc |Vs|)−1 = ν/ (l |Vs|) .

Сила, действующая на сферу, также обезразмеривается с использованием

скорости скольжения V ′
s ,

F = F′/µaV ′
s .

Граничные условия к уравнению (2.43) записываются в виде:

z = −d/lβ, (1− d/l) /β : u = 0;

x, y → ∞ : u → 0.

Уравнения (2.43) также решаются на основе двумерного преобразования

Фурье:  Γ

Π

 =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

 u (x, y, z)

p (x, y, z)

 e−i(kxx+kyy)dxdy.

В результате (2.43) преобразуются к виду:

d4Γz
dz4

−
(
2k2 + ikxvx

) d2Γz
dz2

+

(
k4 + ikxk

2vx + ikx
d2vx
dz2

)
Γz = −ikx

3

2π

dδ(z)

dz
,

(2.45)

z = −d/ (lβ) , (1− d/l) /β : Γz =
dΓz
dz

= 0. (2.46)

Для поперечной силы имеем

Fz = 6πRs [uz − uzs]
∣∣
r→0

= 6πRs Re
[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(Γz − Γzs)

∣∣
z→0

dkxdky

]
.

(2.47)

Отличие уравнения (2.45) от (2.32) заключается в том, что ранее число Рей-

нольдса канала Rc и параметр β считались конечными, а следовательно, и

все члены в профиле невозмущенной скорости (2.44) имели одинаковый по-

рядок. Здесь рассматривается случай

β = (Rc |Vs|) ≪ 1.
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(2.60)

(2.59)

(2.58)

(2.50)

(2.50)

 
   

 

 
(2.48), (2.49)

 

-1/2

k

z
-1  

Рис. 2.9. Области в пространстве k − z и сращивание между ними.
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Решение (2.45) строится на основе метода сращиваемых асимптотических

разложений. В пространстве (k, z) выделяются несколько областей (см. Рис.

2.9).

Ниже построены решения для малых и конечных значений k, соответ-

ствующих большим (невязкая область) и конечным (область Озеена) по

сравнению с масштабом Озеена расстояниям от частицы. Показано, что в

этом предельном случае основной вклад в поперечную силу обеспечивают

малые k, т.е. невязкая область. На основе предсказаний асимптотического

метода проведена модификация численного метода: уменьшены шаги инте-

грирования в дифференциальных уравнениях и обратном преобразовании

Фурье в областях, дающих основной вклад в поперечную силу.

Решение (2.45) строится в виде ряда по степеням β:

Γz = Γ 0
z + βΓ 1

z + β2Γ 2
z + ...; Fz = F 0

z + βF 1
z + β2F 2

z + ... (2.48)

Для области k ∼ 1, z ∼ 1 (область Озеена) однородное течение является

основным членом в профиле невозмущенной скорости (2.44), поэтому реше-

ние в главном приближении представляет собой осесимметричное решение

Озеена, в котором поперечная сила равна нулю. Уравнения для членов ряда

можно получить, подставляя разложение в (2.45) и собирая члены порядка

βi :

L0Γ
0
z = −ikx

3

2π

dδ(z)

dz
, (2.49)

L0Γ
1
z = L1Γ

0
z ,

i ≥ 2 : L0Γ
i
z = L1Γ

i−1
z + L2Γ

i−2
z ,

L0 =
d4

dz4
−
[
2k2 + ikxsgn (Vs)

] d2
dz2

+ k4 + ikxk
2sgn (Vs) ,

L1 = ikxγz |Vs|−1

(
d2

dz2
− k2

)
,

L2 = −ikx4 |Vs|−1

[
z2
(
d2

dz2
− k2

)
− 2

]
.
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Из граничных условий (2.46) следует, что при β ≪ 1 расстояния до

стенок велики по сравнению с длиной Озеена, за исключением случая, когда

частица находится вблизи стенки, d/l ∼ β. Таким образом, течение можно

считать неограниченным, Γ i
z → 0 при z → ∞, k ∼ 1.

Решение для уравнения главного приближения (2.49), затухающее на

бесконечности, было получено в работе [66]:

Γ 0
z =

3

4π
sgn (Vsz)

(
e−k|z| − e−t|z|

)
, (2.50)

t =
[
k2 + ikxsgn (Vs)

]1/2
.

Необходимо отметить, что полученное решение является нечетной функци-

ей z. Операторы L0 и L2 - четные, а L1 - нечетный по z. Из этого следует,

что Γ i
z - четные функции для четных номеров i и нечетные для нечетных.

Следовательно, Γ i
z (kx, ky, 0) = 0 для четных i, и эти члены не дают вклада

в поперечную силу.

Решение для уравнения первого приближения Γ 1
z то же, что и для линей-

ного неограниченного сдвигового потока в пределе слабого сдвига, посколь-

ку квадратичные члены в профиле невозмущенной скорости (2.44) имеют

порядок β2. Общее решение может быть записано в виде

Γ 1
z =

3

16

γ

π |Vs|
|z|
t2
[
|z| t

(
t2 − k2

)
+ 5t2 − k2

]
e−t|z| + C1e

−k|z| + C2e
−t|z|. (2.51)

Константы C1 и C2 определяются из условия, что Γ 1
z и ее производные

непрерывны при z = 0. Поскольку Γ 1
z нечетная функция, имеем

dΓ 1
z

dz
(0) =

d3Γ 1
z

dz3
(0) = 0,

откуда следует

C1 = −3

4

γ

π |Vs|
k2 + t2

(t2 − k2) k
, C2 =

3

16

γ

π |Vs|
k4 − 2k2t2 + 9t4

t3 (t2 − k2)
.
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Наконец, получим для значения преобразования Фурье в начале координат,

знание которого необходимо для вычисления поперечной силы (см. (2.47)),

Γ 1
z (k,0) = C1 + C2 = − 3

16

γ

π |Vs|

(
4t2 + 3kt+ k2

)
(t− k)2

kt3 (k + t)
.

Численное интегрирование (2.47) с Γ 1
z (k,0) дает величину 10−6, поэтому

можно сделать вывод, что F 1
z = 0. Этот результат согласуется с выводами

работы [89], в которой для линейного неограниченного сдвигового потока

в пределе слабого сдвига было получено: Fz ∼ Rsβ
3 ln β. Таким образом,

вклад области k = O (1) в поперечную силу имеет порядок β3 или мень-

ший. Как показано ниже, сила обусловлена вкладом области, k ∼ β, где,

как следует из численного решения (2.45), Γz сильно отклоняется от (2.50),

(2.51). В этой области Фурье-пространства Γz = O (1) , следовательно, вклад

k ∼ β в интеграл (2.47) можно оценить как

Fz ∼ RsΓzk
2 ∼ Rsβ

2,

т.е. много больше чем области k = O (1) .

2.2.1. Асимптотическое решение при малых волновых числах

В области k ∼ β разложение (2.48), (2.50), (2.51) неверно. В этом можно

убедиться, сравнивая первые два члена разложения, (2.50) и (2.51). Введем

новый масштаб для этой области Фурье-пространства: q = k/β, q = O (1) .

В результате

t = β1/2T +O
(
β3/2

)
, T = [iqxsgn (Vs)]

1/2 ,

и уравнения (2.50), (2.51), (2.47) перепишутся в виде

Γ 0
z =

3

4π
sgn (Vsz)

[
e−βq|z| − e−β

1/2T |z|
]
+O

(
β3/2

)
, (2.52)

Γ 1
z =

3

16

γ

π |Vs|

{
− 4

βq
e−βq|z| +

[
z2β1/2T + 5 |z|+ 9

β1/2T

]
e−β

1/2T |z|
}
+O (β) ,
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Γ 1
z (q,0) = β−1H0 + β−1/2H1 +O (1) ,

Fz = 24πRsβ
2 Re

[∫ ∞

0

∫ π/2

0

qΓz (q,0) dθdq

]
, (2.53)

H0 = − 3

4π

γ

q |Vs|
= O (1) , H1 =

27

16π

γ

T |Vs|
= O (1) .

Можно видеть, что Γ 0
z и Γ 1

z имеют порядок 1 и β−1, соответственно, при q ∼

1. Из (2.52) следует, что Γ 0
z имеет два асимптотически различных масштаба

изменения:

k ≪ 1 : lk1 ∼ |t|−1 ∼ k−1/2
x , lk2 ∼ k−1 ≫ lk1.

Предполагая k ∼ β, будем иметь

LOs ≪ lk1 ∼ β−1/2 ≪ lk2 ∼ β−1.

Масштабы lk1 и lk2 можно рассматривать, как масштабы внутренней и внеш-

ней областей в Фурье-пространстве. Новое обезразмеривание для нормаль-

ной координаты вводится для этих областей следующим образом:

ξ1 = zβ1/2, ξ2 = zβ = z′/l.

Профиль невозмущенной скорости записывается в новых переменных в

виде

vx = sgn (Vs) + β1/2γξ1 |Vs|−1 − β4ξ21 |Vs|
−1 ,

vx = sgn (Vs) + γξ2 |Vs|−1 − 4ξ22 |Vs|
−1 .

Преобразование Фурье в двух областях ищется виде ряда по степеням β1/2:

ξ1 ∼ 1 : Γz = f0 + β1/2f1 + ...,

ξ2 ∼ 1 : Γz = g0 + β1/2g1 + ....

Система уравнений для внутренней области может быть получена ана-

логично (2.49):

F0f0 = 0, F0f1 = F1f0, F0f2 = F1f1 + F2f0, (2.54)
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F0 =
d4

dξ41
− iqxsgn (Vs)

d2

dξ21
, F1 =

iqxγξ1
|Vs|

d2

dξ21
,

F2 =

(
2q2 − iqx

4ξ21
|Vs|

)
d2

dξ21
− iqx

[
q2sgn (Vs)−

8

|Vs|

]
,

[
d2f0
dξ21

]
= −i 3

2π
qx. (2.55)

Уравнения четвертого порядка (2.54) имеют четыре линейно независи-

мых решения. Только одно из них убывает на бесконечности. Из условий

сращивания с внешним решением будем отбрасывать только экспоненци-

ально растущее решение. Тогда общее решение (2.54) может быть записано

в виде

f0 = a±10 + b±10ξ1 + c±10e
−T |ξ1|. (2.56)

С учетом (2.55) константы a±10, b
±
10, c

±
10 удовлетворяют условиям

a+10 = a−10 +
3

2π
sgn (Vs) , b+10 = b−10, c+10 = −c−10 = − 3

4π
sgn (Vs) .

Внешний предел (2.56), переписанный через переменную ξ2, имеет вид

Γz ∼ a±10 + b±10β
−1/2ξ2.

Поскольку g0 = O (1) , необходимо потребовать b±10 = 0, так что f0 ∼ a±10 при

|ξ1| → ∞.

С учетом (2.56) общее решение второго уравнения (2.55) может быть

записано в виде

f1 = a±11 + b±11ξ1 −
γ

Vs
c+10e

−T |ξ1|
(
T

4
ξ21 +

5

4
|ξ1|+ c±11

)
. (2.57)

f1 и его производные непрерывны при ξ1 = 0, что эквивалентно следующим

условиям:

a+11 = a−11, b+11 = b−11 − 2
γ

Vs
c+10, c+11 = c−11 = 9/4T.
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Двучленное разложение преобразования Фурье в начале координат, зна-

ние которого необходимо для вычисления поперечной силы (см. (2.47)), с

учетом (2.56) и (2.57), имеет вид

Γz (q, 0) = a+10 + c+10 + β1/2

(
a+11 −

γ

Vs
c+10c

+
11

)
+O (β) . (2.58)

Здесь коэффициенты c+10 и c+11 известны из внутреннего решения, но a+10 и

a+11 определяются из условия сращивания с внешним разложением. Трех-

членное разложение, переписанное во внешних переменных, преобразуется

к виду:

ξ1 → ∞ : Γz ∼ a±10 + b±11ξ2 + β1/2
(
a±11 + b±12ξ2

)
+O (β) .

Первые два члена решения во внешней области удовлетворяют уравне-

ниям: [
vx (ξ2)

d2

dξ22
− q2vx (ξ2) +

8

|Vs|

]
gi = 0, i = 0, 1. (2.59)

Уравнения второго порядка (2.59) соответствуют невязкому течению. Сра-

щивание внутреннего и внешнего решений эквивалентно следующим усло-

виям:

gi (±0) = a±1i,
dgi
dξ2

(±0) = b±1(i+1) i = 0, 1, (2.60)

[g0] = a+10 − a−10 =
3

2π
sgn (Vs) ,

[
dg0
dξ2

]
= b+11 − b−11 =

3

2π

γ

|Vs|
,

[g1] = a+11 − a−11 = 0,

[
dg1
dξ2

]
= b+12 − b−12 = 0.

Для замыкания задачи необходимо также поставить граничные условия

на стенках канала. Тем не менее, все четыре граничных условия (2.46) не мо-

гут быть удовлетворены, т.к. (2.59) являются уравнениями второго порядка.

Аналогично обычной задаче о пограничном слое можно показать [40], что

в главном приближении необходимо выполнение условия непротекания на

стенках:

ξ2 = −d/l, 1− d/l : g0 = 0.
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Для первого приближения были получены следующие граничные условия

[40]:

ξ2 = −d/l : g1 = − 1√
iqxvx (−d/l)

dg0
dξ2

ξ2 = 1− d/l : g1 =
1√

iqxvx (1− d/l)

dg0
dξ2

.

Для |Vs| > 1 уравнение (2.59) решалось при q ∼ 1 численно с использо-

ванием метода ортонормализации. Для больших q применялось асимптоти-

ческое разложение

q → ∞ : g0 ∼
3

4π

[
sgn (Vsξ2)−

γ

q |Vs|
+O

(
q−2
)]

e−q|ξ2|. (2.61)

Величина следующего члена разложения, g1, который обусловлен только

влиянием стенок, асимптотически мала при больших q.

Решения, полученные в двух областях k− пространства, k ∼ β и k ∼

1, сращиваются в обеих областях переменной z, z ∼ β−1/2 и z ∼ β−1. С

учетом (2.56), (2.57) двучленный внешний предел для внутреннего решения

записывается в виде

q → ∞ : Γz ∼
3

4π

{
sgn (Vsξ1)

(
1− e−T |ξ1|

)
− γ

q |Vs|
+ β1/2 [−sgn (Vs) qξ1

+
γ

|Vs|

(
|ξ1|+

e−T |ξ1|

4

(
Tξ21 + 5 |ξ1|+

9

T

))]}
+O

(
q−2
)
. (2.62)

Для вычисления вклада области k ∼ β в поперечную силу необходимо

проинтегрировать по q разницу двух выражений для преобразования Фурье

(2.58) и (2.53). В результате будем иметь

Fz = 6πRs β
2

∫
Re
[
g0 (+0,q)− 3

4π

(
sgn (Vs)−

γ

q |Vs|

)
+ β1/2g1 (0,q)

]
dq

= Rs β
2
(
I0 + β1/2I1

)
. (2.63)



70

I0 = 6π

∫
Re [g0 (+0,q)] dq, I1 = 6π

∫
Re [g1 (+0,q)] dq.

В размерном виде сила записывается в виде

Fz = ρ(aν/l)2
(
I0(Vs, d/l) + β1/2I1(Vs, d/l)

)
.

На основе приведенного асимптотического анализа можно существенно

повысить точность вычислений численного решения уравнения (2.45). Для

этого следует использовать уменьшенные шаги интегрирования при k ∼ β

и θ, близких к π/2.

В случае |Vs| < 1 необходимо вводить две дополнительные асимптотиче-

ские области, критические слои. В них так же, как и в пограничных слоях,

следует учитывать вязкие члены. Они располагаются вблизи точек ξ±2c, где

невозмущенная скорость обращается в ноль при |Vs| < 1 (см. Рис. 2.8):

ξ±2c =
1

8
(γ ±D) , D =

(
γ2 + 16Vs

)1/2
,

что эквивалентно следующим положениям в размерных координатах:

−1 < Vs < 0 : dc =
1− (−Vs)1/2

2
l,

0 < Vs < 1 : dc =
1− (1− Vs)

1/2

2
l.

Асимптотическое решение в критических слоях строилось аналогично рабо-

те [125], в которой рассматривалась задача линейной устойчивости течения

в канале. Внутренний предел для невязкой области записывается в виде

(условие приведено только для нижнего критического слоя) [40]:

∆ξ2 → 0 : g0 = A±

(
1− 8

D
∆ξ2 ln |∆ξ2|

)
+B±∆ξ2 +O

[
(∆ξ2)

2 ln |∆ξ2|
]
.

(2.64)

Таким образом, решение в невязкой области имеет логарифмическую осо-

бенность. В результате было получено условие сращивания

A+ = A−, B+ = B− − iπ
8

D
A−,
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d/l Vs = −3.0 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0

0.04 -3942.8 -3701.4 -3456.7 -2955.7 -1340.6 7051.8 5775.3 5332.0 5106.9 4879.3

0.08 -863.8 -738.4 -608.4 -333.7 653.7 2193.7 1719.3 1529.1 1428.2 1323.3

0.12 -328.7 -242.4 -151.2 46.5 798.2 988.8 842.8 744.4 687.4 625.4

0.16 -153.9 -88.2 -17.6 138.2 732.0 377.2 488.7 440.0 406.1 366.3

0.20 -79.3 -27.0 29.8 156.9 643.7 65.0 302.1 284.8 265.0 238.9

0.24 -42.5 -0.3 46.0 150.6 552.4 -41.7 188.9 192.8 182.3 165.1

0.28 -23.0 11.0 48.6 134.0 462.6 -60.9 115.0 133.0 128.5 117.4

0.32 -12.1 14.7 44.6 112.6 375.0 -51.6 65.3 91.7 90.9 84.1

0.36 -6.1 14.3 37.0 89.0 289.5 -36.9 32.3 61.9 63.1 59.1

0.40 -2.9 11.5 27.5 64.1 205.6 -23.5 12.1 39.6 41.5 39.2

0.44 -1.2 7.3 16.8 38.7 122.9 -12.9 2.0 22.0 23.5 22.4

0.48 -0.3 2.5 5.6 12.9 40.9 -4.1 -0.5 7.0 7.6 7.3

Таблица 2.1

Значения I0 для различных Vs

что эквивалентно скачку g0 в т. ξ±2c при численном решении (2.54).

Интегралы I0 и I1 (2.63) определялись численноИх значения для

нескольких d и Vs приведены в Таблицах 2.1, 2.2, соответственно.

На Рис. 2.10 показана зависимость главного приближения поперечной

силы от положения частицы для различных |Vs| ≥ 1. Сила положительна

при Vs ≥ 1, а для отрицательной скорости скольжения V cr,0
s < Vs < 0 она

является знакопеременной функцией, и частица имеет устойчивое положе-

ние равновесия поперек канала. Здесь V cr,0
s = −2.84 критическое значение
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d/l Vs = −3.0 -2.0 -1.5 -1.0 1.0 1.5 2.0 3.0

0.04 -44881.1 -42916.3 -41028.8 -37484.0 63766.5 58448.0 55953.3 53558.1

0.08 -7392.2 -6816.8 -6285.1 -5340.2 14287.6 12059.2 11099.8 10225.4

0.12 -2536.3 -2274.6 -2041.0 -1644.4 6561.3 5050.9 4469.9 3971.7

0.16 -1181.1 -1038.2 -914.3 -711.9 4089.8 2816.2 2391.4 2051.4

0.20 -650.3 -564.0 -491.1 -375.5 3056.2 1827.6 1484.9 1230.5

0.24 -396.6 -341.1 -295.2 -224.4 2601.9 1295.5 1004.3 804.6

0.28 -257.4 -220.4 -190.4 -144.9 2466.1 964.4 712.0 552.3

0.32 -172.5 -147.4 -127.4 -97.5 2578.7 730.8 513.8 386.9

0.36 -115.8 -98.9 -85.6 -66.0 2976.5 545.4 366.2 268.6

0.40 -74.6 -63.7 -55.2 -42.9 3837.9 382.3 246.8 177.2

0.44 -41.9 -35.8 -31.1 -24.2 5760.3 227.9 142.9 101.1

0.48 -13.5 -11.6 -10.0 -7.8 12475.0 75.9 46.8 32.9

Таблица 2.2

Значения I1 для различных Vs
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скорости скольжения, которое следует из решения главного приближения.

Таким образом, для случая слабого сдвигового потока появляется дополни-

тельное положение равновесия, обусловленное невязким взаимодействием

частицы с параболическим невозмущенным течением и стенками. Оно на-

ходится на расстояниях от стенки, сравнимых с шириной канала, в отличие

от случая вязкого взаимодействия, рассмотренного выше, когда положение

равновесия находится близко от стенки,

deq ∼ lG ∼ lR−1/2
c ≪ l.

На Рис. 2.11 приведены результаты вычисления двучленного асимптоти-

ческого разложения для поперечной силы в сравнении с точным численным

решением уравнения (2.45). Также показана сила в неограниченном сдвиго-

вом потоке в пределе слабого сдвига, полученная в работе [89],

α ≫ 1, F ′
L = −288πµaV ′

sR
1/2
G α−5 ln

(
α2
)
. (2.65)

Двучленное разложение хорошо согласуется с численными результата-

ми. Выражение (2.65) дает отрицательную силу для всех положений ча-

стицы и скоростей скольжения, т.е. оно качественно отличается от полу-

ченных результатов. Положение равновесия для отрицательной скорости

скольжения, меньшей критической скорости (V cr
s = −2.41, −2, 73 при

Rc = 100, 1000, соответственно) представлено на Рис. 2.12 в зависимости

от Vs.

Для течения с критическими слоями при 0 < Vs < 1, построено только

асимптотическое невязкое решение в главном приближении. На Рис. 2.13 по-

казана зависимость поперечной силы в сравнении с численным решением.

Асимптотическая теория предсказывает появление положения равновесия

при положительной скорости скольжения, тем не менее количественное от-

личие от численных результатов больше, чем в случае |Vs| > 1 (ср. с Рис.

2.11).
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Рис. 2.10. Зависимость главного приближения поперечной силы от

положения частицы в режиме слабого сдвига для |Vs| ≥ 1. Пунктирная,

штриховая, сплошная и штрих-пунктирная линии соответствуют

Vs = −3, −1.5, 1.5, 3.
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Рис. 2.11. Асимптотическое решение для поперечной силы в сравнении с

точным численным решением (штрих-пунктирная линии) для (a) Vs = 1.5

and (b) Vs = −1.5. Кривые 1, 2 соответствуют Rc = 100, 1000, штриховые

и сплошные - главному приближению и двучленному разложению,

пунктирная - силе в неограниченном сдвиговом потоке в пределе слабого

сдвига.
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Рис. 2.12. Положение равновесия для отрицательной скорости скольжения.

Сплошные кривые 1, 2 соответствуют Rc = 100, 1000, штриховая -

главному приближению.
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Рис. 2.13. Асимптотическое решение для поперечной силы (штриховая

линия) в сравнении с точным численным решением (штрих-пунктирная

линия) для Rc = 1000, Vs = 0.8/101/2 (режим с критическим слоем).
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Асимптотическое решение для случая слабого сдвига построено в данном

разделе в виде разложения по двум параметрам Rs ≪ 1 и β ≪ 1. Большин-

ство предшествующих работ ограничивалось первым членом в разложении

по Rs, т.е. искались члены Rs, Rsβ, Rsβ
2... Выше показано, что попереч-

ная сила в этом приближении имеет порядок Rsβ
2. Единственной работой,

где была получена поправка O
(
R2
sβ
)

для случая слабого сдвига, была ра-

бота [72]. Таким образом, полученные результаты применимы при условии

Rs ≪ β ≪ 1.

2.3. Поперечная сила в горизонтальном течении в канале с вер-

тикальными стенками

В данном разделе рассматривается инерционная сила, действующая на ча-

стицу в горизонтальном течении в канале с вертикальными стенками [42]

(Фиг. 2.14). Такая конфигурация течения характерна, например, для задач

о гидроразрыве нефтеносного пласта. Результаты расчета силы использо-

вались для описания таких течений в работах [43, 45].

Число Рейнольдса, вычисляемое по скорости скольжения частицы в

вертикальном направлении V ′
sy, как и ранее, считается малым, Rs =

a
∣∣V ′

sy

∣∣ /ν ≪ 1. Для неограниченного линейного сдвигового потока попереч-

ная сила равна нулю в случае, когда скорость скольжения перпендикулярна

и скорости основного потока и ее градиенту [126, 127].

Невозмущенная скорость потока в системе координат, связанной с ча-

стицей, записывается в виде

v′ = v′xex + v′yey, (2.66)

v′x = U ′
m

(
γ
z′

l
− 4

z′2

l2

)
, v′y = VsyU

′
m.

В главном приближении по ε частица перемещается параллельно стенкам, а

скорость поперечной миграции асимптотически мала по сравнению со ско-
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Рис. 2.14. Конфигурация течения при миграции частицы в

горизонтальном течении в вертикальном канале.
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ростью скольжения. Безразмерная невозмущенная скорость имеет вид

v = v′/U ′
m =

(
εγzR−1/2

c − 4ε2z2R−1
c

)
ex + Vsyey. (2.67)

Уравнения и граничные условия для возмущений скорости записываются

аналогично (1.11-1.13)

εR1/2
c [(u · ∇)u+(v · ∇)u+(u · ∇)v] = −∇p+∇2u, (2.68)

∇ · u = 0, (2.69)

r = 1 : u =− Vsyey + εR−1/2
c (Ωp × r−γzex)+4ε2z2R−1

c ex, (2.70)

z = −ε−1R1/2
c d/l, ε−1R1/2

c (1− d/l) : u = 0, (2.71)

r → ∞ : u → 0. (2.72)

Отличие данной системы от (1.11-1.13) заключается в том, что в гранич-

ном условии (2.70) направление скорости обтекания частицы (первый член)

отличается от направления невозмущенной скорости.

Решения во внутренней и внешней областях строятся аналогично §2.1.

Поле скорости во внешней области U = (Ux, Uy, Uz) = O (1) описывается

уравнениями типа Озеена

∇ ·U = 0, (2.73)

Vx
∂U

∂X
+ Vy

∂U

∂Y
+
dVx
dZ

Uzex +∇P −∇2U = −6πVsyδ (R) ey,

Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : U = 0, (2.74)

R → ∞ : U = 0. (2.75)

Vx = γZ − 4R−1/2
c Z2, Vy = VsyR

1/2
c . (2.76)

Основное отличие данной системы от (2.24-2.28) заключается в наличии

двух компонент в выражении невозмущенной скорости V =(Vx, 0, Vy) , за-

писанной через внешние координаты.
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Система (2.73) решается с использованием двумерного преобразования

Фурье. В результате ее можно переписать в виде

∇̃ · Ũ = 0,

(ikxVx + ikyVy) Ũ+
dVx
dZ

Ũzex + ∇̃P̃ − ∆̃Ũ = − 3

2π
Vsyδ(Z)ey, (2.77)

∇̃ =

(
ikx, iky,

d

dZ

)
, ∆̃ =

d2

dZ2
− k2, k2 = k2x + k2y.

Система (2.77) преобразуется в единственное обыкновенное дифференци-

альное для Фурье-образа поперечной скорости:[
∆̃2 − (ikxVx + ikyVy) ∆̃− ikx8R

−1/2
c

]
Ũz = −ikyVsy

3

2π

dδ (Z)

dZ
, (2.78)

Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : Ũz =
dŨz
dZ

= 0. (2.79)

Размерная поперечная сила для рассматриваемой конфигурации тече-

ния может быть представлена в виде

F ′
L = 6πρV

′2
sya

2cm (d/l, Vsy, Rc) , (2.80)

где cm = O (1) - коэффициент поперечной скорости миграции. Таким обра-

зом, сила квадратично зависит от скорости скольжения, в отличие от слу-

чая, рассмотренного в п. 2.1. Поперечная сила рассчитывалась аналогично

п. 2.1. в зависимости от трех основных безразмерных параметров: расстоя-

ния частицы до стенки d/l, параметра скольжения Vsy и числа Рейнольдса

невозмущенного потока Rc. Параметры варьировались в широких пределах,

0.001 ≤ Vsy ≤ 4, 0.1 ≤ Rc ≤ 1000.

В работе [81] рассматривалась задача о движении малой сферы парал-

лельно двум стенкам в покоящейся жидкости или при малых числах Рей-

нольдса невозмущенного потока, Rc ≪ 1 :

F ′
L,V C = 6πρV

′2
sya

2cV Cm (d/l) . (2.81)
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Коэффициент поперечной скорости миграции cV Cm в этом случае зависит

только от расстояния до ближайшей стенки. Для этой зависимости была

предложена следующая аппроксимация:

cV Cm = −0.3125ξ − 0.0996ξ3 + 14.34ξ5 − 116.3ξ7 + 403.7ξ9 − 518ξ11, (2.82)

ξ = d/l − 1/2.

Сила направлена к центру канала, cV Cm ≥ 0, где находится единственное

устойчивое положение равновесия, cV Cm (1/2) = 0.

Результаты расчетов коэффициента поперечной скорости миграции по-

казаны на Рис. 2.15 в зависимости от расстояния до стенки для различных

Vsy, Rc. Для сравнения приведена зависимость (2.82). Коэффициент всегда

положителен, т.е. частица мигрирует к устойчивому положению равнове-

сия в центре канала. Вблизи стенки сила обусловлена только инерционным

взаимодействием со стенкой и поэтому для всех Vsy, Rc

cm (d/l → 0) = cV Cm (d/l → 0) = 3/32.

Для чисел Рейнольдса Rc ≤ 1 (Рис. 2.15(а)) cm близок к значениям

cV Cm для любых d/l и Vsy, т.е. в этом случае задача эквивалентна движе-

нию сферы в покоящейся жидкости. При больших числах Рейнольдса (Рис.

2.15(c,d)) можно было ожидать, что коэффициент будет мал вдали от стен-

ки, т.к. масштаб внешней области lR−1/2
c при этом мал, и инерционным вза-

имодействием со стенкой можно пренебречь. Можно видеть, однако, что

зависимости при конечных Vsy могут иметь максимумы и превышать зна-

чения cV Cm . Данный эффект связан с кривизной профиля невозмущенной

скорости, и задачу также можно рассматривать, как движение в неограни-

ченном параболическом потоке. Для ее описания следует ввести масштаб

внешней области, основанный на кривизне профиля,

Lc = lR−1/3
c .
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Рис. 2.15. Коэффициент поперечной скорости миграции для различных

значений параметра Vsy и числа Рейнольдса (a) Rc = 1, (b) Rc = 10, (c)

Rc = 100, (d) Rc = 1000.
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Уравнение для Фурье-образа поперечной скорости (2.78) и граничное

условие (2.79) при этом перепишутся в виде[
∆̃2 −

(
ikxV

c
x + ikyV

c
y

)
∆̃ − 8ikx

]
Ũz = −ikyVsy

3

2π

dδ (Z)

dZ
, (2.83)

Z = ±R1/3
c /2− ξ : Ũz =

dŨz
dZ

= 0, (2.84)

V c
x = 4

(
2ξZc − Zc2

)
, V c

y = VsyR
2/3
c ,

ξ = (1/2− d/l)R1/3
c , Zc = z′/Lc, kc = R1/6

c k.

Здесь ξ - безразмерное расстояние частицы до оси канала. При фиксирован-

ном значении V c
y уравнение (2.83) не включает число Рейнольдса. Для поло-

жения частицы на расстояниях порядка Lc от оси канала имеем ξ = O (1) ,

стенки находятся на больших расстояниях от частицы (граничное условие

(2.84) эквивалентно условию затухания возмущений на бесконечности), и

их влияние пренебрежимо мало. Таким образом, решение (2.83), (2.84) не

должно зависеть от Rc, а только от двух безразмерных параметров, ξ и V c
y .

На рис. (2.16) показаны результаты расчета коэффициента поперечной силы

в зависимости от ξ для различных значений параметра V c
y . Как и следова-

ло ожидать, зависимости, рассчитанные для нескольких больших значениях

чисел Рейнольдса, совпадают для ξ ∼ 1.

2.3.1. Произвольное направление скорости скольжения Ре-

зультаты данного и предыдущих разделов могут быть обобщены и для про-

извольного направления скорости скольжения относительно скорости ос-

новного течения.

Поле скорости во внешней области описывается также уравнениями типа

Озеена (ось x совпадает с направлением основного течения)

∇ ·U = 0, (2.85)

Vx
∂U

∂X
+ Vy

∂U

∂Y
+
dVx
dZ

Uzex +∇P −∇2U = −6π (Vsyey + Vsxex) δ (R) ,
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Рис. 2.16. Коэффициент поперечной силы вблизи центра канала для

больших чисел Рейнольдса и различных значений параметра скольжения

(a) предел сильного сдвига,
(
ε2 ≪ Vzc ≪ 1

)
, (b) Vzc = 2, (c) Vzc = 4.
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Z = −R1/2
c d/l, R1/2

c (1− d/l) : U = 0, (2.86)

R → ∞ : U = 0. (2.87)

Vx = VsxR
1/2
c + γZ − 4R−1/2

c Z2, Vy = VsyR
1/2
c . (2.88)

В данном случае сила, действующая на частицу, имеет две компоненты,

параллельную, 6πVsxex, и перпендикулярную, 6πVsyey, основному течению.

В соответствии с этим точечная сила в правой части уравнений (2.85) так-

же имеет две компоненты. Поскольку уравнения (2.85) линейны, их решение

можно строить в виде суперпозиции решений для параллельного и перпен-

дикулярного относительного движения частицы. При этом, однако, следует

иметь в виду, что скорость сдвига частицы входит не только в правую часть

(2.85), но и в скорость невозмущенного потока (Vx, Vy, 0) в левой части. Та-

ким образом, в общем случае Vsx, Vsy ∼ 1 решения для параллельного и

перпендикулярного движения будут зависеть от обоих компонент скорости

скольжения. Для случая сильного сдвига |Vsx| ≪ 1, |Vsy| ≪ 1 скоростью

скольжения в профиле невозмущенной скорости можно пренебречь, и без-

размерная поперечная сила является суммой сил, соответствующих парал-

лельному и перпендикулярному относительному движению:

|Vsx| ≪ 1, |Vsy| ≪ 1 : FL = 6πR1/2
p

[
F1z (d/l, Rc) +R−1/2

c V 2
sycm (d/l, Rc)

]
,

где F1z - безразмерная поперечная сила для движения в вертикальном те-

чении (кривые 4 на Рис. 2.2).

2.4. Нейтрально плавучая частица

Для нейтрально плавучей частицы уравнения внешней области были впер-

вые выведены в работе [91]. В отличие от указанной работы, где в ка-

честве основного асимптотического параметра использовалась величина

a/l = R
1/2
p R

−1/2
c , в настоящей работе для разложения используется параметр
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ε = R
1/2
p . Если скорость обтекания удовлетворяет условию |V | ≪ ε2/Rc, воз-

мущенное течение вызвано сдвиговым течением и вращением сферы. Раз-

ложения для u и p могут быть представлены в виде:

u = εunb0 + o (ε) , p = εpnb0 + o (ε) . (2.89)

Главное приближение для возмущенного течения во внутренней области

по-прежнему описывается уравнениями Стокса (2.14), (2.15), но граничные

условия при этом другие:

r = 1 : unb0 =R−1/2
c (Ωp × r−γzex) , (2.90)

r → ∞ : unb0 → 0. (2.91)

Следует отметить, что граничные условия (2.90), (2.91) не зависят от кри-

визны профиля невозмущенной скорости. Решение (2.14), (2.15), (2.90),

(2.91) записывается в виде

unb0 = R−1/2
c

[(
Ωp +

γ

2
ey

)
× r

r3
+

5

2
γrxz

(
1

r7
− 1

r5

)
− γ

2r5
(exz + ezx)

]
.

(2.92)

Данное поле скорости приводит к действию на частицу момента

8πR
−1/2
c (Ωp + eyγ/2) , а сила на нее равна нулю. Считается, что частица

вращается свободно, т. е. момент равен нулю, поэтому для угловой скоро-

сти вращения имеем Ωp = −eyγ/2. В результате первый член в квадратных

скобках в решении (2.92) также равен нулю.

Поле скорости (2.92) может быть записано во внешних переменных в

виде

unb0 = −ε25
2
R−1/2
c

γRXZ

R5
+O

(
ε4
)
. (2.93)

Оно соответствует вязкому течению, индуцированному симметричным ди-

полем в начале координат. С учетом (2.89) и (2.93) разложения скорости и
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давления во внешней области обезразмериваются следующим образом

u = ε3U+ o(ε3), p = ε4P + o(ε2).

Условие сращивания выполняется автоматически, если в уравнении им-

пульса для внешней области добавлен сингулярный член, соответствующий

симметричному диполю [91]:

∇2U−∇P−V x
∂U

∂X
−dV x

dZ
Uzex =

10

3
πγR−1/2

c

[
ex
∂δ (R)

∂Z
+ ez

∂δ (R)

∂X

]
, (2.94)

V x = γZ − 4R−1/2
c Z2.

Уравнение (2.94) должно быть решено совместно с уравнением неразрыв-

ности и граничными условиями (2.26), (2.27). Полученная система также

может быть, аналогично (2.24)-(2.27), сведена к обыкновенному дифферен-

циальному уравнению для Фурье-образа поперечной скорости:

(
∆̃2 − ikxV x∆̃− ikx8R

−1/2
c

)
Ũz = ikxγR

−1/2
c

5

6π

[
d2δ(Z)

dZ2
+ k2δ(Z)

]
, (2.95)

с граничными условиями (2.33). Член в правой части эквивалентен скачку

первой и третьей производных в начале координат:[
dŨz
dZ

]
= ikxγR

−1/2
c

5

6π
,

[
d3Ũz
dZ3

]
=
[
2k2 + ikxV x (0)

] [dŨz
dZ

]
+ ikxk

2γR−1/2
c

5

6π
= ikxk

2γR−1/2
c

5

2π
.

С учетом того, что Фурье-образ поперечной скорости, соответствующий

симметричному диполю, является чисто мнимой величиной, поперечная си-

ла на частицу выражается соотношением

Fz = 6πε3 Re
[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Ũz
∣∣
Z→0

dkxdky

]
. (2.96)
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Численное решение (2.95) и вычисление интегралов (2.96) производилось

аналогично п. 2.1.. Для аппроксимации Ũz при больших k использовалось

асимптотическое решение (2.95). Для нейтрально плавучей частицы из него

можно получить:

Re Ũz (kx, ky, 0) = γR−1
c

15

8π

k2x
k5

+O
(
k−5
)
, k → ∞.

Результаты расчетов Fz представлены на Рис. 2.17 в виде функций от

расстояния до стенки для различных чисел Рейнольдса, 15 ≤ Rc ≤ 3000.

Для Rc = 15 рассчитанные значения находятся в хорошем соответствии

с кривой, полученной в работе [91] и близки к значениям, найденным в

асимптотическом пределе Rc ≪ 1 [81]. В случае больших чисел Рейнольдса

влияние стенки опять проявляется только в тонких пристеночных слоях.

В большей части течения ее влияние мало, и величина поперечной силы

значительно меньше и убывает с числом Рейнольдса.

Положение равновесия нейтрально плавучей частицы deq/lp в зависимо-

сти от Rc показано на Рис. 2.18. Число Рейнольдса, для которого поперечная

сила равна нулю для данного deq, вычислялось методом Ньютона.

Для того чтобы разделить эффекты, связанные с влиянием стенки и

кривизной профиля невозмущенной скорости, следует получить решение

во внешней области, используя LSa в качестве ее масштаба. Возмущенная

скорость при этом обезразмеривается на U ′
G = (νG)1/2 вместо U ′

m, а безраз-

мерная сила на частицу записывается в виде Fz=ε3Gcnbez, где cnb = O (1) -

коэффициент поперечной силы для нейтрально плавучей частицы. Следо-

вательно, для размерной силы имеем выражение:

F′ = ρG2a4cnbez.

2.4.1. Течение в канале Аналогично (2.95) можно получить следу-

ющее уравнение для Фурье-образа поперечной скорости:(
∆̃2
G − iqxV Gx∆̃G − iqx2σ

)
Γz = iqx

5

6π

[
d2δ(ζ)

dζ2
+ q2δ(ζ)

]
. (2.97)



91

Рис. 2.17. Поперечная сила на нейтрально плавучую частицу при

Rc = 15, 100, 300, 1000, 3000 (кривые 1-5). Штрих-пунктирная кривая -

результаты работы [91] для Rc = 15, штриховая линия - результаты

работы [82].
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Рис. 2.18. Теоретическое положение устойчивого равновесия нейтрально

плавучей частицы в сравнении с экспериментальными ([56], кресты)

результатами.
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V Gx = ζ − σζ2. (2.98)

Зависимости коэффициента поперечной силы cnb представлены на Рис. 2.19

в виде функций от σ для различных чисел Рейнольдса. Их поведение анало-

гично случаю не нейтрально плавучей частицы (см. Рис. 2.6), и они также

сходятся к предельной зависимости cunb, соответствующей неограниченному

потоку и зависящей только от одного параметра в (2.98), σ. Для опреде-

ления cunb использовалась процедура, аналогичная случаю не нейтрально

плавучей частицы. Зависимость cunb (σ) представлена на Рис. 2.20. Величи-

на поперечной силы монотонно растет и равна нулю для неограниченного

линейного сдвигового потока (σ = 0) в силу симметрии.
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Рис. 2.19. Коэффициент поперечной силы нейтрально плавучей частицы в

зависимости от параметра σ для Rc = 100, 300, 1000, 3000 (кривые 1-4).

Символы на кривых соответствуют значениям (слева направо)

d/l = 0.05, 0.1, 0.15, ...
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Рис. 2.20. Коэффициент поперечной силы нейтрально плавучей частицы в

неограниченном параболическом потоке.
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2.4.2. Линейный сдвиговый поток, ограниченный одной стен-

кой В этом случае поперечная сила вызвана только влиянием стенки.

Фурье-образ поперечной скорости также описывается уравнением (2.97), но

профиль скорости и граничные условия иные:

V Gx = ζ,

ζ = −ζw < 0 : Γz =
dΓz
dζ

= 0,

ζ → +∞ : Γz → 0.

Границы области интегрирования, как и для случая не нейтрально плавучей

частицы располагаются на достаточно большом расстоянии от сферы. Для

двух убывающих с |ζ| решений в этом случае можно получить:

ζ → ∞, q = O(1) : φ1 = exp (−qζ) , φ2 = exp

(
−2

3

√
iqxζ

3/2

)
,

На Рис. 2.21 представлена зависимость cnb (ζw). Сила всегда положитель-

на, т.е. направлена от стенки.

2.5. Сравнение с экспериментальными данными

Теоретические результаты можно сравнить с данными экспериментальных

работ [56, 63]. Миграция частиц в вертикальном канале с числами Рейнольд-

са канала 42 − 230 и числами Рейнольдса частицы 0.02 − 0.5 изучалась в

[63]. Результаты сравнения приведены на Рис. 2.22. Там же показаны кри-

вые, рассчитанные в работе [92], в которой не учитывалось влияние одно-

родного потока в профиле невозмущенной скорости, т.е. считалось |v| ≪ 1.

Теоретические зависимости отличаются друг от друга, т.е. роль однородно-

го потока в расчетах поперечной силы существенна даже при небольшом

v. Кроме того, теоретические данные обеих работ значительно отличаются

от экспериментальных. Причинами отличий могут быть разная геометрия
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Рис. 2.21. Коэффициент поперечной силы нейтрально плавучей частицы в

линейном сдвиговом потоке, ограниченном одной стенкой.
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Рис. 2.22. Сравнение результатов теоретических расчетов (кривые)

поперечной силы для (a) не нейтрально плавучей и (b) нейтрально

плавучей частиц с экспериментальными (символы), [63] и [56],

соответственно. (a) Rc = 90.6, v = 0.379 (штриховые линии, кресты);

Rc = 178, v = 0.27 (сплошные кривые, квадраты). Жирные линии -

результаты настоящей работы, тонкие - работы [92].

(b) Rc = 39.2 (штрих-двойной-пунктир,

треугольники); Rc = 67.6 (штрих-пунктирная кривая,

квадраты); Rc = 104.6 (сплошные кривые, ромбы) Rc = 144.4 (штриховые

линии, кресты).
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(плоская в теории и круговая в эксперименте) и конечность числа Рейнольд-

са частиц.

Результаты сравнения величины поперечной силы для нейтрально пла-

вучей частицы и положения равновесия с данными [56] приведены на Рис.

2.22(b) и 2.18, соответственно. Расчетные кривые хорошо предсказывают

экспериментальные значения, за исключением положений частиц, близких

к оси канала. Теоретическая и экспериментальная зависимости положения

равновесия очень близки для Rc ≤ 100. Причиной различия для больших

чисел Рейнольдса канала является, видимо, конечность числа Рейнольдса

частиц Rp. Так для Rc = 116, 232, 346 число Rp в экспериментах составляло

0.34, 0.68 и 1.00.

В заключение данной Главы приведем классификацию различных ре-

жимов инерционной миграции при больших Rc в зависимости от параметра

скольжения α и расстояния до стенки d (см. Табл. 2.3).

Результаты второй главы опубликованы в работах [37, 47, 48, 49, 40, 52,

42, 43, 45].
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ГЛАВА 3

ВОЗМУЩЕННОЕ ПОЛЕ СКОРОСТИ ВДАЛИ ОТ ЧАСТИЦЫ

В данной главе рассматривается поле возмущенного течения при обтекании

частицы неограниченным сдвиговым потоком [44, 54]. При этом определя-

ются все три компоненты скорости во всех областях течения: вязкой, Озеена,

невязкой и в вязких следах (см. Рис. 3.1). Полученные результаты исполь-

зуются также для описания дальнего инерционного взаимодействия пары

частиц в сдвиговом потоке.

3.1. Фурье-преобразование поля скорости

Фурье-образ поперечной скорости Ũz описывается уравнением (1.35). Для

определения двух других компонент, Ũx и Ũy, вводится двумерное преобра-

зование Фурье поля завихренности,

ω̃z ≡ i
(
kyŨx − kxŨy

)
.

Уравнение для ω̃z можно получить из (1.34):

[
∆̃− ikx (α+ Z)

]
ω̃z = iky

[
3

2π
δ (Z) + Ũz

]
. (3.1)

С учетом (1.33) Фурье-образы X и Y компоненты скорости можно вы-

разить через dŨz

dZ и ω̃z следующим образом:

Ũx = ik−2

(
kx
dŨz
dZ

− kyω̃z

)
, Ũy = ik−2

(
ky
dŨz
dZ

+ kxω̃z

)
. (3.2)

Обыкновенные дифференциальные уравнения (1.35), (3.1) интегрирова-

лись численно с использованием схемы Рунге-Кутта четвертого порядка

точности и метода ортонормализации Годунова [123]. Границы области ин-

тегрирования устанавливались на достаточно больших расстояниях |Z| от
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Рис. 3.1. Схема дальнего поля течения, индуцированного сферой в

неограниченном сдвиговом потоке.
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сферы, где можно получить аналитические выражения для линейно неза-

висимых решений φi(Z), i = 1− 4.

Обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка (1.35)

имеет 4 линейно независимых решения φi, i = 1 − 4. Предполагая для них

следующую экспоненциальную зависимость

φi = exp (λi |Z|νi) ,

можно получить два решения, затухающих при больших |Z| [37]:

Z → ∞, k = O(1) : φ1 ∼ exp (−k |Z|) , φ2 ∼ exp

(
−2

3

√
ikx |Z|3/2

)
.

(3.3)

Здесь выбирается ветвь комплексной функции
√
ikx с положительной

действительной частью. Два решения имеют масштабы L1 = k−1 и L2 =

|kx|−1/3 , соответственно.

Возмущения скорости определяются в результате численного интегриро-

вания обратного преобразования Фурье (1.32) с использованием полярных

координат k, θ = arccos(kx/k),

U =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

Ũ exp [ik (X cos θ + Y sin θ)] kdkdθ. (3.4)

Из уравнений (1.35), (3.1), (3.2) можно сделать вывод, что Ũz и Ũx - чет-

ные функции ky, а ω̃z и Ũy - нечетные. Кроме того, выполняются соотно-

шения Ũ (kx, ky, Z) = Ũ∗ (−kx, ky, Z) . Здесь верхний индекс ∗ обознача-

ет комплексно сопряженные величины. В результате достаточно получить

решение (1.35) и проинтегрировать (3.4) только для первого квадранта,

kx > 0, ky > 0:

Ux,z = 4

∫ ∞

0

∫ π/2

0

Re
[
Ũx,z exp (ikX cos θ)

]
cos (kY sin θ) kdkdθ,

Uy = −4

∫ ∞

0

∫ π/2

0

Im
[
Ũy exp (ikX cos θ)

]
sin (kY sin θ) kdkdθ. (3.5)
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Следствием последних уравнений также является четность Uz и Ux и

нечетность Uy по Y . Для предельного случая сильного сдвига (α ≪ 1) x и

z− компоненты возмущенной скорости - четные функции, а y− компонента

- нечетная функция R, т.е.

Ux,z (R) = Ux,z (−R) , Uy (R) = −Uy (−R) .

Это можно доказать, введя новую систему координат

R′ = (X ′, Y ′, Z ′) = − (X,Y, Z) ,
(
k′x, k

′
y, Z

′) = − (kx, ky, Z)

и поменяв знак точечной силы. Тогда будем иметь из уравнений (1.35), (3.1),

(3.2), (3.4):

Ũ′ = −Ũ∗, U ′
x,z (R

′) = −Ux,z (R) , U ′
y (R

′) = Uy (R) .

Следует также отметить, что возмущенная скорость для нейтрально-

плавучей частицы имеет другую симметрию: Uz и Ux нечетные функции R

[128].

3.1.1. Асимптотика прямых и обратных преобразований Фу-

рье Обратные преобразования Фурье (3.5) интегрируются численно для

данного R до значения kmax = 30R−1. Для того чтобы вычислить вклад

интервала (kmax,∞) , необходимо найти асимптотику подынтегрального вы-

ражения при k ≫ 1. Кроме того, численное решение конечно-разностных

обыкновенных дифференциальных уравнений (1.35) и (3.2) представляет

дополнительные трудности при k ≪ 1 и k ≫ 1. Для малых k масштабы

линейно независимых решений (3.3), L1 и L2, велики и существенно разли-

чаются при kx ∼ ky ∼ k ≪ 1. В результате решение φ2 затухает гораздо

быстрее, и решение φ1 является основным в дальней области (смотри (3.6)).

Поэтому даже метод ортонормализации не позволяет с достаточной точно-

стью получить решение (1.35) и (3.2), и необходимо построение асимптоти-

ческих решений для Ũ.
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Малые волновые числа соответствуют полю скорости в дальней невязкой

области. В работе [90] было получено асимптотическое решение для Фурье-

образа нормальной компоненты поля скорости,

k ≪ 1, |Z| ≫ 1 : Ũas
z = Ak2/3x k−1 exp (−k |Z|) , (3.6)

dŨas
z

dZ
= −A sgn (Z) k2/3x exp (−k |Z|) ,

A =
32/3

4π
Γ

(
2

3

)
.

Из решения (3.6) была также найдена асимптотика самой скорости на

оси Z:

|Z| ≫ 1 : Uas
z (0, 0, Z) = 0.9064 |Z|−5/3 . (3.7)

Следует заметить, что Uas
z - четная функция Z, т.е. возмущения анти-

симметричны, в отличие от симметричных возмущений, возникающих при

обтекании сферы однородным потоком.

Уравнение (3.6) не удовлетворяет условию (1.38), т.к.

Ũas
z = O

(
k−1/3

)
,

[
d2Ũas

z

dZ2

]
∼ k−1/3L−2

1 = O
(
k5/3

)
,

в то время как из (1.38) следует, что скачок второй производной равен O (k).

Это означает, что условию (1.38) удовлетворяет второе асимптотическое ре-

шение (3.3), т.к. оно изменяется на меньшем масштабе:

[
d2φ2

dZ2

]
∼ φ2L

−2
2 = O (k) ,

так что φ2 = O
(
k1/3

)
≪ φ1. Таким образом, выражение (3.6) действительно

определяет основной вклад в Фурье-образ поперечной скорости в дальней

области.

Свойства поля скорости Uz в дальней невязкой области, которой соот-

ветствуют малые k, можно найти из (3.6). Степенной закон нормальной
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скорости (3.7) для |Z| ≫ 1, полученный в [90], может быть легко получен

из зависимости Фурье-образа

Ũas
z ∼ k−1/3 exp (−k |Z|)

. Обратное преобразование Фурье (3.4) формируется за счет малых значений

k ∼ |Z|−1 ≪ 1, в результате Uz ∼ Ũzk
2 ∼ |Z|−5/3 при |Z| ≫ 1. Подставляя

(3.6) в (1.32) будем иметь

R ≫ 1 : Uz = A

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
k2/3x k−1 exp [−k |Z|+ i (kxX + kyY )] dkxdky.

Интегрируя по ky, получим

ρ≫ 1 : Uz = 2A

∫ ∞

−∞
K0 (kxρ) k

2/3
x exp (ikxX) dkx, (3.8)

ρ =
(
Y 2 + Z2

)1/2
где K0 - модифицированная функция Бесселя. Уравнение (3.8) означает,

что поле Uz обладает цилиндрической симметрией при больших ρ, Uz =

Uz (X, ρ) , для любых α и X. При X = 0, интегрирование по kx в (3.8)

также можно произвести явно [121]:

X = 0, ρ≫ 1 : Uz = 24/3A (Γ (5/6))2 ρ−5/3 = 0.9064ρ−5/3. (3.9)

Таким образом, получено обобщение асимптотического результата (3.7),

найденного в работе [90] только для оси Z (X = 0, Y = 0), на всю медиан-

ную плоскость, X = 0. Возмущение Uz убывает по закону ρ−5/3 в невязкой

области в сдвиговом потоке, т.е. медленнее, чем в однородном потоке, где

имеет место закон убывания ρ−2.
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Асимптотическое решение для малых значений k и больших |Z| ∼ k−1 ≫

1 можно также получить для Фурье-образа завихренности ω̃z. Член, про-

порциональный Ũz в правой части (3.1) имеет порядок k−1/3 ≫ 1, а в левой

части имеем ∣∣∣∆̃∣∣∣ ∼ k2 ≪ |kx (α + Z)| ∼ 1.

В результате с учетом (3.6) получим:

|Z| ∼ k−1 ≫ 1 : −ikxZω̃asz = ikyŨz = iAk2/3x kyk
−1 exp (−k |Z|) , (3.10)

откуда с учетом (3.2) и (3.6) можно получить асимптотическое решение для

Фурье-образов Ũx и Ũy при |Z| ∼ k−1 ≫ 1:

Ũas
x =

iA

k
1/3
x k2

(
−sgn (Z) k2x +

k2y
Zk

)
exp (−k |Z|) , (3.11)

Ũas
y =

iAk
2/3
x ky
k2

(
−sgn (Z)− 1

Zk

)
exp (−k |Z|) .

Численное интегрирование уравнений (1.35) и (3.1) проводилось в интер-

вале −20L2 ≤ Z ≤ 20L2. Для бо́льших расстояний использовались асимп-

тотические решения (3.6) и (3.11).

В противоположном предельном случае, при больших волновых чис-

лах, необходимо сравнивать полученное численное решение (1.35) с Фурье-

образами Стокслета и Озеенлета, ŨS и ŨO, полученными в работе [66]

ŨS
x =

3

8π

[
−2

k
+
k2x
k3

(1 + k |Z|)
]
exp (−k |Z|) ,

ŨS
y =

3

8π

kxky
k3

(1 + k |Z|) exp (−k |Z|) ,

ŨS
z =

3

8π

ikx
k
Z exp (−k |Z|) ,

ŨO
x = − 3

4πα

[
ikx exp (−k |Z|)

k
− (ikx − α) exp (−t |Z|)

t

]
,
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ŨO
y = −3iky

4πα

[
exp (−k |Z|)

k
− exp (−t |Z|)

t

]
,

ŨO
z =

3

4πα
sgn (Z) [exp (−k |Z|)− exp (−t |Z|)] ,

t =
√
k2 + iαkx.

Большие значения k соответствуют полю скорости в вязкой области.

Если |Z| ∼ R ≪ 1, основной вклад в интеграл (3.4) дают величины k ∼ R−1.

В результате имеем U ∼ Ũk2 ∼ R−1, т.е. закон убывания Стокслета.

Разность Ũ−ŨS соответствует поправке первого порядка к полю скоро-

сти (1.24). Интеграл от нее по большим значениям k = O
(
R−1

)
приводит к

возникновению разрывности решения uPP∞ в начале координат. Однородная

часть решения w∞ сращивается с внутренним пределом разности U−UO:

w∞ =

{∫ ∫ (
Ũ− ŨO

)
exp [ik (X cos θ + Y sin θ)] kdkdθ

} ∣∣
R→0

. (3.12)

Найденные численно значения Ũ близки к ŨSи ŨO:

k ≫ 1 : Ũ = ŨS
[
1 +O

(
k−1
)]
, Ũ = ŨO

[
1 +O

(
k−2
)]
.

В результате интеграл (3.12) сходится при k ≫ 1.

Для значений |Z| ∼ 1 преобразование Фурье можно представить в виде

Ũ = a (k, θ, Z) exp (−k |Z|)

при k ≫ |Z|−1 , где вектор a не содержит экспоненциально больших чле-

нов. Тогда для вычисления асимптотического вклада интервала (kmax,∞)

в обратное преобразование Фурье (3.4) используем следующее соотношение
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[129]:

kmaxR ≫ 1 :

∫ ∞

kmax

a exp (−kS) kdk

=
a (kmax, θ, Z) kmax exp (−kmaxS)

S

[
1 +O

(
1

kmaxR

)]
,

S = |Z| − i (X cos θ + Y sin θ) , S = O (R) .

Основной вклад при интегрировании по θ в (3.4) дает малый интервал

вблизи точек θ0 = arctan (Y/X) ± π, где ReS достигает минимумов. В ре-

зультате в главном приближении по (kmaxR)
−1 имеем∫ ∞

kmax

∫ 2π

0

Ũ exp [ik (X cos θ + Y sin θ)] kdkdθ

= 2Re

[√
2πkmax

η

a (kmax, θ0, Z) exp {i (kmaxη − π/4)− kmax |Z|}
iη − |Z|

]
,

где η2 = X2 + Y 2. Последняя формула верна также при kmax |Z| ∼ 1, если

kmaxR ≫ 1.

3.2. Численные результаты

Численные значения двух компонент инерционной скорости миграции (3.12)

совпадают для случая α ≪ 1 с величинами, найденными ранее: wz∞ = 0.343

[72] и wx∞ = 0.0735 [127]. Y−компонента скорости миграции равна нулю в

силу симметрии: Uy - нечетная функция Y.

Поле нормальной компоненты возмущенной скорости Uz показано на

Рис. 3.2-3.4. Поскольку Стокслет US
z = 0 при X = 0, функция Uz име-

ет конечные пределы при X → 0 на осях Y и Z. На Рис. 3.2 показаны

зависимости Uz (0, 0, Z) для α ≪ 1, α = 1 и α = 2. Их значения в на-

чале координат (w∞ (α) , точки на Рис. 3.2(a)) совпадают с величинами,

полученными в работах [30, 89]. Разрывность численного решения в нача-

ле координат соответствует разрывности части решения uPP∞ . Для больших



110

|Z| зависимости убывают по степенному закону |Z|−5/3 (см. Рис. 3.2(b)) в

соответствии с асимптотическим решением (3.7).

На Рис. 3.3 представлена зависимость Uz от координаты Y для тех же

значений α и X = Z = 0. Для больших Y все кривые близки к асимптоти-

ческому решению 0.9064 |Y |−5/3 (уравнение (3.9)). Цилиндрическая симмет-

рия Uz для больших R (уравнение (3.8)) проиллюстрирована на Рис. 3.4,

где показаны численные значения линий уровня Uz.

Поле трансверсальной компоненты на оси Y (X = Z = 0) представлено

на Рис. 3.5. Uy равна нулю при α ≪ 1 вследствие симметрии. Численные

результаты сравниваются с трансверсальной компонентой возмущенной ско-

рости для однородного течения [66],

UV C
⊥ =

3

4αR2
(2− (Rα + 2) exp (−Rα/2)) . (3.13)

Возмущения скорости в сдвиговом потоке всегда больше. Обе зависимо-

сти имеют одинаковое значение при Y → 0 :

Uy|Y→0 = 3α/16sgn (Y ) ,

равное внешнему пределу внутреннего решения первого порядка (1.26). UV C
⊥

убывает как R−2 при R → ∞, т.е. в невязкой области. На Рис. 3.5 (b) можно

видеть, что Uy убывает в невязкой области как |Y |−4/3 , т.е. медленнее, чем

решение для однородного течения UV C
⊥ ∼ |Y |−2.

На Рис. 3.6 и 3.7 представлены изолинии поля Uy и векторное поле

(Uy, Uz) в срединной плоскости X = 0. Изолинии поля Uy в отличие от

Uz вытянуты в трансверсальном направлении.

Рис. 3.8, 3.9 и 3.10 показывают Ux в виде функций Z, Y и X на трех

координатных осях. Ux близка к Стокслету на малых расстояниях (уравне-

ние (1.20), пунктирная линия). Ux (0, 0, Z) меняет знак вдали от частицы,

при Z = O (10) . При больших Z главный вклад в Ux дает интегрирование
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Рис. 3.2. Компонента скорости Uz в зависимости от Z для X = Y = 0 на

(a) конечных и (b) больших расстояниях от сферы. Точки на (a) - w∞,

уравнение (3.12), сплошная и штрих-пунктирная линии на (b)− Z > 0 и

Z < 0, соответственно, штриховая линия - асимптотическое решение

Uas
z = 0.9064 |Z|−5/3.
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Рис. 3.3. Компонента скорости Uz в зависимости от Y для X = Z = 0.

Другие обозначения соответствуют Рис. 3.2.
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Рис. 3.4. Изолинии Uz для X = 0, α = 1.
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Рис. 3.5. Компонента скорости Uy в зависимости от Y для X = Z = 0 на

(a) конечных и (b) больших расстояниях от сферы. Числа на кривых

обозначают величины параметра α. Пунктирные линии соответствуют

зависимости (3.13) для однородного невозмущенного потока, штриховые -

Y −4/3.
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Рис. 3.6. Изолинии Uy для X = 0, α = 1.
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по малым значениям k ∼ |Z|−1 , где верно асимптотическое решение (3.11)

для Ũas
x . Данное решение, в отличие от Ũas

z , чисто мнимое и поэтому не дает

вклада в интеграл (3.5) при X = Y = 0. В результате Ux (0, 0, Z) убывает

на больших расстояниях быстрее, чем |Z|−2 . Зависимость продольной ско-

рости от Y также быстро убывает. Таким образом, Ux меньше остальных

компонент скорости на срединной плоскости невязкой области, R ≫ 1. Тем

не менее, как показано в следующем разделе, в ламинарных следах вверх и

вниз по потоку она является наибольшей компонентой скорости.

3.3. Ламинарные следы в сдвиговом потоке

Не нейтрально плавучая частица индуцирует в окружающей жидкости де-

фицит суммарного импульса, который вследствие закона сохранения равен

ее сопротивлению. Область пониженного импульса жидкости переносится

конвективно невозмущенным сдвиговым потоком и растет в поперечном раз-

мере вследствие вязкости. Возникновение следа обусловлено взаимодействи-

ем двух процессов. Для однородного набегающего потока время, за которое

область пониженного импульса переместится вниз по потоку на расстоя-

ние x′ равно tO = x′/Vs, где штрих обозначает размерные координаты. За

это время перенос в поперечном направлении, по аналогии с диффузией,

составляет z′Ow ∼
(
νtO
)1/2

. В результате имеем для ширины ламинарного

следа известную зависимость

z′Ow ∼ (νx′/Vs)
1/2
. (3.14)

В линейном сдвиговом потоке дефицит суммарного импульса перено-

сится конвективно вверх и вниз по потоку (см. Рис. 3.1). Образование двух

следов ранее было предсказано также для нейтрально плавучей частицы

[130]. Следует, однако, отметить существенное отличие двух течений. Си-

ла, действующая на нейтрально плавучую частицу, равна нулю, поэтому в

окружающую жидкость переносится не дефицит суммарного импульса, а
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Рис. 3.8. Компонента скорости Ux в зависимости от Z для X = Y = 0.

Пунктирная линия - Стокслет. Другие обозначения соответствуют Рис. 3.2.
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Рис. 3.9. Компонента скорости Ux в зависимости от Y для X = Z = 0.

Пунктирная и штриховая линии - Стокслет и Y −7/3, соответственно.
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Рис. 3.10. Компонента скорости Ux в зависимости от X для Y = Z = 0.

Пунктирная и штриховая линии - Стокслет и X−2/3, соответственно,

штрих-пунктирная линия - максимальная скорость в ядре следа для

α ≪ 1. Другие обозначения соответствуют Рис. 3.2.
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только завихренность. Этот случай аналогичен задаче о диффузии в ли-

нейном сдвиговом потоке от точечного источника, решенной аналитически

в работе [131]. Симметрии течений также различны в двух случаях: для

точечной силы и сильного сдвига выше была доказана четность решения

(Ux,z (R) = Ux,z (−R)) , в то время как решение, соответствующее обтека-

нию диполя, нечетно (Ux,z (R) = −Ux,z (−R)).

В сильном сдвиговом потоке, α ≪ 1, скорость конвективного переноса

равна Gz′, т.е. зависит от поперечной координаты, поэтому следы несим-

метричны. При X = O (1) максимум возмущенной скорости Ux находится

на оси X. Штрих-пунктир-пунктирная линия (максимальная скорость при

α ≪ 1) и сплошная линия (скорость при Y = Z = 0 для α ≪ 1) на Рис. 3.10

совпадают до значений |X| ≃ 3. Для бо́льших X две кривые расходятся,

т.е. максимум скорости Ux располагается вне оси X. Таким образом, ядро

следа находится в области, где скорость конвективного переноса достаточно

велика. Приравнивая время z′2/ν, за которое возмущение распространяется

поперек потока на расстояние z′, и время x′/Gz′, за которое возмущение

конвективно переносится в продольном направлении на расстояние x′, по-

лучим оценку для ширины следа:

z′shw ∼ (νx′/G)
1/3
,

или в безразмерных переменных: Zsh
w ∼ X1/3. Перенос, обусловленный вяз-

костью, одинаково происходит в направлениях Z и Y , следовательно, ши-

рина следа в обоих направлениях одинакова, Y sh
w ∼ Zsh

w .

Суммарный поток импульса поперек следа не изменяется, в силу закона

сохранения, при обтекании однородным потоком:

∫
VsU

′
xdy

′dz′ ∼ VsU
′
x

(
z′Ow
)2

= 6πνaVs.
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Последнее равенство, с учетом (3.14), дает закон убывания возмущен-

ной скорости, U ′
x ∼ Vsa/x

′. Для сдвигового потока полученные числен-

ные результаты показывают, что максимум возмущенной скорости (штрих-

пунктир-пунктирная линия на Рис. 3.10) убывает с расстоянием по степен-

ному закону X−2/3. Дефицит импульса переносится конвективно от части-

цы только в первом и третьем квадрантах, X > 0, Z > 0 и X < 0, Z < 0.

В двух других квадрантах невозмущенная скорость отрицательна, т.е. ли-

нии тока приходят из бесконечности, где возмущения равны нулю. Перенос

импульса в эти области происходит в поперечном направлении и обуслов-

лен вязкостью. Здесь дефицит импульса конвективно переносится обратно

к частице, поэтому поток импульса поперек следа не постоянен в случае

сдвигового потока.

Законы изменения различных компонент скорости в следе проиллюстри-

рованы на Рис. 3.11. На Рис. 3.11(a) показаны профили UxX−2/3 как функ-

ции ZX−1/3 для α ≪ 1, Y = 0. Профили, рассчитанные для разных X,

мало различаются вблизи ядра следа и при больших положительных Z. В

то же время в области возвратного течения
(
ZX−1/3 < 0

)
и вблизи оси X

различия значительны. Нормальная скорость убывает в ядре следа пропор-

ционально X−1 (см. Рис. 3.11(b)).

В отличие от сильного сдвигового потока (α ≪ 1) , при конечных α > 0

два следа при X > 0 и X < 0 различаются. На Рис. 3.12 показано векторное

поле в дальних областях вверх (a) и вниз (b) по потоку для Y = 0, α = 1.

Бо́льшая часть дефицита импульса переносится вниз по потоку, поскольку

скорость переноса Z + α больше при Z > 0. Ядро следа в этом случае

располагается ближе к оси X. След вверх по потоку находится дальше от

оси X, поскольку на оси скорость невозмущенного потока направлена к

частице.

На Рис. 3.13 представлены профили скоростей Ux и Uz для α = 1, Y = 0.

В этом случае законы убывания с расстоянием от частицы примерно те же,
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Рис. 3.11. Компоненты скорости (a) UxX
2/3 и (b) UzX в зависимости от

ZX−1/3 для α ≪ 1, Y = 0 и X = 10, 20, 40 (сплошные, штриховые и

пунктирные линии, соответственно).
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Рис. 3.12. Векторное поле (Ux, Uz) для Y = 0, α = 1 в дальней области (a)

вверх и (b) вниз по течению.
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Рис. 3.13. Следы вверх и вниз по течению при α = 1, Y = 0. (a) UxX
2/3 и

(b) UzX в зависимости от ZX−1/3 для X = 10, 20, 40 (сплошные,

штриховые и пунктирные линии, соответственно).
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что и в сильном сдвиговом потоке, X−2/3 и X−1 для скоростей Ux и Uz

соответственно.

3.4. Инерционное взаимодействие частиц в неограниченном

сдвиговом потоке

Полученные данные о возмущенном поле течения могут быть использованы

для описания взаимодействия пары частиц в сдвиговом потоке. Взаимодей-

ствие пары одинаковых частиц в рамках уравнений Стокса при любом вза-

имном расположении не приводит к их относительному перемещению [132].

Инерционное взаимодействие не нейтрально-плавучих частиц рассматрива-

лось аналитически в работе [66] для однородного набегающего потока, когда

поле во внешней области описывается уравнениями Озеена, и численно для

двумерных частиц в работе [133] и для трехмерных - в [134]. Когда пара

частиц располагается параллельно скорости набегающего потока, сила со-

противления, действующая на заднюю сферу, меньше, чем на одиночную,

поскольку она находится в следе передней сферы. В результате частицы в

этом случае притягиваются друг к другу. Гидродинамическое взаимодей-

ствие нейтрально плавучих частиц также может приводить к их притяже-

нию и образованию цепочек частиц в сдвиговых течениях разреженных сус-

пензий [135, 136].

Рассмотрим движение двух твердых сфер A и B в сдвиговом потоке,

расположенных в начале координат и в точке RB, соответственно, в направ-

лении оси X. Расстояние между ними |RB| считается достаточно большим,

так что каждая сфера находится в области Сэфмана по отношению к дру-

гой. Безразмерное уравнение импульса, описывающее течение во внешней

области, может быть записано в виде:
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∂U

∂t
+ (αA + Z)

∂U

∂X
+ Uzex +∇P −∇2U = − [FAδ (R) + FBδ (R−RB)] ex.

(3.15)

Здесь координаты обезразмерены на масштаб Сэфмана LSa = (ν/G)1/2,

FA, FB - силы сопротивления действующие на сферы A и B.

В главном приближении частица B перемещается в сдвиговом потоке

относительно A со скоростью

v0B = (ZB/αA + 1− VsB/VsA) ex,

так что ее положение RB меняется со временем. Таким образом, задача яв-

ляется нестационарной, в отличие от задачи обтекания одиночной частицы.

Уравнение (3.15) линейно и граничные условия к нему - также условие за-

тухание возмущений на бесконечности. Следовательно, поле течения можно

разделить на две части,

U = UA (R) +UB (t,R) ,

индуцированные двумя точечными силами. Вторую, нестационарную часть,

можно рассматривать в другой системе координат, связанной с центром ча-

стицы B и перемещающейся со скоростью v0B относительно первой систе-

мы координат. В результате рассматриваемое течение можно представить

в виде суперпозиции двух течений, квазистационарных в своих системах

координат:

U = UA (R) +UB

(
R−R0

B − v0Bt
)
,

где R0
B - начальное положение частицы B. Таким образом, описание взаи-

модействия пары частиц можно построить, если известно поле U (R), ин-

дуцированное одиночной частицей.
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Скорость миграции каждой частицы равна сумме скорости миграции,

обусловленной самовоздействием частицы, и скорости возмущенного тече-

ния, индуцированного другой частицей,

v1A = w∞ (αA) +
FB
FA

U (αB,−RB) ,

v1B =
FB
FA

w∞ (αB) +U (αA,RB) .

Рассмотрим детально случай одинаковых частиц, αA = αB = α, FA =

FB = 6π. Тогда скорость относительного движения равна

∆v = vB − vA = ∆v0 + ε∆v1 +O
(
ε2
)
, (3.16)

∆v0 =
ZB
α

ex, ∆v1 = U (α,RB)−U (α,−RB) .

Для произвольного взаимного расположения с ZB = O (1) основной

вклад в относительное движение дает невозмущенное течение ∆v0, а инер-

ционное взаимодействие ∆v1 - лишь малую поправку, но оно становится

важным, если ZB мало.

В однородном набегающем потоке ∆v0 = 0, и инерционное взаимодей-

ствие является единственной причиной взаимного движения частиц. В этом

случае частицы, расположенные по линии, перпендикулярной набегающему

потоку, отталкиваются друг от друга [66]. Скорость относительного движе-

ния в трансверсальном направлении равна ∆vV C1⊥ = 2UV C
⊥ > 0, где UV C

⊥

описывается (3.13). Остальные компоненты относительной скорости равны

нулю в силу симметрии. Частицы притягиваются, когда они располагаются

параллельно скорости набегающего потока.

В сдвиговом потоке поправка первого порядка к возмущенной скорости

близка к распределению Озеена (3.13) при R ≪ 1. В результате поправка

к скорости относительного движения при расстояниях между частицами,
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малыми по сравнению с масштабом Сэфмана, также близка к решению,

полученному в работе [66]:

∆v1

∣∣
RB→0

= 2uPP∞ .

Когда частицы расположены относительно друг друга в трансверсаль-

ном направлении, RB = (0, YB, 0) , имеем ∆v1y = 2Uy и ∆v1x = ∆v1z = 0.

Частицы отталкиваются при таком взаимном расположении, как и в одно-

родном потоке, при этом скорость их относительного движения больше при

любых YB (см. Рис. 3.5).

В случае продольного взаимного расположения частицы притягиваются

при малых расстояниях:

∆v1x (XB, 0, 0)
∣∣
XB→+0

= 2uPP∞∥ = −3α

4
.

При больших расстояниях частицы могут находиться в следах друг дру-

га, поэтому величина относительной скорости в продольном направлении

∆v1x = Udw
x − Uuw

x может быть как положительна, так и отрицательна.

Здесь Udw
x и Uuw

x - скорости в следах вниз и вверх по потоку, показанных

на Рис. 3.13 (a) . На Рис. 3.14 представлена зависимость поправки к отно-

сительной скорости ∆v1x (XB, 0, ZB) , XB > 0, обезразмеренной на X−2/3
B ,

от безразмерного расстояния ZBX
−1/3
B для α = 1. Вблизи оси X относи-

тельная скорость отрицательна, т.е. частицы притягиваются, аналогично

однородному потоку. Это, однако, не означает, что при таком начальном

расположении частицы встретятся, т.к. они имеют ненулевую относитель-

ную скорость в нормальном направлении, в отличие от однородного потока.

Из результатов, показанных на Рис. 3.13 (b) , следует, что ∆v1z = Udw
z −Uuw

z

положительна в следе при любом ZB. В результате сближающиеся траек-

тории частиц могут быть получены при конечных положительных XB и

малых отрицательных ZB, так что ∆v0x < 0 (см. Рис. 3.15). В случае, когда
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|ZB| ≫ ε, относительна скорость ∆v0x, вызванная невозмущенным сдвиго-

вым потоком, значительно больше инерционной поправки ∆v1x. Изменения

относительных координат частиц со временем тогда можно оценить с уче-

том (3.16) следующим образом:

XB ∼ −∆v0xtapp ∼ −ZBtapp/α, ZB ∼ −ε∆v1ztapp ∼ −εαXBtapp,

где tapp - время сближения частиц во внешней области. Исключая tapp в

приведенных оценках получим

ZB ∼ −ε1/2αXB = −R1/4
G αXB.

Таким образом, частицы сближаются, когда их взаимное расположение

почти параллельно скорости набегающего потока.

Результаты третьей главы опубликованы в работах [44, 54].
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Рис. 3.14. Компонента разности скоростей X2/3∆v1x в зависимости от

ZX−1/3 для α = 1, Y = 0 и X = 10, 20, 40 (сплошные, штриховые и

пунктирные линии, соответственно).
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Рис. 3.15. Траектория частицы B относительно A (штриховая линия) в

сдвиговом потоке.
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ГЛАВА 4

ИНЕРЦИОННЫЕ СИЛЫ В НЕСТАЦИОНАРНОМ ПОТОКЕ

В общем случае движение частицы или течение несущей жидкости неста-

ционарно, также нестационарны будут и действующие на частицу силы. В

большинстве работ при этом используются более простые выражения для

сил, полученные в стационарной постановке. Как показано в Главах 1 и 5

такой подход оправдан для таких важных практических приложений, как,

например, поперечная миграция частицы под действием силы тяжести в

вертикальном потоке или миграция вследствие ее инерции в пограничном

слое, и задачи в этих случаях являются квазистационарными. Поперечное

перемещение частицы относительно стенок или изменение скорости обтека-

ния являются медленными, так что нестационарными членами в уравнениях

Навье-Стокса, описывающих возмущенное частицей течение, можно прене-

бречь. Тем не менее, обтекание частиц существенно нестационарно, если

имеются флуктуации скорости несущей среды. Такая ситуация характерна,

например, при распространении волн неустойчивости в ламинарных тече-

ниях запыленных газов, где для описания межфазного обмена импульсом

необходимо учитывать не только силу сопротивления, но и поперечную силу

[36, 50, 137, 138], для которой обычно используется выражение для стаци-

онарной силы Сэфмана. Колебательное движение частицы вблизи стенки

может приводить к появлению средней силы притяжения к стенке [139].

Другим примером, где необходим учет нестационарной поперечной силы,

является движение частиц в сдвиговых турбулентных течениях [140, 141].

С другой стороны, в турбулентных течениях с частицами важен также учет

нестационарности силы сопротивления частиц [142, 143]. Роль нестационар-

ных сил оказывается существенна также для задачи гравитационной кон-

векции суспензий [144]. В этой связи возникает необходимость определения

границ применимости стационарных решений и учета нестационарности при
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вычислении инерционных сил при малых, но конечных числах Рейнольдса.

Когда число Рейнольдса стремится к нулю, сила, действующая на ча-

стицу, которая движется в покоящейся жидкости с переменной скоростью

V ′
p (t) описываются известной формулой Бассэ-Буссинеска-Озеена

F ′ = −6πµaV ′
p (t)− 6ρa2 (νπ)1/2

∫ t

−∞

dV ′
p

dτ

dτ

∆τ 1/2
− 2

3
πρa3

dV ′
p

dt
. (4.1)

∆τ = t− τ

Здесь первый член - сила Стокса, второй - сила Бассэ, которая зависит от

ускорения в предшествующие моменты времени, т.е. от "истории"движения.

По этой причине ее еще называют "наследственной"силой. Третий член -

сила присоединенных масс. Формула получена из решения нестационарных

уравнений Стокса,

∂u′

∂t
+

∇p′

ρ
− ν∇2u′ = 0, ∇ · u′ = 0. (4.2)

Уравнение (4.1) было обобщено на случай, когда скорость невозмущен-

ного течения жидкости неоднородна, и в него добавлены члены, связанные

с ускорением несущей фазы [145].

Нестационарный и вязкий члены уравнения (4.2) имеют одинаковый по-

рядок, если характерное время изменения скорости сравнимо со временем

tSt = a2/ν. Также одинаковый порядок в этом случае имеют и три силы в

уравнении (4.1). Для более медленных изменений скорости в главном при-

ближении по числу Рейнольдса нестационарным членом в уравнении (4.2)

можно пренебречь, и сила, действующая на частицу, равна силе Стокса. Од-

нако, при построении членов следующего порядка и решении уравнений во

внешней области, этот член может стать сравнимым с вязким, т.к. он, как

и конвективный член, убывает с расстоянием от частицы медленнее, чем

вязкий. В этом случае решение, как и в предыдущих главах, может быть
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построено методом сращиваемых разложений, но в уравнениях Озеена необ-

ходимо учитывать нестационарный член.

Нестационарные инерционные силы сопротивления для осесимметрич-

ных течений при обтекании твердых частиц однородным потоком изуча-

лись во многих работах последнего времени [146, 147, 148, 149, 150, 151, 152,

115, 153, 39]. Аналогичная проблема для сферических пузырька и капли

была рассмотрена в [154]. Было показано, в частности, что "память"о пред-

шествующем движении на больших временах затухает быстрее, чем сила

Бассэ. Более подробно результаты, полученные в указанных работах, об-

суждаются в параграфе 4.2.

Существенно меньше работ посвящено нестационарной инерционной по-

перечной силе в сдвиговых потоках. Это связано прежде всего со слож-

ностью решения трехмерных нестационарных задач. Задача определения

инерционной поперечной силы в неограниченном сильном сдвиговом пото-

ке рассмотрена для высокочастотных гармонических колебаний скорости

скольжения частицы Vs в работе [127], и для произвольного Vs(t) - автором

[38]. Подробности решения задачи приведены в следующем параграфе 4.1. В

работе [155] было предложено выражение для нестационарной поперечной

силы, аналогичное силе Бассэ, т.е. в виде интеграла по предшествующим

моментам движения. Значения силы сопротивления и подъемной силы на

покоящуюся сферу в осциллирующем пограничном слое при конечном числе

Рейнольдса определялись численно методом конечных элементов в работах

[107, 108].

Также в данной главе (параграф 4.2.) рассмотрена задача определе-

ния инерционной силы сопротивления в однородном потоке [39, 51, 53] при

нестационарной скорости скольжения частицы. Предполагается, что время

изменения скорости сравнимо с характерными временами для течений во

внешней области, которые для двух указанных задач определяются через
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масштабы этих областей, соответственно,

tSa = L2
Sa/ν = G−1 = tStR

−1
G ≫ tSt,

для случая сильного или конечного сдвига, и

tOs = L2
Os/ν = ν/U 2

c = tStR
−2
s ≫ tSt.

для случая слабого сдвига или однородного обтекания, где Uc - характерное

значение скорости скольжения частицы

Силы, вычисленные в следующем по числу Рейнольдса приближении,

отличаются от стационарной силы Сэфмана в случае обтекания сдвиговым

потоком и от классической силы Бассэ для однородного набегающего пото-

ка. Сила присоединенных масс является внепорядковым членом для таких

медленных изменений скорости, т.к. имеет порядок R2
s.

4.1. Поперечная сила в неограниченном сдвиговом потоке

При движении частицы в сдвиговом потоке в общем случае и скорость

скольжения, и градиент скорости невозмущенного потока могут быть неста-

ционарны. Ниже рассматривается задача определения инерционной попе-

речной силы при условии, что только скорость скольжения изменяется по

времени на масштабе tSa, а градиент скорости стационарен. Для предельно-

го случая сильного сдвигового потока |α| ≪ 1 удается получить зависимость

поперечной силы при произвольном изменении скорости скольжения.

Данная упрощенная постановка, в частности, соответствует условиям за-

дачи устойчивости течения запыленного газа в пограничном слое на плоской

пластине, когда скорость скольжения частицы обусловлена распространя-

ющейся волной неустойчивости, а не неоднородностью пограничного слоя.

В работе [36] задача устойчивости была решена без учета поперечной си-

лы в предположении, что длина волны Толлмина-Шлихтинга сравнима с
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толщиной пограничного слоя, но мала по сравнению с расстоянием от пе-

редней кромки пластины. Это означает, что градиент невозмущенной ско-

рости в системе отсчета, связанной с частицей, свободно перемещающейся

в пограничном слое, изменяется медленно по сравнению с изменением ско-

рости скольжения, вызванной волной Толлмина-Шлихтинга. Было также

показано, что для правильного описания задачи устойчивости необходимо

учитывать поперечную силу.

По аналогии с уравнением Озеена (1.28) уравнение импульса для возму-

щений скорости во внешней области в нестационарном случае может быть

записано в виде [38]:

∂U

∂t
+ Z

∂U

∂X
+ Uzex +∇P −∇2U = −F (t) δ (R) ex. (4.3)

Здесь время обезразмерено на G−1.

Рассмотрим сначала случай, когда скорость скольжения и сила сопро-

тивления, действующая на частицу, изменяются гармонически по времени,

Vs = Ṽse
−iΩt, F = F̃ e−iΩt, (4.4)

F̃ = 6πṼs, (4.5)

где частота обезразмерена наG. В случае |α| ≪ 1 возмущенное поле течения

также является гармоническим:

U = Ũe−iΩt, P = P̃ e−iΩt. (4.6)

В результате (4.3) можно переписать в виде уравнения для Фурье-гармоник

по времени:

−iΩŨ+ Z
∂Ũ

∂X
+ Ũzex +∇P̃ −∇2Ũ = −F̃ δ (R) ex (4.7)

При выводе (4.7) существенно, что рассматривается режим сильного

сдвига, т.е. выполняется предположение Сэфмана, |α| ≪ 1. В общем случае
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конечного параметра скольжения α = O(1) решение нельзя искать в виде

(4.6), поскольку член, соответствующий однородному потоку в (1.28), явля-

ется произведением двух функций, α = Vs (νG)
−1/2 и ∂U/∂X, зависящих от

времени. В результате необходимо учитывать нелинейное взаимодействие

различных гармоник.

Для решения (4.7) совместно с уравнением неразрывности применяет-

ся трехмерное преобразование Фурье по пространственным координатам,

предложенное Сэфманом [72] для решения аналогичной стационарной за-

дачи:

U = e−iΩt
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
U∗eik·rdk, (4.8)

P = e−iΩt
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
P ∗eik·rdk. (4.9)

Данный подход применялся также в работе [89]. Подставляя выражения

(4.8) и (4.9) в (4.7), можно получить обыкновенное дифференциальное урав-

нение для U∗ :

−iΩU∗ = −ikP ∗ − k2U∗ − U ∗
z ex + kx

∂U∗

∂kz
− F̃

8π3
ex. (4.10)

Используя затем условие неразрывности, записанное через преобразова-

ние Фурье,

k ·U∗ = 0,

получим

U ∗
z =

3

4π2
Ṽskx
k2

∫ ∞

0

e(ψ
′−ψ)(ζkx + kz)dζ, (4.11)

ψ′ − ψ = −1

3
k2xζ

3 − kzkxζ
2 − k2ζ + iΩζ. (4.12)

Выражение в правой части (4.12) отличается от соответствующего выраже-

ния для стационарного случая [72] только последним членом. В результате

размерную поперечную силу можно выразить следующим образом:
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F̃L =
9

π
ρa2Ṽs(Gν)

1/2J(Ω), (4.13)

J =
1

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

[ζ{k
2
3

k2
− k1k3(2k1k3 + ζk23)

k4
}

+i
k1k3
k4

Ω]e−(k23ζ
3/3+k1k3ζ

2+k2ζ)eiΩζdζdk, (4.14)

Переходя в (4.14) к сферическим координатам в Фурье-пространстве, можно

вычислить явно интеграл по |k|:

J =
π1/2

4

∫ 2π

0

∫ 1

0

[I1{s2 − 2s2(1− s2) cos2 ϕ} − I2s
3(1− s2)1/2 cosϕ

+2iI3s(1− s2)1/2 cosϕ]dsdϕ, (4.15)

I1(s, ϕ) =

∫ ∞

0

ζA−3eiΩζdζ, (4.16)

I2(s, ϕ) =

∫ ∞

0

ζ2A−3eiΩζdζ, (4.17)

I3(s, ϕ) =

∫ ∞

0

ΩA−1eiΩζdζ, (4.18)

A2 =
s2ζ3

3
+ s(1− s2)1/2ζ2 cosϕ+ ζ, s = cos θ. (4.19)

В общем случае Ω ∼ 1 интегралы в (4.15) определяются численно. В

предельных случаях Ω << 1 и Ω >> 1, можно, однако, получить ана-

литические выражения. При этом следует иметь в виду, что при Ω >> 1

предполагается, тем не менее, Ω << ν/Ga2 = R−1
G .

В случае Ω << 1 интегралы J ищутся в виде рядов по степеням Ω. Ко-

эффициенты при степенях определяются численно. В результате получим

J = 2.254 + 3.894Ωi+O
(
Ω2
)
. (4.20)

Первый член в (4.20) соответствует значению, полученному для стационар-

ного случая (Ω = 0) [72]. Второй член чисто мнимый, т.е. возникает сдвиг

фаз между скоростью скольжения и поперечной силой.



140

Для того, чтобы определить асимптотические значения интегралов I1,

I2 и I3 при Ω >> 1, перепишем (4.19) в виде

A = [
ξ

Ω
(1 +

ξs(1− s2)1/2 cosϕ

Ω
+
ξ2s2

3Ω2
)]1/2, (4.21)

ξ = ζΩ.

Тогда будем иметь для главных членов I1 и I3 в разложениях по степеням

Ω−1/2

I01 = Ω−1/2D, (4.22)

I03 = Ω1/2D, (4.23)

D =

∫ ∞

0

ξ−1/2eiξdξ = (
π

2
)1/2(1 + i), (4.24)

и I2 ∼ Ω−3/2. Интеграл по ϕ от члена, пропорционального I03 , дает значение

0. Таким образом, необходимо вычислять член следующего порядка:

I13 = Ω1/2

∫ ∞

0

[(1 +
ξs(1− s2)1/2 cosϕ

Ω
)−1/2 − 1]ξ−1/2eiξdξ. (4.25)

Интегрирование последнего интеграла по частям дает

I13 =
1

4i
Ω−1/2Ds(1− s2)1/2 cosϕ. (4.26)

Подставляя выражения для I01 и I13 в (4.15) и интегрируя по ϕ и s, оконча-

тельно получим

J =
7π2

60(2Ω)1/2
(1 + i). (4.27)

Случай высоких частот ранее был рассмотрен в работе [127]. Выражение

(4.27) совпадает с результатами данной работы. Соотношение действитель-

ной и мнимой частей в (4.27) означает, что сдвиг фаз между скоростью

скольжения и поперечной силой составляет π/4.
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Рис. 4.1. Коэффициент поперечной силы в нестационарном сдвиговом

потоке. Сплошная и штриховая линии - действительная и мнимая части,

соответственно.
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Результаты расчета коэффициента поперечной силы cL = 9J/π при Ω =

O(1), полученные численным интегрированием (4.15), показаны на Рис. 4.1.

Для приложений можно использовать следующую аппроксимацию чис-

ленных результатов:

Jr,i =
a0 + a1Ω + a2Ω

2 + a3Ω
3 + a4Ω

7/2

1 + a5Ω + a6Ω2 + a7Ω3 + a8Ω4
, (4.28)

где Jr и Ji обозначают действительную и мнимую части, соответственно.

Значения констант в (4.28) приведены в Таблице 1. Абсолютные отклонения

от численных результатов не превышают 0.008 для Jr и 0.014 для Ji.

Таблица 4.1

Константы в Уравнении (4.28)

ai Jr Ji

a0 2.254 0

a1 4.528 3.378

a2 -2.378 1.391

a3 -0.648 -0.575

a4 2.079 1.139

a5 2.009 0.523

a6 4.048 5.199

a7 -3.545 -1.396

a8 2.554 1.399

Уравнение (4.13), полученное для гармонического изменения скорости

скольжения, можно легко обобщить для произвольной зависимости Vs (t) ,

используя обратное преобразование Фурье по времени:

Ṽs =

∫ ∞

−∞
Vs (t) e

iΩtdt,
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FL =

∫ ∞

−∞
F̃L (Ω) e

−iΩtdΩ.

4.2. Сила сопротивления в нестационарном однородном потоке

Безразмерное уравнение импульса для поля скорости во внешней области,

возникающего в результате прямолинейного движения сферической части-

цы в покоящейся жидкости может быть записано в системе координат, дви-

жущейся с частицей, в виде [156, 39]:

∂U

∂t
− Vp

∂U

∂X
+∇P −∇2U = 6πVpexδ (R) . (4.29)

Здесь скорость частицы Vp (t) , которая равна скорости скольжения с обрат-

ным знаком, обезразмерена на ее характерную величину Uc, возмущенная

скорость жидкости U (t,R) - на RsUc, Rs = aUc/ν ≪ 1, пространствен-

ные координаты и время - на Озееновские масштабы длины и времени,

LOs = ν/Uc ≫ a, tOs = L2
Os/ν = ν/U 2

c ≫ tSt.

Для решения уравнения (4.29) совместно с уравнением неразрывности

так же, как и в предыдущем разделе, использовалось трехмерное преобра-

зование Фурье по пространственным координатам U∗

P ∗

 =
1

8π3

∫ ∫ ∫ ∞

−∞

 U

P

 exp (−ik ·R) dR. (4.30)

Данный подход для задачи о нестационарной силе сопротивления впер-

вые был предложен в работе [157]. Система уравнений была сведена к обык-

новенному дифференциальному уравнению для U∗ по времени, решение

которого может быть получено при произвольной скорости движения ча-

стицы:
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U∗ = − 3

4π2

∫ t

−∞
exp

[
−k2∆τ + ikx∆Xp (τ)

](kxk
k2

− ex

)
Vp (τ) dτ, (4.31)

k = |k| , ∆τ = t− τ, ∆Xp = Xp (t)−Xp (τ) , Xp (t) =

∫ t

−∞
Vp (τ) dτ.

Здесь Xp (t) зависимость перемещения частицы от времени. С использова-

нием обратного преобразования Фурье

U =

∫ ∫ ∫ ∞

−∞
U∗ exp (ik ·R) dk. (4.32)

и сферической системы координат (R, θ, φ) , было получено выражение для

функции тока для осесимметричного течения в виде двойного интеграла:

ψ =
3R2 sin2 θ

2π1/2

∫ t

0

Vp (τ)

R2
1

[∫ 1

0

exp

(
−R

2
1s

2

4∆τ

)
ds− exp

(
− R2

1

4∆τ

)]
dτ

∆τ 1/2
,

(4.33)

R2
1 = R2 + 2X∆Xp +∆X2

p .

В результате сила сопротивления частицы, обезразмеренная на µaUc, запи-

сывается в виде:

F = −6π

[
Vp (t) +

Rs

π1/2

{∫ t

−∞

dVp
dτ

dτ

∆τ 1/2

−3

∫ 1

0

∫ Xp(t)

0

(
exp

(
−A2s2

)
− exp

(
−A2

)
+
(
s2 − 1

)
A2
) d∆Xp

∆X2
p∆τ

1/2
ds

}]
+O

(
R2
s lnRs

)
, (4.34)

A =
∆Xp

2∆τ 1/2
. (4.35)

Член главного порядка по Rs представляет собой квазистационарную силу

Стокса, члены порядка Rs разделены на классическую силу Бассэ (пер-

вый член в фигурных скобках) и дополнительную силу, также обусловлен-

ную предисторией движения частицы. При движении с малым характерным
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временем t′c, a
2/ν ≪ t′c ≪ t′O, можно показать, что первый член является

основным. Тем не менее, при t′c ∼ t′O разделение членов в (4.34) является

искусственным, поскольку влияние предистории движения в этом случае

связано с возмущением поля скорости во внешней области (область Озее-

на), и проявляется, так же, как и при рассмотрении инерционной поперечной

силы в виде поправки O (Rs) к однородному течению в месте нахождения

частицы.

В работе [150] на основе теоремы обратимости Лоренца было получено

более простое выражение для нестационарной силы Озеена:

FO = −3π1/2Rs

∫ t

−∞

{
Vp (t)−

3Vp (τ)

2A2

[
π1/2

2A
erf (A)− exp

(
−A2

)]} dτ

∆τ 3/2
.

(4.36)

Сила присоединенных масс сохраняется для рассматриваемых медленных

изменений скорости, но является малым по порядку Rs членом по сравне-

нию с (4.36).

Различные зависимости перемещения частицы Xp (t) изучались в рабо-

тах [146, 147, 148, 149, 150, 151, 158] для определения поведения нестаци-

онарной силы Озеена в пределе t ≫ 1. Так для движения с постоянной

скоростью Vp (t) = 1, начинающегося в момент t = 0, было получено следу-

ющее выражение для силы сопротивления [146, 147]:

F = −6π

{
1 +

δ (t)

3
+

3

8
Rs

[(
1 +

4

t2

)
erf

(
t1/2

2

)
+

2

(πt)1/2

(
1− 2

t

)
exp

(
− t

4

)]

+
9

40
R2
s logRs +O

(
R2
s

)}
. (4.37)

Сила Озеена стремится к стационарному значению −9π
4 Rs при t≫ 1, неста-

ционарная часть при этом затухает пропорционально t−2, т.е. существенно

быстрее, чем классическая сила Бассэ, убывающая пропорционально t−1/2

для данной зависимости Vp (t) .
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В данном разделе представлен вывод других, более простых чем (4.33),

(4.34), (4.36), выражений для возмущенного поля скорости и силы Озеена

[39].

4.2.1. Нестационарное поле скорости. Выражение (4.31) может

быть переписано для преобразования Фурье продольной компоненты скоро-

сти, используя интегрирование по частям:

U ∗
x =

3

4π2

∫ t

−∞
exp

(
−k2∆τ + ikx∆Xp

) k2z + k2y
k2

dXp (τ)

=
3

4π2

∫ t

−∞
exp

[
−k2∆τ + ikxXp (t)

] i (k2z + k2y
)

kxk2
d exp [−ikxXp (τ)]

=
3

4π2

[
i
(
k2z + k2y

)
kxk2

−
∫ t

−∞
exp

(
−k2∆τ + ikx∆Xp

) i (k2z + k2y
)

kx
dτ

]

=
3

4π2

∫ t

−∞
exp

(
−k2∆τ

) i (k2z + k2y
)

kx
E (kx, τ) dτ, (4.38)

E = 1− exp (ikx∆Xp) = 1− exp

[
ikx

∫ t

τ

Vp (s) ds

]
.

Последнее уравнение для U ∗
x более удобно для вычисления интегралов

по kz и ky в обратном преобразовании Фурье (4.32). В результате получим

Ux =
3

4π

∫ ∞

−∞

∫ t

−∞

i

kx
exp

(
ikxX − k2x∆τ −

ρ2

4∆τ

)(
1

∆τ 2
− ρ2

4∆τ 3

)
E (kx, τ) dτdkx

=
3

4π

∫ ∞

−∞

∫ t

−∞

i

kx
exp

(
ikxX − k2x∆τ

)
E (kx, τ) dexp

(
−ρ2/4∆τ

)
∆τ

dkx (4.39)

=
3

4π
i

∫ ∞

−∞

∫ t

−∞

1

∆τ
exp

(
ikxX − k2x∆τ −

ρ2

4∆τ

)
(4.40)

× [kxE (kx, τ) + iVp (τ) exp (ikx∆Xp)] dτdkx.

ρ2 = Z2 + Y 2.

Последнее уравнение получено из (4.39) посредством интегрирования по ча-

стям по переменной τ. Наконец, интегрирование по kx позволяет предста-
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вить Ux в виде однократного интеграла:

Ux =
3

8π1/2

∫ t

−∞
Q (X, ρ, t, τ) dτ (4.41)

=
3

8π1/2

∫ t

−∞
[2Vp (τ)∆τ −X −∆Xp] exp

(
−(X +∆Xp)

2 + ρ2

4∆τ

)
dτ

∆τ 5/2

+
3

2

X

R3
, (4.42)

Q =
1

∆τ 5/2

{
[2Vp (τ)∆τ −X −∆Xp] exp

(
−(X +∆Xp)

2 + ρ2

4∆τ

)

+ X exp

(
− R2

4∆τ

)}
. (4.43)

В пределе R ≪ 1 полученное поле скорости сращивается с квазистацио-

нарным Стокслетом,

UxS =
3

4
Vp (t)

(
1

R
+
X2

R3

)
.

Очевидно, что поле скорости вблизи частицы связано с ее движением в

течение малого промежутка времени около τ = t. Данный вывод следует

также из (4.42), если считать X ∼ ρ ∼ R ≪ 1. Экспоненты в (4.43) не

малы только для промежутков времени ∆τS ∼ R2 ≪ 1, и интегрирование

(4.42) по этому малому интервалу дает сингулярное поведение Стокслета

при R ≪ 1. С учетом того что

∆Xp = Vp (t)∆τ +O
(
∆τ 2

)
при ∆τ ≪ 1, можно представить подинтегральное выражение (4.41) в виде

ряда по ∆τ :

Q =
1

∆τ 5/2

[
(Vp (t)∆τ −X) exp

(
−XVp (t)

2

)
+X +O

(
∆τ 3/2

)]
exp

(
− R2

4∆τ

)
= QS +O

(
∆τ−1

)
при ∆τ ∼ R2 ≪ 1.

QS = Vp (t)

(
1

∆τ 3/2
+

X2

2∆τ 5/2

)
exp

(
− R2

4∆τ

)
.
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Интегрирование QS по τ дает Стоксово поле скорости UxS, а разница

Ux − UxS =
3

8π1/2

∫ t

−∞
(Q−QS) dτ, (4.44)

регулярна при R → 0.

Решение (4.42) для продольной компоненты скорости позволяет также

найти радиальную компоненту, или, эквивалентно, функцию тока осесим-

метричного течения ψ. Для этого удобно использовать цилиндрическую си-

стему координат (X, ρ, ϕ) , в которой

Uρ = −1

ρ

∂ψ

∂X
, Ux =

1

ρ

∂ψ

∂ρ
.

Последнее уравнение может быть проинтегрировано с учетом (4.41):

ψ =

∫ ρ

0

ρ1Ux (X, ρ1) dρ1 =
3

4π1/2

∫ t

−∞
Q∆τ

[
exp

(
ρ2

4∆τ

)
− 1

]
dτ. (4.45)

Решения (4.42) и (4.45) соответствуют обычному решению Озеена для

стационарного движения, Vp (t) = 1, ∆zp = ∆τ . Выполняя интегрирование

в (4.42) и (4.45) получим

UOs
X =

3

4R

[
2X

R2
+ exp

(
−R +X

2

)(
1−X

2 +R

R2

)]
, (4.46)

ψOs =
3

2

(
1− X

R

)[
1− exp

(
−R +X

2

)]
, (4.47)

что совпадает с известными решениями [159, 160].

Часто рассматриваемый тип нестационарного движения - начало движе-

ния с постоянной скоростью Vp (t) = 1, Xp (0) = 0, начинающегося в момент

t = 0, так что Vp = 0, zp (0) = 0 при t < 0. Уравнение (4.42) можно исполь-

зовать в этом случае при условии R′ ≫ a, t′ ≫ a2/ν, или в безразмерном

виде, R ≫ Rs, t≫ R2
s. Частица не производит возмущений при t < 0, одна-

ко подинтегральное выражение в (4.41) не равно нулю при τ < 0. Поскольку
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частица находится в покое при τ < 0, так что ∆Xp = Xp (t) , интеграл по

данному интервалу может быть вычислен явно. В результате поле скорости

записывается в виде

Ux =
3

8π1/2

∫ t

0

Qdτ +
3

t
[ζ0h (η0)− ζh (η)] , (4.48)

h (X) =
1

4π1/2X2
exp

(
−X2

)
− 1

8X3
erf (X) , (4.49)

ζ =
X

2t1/2
, η =

R

2t1/2
, ξ =

ρ

2t1/2
,

ζ0 =
X +Xp (t)

2t1/2
= ζ + ζp,

η0 =

[
(X +Xp (t))

2 + ρ2

4t

]1/2
=
(
ζ20 + ξ2

)1/2
, ζp =

Xp (t)

2t1/2
.

Таким образом, поле скорости для этого типа движения включает, помимо

интегрального члена, разность функции 3
t ζh (η) , вычисляемой в точке те-

кущего положения частицы и положения начала движения (0, 0,−Xp (t)).

В работах [161, 153] аналогичное поведение дальнего поля скорости при

R ≫ t1/2 было выведено для движения с постоянной скоростью после нача-

ла движения из рассмотрения следа за сферой:

R ≫ t1/2 : Ux =
3

2

X

R3
− X +Xp[

(X +Xp (t))
2 + ρ2

]3/2
 . (4.50)

Уравнение (4.48) является обобщением (4.50) для R ∼ t1/2 и произволь-

ного Vp (t) . Для больших R и произвольного Vp (t) уравнение (4.50) можно

легко получить из (4.42) и (4.48). Для любой точки, лежащей на пути ча-

стицы, т.е. для (X +∆Xp)
2+ρ2 ≫ t и для любого τ все экспоненты в (4.48)

и (4.49) асимптотически малы. Главный вклад в дальнее поле обусловлен

функцией h, для которой при этом можно записать
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X → +∞ : h (X) = − 1

8X3
, (4.51)

и (4.48) сводится к (4.50).

Функция тока для начала движения с учетом (4.45) и (4.48) имеет вид:

ψ =
3

2

{
1

2π1/2

∫ t

0

Q∆τ

[
exp

(
ρ2

4∆τ

)
− 1

]
dτ (4.52)

+
ζ0erf (η0)

η0
− sgn (ζ0) erf (|ζ0|) + sgn (ζ) erf (|ζ|)− ζerf (η)

η

}
,

где erf(x) - интеграл вероятности. Не интегральные члены в (4.48), (4.52)

зависят от новых безразмерных координат ζ, η и ξ, расстояния до точки

начала движения η0 и перемещения частицы ζp. Все они обезразмериваются

на длину диффузии lD (t) = 2t1/2, или в размерном виде, l′D = 2 (νt′)1/2 . Эти

члены описывают диффузионный перенос импульса, произведенного в мо-

мент начала движения t = 0. В общем случае импульс сообщается жидкости

непрерывно, и решение для поля скорости (4.42) учитывает в интегральном

виде его диффузионный перенос. Функция A (t, τ) , задаваемая (4.35), пред-

ставляет собой отношение относительного перемещения частицы и длины

диффузии lD (∆τ) = 2 (t− τ)1/2, соответствующей интервалу ∆τ.

Для расстояний R ∼ 1 экспонента в подинтегральном выражении (4.42)

конечна для конечных или больших интервалов ∆τ . Поле в Озееновской об-

ласти обусловлено интегрированием по ∆τ ∼ 1, поскольку вклад больших

интервалов затухает пропорционально ∆τ−3/2. Функция A при этом имеет

порядок единицы, и это означает, что конвекция и диффузия импульса име-

ют одинаковый порядок в этой области. Поле в дальней области при R ≫ 1

связано с ∆τ ≫ 1, поскольку только большие интервалы дают возможность

получить конечные экспоненты в подинтегральном выражении (4.42).
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4.2.2. Нестационарная сила Озеена. Сила Озеена при движении

с характерным временем t′O, так же как и инерционная поперечная сила,

обусловлена однородной частью возмущенного поля скорости в той точке,

где находится частица. Таким образом,для ее определения необходимо вы-

числить Ux−UxS при R = 0, и с учетом (4.44) безразмерная сила запишется

в виде

FO =
9π1/2

4
Rs

∫ t

−∞

{
[2Vp (τ)∆τ −∆Xp] exp

(
−A2

)
− Vp (t)∆τ

} dτ

∆τ 5/2
.

(4.53)

Поскольку

d exp
(
−A2

)
dτ

= exp
(
−A2

)
A
2Vp (τ)∆τ −∆Xp

2∆τ 3/2
,

можно получить более простое выражение для силы:

FO =
9π1/2

4
Rs

∫ t

−∞

[
4∆τ

∆Xp

d exp
(
−A2

)
dτ

− Vp (t)

]
dτ

∆τ 3/2
. (4.54)

Для начала движения данное уравнение можно переписать, с учетом

(4.48), в виде:

FO =
9π1/2

4
Rs

{∫ t

0

{
[2Vp (τ)∆τ −∆Xp] exp

(
−A2

)
− Vp (t)∆τ

} dτ

∆τ 5/2

−2Vp (t)

t1/2
+

8π1/2ζp
t

h (ζp)

}
(4.55)

=
9π1/2

4
Rs

{∫ t

0

[
4∆τ

∆Xp

d exp
(
−A2

)
dτ

− Vp (t)

]
dτ

∆τ 3/2
− 2Vp (t)

t1/2

+
8π1/2ζp

t
h (ζp)

}
. (4.56)

Все известные решения для частных видов движения (малые колеба-

ния или скачкообразное изменение скорости обтекания), полученные ранее,

описываются уравнениями (4.54), (4.55), (4.56). Так, например, для начала
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движения с постоянной скоростью, Vp (t) = 1 при t > 0, имеем

∆Xp = ∆τ, A = ∆τ 1/2/2, ζp = t1/2/2.

Производя интегрирование (4.55), получим результат (4.37).

Быстрое перемещение. Уравнение (4.33) описывает диффузию и

конвекцию импульса, введенного в жидкость в разные моменты τ. Различ-

ные типы нестационарного движения можно классифицировать в зависи-

мости от поведения функции A (t, τ), которая представляет собой отноше-

ние относительного перемещения частицы и длины диффузии lD (∆τ) =

2 (t− τ)1/2, в пределе ∆τ → ∞. Когда перемещение велико:

t− τ ≫ 1 : |Xp (t)−Xp (τ)| ≫ (t− τ)1/2 , (4.57)

конвекция является доминирующим механизмом в дальней области. Баланс

диффузии и конвекции имеет место только в ламинарном следе за частицей.

Известным примером движения, удовлетворяющего условию (4.57) является

стационарное движение, Vp (t) = 1. Решение в ламинарном следе в этом

случае имеет вид [159]:

ρ2 ∼ |X| ≫ 1, X < 0 : Ux = − 3

2X
exp

(
ρ2

4X

)
. (4.58)

В остальной части потока поле соответствует точечному источнику массы:

Ux =
3

2

X

R3
. (4.59)

Течение в следе (4.58) может быть также выражено через время, про-

шедшее с момента, когда частица находилась в точке X (в лабораторной

системе), т.е, t = −X :

Ux =
3

2t
exp

(
−ρ

2

4t

)
. (4.60)
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Особенности течения, вызванного быстрым нестационарным перемеще-

нием, в дальней области аналогичны стационарному случаю. Соответству-

ющие решения (4.59) и (4.60) верны и в нестационарном случае с Vp (t) > 0,

удовлетворяющем (4.57). Выражение для течения в следе можно получить,

производя асимптотический переход в (4.42) для X < 0, |X| ≫ 1. Время

τe (X) , в которое частица находилась в X, может быть найдено из следую-

щего уравнения:

Xp (τe) = X +Xp (t) .

Экспонента в выражении (4.42) описывает диффузию импульса за время

∆τe = t − τe, прошедшее с момента, когда импульс был сообщен жидко-

сти в точке X. В пределе ∆τe ≫ 1 подинтегральное выражение (4.42) не

экспоненциально мало при условии, что

|∆Xp +X| ∼ ∆τ 1/2e ≪ ∆τe ∼ |X| , ρ ∼ ∆τ 1/2e .

Время ∆τ для этой области, малой по сравнению с |X| , в главном при-

ближении постоянно, ∆τ = ∆τe

[
1 +O

(
∆τ

−1/2
e

)]
, поэтому предэкспонен-

циальный множитель в первом члене в (4.43) можно записать в виде

2Vp (τ)∆τ −X −∆Xp

∆τ 5/2
=

2Vp (τ)

∆τ
3/2
e

[
1 +O

(
∆τ−1/2

e

)]
.

В результате получим для интеграла (4.42) в главном приближении по

∆τ
−1/2
e :

ρ ∼ ∆τ 1/2e , X < 0 : Ux =
3

4π1/2

∫ t

−∞
exp

[
−(X +∆Xp)

2 + ρ2

4∆τe

]
Vp (τ) dτ

∆τ
3/2
e

=
3

4π1/2

∫
exp

[
−(X +∆Xp)

2 + ρ2

4∆τe

]
d [− (X +∆Xp)]

∆τ
3/2
e

(4.61)

=
3

2∆τe
exp

(
− ρ2

4∆τe

)
. (4.62)
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Таким образом, уравнение для скорости в следе, выраженное через про-

шедшее время совпадает для стационарного и нестационарного случаев. Оно

не зависит даже от скорости частицы Vp (τe). Это объясняется тем, что сила

Стокса равна 6πVp (τe) , т.е. величина импульса, сообщаемого жидкости на

единице длины, 6π, не зависит от скорости.

Потенциальное течение точечного источника также можно получить из

(4.42) для R ≫ 1, ρ2 ≫ |X| или X ≫ 1. Подинтегральное выражение

в (4.42) экспоненциально мало для всех τ т.к. ∆Xp ≫ ∆τ 1/2, и скорость

равна последнему члену в (4.42), что эквивалентно (4.59).

Результаты четвертой главы опубликованы в работах [36, 50], [38]–[53].
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ГЛАВА 5

ДВИЖЕНИЕ ДИСПЕРСНОЙ ПРИМЕСИ В ЛАМИНАРНОМ

ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ В ГАЗЕ

Проскальзывание частиц относительно жидкости или газа может быть ре-

зультатом не только действия гравитации, но и ускоренного движения несу-

щей фазы. В этом случае обтекание вызвано инерцией частиц. Указанная

ситуация наиболее характерна для течений запыленного газа, для которого

плотности вещества частиц и несущей фазы различаются на три порядка.

Задачи о влиянии силы Сэфмана на течения запыленного газа в ламинарном

пограничном слое активно изучались в последнее время [8],[26]–[29], [32]–

[34], [162]– [172]. В большинстве теоретических работ использовалась фор-

мула Сэфмана с максимальным значением коэффициента силы cSa = 6.46.

В пограничном слое на плоской пластине, где частицы опережают поток

газа, сила Сэфмана направлена к поверхности пластины. В результате ча-

стицы могут оседать на поверхности на начальном участке течения. Были

получены предельные профили концентрации частиц на расстояниях от на-

чала пластины, больших по сравнению с масштабом торможения частиц

[28]. Влияние зависимости коэффициента силы Сэфмана cL от параметра

α на скорость и плотность дисперсной примеси для пограничных слоев на

различных телах рассматривалось в работах [29, 32, 33, 46, 34].

В данной главе исследуется движение малой дисперсной примеси в по-

граничных слоях под действием сил Стокса и Сэфмана. В отличие от работ

[26, 28, 162], где использовалось предельное значение поперечной силы с ко-

эффициентом cSa = 6.46 [72], в данной главе скорость и плотность дисперс-

ной примеси определяются с учетом зависимости коэффициента поперечной

силы от параметра скольжения.

Рассмотрим движение дисперсной примеси, состоящей из частиц одина-
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кового радиуса a, с массовой плотностью

ρp =
4

3
πnpa

3ρs,

где np - числовая плотность частиц, ρs - массовая плотность их вещества.

При этом ρp считается малой, а ρs - большой по сравнению с плотностью

газа ρ, так что влияние дисперсной примеси на течение несущего газа можно

не учитывать.

В ламинарном пограничном слое частица обтекается неоднородным в

поперечном направлении потоком. Вследствие этого помимо силы Стокса,

совпадающей по направлению со скоростью скольжения, на нее действует

поперечная сила Сэфмана (см. Рис. 5.1). Масштаб области Сэфмана, пред-

ставляющий собой характерный размер области, в которой решаются урав-

нения возмущенного движения газа около частицы, при любом продольном

масштабе L пограничного слоя мал по сравнению с его толщиной δ:

LSa =

(
1

ν

∂u′

∂y′

)−1/2

∼ LRe
−3/4
L ≪ δ ∼ LRe

−1/2
L .

Здесь и далее штрихом обозначаются размерные величины скоростей и ко-

ординат, u′ - продольная скорость газа, ReL ≫ 1 - число Рейнольдса погра-

ничного слоя. По этой причине влияние поверхности пластины на величину

силы Сэфмана сказывается лишь на расстояниях от частицы до пластины

порядка LSa ≪ δ, а кривизна профиля невозмущенной скорости на масшта-

бе LSa асимптотически мала. Течение вблизи частицы нестационарно: по

мере ее движения меняются скорость обтекания и градиент скорости, кото-

рые входят в выражение для силы Сэфмана. При этом характерное время

этого изменения можно оценить как L/V , где V - характерная скорость

набегающего потока газовзвеси. Характерное время для уравнений Озее-

на, т.е. время изменения, при котором нужно учитывать нестационарность

возмущенного течения, составляет (см. Главу 4)
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(
∂u′

∂y′

)−1

∼ δ/V ≪ L/V.

Последнее неравенство означает, что обтекание сферы в системе отсчета,

связанной с ее центром, можно считать квазистационарным. Таким обра-

зом, при рассмотрении движения дисперсной примеси в основной части по-

граничного слоя с поперечным масштабом δ условия обтекания частицы

на масштабе LSa соответствуют неограниченному стационарному линейно-

му сдвиговому потоку, и для силы Сэфмана можно использовать значения

коэффициента поперечной силы c∞L (α), полученного в Главе 1 (уравнение

(1.49)). Параметр скольжения α, характеризующий соотношение чисел Рей-

нольдса, вычисляемых соответственно по скорости обтекания отдельной ча-

стицы и по величине невозмущенного поперечного градиента скорости, за-

дается выражением

α = ± Rs

R
1/2
G

=
(
u′ − u′p

)(
ν
∂u′

∂y′

)−1/2

,

где u′p - размерная продольная скорость частиц. Направление силы опреде-

ляется знаком скорости скольжения, который зависит от продольного уско-

рения несущей фазы.

В качестве одного из характерных продольных масштабов течения дис-

персной смеси в пограничном слое можно принять масштаб релаксации про-

дольной скорости частиц [173, 174, 175]:

λSt =
2

9

a2ρsV

µ
,

где µ - вязкостъ газа. Соответствующее этому масштабу число Рейнольдса

ReSt =
ρV λSt
µ

=
2

9

a2ρsρV
2

µ2
=

2

9
θ−1R2

V , (5.1)

θ =
ρ

ρs
, RV =

aρV

µ
,
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Рис. 5.1. Схема течения запыленного газа в пограничном слое на плоской

пластине и действующие на частицу силы
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предполагается обычно асимптотически большим параметром, что позволя-

ет решать уравнения движения дисперсной смеси в приближении погранич-

ного слоя. Здесь и далее числа Рейнольдса, характеризующие продольные

масштабы течения дисперсной смеси в пограничном слое, обозначаются Re,

а характеризующие обтекание частиц - R.

Из равенства (5.1) нетрудно видеть, что условие ReSt ≫ 1 должно быть

связано с предположением об асимптотически большой величине по крайней

мере одного из параметров:

θ−1 ≫ 1, RV ≫ 1. (5.2)

При движении частиц в газе обычно θ ∼ 10−3. Ниже будем считать, что

выполняется первое асимптотическое неравенство (5.2), а RV ∼ 1.

Поскольку коэффициент силы Сэфмана является величиной порядка 1,

нормальные силы, действующие на частицу при движении на масштабе λSt,

можно оценить как

F y
St (λSt) ∼ µa

(
v′ − v′p

)
∼ µaV Re

−1/2
St ∼ µaVR−1

V θ1/2,

FL (λSt) ∼ µa
(
u′ − u′p

)
R

1/2
G (λSt) ∼ µaV RVRe

−1/4
St ∼ µaVR

1/2
V θ1/4.

Можно видеть, что при выполнении (5.2) всегда имеем FL (λSt) ≫

F y
St (λSt) . Это означает, что поперечные силы становятся величинами одного

порядка на расстояниях больших по сравнению с λSt, где скорость сколь-

жения мала,
∣∣(u′ − u′p

)
/V
∣∣≪ 1, и необходимо введение нового продольного

масштаба двухфазного пограничного слоя λSa ≫ λSt.

5.1. Пограничный слой на плоской пластине

Запишем безразмерные уравнения импульса для дисперсной примеси в рам-

ках модели запыленного газа [173, 174] в виде (движение газа вследствие ма-
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лости массовой доли примеси описывается обычными уравнениями Прандт-

ля)

up
∂up
∂x

+ vp
∂up
∂y

=
9

2
(u− up)

θReSa
R2
V

, (5.3)

up
∂vp
∂x

+vp
∂vp
∂y

=
9

2
(v − vp)

θReSa
R2
V

+
3

4π
c∞L (α) (u− up)

θRe
5/4
Sa

RV

(
∂u

∂y

)1/2

. (5.4)

Здесь число Рейнольдса ReSa вычисляется по продольному масштабу λSa,

который определяется ниже из анализа порядков членов в уравнении (5.3),

(5.4), пространственные координаты x и y обезразмерены, как обычно в

приближении пограничного слоя, соответственно на λSa и λSaRe
−1/2
Sa , про-

дольные скорости u, up - на V , поперечные v, vp - на V Re
−1/2
Sa .

Поскольку ReSa ≫ ReSt ∼ θ−1R2
V, безразмерные коэффициенты при

первых членах в правых частях уравнений (5.3), (5.4), соответствующих

продольной и поперечной силам Стокса асимптотически велики, ε−1 =

ReSaθR
−2
V ≫ 1. Это означает, что решением первого уравнения в главном

приближении является u0p = u, т. е. в продольном направлении частицы

«вморожены» в газ.

Безразмерный параметр θRe
5/4
Sa R

−1
V при втором члене в правой части

уравнения (5.4), соответствующем силе Сэфмана, как легко видеть, асимп-

тотически велик по сравнению с ε−1. В случае, когда он является величиной

O
(
ε−2
)
, для определения поперечной скорости частиц vp в главном прибли-

жении требуется знание скорости up не только в главном, но и в следующем

приближении по ε :

|v − vp| ∼ |u− up|
θRe5/4Sa

RV
∼ 1.

Указанное условие

θRe
5/4
Sa

RV
∼ ε−2 ∼ θ2Re2Sa

R4
V

,
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выполняется, если ReSa ∼ θ−4/3R4
V. Примем

ReSa = Dθ−4/3R4
V , λSa = D (V/µ)3 a4ρ5/3ρ4/3s , (5.5)

где D - численный коэффициент, величина которого определяется ниже.

Поперечная сила вычислялась при условии, что числа Рейнольдса, опре-

деляемые по размеру частиц и скорости обтекания Rs и по величине невоз-

мущенного поперечного градиента скорости RG, малы. Для данных чисел с

учетом (5.3), (5.4) на масштабе λSa можно получить следующие оценки:

Rs = |u− up|RV ∼ R3
V

θReSa
∼ θ

RV
≪ 1, RG ∼ R2

V

Re
1/2
Sa

∼ θ2/3 ≪ 1.

Таким образом, условия малости чисел Рейнольдса действительно выпол-

няются на масштабе λSa.

Параметр скольжения, от которого зависит коэффициент поперечной

силы c∞L , представим в виде

α = (u− up) ReSa
1/4

(
∂u

∂y

)−1/2

. (5.6)

Выражая с учетом (5.6) и равенства u0p = u скорость обтекания (u− up) в

уравнениях (5.3), (5.4) через α и отбрасывая внепорядковые члены, будем

иметь в главном приближении

u
∂u

∂x
+ vp

∂u

∂y
=

9

2
D3/4αRV

(
∂u

∂y

)1/2

, (5.7)

0 =
9

2
(v − vp) +

3

4π
c∞L (α)αRV

(
∂u

∂y

)
. (5.8)
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В полученных уравнениях перейдем к переменным Блазиуса , η =

yx−1/2, так что

u = f ′, v = x−1/2 (ηf ′ − f) /2,

f ′′ (0) = 0.332,

где f (η) - известная функция Блазиуса, исключим vp, а коэффициент D

определим следующим образом:

D3/4 = c∞L (0) [f ′′ (0)]
3/2

(27π)−1 .

В результате имеем D = 3.56× 10−3, а для параметра α получим уравнение

χ (α) = αQ (x, η) + Z (η) , (5.9)

χ = c∞L (α)α,

Q = c∞L (0)x3/4
[
f

′′
(η)

f ′′ (0)

]−3/2

, Z =
3πf (η)

RV f
′′ (η)

.

Как следует из данного уравнения, на масштабе λSa распределение пара-

метра α (x, η) и выражающиеся через него скорости u−up и vp определяют-

ся в каждой точке пограничного слоя локальными значениями параметров

невозмущенного потока газа. Таким образом, задача нахождения квазирав-

новесного (т.е. такого, при котором действующая на частицу суммарная по-

перечная сила равна нулю) распределения скоростей свелась к нелинейному

алгебраическому уравнению (5.9). Его решение, вообще говоря, не является

единственным. Этот вывод проиллюстрирован на Рис. (5.2), где сплошной

линией изображен график левой части уравнения (5.9). Правая часть этого

уравнения представляет собой линейную функцию от α, с коэффициентами,

зависящими от координат x, η и числа RV . На Рисунке нанесены прямые 1,

2, 3, рассчитанные для различных значений x и η = 0. Решения уравнения

соответствуют точкам пересечения сплошной линии и прямых. Таким обра-

зом, уравнение может иметь три (точки K, L, M), два (точки N, O) или

один (точка P ) корня.
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Рис. 5.2. Графическое решение уравнения (5.9).
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Отрицательный корень α существует для всех значений пространствен-

ных переменных, а положительный — лишь для x < 1. В связи с неедин-

ственностью решения уравнений квазиравновесного движения частиц под

действием сил Стокса и Сэфмана возникает необходимость рассмотрения

задачи о начальной стадии движения частиц на масштабе времени τSt и

пространственном масштабе λSt. Ее решение приведено в работе [32], где

получены также предельные решения, соответствующие установившемуся

квазиравновесному движению. Если в начальный момент времени продоль-

ная скорость частицы отличается на свою величину от скорости газа, то с

учетом (5.6) имеем |α| ≫ 1. По этой причине член, соответствующий си-

ле Сэфмана, асимптотически мал по сравнению с остальными членами, т.

е. на начальной стадии движения происходит торможение продольного и

поперечного относительного движения частицы под действием только си-

лы Стокса. В результате предельные решения при t ≫ τSt зависят только

от знака параметра α в начальный момент, совпадающего со знаком на-

чальной разности продольных скоростей частицы и газа. Отрицательные α

соответствуют частицам, опережающим поток газа. Такая ситуация имеет

место, например, при обтекании пластины потоком газовзвеси. Сила Сэф-

мана в этом случае направлена к поверхности пластины. Средний из трех

корней (точка L) не может быть достигнут, т.к. он неустойчив. Положитель-

ные α могут быть реализованы, если покоящиеся частицы поднимаются с

поверхности пластины. Положительной силой Сэфмана можно объяснить

подъем пыли с плоской поверхности в пограничном слое за ударной вол-

ной [176, 177, 178]. Другие случаи, где газ разгоняется в пограничном слое,

течения около клина и сферы, и где в результате также реализуются квази-

равновесные режимы с положительным α, рассмотрены в следующих раз-

делах.

Для течения запыленного газа в пограничном слое на плоской пластине

с отрицательными α определим сначала предельные распределения α (x, y)
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при x ≪ 1 и x ≫ 1, следующие из решения (5.9). Для x ≫ 1 параметр

α убывает пропорционально x−3/4, т.к. первый член в правой части (5.9)

должен оставаться конечным. В результате коэффициент c∞L (α) стремится

к своему предельному значению c∞L (0) = 6.46, и член, соответствующий

силе Сэфмана во втором уравнении (5.8),

3

4π
c∞L (α)αRV

(
∂u

∂y

)
∼ x−5/4,

убывает быстрее, чем поперечная сила Стокса, 9
2 (v − vp) ∼ x−1/2. Таким

образом, для значений x ≫ 1 имеем vp ≃ v, т.е. равенство продольной и

поперечной скоростей фаз достигается на расстоянии от края пластины,

большом по сравнению с масштабом λSa.

Для предельных значений координаты x ≪ 1 влияние силы Сэфмана

на распределение поперечной скорости vp также несущественно. Действи-

тельно, поскольку коэффициент c∞L (α) при больших значениях α быстро

убывает,

α ≫ 1 : c∞L (α) ∼ α−4 ln |α|,

член в левой части уравнения (5.9) мал по сравнению с правой частью, и

поэтому решение (5.9) в этом случае записывается в виде

x≪ 1 : α = −Z (η) /Q (x, η) ∼ x−3/4,

т.е. параметр скольжения также пропорционален x−3/4. В результате,

несмотря на большую скорость обтекания частиц, пропорциональную α,

член в правой части второго уравнения (5.8), соответствующий силе Сэф-

мана, стремится к нулю при x≪ 1, в то время как поперечная сила Стокса

возрастает, так как поперечная скорость газа v ∼ x−1/2. Таким образом, при

x≪ 1 также имеем vp ≃ v.

Для значений x = O (1) уравнение (5.9) решалось численно. Результаты

расчета параметра α для RV = 3 и значений координат x = 0, 8 и x = 1, 5
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приведены соответственно на Рис. 5.3(a, b). Параметр скольжения конечен,

и поэтому коэффициент поперечной силы значительно отличается от пре-

дельного значения c∞L (0) = 6.46. На рисунке нанесены также зависимости

поперечной скорости частиц vp (η) , вычисленные с учетом (5.8). Штрихо-

вой линией для сравнения обозначена зависимость поперечной скорости газа

v (η) в пограничном слое. Распределения α (η), vp (η) качественным образом

различаются для x < 1 и x > 1 вблизи поверхности пластины. При x < 1,

η → 0 имеем из (5.9)

c∞L (α) = c∞L (0)x3/4 < c∞L (0) ,

что дает отличные от нуля предельные значения для α (x, η). Из этого с

учетом (5.8) следует, что при x < 1 частицы приближаются к поверхности

пластины с конечной скоростью.

Для значений x > 1 выражение в квадратных скобках в уравнении (5.9)

всегда положительно и поэтому α и vp стремятся к нулю вблизи стенки:

x > 1, η → 0 : α =
3πη2

c∞L (0)
(
x3/4 − 1

)
RV

, vp =
f ′′ (0)

(
x3/4 − 2

)
η2

4
(
x3/4 − 1

)
x1/2

.

Из последней формулы следует, что при x < 24/3 вблизи поверхности

пластины имеется область, где vp < 0, а при x > 24/3 имеем vp > 0 для всех

значений η > 0. Полученные распределения vp (η) качественно совпадают с

приведенными в [162] результатами расчетов течения дисперсной примеси

на масштабе λSt.

Распределение плотности частиц ρp (η), обезразмеренное на ее величину

в невозмущенном потоке дисперсной смеси, определялось из условия сохра-

нения массового расхода частиц в элементарной трубке тока дисперсной

фазы. Для того, чтобы определить значение указанного инварианта, необ-

ходимо продолжить траектории частиц в область малых значений x, где
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Рис. 5.3. Распределения параметра скольжения, поперечной скорости и

плотности частиц и скорости газа в пограничном слое на плоской пластине

для RV = 3, (a) x = 0.8, (b) x = 1.5.
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величина плотности частиц равна невозмущенному значению. Результаты

расчета ρp (η) приведены на Рис. 5.3(a, b). Можно видеть, что отмеченные

выше качественные различия в распределениях α и vp вблизи поверхности

пластины для значений x < 1 и x > 1 приводят и к различиям в распределе-

нии плотности: при x < 1 частицы приближаются к поверхности пластины

с конечной скоростью, поэтому конечно и значение плотности. При x > 1

также имеется область, где поперечная скорость частиц отрицательна. Тем

не менее приближающиеся к поверхности пластины частицы не достигают

ее, поскольку vp → 0 при η → 0, что приводит к появлению неинтегриру-

емой особенности плотности ρp ∼ η−1 при η → 0. Особенности плотности

частиц, движущихся только под действием силы Стокса, изучались ранее в

работах [179, 180].

Выше предполагалось, что поперечная сила не зависит от расстояния до

стенки. Это верно в основной части пограничного слоя, но в тонком при-

стенном слое толщиной LSa ≪ δ коэффициент поперечной силы cL (α, y)

уменьшается в результате взаимодействия частицы со стенкой, а затем ста-

новится отрицательным, т.е. поперечная сила отталкивает частицы от стен-

ки (см. Рис. 1.3(a,b)).

Для описания движения частиц в данной области использовалась следу-

ющая аппроксимация коэффициента поперечной силы [41], которая описы-

вает численные значения [30] с относительной точностью 0.05 и совпадает с

решениями для предельных случаев y′/LSa ≪ 1 и y′/LSa ≫ 1,

cL = c∞L (α)

{
1−

(
1− 1.77α

c∞L (α)

)
exp

[
−
(
0.453 + |α|1.93

)
y′

LSa

]}
(5.10)

В результате по мере приближения частиц к поверхности происходит

их торможение, и они не достигают стенки, а скапливаются в пристенной

области (см. Рис. 5.4). Вблизи стенки образуется область чистого газа.
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Рис. 5.4. Асимптотическое распределение плотности частиц на больших

расстояниях. Сплошная кривая - расчет для коэффициента поперечной

силы, равного максимальному значению cSa, штриховая - для зависимости

cL(α, y
′/LSa), задаваемой (5.10) [41].
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5.2. Пограничный слой при обтекании клина

В градиентном пограничном слое, в отличие от течения на плоской пла-

стине, продольное ускорение несущей фазы и связанные с ним скорость

обтекания частиц и сила Сэфмана могут иметь любой знак. Результатом

действия на частицы положительной (направленной от поверхности тела)

поперечной силы является возникновение отрыва дисперсной фазы, т. е.

наличие области вблизи поверхности, где частицы отсутствуют. В качестве

примера, иллюстрирующего указанный эффект, может быть рассмотрена

задача об обтекании клина [33], для которой имеются известные решения,

описывающие распределение скорости газа в невязкой области и в погра-

ничном слое. Движение дисперсной фазы в невязкой области для указанной

геометрии рассматривалось в работе [181], а в пограничном слое без учета

силы Сэфмана для сходной задачи (течение в окрестности критической точ-

ки затупленного тела) — в работе [182].

Запыленный газ движется в ламинарном пограничном слое над клином

с углом при вершине πβ, 0 < β < 1 (схема течения приведена на Рис. 5.5).

Массовая плотность дисперсной фазы, ρ∞p = 4πn∞p ρsa
3/3, предполагается

малой по сравнению с плотностью газа ρ. Для рассматриваемого течения

можно выделить две области, где имеет место скоростная неравновесность

фаз. В области 1 вблизи вершины клина течение газа является невязким, а

характерное время изменения его скорости равно времени релаксации ско-

рости частиц под действием силы Стокса τSt = 2ρsa
2/ (9µ). Поскольку ско-

рость газа степенным образом растет вдоль поверхности клина

U = cxm, m =
β

2− β
> 0, (5.11)

для линейного масштаба указанной области будем иметь

λSt = (cτSt)
l , l = (1−m)−1 .
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В результате того, что дисперсная фаза не успевает отслеживать скорость

несущей фазы, часть ее, находящаяся в набегающем потоке на расстояниях

от оси симметрии r, меньших некоторого критического значения r0 ∼ λSt,

выпадает на поверхность клина (траектория A) [181]. Другая часть, для

которой r > r0 (траектория B), продолжает движение вдоль поверхности

тела и входит в пограничный слой.

Причиной различия скоростей фаз в пограничном слое (область 3 на рис.

5.5) является то, что помимо силы Стокса на частицы действует попереч-

ная сила. В качестве масштаба, на котором строятся уравнения движения

дисперсной примеси, в данном случае можно принять величину

λc =

(
Uc
c

)1/m

, Uc =
µ

ρa
.

Соответствующее значениям λc и Uc число Рейнольдса будем считать асимп-

тотически большим параметром:

Rec = ρλcUc/µ≫ 1.

Кроме того, будем считать, что для введенных асимптотических параметров

Rec и θ выполняется неравенство Rec ≫ θ−1 (только такое их соотношение

обеспечивает выполнение условий малости чисел Рейнольдса частиц).

Следует отметить, что размеры λSt и λc для характерных значений ско-

рости набегающего потока и размеров частиц, как правило, невелики по

сравнению с размерами обтекаемого тела. По этой причине полученные ни-

же для модельной задачи об обтекании клина результаты соответствуют

также реальным распределениям скорости и плотности частиц в некоторой

окрестности передней кромки обтекаемого тела, где поле скорости газа в

невязкой области описывается степенной зависимостью (5.11). Так, напри-

мер, если течение газа, соответствующее обтеканию клина с углом при вер-

шине 2π/3, реализуется на участке длиной x∗ = 0.1 м и при этом скорость
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Рис. 5.5. Схема течения запыленного газа в пограничном слое на клине



173

газа на расстоянии x∗ от вершины будет равна 10 м/с, то для капель воды

радиуса a = 6 мкм при нормальных условиях будем иметь λSt = 2 · 10−4 м

и λc = 10−2 м, Rec = 2 · 103.

Запишем аналогично (5.7), (5.8) безразмерные уравнения квазиравновес-

ного движения дисперсной примеси в пограничном слое на масштабе λc:

ε

(
u
∂u

∂x
+ vp

∂u

∂y

)
= u− up, (5.12)

c∞L (α) (up − u)

γε

(
∂u

∂y

)1/2

= v − vp, (5.13)

ε =
2

9θRec
≪ 1, γ = 27πθRe3/4c ,

α =

(
∂u

∂y

)−1/2

(u− up) Re
1/4
c .

Из (5.12) имеем, как и ранее, up = u + O (ε) , т.е. продольная скорость

скольжения мала. Будем предполагать для асимптотических параметров

θ ∼ Re−3/4
c ∼ ε3, так что γ = O (1) . Такая ситуация представляет больший

интерес, т.к. поперечная скорость скольжения v−vp сравнима со скоростью

газа v, и, кроме того, в этом случае необходимо учитывать изменение ко-

эффициента поперечной силы c∞L (α) при движении дисперсной примеси.

Уравнения (5.12), (5.13) можно преобразовать в алгебраическое уравнение,

аналогичное (5.9):

χ (α)

(
∂u

∂y

)2

− γα

(
∂u

∂y

)1/2

= −6π

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
. (5.14)

Основное отличие (5.14) от (5.9) заключается в ускорении газа (член в пра-

вой части (5.14)), которое для течения на клине может иметь разный знак.

В зависимости от знака этого члена решения для α, а следовательно, и ха-

рактер траекторий частиц могут быть качественно различными.
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В пограничном слое над клином автомодельное распределение скоро-

сти газа выражается через функцию, являющуюся решением уравнения

Фокнера-Скэн [183]

u = xmΦ′, v = −κx(m−1)/2

(
Φ +

m− 1

m+ 1
ξΦ′
)

(5.15)

ξ = κyx(m−1)/2, κ =
√

(m+ 1) /2.

С учетом (5.15) уравнение (5.14) и выражение для нормальной скорости

дисперсной фазы перепишутся в виде

χ (α)− γαξνq (ξ) + ξ−ms (ξ) = 0, (5.16)

vp = −κx(m−1)/2

(
Φ +

m− 1

m+ 1
ξΦ′ − xmΦ′′χ (α)

6π

)
, (5.17)

q = (κΦ′′)
−3/2

, s = −6π

[
Φ

Φ′′ −m

(
Φ′

κΦ′′

)2
]
, ν =

3 (1− 3m)

4
.

Важным свойством полученного уравнения для параметра α является

рассмотренная выше неединственность его решения, связанная с нелиней-

ностью функции χ (α) . В общем случае оно имеет две устойчивых ветви

решения, и задача описания квазиравновесного движения дисперсной при-

меси осложняется возможностью перехода с одной ветви решения на дру-

гую. Указанное явление имеет место в случае, когда ускорение газа является

знакопеременной функцией. Если же ускорение имеет одинаковый знак во

всем пограничном слое, то квазиравновесные распределения параметра α и

выражающейся через него поперечной скорости частиц соответствуют един-

ственной ветви решения. Так, для течения дисперсной смеси в пограничном

слое над плоской пластиной ускорение отрицательно для всех значений x, y

и поэтому распределение скорости vp единственно. Для этой ветви реше-

ния скорость обтекания частиц отрицательна, а сила Сэфмана направле-

на к поверхности пластины. При обтекании клина функция s в уравнении

(5.16), пропорциональная ускорению, положительна для всех значений x, y,
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а решение описывается единственной ветвью, если β > 0.5. Ограничимся

в данном разделе рассмотрением только этого случая, для которого сила

Сэфмана положительна во всем поле течения, что приводит к отрыву по-

тока дисперсной примеси. Случай β < 0.5, характеризующийся переходом

с одной ветви решения на другую, подробно рассмотрен в работе [35].

Определим сначала предельные распределения α (ξ), vp (ξ) при x ≪ 1

и x ≫ 1. Для значений x ≪ 1 влияние силы Сэфмана на распределение

поперечной скорости vp (ξ), как и при обтекании плоской пластины, несу-

щественно. Действительно, решение (5.16) при x ≪ 1 можно записать в

виде

x≪ 1 : α = x−m−νs (γq)−1 . (5.18)

Подставляя данное выражение в (5.17), можно убедиться, что член, соответ-

ствующий силе Сэфмана, асимптотически мал по сравнению с остальными

членами, и поэтому поперечные скорости фаз при x ≪ 1 равны для всех

значений параметра β.

Для предельных значений координаты x ≫ 1 соотношение поперечных

сил Стокса и Сэфмана различно в зависимости от угла при вершине клина

πβ. При 0.9 < β < 1 распределение α описывается соотношением (5.18),

и вследствие этого поперечные скорости фаз равны. В случае 0.5 < β <

0.9 не происходит уменьшения влияния силы Сэфмана. Действительно, c

учетом асимптотики зависимости c∞L (α) ∼ 31.9α−4 при α ≫ 1 решение

(5.16) запишется в виде

0.5 < β < 0.9, x≫ 1 : α =

(
γxνq (ξ)

31.9

)−1/4

В результате член, который соответствует силе Сэфмана в формуле (5.17)

и пропорционален xmχ (α) ∼ xm+3ν/4, убывает медленнее с ростом x, чем

остальные члены. По этой причине при x ≫ 1 поперечная скорость частиц

асимптотически велика по сравнению с поперечной скоростью газа.
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Для значений x ∼ 1 уравнение (5.16) решалось численно методом Нью-

тона. Найденные с учетом (5.17) зависимости поперечной скорости дисперс-

ной фазы для γ = 40 и значения угла при вершине клина β = 0.75, (m = 0.6)

представлены на Рис. 5.6. Сплошные кривые 1-3 соответствуют значениям

x = 2; 10; 20. Можно видеть, что распределения vp (ξ) качественным образом

различаются для x < xr = [c∞L (α) /γq (0)]1/ν и x > xr. При x < xr величи-

ны α и vp стремятся к нулю вблизи поверхности тела, так как для любых

значений α второй член в левой части (5.16) больше первого, и поэтому с

учетом того, что s ∼ ξ2 при ξ ≪ 1, получим

ξ ≪ 1, x < xr : α =
6π (1−m) ξ2

(1 +m) p (x)xm
, (5.19)

vp = κx(m−1)/2ξ
2Φ′′ (0)

m+ 1

(
1− 3m+

1−m

p (x)

)
,

p = γq (0)xν − c∞L (α) .

Для значений x > xr уравнение (5.16) при ξ ≪ 1 можно переписать в

виде

c∞L (α) = γq (0)xν.

Последнему уравнению удовлетворяет конечное значение параметра α, ко-

торому с учетом (5.17) соответствует также конечная поперечная скорость:

ξ ≪ 1, x > xr : vp = κx(3m−1)/2Φ′′ (0)
χ (α)

6π
. (5.20)

Из формул (5.19), (5.20) следует, что нулевая линия тока дисперсной

фазы, проходящая при x < xr у поверхности клина, при x > xr удаляется

от нее на конечные расстояния. Таким образом, результатом действия силы

Сэфмана при обтекании клина является оттеснение дисперсной фазы от его

поверхности и образование области, куда частицы не могут попасть, неза-

висимо от их начального положения. Это явление можно назвать отрывом

потока дисперсной фазы в пограничном слое.
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Рис. 5.6. Распределения vp (ξ) (сплошные кривые) и ρp (ξ) (штриховые

кривые) в пограничном слое на клине. Кривые 1-3 соответствуют

значениям x = 2; 10; 20.
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Для иллюстрации сказанного построим в пространстве переменных

(x, ξ) траектории частиц, которые могут быть найдены в результате ин-

тегрирования уравнений движения частиц:

dxp
dt

= u = xmΦ′ (ξ) ,

dξp
dt

= κx(m−1)/2vp +
m− 1

2
xm−1ξΦ′.

На рис. 5.7(a) приведены несколько характерных траекторий частиц, ко-

торые начинаются на внешней границе пограничного слоя и соответствуют

значениям параметров β = 0.75, γ = 5. Нулевая линия тока дисперсной фа-

зы, проходящая через точку (xr, 0), является, очевидно, границей области

отрыва. Штриховые кривые 1 – 3 обозначают границы областей отрыва для

различных значений параметра γ = 5; 10; 15.

В случае β = 0.5, (m = 1/3) , в отличие от β > 0.5, показатель степени

ν в уравнении (5.16) равен нулю. В результате поперечная скорость на по-

верхности клина одинакова при всех x и зависит только от γ. Для значений

γ > γr = c∞L (0) /q (0) = 4.2 распределение vp (x, ξ) вблизи поверхности при

всех x описывается формулой (5.19), а при γ < γr - (5.20). Границы области

отрыва для этого случая показаны на Рис. 5.7(b) для значений γ = 0.5; 1; 3,

меньших критического (соответственно штриховые кривые 1 – 3). Там же

поcтроены несколько характерных траекторий частиц для γ = 1. В отличие

от β > 0.5, область, в которую не попадает дисперсная фаза, при β = 0.5

начинается при x = 0, т. е. вблизи поверхности клина частицы отсутствуют

при всех значениях x. Для значений β = 0.5, γ > γr поперечная скорость

на поверхности клина при всех x равна нулю и поэтому для любой точки

(x, ξ) существует траектория, которая проходит через эту точку и начинает-

ся на внешней границе пограничного слоя. Таким образом, для указанных

значений параметра γ не происходит отрыва потока дисперсной фазы.
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Рис. 5.7. Траектории частиц в пограничном слое на клине
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5.3. Пограничный слой при обтекании критической точки затуп-

ленного тела

Предложенный выше метод описания движения дисперсной фазы под дей-

ствием силы Сэфмана может быть также применен для пограничного слоя

на затупленном теле [34]. Дополнительной сложностью при этом является

наличие действующей на частицы центробежной силы, если, как обычно,

используется криволинейная система координат, связанная с поверхностью

обтекаемого тела. В этом случае масштаб релаксации частиц вводится ана-

логично (5.5) (отличие заключается только в численном коэффициенте),

λSa =
V 3

81π4/3µ3
a4ρ5/3ρ4/3s , (5.21)

который предполагается асимптотически большим по сравнению с харак-

терным масштабом (радиусом кривизны в критической точке тела) L.

Рассмотрим подробнее случай, когда все три нормальные силы имеют

одинаковый порядок, и кроме того, параметр скольжения α = O (1) . Эти

условия выполняются для течения в малой окрестности критической точки

тела, на расстояниях порядка λc = LRe
−1/6
L ≪ L, когда θ ∼ Re

−1/2
L , RV ∼

Re
1/6
L [34]. Тогда безразмерные уравнения движения дисперсной примеси в

пограничном слое на масштабе λc запишутся аналогично (5.12), (5.13)

ε

(
u
∂u

∂x
+ vp

∂u

∂y

)
= u− up, (5.22)

v − vp +
c∞L (α) (up − u)

ε

(
∂u

∂y

)1/2

+
κ

γ
u2 = 0, (5.23)

α =
γ

ε
(u− up)

(
∂u

∂y

)−1/2

, (5.24)

ε =
2R2

V

9θReL
≪ 1,

κ = 12π5/3θ−1/3R−1
V ∼ 1, γ =

2

3
π1/3Re

−1/2
L θ−2/3RV ∼ 1.
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Здесь продольные координата и скорости обезразмерены на λc и V λc/L,

поперечные - на LRe−1/2
L и V Re

−1/2
L , соответственно, так что все скорости

имеют порядок единицы, последний член в левой части (5.23) соответству-

ет центробежной силе. Подставляя (5.24) в (5.23), получим единственное

уравнение для α, аналогичное (5.14),

χ (α)

(
∂u

∂y

)2

− α

(
∂u

∂y

)1/2

= −γ
(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
− κu2

(
∂u

∂y

)
. (5.25)

Отличие полученного уравнения от (5.14) заключается в последнем

члене в правой части, соответствующем центробежной силе. Распределение

скорости газа в окрестности критической точки описывается уравнением

[184]

u =
3

2
xϕ′ (η) , v = −

√
3ϕ (η) ,

η =
√
3y,

где функция ϕ (η) также удовлетворяет уравнению Фокнера-Скэн. В резуль-

тате уравнения (5.25) и (5.23) преобразуются к виду

χ (α)− αQ (x, η) = Z (x, η) , (5.26)

vp =
√
3

[
−ϕ+

3χ (α)

2γ
xϕ′′ (η)

]
+

9κ

4γ
x2ϕ′2 (η) , (5.27)

Q =

(
3
√
3xϕ′′

2

)−3/2

, Z = − γ

3x

[(
ϕ′

ϕ′′

)2

− 2ϕ′

ϕ′′

]
− κ

√
3xϕ′2

2ϕ′′
.

Таким образом, распределение скорости частиц, аналогично течениям на

пластине и клине, может быть найдено из алгебраических уравнений (5.26),

(5.27).
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Также аналогично течению на клине в рассматриваемом течении возни-

кает отрыв потока дисперсной фазы. Точка (xs, 0), в которой происходит

отрыв, определяется из условия

c∞L (0) =

(
∂u (xs, 0)

∂y

)−3/2

,

из чего следует

xs =
2c∞L (0)−2/3

3
√
3ϕ′′ (0)

≃ 0.12.

Следует заметить, что положение данной точки не зависит от двух без-

размерных параметров γ и κ.

Распределения α (η) и vp (η) , полученные из (5.26), (5.27) для γ = 1 и

κ = 2 и для различных значений x, приведены на Рис. 5.8, соответственно

(а) и (b). Также для сравнения штриховыми линиями показаны зависи-

мости, рассчитанные без учета силы Сэфмана. На малых расстояниях от

критической точки роль силы Сэфмана незначительна, т.к. α (η) и vp (η)

близки к значениям, полученным без учета данной силы, и равны нулю на

стенке. При значениях x > xs зависимости, полученные с учетом и без учета

силы Сэфмана, существенно различаются. Скорость на стенке становится

положительной и конечной, что соответствует отходу дисперсной фазы от

стенки, т.е. ее отрыву. Таким образом, отрыв происходит только в результате

действия поперечной силы. Это явление проиллюстрировано также на Рис.

5.9, где показаны траектории частиц в пограничном слое и граница области

без частиц (жирная линия). На Рис. 5.10 приведены распределения плот-

ности частиц, обезразмеренные на значения в набегающем потоке. Можно

видеть, что потоки частиц фокусируются в тонком слое вблизи границы

области отрыва, где плотность частиц многократно превышает значения в

набегающем потоке.

Результаты пятой главы опубликованы в работах [29, 32, 33, 46, 34, 35,

41].
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Рис. 5.8. Распределения (a) параметра скольжения α (η) и (b) нормальной

скорости vp (η) в пограничном слое на сфере при γ = 1, κ = 2 и

x = 0.1, 0.2, 0.5 (соответственно кривые 1-3). Штриховые линии - те же

параметры, рассчитанные без учета силы Сэфмана.
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Рис. 5.9. Траектории частиц в пограничном слое на сфере и граница

области без частиц (жирная линия) при γ = 2, κ = 1. Штриховые линии -

траектории, рассчитанные без учета силы Сэфмана.
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Рис. 5.10. (a) Безразмерные распределения ρp (η) в пограничном слое на

сфере при γ = 2, κ = 1 и x = 0.1, 0.2, 0.5, 1, 1.5 (соответственно кривые

1-5). (b) - те же параметры, рассчитанные без учета силы Сэфмана.
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Заключение

1. В работе на основе методов возмущений и сращиваемых асимптоти-

ческих разложений сформулирована задача о динамике сферических

частиц в сдвиговых и нестационарных потоках при малых, но конеч-

ных числах Рейнольдса. Течение во внутренней области (на масшта-

бе радиуса частицы) в главном приближении по числу Рейнольдса

соответствует классической задаче Стокса об обтекании сферы одно-

родным неограниченным потоком. Распределение скорости во внеш-

ней области (на масштабе Сэфмана) описывается уравнениями Озее-

на. Для решения уравнений внешней области используется двумерное

преобразование Фурье. Поперечная сила вычисляется через обратное

преобразования Фурье.

2. Для частицы, движущейся с постоянной скоростью скольжения в

ограниченном стенкой линейном сдвиговом потоке, определены зави-

симости поперечной силы от двух безразмерных параметров: парамет-

ра скольжения, характеризующего отношение однородного и сдвигово-

го потоков во внешней области, и расстояния до стенки, отнесенного

к масштабу Сэфмана. Таким образом, данные результаты являются

обобщением известного выражения для силы Сэфмана, полученного

для неограниченного потока и в пределе малого параметра скольже-

ния. Для частиц, опережающих несущий поток (отрицательный пара-

метр скольжения), сила является знакопеременной функцией рассто-

яния до стенки. Такие частицы имеют устойчивое положение равно-

весия, где сила равна нулю.

3. Для течения в плоском канале найдены поперечные инерционные си-

лы для различных направлений (параллельная и перпендикулярная

основному потоку) и величин скорости скольжения, в том числе пре-

дельные случаи сильного и слабого сдвиговых потоков. При больших
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числах Рейнольдса канала проведено сравнение результатов для попе-

речной силы в линейном и параболическом потоках. Влияние стенок

существенно в тонких пристеночных слоях, где поперечная сила близ-

ка к значениям, полученным для ограниченного одной стенкой линей-

ного потока. В основной части канала влияние стенок мало, но роль

кривизны профиля невозмущенной скорости остается существенной.

Таким образом, в этой части течения коэффициент силы соответству-

ет неограниченному параболическому потоку и зависит от двух без-

размерных параметров: параметра скольжения и кривизны профиля.

4. Определены устойчивые положения равновесия частиц для течения в

канале. Положения равновесия при больших числах Рейнольдса кана-

ла и конечных параметрах скольжения или для нейтрально плавучих

частицы находятся на малых расстояниях от стенок. При больших

параметрах скольжения появляются дополнительные положения рав-

новесия на конечных расстояниях от стенок.

5. Построено асимптотическое решение для возмущенного поля скорости

вдали от не нейтрально плавучей частицы в сдвиговом потоке. По-

лучены степенные законы зависимостей возмущений всех компонент

скорости от расстояния до частицы в дальней невязкой области. Вверх

и вниз по потоку образуются два вязких следа, ширина которых рас-

тет пропорционально расстоянию от частицы в степени одна третья.

Возмущения продольной скорости в следах убывают, как расстояние

в степени минус две третьих. Результаты использованы для описания

парного гидродинамического взаимодействия частиц в дальней обла-

сти.

6. Задача определения инерционной поперечной силы обобщена на неста-

ционарный случай, когда скорость скольжения частицы в неограни-

ченном сильном сдвиговом потоке меняется по гармоническому зако-

ну. Из решения нестационарного уравнения Озеена получены выраже-
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ния для действительной и мнимой частей силы в зависимости от ча-

стоты колебаний скорости. Для произвольного закона изменения ско-

рости поперечная сила выражается в виде обратного интеграла Фурье

по частоте.

Определено нестационарное поле возмущенной скорости для части-

цы, движущейся прямолинейно с произвольной скоростью в покоящей-

ся жидкости. Получено выражение для нестационарной силы Озеена

(обобщенной силы Бассэ), которая зависит от "истории"движения в

предшествующие моменты времени. Память об изменении скорости

затухает быстрее, чем в классической силе Бассэ.

7. Решены задачи о течениях газовзвеси в ламинарных пограничных сло-

ях на различных телах: плоской пластине, клине и затупленном те-

ле. Показано, что условия обтекания частицы в основной части по-

граничного слоя соответствуют неограниченному квазистационарному

линейному сдвиговому потоку, при этом, однако, необходимо учиты-

вать зависимость коэффициента поперечной силы от параметра сколь-

жения. Определен продольный масштаб течения, на котором влияние

поперечной силы конечно. Получены распределения плотности и ско-

рости частиц. В пограничном слое на плоской пластине частицы дви-

жутся к поверхности пластины, и плотность частиц в пристеночной

области превышает значения в набегающем потоке. В пограничных

слоях на клине и затупленном теле поперечная сила направлена от

поверхности тела. Результатом ее действия является возникновение

отрыва дисперсной фазы, т. е. наличие области чистого газа вблизи

поверхности, где частицы отсутствуют.
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