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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âàæíóþ ðîëü â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èãðàþò ëè-

íåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ñëóæàò îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî èõ

ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ëèíåéíûå íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû èìåþò ìíîãî÷èñëåí-

íûå ïðèëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþò ðÿä íîâûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà,

òðåáóþùèõ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû.

Ñðåäè âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è òåîðèÿ êîëåáàíèé.

Ñ òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè, ñîçäàííîé À.Ì. Ëÿïóíîâûì (1892 ã.), åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì ñâÿçàíû, ïðåæäå âñåãî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå ââåäåííûå ïîçæå ïîêàçàòåëè Ïåððîíà, Áîëÿ,

Âèíîãðàäà, Ìèëëèîíùèêîâà è Èçîáîâà, îòâå÷àþùèå çà ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé èëè ñèñòåì.

Â òåîðèè æå êîëåáàíèé íåìàëàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ âîïðîñàì êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîñõîäÿùèì ê ôóíäàìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì Æ.

Øòóðìà (1837�41 ãã.) è áîëåå ïîçäíèì èññëåäîâàíèÿì À. Êíåçåðà (1896�98 ãã.).

Èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñàìûõ ðàçíûõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé è ñèñòåì çàíè-

ìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê òåõ èç íèõ, êòî âíåñ

çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä, Á.Ô. Áûëîâ, Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ,

Í.À. Èçîáîâ, Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ, È.Í. Ñåðãååâ, Å.Ê. Ìàêàðîâ, Ñ.Í. Ïîïîâà, Å.À. Áà-

ðàáàíîâ, Î.È. Ìîðîçîâ, À.Ñ. Ôóðñîâ, À.Í. Âåòîõèí, Â.Â. Áûêîâ, Þ.È. Äåìåíòüåâ è

äðóãèå. Çäåñü óêàçàíû äàëåêî íå âñå ðàáîòû êàæäîãî àâòîðà, à èñ÷åðïûâàþùóþ (íà

ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò) áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ1,2

è ìîíîãðàôèÿõ3,4.

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå êîëåáëåìîñòè óñïåøíî ïðîäâèãàëèñü óñèëèÿìè ìíîãèõ

ìàòåìàòèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü Â.À. Êîíäðàòüåâà, È.Ò. Êè-

ãóðàäçå, Ò.À. ×àíòóðèÿ, À.Í. Ëåâèíà, Í.À. Èçîáîâà, È.Â. Àñòàøîâó, Ñ.Ä. Ãëûçèíà,

À.Þ. Êîëåñîâà, Í.Õ. Ðîçîâà è äðóãèõ (îáøèðíûå áèáëèîãðàôèè ïî ýòîìó âîïðîñó
1Èçîáîâ Í.À. Ëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ìàòå-

ìàòè÷åñêèé àíàëèç. 1974. Ò.12. Ñ. 71�146.
2Èçîáîâ Í.À. Èññëåäîâàíèÿ â Áåëàðóñè ïî òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿì

// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1993. 29. �12. Ñ. 2034�2055.
3Áûëîâ Á.Ô., Âèíîãðàä Ð.Ý., Ãðîáìàí Ä.Ì., Íåìûöêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿ ê

âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè. Ì., 1966.
4Èçîáîâ Í.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ìí.: ÁÃÓ, 2006.
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ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå5 è ìîíîãðàôèè6). Çàìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûõ

àâòîðîâ â îñíîâíîì èíòåðåñîâàëè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ó çàäàííîãî óðàâ-

íåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî êîëåáëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ (èìåþùåãî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé

íà ïîëóïðÿìîé èëè íà ïðîìåæóòêå), à òàêæå ñ îïèñàíèåì âñåãî ìíîæåñòâà òàêèõ

ðåøåíèé èëè êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ èõ ñâîéñòâ. Íåìàëî óñèëèé â ýòèõ ðàáîòàõ

áûëî íàïðàâëåíî ïðåæäå âñåãî íà ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòíûõ (ò. å. îïèðàþùèõñÿ

òîëüêî íà ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ) ïðèçíàêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóò-

ñòâèÿ êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, îñîáåííî èíòåðåñíîé è àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à î íà-

õîæäåíèè àíàëîãîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèõ çà êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Â 2004 ã. È.Í. Ñåðãååâ â äîêëàäå7 âïåðâûå ââåë ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

÷àñòîòû ν(y) ñêàëÿðíîé ôóíêöèè y, íåñóùåå â ñåáå ÷åðòû óñðåäíåíèÿ ïî Ëÿïóíî-

âó è ïîçâîëèâøåå ÷èñëåííî èçìåðÿòü êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé íà ïîëóïðÿìîé. Ïîçæå

â ñòàòüÿõ8,9 èì òàêæå áûëè îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷àñòîò, à èìåííî: áûëè îïðåäåëåíû ïîëíàÿ σ(x) è âåêòîðíàÿ ζ(x) ÷àñòîòû

âåêòîð-ôóíêöèè x, à â ðàáîòå10 áûëè âïåðâûå ââåäåíû õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìî-

ñòè âåêòîð-ôóíêöèè x: ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ µ(x), ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè ρ(x) è

ïîêàçàòåëü áëóæäàíèÿ η(x), êîòîðûå, êàê îêàçàëîñü (ñì. ðàáîòû11,12,13,14,15), èìåþò

òåñíóþ ñâÿçü ñ îïðåäåëåííûìè ðàíåå õàðàêòåðèñòèêàìè êîëåáëåìîñòè. Â äàëüíåéøèõ

åãî ðàáîòàõ èçó÷àëèñü ñâîéñòâà ââåäåííûõ õàðàêòåðèñòèê è âçàèìîñâÿçè, èìåþùèåñÿ

ìåæäó íèìè.

×àñòîòó ðåøåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíåå (ïî âñåé ïîëóïðÿìîé) çíà-

÷åíèå ÷èñëà íóëåé ðåøåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π. Îêàçàëîñü7, ÷òî íà ðåøåíèÿõ
5Ëåâèí À.Þ. Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x(n) + p1(t)x(n−1) + · · ·+ pn(t)x = 0 // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1969.

24. �2. Ñ. 43�96.
6Àñòàøîâà È.Â. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûå âîïðîñû ñïåêòðàëü-

íîãî àíàëèçà / È.Â. Àñòàøîâà è äð.; ïîä ðåä. È.Â. Àñòàøîâîé � Ì.: ÞÍÈÒÈ�ÄÀÍÀ, 2012.
7Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2004. 40.

�11. Ñ. 1576.
8Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå ïîëíûõ ÷àñòîò ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2008. 44.

�11. Ñ. 1577.
9Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå ïîëíûõ ÷àñòîò ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2009. 45. �6.

Ñ. 908.
10Ñåðãååâ È.Í. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.

2010. 46. �6. Ñ. 902.
11Ñåðãååâ È.Í. Ñðàâíåíèå ïîëíûõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö.

óðàâíåíèÿ. 2010. 46. �11. Ñ. 1667�1668.
12Ñåðãååâ È.Í. Êîëåáëåìîñòü è áëóæäàåìîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàëîãî ïîðÿäêà

// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2011. 47. �6. Ñ. 906�907.
13Áóðëàêîâ Ä.Ñ., Ñåðãååâ È. Í. Çàìå÷àòåëüíûå ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå êîëåáëåìîñòü è áëóæäàåìîñòü ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2012. 48. �6. Ñ. 899.
14Ñåðãååâ È.Í. Íåóïîðÿäî÷åííîñòü âåðõíèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëíîé êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2014. 50. �6. Ñ. 852�853.
15Ñåðãååâ È.Í. Çàìå÷àòåëüíîå ñîâïàäåíèå õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ñèñòåì // Ìàòåì. ñáîðíèê. 2013. 204. �1. Ñ. 119�138.
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ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè îíà ïðèíèìàåò

ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü

êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå, ê ïðèìåðó, ôóíêöèè y(t) = sinωt åå

÷àñòîòó ν(y) = ω (ïîäîáíî òîìó, êàê ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà ïîçâîëÿþò

èçìåðÿòü ïî ýêñïîíåíöèàëüíîé øêàëå ðîñò íîðìû ðåøåíèÿ, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå

âåêòîð-ôóíêöèè x ñ íîðìîé |x(t)| = expλt åå ïîêàçàòåëü χ(x) = λ).

Ïîäñ÷åò ïîëíîé è âåêòîðíîé ÷àñòîòû âåêòîð-ôóíêöèè ïðîèñõîäèò ïóòåì óñðåäíå-

íèÿ ÷èñëà íóëåé ïðîåêöèè ýòîé ôóíêöèè íà êàêóþ-ëèáî ïðÿìóþ, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿ

âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå îêàçàëîñü ìèíèìàëüíûì: åñëè

óêàçàííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåä óñðåäíåíèåì, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ ÷à-

ñòîòà σ(x), à åñëè ïîñëå � òî âåêòîðíàÿ ÷àñòîòà ζ(x). Ïî ñâîåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó

ñìûñëó äàííûå ÷àñòîòû îòâå÷àþò çà ÷àñòîòó âðàùåíèÿ âåêòîðà x âîêðóã íóëÿ.

Îêàçàëîñü16, ÷òî íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðà-

íè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ýòè õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè ïðèíèìàþò ëèøü

êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ (ïðè ýòîì ïîëíàÿ è âåêòîðíàÿ ÷àñòîòû ðåøåíèÿ y ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíû σ(x) è ζ(x) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

x = (y, ẏ, . . . , y(n−1))).

Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î íàõîæäåíèè òî÷íûõ ãðàíèö ñïåê-

òðîâ (ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íà âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ) õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè

íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ õàðàêòåðè-

ñòèê êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà, à òàêæå äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè.

Õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ôóíêöèè x åñòü âðåìåííîå ñðåäíåå ñêîðî-

ñòè äâèæåíèÿ ñëåäà, êîòîðûé âåêòîð x îñòàâëÿåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå çà îïðåäåëåí-

íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, à ïîêàçàòåëè áëóæäàíèÿ èëè áëóæäàåìîñòè ôóíêöèè x

ïîëó÷àþòñÿ ìèíèìèçàöèåé (çàâèñÿùåé èëè íå çàâèñÿùåé îò îòðåçêà óñðåäíåíèÿ) åå

ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ïî âñåì ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîêà-

çàòåëè ñîäåðæàò òîëüêî òó èíôîðìàöèþ î òðàåêòîðèè íà ñôåðå, êîòîðàÿ íå ãàñèòñÿ

íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè: òàê, îíè ó÷èòûâàþò îáîðîòû âåê-

òîðà x âîêðóã íóëÿ, íî íå óëàâëèâàþò åãî ëîêàëüíîãî âðàùåíèÿ âîêðóã êàêîãî-ëèáî

äðóãîãî âåêòîðà.

Â ðàáîòå10 áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè íà ðåøåíèÿõ ëè-

íåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå
16Ñåðãååâ È.Í. Õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû //

Èçâ. ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåì. 2012. Ò.76. �1. Ñ. 149�172.
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ïðèíèìàþò ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ17,18 áûëè èññëåäîâàíû

ãðàíèöû ñïåêòðîâ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ µ äëÿ ìíîæåñòâà äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì è ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëèñü

íåèçâåñòíûìè òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè íà

ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé

áëóæäàåìîñòè è áëóæäàíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà,

à òàêæå äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Â ñòàòüå19 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ëþáîé èç âåëè÷èí η, ρ, σ, ζ, ν íà ìíîæåñòâå

ðåøåíèé îäíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, â íåêî-

òîðîì ñìûñëå âûðîæäåí � ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ÷èñëà. Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðû-

òûì âîïðîñ êàñàòåëüíî íåâûðîæäåííîñòè ñïåêòðà ïîêàçàòåëÿ µ. È â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå íàéäåíî òàêîå óðàâíåíèå, íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé êîòîðîãî ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ µ

íå òîëüêî íå âûðîæäåí, íî è ñîäåðæèò öåëûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî20, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè îãðàíè÷åíû ñâåðõó ðàâ-

íîìåðíîé íîðìîé ||A|| (â ïðîñòðàíñòâå Rn ôèêñèðîâàíû áàçèñ è ñâÿçàííàÿ ñ íèì

ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà ñòðóêòóðà) ñèñòåìû A, ÷òî îäíàêî íå ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåì,

îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, óìåíüøàÿ

êîýôôèöèåíòû ýêâèâàëåíòíîãî åé óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðîâàòü áëèçîñòü ê íóëþ ïîêàçà-

òåëåé åå ðåøåíèé. Â òîé æå ðàáîòå20 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ áëèçîñòü èìååò ìåñòî

äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè, à â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ

áëèçîñòü èìååò ìåñòî è äëÿ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ õà-

ðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåé-

íûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à

òàêæå äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè,

à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ
17Ëûñàê Ì.Ä. Òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2010. 46.

�11. Ñ. 1670�1671.
18Ëûñàê Ì.Ä. Òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà // Äèôôåðåíö.

óðàâíåíèÿ. 2012. 48. �6. Ñ. 907.
19Ñåðãååâ È.Í. Êîëåáëåìîñòü è áëóæäàåìîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Âåñòíèê

Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì. Ìåõàí. 2011. �6. Ñ. 21�26.
20Ñåðãååâ È.Í. Õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû //

Èçâ. ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåì. 2012. Ò.76. �1. Ñ. 149�172.
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ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñ

îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè);

• ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè, à

òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îä-

íîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè

êîýôôèöèåíòàìè);

• äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè), ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ êîòîðîé ñîäåðæèò îòðåçîê ÷èñëîâîé

ïðÿìîé;

• óñòàíîâëåíà áëèçîñòü ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ê íóëþ äëÿ ðå-

øåíèé ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìè-

íàðàõ:

• Cåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàôåäðû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóê. ïðîô. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô. À.Â. Áîðîâñêèõ, ïðîô.

Í.Õ. Ðîçîâà, ïðîô. È.Í. Ñåðãååâà (íåîäíîêðàòíî: 2012�2015).

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ

êîíôåðåíöèÿõ:

• Êîíôåðåíöèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïî èòîãàì ãîäà (ã. Ìîñêâà, äåêàáðü 2014 ã.);

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ

è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðîô. Í.Â. Àçáåëåâà è

ïðîô. Å.Ë. Òîíêîâà (ã. Èæåâñê, èþíü 2015 ã.).
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Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 2 ñòàòüè â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò â ñîàâ-

òîðñòâå íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 106 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 74 íà-

èìåíîâàíèÿ.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäåíèå

Â êðàòêîì ââåäåíèè îïèñûâàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôîðìó-

ëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è óêàçûâàåòñÿ èõ ìåñòî â ñîâðåìåííîé

òåîðèè êîëåáëåìîñòè è òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé.

Ãëàâà 1

Â ðàçäåëå 1.1 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìî-

ñòè è êîëåáëåìîñòè, à òàêæå âûäåëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà èçó÷àåìûõ â äàííîé ðàáîòå

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞),

ãäå ìàòðè÷íàÿ (â Rn ôèêñèðîâàí ïðàâûé áàçèñ) ôóíêöèÿ (îòîæäåñòâëÿåìàÿ â äàëü-

íåéøåì ñ ñàìîé ñèñòåìîé) A : R+ → EndRn êóñî÷íî íåïðåðûâíà.

Â ìíîæåñòâåMn âûäåëèì ïîäìíîæåñòâà äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ñ

îãðàíè÷åííûìè ïî ìîäóëþ (÷èñëîì d > 0) íà ïîëóïðÿìîé êîýôôèöèåíòàìè

Dnd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a11(t) 0 . . . 0

0 a22(t) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ann(t)

 ,

|aij(t)| 6 d,

t ∈ R+,

1 6 i, j 6 n.

 ,

T nd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

0 a21(t) . . . a2n(t)
...

...
. . .

...

0 0 . . . ann(t)

 ,

|aij(t)| 6 d,

t ∈ R+,

1 6 i, j 6 n.

 ,

à òàêæå ìíîæåñòâî ñèñòåì âèäà

End ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1

-an(t) -an−1(t) . . . -a1(t)

 ,

|ai(t)| 6 d,

t ∈ R+,

1 6 i 6 n.

 ,

îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûìè ïî ìîäóëþ (÷èñëîì d > 0)

íà ïîëóïðÿìîé êîýôôèöèåíòàìè

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an(t)y = 0, t ∈ R+,
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ïðåâðàùàþùèìñÿ â ñèñòåìó A ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì îò ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé y ê

âåêòîðíîé

x = ψy ≡ (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

Ïóñòü S∗(A) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈Mn, à ìíîæåñòâî

AutRn ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A ∈ EndRn.

Îïðåäåëåíèå I10. Êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ Mn ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå åãî ëÿïóíîâñêèå õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìîñòè: íèæíþþ

(âåðõíþþ) ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ, íèæíèé (âåðõíèé) ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè è,

ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèé (âåðõíèé) ïîêàçàòåëü áëóæäàíèÿ

µ̌(x) ≡ lim
t→∞

1

t
γ(x, t),

(
µ̂(x) ≡ lim

t→∞

1

t
γ(x, t)

)
,

ρ̌(x) ≡ inf
L∈AutRn

µ̌(Lx),

(
ρ̂(x) ≡ inf

L∈AutRn
µ̂(Lx)

)
,

η̌(x) ≡ lim
t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
γ(Lx, t),

(
η̂(x) ≡ lim

t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
γ(Lx, t)

)
,

ãäå

γ(z, t) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ
(
z(τ)

|z(τ)|

)∣∣∣∣ dτ è |z| =
√
z21 + ...+ z2n.

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → Rn
∗ (ãäå çäåñü è äàëåå Rn

∗ ≡ Rn\{0}),
x ≡ (x1, . . . , xn)ò, ÷èñëà t > 0 è âåêòîðà m ≡ (m1, . . . ,mn)ò ∈ Rn

∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç

ν(x,m, t) êîëè÷åñòâî ãèïåðêðàòíûõ íóëåé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(x(τ),m) ≡ m1x1(τ) +m2x2(τ) + · · ·+mnxn(τ),

íà ïðîìåæóòêå (0, t], ãäå â ïðîöåññå ïîäñ÷åòà ýòîãî êîëè÷åñòâà:

à) êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç;

á) ëþáîé êðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íåçàâèñèìî îò åãî ôàê-

òè÷åñêîé êðàòíîñòè; äðóãèìè ñëîâàìè, êàê òîëüêî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå τ0 ∈ (0; t]

âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî îáà ðàâåíñòâà

(x(τ0),m) = (ẋ(τ0),m) = 0,

òàê ñðàçó ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì ν(x,m, t) = ∞, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

ν(x,m, t) ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ÷èñëó íóëåé ôóíêöèè (x,m) íà ïðîìåæóòêå (0, t].

Îïðåäåëåíèå II9. Êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ Mn è âåêòîðó

m ∈ Rn
∗ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè: íèæíþþ

(âåðõíþþ) ÷àñòîòó íóëåé êîîðäèíàòû (x,m)

ν̌m(x) ≡ lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

(
ν̂m(x) ≡ lim

t→∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,
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à ïîä íèæíåé (âåðõíåé) ïîëíîé ÷àñòîòîé íóëåé è íèæíåé (âåðõíåé) âåêòîðíîé

÷àñòîòîé íóëåé ðåøåíèÿ x áóäåì ïîíèìàòü

σ̌(x) ≡ inf
m∈Rn

∗
lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

(
σ̂(x) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,

ζ̌(x) ≡ lim
t→∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
ν(x,m, t)

(
ζ̂(x) ≡ lim

t→∞
inf
m∈Rn

∗

π

t
ν(x,m, t)

)
.

Îïðåäåëåíèå III20. Ñïåêòðîì êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû κ : S∗(A)→ R äëÿ ñèñòåìû

A ∈Mn íàçîâåì îáëàñòü åå çíà÷åíèé

Spκ(A) = {κ(x)| x ∈ S∗(A)},

à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà H ⊂Mn îáîçíà÷èì

Spκ(H) = {κ(x)| x ∈
⋃
A∈H

S∗(A)}.

Â äàííîé ðàáîòå, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî èç ïîêàçàòåëåé

κ = µ, ρ, η, νm, σ, ζ ñïðàâåäëèâî òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, àâòîð ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî

äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî îäíîâðåìåííî äëÿ îáîèõ ïîêàçàòåëåé κ̌ è κ̂.

Â ðàçäåëå 1.2 äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ

âåëè÷èí, êîòîðûå â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ.

Â ðàçäåëå 1.3 äîêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîñòü ñïåêòðà âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëå-

ìîñòè è áëóæäàåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M1, ÷èñëà m ∈ R∗ è ëþáîãî èç ïîêàçà-

òåëåé κ = νm, σ, ζ, µ, ρ, η ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

κ(x) = 0, x ∈ S∗(A).

Ãëàâà 2

Â ðàçäåëå 2.1 ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è

áëóæäàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Òåîðåìà I. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0 è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé κ = σ, ζ, η, ρ

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spκ(Dnd ) = {0},

ïðè ýòîì åñëè n > 1, òî

Spµ(Dnd ) = [0, d].
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Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
D ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

m ≡ (m1, . . . ,mn)ò ∈ Rn
∗ , ó êîòîðûõ êàê ìèíèìóì äâå êîîðäèíàòû îòëè÷íû îò 0

Rn
D ≡ {m ∈ Rn

∗ | ∃i 6= j, 1 6 i, j 6 n : mi ·mj 6= 0},

à ÷åðåç R+
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî R+, äîïîëíåííîå òî÷êîé ∞.

Òåîðåìà II. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è d > 0 è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ Rn
∗

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(Dnd ) = R+
, m ∈ Rn

D, è Spνm(Dnd ) = {0,∞}, m 6∈ Rn
D.

Â ðàçäåëå 2.2 íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæ-

äàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ïðîèç-

âîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0 è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé

κ = σ, ζ, η, ρ̌ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spκ(T nd ) = {0},

ïðè ýòîì åñëè n > 1, òî

Spρ̂(T nd ) = [0, d].

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
T ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

m ≡ (m1, . . . ,mn)ò ∈ Rn
∗ , ó êîòîðûõ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò 0

Rn
T ≡ {m ∈ Rn

∗ | mn 6= 0, mr = 0, r = 1, . . . , n− 1}.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è d > 0 è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ Rn
∗

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(T nd ) = R+
, m 6∈ Rn

T , è Spνm(T nd ) = {0,∞}, m ∈ Rn
T .

Â ðàçäåëå 2.3 ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è

áëóæäàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, îò-

âå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Â ìíîæåñòâå R2
∗ êàæäîìó ÷èñëó d > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâà

âåêòîðîâ

R2
E−d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ < 2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗,m2 ∈ R
}
,

R2
E0d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ =
2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗,m2 ∈ R
}

è

R2
E+d
≡
{
m ∈ R2

∗ | m 6∈ R2
E−d
∪ R2

E0d

}
.
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Òåîðåìà V. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spνm(E2d ) =


[0, λ(d)], m ∈ R2

E−d
,

[0, λ(d)] ∪ {∞}, m ∈ R2
E0d
,

R+
, m ∈ R2

E+d
,

èç êîòîðîãî òàêæå âûòåêàåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Spσ(E2d ) = Spζ(E2d ) = Spη(E2d ) = Spρ(E2d ) = [0;λ(d)],

ãäå

λ(d) =



π

2

√
4d− d2

(
π − 2 arctg

(
d√

4d− d2

))−1
, 0 < d < 4,

1, d = 4,

π

2

√
d2 − 4d

(
ln

(
d+
√
d2 − 4d

d−
√
d2 − 4d

))−1
, d > 4.

Ãëàâà 3

Â ðàçäåëå 3.1 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíî-

ìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè

êîýôôèöèåíòàìè), ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ êîòîðîé ñîäåðæèò îòðåçîê ÷èñëîâîé

ïðÿìîé.

Òåîðåìà VI. Ñóùåñòâóåò îòðåçîê K ⊂ R+ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

d > 1/2 è íåêîòîðîé ñèñòåìû A ∈ E2d ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

K ⊂ Spµ(A).

Â ðàçäåëå 3.2 óñòàíîâëåíà áëèçîñòü ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ê

íóëþ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà VII. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è ε > 0, à òàêæå ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé

κ = η, ρ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ End ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

κ(x) < ε, x ∈ S∗(A),

ïðè ýòîì, åñëè n = 2, òî ñïðàâåäëèâî åùå è íåðàâåíñòâî

µ(x) < ε, x ∈ S∗(A).
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè è áëóæ-

äàåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ñèñòåì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à òàêæå äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ

ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè).

Óñòàíîâëåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè, à òàê-

æå ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è áëóæäàíèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíî-

ðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåé-

íûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Óñòàíîâëåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðà ñêî-

ðîñòè áëóæäàíèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé äèàãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëü-

íîé ðàçìåðíîñòè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíî-

ìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñïåêòð ñêîðîñòè

áëóæäàíèÿ êîòîðîé ñîäåðæèò îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Óñòàíîâëåíà áëèçîñòü ïîêà-

çàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ê íóëþ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåé-

íûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Èíòåðåñíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè òî÷íûõ ãðàíèö ñïåêòðà: ñêîðîñòè

áëóæäàíèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè, âñåõ õàðàêòåðñòèê êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Êðîìå òîãî,

íåèçó÷åííûì îñòàåòñÿ âèä ñïåêòðà âåðõíåãî ïîêàçàòåëÿ áëóæäàåìîñòè íà ìíîæåñòâå

ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé äâóìåðíîé ëèíåéíîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû. Òàêæå îòêðûòûì

îñòàåòñÿ âîïðîñ î áëèçîñòè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ê íóëþ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì, îòâå-

÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïî-

ðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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