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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Âàæíóþ ðîëü â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

èãðàþò ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ñëóæàò îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ íåëè-
íåéíûõ ñèñòåì ïî èõ ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ëèíåéíûå íåñòàöèîíàð-
íûå ñèñòåìû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþò
ðÿä íîâûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òðåáóþùèõ èçó÷åíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû.

Ñðåäè âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò òåîðèÿ óñòîé÷è-
âîñòè è òåîðèÿ êîëåáàíèé.
Ñ òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè, ñîçäàííîé À.Ì. Ëÿïóíîâûì (1892 ã.), åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû, ïðåæäå âñåãî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçà-
òåëè Ëÿïóíîâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå ââåäåííûå
ïîçæå ïîêàçàòåëè Ïåððîíà, Áîëÿ, Âèíîãðàäà, Ìèëëèîíùèêîâà è Èçî-
áîâà, îòâå÷àþùèå çà ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé
óðàâíåíèé èëè ñèñòåì.
Â òåîðèè æå êîëåáàíèé íåìàëàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ âîïðîñàì êîëåáëåìî-

ñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîñõîäÿùèì ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì èññëåäîâàíèÿì Æ. Øòóðìà (1837�41 ãã.) è áîëåå ïîçäíèì èñ-
ñëåäîâàíèÿì À. Êíåçåðà (1896�98 ãã.).

Èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñàìûõ ðàçíûõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé è
ñèñòåì çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì äàëåêî íå ïîëíûé ñïè-
ñîê òåõ èç íèõ, êòî âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä
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[15, 16], Á.Ô. Áûëîâ [11, 12], Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ [42, 43, 44], Í.À. Èçîáîâ
[22, 24, 25], Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ [56, 57], È.Í. Ñåðãååâ [58, 65], Å.Ê. Ìà-
êàðîâ [40, 41], Ñ.Í. Ïîïîâà [54, 55], Å.À. Áàðàáàíîâ [5, 6], Î.È. Ìîðîçîâ
[52, 53], À.Ñ. Ôóðñîâ [69, 70], À.Í. Âåòîõèí [13, 14], Â.Â. Áûêîâ [8, 9],
Þ.È. Äåìåíòüåâ [19, 20] è äðóãèå. Çäåñü óêàçàíû äàëåêî íå âñå ðàáîòû
êàæäîãî àâòîðà, à èñ÷åðïûâàþùóþ (íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò) áèá-
ëèîãðàôèþ ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ [23, 28] è ìîíîãðà-
ôèÿõ [10, 29].

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå êîëåáëåìîñòè óñïåøíî ïðîäâèãàëèñü óñè-
ëèÿìè ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü
Â.À. Êîíäðàòüåâà [34, 35], È.Ò. Êèãóðàäçå [30, 31, 32], Ò.À. ×àíòóðèÿ
[73, 74], À.Í. Ëåâèíà [36, 37], Í.À. Èçîáîâà [26, 27], È.Â. Àñòàøîâó [1, 2, 3],
Ñ.Ä. Ãëûçèíà, À.Þ. Êîëåñîâà, Í.Õ. Ðîçîâà [17, 18] è äðóãèõ (îáøèðíûå
áèáëèîãðàôèè ïî ýòîìó âîïðîñó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå [36]
è ìîíîãðàôèè [4]). Çàìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ â îñíîâíîì èí-
òåðåñîâàëè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ó çàäàííîãî óðàâíåíèÿ õîòÿ
áû îäíîãî êîëåáëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ (èìåþùåãî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé
íà ïîëóïðÿìîé èëè íà ïðîìåæóòêå), à òàêæå ñ îïèñàíèåì âñåãî ìíîæå-
ñòâà òàêèõ ðåøåíèé èëè êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ èõ ñâîéñòâ. Íåìàëî
óñèëèé â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî íàïðàâëåíî ïðåæäå âñåãî íà ïîëó÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòíûõ (ò. å. îïèðàþùèõñÿ òîëüêî íà ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ) ïðèçíàêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóòñòâèÿ êîëåáëþùèõñÿ ðå-
øåíèé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì, îñîáåííî èíòåðåñíîé è àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çà-

äà÷à î íàõîæäåíèè àíàëîãîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèõ çà êî-
ëåáëåìîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Â 2004 ã. È.Í. Ñåðãååâ â äîêëàäå [59] âïåðâûå ââåë ïîíÿòèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ÷àñòîòû ν(y) ñêàëÿðíîé ôóíêöèè y, íåñóùåå â ñåáå ÷åðòû
óñðåäíåíèÿ ïî Ëÿïóíîâó è ïîçâîëèâøåå ÷èñëåííî èçìåðÿòü êîëåáëåìîñòü
ðåøåíèé íà ïîëóïðÿìîé. Ïîçæå â ñòàòüÿõ [60, 61] èì òàêæå áûëè îïðåäå-
ëåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò, à èìåííî áû-
ëè îïðåäåëåíû ïîëíàÿ σ(x) è âåêòîðíàÿ ζ(x) ÷àñòîòû âåêòîð-ôóíêöèè
x, à â ðàáîòå [62] áûëè âïåðâûå ââåäåíû õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìîñòè
âåêòîð-ôóíêöèè x: ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ µ(x), ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè
ρ(x) è ïîêàçàòåëü áëóæäàíèÿ η(x), êîòîðûå, êàê îêàçàëîñü (ñì. ðàáîòû
[63, 65, 7, 68, 67]), èìåþò òåñíóþ ñâÿçü ñ îïðåäåëåííûìè ðàíåå õàðàêòå-
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ðèñòèêàìè êîëåáëåìîñòè. Â äàëüíåéøèõ åãî ðàáîòàõ èçó÷àëèñü ñâîéñòâà
ââåäåííûõ õàðàêòåðèñòèê è âçàèìîñâÿçè, èìåþùèåñÿ ìåæäó íèìè.
×àñòîòó ðåøåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíåå (ïî âñåé ïîëó-

ïðÿìîé) çíà÷åíèå ÷èñëà íóëåé ðåøåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π. Îêà-
çàëîñü [59], ÷òî íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè-
÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè îíà ïðèíèìàåò ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, ÷òî
ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü êîëåáëþùèåñÿ ðå-
øåíèÿ, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå, ê ïðèìåðó, ôóíêöèè y(t) = sinωt åå ÷àñòîòó
ν(y) = ω (ïîäîáíî òîìó, êàê ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà ïîçâîëÿ-
þò èçìåðÿòü ïî ýêñïîíåíöèàëüíîé øêàëå ðîñò íîðìû ðåøåíèÿ, ñòàâÿ â
ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ôóíêöèè x ñ íîðìîé |x(t)| = expλt åå ïîêàçàòåëü
χ(x) = λ).
Ïîäñ÷åò ïîëíîé è âåêòîðíîé ÷àñòîòû âåêòîð-ôóíêöèè ïðîèñõîäèò ïó-

òåì óñðåäíåíèÿ ÷èñëà íóëåé ïðîåêöèè ýòîé ôóíêöèè íà êàêóþ-ëèáî ïðÿ-
ìóþ, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ñðåäíåå çíà-
÷åíèå îêàçàëîñü ìèíèìàëüíûì: åñëè óêàçàííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâî-
äèòñÿ ïåðåä óñðåäíåíèåì, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ ÷àñòîòà σ(x), à åñëè ïî-
ñëå � òî âåêòîðíàÿ ÷àñòîòà ζ(x). Ïî ñâîåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó
äàííûå ÷àñòîòû îòâå÷àþò çà ÷àñòîòó âðàùåíèÿ âåêòîðà x âîêðóã íóëÿ.
Îêàçàëîñü [66], ÷òî íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è

ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ýòè õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëå-
ìîñòè ïðèíèìàþò ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ (ïðè ýòîì ïîëíàÿ è âåêòîð-
íàÿ ÷àñòîòû ðåøåíèÿ y ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ
êàê âåëè÷èíû σ(x) è ζ(x) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå x = (y, ẏ, . . . , y(n−1))).
Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î íàõîæäåíèè òî÷íûõ

ãðàíèö ñïåêòðîâ (ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íà âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ) õà-
ðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íà
ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà,
à òàêæå äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè.

Õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü èíòåðïðå-
òèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ôóíêöèè x åñòü âðå-
ìåííîå ñðåäíåå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñëåäà, êîòîðûé âåêòîð x îñòàâëÿåò
íà åäèíè÷íîé ñôåðå çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, à ïîêàçàòå-
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ëè áëóæäàíèÿ èëè áëóæäàåìîñòè ôóíêöèè x ïîëó÷àþòñÿ ìèíèìèçàöèåé
(çàâèñÿùåé èëè íå çàâèñÿùåé îò îòðåçêà óñðåäíåíèÿ) åå ñêîðîñòè áëóæ-
äàíèÿ ïî âñåì ïðåîáðàçîâàíèÿì êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîêàçà-
òåëè ñîäåðæàò òîëüêî òó èíôîðìàöèþ î òðàåêòîðèè íà ñôåðå, êîòîðàÿ íå
ãàñèòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè: òàê, îíè ó÷è-
òûâàþò îáîðîòû âåêòîðà x âîêðóã íóëÿ, íî íå óëàâëèâàþò åãî ëîêàëüíîãî
âðàùåíèÿ âîêðóã êàêîãî-ëèáî äðóãîãî âåêòîðà.
Â ðàáîòå [62] áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè íà ðå-

øåíèÿõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè òàêæå ïðèíèìàþò ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî,
â ðàáîòàõ [38, 39] áûëè èññëåäîâàíû ãðàíèöû ñïåêòðîâ ñêîðîñòè áëóæäà-
íèÿ µ äëÿ ìíîæåñòâà äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì è ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëèñü íåèçâåñò-
íûìè òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìî-
ñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ
îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû òî÷íûå
ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è áëóæäàíèÿ äëÿ ëèíåé-
íûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå äèàãîíàëüíûõ è
òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Â ñòàòüå [64] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ëþáîé èç âåëè÷èí η, ρ, σ, ζ, ν
íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé îäíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíîìó óðàâíå-
íèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, â íåêîòîðîì ñìûñëå âûðîæäåí � ñîñòîèò ðîâíî
èç îäíîãî ÷èñëà. Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ êàñàòåëüíî íåâû-
ðîæäåííîñòè ñïåêòðà ïîêàçàòåëÿ µ. È â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî òàêîå
óðàâíåíèå, íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé êîòîðîãî ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ µ íå òîëü-
êî íå âûðîæäåí, íî è ñîäåðæèò öåëûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [66], ÷òî âñå ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè îãðàíè-

÷åíû ñâåðõó ðàâíîìåðíîé íîðìîé ||A|| (â ïðîñòðàíñòâå Rn ôèêñèðîâàíû
áàçèñ è ñâÿçàííàÿ ñ íèì ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà ñòðóêòóðà) ñèñòåìû A,
÷òî îäíàêî íå ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì
óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, óìåíüøàÿ êîýôôèöèåíòû ýêâèâà-
ëåíòíîãî åé óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðîâàòü áëèçîñòü ê íóëþ ïîêàçàòåëåé åå
ðåøåíèé. Â òîé æå ðàáîòå [66] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ áëèçîñòü èìå-
åò ìåñòî äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè, à â íàñòîÿùåé ðàáîòå
äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ áëèçîñòü èìååò ìåñòî è äëÿ ïîêàçàòåëåé áëóæäà-
íèÿ è áëóæäàåìîñòè.
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Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåê-
òðîâ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ è
òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (ñ îãðà-
íè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à òàêæå äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåé-
íûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ñ îãðàíè÷åííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæ-
äàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ äèàãîíàëü-
íûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè);

• ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæ-
äàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ ñèñòåì, îò-
âå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè);

• äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíî-
ìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ
îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ êî-
òîðîé ñîäåðæèò îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

• óñòàíîâëåíà áëèçîñòü ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ê íó-
ëþ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè ïî
êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷-
íûõ ñåìèíàðàõ:

• Cåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóê. ïðîô. È.Â. Àñòà-
øîâîé, ïðîô. À.Â. Áîðîâñêèõ, ïðîô. Í.Õ. Ðîçîâà, ïðîô. È.Í. Ñåð-
ãååâà (íåîäíîêðàòíî: 2012�2015).

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà
ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Êîíôåðåíöèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïî èòîãàì ãîäà (ã. Ìîñêâà, äå-
êàáðü 2014 ã.);

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Òåîðèÿ
óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè
ïðîô. Í.Â. Àçáåëåâà è ïðîô. Å.Ë. Òîíêîâà (ã. Èæåâñê, èþíü 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò [45]-[51]. Ðàáîò â ñîàâòîðñòâå
íåò.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Èãîðþ Íèêîëàåâè÷ó Ñåðãååâó
çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå. Àâ-
òîð òàêæå áëàãîäàðåí äîöåíòó Áûêîâó Âëàäèìèðó Âëàäèñëàâîâè÷ó çà
îðãàíèçàöèîííóþ è ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó.
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Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ íàòóðàëüíî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞),

ãäå ìàòðè÷íàÿ (â Rn ôèêñèðîâàí ïðàâûé áàçèñ) ôóíêöèÿ (îòîæäåñòâëÿ-
åìàÿ â äàëüíåéøåì ñ ñàìîé ñèñòåìîé) A : R+ → EndRn êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíà.
Â ìíîæåñòâå Mn âûäåëèì ïîäìíîæåñòâà äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëü-

íûõ ñèñòåì

Dnd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a11(t) 0 . . . 0

0 a22(t) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . ann(t)


 ,

T nd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

0 a21(t) . . . a2n(t)
... ... . . . ...
0 0 . . . ann(t)


 ,

ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |aij(t)| ≤ d, t ∈ R+, 1 ≤ i, j ≤ n, à
òàêæå ìíîæåñòâî ñèñòåì

End ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1

−an(t) −an−1(t) . . . −a1(t)




ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |ai(t)| ≤ d, t ∈ R+, 1 ≤ i ≤ n,
îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an(t)y = 0, t ∈ R+,

ïðåâðàùàþùèìñÿ â ñèñòåìó A ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì îò ñêàëÿðíîé ïå-
ðåìåííîé y ê âåêòîðíîé

x = ψy ≡ (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

Ïóñòü S∗(A) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈Mn, à
ìíîæåñòâî AutRn ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
A ∈ EndRn.
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Îïðåäåëåíèå 1. Êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ Mn

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå åãî ëÿïóíîâñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè áëóæäàåìîñòè: íèæíþþ (âåðõíþþ) ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ, íèæíèé
(âåðõíèé) ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíèé (âåðõ-
íèé) ïîêàçàòåëü áëóæäàíèÿ

µ̌(x) ≡ lim
t→∞

1

t
γ(x, t),

(
µ̂(x) ≡ lim

t→∞

1

t
γ(x, t)

)
,

ρ̌(x) ≡ inf
L∈AutRn

µ̌(Lx),

(
ρ̂(x) ≡ inf

L∈AutRn
µ̂(Lx)

)
,

η̌(x) ≡ lim
t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
γ(Lx, t),

(
η̂(x) ≡ lim

t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
γ(Lx, t)

)
,

ãäå

γ(z, t) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ
(
z(τ)

|z(τ)|

)∣∣∣∣ dτ è |z| =
√
z2

1 + ...+ z2
n.

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → Rn
∗ (ãäå çäåñü è äàëåå Rn

∗ ≡ Rn\{0}),
x ≡ (x1, . . . , xn)

ò, ÷èñëà t > 0 è âåêòîðà m ≡ (m1, . . . ,mn)
ò ∈ Rn

∗ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ν(x,m, t) êîëè÷åñòâî ãèïåðêðàòíûõ íóëåé ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

(x(τ),m) ≡ m1x1(τ) +m2x2(τ) + · · ·+mnxn(τ), (1)

íà ïðîìåæóòêå (0, t], ãäå â ïðîöåññå ïîäñ÷åòà ýòîãî êîëè÷åñòâà:
à) êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç;
á) ëþáîé êðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íåçàâèñèìî

îò åãî ôàêòè÷åñêîé êðàòíîñòè; äðóãèìè ñëîâàìè, êàê òîëüêî õîòÿ áû â
îäíîé òî÷êå τ0 ∈ (0; t] âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî îáà ðàâåíñòâà

(x(τ0),m) = (ẋ(τ0),m) = 0,

òàê ñðàçó ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì ν(x,m, t) = ∞, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âåëè÷èíà ν(x,m, t) ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ÷èñëó íóëåé ôóíêöèè (x,m) íà ïðî-
ìåæóòêå (0, t].

Îïðåäåëåíèå 2. Êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ Mn

è âåêòîðó m ∈ Rn
∗ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè

êîëåáëåìîñòè: íèæíþþ (âåðõíþþ) ÷àñòîòó íóëåé êîîðäèíàòû (x,m)

ν̌m(x) ≡ lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

(
ν̂m(x) ≡ lim

t→∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,

10



à ïîä íèæíåé (âåðõíåé) ïîëíîé ÷àñòîòîé íóëåé è íèæíåé (âåðõíåé)
âåêòîðíîé ÷àñòîòîé íóëåé ðåøåíèÿ x áóäåì ïîíèìàòü

σ̌(x) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

(
σ̂(x) ≡ inf

m∈Rn∗
lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,

ζ̌(x) ≡ lim
t→∞

inf
m∈Rn∗

π

t
ν(x,m, t)

(
ζ̂(x) ≡ lim

t→∞
inf
m∈Rn∗

π

t
ν(x,m, t)

)
.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñïåêòðîì êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû κ : S∗(A) → R
äëÿ ñèñòåìû A ∈Mn íàçîâåì îáëàñòü åå çíà÷åíèé

Spκ(A) = {κ(x)| x ∈ S∗(A)},

à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà H ⊂Mn îáîçíà÷èì

Spκ(H) = {κ(x)| x ∈
⋃
A∈H

S∗(A)}.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî èç ïîêàçàòåëåé
κ = µ, ρ, η, νm, σ, ζ ñïðàâåäëèâî òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî îäíîâðåìåííî äëÿ îáîèõ
ïîêàçàòåëåé κ̌ è κ̂.
Ïåðåõîäÿ ê ôîðìóëèðîâêàì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè, çàìå-

òèì, ÷òî ïðè n = 1 ñïåêòð âñåõ íàçâàííûõ âûøå âåëè÷èí äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû A ∈Mn ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ÷èñëà 0 (çàìå÷àíèå 1 â ï. 1.3).

Òåîðåìà I (òåîðåìû 1 è 2 â ï. 2.1). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0
è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé κ = σ, ζ, η, ρ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spκ(Dnd ) = {0},

ïðè ýòîì åñëè n > 1, òî

Spµ(Dnd ) = [0, d].

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
D ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

m ≡ (m1, . . . ,mn)
ò ∈ Rn

∗ , ó êîòîðûõ êàê ìèíèìóì äâå êîîðäèíàòû îò-
ëè÷íû îò 0

Rn
D ≡ {m ∈ Rn

∗ | ∃i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n : mi ·mj 6= 0},

à ÷åðåç R+
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî R+, äîïîëíåííîå òî÷êîé ∞.
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Òåîðåìà II (òåîðåìà 3 â ï. 2.1). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è
d > 0 è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ Rn

∗ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(Dnd ) = R+
, m ∈ Rn

D, è Spνm(Dnd ) = {0,∞}, m 6∈ Rn
D.

Òåîðåìà III (òåîðåìû 4 è 5 â ï. 2.2). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0
è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé κ = σ, ζ, η, ρ̌ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spκ(T nd ) = {0},
ïðè ýòîì åñëè n > 1, òî

Spρ̂(T nd ) = [0, d].

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
T ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

m ≡ (m1, . . . ,mn)
ò ∈ Rn

∗ , ó êîòîðûõ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà îò-
ëè÷íà îò 0

Rn
T ≡ {m ∈ Rn

∗ | mn 6= 0, mr = 0, r = 1, . . . n− 1}.

Òåîðåìà IV (òåîðåìà 6 â ï. 2.2). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è
d > 0 è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ Rn

∗ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(T nd ) = R+
, m 6∈ Rn

T , è Spνm(T nd ) = {0,∞}, m ∈ Rn
T .

Â ìíîæåñòâå R2
∗ êàæäîìó ÷èñëó d > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîä-

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ

R2
E−d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ < 2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗, m2 ∈ R
}
,

R2
E0d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ =
2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗, m2 ∈ R
}

è
R2
E+d
≡
{
m ∈ R2

∗ | m 6∈ R2
E−d
∪ R2

E0d

}
.

Òåîðåìà V (òåîðåìà 7 è ñëåäñòâèå 1 â ï. 2.3). Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
d > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spνm(E2
d) =


[0, λ(d)], m ∈ R2

E−d
,

[0, λ(d)] ∪ {∞}, m ∈ R2
E0d
,

R+
, m ∈ R2

E+d
,

12



èç êîòîðîãî òàêæå âûòåêàåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Spσ(E2
d) = Spζ(E2

d) = Spη(E2
d) = Spρ(E2

d) = [0;λ(d)],

ãäå

λ(d) =



π

2

√
4d− d2

(
π − 2 arctg

(
d√

4d− d2

))−1

, 0 < d < 4,

1, d = 4,

π

2

√
d2 − 4d

(
ln

(
d+
√
d2 − 4d

d−
√
d2 − 4d

))−1

, d > 4.

Òåîðåìà VI (òåîðåìà 8 â ï. 3.1). Ñóùåñòâóåò îòðåçîê K ⊂ R+

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 1/2 è íåêîòîðîé ñèñòåìû A ∈ E2
d

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
K ⊂ Spµ(A).

Òåîðåìà VII (òåîðåìû 9 è 10 â ï. 3.2). Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N
è ε > 0, à òàêæå ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé κ = η, ρ ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ End ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

κ(x) < ε, x ∈ S∗(A),

ïðè ýòîì, åñëè n = 2, òî ñïðàâåäëèâî åùå è íåðàâåíñòâî

µ(x) < ε, x ∈ S∗(A).
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Ãëàâà 1

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê

áëóæäàåìîñòè è êîëåáëåìîñòè

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåêî-
òîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñâîéñòâ èññëåäóåìûõ âåëè÷èí, êîòîðûå â äàëü-
íåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêæå
â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîñòü ñïåêòðà âñåõ õàðàêòåðèñòèê
êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðà-
áîòå, ïðåäñòàâëåíû âî ââåäåíèè. Â ÷àñòíîñòè, â ìíîæåñòâå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ñèñòåì Mn ðàçìåðíîñòè n âûäåëåíû ïîäìíîæåñòâà äèà-
ãîíàëüíûõ Dnd è òðåóãîëüíûõ T nd ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, à òàêæå ìíîæåñòâî ñèñòåì End (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè),
îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an(t)y = 0, t ∈ R+.

Êàæäàÿ ñèñòåìà A ∈ Mn â äàëüíåéøåì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé
ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé A : R+ → EndRn, à ÷åðåç S∗(A) îáîçíà÷àåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ åå íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû.
Êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ Mn ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå åãî ëÿïóíîâñêèå õàðàêòåðèñòèêè áëóæäàåìîñòè µ̌, µ̂, ρ̌, ρ̂, η̌, η̂ (ñì.
îïðåäåëåíèå 1), à òàêæå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè ν̌m, ν̂m, σ̌, σ̂, ζ̌, ζ̂

(ñì. îïðåäåëåíèå 2).
Ñïåêòðîì êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû κ : S∗(A) → R äëÿ ñèñòåìû A ∈ Mn

èëè ïîäìíîæåñòâà H ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ îáëàñòü åå çíà÷åíèé (ñì. îïðå-
äåëåíèå 3).
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1.2 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè è êî-
ëåáëåìîñòè

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî èç ïîêàçàòåëåé
κ = µ, ρ, η, νm, σ, ζ ñïðàâåäëèâî òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî îäíîâðåìåííî äëÿ îáîèõ
ïîêàçàòåëåé κ̌ è κ̂.
Êàæäîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → R2

∗ â êàæäûé ìîìåíò
τ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ ϕ(τ), τ ∈ R+, ÿâëÿþùóþñÿ íåïðå-
ðûâíîé (ïî τ ) âåòâüþ óãëà, îáðàçóåìîãî âåêòîðîì x(τ) ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì Ox1 îñè àáñöèññ è îòñ÷èòûâàåìîãî â ïîëîæèòåëüíîì (ïðî-
òèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè) íàïðàâëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîä óãëîâîé ñêîðîñòüþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → R2

∗ áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ
ϕ̇(t) ôóíêöèè ϕ(t), ò.å. ôóíêöèþ, ðàâíóþ ìãíîâåííîé (â ìîìåíò t ∈ R+)
óãëîâîé ñêîðîñòè åäèíè÷íîãî âåêòîðà

(cosϕ(t), sinϕ(t))ò =
x(t)

|x(t)|
≡ (x1(t), x2(t))

ò√
x2

1(t) + x2
2(t)

.

À êàæäîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè y : R+ → Rn
∗ , ãäå

y ≡ (y1, . . . , yn)
ò, â êàæäûé ìîìåíò τ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð

èç n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(τ), ϕ0(τ), ϕ1(τ), . . . , ϕn−2(τ)), îïðåäåëÿåìûõ
ðàâåíñòâîì

y1(τ)
y2(τ)
...
...

yn(τ)

 =



r(τ) cosϕ0(τ) sinϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)
r(τ) sinϕ0(τ) sinϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)

r(τ) cosϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)
...

r(τ) cosϕn−3(τ) sinϕn−2(τ)
r(τ) cosϕn−2(τ)


, τ ∈ R+.

(1.1)

Ëåììà 1.Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-
ôóíêöèè x : R→ R2

∗ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(x, t) =

∫ t

0

|ϕ̇(τ)| dτ, t ∈ R+, (1.2)
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à äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 è ëþáîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè y : R→ Rn

∗ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(y, t) =

∫ t

0

√√√√(ϕ̇2
n−2 + ϕ̇2

n−3 · sin2 ϕn−2(τ) + · · ·+ ϕ̇2
0 ·

n−2∏
i=1

sin2 ϕi(τ)

)
dτ,

ãäå t ∈ R+, à ϕ̇i = ϕ̇i(τ) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕi(τ) â ìîìåíò τ ,
i = 0, . . . , n− 2, è

γ(x, t) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ
(
x(τ)

|x(τ)|

)∣∣∣∣ dτ, |x| =
√
x2

1 + ...+ x2
n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà 2 ýòàïà.
1. Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé n = 2. Âåêòîð x â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

x(τ) ≡
(
x1(τ)
x2(τ)

)
=

(
r(τ) cosϕ(τ)
r(τ) sinϕ(τ)

)
, τ ∈ R+.

Òîãäà âåêòîð ex ≡ x/|x| ïðè âñåõ τ ∈ R+ áóäåò ðàâåí âåêòîðó
(cosϕ(τ), sinϕ(τ))ò, à âåêòîð ėx ïðèìåò âèä(

−ϕ̇(τ) · sinϕ(τ)
ϕ̇(τ) · cosϕ(τ)

)
, τ ∈ R+.

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà âåêòîðà ėx áóäåò ðàâíà√
(ϕ̇(τ))2 · sin2 ϕ(τ) + (ϕ̇(τ))2 · cos2 ϕ(τ) = |ϕ̇(τ)|, τ ∈ R+,

è

γ(x, t) ≡
∫ t

0

∣∣∣∣( x(τ)

|x(τ)|

)·∣∣∣∣ ≡ ∫ t

0

|ėx| dτ =

∫ t

0

|ϕ̇(τ)| dτ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Â ñëó÷àå n = 3
âåêòîð y â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

y(τ) ≡

y1(τ)
y2(τ)
y3(τ)

 =

r(τ) cosϕ0(τ) sinϕ1(τ)
r(τ) sinϕ0(τ) sinϕ1(τ)

r(τ) cosϕ1(τ)

 , τ ∈ R+.
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Òîãäà âåêòîð ey ≡ y/|y| ïðè âñåõ τ ∈ R+ áóäåò ðàâåí âåêòîðó
(cosϕ0(τ) sinϕ1(τ), sinϕ0(τ) sinϕ1(τ), cosϕ1(τ))ò, à âåêòîð ėy ïðèìåò âèä−ϕ̇0(τ) · sinϕ0(τ) sinϕ1(τ) + ϕ̇1(τ) · cosϕ0(τ) cosϕ1(τ)

ϕ̇0(τ) · cosϕ0(τ) sinϕ1(τ) + ϕ̇1(τ) · sinϕ0(τ) cosϕ1(τ)
−ϕ̇1(τ) · sinϕ1(τ)

 , τ ∈ R+.

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò åãî (âåêòîðà ėx) íîðìû áóäåò ðàâåí

(ϕ̇0(τ))2 · sin2 ϕ1(τ) · (sin2 ϕ0(τ) + cos2 ϕ0(τ)) +

+ (ϕ̇1(τ))2 · cos2 ϕ1(τ) · (sin2 ϕ0(τ) + cos2 ϕ0(τ)) +

+ (ϕ̇1(τ))2 · sin2 ϕ1(τ) =

= ϕ̇2
0(τ) · sin2 ϕ1(τ) + ϕ̇2

1(τ), τ ∈ R+,

è

γ(x, t) ≡
∫ t

0

√
ϕ̇2

0(τ) · sin2 ϕ1(τ) + ϕ̇2
1(τ) dτ.

Òàêèì îáðàçîì, áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ k > 2 è äî-

êàæåì åãî äëÿ n = k + 1. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü,
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà z ∈ Rn−1, êîòîðîìó â êàæäûé ìî-
ìåíò τ ñîïîñòàâëåíà (1.1) íåêîòîðàÿ ñòðîêà èç n−1 ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé
(r(τ), ϕ0(τ), ϕ1(τ), . . . , ϕn−3(τ)), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

|ėz|2 = (ϕ̇n−3(τ))2 + (ϕ̇n−4(τ))2 · sin2 ϕn−3(τ) + · · ·+ (ϕ̇0(τ))2 ·
n−3∏
i=1

sin2 ϕi(τ),

(1.3)
ãäå ez ≡ z/|z| ∈ Rn.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðó y â êàæäûé ìîìåíò τ ñîïîñòàâëåíà (1.1) ñòðîêà

èç n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(τ), ϕ0(τ), ϕ1(τ), . . . , ϕn−2(τ)). Äëÿ íàòóðàëü-
íîãî n > 2 ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

enj ≡
eyj

sinϕn−2
, j = 0, . . . , n− 2,

ãäå eyj � j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ey ≡ y/|y| ∈ Rn.
Òîãäà âåêòîð ey ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

ey =


en0 · sinϕn−2

. . .
enn−2 · sinϕn−2

cosϕn−2

 ,
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à âåêòîð ėy ïðèìåò âèä

ėy =


ėn0 · sinϕn−2 + en0 · ϕ̇n−2 · cosϕn−2

. . .
ėnn−2 · sinϕn−2 + enn−2 · ϕ̇n−2 · cosϕn−2

ϕ̇n−2 · sinϕn−2

 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåêòîð eŷ(τ) ≡ (en0 , . . . , e
n
n−2)

ò ïðèíàäëåæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâó Rn−1 ⊂ Rn è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.3).
Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî

∑n−2
i=0 (eni )

2 = 1, âû÷èñëèì
êâàäðàò íîðìû âåêòîðà ėy, ïîëó÷èì:

|ėy|2 =
n−2∑
i=0

(ėni · sinϕn−2)
2 +

n−2∑
i=0

2(ėni · eni · ϕ̇n−2 · sinϕn−2 · cosϕn−2) +

+
n−2∑
i=0

(eni · ϕ̇n−2 · cosϕn−2)
2 + ϕ̇2

n−2 · sin2 ϕn−2 =

= sin2 ϕn−2 ·
n−2∑
i=0

(ėni )
2 + sinϕn−2 · cosϕn−2 · ϕ̇n−2 ·

(
n−2∑
i=0

(eni )
2

)·
+

+ ϕ̇2
n−2 · cos2 ϕn−2 ·

n−2∑
i=0

(eni )
2 + ϕ̇2

n−2 · sin2 ϕn−2 =

= sin2 ϕn−2·
n−2∑
i=0

(ėni )
2+ϕ̇2

n−2·cos2 ϕn−2+ϕ̇
2
n−2·sin2 ϕn−2 = sin2 ϕn−2·|ėŷ|2+ϕ̇2

n−2.

Èçâëåêàÿ êîðåíü èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âìåñòî
|ėŷ|2 âûðàæåíèå (1.3) ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì

Gn ≡

L ∈ AutRn | L ≡


1 k12 . . . k1n

0 k22 . . . k2n
... . . . . . . ...
0 . . . 0 knn

 ,
kij ∈ R+,
kij ∈ R,

i = j,
i 6= j.

 . (1.4)

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈Mn ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

inf
L∈AutRn

µ̂(Lx) = inf
L∈Gn

µ̂(Lx).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñàìîì äåëå, âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà L ïðåäñòàâëÿåòñÿ [72,
c. 139] â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

L = Q ·R

îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q è âåðõíåòðåóãîëüíîé ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèà-
ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû R. Ïîýòîìó, òàê êàê |Qx| = |x| äëÿ
ëþáûõ âåêòîðà x è îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q, òî

γ(Lx, t) = γ(Q ·Rx, t) = γ(Rx, t), x ∈ S∗(A).

Òîãäà, ðàçäåëèâ ìàòðèöó R íà åå (1, 1)-ýëåìåíò è âîñïîëüçîâàâøèñü î÷å-
âèäíûì ðàâåíñòâîì γ(kx, t) = γ(x, t), ãäå t ∈ R+ è k ∈ R \ {0}, ïîëó÷èì
íåîáõîäèìîå ñîîòíîøåíèå.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ T 2
d , d ∈ R+,

è ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ G2 (1.4) óãëîâàÿ ñêîðîñòü ψ̇ ïðåîáðàçîâàííîé
âåêòîð-ôóíêöèè Lx ïðè âñåõ τ ∈ R+ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

ψ̇ = (a22(τ)−a11(τ)) sinψ cosψ−
(
k−1

22 a12(τ)+k12k
−1
22 (a22(τ)−a11(τ))

)
sin2 ψ,

(1.5)
ãäå aij = aij(τ) è kij � êîýôôèöèåíòû ìàòðèö A = A(τ) è L, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî d > 0 è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ T 2
d

ðàññìîòðèì åå íåíóëåâîå ðåøåíèå x ∈ R2. Çàôèêñèðóåì òàêæå ÷èñ-
ëà k12 è k22 äëÿ ìàòðèöû L ∈ G2. Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
τ âåêòîð Lx(τ) ≡ (x1(τ) + k12x2(τ), k22x2(τ))ò ñîíàïðàâëåí ñ åäèíè÷-
íûì âåêòîðîì (cosψ(τ), sinψ(τ))ò, à åãî äëèíà |Lx(τ)| ðàâíà r(τ), ò.å.
x1(τ) + k12x2(τ) = r(τ) cosψ(τ) è k22x2(τ) = r(τ) sinψ(τ).
Åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò τ ∈ R+, äëÿ êîòîðîãî ψ(τ) = 0 èëè π, òî

ψ(τ) ≡ 0 èëè π. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âèäà ż = a(τ)z, z ∈ R [71, ñ. 63], à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî
ñèñòåìà Ã ∈ T 2

d , ïîëó÷åííàÿ âñëåäñòâèå ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì
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y1 = x1 + k12x2, y2 = k22x2 ñîäåðæèò óðàâíåíèå òàêîãî âèäà. Ïðè ýòîì
ïîëó÷èì, ÷òî ψ̇(τ) = 0 ïðè âñåõ t ∈ R+, à îòñþäà è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Åñëè æå ψ(τ) 6= 0 è π, òî äëÿ âñåõ τ ∈ R+ êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíê-

öèÿ ctgψ(τ) = 1
k22
· x1(τ)
x2(τ) + k12

k22
. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

ïî ïåðåìåííîé τ , ïîëó÷èì:

−ψ̇ · (sin2 ψ)−1 = k22
−1 · (ẋ1 · x2 − ẋ2 · x1) · x−2

2 ⇔

−ψ̇ · (sin2 ψ)−1 = k22
−1 · ((a11(τ)x1 + a12(τ)x2)x2 − a22(τ)x1x2) · x−2

2 ⇔

−ψ̇·(sin2 ψ)−1 = k22
−1·((a22(τ)−a11(τ))(cosψ−k12·k−1

22 sinψ)·k22
−1·sinψ−

− k−2
22 · a12(τ) sin2 ψ) · (k−2

22 · sin2 ψ)−1 ⇔

ψ̇ = (a22(τ)−a11(τ)) sinψ cosψ−
(
k−1

22 a12(τ)+k12k
−1
22 (a22(τ)−a11(τ))

)
sin2 ψ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 è ñèñòåìû A ∈ D2

ñóùåñòâóåò ñèñòåìà Ã ∈ Dn òàêàÿ, ÷òî

Spµ(A) ⊂ Spµ(Ã),

à äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ T 2 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà B̃ ∈ T n òàêàÿ, ÷òî

Spρ̂(B) ⊂ Spρ̂(B̃).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì ñïåðâà ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d, à òàêæå ñèñòåìó
A ∈ D2

d

A(τ) ≡
(
a1(τ) 0

0 a2(τ)

)
, τ ∈ R+.

Ïóñòü x � íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû è äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α ≥ 0
è β ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ

µ̌(x) ≡ lim
t→∞

1

t
γ(x, t) = α è µ̂(x) ≡ lim

t→∞

1

t
γ(x, t) = β.
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Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó Ã âèäà

Ã(τ) ≡


a1(τ) 0 0 0 . . .

0 a2(τ) 0 0 . . .
0 0 d 0 . . .
... ... . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 d

 , τ ∈ R+,

ãäå ôóíêöèè a1, a2 � ýòî êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû A. Î÷åâèäíî,
òàêèì îáðàçîì çàäàííàÿ ñèñòåìà Ã ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Dnd .
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x̃ äàííîé ñèñòåìû Ã, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì x̃(0) = (x1(0), x2(0), 0, . . . , 0)ò, ãäå x(0) ≡ (x1(0), x2(0))ò �
çíà÷åíèå èñõîäíîé ôóíêöèè x â ìîìåíò τ = 0. Ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû
äàííîãî ðåøåíèÿ x̃1 è x̃2 áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ẋ = a1(τ)x
è ẋ = a2(τ)x ñîîòâåòñòâåííî, à ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ x̃1(0) = x1(0) è
x̃2(0) = x2(0) ïîëó÷èì, ÷òî x̃1(τ) = x1(τ) è x̃2(τ) = x2(τ) ïðè âñåõ
τ ∈ R+.
Òîãäà íîðìà âåêòîðà (x̃(τ)/|x̃(τ)|)· áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ∣∣∣∣( x̃(τ)

|x̃(τ)|

)·∣∣∣∣ =
n∑
i=1

(
d

dτ

(
x̃i√∑n
i=1 x̃

2
i

))2

=

=

(
d

dτ

(
x̃1√
x̃2

1 + x̃2
2

))2

+

(
d

dτ

(
x̃2√
x̃2

1 + x̃2
2

))2

=

=

(
d

dτ

(
x1√
x2

1 + x2
2

))2

+

(
d

dτ

(
x2√
x2

1 + x2
2

))2

=

∣∣∣∣( x(τ)

|x(τ)|

)·∣∣∣∣ , τ ∈ R+,

à çíà÷èò, ïðè âñåõ t ∈ R+ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

γ(x̃, t) = γ(x, t),

èç êîòîðîãî ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

µ̌(x̃) = α è µ̂(x̃) = β.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

Spµ̌(A) ⊂ Spµ̌(Ã) Spµ̂(A) ⊂ Spµ̂(Ã).

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
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2. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé ÷àñòè ëåììû. Çàôèêñèðóåì ïðî-
èçâîëüíûå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d, à òàêæå
ñèñòåìó B ∈ T 2

d

B(τ) ≡
(
a1(τ) a2(τ)

0 a3(τ)

)
, τ ∈ R+.

Ïóñòü x � íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà α ≥ 0
âûïîëíÿåòñÿ

ρ̂(x) = α.

Òîãäà èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

inf
L∈G2

µ̂(Lx) ≡ inf
L∈G2

lim
t→∞

1

t
γ(Lx, t) = α.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó B̃ âèäà

B̃(τ) ≡


a1(τ) a2(τ) 0 0 . . .

0 a3(τ) 0 0 . . .

0 0 d 0 . . .
... ... . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 d

 , τ ∈ R+,

ãäå ôóíêöèè a1, a2, a3 � êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû B. Î÷åâèäíî,
äàííàÿ ñèñòåìà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T nd .
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x̃ äàííîé ñèñòåìû B̃, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì x̃(0) = (x1(0), x2(0), 0, . . . , 0)ò, ãäå x(0) ≡ (x1(0), x2(0))ò

� çíà÷åíèå èñõîäíîé ôóíêöèè x â ìîìåíò τ = 0. Ïåðâûå äâå êîîðäè-
íàòû äàííîãî ðåøåíèÿ x̃1 è x̃2 áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé
ẋ1 = a1(τ)x1+a2(τ)x2 è ẋ2 = a3(τ)x2 ñîîòâåòñòâåííî, à ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ
x̃1(0) = x1(0) è x̃2(0) = x2(0) ïîëó÷èì, ÷òî x̃1(τ) = x1(τ) è x̃2(τ) = x2(τ)
ïðè âñåõ τ ∈ R+.
Äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ Gn (1.4) âåêòîð Lx̃ ïðèìåò âèä

Lx̃(τ) =


x̃1 + k12x̃2

k22x̃2

0
...
0

 , τ ∈ R+. (1.6)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G̃n ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé L̃ ∈ Gn âèäà

L̃ ≡


1 k12 0 0 . . .
0 k22 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
... ... . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

 .

Òîãäà èç âèäà âåêòîðà (1.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x̃ è ëþáîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ L ∈ Gn íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå L̃ ∈ G̃n, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Lx̃(τ) = L̃x̃(τ), τ ∈ R+.

À ò.ê. G̃n ⊂ Gn , òî áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf
L̃∈Gn

µ̂(L̃x̃) = inf
L̃∈G̃n

µ̂(L̃x̃).

Àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì ï.1. ïîëó÷èì, ÷òî íîðìà âåêòîðà
(L̃x̃(τ)/|L̃x̃(τ)|)· ïðè âñåõ τ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ∣∣∣∣∣
(
L̃x̃(τ)

|L̃x̃(τ)|

)·∣∣∣∣∣ =

(
d

dτ

(
x̃1 + k11x̃2√

(x̃1 + k11x̃2)2 + (k22x̃2)2

))2

+

+

(
d

dτ

(
k22x̃2√

(x̃1 + k11x̃2)2 + (k22x̃2)2

))2

=

=

(
d

dτ

(
x1 + k11x2√

(x1 + k11x2)2 + (k22x2)2

))2

+

+

(
d

dτ

(
k22x2√

(x1 + k11x2)2 + (k22x2)2

))2

=

∣∣∣∣( Lx(τ)

|Lx(τ)|

)·∣∣∣∣ ,
ãäå L ≡ L(k12, k22) ∈ G2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
L ∈ G2 íàéäåòñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå L̃ ∈ G̃n, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+

áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî γ(L̃x̃, t) = γ(Lx, t), à ò.ê. ìåæäó ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè L̃ ∈ G̃2 è ïðåîáðàçîâàíèÿìè L ∈ G2 ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì, ïîëó÷èì

inf
L̃∈Gn

µ̂(L̃x̃) = inf
L̃∈G̃n

µ̂(L̃x̃) = inf
L∈G2

µ̂(Lx).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ρ̂(x̃) = ρ̂(x) è

Spρ̂(B) ⊂ Spρ̂(B̃).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → Rn

∗ , âåêòîðà m ∈ Rn
∗ è ÷èñëà l > 0

ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (x,m) (1) íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π/l ðîâíî
îäèí ðàç îáðàùàåòñÿ â 0 è â ìîìåíòû åå îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ (ẋ,m)
íå ðàâíà íóëþ, òî áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νm(x) = l.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R+ → Rn

∗ , âåêòîðà m ∈ Rn
∗ è ÷èñëà

t > 0 ðàâåíñòâî ν(x,m, t) = ∞ âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè íà
îòðåçêå [0; t] íàéäåòñÿ ìîìåíò t0, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíû (x(t0),m) è
(ẋ(t0),m) áóäóò îäíîâðåìåííî ðàâíû 0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò t âûïîëíåíî ν(x,m, t) =∞,

òî ôóíêöèÿ (x,m) íà îòðåçêå [0; t] èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, à çíà-
÷èò, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà [21, ñ. 85] èìååò íà íåì è ïðåäåëüíóþ òî÷êó
t0 ∈ [0; t], ñëóæàùóþ íóëåì ýòîé ôóíêöèè; íî òîãäà ýòîò æå íóëü â ñèëó
òåîðåìû Ðîëëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé è äëÿ íóëåé ïðîèçâîäíîé
(ẋ,m), ïîýòîìó è ñàì ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïðîèçâîäíîé, òàêèì îáðàçîì

(x(t0),m) = (ẋ(t0),m) = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèè òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ν(x,m, t) â

êàæäûé ìîìåíò t ∈ R+ ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.
2. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî l > 0, âåêòîð-ôóíêöèþ x è âåêòîð m, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T ∗ > π/l

òàêîå, ÷òî
π

T ∗
< ε. (1.7)

Òîãäà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t > T ∗ è ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ (x,m) îáíóëèëàñü ê ýòîìó ìîìåíòó N ðàç, ãäå N ∈ N, ò.å.
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ν(m,x, t) = N . À ò.ê. ôóíêöèÿ (x,m) íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû
π/l ñîäåðæèò ðîâíî îäèí íóëü, òî áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà
íåðàâåíñòâ

π

l
·N ≤ t <

π

l
· (N + 1), (1.8)

èç êîòîðîé òàêæå âûòåêàåò îöåíêà

T ∗ <
π

l
(N + 1). (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ
(1.8), èìååì:

πν(x,m, t)

t
=
πN

t
≤ πN

(π/l) ·N
= l.

À ñ ó÷åòîì âòîðîãî íåðàâåíñòâà â öåïî÷êå (1.8), à òàêæå ñîîòíîøåíèé
(1.7) è (1.9), ïîëó÷èì îöåíêó

πν(x,m, t)

t
=
πN

t
>

πN

(π/l) · (N + 1)
=

π

(π/l)
− π

(π/l) · (N + 1)
> l− π

T ∗
> l−ε.

Èç äâóõ ïîñëåäíèé ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

lim
t→∞

πν(x,m, t)

t
= l,

à âìåñòå ñ íèì è òðåáóåìóþ ñîîòíîøåíèå

νm(x) = l.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Åñëè íåíóëåâîå ðåøåíèå x ñèñòåìû A ∈ M2 è âåêòîð
m ∈ R2

∗ â íåêîòîðûé ìîìåíò t ∈ R+ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(x(t),m) = 0,

à ϕ̇(t) � çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ðåøåíèÿ x â ìîìåíò t, òî ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) (ẋ(t),m) = 0;
2) ϕ̇(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì ìîìåíò t ∈ R+, âåêòîð m ≡ (m1,m2)
ò ∈ R2

∗ è ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå x ñèñòåìû A. ×åðåç ϕ(t) áóäåì îáî-
çíà÷àòü óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó (cosϕ(t), sinϕ(t))ò,
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ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì x(t) = (x1(t), x2(t))
ò â ìîìåíò t ∈ R+. Òàê-

æå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó âåêòîðà m ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò íóëÿ.
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò t âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(ẋ(t),m) = 0.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ

(ẋ(t),m) = (A(t)x(t),m) = |x(t)| · (A(t)ex(t),m),

ãäå ex(t) ≡ x(t)/|x(t)|, à |x(t)| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x(t), ñëåäóåò,
÷òî

(A(t)ex(t),m) = 0.

À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà (ėx(t),m) òàêæå áóäåò
ðàâíà 0:

(ėx(t),m) = (A(t)ex(t) + (A(t)ex(t), ex(t))ex(t),m) =

= (A(t)ex(t),m) + (A(t)ex(t), ex(t)) · (ex(t),m) = 0. (1.10)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî â öåïî÷êå (1.10) äîêàçàíî â òåîðåìå 1 ãëàâû 2 (2.1), à
ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ (x(t),m) = 0 è ðàâåíñòâà
(A(t)ex(t),m) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì:

(ėx(t),m) = 0⇔
(
d

dt
cosϕ(t)

)
m1 +

(
d

dt
sinϕ(t)

)
m2 = 0⇔

⇔ ϕ̇(t) · (m2 cosϕ(t)−m1 sinϕ(t)) = 0.

Âûðàæåíèå m2 cosϕ(t)−m1 sinϕ(t) íå ðàâíî íóëþ, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ (x(t),m) = 0, ïîëó÷èì, ÷òî

m2

m1
=

sinϕ(t)

cosϕ(t)
= −m1

m2
,

îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âåêòîð m � íóëåâîé, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, íóëþ áóäåò ðàâíà âåëè÷èíà ϕ̇(t).
2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷òî â ìîìåíò t âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ϕ̇(t) = 0,
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èç êîòîðîãî àíàëîãè÷íî ï.1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(ėx(t),m) = 0.

À èç ïðåäïîëîæåíèÿ (x(t),m) = 0 àíàëîãè÷íî ï.1 ïîëó÷èì, ÷òî

(ėx(t),m) = 0⇔ (A(t)ex(t),m) + (A(t)ex(t), ex(t)) · (ex(t),m) = 0⇔
⇔ (A(t)ex(t),m) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà (A(t)x(t),m) òàêæå áóäåò ðàâíà 0, à âìåñòå ñ
íåé íóëþ áóäåò ðàâíî è âûðàæåíèå (ẋ(t),m).
Ëåììà äîêàçàíà.

1.3 Âûðîæäåííîñòü ñïåêòðà õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè è
êîëåáëåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈M1, ÷èñëà m ∈ R∗ è ëþáîãî
èç ïîêàçàòåëåé κ = νm, σ, ζ, µ, ρ, η ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

κ(x) = 0, x ∈ S∗(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ M1

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà R+ [71, ñ. 63], à âìåñòå ñ íèì íå îáðàùàåòñÿ â
0 è ôóíêöèÿ ν(x,m, t) (ïðè ëþáûõ m ∈ R∗ è t ∈ R+). Ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

νm(x) = σ(x) = ζ(x) = 0.

Âìåñòå ñ òåì âåëè÷èíà x(τ)/|x(τ)| ïðè âñåõ τ ∈ R+ òîæäåñòâåííî
ðàâíà ëèáî 1, ëèáî -1 (â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ x).
Òàêèì îáðàçîì, (x(τ)/|x(τ)|)· = 0 è

γ(x, t) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè

µ(x) = ρ(x) = η(x) = 0.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ãëàâà 2

Òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ

õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìîñòè è

êîëåáëåìîñòè

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé áëóæ-
äàíèÿ è áëóæäàåìîñòè, à òàêæå âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè äëÿ
äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñ îãðà-
íè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à òàêæå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, îòâå÷àþ-
ùèõ óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).

2.1 Òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N â ìíîæåñòâåMn âûäåëèì ïîäìíîæå-
ñòâî äèàãîíàëüíûõ ñèñòåì

Dnd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a1(t) 0 . . . 0

0 a2(t) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . an(t)


 ,

ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |ai(t)| ≤ d, τ ∈ R+, 1 ≤ i ≤ n.
Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî èç ïîêàçàòåëåé

κ = µ, ρ, η, νm, σ, ζ ñïðàâåäëèâî òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî îäíîâðåìåííî äëÿ îáîèõ
ïîêàçàòåëåé κ̌ è κ̂.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0 è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé

κ = σ, ζ, η, ρ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Spκ(Dnd ) = {0}.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 (ñëó÷àé n = 1 ðàññìîòðåí â
ãëàâå 1), ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå
ðåøåíèå x ñèñòåìû A ∈ Dnd . Äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû i = 1, . . . , n
âåêòîð-ôóíêöèè x âñåãäà ñïðàâåäëèâî ðîâíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé:
ëèáî xi(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+, ëèáî xi(t) 6= 0 íà R+ . Ýòî ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà ż = a(t)z, z ∈ R
[71, ñ. 63], à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäàÿ èç êîîðäèíàò âåêòîð-ôóíêöèè
x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òàêîãî âèäà.

1. Èç âûøåñêàçàííîãî â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîîðäèíàòà xi
ðåøåíèÿ x ëèáî ðàâíà íóëþ, ëèáî ñîõðàíÿåò çíàê ïðè âñåõ t. Ïóñòü òîãäà
i1, . . . , ik � íîìåðà âñåõ íåíóëåâûõ êîîðäèíàò ðåøåíèÿ x (k ≥ 1, ò. ê. ðåøå-
íèå x � íåíóëåâîå ). Òîãäà äëÿ âåêòîðàm∗ ≡ (sgn(x1(0)), . . . , sgn(xn(0)))ò

â êàæäûé ìîìåíò τ ∈ R+ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(x(τ),m∗) = |xi1(τ)|+ |xi2(τ)|+ · · ·+ |xik(τ)| > 0,

à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ (x(τ),m∗) íå îáíóëÿåòñÿ íà R+ è ïðè ëþáîì t ∈ R+

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
ν(x,m∗, t) = 0,

îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ζ(x) = σ(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà d ïîëó÷èì

Spζ(Dnd ) = Spσ(Dnd ) = {0}.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ AutRn
∗ , íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ

x ñèñòåìû A ∈Mn è ìîìåíòà τ ∈ R+ îáîçíà÷èì
- ÷åðåç ex(τ) � ñëåä x(τ)

|x(τ)| ðåøåíèÿ x íà åäèíè÷íîé ñôåðå â ìîìåíò τ ,
- ÷åðåç y(τ) � âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé â ìîìåíò τ ïðåîáðàçîâàííî-

ìó ðåøåíèþ Lx(τ) ,
- ÷åðåç ey(τ) � ñëåä Lx(τ)

|Lx(τ)| ðåøåíèÿ x íà åäèíè÷íîé ñôåðå â ìîìåíò
τ ïîñëå äåéñòâèÿ íà íåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíîå ðåøåíèå x = x(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
ẋ = A(τ)x, τ ∈ R+, òî ïðåîáðàçîâàííîå ðåøåíèå y = Lx(τ) áóäåò óäî-
âëåòâîðÿòü ñèñòåìå ẏ = LA(τ)L−1y, τ ∈ R+ (äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â
ïåðâóþ ñèñòåìû âìåñòî x âûðàæåíèå L−1y), à âåêòîð ėy ïðèìåò âèä

ėy(τ) ≡ d

dτ

(
y(τ)

|y(τ)|

)
=

ẏ(τ)

|y(τ)|
− y(τ) · |y(τ)|·

|y(τ)|2
=

=
LA(τ)L−1y(τ)

|y(τ)|
−
(
LA(τ)L−1y(τ)

|y(τ)|
,
y(τ)

|y(τ)|

)
· y(τ)

|y(τ)|
=

= LA(τ)L−1ey(τ)−
(
LA(τ)L−1ey(τ), ey(τ)

)
ey(τ), τ ∈ R+, (2.1)

ò.ê.

|y(τ)|· = 2 · (ẏ(τ), y(τ))

2 ·
√

(y(τ), y(τ))
= |y(τ)| ·

(
LA(τ)L−1y(τ)

|y(τ)|
,
y(τ)

|y(τ)|

)
.

Èç (2.1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå γ(y, t) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå

γ(y, t) ≡
∫ t

0

|ėy(τ)| dτ =

=

∫ t

0

∣∣LA(τ)L−1ey(τ)−
(
LA(τ)L−1ey(τ), ey(τ)

)
ey(τ)

∣∣ dτ, t ∈ R+.

(2.2)

2.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k > 1 ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàåìîå
ìàòðèöåé L = L(k) ðàçìåðíîñòè n× n

L ≡


1 0 . . . . . . 0

0 1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 1 0
k . . . k k 1

 , (2.3)

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå L−1 áóäåò èìåòü âèä

L−1 =


1 0 . . . . . . 0

0 1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 1 0
−k . . . −k −k 1

 ,
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à ìàòðèöà LAL−1 ïðèìåò âèä

LAL−1 =


a1 0 . . . . . . 0

0 a2
. . . . . . ...

... . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 an−1 0

k(a1 − an) . . . . . . k(an−1 − an) an

 . (2.4)

2.2. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ôóíêöèÿì x è y òàêèå íàáîðû
èç n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(t), ϕ0(t), ϕ1(t), . . . , ϕn−2(t)) è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, (r̃(t), ψ0(t), ψ1(t), . . . , ψn−2(t)), ÷òîáû ïðè âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿëèñü
ñîîòíîøåíèÿ
x1(t)
x2(t)
...
...

xn(t)

 =


r(t)ex1(t)
r(t)ex2(t)

...

...
r(t)exn(t)

 ≡


r cosϕ0(t) sinϕ1(t) sinϕ2(t) . . . sinϕn−2(t)
r sinϕ0(t) sinϕ1(t) sinϕ2(t) . . . sinϕn−2(t)

r cosϕ1(t) sinϕ2(t) . . . sinϕn−2(t)
...

r cosϕn−3(t) sinϕn−2(t)
r cosϕn−2(t)


(2.5)

è
y1(t)
y2(t)
...
...

yn(t)

 =


r̃(t)ey1(t)
r̃(t)ey2(t)

...

...
r̃(t)eyn(t)

 ≡


r̃(t) cosψ0(t) sinψ1(t) sinψ2(t) . . . sinψn−2(t)
r̃(t) sinψ0(t) sinψ1(t) sinψ2(t) . . . sinψn−2(t)

r̃(t) cosψ1(t) sinψ2(t) . . . sinψn−2(t)
...

r̃(t) cosψn−3(t) sinψn−2(t)
r̃(t) cosψn−2(t)


.

(2.6)
Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû i = 1, . . . , n
âåêòîð-ôóíêöèè x âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî
xi(t) ≡ 0, t ∈ R+, ëèáî xi(t) 6= 0, t ∈ R+. Èñõîäÿ èç ýòîãî äàëåå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû âåêòîð-ôóíêöèè x íåîòðèöàòåëüíû
(xi(t) ≥ 0, t ∈ R+, i = 1, . . . , n), ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåé-
òè ê ðàññìîòðåíèþ âåêòîð-ôóíêöèè Qx, ãäå Q � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
Q ≡ diag{sgn(x1(0)), . . . , sgn(xn(0))}, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ t ∈ R+ áóäåò
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî γ(Qx, t) = γ(x, t).
Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ x ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì

äâå íåíóëåâûå êîîðäèíàòû xp(t), xq(t) 6= 0, t ∈ R+, 1 ≤ p < q ≤ n, ò.ê.
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à áóäåò ñâåäåíà ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, äëÿ
êîòîðîãî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 ãëàâû 1, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

η(x) = ρ(x) = 0.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn−1 = yn−1 è
kx1 + · · ·+ kxn−1 + xn = yn (âûòåêàþùèõ èç ðàâåíñòâà y = Lx), à òàêæå
íåðàâåíñòâ xi(t) ≥ 0, t ∈ R+, i = 1, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî

ctg2 ψn−2 =
y2
n

y2
1 + · · ·+ y2

n−1

=
(kx1 + · · ·+ kxn−1 + xn)

2

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

≥

≥
k2(x2

1 + · · ·+ x2
n−1) + x2

n

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

= k2 +
x2
n

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

= k2 + ctg2 ϕn−2

è

sin2 ψn−2 =
1

1 + ctg2 ψn−2
≤ 1

1 + k2 + ctg2 ϕn−2
<

1

k2
. (2.7)

2.3. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå íîðìû âåêòîðà ėy, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì (2.1). Èç âèäà ìàòðèöû LAL−1 (2.4) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà(
LAL−1ey, ey

)
áóäåò ðàâíà(

n−1∑
j=1

(
aj · e2

yj
+ k(aj − an)eyjeyn

))
+ ane

2
yn
,

ãäå eyj � j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ey, j = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ
èç ïåðâûõ n− 1 êîîðäèíàò âåêòîðà ėy áóäåò èìåòü âèä

aieyi−

(
n−1∑
j=1

(
aj · e2

yj
+ k(aj − an)eyjeyn

))
eyi−ane2

yn
eyi, i = 1, . . . , n− 1,

(2.8)
ãäå ai = ai(τ) � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà eyi, i = 1, . . . , n−1, ñîäåðæèò ìíîæèòåëü sinψn−2, à âñå îñòàëüíûå
ìíîæèòåëè ýòîé êîìïîíåíòû îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò τ êàæäàÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà ïî ìîäóëþ áóäåò
îãðàíè÷åíà ÷èñëîì | sinψn−2(τ)|, τ ∈ R+, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü áóäåò
îãðàíè÷åíî ÷èñëîì k−1, ÷òî ñëåäóåò èç (2.7). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå
(2.8) ïðè i = 1, . . . , n− 1 ïî ìîäóëþ áóäåò îãðàíè÷åíî ÷èñëîì

d

k
+

(
n−1∑
j=1

(
d

k2
+ 2dk · 1

k

))
· 1

k
+
d

k
=

2d · n
k

+
d(n− 1)

k3
<

3d · n
k

.
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Ïîñëåäíÿÿ æå êîîðäèíàòà (ñ íîìåðîì n) âåêòîðà ėy áóäåò èìåòü âèä

n−1∑
j=1

(
k(aj − an)eyj

)
+ aneyn −

n−1∑
j=1

(
aj · e2

yj
+ k(aj − an)eyjeyn

)
eyn−

−ane2
yn
eyn =

n−1∑
j=1

(
k(aj − an)eyj

)
(1−e2

yn
)+an(1−e2

yn
)eyn−

n−1∑
j=1

(
aj · e2

yj

)
eyn.

(2.9)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 1 − e2
yn

= sin2 ψn−2, ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå
(2.9) ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíî ÷èñëîì

n−1∑
j=1

(
k · 2d · 1

k

)
· 1

k2
+

d

k2
+

n−1∑
j=1

d

k2
<

3d · n
k2

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî 0 < ε < d ìîæíî ïîäîáðàòü ïðåîáðàçî-
âàíèå L = L(k) âèäà (2.3), ãäå k = (3dn2) · ε−1, òàêîå, ÷òî äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàííîãî ðåøåíèÿ y = Lx êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ėy â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè τ áóäåò îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ ÷èñëîì ε · n−1. Â òàêîì
ñëó÷àå íîðìà ñàìîãî âåêòîðà áóäåò îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì ε, è, êàê
ñëåäñòâèå, áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè

1

t
γ(Lx, t) ≡ 1

t

∫ t

0

|ėy(τ)| dτ ≤ 1

t
· t · ε = ε

è
µ(Lx) ≤ ε

à, çíà÷èò,
inf

L∈AutRn
µ(Lx) = 0,

îòêóäà â ñèëó íåðàâåíñòâ η̌(x) ≤ ρ̌(x) è η̂(x) ≤ ρ̂(x), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
öåïî÷êó

η(x) = ρ(x) = 0.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è d > 0 ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà A ∈ Dnd , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spµ(A) = Spµ(Dnd ) = [0, d].
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d è
ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Dnd ñïðàâåäëèâà îöåíêà

µ(x) ≤ d, x ∈ S∗(A).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû
A ∈ Dnd , âåëè÷èíà γ(x, t) â êàæäûé ìîìåíò t ∈ R+ áóäåò èìåòü âèä

γ(x, t) =

∫ t

0

|ėx(τ)| dτ =

∫ t

0

|A(τ)ex(τ)− (A(τ)ex(τ), ex(τ)) ex(τ)| dτ,

ãäå ex ≡ x/|x|. Ýòî ñëåäóåò èç (2.2), åñëè ïîëîæèòü L = diag{1, . . . , 1}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a âåêòîð (a1, . . . , an)

ò, ñîñòàâëåííûé èç äèàãîíàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A, òîãäà âåêòîð Aex ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Aex = (a1ex1, . . . , anexn)
ò,

ãäå exj � j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ex, j = 1, . . . , n. Âåëè÷èíà (Aex, ex), â
ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(Aex, ex) =
n∑
j=1

aje
2
xj
≡ f(a, ex),

à âåêòîð ėx ïðèìåò âèä

ėx ≡


ėx1
ėx2
...
...
ėxn

 =


a1e1 − f(a, ex)e1

a2e2 − f(a, ex)e2
...
...

anen − f(a, ex)en

 .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé, à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòîâ aj ïî ìîäóëþ ÷èñëîì d íà R+,
j = 1, . . . , n, äëÿ íîðìû âåêòîðà ėx ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îöåíêà

|ėx| =

√√√√ n∑
j=1

ė2
xj

=

√√√√ n∑
j=1

(ajexj − f(a, ex)exj)
2 =
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=

√√√√ n∑
j=1

a2
je

2
xj
− 2f(a, ex) ·

n∑
j=1

aje2
xj

+ f 2(a, ex) ·
n∑
j=1

e2
xj

=

=

√√√√ n∑
j=1

a2
je

2
xj
− 2f 2(a, ex) + f 2(a, ex) ≤

≤

√√√√d2 ·
n∑
j=1

e2
xj
− f 2(a, ex) =

√
d2 − f 2(a, ex) ≤ d.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà γ(x, t) îãðàíè÷åíà ÷èñëîì d · t ïðè âñåõ t ∈ R+,
îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò îöåíêà µ(x) ≤ d.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Dnd ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Spµ(A) ⊆ [0, d].

2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà d ñóùåñòâóåò ñèñòåìà A ∈ Dnd , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåä-
ëèâî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

[0, d] ⊆ Spµ(A).

2.1. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Äëÿ çàäàííîãî d > 0 èñ-
êîìóþ ñèñòåìó A ∈ D2

d áóäåì ñòðîèòü êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ, ìàòðèöà
êîòîðîé íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿíñòâà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàò-
ðèö:

A1 =

(
−d 0
0 d

)
, A2 =

(
d 0
0 −d

)
.

Ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà áóäóò ñòðîèòüñÿ ïî èíäóêöèè ñ øàãîì k. Íà êàæ-
äîì øàãå èíäóêöèè áóäåò ñòðîèòüñÿ ïàðà ïðîìåæóòêîâ (ïîëóèíòåðâà-
ëîâ), äëèíà êîòîðûõ áóäåò çàâèñåòü îò íîìåðà øàãà. Ïðîìåæóòêè, ïî-
ñòðîåííûå íà k-îì øàãå, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ∆1

k è ∆2
k, k ∈ N, à èõ

îáúåäèíåíèå � ÷åðåç ∆k. Íà ïðîìåæóòêàõ ∆1
k ìàòðèöà A áóäåò ñîâïàäàòü

ñ ìàòðèöåé A1, à íà ïðîìåæóòêàõ ∆2
k � ñ ìàòðèöåé A2.

Íà ïåðâîì øàãå, â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêîâ ∆1
1 è ∆2

1 âîçüìåì ïîëóèí-
òåðâàëû (0, 1] è (1, 2], ñîîòâåòñòâåííî. Íà âòîðîì øàãå ó÷àñòêàìè ïîñòî-
ÿíñòâà áóäóò ïðîìåæóòêè ∆1

2 ≡ (2, 2 + 1/2] è ∆2
2 ≡ (2 + 1/2, 3]. Îáîçíà-

÷èì îáùóþ äëèíó âñåõ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà ïîñòðîåííûõ íà øàãàõ
1, ..., k−1 ÷åðåç T , òîãäà íà k-îì øàãå ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà áóäóò
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(T, T + 1/k] è (T + 1/k, T + 2/k]. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äëèíà êàæäîãî èç
ïðîìåæóòêîâ, ïîñòðîåííûõ íà k-îì øàãå ðàâíà 1/k è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè
k →∞. Ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå âñåõ ïîñòðîåííûõ ïðîìåæóòêîâ ∪+∞

k=1∆k

åñòü R+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà, çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà
íà âñåé ïîëóïðÿìîé.
Ïóñòü òåïåðü x � òàêîå ðåøåíèå ïîñòðîåííîé ñèñòåìû A, ó êîòîðîãî îáå

êîîðäèíàòû ïîëîæèòåëüíû íà R+ (ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáîå ðå-
øåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) > 0, x2(0) > 0). Â êàæäûé ìîìåíò
τ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèþ x ôóíêöèþ ϕ(τ), τ ∈ R+, ÿâëÿþ-
ùóþñÿ íåïðåðûâíîé (ïî τ ) âåòâüþ óãëà, îáðàçóåìîãî âåêòîðîì x(τ) ñ
ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì Ox1 îñè àáñöèññ è îòñ÷èòûâàåìîãî â ïî-
ëîæèòåëüíîì (ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè) íàïðàâëåíèè. Ïîä óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ x áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ϕ̇(t) ôóíêöèè ϕ(t),
ò.å. ôóíêöèþ, ðàâíóþ ìãíîâåííîé (â ìîìåíò t ∈ R+) óãëîâîé ñêîðîñòè
åäèíè÷íîãî âåêòîðà

(cosϕ(t), sinϕ(t))ò =
x(t)

|x(t)|
≡ (x1(t), x2(t))

ò√
x2

1(t) + x2
2(t)

.

Òîãäà èç ëåììû 3 (åñëè ïîëîæèòü k12 = 0, k22 = 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k ∈ N íà ïðîìåæóòêå ∆1

k óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåêòîð-ôóíêöèè x

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

ϕ̇(τ) = 2d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ ∆1
k,

à íà ïðîìåæóòêå ∆2
k � óðàâíåíèþ

ϕ̇(τ) = −2d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ ∆2
k.

Ïåðåïèøåì äàííûå óðàâíåíèÿ â âèäå óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-
ðåìåííûìè, ïîëó÷èì:

dϕ

2d sinϕ cosϕ
= dτ è

dϕ

−2d sinϕ cosϕ
= dτ.

Äëÿ ÷èñåë k ∈ N è i = {1, 2} îáîçíà÷èì êîíöû ïðîìåæóòêîâ ∆i
k ÷å-

ðåç αik è β
i
k, à ÷åðåç ϕ

i
k è ϕ

i
k + ∆ϕik áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

ϕ = ϕ(τ) â òî÷êàõ αik è β
i
k, ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî îá-

ëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ = ϕ(τ) íå âûõîäèò çà ïðåäåëû èíòåðâàëà
(0, π/2), ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèé x1(τ) > 0, x2(τ) > 0, τ ∈ R+. Òîãäà, ñ
ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, áóäóò ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
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β1
k∫

α1
k

dτ =

ϕ1
k+∆ϕ1

k∫
ϕ1
k

dϕ

2d sinϕ cosϕ
=

1

2d

ϕ1
k+∆ϕ1

k∫
ϕ1
k

1
cos2 ϕ dϕ

sinϕ
cosϕ

=
1

2d

ϕ1
k+∆ϕ1

k∫
ϕ1
k

d tgϕ

tgϕ
=

=
1

2d
(ln | tg(ϕ1

k + ∆ϕ1
k)| − ln | tg(ϕ1

k)|) (2.10)

è

β2
k∫

α2
k

dτ =

ϕ2
k+∆ϕ2

k∫
ϕ2
k

dϕ

−2d sinϕ cosϕ
=

ϕ2
k∫

ϕ2
k+∆ϕ2

k

dϕ

2d sinϕ cosϕ
=

=
1

2d
(ln | tg(ϕ2

k)| − ln | tg(ϕ2
k + ∆ϕ2

k)|). (2.11)

Ïî ïîñòðîåíèþ äëèíû ïîëóèíòåðâàëîâ ∆1
k è ∆2

k ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à
çíà÷èò

β2
k∫

α2
k

dτ = α2
k − β2

k = α1
k − β1

k =

β1
k∫

α1
k

dτ

è, êàê ñëåäñòâèå

1

2d
(ln | tg(ϕ1

k+∆ϕ1
k)|−ln | tg(ϕ1

k)|) =
1

2d
(ln | tg(ϕ2

k)|−ln | tg(ϕ2
k+∆ϕ2

k)|).
(2.12)

Òàêæå èç ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {∆k}∞k=1, k ∈ N, âûòåêà-
åò ðàâåíñòâî ϕ1

k + ∆ϕ1
k = ϕ2

k, êîòîðîå âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2.12)
è îãðàíè÷åíèåì ϕ(τ) ∈ (0, π/2), τ ∈ R+, îáåñïå÷èâàåò òîæäåñòâî
ϕ1
k = ϕ2

k + ∆ϕ2
k. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïî îêîí÷àíèþ

êàæäîãî øàãà èíäóêöèè âñÿêîå ðåøåíèå x ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x1(0) > 0, x2(0) > 0 âîçâðàùàåòñÿ â ñâîå èñõîäíîå ïîëîæåíèå (íà
òîò æå ëó÷ ôàçîâîé ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ðåøåíèå íàõîäèëîñü â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ îò èñõîäíîãî ïîëî-
æåíèÿ ∆ϕik ≡

∣∣(∆ϕik + ϕik)− ϕik
∣∣ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè óâåëè÷åíèè íîìå-

ðà øàãà. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(ϕ) = (2d sinϕ cosϕ)−1 íà îòðåçêàõ
[ϕ1

k, ϕ
1
k + ∆ϕ1

k]= [ϕ2
k + ∆ϕ2

k, ϕ
2
k] ⊂ (0, π/2) íåïðåðûâíà è äîñòèãàåò ñâîåãî

íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ � îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Mk. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé
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(2.10) è (2.11) äëÿ i = 1, 2 è k ∈ N ïîëó÷èì

|βik − αik| =

∣∣∣∣∣∣∣
ϕik+∆ϕik∫
ϕik

dϕ

2d sinϕ cosϕ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥Mk · |(ϕik + ∆ϕik)− ϕik| = Mk ·∆ϕik.

Ïî ïîñòðîåíèþ äëèíà ïðîìåæóòêîâ ∆i
k ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè k → +∞,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè øàãà k ñòðåìèòñÿ ê 0 áóäåò è âåëè÷èíà
∆ϕik.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ϕ0 ∈ (0, π/4] è 0 < ε < π/4 − ϕ0, ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå x ïîñòðîåííîé ñèñòåìû A, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ ϕ(0) ≡ arctg(x2(0)/x1(0)) = ϕ0, è ÷èñëî T òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
τ > T ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè äàííîãî ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

d sin(2 · ϕ0) ≤ |ϕ̇(τ)| ≤ d sin(2 · (ϕ0 + ε)) ≤ d sin(2 · ϕ0) + ε

îòêóäà [21, ñ. 113] ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

µ(x) = d sin(2 · ϕ0).

Ôóíêöèÿ g(ϕ0) ≡ d sin(2 · ϕ0) èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âîçðàñòàåò íà
ïðîìåæóòêå (0, π/4], ïðèíèìàÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 0 äî d, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå

[0, d] ⊆ Spµ(A).

2.2. Ïðèìåíèâ ëåììó 4, ïîëó÷èì, ÷òî óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ïóíê-
òå 2.1, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî n > 2. À çíà÷èò, ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèÿ,
äîêàçàííîãî â ï. 1, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1, ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëà d è ñèñòåìû A ∈ Dn

d ïîëó÷èì

Spµ(Dnd ) = Spµ(A) = [0, d].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
D ìíîæåñòâî âåêòî-

ðîâ m ≡ (m1, . . . ,mn)
ò ∈ Rn

∗ , ó êîòîðûõ êàê ìèíèìóì äâå êîîðäèíàòû
îòëè÷íû îò 0

Rn
D ≡ {m ∈ Rn

∗ | ∃i 6= j : mi ·mj 6= 0},

à ÷åðåç R+
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî R+ äîïîëíåííîå òî÷êîé ∞.
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è d > 0 è ëþáîãî
âåêòîðà m ∈ Rn

∗ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(Dnd ) = R+
, m ∈ Rn

D,

è
Spνm(Dnd ) = {0,∞}, m 6∈ Rn

D.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íåíóëåâîãî âåêòîðàm ∈ Rn
∗ ðîâíî îäíà êîîðäè-

íàòà îòëè÷íà îò 0 è j � åå ïîðÿäêîâûé íîìåð. Ïóñòü òàêæå ôèêñèðîâàíî
÷èñëî d > 0. Ðàññìîòðèì òîãäà ñèñòåìó A ∈ Dnd ñ äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé A = diag{d, . . . , d} è ïóñòü x � íåêîòîðîå åå íåíóëåâîå ðåøåíèå.
Òîãäà âûðàæåíèå (x,m) (1) ïðèìåò âèä

(x(τ),m) = mjxj(τ), τ ∈ R+.

Äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû i = 1, . . . , n âåêòîð-ôóíêöèè x âñåãäà ñïðà-
âåäëèâî ðîâíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé: ëèáî xi(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+,
ëèáî xi(t) 6= 0 íà R+. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ âèäà ż = a(t)z, z ∈ R [71, ñ. 63], à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî
êàæäàÿ èç êîîðäèíàò âåêòîð-ôóíêöèè x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òàêî-
ãî âèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (x(τ),m) âñåãäà ëèáî òîæäåñòâåííî
ðàâíî 0, ëèáî íå îáíóëÿåòñÿ ïðè âñåõ τ ∈ R+, ÷òî çàâèñèò îò âûáîðà íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êîîðäèíàòû xj. À, çíà÷èò, âåëè÷èíà νm(x) ìîæåò
ïðèíèìàòü òîëüêî 2 çíà÷åíèÿ: ëèáî 0, ëèáî ∞. Äàííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò
áûòü äîñòèãíóòû íà ðåøåíèÿõ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
xi(0) = 1, i = 1, . . . , n, è, ñîîòâåòñòâåííî, xj(0) = 0, xi(0) = 1, i 6= j.
Âòîðîå ðàâåíñòâî òåîðåìû äîêàçàíî.

2. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî ðàâåíñòâà.
2.1. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2, ïðåäâàðèòåëüíî çàôèêñè-

ðîâàâ ÷èñëî d > 0 è âåêòîð m = (m1,m2)
ò, ãäå m1 ·m2 6= 0.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ 0 è ∞ âåëè÷èíà νm ïðèíèìàåò íà ðå-
øåíèÿõ z1 = (m1e

dt;m2e
dt)ò è z2 = (m1e

dt;−m2e
dt)ò ñèñòåìû A ∈ D2

d ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè a11(t) = a22(t) = d, t ∈ R+.
Äîêàæåì, ÷òî ïîêàçàòåëü νm ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå l > 0.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó B = B(l), ïîëó÷àþùóþñÿ èç ñèñòåìû A, ïîñòðîåí-
íîé â ïóíêòå 2.1 òåîðåìû 2, ïóòåì ñëåäóþùèõ ìîäèôèêàöèé: íà êàæäîì
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øàãå k ∈ N â êà÷åñòâå ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà ∆1
k è ∆2

k áåðóòñÿ ïðîìåæóò-
êè (T, T + π/(2l)] è (T + π/(2l), T + π/l] (äëèíà êîòîðûõ íå çàâèñèò îò
íîìåðà øàãà k), ãäå T � îáùàÿ äëèíà âñåõ ïðîìåæóòêîâ, ïîñòðîåííûõ íà
øàãàõ 1, . . . , k−1, à l > 0 � íåêîòîðîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî,
òàêèì îáðàçîì çàäàííàÿ ñèñòåìà (ïðè ëþáîì l ∈ R+) îïðåäåëåíà íà R+.
Ïóñòü x � òàêîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû B(l), ó êîòîðîãî íè îäíà

èç êîîðäèíàò íå îáíóëÿåòñÿ íà R+ (ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáîå ðå-
øåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) · x2(0) 6= 0). Òîãäà àíàëîãè÷íî ï.
2.1 òåîðåìû 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïî îêîí÷àíèþ êàæäîãî øàãà èí-
äóêöèè âñÿêîå òàêîå ðåøåíèå x âîçâðàùàåòñÿ â ñâîå èñõîäíîå ïîëîæåíèå
� íà òîò æå ëó÷ ôàçîâîé ïëîñêîñòè ϕ(0) = arctg(x2(0)/x1(0)), íà êîòî-
ðîì ýòî ðåøåíèå íàõîäèëîñü â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Òàêæå ïðåäïîëîæåíèå
x1(0)·x2(0) 6= 0 ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Z áóäåò ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

π

2
· s < ϕ(τ) <

π

2
· (s+ 1), τ ∈ R+,

ãäå ϕ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó
(cosϕ(τ), sinϕ(τ)), ñîíàïðàâëåííîìó â êàæäûé ìîìåíò τ ñ âåêòî-
ðîì x. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî

sgn ϕ̇(τ) = sgn(2d sinϕ(τ) cosϕ(τ)) = const, ∆1
k, k ∈ N,

è
sgn ϕ̇(τ) = sgn(2d sinϕ(τ) cosϕ(τ)) = −const, ∆2

k, k ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ (∆1

k è ∆2
k, k ∈ N) âåêòîð

x äâèæåòñÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâ-
ëåíèè (ïðîòèâ èëè ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè òðà-
äèöèîííîì ðàñïîëîæåíèè îñåé) è ïåðåñåêàåò ëþáîé ëó÷ ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Ðàññìîòðèì òîãäà ðåøåíèå x óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x(0) ≡ (x1(0), x2(0))ò = (m2,−m1)
ò. Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ∆1

k âåêòîð-
ôóíêöèÿ x íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ïîëîæåíèÿ ϕ0 = arctg(−m1/m2) è
äâèæåòñÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâëå-
íèè (ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè òðàäèöèîííîì ðàñïîëîæåíèè
îñåé) ïîêà τ ∈ ∆1

k. Ñïóñòÿ âðåìÿ π/(2l) (ðàâíîå äëèíå ïðîìåæóòêà ∆1
k),

âåêòîð x ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà ïðîòè-
âîïîëîæíîå è íà ïðîìåæóòêå ∆2

k äâèæåòñÿ ñòðîãî â ýòîì íàïðàâëåíèè, çà
òî æå âðåìÿ π/(2l) âîçâðàùàÿñü â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
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âåêòîð x íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π/l ðîâíî îäèí ðàç ïåðåñåêàåò
ëó÷ ϕ = arctg(m1/m2) è òîëüêî â ýòîò ìîìåíò ôóíêöèÿ (x,m) îáðàùà-
åòñÿ â 0 (â ýòîò ìîìåíò (x,m) = m2 · m1 + (−m1) · m2 = 0.), ïðè ýòîì
èç óñëîâèÿ ϕ̇(t) 6= 0, t ∈ R+, ñîãëàñíî ëåììå 6 ñëåäóåò, ÷òî â ýòè ìîìåí-
òû îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ (ẋ,m) íå ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
ëåììå 5 áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî

ν(x,m) = l.

Çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà l ∈ R+ äëÿ ñèñòåìû B = B(l) ïîëó÷èì
ïåðâîå ñîîòíîøåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = 2:

Spνm(D2
d) = R+

, m ∈ R2
D.

2.2. Îáîáùèì òåïåðü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ï. 2.1 íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîãî n > 2, n ∈ N. Ïóñòü òåïåðü m ∈ Rn

∗ � íåíó-
ëåâîé âåêòîð è mp, mq � åãî ïåðâûå ïî ïîðÿäêó íåíóëåâûå êîîð-
äèíàòû, 1 ≤ p < q ≤ n. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó
B̃(τ, l) = diag{d, . . . , bp(τ, l), . . . , bq(τ, l), . . . , d}, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè,
íà âñåõ ïîçèöèÿõ êðîìå (p, p) è (q, q) ñòîÿò ÷èñëà d, à êîýôôèöèåíòû
bp, bq, ñòîÿùèå íà ïîçèöèÿõ (p, p) è (q, q), òàêîâû, ÷òî ìàòðèöà(

bp(τ, l) 0
0 bq(τ, l)

)
ñîâïàäàåò ïðè âñåõ τ ∈ R+ è l ∈ R+ ñ ïîñòðîåííîé â ï. 2.1. ìàòðèöåé
B = B(l).
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå l ∈ R+ è îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃ ðåøåíèå äàí-

íîé ñèñòåìû B̃, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x̃p(0) = mq, x̃q(0) = −mp, x̃j(0) = 0, j 6= p, q,

ãäå mp è mq � p-àÿ è q-àÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà m. Ïåðåíóìåðóåì êîîðäè-
íàòû âåêòîðà x̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü k1 = p, k2 = q, à k3, . . . , kn �
âñå îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòà-
íèþ. Òîãäà â êàæäûé ìîìåíò τ ∈ R+ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x̃
ñòðîêó èç n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(τ), ϕ0(τ), ϕ1(τ), . . . , ϕn−2(τ)), òàêóþ,
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÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
x̃k1(τ)
x̃k2(τ)
...
...

x̃kn(τ)

 ≡


r(τ) cosϕ0(τ) sinϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)
r(τ) sinϕ0(τ) sinϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)

r(τ) cosϕ1(τ) sinϕ2(τ) . . . sinϕn−2(τ)
...

r(τ) cosϕn−3(τ) sinϕn−2(τ)
r(τ) cosϕn−2(τ)


, τ ∈ R+,

(2.13)
ãäå ϕ0 = ϕ0(τ) � íåïðåðûâíàÿ (ïî τ ) âåòâü óãëà, îáðàçóåìîãî âåêòîðîì
x̃ = x̃(τ) ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Oxp â ïëîñêîñòè Oxpxq
è îòñ÷èòûâàåìîãî â ïîëîæèòåëüíîì (ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè) íà-
ïðàâëåíèè. Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé äàííîå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä(

x̃k1(τ)
x̃k2(τ)

)
≡
(
r(τ) cosϕ0(τ)
r(τ) sinϕ0(τ)

)
, x̃kr(τ) ≡ 0, r = 3, . . . , n, τ ∈ R+,

(2.14)
à, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x̃ áóäåò îñóùåñòâëÿòü äâèæåíèå èñêëþ÷èòåëü-
íî â ïëîñêîñòè Oxpxq, ïðè÷åì èç âèäà ñèñòåìû B̃ = B̃(l) ñëåäóåò, ÷òî
åãî òðàåêòîðèÿ â ýòîé ïëîñêîñòè áóäåò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ òðàåêòî-
ðèåé ðåøåíèÿ x äâóìåðíîé ñèñòåìû B = B(l) èç ïóíêòà 2.1 â ïëîñêîñòè
Ox1x2: íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π/l âåêòîð x̃ ðîâíî îäèí ðàç áó-
äåò ïåðåñåêàòü ëó÷ ϕ = arctg(mp/mq) è â ýòîò ìîìåíò ôóíêöèÿ (x̃,m)
áóäåò îáðàùàòüñÿ â 0 (â ýòîò ìîìåíò (x̃,m) = mq ·mp+(−mp) ·mq = 0), à
ïðîèçâîäíàÿ ( ˙̃x,m) áóäåò íåíóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò âåðíî ðàâåí-
ñòâî

ν(x̃,m) = l,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò îáîáùåíèå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íà ñëó-
÷àé ïðîèçâîëüíîãî n > 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.2 Òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N â ìíîæåñòâåMn âûäåëèì ïîäìíîæå-
ñòâî òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

T nd ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

0 a21(t) . . . a2n(t)
... ... . . . ...
0 0 . . . ann(t)


 ,

ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |aij(t)| ≤ d, τ ∈ R+, 1 ≤ i, j ≤ n.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è d > 0 è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé
κ = σ, ζ, η, ρ̌ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spκ(T nd ) = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 (ñëó÷àé n = 1 ðàññìîòðåí â
ãëàâå 1), ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå
ðåøåíèå x ñèñòåìû A ∈ T nd . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû xn
âåêòîð-ôóíêöèè x âñåãäà âûïîëíåíî ðîâíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé:
ëèáî xn(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+, ëèáî xn(t) 6= 0 íà R+. Ýòî ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà ż = a(t)z, z ∈ R
[71, ñ. 63], à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ xn = xn(t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òàêîãî âèäà.
1. Äîêàæåì ðàâåíñòâî íóëþ ïîêàçàòåëåé σ è ζ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1.1. Ïóñòü xn(t) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ R+. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà τ ∈ R+

è âåêòîðà m∗ ≡ (0, . . . , 0, sgn(xn(0)))ò ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(x(τ),m∗) = |xn(τ)| > 0,

à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ (x(τ),m∗) íå îáíóëÿåòñÿ íà R+ è äëÿ ëþáîãî t ∈ R+

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ν(x,m∗, t) = 0, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìàÿ
öåïî÷êà

ζ(x) = σ(x) = 0.

1.2. Ïóñòü òåïåðü xn(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+. Â ýòîì ñëó÷àå
óæå (n − 1)-àÿ êîîðäèíàòà ðåøåíèÿ x áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
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ẋn−1 = a(n−1)(n−1)(t)xn−1, è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò îáëàäàòü òåì æå ñâîé-
ñòâîì: ëèáî xn−1(t) 6= 0, ëèáî xn−1(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t. Åñëè âåðíî ïåðâîå,
òî äëÿ âåêòîðà m∗ ≡ (0, . . . , 0, sgn(xn−1(0)), 0)ò è ëþáîãî τ ∈ R+ âûïîë-
íÿåòñÿ îöåíêà

(x(τ),m∗) = |xn−1(τ)| > 0,

è
ν(x,m∗, t) = 0.

Åñëè æå âåðíî âòîðîå, òî ðàññìîòðèì (n − 2)-óþ êîîðäèíàòó ðåøåíèÿ
x, êîòîðàÿ òàêæå áóäåò îáëàäàòü âûøåóêàçàííûì ñâîéñòâîì, è ïðîâå-
äåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ óæå äëÿ íåå. Ò.ê. âåêòîð-ôóíêöèÿ x �
íåíóëåâîå ðåøåíèå, òî îíî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåíóëåâóþ êîîðäè-
íàòó è ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð l, 1 ≤ l < n, äëÿ êîòî-
ðîãî ïðè âñåõ t áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå xl(t) 6= 0. Òîãäà âçÿâ âåêòîð
m∗ = (0, . . . , 0, sgn(xl(0)), 0, . . . , 0)ò, ó êîòîðîãî òîëüêî l-àÿ êîîðäèíàòà
îòëè÷íà îò 0, ïîëó÷èì îöåíêó

(x(τ),m∗) = |xl(τ)| > 0,

à, çíà÷èò, ôóíêöèÿ (x(τ),m∗) íå áóäåò îáíóëÿòüñÿ íà R+ è ïðè ëþáûõ
t ∈ R+ áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ν(x,m∗, t) = 0, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò
òðåáóåìàÿ öåïî÷êà

ζ(x) = σ(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà d èìååì

Spζ(T nd ) = Spσ(T nd ) = {0}.

2. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñòàâøèõñÿ äâóõ ðàâåíñòâ. Äëÿ ëþáûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ AutRn

∗ è ïðåîáðàçîâàííîãî ðåøåíèÿ y = Lx ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.2)

γ(y, t) ≡
∫ t

0

|ėy(τ)| dτ =

=

∫ t

0

∣∣LA(τ)L−1ey(τ)−
(
LA(τ)L−1ey(τ), ey(τ)

)
ey(τ)

∣∣ dτ, t ∈ R+,

ãäå ey ≡ y/|y|. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

L = L(k2, . . . , kn) ≡ diag{1, k2, . . . , kn}, ki > 1, i = 2, . . . , n. (2.15)

44



Îáðàòíûì ê L áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå L−1 = diag{1, k−1
2 . . . , k−1

n }, à ìàò-
ðèöà LAL−1 ïðèìåò âèä

LAL−1 =


a11

a12
k2

. . .
a1(n−1)

kn−1

a1n
kn

0 a22 . . .
k2a2(n−1)

kn−1

k2a2n
kn

... . . . . . . ... ...

0 . . . 0 a(n−1)(n−1)
kn−1a(n−1)n

kn

0 . . . 0 0 ann

 . (2.16)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ôóíêöèÿì x è y òàêèå íàáîðû èç
n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(t), ϕ0(t), ϕ1(t), . . . , ϕn−2(t)) è, ñîîòâåòñòâåííî,
(r̃(t), ψ0(t), ψ1(t), . . . , ψn−2(t)), ÷òîáû ïðè âñåõ t ∈ R+ âûïîëíÿëèñü ñîîò-
íîøåíèÿ (2.5) è (2.6).
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû xn âåêòîð-ôóíêöèè

x âñåãäà âûïîëíåíî ðîâíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé: ëèáî xn(t) 6= 0,
ëèáî xn(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x
âûïîëíåíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå, ò.ê. âòîðîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó
ðàññìîòðåíèåì âåêòîð-ôóíêöèè x̃ ≡ (x1, . . . , xn−1)

ò, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ż = Az , ãäå

A(t) ≡


a11(t) a12(t) . . . a1(n−1)(t)

0 a22(t) . . . a2(n−1)(t)
... ... . . . ...
0 0 . . . a(n−1)(n−1)(t)

 .

2.1. Ïåðâûì äîêàæåì ðàâåíñòâî η(x) = 0.
Â ïðåîáðàçîâàíèè L = L(k2, . . . , kn) (2.15) ïîëîæèì

k2 = · · · = kn−1 = 1, kn = k, k > 1.

Ìàòðèöà LAL−1 (2.16) ïðèìåò âèä

LAL−1 =


a11 a12 . . . a1(n−1) k−1a1n

0 a22 . . . a2(n−1) k−1a2n
... . . . . . . ... ...
0 . . . 0 a(n−1)(n−1) k−1a(n−1)n

0 . . . 0 0 ann

 , (2.17)

à èç ñîîòíîøåíèé x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn−1 = yn−1, kxn = yn (âûòåêà-
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þùèõ èç ðàâåíñòâà y = Lx) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî

ctg2 ψn−2 =
y2
n

y2
1 + · · ·+ y2

n−1

=
(kxn)

2

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

=

= k2 · x2
n

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

= k2 · ctg2 ϕn−2. (2.18)

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà t > 0 íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ϕn−2 ≡ ϕn−2(τ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíîìó ðåøåíèþ x, íà îòðåçêå [0, t]
äîñòèãàåò ñâîèõ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé (êîòîðûå â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ xn(τ) 6= 0, τ ∈ R+, îòäåëåíû îò íóëÿ è êîíå÷íû). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 çà ñ÷åò âûáîðà k (âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñÿùåãî îò t) íà
îòðåçêå [0, t] ìîæíî îáåñïå÷èòü îöåíêè

sin2 ψn−2(τ) =
1

1 + ctg2 ψn−2(τ)
=

1

1 + k2 ctg2 ϕn−2(τ)
≤ ε2, τ ∈ [0, t],

è
1

k
≤ ε. (2.19)

Ïåðåéäåì ê îöåíêå íîðìû âåêòîðà ėy. Èç âèäà ìàòðèöû (2.17) ñëåäóåò,
÷òî âåëè÷èíà

(
LAL−1ey, ey

)
áóäåò ðàâíà

n−1∑
m=1

(
n−1∑
j=i

(amjeyj) + k−1amneyn

)
· eym + anne

2
yn
,

ãäå eyj � j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ey, i = 1, . . . , n. À çíà÷èò, êàæäàÿ èç
ïåðâûõ n− 1 êîîðäèíàò âåêòîðà ėy ïðèìåò âèä(

n−1∑
j=i

aijeyj + k−1aineyn

)

−

(
n−1∑
m=1

(
n−1∑
j=i

(amjeyj) + k−1amneyn

)
· eym + anne

2
yn

)
· eyi,

i = 1, . . . , n− 1. (2.20)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ i = 1, . . . , n− 1, êàæäàÿ êîìïîíåíòà eyi ñîäåðæèò ìíî-
æèòåëü sinψn−2 è, ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò τ ∈ R+ êàæäàÿ òà-
êàÿ êîìïîíåíòà ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíà ÷èñëîì | sinψn−2(τ)|, êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, îãðàíè÷åíî ÷èñëîì ε, ÷òî ñëåäóåò èç (2.19). À êîìïîíåíòà
eyn ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1 ïðè âñåõ τ ∈ R+.
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Òîãäà èç îöåíîê (2.19) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (2.20) ïðè êàæäîì
i = 1, . . . , n− 1 ïî ìîäóëþ áóäåò îãðàíè÷åíî ÷èñëîì

dnε+ (dn2ε2 + d) · ε

Ïîñëåäíÿÿ æå êîîðäèíàòà âåêòîðà ėy áóäåò èìåòü âèä

anneyn −

(
n−1∑
m=1

(
n−1∑
j=i

(amjeyj) + k−1amneyn

)
· eym + anne

2
yn

)
· eyn =

= ann(1− e2
yn

)eyn −

(
n−1∑
m=1

(
n−1∑
j=i

(amjeyj) + k−1amneyn

)
· eym

)
· eyn. (2.21)

Ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî 1 − e2
yn

= sin2 ψn−2, ìîäóëü âåëè÷èíû (2.21)
àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

dε2 + dn2ε2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáîðîì ÷èñëà k ìîæíî ïîäîáðàòü
ïðåîáðàçîâàíèå L = L(k), ãäå k = k(ε, t), òàêîå, ÷òî êàæäàÿ êîîðäè-
íàòà âåêòîðà ėy íà ïðîìåæóòêå (0, t] áóäåò îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì
ε · n−1. Òîãäà íîðìà ñàìîãî âåêòîðà áóäåò îöåíèâàòüñÿ ÷èñëîì ε (ò.ê.√

(ε · n−1)2 · n ≤ ε). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 è ëþáî-
ãî ÷èñëà t > 0 ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå L, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

1

t
γ(Lx, t) < ε,

îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
t→∞

1

t
inf

L∈AutRn
γ(Lx, t) = 0,

à âìåñòå ñ íèì è ðàâåíñòâî
η(x) = 0.

2.2. Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî ρ̌(x) = 0.
2.2.1. Â ïðåîáðàçîâàíèè L = L(k2, . . . , kn) (2.15) ïîëîæèì

ki = ki−1, k > 1, i = 2, . . . , n.

Ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé

L = L(k) = diag{1, k, . . . , kn−1}, (2.22)
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êîòîðîå áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïàðàìåòðà k, à n × n ìàòðèöà LAL−1

â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

LAL−1 =


a11

a12
k . . .

a1(n−1)

kn−2
a1n
kn−1

0 a22 . . .
a2(n−1)

kn−3
a2n
kn−2

... . . . . . . ... ...
0 . . . 0 a(n−1)(n−1)

a(n−1)n

k

0 . . . 0 0 ann

 . (2.23)

Èç ñîîòíîøåíèé x1 = y1, kx2 = y2, k
2x3 = y3, . . . , k

n−1xn = yn (âûòå-
êàþùèõ èç ðàâåíñòâà y = Lx) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî äëÿ i = 1, . . . , n − 2
âûïîëíåíî

tg2 ψi =
y2

1 + · · ·+ y2
i+1

y2
i+2

=
x2

1 + (kx2)
2 + · · ·+ (kixi+1)

2

(ki+1xi+2)2
=

=
e2
x1

+ (kex2)
2 + · · ·+ (kiexi+1

)2

(ki+1exi+2
)2

=

=
(cosϕ0 sinϕ1 · . . . · sinϕi)2

(cosϕi · ki+1)2
+

(k sinϕ0 sinϕ1 · . . . · sinϕi)2

(cosϕi · ki+1)2
+ . . .

· · ·+ (ki−1 · cosϕi−2 sinϕi−1 sinϕi)
2

(cosϕi · ki+1)2
+

(ki · cosϕi−1 sinϕi)
2

(cosϕi · ki+1)2
,

à äëÿ i = 0 ïîëó÷èì

tgψ0 =
y2

y1
=
kx2

x1
=
k · sinϕ0 sinϕ1 · . . . · sinϕn−2

cosϕ0 sinϕ1 · . . . · sinϕn−2
= k · tgϕ0.

À çíà÷èò, ïðè k >> 1 äëÿ i = 1, . . . , n− 2 áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè

tg2 ψi ≤
(

1

k2(i+1)
+ · · ·+ 1

k2

)
· tg2 ϕi ≤

1/k2

1− 1/k2
· tg2 ϕi =

1

k2 − 1
· tg2 ϕi

è

tg2 ψi =

(k2 − 1)(sinϕ0 · . . . · sinϕi−1)
2

(cosϕi · ki+1)2
+· · ·+(k2(i−1) − 1)(cosϕi−2 sinϕi−1 sinϕi)

2

(cosϕi · ki+1)2
+

+
((cosϕ0 · . . . · sinϕi−1)

2 + (sinϕ0 · . . . · sinϕi−1)
2 + · · ·+ (cosϕi−1)

2

(ki+1)2
·tg2 ϕi ≥

≥ 1

k2(i+1)
· tg2 ϕi ≥

1

k2n
· tg2 ϕi.
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Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1 è i = 1, . . . , n− 2

| sinψi(τ)| ≤ | tgψi(τ)| ≤ tg ε, åñëè τ ∈ R+ :

[
0 ≤ ϕi(τ) ≤ arctg(k tg ε),

π − arctg(k tg ε) ≤ ϕi(τ) ≤ π.

è

| cosψi(τ)| ≤ | ctgψi(τ)| ≤ tg ε, åñëè τ ∈ R+ :

 arctg(kn ctg ε) ≤ ϕi(τ) ≤ π

2
,

π

2
≤ ϕi(τ) ≤ π − arctg(kn ctg ε).

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 è i = 0, èìååì

| sinψ0(τ)| ≤ | tgψ0(τ)| ≤ tg ε è | cosψ0(τ)| ≤ | ctgψ0(τ)| ≤ tg ε,

åñëè

τ ∈ R+ :

[
πm ≤ ϕ0(τ) ≤ πm+ arctg(k−1 tg ε), m ∈ N,
π(m+ 1)− arctg(k−1 tg ε) ≤ ϕ0(τ) ≤ π(m+ 1), m ∈ N,

è, ñîîòâåòñòâåííî,

τ ∈ R+ :

[
πm+ arctg(k−1 ctg ε) ≤ ϕ0(τ) ≤ πm+

π

2
, m ∈ N,

π(m+ 1/2) ≤ ϕ0(τ) ≤ π(m+ 1)− arctg(k−1 ctg ε), m ∈ N.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ R+, ÷èñåë k > 1 è
0 < ε < 1 îáîçíà÷èì

T k,εt ≡
{

0 ≤ τ ≤ t | ϕi(τ) ∈ Ak,ε
i , i = 0, . . . , n− 1

}
, (2.24)

ãäå

Ak,ε
i ≡

[
arctg(k · tg ε), arctg(kn · ctg ε)

]
∪

∪
[
π − arctg(kn · ctg ε), π − arctg(k · tg ε)

]
, i = 1, . . . , n− 2, (2.25)

Ak,ε
0 ≡

⋃
m∈Z

([
πm+ arctg(k−1 tg ε), πm+ arctg(k−1 ctg ε)

]
∪

∪
[
π(m+ 1)− arctg(k−1 ctg ε), π(m+ 1)− arctg(k−1 tg ε)

])
.

À äëèíó (ìåðó) èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà F ⊂ R áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç mesF .

49



Èç äàííûõ âûøå îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò
τ ∈ [0, t], t ∈ R+, ôóíêöèÿ ϕi = ϕi(τ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíî-
ìó ðåøåíèþ x = x(τ), ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà [0, π]\Ak,ε

i

ïðè i = 1, . . . , n − 2 èëè èç ìíîæåñòâà R\Ak,ε
i ïðè i = 0, òî ôóíê-

öèÿ ψi(τ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàííîìó ðåøåíèþ Lx = Lx(τ),
ãäå L = L(k)(2.22), óäîâëåòâîðÿåò â ýòîò ìîìåíò íåðàâåíñòâó

| cosψi(τ) sinψi(τ)| ≤ tg ε.

2.2.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì âûðàæåíèÿ γ(y, t), t ∈ R+,
èç ëåììû 1, îöåíèì òåïåðü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå � íîðìó âåêòîðà
ėy, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàííîìó ðåøåíèþ y = Lx.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî

tg2 ψi =
y2

1 + · · ·+ y2
i+1

y2
i+2

ïî ïåðåìåííîé τ , ïîëó÷èì

ψ̇i ·
sinψi
cos3 ψi

=
y2
i+2 ·

((∑n
j=1 b1jyj

)
· y1 + · · ·+

(∑n
j=i+1 b(i+1)jyj

)
yi+1

)
y4
i+2

−

−
(y2

1 + · · ·+ y2
i+1) · yi+2 ·

(∑n
j=i+2 bijyj

)
y4
i+2

⇔

ψ̇i ·
sinψi
cos3 ψi

=

((∑n
j=1 b1jeyj

)
· ey1 + · · ·+

(∑n
j=i+1 b(i+1)jeyj

)
eyi+1

)
e2
yi+2

−
(e2
y1

+ · · ·+ e2
yi+1

) ·
(∑n

j=i+2 bijeyj

)
e3
yi+2

⇔

ψ̇i ·
sinψi
cos3 ψi

=

(∑n
j=1 b1jeyj

)
· cosψ0 sinψ0 . . . sinψi

cosψi · eyi+2

+ · · ·+

+

(∑n
j=i+1 b(i+1)jeyj

)
· cosψi−1 sinψi

cosψi · eyi+2

−

−

(
(cosψ0 sinψ0 . . . sinψi)

2 + · · ·+ (cosψi−1 sinψi)
2
)
·
(∑n

j=i+2 bijeyj

)
cos2 ψi · eyi+2

⇔
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ψ̇i ·
eyi+2

cosψi
=

(
n∑
j=1

b1jeyj

)
· cosψ0 sinψ0 . . . sinψi−1 · cosψi + . . .

· · ·+

(
n∑

j=i+1

b(i+1)jeyj

)
· cosψi−1 · cosψi−

−
(
(cosψ0 sinψ0 . . . sinψi)

2 + · · ·+ (cosψi−1 sinψi)
2
)
·

(
n∑

j=i+2

bijeyj

)
,

ãäå bij � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû LAL−1 (2.23), à eyj � j-àÿ êîîðäèíàòà
âåêòîðà ey ≡ y/|y|. Ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî êîýôôèöèåíòû bij íà âñåé
ïîëóïðÿìîé ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíû ÷èñëîì d/k ïðè j > i, à ïðè i = j

� ÷èñëîì d (÷òî ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ aij èñõîäíîé
ñèñòåìû), è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî äëÿ i = 1, . . . , n − 2
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

eyi+2

cosψi
= sinψi+1 · . . . · sinψn−2,

ïîëó÷èì îöåíêó∣∣∣ψ̇i · sinψi+1 · . . . · sinψn−2

∣∣∣ =

∣∣∣∣ψ̇i · eyi+2

cosψi

∣∣∣∣ ≤
≤

(∣∣∣∣∣
(

n∑
j=1

b1jeyj

)∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣
(

n∑
j=i+1

b(i+1)jeyj

)∣∣∣∣∣
)
·| cosψi|+n·

∣∣∣∣∣
(

n∑
j=i+2

bijeyj

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ (|b11ey1|+ · · ·+ |b(i+1)(i+1)eyi+1

|) · | cosψi|+

+ n ·

∣∣∣∣∣
(

n∑
j=2

d

k
· eyj

)∣∣∣∣∣+ n ·

∣∣∣∣∣
(

n∑
j=i+2

d

k
· eyj

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ (|dey1|+ · · ·+ |deyi+1

|) · | cosψi|+ 2n2 · d
k
≤ dn · | cosψi sinψi|+ 2n2 · d

k
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ i = 0, èìååì

ψ̇0 ·
1

cos2 ψ0
=
y1 ·
(∑n

j=2 b2jyj

)
− y2 ·

(∑n
j=1 b1jyj

)
y2

1

=

=
(b22 − b11)y1y2 + y1 ·

(∑n
j=3 b2jyj

)
− y2 ·

(∑n
j=2 b1jyj

)
y2

1

⇔
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ψ̇0·
1

cos2 ψ0
=

(b22 − b11)ey1ey2 + ey1 ·
(∑n

j=3 b2jeyj

)
− ey2 ·

(∑n
j=2 b1jeyj

)
e2
y1

⇔

ψ̇0·
ey1

cosψ0
= (b22−b11)·ey2·cosψ0+cosψ0·

(
n∑
j=3

b2jeyj

)
−sinψ0·

(
n∑
j=2

b1jeyj

)
è ∣∣∣ψ̇0 · sinψ1 · . . . · sinψn−2

∣∣∣ ≤ 2d · | cosψ0 sinψ0|+ 2n · d
k
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íîðìû âåêòîðà ėy â êàæäûé ìîìåíò τ ∈ R ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

|ėy(τ)| ≤ |ψ̇n−2(τ)|+|ψ̇n−3(τ)|·| sinψn−2(τ)|+· · ·+|ψ̇0(τ)|·
n−2∏
i=1

| sinψi(τ)| ≤

≤
n−2∑
i=0

(
dn · | cosψi(τ) sinψi(τ)|+ 2n2 · d

k

)
≤ 3dn3. (2.26)

À åñëè ê òîìó æå 0 < ε << 1 è k > dn3/ε, òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ ïðè
τ ∈ [0, t]\T k,εt áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ėy(τ)| ≤ dn2 · tg ε+ ε. (2.27)

2.2.3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû
A ∈ T nd è ÷èñëà 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëî k > 1/ε è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè {tj}∞j=1, tj →

j→∞
∞, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ N

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

mesT k,εtj

tj
< ε, (2.28)

ãäå âåëè÷èíà T k,εtj îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.24). Ñóùåñòâîâàíèå òà-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ {tj}∞j=1, tj →

j→∞
∞, ðàâíîñèëüíî ñóùå-

ñòâîâàíèþ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T ∈ R+ ìîìåíòà t ≥ T , äëÿ êîòîðîãî ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

mesT k,εt

t
< ε.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå � ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0 < ε < 1 ,
÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k > 1/ε íàéäåòñÿ ìîìåíò T , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
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äëÿ ëþáîãî t ≥ T áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

mesT k,εt

t
≥ ε.

Òîãäà ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
{kj}∞j=1, äëÿ êîòîðîé ïðîìåæóòêè {A

kj ,ε
1 }∞j=1 (2.25) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ ìíîæåñòâ Aε,k

1 : äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ε > 0 è íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà kj âñåãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî kj+1 òàêîå, ÷òî
kj+1 · tg ε > knj · ctg ε. Âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kj}∞j=1 ïåðâûå
[1
ε ] + 1 ÷èñåë � ïóñòü ýòî áóäóò k1, ..., km. Êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë çàäàåò
ïðîìåæóòîê (äàæå öåëûé íàáîð), è ïî ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ êàæäîãî ÷èñ-
ëà (íàáîðà ïðîìåæóòêîâ) ñóùåñòâóþò ñâîè ìîìåíòû T1, T2, ...Tm òàêèå,
÷òî ïðè t ≥ Tj

mesT
kj ,ε
t

t
≥ ε, j = 1, . . . ,m.

Ïîëîæèì tmax = max
j=1...m

Tj è, ïðîñóììèðîâàâ ïî j îò 1 äî m ëåâûå è
ïðàâûå ÷àñòè âñåõ âûøåñòîÿùèõ íåðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

mesT k1,εtmax

tmax
+ · · ·+

mesT km,εtmax

tmax
> ε ·

(
[
1

ε
] + 1

)
> ε · 1

ε
= 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîìåæóòêè {Akj ,ε
1 }∞j=1 íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà
m∑
j=1

mesT
kj ,ε
tmax ≤

∞∑
j=1

mesT
kj ,ε
tmax ≤ tmax.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå:

1 <
mesT k1,εtmax

tmax
+ · · ·+

mesT km,εtmax

tmax
≤

∞∑
j=1

mesT
kj ,ε
tmax

tmax
≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è óòâåðæäåíèå äî-
êàçàíî.
2.2.4. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ T nd è ÷èñ-

ëà 0 < ε < 1 âñåãäà íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå L = L(k) (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, ÷èñëî k) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tj}∞j=1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
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óñëîâèÿ (2.28). Âîçüìåì òîãäà ýòè ïðåîáðàçîâàíèå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîìåíòîâ è îöåíèì âûðàæåíèå t−1

j · γ(y, tj), ãäå y = Lx, ïîëó÷èì

1

tj
γ(y, tj) ≡

1

tj

∫ tj

0

|ėy(τ)| dτ =
1

tj

∫
[0,tj ]\T k,εtj

|ėy(τ)| dτ +
1

tj

∫
T k,εtj

|ėy(τ)| dτ ≤

≤ (dn2 ·tg ε+ε) ·
(tj −mesT k,εtj )

tj
+3dn3 ·

mesT k,εtj

tj
≤ (dn2 ·tg ε+ε)+3dn3 ·ε.

Îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñëåäóåò èç îöåíêè (2.27), à âòîðàÿ � èç îöåíêè
(2.26) è óñëîâèÿ (2.28).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëî k > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ L = L(k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
tj
γ(Lx, tj)}∞j=1 áûëà îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ó äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäåò ñóùåñòâîâàòü íèæíèé ïðåäåë, íå ïðåâîñõîäÿùèé ε, îòêóäà è áóäåò
ñëåäîâàòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà d > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Spρ̂(T nd ) = [0, d].

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d è
ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ T nd ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ρ̂(x) ≤ d, x ∈ S∗(A).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû
A ∈ T nd è ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ Gn âåëè÷èíà γ(y, t) ≡ γ(Lx, t) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (2.2)

γ(y, t) ≡
∫ t

0

|ėy(τ)| dτ =

=

∫ t

0

∣∣LA(τ)L−1ey(τ)−
(
LA(τ)L−1ey(τ), ey(τ)

)
ey(τ)

∣∣ dτ, t ∈ R+,

ãäå ey ≡ y/|y|. Òàêæå èç äàííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî íîðìà
âåêòîðà ėy(τ) ïðè âñåõ τ ∈ R+ íå ïðåâîñõîäèò íîðìû âåêòîðà
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LA(τ)L−1ey(τ). Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð ėy(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ ėy(τ) + βey(τ) = LA(τ)L−1ey(τ), τ ∈ R+, ãäå β � íåêîòîðîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì âåêòîðû ey(τ) è ėy(τ) îðòîãîíàëüíû ïðè
âñåõ τ , à çíà÷èò, èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íîðìà âåêòî-
ðà LA(τ)L−1ey(τ) çàâåäîìî áîëüøå íîðì êàæäîãî èç âåêòîðîâ ėy(τ) è
βey(τ).
Äëÿ k > 1 ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå L = diag{1, k, k2, . . . , kn}. Îá-

ðàòíûì ê L áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå L−1 = diag{1, k−1, k−2, . . . , k−n}, òîãäà
n× n ìàòðèöà LAL−1 áóäåò èìåòü âèä

LA(τ)L−1 =


a11(τ) a12(τ)

k
a13(τ)
k2 . . . a1n(τ)

kn−1

0 a22(τ) a23(τ)
k . . .

a2(n−1)(τ)

kn−2

... ... . . . . . . ...

... ... . . . . . . a(n−1)(n−1)(τ)

k

0 0 . . . 0 ann(τ)

 ,

à êàæäàÿ êîîðäèíàòà zi, i = 1, . . . , n, âåêòîðà z ≡ LAL−1ey ïðè âñåõ
τ ∈ R+ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

|zi(τ)| ≡

∣∣∣∣∣
n∑
j=i

aij(τ)eyj(τ)

kj−1

∣∣∣∣∣ ≤ d·|eyi|+d·
n∑

j=i+1

1

kj−1
≤ d·|eyi|+

dn

k
, i = 1, . . . , n,

ãäå eyi � i-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ey, i = 1, . . . , n.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïðè ëþáîì τ ∈ R+ íîìðà âåêòîðà ėy(τ) íå ïðå-

âîñõîäèò íîðìû âåêòîðà LA(τ)L−1ey(τ), òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ τ ∈ R+

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ėy(τ)| ≤ |LA(τ)L−1ey| =

√√√√ n∑
i=1

zi(τ)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(
d · |eyi|+

dn

k

)2

=

=

√√√√ n∑
i=1

d2 · e2
yi

+ 2
n∑
i=1

d2 · n
k
· |eyi|+

n∑
i=1

d2 · n2

k2
≤
√
d2 +

2d2 · n3

k
≤ d+

2d · n2

√
k

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà γ(Lx, t) ïðè âñåõ t ∈ R+ îãðàíè÷åíà ñâåðõó
÷èñëîì (d+ 2d · n2 ·

√
k−1) · t è

µ̂(Lx) = lim
t→∞

1

t
γ(Lx, t) ≤ (d+ 2d · n2 ·

√
k−1).
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Ïîýòîìó èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ρ̂(x) = inf
L∈G

µ̂(Lx) ≤ inf
k>1

(d+ 2d · n2 ·
√
k−1) = d,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà, à âìåñòå ñ íåé è âêëþ÷åíèå

Spρ̂(T nd ) ⊆ [0, d].

2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà d ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

[0, d] ⊆ Spρ̂(T nd ).

2.1. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà d > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà A ∈ T 2

d , äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé (îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç x̃) êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ̂(x̃) = d.

2.1.1. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå

Îïðåäåëåíèå 5. Ñåêòîðîì [α, β] áóäåì íàçûâàòü ÷àñòü ôàçîâîé
ïëîñêîñòè Ox1x2, îãðàíè÷åííîé ëó÷àìè ϕ = α è ϕ = β è çàìåòàåìîé
ïðè äâèæåíèè ëó÷à èç ïîëîæåíèÿ ϕ = α â ïîëîæåíèå ϕ = β â ïîëîæè-
òåëüíîì (ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè) íàïðàâëåíèè. Ëó÷ ϕ = α íàçîâåì
ëåâîé, à ëó÷ ϕ = β � ïðàâîé ãðàíèöàìè ñåêòîðà [α, β].

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ x : R+ → R2
∗

áëóæäàëà â ñåêòîðå ∆ ≡ [α, β] ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà îòðåçêå [t0, tk] â
òå÷åíèè âðåìåíè, íå ìåíüøåãî T, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) â ìîìåíò (t0− 0) âåêòîð x = x(t0− 0) íàõîäèëñÿ âíå ñåêòîðà ∆, ò.å.

ϕ(t0 − 0) 6∈ ∆;
2) â ìîìåíò t0 âåêòîð ïîïàë â ñåêòîð, ò.å. ϕ(t0) = α, åñëè âåêòîð x

ïîïàë â ñåêòîð ÷åðåç åãî ïðàâóþ ãðàíèöó (åñëè ϕ(t0 − 0) = α − 0), èëè
æå ϕ(t0) = β, åñëè âåêòîð x ïîïàë â ñåêòîð ÷åðåç åãî ëåâóþ ãðàíèöó
(åñëè ϕ(t0 − 0) = β + 0);
3) ïîñëå ïîïàäàíèÿ â ñåêòîð ÷åðåç ïðàâóþ (ëåâóþ) ãðàíèöó âåêòîð x,

íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t0, äâèãàëñÿ ïî íàïðàâëåíèþ âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ)
óãëà ϕ ñ íåíóëåâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ è äâèæåíèå ïðîäîëæàëîñü äî òåõ
ïîð, ïîêà íå íàøåëñÿ ìîìåíò âðåìåíè t1 òàêîé, ÷òî ϕ(t1) = β (ϕ(t1) = α);
4) ïîñëå ýòîãî âåêòîð ñðàçó ïðîäîëæàë äâèæåíèå â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè ñ íåíóëåâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ è äâèãàëñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
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íå íàõîäèëñÿ ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t2, äëÿ êîòîðîãî ϕ(t2) = α
(ϕ(t2) = β);
5) äàëåå äàííûé ïðîöåññ äâèæåíèÿ ïîâòîðÿëñÿ çàíîâî äî òåõ ïîð, ïîêà

â ìîìåíò tk, áîëüøèé t0 + T è áëèæàéøèé ê íåìó, âåêòîð-ôóíêöèÿ íå
ïîïàäàëà íà ãðàíèöó ñåêòîðà ϕ(tk) = β (ϕ(tk) = α) è â ìîìåíò tk + 0
âåêòîð x(tk + 0) íàõîäèëñÿ âíå ñåêòîðà ∆.

2.1.2. Èñêîìóþ ñèñòåìó A ∈ T 2
d áóäåì ñòðîèòü êàê êóñî÷íî-

ïîñòîÿííóþ, ìàòðèöà êîòîðîé íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿíñòâà ñîâïàäàåò ñ îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A1 =

(
−d −d
0 d

)
, A2 =

(
d d

0 −d

)
, A3 =

(
−d d

0 d

)
, A4 =

(
d −d
0 −d

)
.

(2.29)
Êîíöû ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà ñòðîÿùåéñÿ ìàòðèöû A íàçîâåì ìîìåíòàìè
ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå íóæíûå â äàëüíåéøåì ñâîéñòâà ñèñòåì ñ ìàòðè-

öàìè êîýôôèöèåíòîâ (2.29), êîòîðûå ëåãêî âûòåêàþò èç ðàññìîòðåíèÿ
ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ýòèõ ñèñòåì. Âñÿêîå ðåøåíèå, ëåæàùåå â I êâàäðàí-
òå, ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A1 ïîâîðà÷èâàåò ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè, òàê, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îíî ïåðåñå÷åò
îñü îðäèíàò, à ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A2 � ïî õîäó ÷àñîâîé
ñòðåëêè ê îñè àáñöèññ, ïðèáëèæàÿ åãî ê íåé ñêîëü óãîäíî áëèçêî. Âñÿêîå
ðåøåíèå, ëåæàùåå âî II êâàäðàíòå, ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ
A3 ïîâîðà÷èâàåò ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè, òàê, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè îíî ïåðåñå÷åò îñü îðäèíàò, à ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåí-
òîâ A4 � ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè ê îñè àáñöèññ, ïðèáëèæàÿ åãî ê
íåé ñêîëü óãîäíî áëèçêî.
Óêàçàííûå ñâîéñòâà ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè A1 è A2 ïîçâîëÿþò äëÿ ëþ-

áûõ ÷èñëà T > 0 è ñåêòîðà ∆ = [α, β] (0 < α < β ≤ π/2), ëåæàùåãî
â I êâàäðàíòå, ïîñòðîèòü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [t0, tk] ñèñòåìó, ìàòðèöà
êîòîðîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííà è íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿíñòâà ñîâïàäàåò ñ ìàò-
ðèöàìè A1 èëè A2, òàêóþ, ÷òî åå ðåøåíèå x, äëÿ êîòîðîãî ϕ(t0) = α
(ϕ(t0) = β), áëóæäàëî áû â ñåêòîðå ∆ â òå÷åíèå âðåìåíè, íå ìåíüøåãî
T. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕ(t0) = α, òî ïîëîæèì A(t) = A1 ïðè t ∈ [t0, t1),
ãäå t1 � ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ x íà ëó÷ ϕ = β, çàòåì A(t) = A2 ïðè
t ∈ [t2, t3), ãäå t3 � ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ x íà ëó÷ ϕ = α è ò. ä.
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Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ñèñòåìà, åñëè ϕ(t0) = β.
Òî æå âåðíî äëÿ ìàòðèö A3 è A4 è ëþáûõ ÷èñëà T > 0 è ñåêòîðà [α, β]

(π/2 ≤ α < β < π), ëåæàùåãî âî II êâàäðàíòå.
Ïîñòðîåíèå èñêîìîé ñèñòåìû A ∈ T 2

d è åå ðåøåíèÿ x̃ áóäåì âåñòè ïî
øàãàì èíäóêöèåé ïî íîìåðó k øàãà (k ∈ N). Íà k-îì øàãå ñèñòåìà è
åå ðåøåíèå áóäóò ñòðîèòüñÿ íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå [T 0

k , T
0
k+1), ãäå

k ∈ N è T 0
1 = 1. Ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ϕ(T 0

k ) = 2−kπ,
åñëè k íå÷åòíîå, è ϕ(T 0

k ) = π − 2−kπ, åñëè k ÷åòíîå. Ýòî ñîîòíîøåíèå
ïðè k = 1 ìû îáåñïå÷èì, âçÿâ íà÷àëüíûé âåêòîð x̃(1) òàêèì, ÷òî äëÿ
íåãî ϕ(1) = π/2, à íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ îíî áóäåò îáåñïå÷åíî ñàìèì
ïîñòðîåíèåì. ×òîáû èìåòü áàçó èíäóêöèè, ââåäåì åùå íóëåâîé øàã, íà
êîòîðîì ïîëîæèì T 0

0 = 0, T 0
1 = 1, à ìàòðèöó A(t) = diag {0, 0}.

Îïèøåì k-ûé øàã â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k. Ïóñòü k íå÷åòíî. Ðàñ-
ñìîòðèì ñåêòîð ∆k = [2−k−1π, π−2−k−1π] è ðàçîáüåì åãî íà Nk = 2k+1−2
ðàâíûõ ñåêòîðà, êîòîðûå ïðîíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîòèâ õîäà ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè ∆1

k, ∆2
k, . . . , ∆Nk

k . Îáîçíà÷èì rk = Nk/2. Êàê ëåãêî âèäåòü,
ó ñåêòîðà ∆rk

k ïðàâûé, à ó ñåêòîðà ∆rk+1
k ëåâûé êîíöû � ëó÷ ϕ = π/2. Â

ìîìåíò t = T 0
k ðåøåíèå x̃ ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàõîäèò-

ñÿ íà îáùåé ãðàíèöå ϕ = 2−kπ ñåêòîðîâ ∆1
k è ∆2

k. Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö
A1 è A2 òàê, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, ñäåëàåì òàê, ÷òîáû ðåøåíèå x̃ íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [T 0

k , T
1
k ] áëóæäàëî â ñåêòîðå ∆1

k â òå÷åíèå âðåìåíè,
íå ìåíüøåãî kT 0

k , çàòåì � ÷òîáû â ñåêòîðå ∆2
k îíî íà íåêîòîðîì îòðåçêå

[T 1
k , T

2
k ] áëóæäàëî â òå÷åíèå âðåìåíè, íå ìåíüøåãî kT 1

k , è ò. ä. � â ñåê-
òîðå ∆rk

k � íà íåêîòîðîì îòðåçêå [T rk−1
k , T rkk ] â òå÷åíèå âðåìåíè kT rk−1

k .
Â ìîìåíò t = T rkk ðåøåíèå x̃ áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ëó÷å ϕ = π/2. Òîãäà
ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A3 è A4 ñäåëàåì òàê, ÷òîáû ðåøåíèå x̃ íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå [T rkk , T

rk+1
k ] áëóæäàëî â ñåêòîðå ∆rk+1

k â òå÷åíèå âðåìåíè, íå
ìåíüøåãî kT rkk , çàòåì � ÷òîáû â ñåêòîðå ∆rk+1

k îíî íà íåêîòîðîì îòðåçêå
[T rk+1
k , T rk+2

k ] áëóæäàëî â òå÷åíèå âðåìåíè, íå ìåíüøåãî kT rk+1
k , è ò. ä.

Íàêîíåö, â ñåêòîðå ∆Nk
k íà íåêîòîðîì îòðåçêå [TNk−1

k , TNkk ] áëóæäàëî â òå-
÷åíèå âðåìåíè kTNk−1

k . Ïîëîæèì T 0
k+1 = TNkk , òîãäà ϕ(T 0

k+1) = π−2−k−1π.
Øàã k, åñëè k íå÷åòíîå, çàâåðøåí.
Øàã k, åñëè k ÷åòíîå, îòëè÷àåòñÿ îò ÷åòíîãî øàãà òîëüêî òåì,

÷òî Nk = 2k+1 − 2 ðàâíûõ ñåêòîðîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ñåêòîð
∆k = [2−k−1π, π − 2−k−1π], íóìåðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî õîäó ÷àñî-
âîé ñòðåëêè ∆1

k, ∆2
k, . . . , ∆Nk

k , è äëÿ ñåêòîðîâ ∆1
k, ∆2

k, . . . , ∆rk
k íóæíîå
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áëóæäàíèå ðåøåíèÿ x̃ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A3 è A4, à äëÿ
ñåêòîðîâ ∆rk+1

k , ∆rk+2
k , . . . , ∆Nk

k � ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A1 è A2.
Õîòÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå (T ik, T

i+1
k ), k ∈ N, i = 0, 1, . . . , Nk − 1, èìå-

þòñÿ ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ìîìåíòû
ïåðåêëþ÷åíèÿ T ik, k ∈ N, i = 0, 1, . . . , Nk − 1, êîòîðûå ìû çàíóìåðóåì â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ â îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: t1 < t2 < . . . .
2.1.3. Äëÿ ñåêòîðà ∆ = [α, β] (0 < α < β < π) è ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ

tj ÷åðåç T (∆; tj) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {0 ≤ τ ≤ tj : ϕ(τ) ∈ ∆}, ãäå
ϕ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó, ñîíàïðàâëåííîìó ñ
âåêòîðîì x̃(τ).
Îòìåòèì âàæíîå â äàëüíåéøåì ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàåò ïîñòðî-

åííîå ðåøåíèå x̃: äëÿ ëþáûõ ñåêòîðà [α, β] ⊂ (0, π), α < β, è íàïåðåä
çàäàííîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò ñåêòîð ∆ ≡ [α1, β1] ⊆ [α, β] è ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü tjk ↑ ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tj) ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷å-
íèÿ òàêèå, ÷òî

t−1
jk
·mesT (∆; tjk) ≥ 1− ε, k ∈ N.

Ðåøåíèå x̃ îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè
(ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà øàãà) êàæäûé ðàç ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà
âñå áîëåå ìåëêèå ñåêòîðû è ðåøåíèå áëóæäàåò â êàæäîì èç íèõ âðåìÿ,
íå ìåíüøåå ïðîøåäøåãî âðåìåíè, óìíîæåííîìó íà íîìåð k øàãà.
2.1.4. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ x̃ ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ρ̂(x̃) ≥ d, êîòîðîå ñ ó÷åòîì îöåíêè ï.1 äàñò íåîáõîäèìîå
ðàâåíñòâî

ρ̂(x̃) ≡ inf
L∈AutR2

µ̂(Lx̃) = d. (2.30)

Ïóñòü ϕ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó
(cosϕ(τ), sinϕ(τ))ò, ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì x̃(τ) = (x̃1(τ), x̃2(τ))ò

â ìîìåíò τ, à ψ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó
(cosψ(τ), sinψ(τ))ò, ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì ïðåîáðàçîâàííî-
ãî ðåøåíèÿ Lx̃(τ) ≡ (x̃1(τ) + k12x̃2(τ), k22x̃2(τ))ò â ìîìåíò τ, ãäå
L = L(k12, k22) ∈ G2. Ïîä óãëîâîé ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ x áóäåì ïîíèìàòü
ïðîèçâîäíóþ ϕ̇(τ) ôóíêöèè ϕ(τ), à ïîä óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïðåîáðà-
çîâàííîãî ðåøåíèÿ Lx áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ψ̇(τ) ôóíêöèè
ϕ(τ).
Ïîñêîëüêó óãîë ψ(τ) ïðåîáðàçîâàííîãî ðåøåíèÿ Lx̃, óäîâëåòâîðÿåò
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óðàâíåíèþ (1.5) (÷òî ñëåäóåò èç ëåììû 3)

ψ̇ = (a22(τ)−a11(τ)) sinψ cosψ−
(
k−1

22 a12(τ)+k12k
−1
22 (a22(τ)−a11(τ))

)
sin2 ψ,

à ïðè òåõ τ, äëÿ êîòîðûõ ϕ(τ) ∈ (0, π/2], ìàòðèöà A ïîñòðîåííîé ñèñòåìû
ñîâïàäàåò ëèáî ñ ìàòðèöåé A1, ëèáî ñ ìàòðèöåé A2, òî ìîäóëü óãëîâîé
ñêîðîñòè ψ̇(τ) ïðè ýòèõ τ ∈ R+ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

|ψ̇(τ)| = |2d sinψ(τ) cosψ(τ)− (2k1 − 1)k−1
2 · d sin2 ψ(τ)|. (2.31)

Àíàëîãè÷íî, ïðè òåõ τ ∈ R+, äëÿ êîòîðûõ ϕ(τ) ∈ (π/2, π) (òîãäà ìàòðèöà
A ñîâïàäàåò ëèáî ñ ìàòðèöåé A3, ëèáî ñ ìàòðèöåé A4), ìîäóëü óãëîâîé
ñêîðîñòè ψ̇(τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

|ψ̇(τ)| = |2d sinψ(τ) cosψ(τ)− (2k1 + 1)k−1
2 · d sin2 ψ(τ)|. (2.32)

2.1.5. Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé L = L(k12, k22)
îñòàâëÿåò îñü àáñöèññ íåïîäâèæíîé, à âåêòîð (0, 1)ò ïåðåâîäèò â âåêòîð
(k12, k22)

ò, òî ñåêòîðû [0, π/2] è [π/2, π] îíî ïðåîáðàçóåò â ñåêòîðû [0, θ]
è [θ, π] ñîîòâåòñòâåííî, ãäå θ ≡ arcctg(k12/k22). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïà-
ðàìåòð k12 íåîòðèöàòåëåí, òî óãîë θ íå áîëüøå ÷åì π/2 è ñåêòîð [θ, π)
öåëèêîì ñîäåðæèò ñåêòîð [π/2, π). Àíàëîãè÷íî, åñëè ïàðàìåòð k12 îòðè-
öàòåëåí, òî óãîë θ áîëüøå π/2 è ñåêòîð (0, θ] öåëèêîì ñîäåðæèò ñåêòîð
(0, π/2].
Ïóñòü k12 ≥ 0. Ðàññìîòðèì ñåêòîð ∆1

ε ≡ [3π/4 − ε, 3π/4], ãäå
0 < ε < π/4. Òàê êàê ýòîò ñåêòîð ñîäåðæèòñÿ â ñåêòîðå [π/2, π), òî
âêëþ÷åíèå ψ(τ) ∈ ∆ε

1 âëå÷åò çà ñîáîé âêëþ÷åíèå ϕ(τ) ∈ [π/2, π), à çíà-
÷èò, ñîãëàñíî ï. 2.1.4 äëÿ óãëà ψ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.32), êîòîðîå
â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

|ψ̇(τ)| = −d sin 2ψ(τ) + (2k12 + 1)k−1
22 · d sin2 ψ(τ),

è ïðè ýòèõ τ âåðíà îöåíêà:

|ψ̇(τ)| ≥ −d sin 2ψ(τ) ≥ −d sin 2 · (3π/4− ε) = d(1− 2 sin2 ε) ≥ d(1− 2ε2).
(2.33)

Åñëè æå ïàðàìåòð k12 < 0, òî ðàññìîòðèì ñåêòîð ∆2
ε ≡ [π/4− ε, π/4],

ãäå 0 < ε < π/4. Òàê êàê ýòîò ñåêòîð ñîäåðæèòñÿ â ñåêòîðå [0, π/2),
òî âêëþ÷åíèå ψ(τ) ∈ ∆ε

2 âëå÷åò çà ñîáîé âêëþ÷åíèå ϕ(τ) ∈ (0, π/2],
à çíà÷èò, ñîãëàñíî ï. 2.1.4 äëÿ óãëà ψ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.31),
êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

|ψ̇(τ)| = d sin 2ψ(τ)− (2k12 − 1)k−1
22 · d sin2 ψ(τ),
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ τ ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà:

|ψ̇(τ)| ≥ d sin 2ψ(τ) ≥ d sin 2 · (π/4− ε) = d(1− 2 sin2 ε) ≥ d(1− 2ε2).
(2.34)

2.1.6. Ôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1) è ïðåîáðàçîâàíèå L = L(k12, k22). Ïðîîá-
ðàçû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè L ñåêòîðîâ ∆1

ε è ∆2
ε ôàçîâîé ïëîñêîñòè îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ∆ε
1 è ∆ε

2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ï. 2.1.3 äîêàçàòåëüñòâà,
êàêèìè áû íè áûëè ÷èñëà ε, k12 è k22 (0 < ε < π/4, k22 > 0), äëÿ
êàæäîãî i ∈ {1, 2} ñóùåñòâóåò ñåêòîð δεi ⊂ ∆ε

i è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(tij)j∈N ↑ ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tj) ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ, òàêèå, ÷òî

(tij)
−1 ·mesT (δεi ; t

i
j) ≥ 1− ε, j ∈ N, i ∈ {1, 2}. (2.35)

Äëÿ ñåêòîðà ∆ = [α, β] (0 < α < β < π) è ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ
tj ÷åðåç P (∆; tj) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {0 ≤ τ ≤ tj : ψ(τ) ∈ ∆}, ãäå
ψ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó, ñîíàïðàâëåííîìó ñ
âåêòîðîì Lx̃(τ). Ïîñêîëüêó ñåêòîðû ∆ε

1 è ∆ε
2 ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè ñåê-

òîðîâ ∆1
ε è ∆2

ε ñîîòâåòñòâåííî è âåðíû âêëþ÷åíèÿ δε1 ⊂ ∆ε
1 è δ

ε
2 ⊂ ∆ε

2, òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

T (δε1; t1j) ⊂ T (∆ε
1; t

1
j) = P (∆1

ε; t
1
j) è T (δε2; t2j) ⊂ T (∆ε

2; t
2
j) = P (∆2

ε; t
2
j).

(2.36)
Ïóñòü k12 ≥ 0. Îáîçíà÷àÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ìíîæåñòâà T (∆ε

2; t
2
j) è

P (∆2
ε; t

2
j) ÷åðåç T (j; ε) è P (j; ε), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (2.33), à òàêæå

âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (2.36), ïîëó÷àåì

γ(Lx̃, t2j) ≡
∫ t2j

0

|ψ̇(τ)| dτ ≥
∫

P (j;ε)

|ψ̇(τ)| dτ ≥ d · (1− 2ε2) ·mesP (j; ε) =

= d · (1− 2ε2) ·mesT (j; ε),

à âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.36) ïðè i = 2 ïîëó÷èì, ÷òî

(t2j)
−1 · γ(Lx̃, t2j) ≥ (t2j)

−1 ·mesT (δ2; t
2
j) · d(1− 2ε2) > d(1− ε)(1− 2ε2).

Åñëè k12 < 0, òî âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé (2.34), à òàêæå ïåðâûì èç ñî-
îòíîøåíèé (2.36) è íåðàâåíñòâîì (2.35) ïðè i = 1, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ
îöåíêó

(t1j)
−1γ(Lx̃, t1j) ≥ d(1− ε)(1− 2ε2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 0 < ε < 1 è ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
L ∈ G2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

µ̂(Lx̃) ≡ lim
t→∞

1

t
γ(Lx̃, t) ≥ d−O(ε),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñëà ε è ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ G,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

inf
L∈G

µ̂(Lx) ≥ d.

Ðàâåíñòâî (2.30) äîêàçàíî.
2.1.7 Çàìåíÿÿ â ðàññóæäåíèÿõ ïóíêòîâ 2.1.2 � 2.1.6 ÷èñëî d ÷èñëîì

d̃ ∈ (0, d], ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d̃ ∈ (0, d] ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
A ∈ T 2

d , äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé x̃ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî ρ̂(x̃) = d̃,

ò.å. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 0 îáëàñòü çíà÷åíèé ñóæåíèÿ ôóíêöèè ρ̂(x) íà
ìíîæåñòâî S(Td) âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòðåçîê [0, d] (ρ̂(x̃) = 0 íà ðåøåíèÿõ
òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè), ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

[0, d] ⊆ Spρ̂(T 2
d ).

2.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïóíêòà 1, à òàêæå ïðèìåíÿÿ ëåì-
ìó 4 ê ðåçóëüòàòàì ïóíêòà 2, ïîëó÷èì ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n > 1 è ïðîèçâîëüíîãî ÷èëñà d > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[0, d] = Spρ̂(T nd ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn
T ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

m ≡ (m1, . . . ,mn)
ò ∈ Rn

∗ , ó êîòîðûõ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà îò-
ëè÷íà îò 0

Rn
T ≡ {m ∈ Rn

∗ | mn 6= 0, mr = 0, r = 1, . . . n− 1}.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n > 1, n ∈ N, è d > 0, è ëþáîãî
âåêòîðà m ∈ Rn

∗ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(T nd ) = R+
, m 6∈ Rn

T

è
Spνm(T nd ) = {0,∞}, m ∈ Rn

T .
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d è ïî-
î÷åðåäíî äîêàæåì îáà ðàâåíñòâà.
1. Ïóñòü ó íåíóëåâîãî âåêòîðà m ∈ Rn

∗ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà
mn îòëè÷íà îò 0. Ðàññìîòðèì òîãäà ñèñòåìó A ∈ T nd ñ äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé A = diag{d, . . . , d} è ïóñòü x � íåêîòîðîå åå íåíóëåâîå ðåøåíèå.
Òîãäà âûðàæåíèå (x,m) ≡ x1m1 + · · ·+ xnmn ïðèìåò âèä

(x(τ),m) = mnxn(τ), τ ∈ R+.

Êàê óæå íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü, äëÿ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû xn
âåêòîð-ôóíêöèè x âñåãäà âûïîëíåíî ðîâíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé:
ëèáî xn(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ R+, ëèáî xn(t) 6= 0 íà R+. Ýòî ñëåäóåò èç
ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà ż = a(t)z, z ∈ R
[71, ñ. 63], à òàêæå òîãî ôàêòà, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ xn = xn(t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òàêîãî âèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (x(τ),m)
âñåãäà ëèáî ðàâíî 0, ëèáî íå îáíóëÿåòñÿ ïðè âñåõ τ ∈ R+, ÷òî çàâèñèò
îò âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êîîðäèíàòû xn. À çíà÷èò, âåëè÷èíà
νm(x) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî 2 çíà÷åíèÿ � ýòî 0 è∞. Äàííûå çíà÷åíèÿ
äîñòèãàþòñÿ íà ðåøåíèÿõ x è y ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
xi(0) = 1, i = 1, . . . , n, è, ñîîòâåòñòâåííî, yn(0) = 0, yi(0) = 1, . . . , n − 1.
Âòîðîå ðàâåíñòâî òåîðåìû äîêàçàíî.

2. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî ðàâåíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó
âåêòîðà m ∈ Rn

∗ êàê ìèíèìóì äâå êîîðäèíàòû îòëè÷íû îò 0, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå 3 áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spνm(Dnd ) = R+
,

êîòîðîå âìåñòå ñ âëîæåíèåì Dnd ⊂ T nd ñðàçó æå äàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

Spνm(T nd ) = R+
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ó âåêòîðà m âñåãî
ëèøü îäíà êîîðäèíàòà íåíóëåâàÿ, ïðè÷åì ýòà êîîðäèíàòà íå ïîñëåäíÿÿ
(ò.å. åå ïîðÿäêîâûé íîìåð ìåíüøå n).
2.1. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2, ïðåäâàðèòåëüíî çàôèêñè-

ðîâàâ âåêòîð m = (m1, 0)ò, ãäå m1 6= 0 .
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ 0 è ∞ âåëè÷èíà νm ïðèíèìàåò íà ðå-
øåíèÿõ z1 = (edt; 0)ò è z2 = (0; edt)ò ñèñòåìû A ∈ T 2

d ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè a11(t) = a22(t) = d, a12(t) = 0, t ∈ R+.
Äîêàæåì, ÷òî ïîêàçàòåëü νm ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå l > 0.
2.1.1. Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ñèñòåìó A ∈ T 2

d , ìàòðèöà êî-
òîðîé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ìàòðèö
A1 èëè A2, ãäå

A1 =

(
−d

2 −d
0 d

2

)
, A2 =

(
d
2 d

0 −d
2

)
,

à ÷åðåç ∆1 è ∆2 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà òåõ τ ∈ R+, äëÿ êîòîðûõ
A(τ) = A1 è A(τ) = A2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü x � íåíóëåâîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû A. Ïóñòü ϕ(τ) � óãîë, ñîîò-

âåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó (cosϕ(τ), sinϕ(τ))ò, ñîíàïðàâëåííîìó
ñ âåêòîðîì x(τ) = (x1(τ), x2(τ))ò â ìîìåíò τ . Ïîä óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ðåøåíèÿ x áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ϕ̇(τ) ôóíêöèè ϕ(τ). Òîãäà ñî-
ãëàñíî ëåììå 3 íà ìíîæåñòâàõ ∆1 è ∆2 óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåêòîð-ôóíêöèè
x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

ϕ̇(τ) = d sinϕ(τ) cosϕ(τ) + d sin2 ϕ(τ), τ ∈ ∆1,

è
ϕ̇(τ) = −d sinϕ(τ) cosϕ(τ)− d sin2 ϕ(τ), τ ∈ ∆2,

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå óðàâíåíèé ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dϕ

d sinϕ cosϕ+ d sin2 ϕ
= dτ è

dϕ

−d sinϕ cosϕ− d sin2 ϕ
= dτ.

Òîãäà, åñëè ÷èñëà 0 < t0 < t1 < t2 < +∞ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì

t1 − t0 = t2 − t1, (t0, t1] ∈ ∆1, (t1, t2] ∈ ∆2, (2.37)

è ïðè ýòîì 0 < ϕi < 3π/4, ãäå ϕi ≡ ϕ(ti), i ∈ {0, 1, 2}, òî áóäåò ñïðàâåä-
ëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

t1∫
t0

dτ =

ϕ1∫
ϕ0

dϕ

d sinϕ cosϕ+ d sin2 ϕ
=

1

d

ϕ1∫
ϕ0

(sin2 ϕ)−1 dϕ

cosϕ(sinϕ)−1 + 1
=
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= −1

d

ϕ1∫
ϕ0

d ctgϕ

ctgϕ+ 1
==

1

d

ϕ0∫
ϕ1

d(ctgϕ+ 1)

ctgϕ+ 1
=

1

d
(ln | ctgϕ0+1|−ln | ctgϕ1+1|)

(2.38)

è, àíàëîãè÷íî,

t2∫
t1

dτ =

ϕ2∫
ϕ1

dϕ

−d sinϕ cosϕ− d sin2 ϕ
=

ϕ1∫
ϕ2

dϕ

d sinϕ cosϕ+ d sin2 ϕ
=

=
1

d
(ln | ctgϕ2 + 1| − ln | ctgϕ1 + 1|). (2.39)

Âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè îáîèõ ñîîòíîøåíèé (2.38) è (2.39)
ðàâíû ìåæäó ñîáîé (÷òî ñëåäóåò èç (2.37)), ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîé è âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé, îòêóäà
â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ϕ0 = ϕ2. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî
ðåøåíèå x íà ïðîìåæóòêå (t0, t2] åñëè è îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî èñõîäíî-
ãî ïîëîæåíèÿ ϕ(t0) = arctg(x2(t0)/x1(t0)), òî ê ìîìåíòó t2 îáÿçàòåëüíî
âîçâðàùàåòñÿ â íåãî (ò.å. ϕ(t2) = ϕ(t0)).
Òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (2.38) ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

ϕ(t0) ≡ ϕ0 = π/2, òî ðåøåíèå x çà êîíå÷íîå âðåìÿ íå ñìîæåò äîñòèãíóòü
ïîëîæåíèé ϕ = 0 è ϕ = 3π/4 à, ñëåäîâàòåëüíî, 0 < ϕ(τ) < 3π/4 íà
ïðîìåæóòêå [t0, t2] è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ϕ̇(τ) = d sinϕ(τ) cosϕ(τ) + d sin2 ϕ(τ) > 0, τ ∈ [t0, t1]

è
ϕ̇(τ) = −d sinϕ(τ) cosϕ(τ)− d sin2 ϕ(τ) < 0, τ ∈ [t1, t2].

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå x â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
τ ∈ (t0, t1] è, àíàëîãè÷íî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ (t1, t2] îñó-
ùåñòâëÿåò äâèæåíèå ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì íàïðàâëåíèÿ
(ïðîòèâ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè) è íà ïðîìåæóòêå
(t0, t2] ïåðåñåêàåò ëó÷ ϕ0 ôàçîâîé ïëîñêîñòè íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
2.1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà l > 0 ïîñòðîèì ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà

(äëèíà êîòîðûõ áóäåò çàâèñåòü îò ýòîãî ÷èñëà l) äëÿ ñèñòåìû A òàê,
÷òîáû äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

νm(x) = l.
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Ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà áóäóò ñòðîèòüñÿ ïî èíäóêöèè ñ øàãîì k. Íà êàæ-
äîì øàãå áóäåò ïîñòðîåíà ïàðà ïðîìåæóòêîâ. Ïðîìåæóòêè, ïîñòðîåí-
íûå íà k-îì øàãå, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ∆1

k è ∆2
k, à èõ îáúåäèíåíèå �

÷åðåç ∆k. Íà ïðîìåæóòêàõ ∆1
k ìàòðèöà A áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòðèöåé

A1, à íà ïðîìåæóòêàõ ∆2
k � ñ ìàòðèöåé A2. Íà ïåðâîì øàãå â êà÷åñòâå

ïðîìåæóòêîâ ∆1
1 = ∆1

1(l), ∆2
1 = ∆2

1(l) âîçüìåì ïðîìåæóòêè (0, π/2l] è
(π/2l, π/l]. Îáîçíà÷èì îáùóþ äëèíó âñåõ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà ïî-
ñòðîåííûõ íà øàãàõ 1, ..., k − 1 ÷åðåç Tk = Tk(l), òîãäà íà k-îì øàãå
ó÷àñòêàìè ïîñòîÿíñòâà áóäóò ïðîìåæóòêè ∆1

k = ∆1
k(l) ≡ (Tk, Tk + π/2l]

è ∆2
k = ∆2

k(l) ≡ (Tk + π/2l, Tk + π/l], ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, òàêèì
îáðàçîì çàäàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíà íà R+.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå x ñèñòåìû A = A(l), êîòîðîå óäîâëåòâî-

ðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = (0, 1)ò è îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî
ðåøåíèÿ âûïîëíåíî óñëîâèå ϕ(0) = π/2. Çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñè-
ñòåìà A = A(l) è âûáðàííîå ðåøåíèå x îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè,
óêàçàííûìè â ï. 2.1.1. Â ÷àñòíîñòè, íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ∆1

m ðåøåíèå
x íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ïîëîæåíèÿ ϕ0 ≡ ϕ(Tm) = π/2 è äâèãàåòñÿ ñòðî-
ãî â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ óãëà (ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè
ïðè òðàäèöèîííîì ðàñïîëîæåíèè îñåé) ïîêà τ ∈ ∆1

m. Ñïóñòÿ âðåìÿ π/2l
(ðàâíîå mes ∆1

m), âåêòîð x ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå (äâèãàåòñÿ óæå ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè) è
íà ïðîìåæóòêå ∆2

m äâèãàåòñÿ ñòðîãî â ýòîì íàïðàâëåíèè, çà òî æå âðå-
ìÿ π/2l âîçâðàùàÿñü â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x íà
ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π/l ðîâíî îäèí ðàç ïåðåñåêàåò ëó÷ ϕ = π/2
è òîëüêî â ýòîò ìîìåíò ôóíêöèÿ (x,m) îáðàùàåòñÿ â 0 (â ýòîò ìîìåíò
(x,m) = 0 ·m1 + 0 ·x2 = 0), ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ ϕ̇(t) 6= 0, t ∈ R+, ñîãëàñ-
íî ëåììå 6 ñëåäóåò, ÷òî â ýòè ìîìåíòû îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ (ẋ,m) íå
ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5 áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî

νm(x) = l,

îòêóäà äëÿ çàôèêñèðîâàííîãî ðàíåå âåêòîðàm ñðàçó âûòåêàåò òðåáóåìîå
ñîîòíîøåíèå

Spνm(T 2
d ) = R+

. (2.40)

2.2. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåíóëåâîé âåêòîð m ∈ Rn
∗ è ïóñòü mj � åãî

åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà è j < n. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó B(τ, l)
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ñ ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè n×n, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè, íà âñåõ ïîçèöèÿõ
êðîìå (j, j) è (j + 1, j + 1) ñòîÿò ÷èñëà d, êîýôôèöèåíòû bjj, bj+1j+1, à
òàêæå bjj+1 òàêîâû, ÷òî ìàòðèöà(

bjj(τ, l) bjj+1(τ, l)
0 bj+1(τ, l)

)
ñîâïàäàåò äëÿ çàäàííîãî l ∈ R+ ñ ïîñòðîåííîé â ï. 2.1.2 ìàòðèöåé
A = A(l) ïðè âñåõ τ ∈ R+, à âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû
òîæäåñòâåííî ðàâíû 0.
Ïóñòü òåïåðü x̃ � ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì x̃j+1(0) = 1, x̃i(0) = 0, i 6= j. Ïåðåíóìåðóåì êîîðäèíàòû
âåêòîðà x̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü k1 = j, k2 = j+ 1, à k3, . . . , kn � âñå
îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ.
Òîãäà â êàæäûé ìîìåíò τ ∈ R+ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x̃ ñòðî-
êó èç n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (r(τ), ϕ0(τ), ϕ1(τ), . . . , ϕn−2(τ)), äëÿ êîòîðîé
áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2.13), ãäå ϕ0 = ϕ0(τ) � íåïðåðûâíàÿ (ïî
τ ) âåòâü óãëà, îáðàçóåìîãî âåêòîðîì x̃ = x̃(τ) ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-
ëåíèåì îñè Oxj â ïëîñêîñòè Oxjxj+1 è îòñ÷èòûâàåìîãî â ïîëîæèòåëüíîì
(ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè) íàïðàâëåíèè. Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé äàííîå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä(

x̃k1(τ)
x̃k2(τ)

)
≡
(
r(τ) cosϕ0(τ)
r(τ) sinϕ0(τ)

)
, xkr(τ) = 0, r = 3, . . . , n, τ ∈ R+,

à, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x̃ áóäåò îñóùåñòâëÿòü äâèæåíèå èñêëþ÷èòåëü-
íî â ïëîñêîñòè Oxjxj+1, ïðè÷åì åãî òðàåêòîðèÿ â ýòîé ïëîñêîñòè áóäåò
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ x (ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè x1(0) = 0, x2(0) = 1) äâóìåðíîé ñèñòåìû A èç ï 2.1, à èìåííî: íà
ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π/l âåêòîð x̃ ðîâíî îäèí ðàç áóäåò ïåðåñå-
êàòü ëó÷ ϕ0 = π/2 è â ýòîò ìîìåíò ôóíêöèÿ (x̃,m) áóäåò îáðàùàòüñÿ â 0
(â ýòîò ìîìåíò (x̃,m) = 0 · x̃j +mj+1 · 0 = 0), à ïðîèçâîäíàÿ ( ˙̃x,m) áóäåò
íåíóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ν(x̃,m) = l,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò îáîáùåíèå ðàâåíñòâà (2.40) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëü-
íîãî n.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.3 Òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì
óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ìíîæåñòâåM2 âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ñèñòåì

E2
d ≡

{
A ∈M2 | A(t) ≡

(
0 1

−a2(t) −a1(t)

)}
ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |ai(t)| ≤ d, τ ∈ R+, 1 ≤ i ≤ 2.
Â ìíîæåñòâå R2

∗ êàæäîìó ÷èñëó d > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîä-
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ

R2
E−d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ < 2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗, m2 ∈ R
}
,

R2
E0d
≡
{
m ≡ (m1,m2)

ò ∈ R2
∗ |
∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ =
2

d+
√
d2 + 4d

, m1 ∈ R∗, m2 ∈ R
}

è
R2
E+d
≡
{
m ∈ R2

∗ | m 6∈ R2
E−d
∪ R2

E0d

}
.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Spνm(E2
d) =


[0, λ(d)], m ∈ R2

E−d
,

[0, λ(d)] ∪ {∞}, m ∈ R2
E0d
,

R+
, m ∈ R2

E+d
,

ãäå

λ(d) =



π

2

√
4d− d2

(
π − 2 arctg

(
d√

4d− d2

))−1

, 0 < d < 4,

1, d = 4,

π

2

√
d2 − 4d

(
ln

(
d+
√
d2 − 4d

d−
√
d2 − 4d

))−1

, d > 4.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ d > 0 è m ≡ (m1,m2)
ò ∈ R2

∗
çíà÷åíèå 0 âåëè÷èíà νm ïðèíèìàåò íà ðåøåíèè z = (t2; 2t)ò ñèñòåìû
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A ∈ E2
d ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè a1(t) = a2(t) = 0, t ∈ R+.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ (z(t),m) = m1t
2 + 2m2t íà R+ îáíóëÿåòñÿ íå

áîëåå 2-óõ ðàç, è, ñëåäîâàòåëüíî, νm(z) = 0.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ E2

d ÷å-
ðåç ϕ(τ) áóäåì îáîçíà÷àòü óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó
(cosϕ(τ), sinϕ(τ))ò, ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì x(τ) = (x1(τ), x2(τ))ò â
ìîìåíò τ , à ïîä óãëîâîé ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ x â äàëüíåéøåì áóäåò ïîíè-
ìàòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ϕ̇(τ) ôóíêöèè ϕ(τ). Èçâåñòíî [64, c. 24], ÷òî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ïðîèâçîëüíîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ E2

d â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ)− a2(τ) cos2 ϕ(τ)− a1(τ) sinϕ(τ) cosϕ(τ). (2.41)

1. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî d > 0 è äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî òåîðåìû.
1.1. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà m ≡ (m1,m2)

ò èç ìíîæåñòâà R2
E−d

÷åðåç m∗

áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáîé îðòîãîíàëüíûé åìó âåêòîð, à ÷åðåç R̃2
Ed áóäåì

îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ

R̃2
Ed ≡

{
m∗ ∈ R2

∗ | (m,m∗) = 0, m ∈ R2
E−d

}
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+ ðåøåíèå (âåê-
òîð) x = x(τ) ñèñòåìû A ∈ E2

d ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R̃2
Ed, òî óãëîâàÿ

ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó ðåøåíèþ, â ýòîò ìîìåíò îòðèöà-
òåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè cosϕ(τ) 6= 0, òî

ϕ̇(τ) ≤ − sin2 ϕ(τ) + d cos2 ϕ(τ) + d| sinϕ(τ) cosϕ(τ)| =

= − cos2 ϕ(τ)(| tgϕ(τ)|−(d+
√
d2 + 4d)/2)(| tgϕ(τ)|−(d−

√
d2 + 4d)/2) < 0,

(2.42)

åñëè æå cosϕ(τ) = 0, òî èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî ϕ̇(τ) = −1.Ïîÿñíèì îöåíêó
(2.42). Âåêòîð x(τ) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R̃2

Ed, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò
âåêòîð m̂ ≡ (m̂1, m̂2) ∈ R2

E−d
òàêîé, ÷òî (x(τ), m̂) = x1(τ)m̂1+x2(τ)m̂2 = 0

è ïðè ýòîì |m̂2/m̂1| < 2/(d+
√
d2 + 4d), îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

| tgϕ(τ)| ≡
∣∣∣∣x2(τ)

x1(τ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣m̂1

m̂2

∣∣∣∣ > d+
√
d2 + 4d

2
. (2.43)

Ò.å. âòîðîé ìíîæèòåëü â îöåíèâàåìîì âûðàæåíèè � îòðèöàòåëüíûé. Ïî-
ñëåäíèé ìíîæèòåëü â îöåíèâàåìîì âûðàæåíèè (2.42) ïðèíèìàåò òîëüêî
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ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî | tgϕ(τ)| > 0 è
√
d2 + 4d > d.

Îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò äâà ïîëîæèòåëüíûõ è îäèí îòðèöà-
òåëüíûé ìíîæèòåëü, è êàê ñëåäñòâèå, ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåêòîð m ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R2

E−d
, òî ëþáîå

ðåøåíèå x ñèñòåìû A ∈ E2
d áóäåò ïåðåñåêàòü ëþáîé âåêòîð m∗ ôàçîâîé

ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðóm (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæàùèé
ìíîæåñòâó R̃2

Ed), áåç îñòàíîâêè è ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâëå-
íèè (ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè òðàäèöèîííîì ðàñ-
ïîëîæåíèè îñåé). Ïðè ýòîì êàæäîìó òàêîìó ìîìåíòó ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü íóëü ôóíêöèè (x,m). Ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòîòà íóëåé êî-
îðäèíàòû (x,m) ðåøåíèÿ x áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áûñòðåå ðåøåíèå áóäåò
äåëàòü ïîëóîáîðîò íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà m∗. Ò.å.
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè νm íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé S∗(E2

d)
áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà òîì ðåøåíèè, êîòîðîå ïðè âñåõ τ ∈ R+ áóäåò äâè-
ãàòüñÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè
(ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè òðàäèöèîííîì ðàñïî-
ëîæåíèè îñåé) ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé (äëÿ äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî
d > 0) ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ . Ïîä
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëåäóþùåå: íà êà-
êîì áû ëó÷å ϕ = α íå íàõîäèëîñü èñêîìîå ðåøåíèå â íåêîòîðûé ìîìåíò
τ , óãëîâàÿ ñêîðîñòü ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà S∗(E2

d), îêà-
çàâøåãîñÿ â êàêîé áû òî íè áûëî ìîìåíò t ∈ R+ íà òîì æå ëó÷å ϕ = α,
ëèáî íà ëþáîì èç ëó÷åé ϕ = α + 2π · k, k ∈ Z, ïî ìîäóëþ íå ïðåâçîéäåò
çíà÷åíèå ϕ̇(τ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäõîäÿùèì áóäåò òàêîå ðåøåíèå x̃, ó
êîòîðîãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇ âñå âðåìÿ îòðèöàòåëüíà

ϕ̇(τ) < 0, τ ∈ R+, (2.44)

è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà τ ∈ R+ è ëó÷à ϕ = α, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

|ϕ̇(τ)| = max
z∈S∗(E2d )

max
t∈R+, k∈N:
ϕz(t)=α+2πk

|ϕ̇z(t)|, (2.45)

ãäå ϕz(t) - êàêàÿ-ëèáî íåïðåðûâíàÿ âåòâü óãëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðó
(cosϕz(t), sinϕz(t)), ñîíàïðàâëåííîìó â ìîìåíò t ñ íåêîòîðûì ðåøåíèåì
(âåêòîðîì) z, à ϕ̇z(t) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ.
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1.2. Äëÿ ðàíåå çàäàííîãî ÷èñëà d > 0 ïîñòðîèì ñèñòåìó A ∈ E2
d , äëÿ

îäíîãî èç ðåøåíèé êîòîðîé áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (2.44) è (2.45).
Ñïåðâà îöåíèì ñâåðõó ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè ïðîèçâîëüíîãî íåíó-

ëåâîãî ðåøåíèÿ z ∈ S∗(E2
d). Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

Φ1 ≡ {ϕ ∈ R+| − π

2
− πn ≤ ϕ ≤ −πn, n ∈ Z},

Φ2 ≡ {ϕ ∈ R+| − π − πn ≤ ϕ ≤ −π
2
− πn, n ∈ Z},

(2.46)

à òàêæå

Θ1(z) ≡ {τ ∈ R+| ϕz(τ) ∈ Φ1},
Θ2(z) ≡ {τ ∈ R+| ϕz(τ) ∈ Φ2}.

(2.47)

Îòìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Θ1(z) è Θ2(z) äàåò âñå R+. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ z è çíà÷åíèÿ α ∈ R ïðè òåõ τ , ÷òî ϕz(τ) = α

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ̇z(τ)| ≤

{
sin2 α + d cos2 α + d sinα cosα, α ∈ Φ1,

sin2 α + d cos2 α− d sinα cosα, α ∈ Φ2,
(2.48)

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç âèäà óðàâíåíèÿ (2.41), îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ (2.46)
è îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ a1, a2 ïî ìîäóëþ ÷èñëîì d íà R+.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû A ∈ E2

d , êîýôôèöåíò
a2 êîòîðîé ðàâåí a2(τ) = d, τ ∈ R+, ïåðåñåêàåò îñè àáñöèññ è îðäèíàò
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâèãàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî â îäíîì îïðåäåëåííîì
íàïðàâëåíèè (ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè òðàäèöè-
îííîì ðàñïîëîæåíèè îñåé). Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.41) ñëåäóåò, ÷òî åñëè
τ ∈ R+ : ϕ(τ) = π/2 + π · k, k ∈ Z, òî â ýòîò â ìîìåíò óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ϕ̇(τ) = −1, à åñëè τ ∈ R+ : ϕ(τ) = π · k, k ∈ Z, òî ϕ̇(τ) = −d è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ϕ̇(τ) < 0 â ýòîò ìîìåíò. Ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
â íåêîòîðûé ìîìåíò τ ∈ R+ : ϕ(τ) = π/2 · k, k ∈ Z, òî ëèáî íàéäåòñÿ
ìîìåíò t > τ , äëÿ êîòîðîãî ϕ(τ) = π/2 · (k + 1), ëèáî äëÿ ëþáîãî t > τ
áóäåò ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ϕ(t) ∈ (π/2 · k, π/2 · (k + 1)).
Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûáîðó êîýôôèöèåíòîâ a1, a2 äëÿ ñèñòåìû A, ïî-

ëîæèì

a1(τ) =

{
d, τ ∈ Θ1

−d, τ ∈ Θ2,
a2(τ) = d, τ ∈ R+, (2.49)

ãäå ìíîæåñòâà Θ1 ≡ Θ1(x̃) è Θ2 ≡ Θ2(x̃) ñîîòâåòñâóþò ðåøåíèþ x̃ äàí-
íîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x̃1(0) = 0, x̃2(0) = 1 è óñòðîåíû
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ìîìåíò t1 = 0 âûïîëíåíî ϕ(t1) = π/2, ñëåäî-
âàòåëüíî, ëèáî íàéäåòñÿ ìîìåíò t2, òàêîé, ÷òî ϕ(t2) = π/2 · 2 = π,
ëèáî ϕ(τ) ∈ (π/2, π), τ ∈ R+, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì t2 = +∞ è
tj = 0, j > 1. Äàëåå, àíàëîãè÷íî, ëèáî ñóùåñòâóåò ìîìåíò t3 òàêîé, ÷òî
ϕ(t3) = π/2 · 3, ëèáî ϕ(τ) ∈ (π, 3π/2), τ ∈ R+, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì
t3 = +∞ è tj = 0, j > 2 è ò.ä. Òîãäà ìíîæåñòâà Θ1 è Θ2 îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

Θ1 =
+∞⋃
k=1

[t2k−1, t2k) è Θ2 =
+∞⋃
k=1

[t2k, t2k+1).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèé a1, a2 ñèñòåìà A ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó E2

d , ò.ê. ôóíêöèè a1, a2 êóñî÷íî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷å-
íû ïî ìîäóëþ ÷èñëîì d íà R+, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ x̃, â ñâîþ
î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ϕ̇(τ) =

{
− sin2 ϕ(τ)− d cos2 ϕ(τ)− d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ Θ1,

− sin2 ϕ(τ)− d cos2 ϕ(τ) + d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ Θ2,

(2.50)
÷òî òàêæå ñëåäóåò èç âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ è âèäà óðàâíåíèÿ (2.41).
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.50) âûòåêàåò, ÷òî

ϕ̇(τ) < 0, τ ∈ R+. (2.51)

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå − sin2 ϕ(τ) − d cos2 ϕ(τ) âñåãäà îòðèöàòåëü-
íî, à âûðàæåíèå −d sinϕ(τ) cosϕ(τ) íåïîëîæèòåëüíî, êîãäà àðãóìåíò ϕ
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Φ1 (ò.å. êîãäà τ ∈ Θ1), àíàëîãè÷íî, âûðàæå-
íèå d sinϕ(τ) cosϕ(τ) íåïîëîæèòåëüíî, êîãäà àðãóìåíò ϕ ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Φ2 (ò.å. êîãäà τ ∈ Θ2).
Íåðàâåíñòâî (2.51), â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

(2.44) è ðåøåíèå x̃ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+ áóäåò äâèãàòüñÿ ïî
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïî íàïðàâëåíèþ óìåíü-
øåíèÿ óãëà ϕ). Ïðè ýòîì èç âèäà óðàâíåíèÿ (2.50) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ x̃ è ëþáîãî ëó÷à ôàçîâîé ïëîñêîñòè α ∈ R çíàêè íåðàâåíñòâà
â ñîîòíîøåíèè (2.48) ìîæíî çàìåíèòü íà çíàêè ðàâåíñòâà è ðåøåíèå x̃
íà êàæäîì ëó÷å ôàçîâîé ïëîñêîñòè áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîé ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ñðåäè âñåõ ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà
S∗(E2

d), íàõîäÿùèõñÿ â òîò èëè èíîé ìîìåíò íà ýòîì æå ëó÷å α, ëèáî íà
ëþáîì èç ëó÷åé ϕ = α+2π ·k, k ∈ Z, ò.å. áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå (2.45).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà d > 0, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà m ∈ R2

E−d
íà ðåøåíèè x̃ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû A áóäåò äîñòèãàòü-

ñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè νm íà ìíîæåñòâå S∗(E2
d).

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ýòî çíà÷åíèå áóäåò îäèíàêîâûì
äëÿ âñåõ m ∈ R2

E−d
, ò.ê. äåëàÿ ïîëóîáîðîò âîêðóã íåêîòîðîãî âåêòîðà p∗,

îðòîãîíàëüíîãî íåêîòîðîìó âåêòîðó p ∈ R2
E−d
, ðåøåíèå x (äâèãàÿñü ñòðî-

ãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè) ðîâíî îäèí
ðàç ïåðåñåêàåò êàæäûé ëó÷ ôàçîâîé ïîëóïëîñêîñòè, îáðàçîâàííîé âåê-
òîðîì p∗. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà q íàéäåòñÿ îðòîãîíàëüíûé
åìó âåêòîð q∗ èç óêàçàííîé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðûé ýòî ðåøåíèå òàêæå
ïåðåñå÷åò, ñîâåðøàÿ ïîëóîáîðîò. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ (x, q) òàêæå ðîâíî îäèí ðàç îáðàòèòñÿ â íóëü. Òîãäà ñ ó÷åòîì
ëåììû 5 ïîëó÷èì, ÷òî

νq(x̃) = νp(x̃), p, q ∈ R2
E−d
.

1.3. Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíó νm(x̃), êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç ï. 1.2.,
áóäåò îäèíàêîâà äëÿ âñåõm ∈ R2

E−d
. Â êà÷åñòâå âåêòîðàm âîçüìåì âåêòîð

m0 ≡ (1, 0)ò, äëÿ êîòîðîãî ïî îïðåäåëåíèþ νm0
(x̃) ≡ ν(x̃).

1.3.1. Äëÿ íà÷àëà ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.41) â âèäå óðàâíåíèÿ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïîëó÷èì:

dϕ

− sin2 ϕ− d cos2 ϕ− f(ϕ) sinϕ cosϕ
= dt, (2.52)

ãäå

f(ϕ) ≡

{
d, ϕ ∈ Φ1,

−d, ϕ ∈ Φ2.

Çäåñü ïåðåõîä îò ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò àðãóìåíòà τ ê ôóíêöèè îò àðãó-
ìåíòà ϕ ïðàâîìåðåí â ñâÿçè ñ òåì, êàê îïðåäåëÿëèñü ìíîæåñòâà (2.46) è
(2.47). Çàìåòèì, ÷òî åñëè â âûðàæåíèè (2.50) ôóíêöèþ ϕ̇ ðàññìàòðèâàòü
êàê ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé ϕ, òî èç âèäà ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæå-
íèÿ áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̇ = ϕ̇(ϕ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì
π. Ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ, çà êîòîðîå ðåøåíèå ñîâåðøàåò
ëþáîé ïîëóîáîðîò îòíîñèòåëüíî âåêòîðà m∗0 ≡ (0, 1)ò, îðòîãîíàëüíîãî
âåêòîðó m0, âñåãäà îäèíàêîâî. Îáîçíà÷èì òîãäà ÷åðåç T âðåìÿ, çà êîòî-
ðîå ðåøåíèå x̃ ïåðåìåñòèòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ϕ = π

2 â ïîëîæåíèå ϕ = −π
2
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(êàê óæå ðàíåå óïîìèíàëîñü, ðåøåíèå x̃ îñóùåñòâëÿåò äâèæåíèå ïî íà-
ïðàâëåíèþ óìåíüøåíèÿ óãëà ϕ). Ïîëîæåíèÿì ϕ = ±π

2 íà ïðîìåæóòêå
[−π

2 ,
π
2 ] (è òîëüêî èì) áóäóò êàê ðàç-òàêè ñîîòâåòñòâîâàòü íóëè ôóíêöèè

(x̃,m0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè, âðåìÿ T � ýòî âðåìÿ,
ïðîøåäøåå ñ ëþáîãî ìîìåíòà îáíóëåíèÿ ôóíêöèè (x̃,m0), äî ìîìåíòà åå
ñëåäóþùåãî îáíóëåíèÿ.
Ïðîèíòåãðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.52) íà îòðåçêå [0, T ] ïî ïå-

ðåìåííîé t, òîãäà ëåâóþ ÷àñòü íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ïðåäåëàõ
îò π

2 äî −π
2 ïî ïåðåìåííîé ϕ, ïîëó÷èì:

−π2∫
π
2

dϕ

− sin2 ϕ− d cos2 ϕ− f(ϕ) sinϕ cosϕ
=

T∫
0

dτ. (2.53)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.53) ðàâåí T , ñëåäîâàòåëüíî, âû-
÷èñëèâ èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ìû íàéäåì âðåìÿ, ïðî-
øåäøåå ñ ëþáîãî ìîìåíòà îáíóëåíèÿ ôóíêöèè (x̃,m0), äî ìîìåíòà åå
ñëåäóþùåãî îáíóëåíèÿ. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â
ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.53) è ïðåîáðàçóåì åå:

π
2∫

−π2

1
cos2 ϕdϕ

sin2 ϕ
cos2 ϕ + dcos2 ϕ

cos2 ϕ + f(ϕ) sinϕ cosϕ
cos2 ϕ

=

π
2∫

−π2

d tgϕ

tg2 ϕ+ f(ϕ) tgϕ+ d
=

=

0∫
−π2

d tgϕ

tg2 ϕ− d tgϕ+ d
+

π
2∫

0

d tgϕ

tg2 ϕ+ d tgϕ+ d
. (2.54)

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû ðàçáèëè ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâå
÷àñòè è âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî íà îòðåçêàõ [−π

2 , 0] è [0, π2 ] ôóíêöèÿ
f ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ −d è d, ñîîòâåòñòâåííî. Îñóùåñòâèì
çàìåíó ïåðåìåííîé tgϕ = u â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ (2.54), ïðè
ýòîì èçìåíÿòñÿ òàêæå è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Âûðàæåíèå (2.54) ïðè-
ìåò âèä:

0∫
−∞

du

(u− d
2)2 + d− d2

4

+

+∞∫
0

du

(u+ d
2)2 + d− d2

4

≡ I1 + I2 ≡ I. (2.55)

74



Èíòåãðàëû I1, I2 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â çàâè-
ñèìîñòè îò çíàêà âûðàæåíèÿ

d− d2

4
=
d(4− d)

4
, (2.56)

êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç d0. Íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü òðè ñëó÷àÿ: d0 > 0, d0 = 0 è d0 < 0.
1.3.1.1. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I äëÿ ñëó÷àÿ d0 > 0:

I =

0∫
−∞

1
d0
· du(

u√
d0
− d

2
√
d0

)2

+ 1
+

+∞∫
0

1
d0
· du(

u√
d0

+ d
2
√
d0

)2

+ 1
=

=
1√
d0

 0∫
−∞

d
(

u√
d0
− d

2
√
d0

)
(

u√
d0
− d

2
√
d0

)2

+ 1
+

+∞∫
0

d
(

u√
d0

+ d
2
√
d0

)
(

u√
d0

+ d
2
√
d0

)2

+ 1

 =

=
1√
d0

(
arctg

(
u√
d0

− d

2
√
d0

)∣∣∣∣0
−∞

+ arctg

(
u√
d0

+
d

2
√
d0

)∣∣∣∣+∞
0

)
=

=
1√
d0

((
arctg

(
− d

2
√
d0

)
−
(
−π

2

))
+

(
π

2
− arctg

(
d

2
√
d0

)))
=

=
1√
d0

(
π − 2 arctg

(
d

2
√
d0

))
.

1.3.1.2. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I äëÿ ñëó÷àÿ d0 = 0. Ò.ê. ÷èñëî d ïî óñëî-
âèþ ïîëîæèòåëüíî, òî èç ðàâåíñòâà d0 = 0 ñëåäóåò, ÷òî d = 4, èìååì:

I =

0∫
−∞

du

(u− 2)2 +

+∞∫
0

du

(u+ 2)2 =

=

(
− (u− 2)−1

∣∣∣0
−∞
− (u+ 2)−1

∣∣∣+∞
0

)
=

(
1

2
+

1

2

)
= 1.

1.3.1.3. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I äëÿ ñëó÷àÿ d0 < 0:

I =

0∫
−∞

1
−d0 · du(

u√
−d0
− d

2
√
−d0

)2

− 1
+

+∞∫
0

1
−d0 · du(

u√
−d0

+ d
2
√
−d0

)2

− 1
=
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=
1√
−d0

 0∫
−∞

d
(

u√
−d0
− d

2
√
−d0

)
(

u√
−d0
− d

2
√
−d0

)2

− 1
+

+∞∫
0

d
(

u√
−d0

+ d
2
√
−d0

)
(

u√
−d0

+ d
2
√
−d0

)2

− 1

 =

=
1

2
√
−d0

 ln

∣∣∣∣∣
u√
−d0
− d

2
√
−d0
− 1

u√
−d0
− d

2
√
−d0

+ 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
0

−∞

+ ln

∣∣∣∣∣
u√
−d0

+ d
2
√
−d0
− 1

u√
−d0

+ d
2
√
−d0

+ 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
+∞

0

 =

=
1

2
√
−d0

((
ln

∣∣∣∣∣−
d

2
√
−d0
− 1

− d
2
√
−d0

+ 1

∣∣∣∣∣− 0

)
+

(
0− ln

∣∣∣∣∣
d

2
√
−d0
− 1

d
2
√
−d0

+ 1

∣∣∣∣∣
))

=

=
1

2
√
−d0

ln

∣∣∣∣∣∣∣
(

d
2
√
−d0

+ 1
)2

(
d

2
√
−d0
− 1
)2

∣∣∣∣∣∣∣
 =

1√
−d0

(
ln

∣∣∣∣∣
(
d+ 2

√
−d0

)(
d− 2

√
−d0

)∣∣∣∣∣
)
.

Òîãäà, âîçâðàùàÿñü ê ðàâåíñòâó (2.53), ïîëó÷èì:

T =


1√
d0

(
π − 2 arctg

(
d

2
√
d0

))
, d0 > 0,

1, d0 = 0,

1√
−d0

(
ln

∣∣∣∣(d+2
√
−d0)

(d−2
√
−d0)

∣∣∣∣) , d0 < 0.

À ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (2.56) è òîãî ôàêòà, ÷òî ÷èñëî d ïîëîæèòåëüíîå,
ïîëó÷èì:

T =


2√

4d−d2

(
π − 2 arctg

(
d√

4d−d2

))
, 0 < d < 4,

1, d = 4,
2√

d2−4d
ln
(
d+
√
d2−4d

d−
√
d2−4d

)
, d > 4.

(2.57)

1.3.2. Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (x̃,m0) íà ëþáîì ïîëóèí-
òåðâàëå äëèíû T = T (d) (ãäå T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.57)) îá-
íóëÿåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ ϕ̇(t) 6= 0, t ∈ R+, ñîãëàñíî
ëåììå 6 ñëåäóåò, ÷òî â ýòè ìîìåíòû îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ ( ˙̃x,m) íå
ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5 áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νm0
(x̃) ≡ ν(x̃) =

π

T
≡ π

T (d)
≡ λ(d).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà m ∈ R2
E−d

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν̌m(x) ≤ λ(d), x ∈ S∗(E2
d),
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ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ñèñòåìà A ∈ E2
d , äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé êîòîðîé äàí-

íîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
1.3.3. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñå òîì æå ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè

÷èñëà d > 0, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d∗ èç îòðåçêà [0, λ(d)] òàêæå ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà A ∈ E2

d , äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé êîòîðîé (íàçîâåì åãî y ∈ S∗(A))
áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νm(y) = d∗, m ∈ R2
E−d
. (2.58)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè λ = λ(d∗), äî-
îïðåäåëåííîé íóëåì â òî÷êå d∗ = 0 íà ïîëóïðÿìîé [0,+∞).
Èç âèäà âûðàæåíèÿ (2.57) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ λ = λ(d∗) íåïðåðûâ-

íà íà ïðîìåæóòêàõ (0, 4) è (4,+∞), ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

lim
d∗→+0

λ(d∗) = 0, lim
d∗→4−0

λ(d∗) = π, lim
d∗→4+0

λ(d∗) = π.

1.3.3.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè λ, âû÷èñëèì ïåðâûé
ïðåäåë:

lim
d∗→+0

λ(d∗) = lim
d∗→+0

π
√

4d∗ − d2
∗

π − 2 arctg

(
d∗√

4d∗−d2∗

) =
0

π − 0
= 0,

ò.ê. √
4d∗ − d2

∗ ∼
√
d∗ ïðè d∗ → 0,

è

arctg

(
d∗√

4d∗ − d2
∗

)
∼ arctg

√
d∗ ïðè d∗ → 0.

1.3.3.2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî ïðåäåëà, ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ
[21, ñ. 245]:

lim
d∗→4−0

λ(d∗) = lim
d∗→4−0

π
√

4d∗ − d2
∗

π − 2 arctg

(
d∗√

4d∗−d2∗

) =

= lim
d∗→4−0

(
π
√

4d∗ − d2
∗

)′
(
π − 2 arctg

(
d∗√

4d∗−d2∗

))′ = lim
d∗→4−0

π ·
(
d∗
2
− 2

)
= π.
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Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëîïèòàëÿ âû-
ïîëíåíû: âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ïîä çíàêîì
ïðåäåëà äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè d∗ = 4 è ñòðåìÿòñÿ ê 0
ïðè d∗ → 4 − 0, à ïðîèçâîäíàÿ îò âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå,
íå îáíóëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè d∗ = 4.
1.3.3.3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðåòüåãî ïðåäåëà, òàêæå ïðèìåíèì ïðàâèëî

Ëîïèòàëÿ:

lim
d∗→4+0

λ(d∗) = lim
d∗→4+0

π
√

4d∗ − d2
∗

2 ln

(
d∗+
√

4d∗−d2∗
d∗−
√

4d∗−d2∗

) =

= lim
d∗→4+0

(
π
√

4d∗ − d2
∗

)′
(

2 ln

(
d∗+
√

4d∗−d2∗
d∗−
√

4d∗−d2∗

))′ = lim
d∗→4+0

π · (2− d∗)
2

4
= π.

Àíàëîãè÷íî, âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òåîðåìû Ëîïèòàëÿ âûïîëíåíû:
âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ïîä çíàêîì ïðåäåëà äèô-
ôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè d∗ = 4 è ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè d∗ → 4+0,
à ïðîèçâîäíàÿ îò âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå, íå îáíóëÿåòñÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè d∗ = 4.

Èç ïï. 1.3.3.1.-1.3.3.3. âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ λ = λ(d) íåïðåðûâíà
íà ïîëóïðÿìîé R+ ∪ {0}. Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè [21, ñ. 158] ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè âñå òîì æå
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà d > 0 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d∗ ∈ [0, λ(d)],
ñóùåñòâóåò ÷èñëî d∗ ∈ [0, d] òàêîå, ÷òî

λ(d∗) = d∗. (2.59)

Òîãäà, åñëè â ïóíêòå 1.3.1 ïðè âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ a1, a2 ñèñòå-
ìû A ∈ E2

d â ñîîòíîøåíèè (2.49) ÷èñëî d çàìåíèòü ÷èñëîì d∗ è ðàñ-
ñìîòðåòü ðåøåíèå x ∈ S∗(E2

d), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
x1(0) = 0, x2(0) = 1, òî ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

νm(x) = λ(d∗) = d∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 0 è âåêòîðà m ∈ R2
E−d

îáëàñòü

çíà÷åíèé ñóæåíèÿ ôóíêöèè νm íà ìíîæåñòâî S(End ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòðåçîê [0, λ(d)], ãäå
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λ(d) ≡



π

2

√
4d− d2

(
π − 2 arctg

(
d√

4d− d2

))−1

, 0 < d < 4,

π, d = 4,

π

2

√
d2 − 4d

(
ln

(
d+
√
d2 − 4d

d−
√
d2 − 4d

))−1

, d > 4.

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

2. Äîêàæåì òåïåðü òðåòüå ðàâåíñòâî.
Çàôèêñèðóåì ÷èñëî d > 0 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

m ≡ (m1,m2)
ò ∈ R2

E+d
, äëÿ êîòîðîãî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R2

E+d
ñëå-

äóåò, ÷òî ∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ > 2

d+
√
d2 + 4d

.

Òîãäà ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ∞ âåëè÷èíà νm ïðèíèìàåò íà
ðåøåíèè z = (eλ1t;λ1e

λ1t)ò, λ1 ≡ −m1

m2
, ñèñòåìû A ∈ E2

d ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè a1, a2, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

a1 = −(λ1 + λ2), a2 = λ1 · λ2, λ2 ≡
d−
√
d2 + 4d

d+
√
d2 + 4d

· λ1,

è, êàê ñëåäñòâèå, îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ ÷èñëîì d:

|a1| =

∣∣∣∣∣−m1

m2
·

(
1 +

d−
√
d2 + 4d

d+
√
d2 + 4d

)∣∣∣∣∣ < d+
√
d2 + 4d

2
· 2d

d+
√
d2 + 4d

= d,

|a2| =

∣∣∣∣∣
(
m1

m2

)2

·

(
d−
√
d2 + 4d

d+
√
d2 + 4d

)∣∣∣∣∣ < (d+
√
d2 + 4d)2

4
·
√
d2 + 4d− d

d+
√
d2 + 4d

= d,

÷òî ïîäòâåðæäàåò âêëþ÷åíèå A ∈ E2
d . Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (z,m)

ïðè âñåõ t ∈ R+ áóäåò ðàâíî 0:

(z,m) = eλ1tm1 + λ1e
λ1tm2 = eλ1t(m1 + λ1m2) = 0.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç m∗ ≡ (m∗1,m
∗
2) âåêòîð îðòîãîíàëüíûé âåêòî-

ðó m, ëåæàùèé ïðè ýòîì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè Ox2
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ôàçîâîé ïëîñêîñòè (íà ñàìîé îñè Ox2 âåêòîð m∗ ëåæàòü íå ìîæåò, ò.ê. â
ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûé âåêòîð m ïðèíàäëåæàë áû ìíîæåñòâó R2

E−d
). Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, çà m∗ ïðèìåì òîò âåêòîð, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà
ïîëîæèòåëüíà (m∗1 > 0). Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë, êîòîðûé âåêòîð
m∗ îáðàçóåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox1, ò.å.

α ≡ arctg
m∗2
m∗1

,

è çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (m,m∗) = 0 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣m∗2m∗1

∣∣∣∣ < d+
√
d2 + 4d

2
è |tgα| < d+

√
d2 + 4d

2
. (2.60)

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî K > 0 è ïîñòðîèì ñèñòåìó
A ∈ E2

d , äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé êîòîðîé (íàçîâåì åãî x̂) áóäåò ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

νm(x̂) = K.

2.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðm∗ ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè (ò.å. ïîìèìîm∗1, åùå èm

∗
2 > 0). Èñêîìóþ ñèñòåìóA ∈ E2

d

â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ñòðîèòü êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ, ìàòðèöà êîòîðîé
íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿíñòâà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A1 =

(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
0 1
d d

)
.

Ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà áóäóò ñîñòîÿòü èç îäèíàêîâûõ ïî äëèíå ïðîìåæóò-
êîâ (ñîñòîÿùèõ êàæäûé èç ïàðû ïîëóèíòåðâàëîâ), êîòîðûå áóäóò ñòðî-
èòüñÿ ïî èíäóêöèè ñ øàãîì k. Ïîëóèíòåðâàëû, ïîñòðîåííûå íà k-îì øà-
ãå, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ∆1

k è ∆2
k, k ∈ N, à èõ îáúåäèíåíèå ÷åðåç ∆k.

Íà ïðîìåæóòêàõ ∆1
k ìàòðèöà A áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòðèöåé A1, à íà

ïðîìåæóòêàõ ∆2
k � ñ ìàòðèöåé A2.

Ïåðåä íà÷àëîì ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòêîâ ∆k ïðîèçâåäåì íåêîòîðûå
âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûìè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ïîñòðî-
åíèè. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû A ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åìó óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè âñåõ k ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ̇(τ) =

{
− sin2 ϕ(τ), τ ∈ ∆1

k,

− sin2 ϕ(τ) + d cos2 ϕ(τ) + d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ ∆2
k,

(2.61)
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à ïðè òåõ τ ∈ ∆1
k, ÷òî ϕ(τ) ∈ (0, π/2), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ) < 0, τ ∈ ∆1
k, (2.62)

à åñëè τ ∈ ∆2
k òàêîâî, ÷òî 0 < ϕ(τ) < α (îòêóäà â ò.÷. ñëåäóåò, ÷òî

0 < tgϕ(τ) < tgα), òî äëÿ òàêèõ τ åùå è ñîîòíîøåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ) + d cos2 ϕ(τ) + d sinϕ(τ) cosϕ(τ) =

= − cos2 ϕ(τ)(tgϕ(τ)−(d+
√
d2 + 4d)/2)(tgϕ(τ)−(d−

√
d2 + 4d)/2) > 0.

(2.63)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì îöåíêè (2.60) ïîëíî-
ñòüþ ïîâòîðÿåò àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (2.42) èç ï.1.1.
Ñîîòíîøåíèÿ (2.62) è (2.63) â òîì ÷èñëå îçíà÷àþò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ
óñëîâèÿõ, äâèæåíèå âåêòîðà ðåøåíèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò
ñòðîãî â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïî èëè ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè).
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A1

â ìîìåíò τ = 0 íàõîäèòñÿ íà ëó÷å ϕ = α (ϕ(0) = α). Òîãäà äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà δ ∈ (0, α) îáîçíà÷èì ÷åðåç T1(δ) ìîìåíò, â êîòîðûé ýòî
ðåøåíèå â ïåðâûé ðàç îêàæåòñÿ íà ëó÷å ϕ = α − δ. Ïåðåïèøåì ïåðâîå
óðàâíåíèå (2.61) â âèäå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

dt =
dϕ

sin2 ϕ

è ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ ÷àñòü îò 0 äî T1(δ), òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ïðåäåëàõ îò α äî α− δ, ïîëó÷èì:

T1(δ) =

α−δ∫
α

dϕ

− sin2 ϕ
=

α∫
α−δ

d tgϕ

tg2 ϕ
= − 1

tgϕ

∣∣∣∣α
α−δ

=
1

tg(α− δ)
− 1

tgα
. (2.64)

Ôóíêöèÿ tg(α − δ) (êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé δ) íà èíòåðâàëå (0, α)
ñòðîãî óáûâàåò, ïðèíèìàÿ âñå çíà÷åíèÿ (êðîìå ãðàíè÷íûõ) îò tgα äî 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ T1 = T1(δ) ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò, ïðèíèìàÿ âñå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0,+∞).
Àíàëîãè÷íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé

A2 â ìîìåíò τ = 0 íàõîäèòñÿ íà ëó÷å ϕ = α−δ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
δ ∈ (0, α) îáîçíà÷èì ÷åðåç T2(δ) ìîìåíò, â êîòîðûé ýòî ðåøåíèå â ïåðâûé
ðàç îêàæåòñÿ íà ëó÷å ϕ = α. Òîãäà ïåðåïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå (2.61) â
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âèäå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è ïðîèíòåãðèðóåì åãî
ëåâóþ ÷àñòü îò 0 äî T2(δ) � â òàêîì ñëó÷àå ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ïðåäåëàõ îò α− δ äî α, ïîëó÷èì:

T2(δ) =

α∫
α−δ

dϕ

− sin2 ϕ+ d cos2 ϕ+ d sinϕ cosϕ
=

α−δ∫
α

d tgϕ

tg2 ϕ− d tgϕ− d
=

=

α−δ∫
α

d tgϕ

(tgϕ− d1)(tgϕ− d2)
=

α−δ∫
α

(
d tgϕ

tgϕ− d1
− d tgϕ

tgϕ− d2

)
=

=
1

d1 − d2
(ln | tgϕ− d1| − ln | tgϕ− d2|) |α−δα =

= d0 · (ln (d1 − tg(α− δ))− ln (d1 − tgα)−
− ln (tg(α− δ)− d2) + ln (tgα− d2)) =

= d0 ·
(

ln

(
(tg(α− δ)− d1)(tgα− d2)

(tgα− d1)(tg(α− δ)− d2)

))
=

= d0 ·
(

ln

(
(tgα− d2)

(tgα− d1)
·
(

1 +
d1 − d2

d2 − tg(α− δ)

)))
, (2.65)

ãäå d0 ≡ (d1 − d2)
−1, d1 ≡ (d+

√
d2 + 4d)/2, d2 ≡ (d−

√
d2 + 4d)/2. Ôóíê-

öèÿ 1 + (d1− d2)/(d2− tg(α− δ)) óáûâàåò, êîãäà δ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò
0 äî α, ïðè ýòîì äðîáü (tgα − d2)/(tgα − d1) â ñèëó (2.60) îòðèöàòåëü-
íà, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå ñòîÿùåå ïîä ëîãàðèôìîì � âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì T2(0) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ôóíêöèè T1 = T1(δ) (2.64) äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî δ ∈ (0, α) åñòü âðåìÿ, çà êîòîðîå ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé
A1 ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ϕ = α â ïîëîæåíèå ϕ = α−δ, à T2 = T2(δ)
(2.65) � ýòî âðåìÿ, çà êîòîðîå ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A2 ïðî-
õîäèò îáðàòíûé ïóòü (ïåðåìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèå ϕ = α−δ â ïîëîæåíèå
ϕ = α). Ïðè ýòîì, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, èç ñîîòíîøåíèé (2.62)
è (2.63) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(0) = α èëè
ϕ(0) = α − δ íà ïðîìåæóòêàõ [0, T1(δ)] èëè, ñîîòâåòñòâåííî, [0, T2(δ)],
äâèãàåòñÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñîòè ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâ-
ëåíèè (ïî èëè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òàêæå
íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èç âèäà ñîîòíîøåíèé (2.64) è (2.65) ñëåäóåò,
÷òî åñëè ϕ(0) ∈ (0, α), òî ϕ(τ) ∈ (0, α), τ ∈ R+.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë k ∈ N è T0 > 0 ïîëîæèòü
∆1
k ≡ (T0, T0+T1(δ)],∆

2
k ≡ (T0+T1(δ), T0+T1(δ)+T2(δ)] íà ïîëóèíòåðâàëå

äëèíû T (δ) ≡ T1(δ) + T2(δ) ðåøåíèå x ñèñòåìû A, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëâîèÿì x1(T ) = m∗1, x2(T ) = m∗2, ðîâíî îäèí ðàç ïîïàäåò â ïîëîæåíèå
ϕ = α è ýòîìó (è òîëüêî ýòîìó) ìîìåíòó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëü
ôóíêöèè (x,m∗).
Òîãäà, ðàç ôóíêöèÿ T = T (δ) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0, α)

îò 0 äî +∞ (êàê ñóììà äâóõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, îäíà èç
êîòîðûõ âîçðàñòàåò íà ýòîì èíòåðâàëå îò 0 äî +∞, à âòîðàÿ ïðè ýòîì
ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå â òî÷êå τ = 0), òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàíåå
÷èñëà K ∈ R+ íàéäåòñÿ ÷èñëî δ∗ ∈ (0, α) òàêîå, ÷òî

T (δ∗) =
π

K
.

Äàííûé ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè [21, ñ. 158].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗1 è T ∗2 çíà÷åíèÿ ôóíêöèé T1 = T1(δ) (2.64) è

T2 = T2(δ) (2.65) â òî÷êå δ∗ è âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ó÷àñòêîâ ïîñòîÿí-
ñòâà ∆k. Íà ïåðâîì øàãå, â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêîâ ∆1

1, ∆2
1 âîçüìåì ïðî-

ìåæóòêè (0, T ∗1 ] è (T ∗1 , T
∗
1 + T ∗2 ]. Íà âòîðîì øàãå ó÷àñòêàìè ïîñòîÿíñòâà

áóäóò ïðîìåæóòêè ∆1
2 ≡ (T ∗1 +T ∗2 , 2·T ∗1 +T ∗2 ] è ∆2

2 ≡ (2·T ∗1 +T ∗2 , 2·(T ∗1 +T ∗2 )].
Îáîçíà÷èì îáùóþ äëèíó âñåõ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà ïîñòðîåííûõ íà
øàãàõ 1, ..., k− 1 ÷åðåç T , òîãäà íà k-îì øàãå îòðåçêàìè ïîñòîÿíñòâà áó-
äóò (T, T + T ∗1 ] è (T + T ∗1 , T + T ∗1 + T ∗2 ]. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííàÿ òàêèì
îáðàçîì ñèñòåìà A îïðåäåëåíà íà R+.
Ïóñòü òåïåðü x̂ � ðåøåíèå ïîñòðîåííîé ñèñòåìû A, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x̂1(0) = m∗1, x̂2(0) = m∗2. Èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû
ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû T (δ∗) = π/K ýòî ðåøåíèå
ðîâíî îäèí ðàç ïîïàäåò â ïîëîæåíèå ϕ = α è ôóíêöèÿ (x̂,m∗) ðîâ-
íî îäèí ðàç îáðàùàåòñÿ â 0 íà ýòîì ïðîìåæóòêå, ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ
ϕ̇(t) 6= 0, t ∈ R+, ñîãëàñíî ëåììå 6 ñëåäóåò, ÷òî â ýòè ìîìåíòû îáíóëåíèÿ
ïðîèçâîäíàÿ ( ˙̂x,m) íå ðàâíà 0. . Òîãäà èç ëåììû 5 ñðàçó ñëåäóåò íóæíîå
ðàâåíñòâî

νm(x̂) = K,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
2.2. Ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð m∗ ëåæèò âî âòîðîé ÷åòâåðòè ôàçîâîé ïëîñ-

êîñòè (êîãäà m∗1 > 0, m∗2 < 0, è, êàê ñëåäñòâèå, α < 0) ðàññìàòðèâàåòñÿ
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àíàëîãè÷íî ï. 2.1. Â êà÷åñòâå ìàòðèö A1 è A2 â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
âçÿòü

A1 =

(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
0 1
d −d

)
.

Òîãäà ðàâåíñòâî (2.61) ïðèìåò âèä

ϕ̇(τ) =

{
− sin2 ϕ, τ ∈ ∆1

k,

− sin2 ϕ(τ) + d cos2 ϕ(τ)− d sinϕ(τ) cosϕ(τ), τ ∈ ∆2
k,

è ïðè ýòîì äëÿ òåõ τ ∈ ∆1
k, ÷òî ϕ(τ) ∈ (π/2, π), óãëîâàÿ ñêîðîñòü íåíó-

ëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû A, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ) < 0, τ ∈ ∆1
k, (2.66)

à åñëè τ ∈ ∆2
k òàêîâî, ÷òî α < ϕ(τ) < 0 (îòêóäà â ò.÷. ñëåäóåò, ÷òî

tgα < tgϕ(τ) < 0), òî äëÿ òàêèõ τ åùå è ñîîòíîøåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ) + d cos2 ϕ(τ)− d sinϕ(τ) cosϕ(τ) =

= − cos2 ϕ(τ)(tgϕ(τ)+(d−
√
d2 + 4d)/2)(tgϕ(τ)+(d+

√
d2 + 4d)/2) > 0.

(2.67)

Âòîðîé ìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âñåãäà îòðèöàòåëüíûé, à ïî-
ñëåäíèé â ñèëó îöåíêè (2.60) è íåðàâåíñòâà | tgϕ(τ)| < | tgα|, âñåãäà
ïîëîæèòåëüíûé, ÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíî-
øåíèÿ.
Äëÿ δ ∈ (0,−α) âûðàæåíèå (2.64) ïðèìåò âèä:

T1(δ) =

α∫
α+δ

dϕ

− sin2 ϕ
=

α∫
α+δ

1
cos2 ϕdϕ

− sin2 ϕ
cos2 ϕ

=

α+δ∫
α

d tgϕ

tg2 ϕ
=

1

tgα
− 1

tg(α + δ)
,

à âûðàæåíèå (2.65) áóäåò èìåòü âèä:

T2(δ) =

α+δ∫
α

dϕ

− sin2 ϕ+ d cos2 ϕ− d sinϕ cosϕ
=

α∫
α+δ

d tgϕ

tg2 ϕ+ d tgϕ− d
=

=

α∫
α+δ

d tgϕ

(tgϕ− d1)(tgϕ− d2)
=

1

d1 − d2

(
ln

(
(tgα− d1)(tg(α + δ)− d2)

(tg(α + δ)− d1)(tgα− d2)

))
=

=
1

d1 − d2

(
ln

(
(tgα− d1)

(tgα− d2)
·
(

1 +
d1 − d2

tg(α + δ)− d1

)))
, (2.68)
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ãäå óæå d1 ≡ (−d +
√
d2 + 4d)/2, à d2 ≡ (−d −

√
d2 + 4d)/2. Ôóíêöèÿ

T = T (δ) ≡ T1(δ) + T2(δ) ïðè ýòîì âñå òàê æå áóäåò ñòðîãî âîçðàñòàòü
íà èíòåðâàëå (0,−α) îò 0 äî +∞. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ T1 = T1(δ)
ñòðîãî âîçðàñòàåò îò 0 äî +∞, êîãäà δ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî −α.
Ôóíêöèÿ T2 = T2(δ) òàêæå ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (ïðè-
÷åì T2(0) = 0), ò.ê. äðîáü (tgα − d1)/(tgα − d2) îòðèöàòåëüíà, à äðîáü
(d1 − d2)(tg(α + δ) − d1) óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0,−α). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî àíàëîãèè ñ ï.2.1. íàéäåòñÿ ÷èñëî δ∗ òàêîå, ÷òî

T (δ∗) =
π

K
,

è â êà÷åñòâå T ∗1 , T
∗
2 ïðè ïîñòðîåíèè ó÷àñòêîâ ∆1

k,∆
2
k íåîáõîäèìî âçÿòü

T1(δ
∗) è T2(δ

∗). Òîãäà, åñëè ðåøåíèå x̂ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâè-
ÿì x̂1(0) = 1, x̂2(0) = arctg(α+ δ∗) (ò.å. åñëè ϕ(0) = α+ δ), òî èç ïîñòðî-
åíèÿ ñèñòåìû A áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû
T (δ∗) = π/K ýòî ðåøåíèå ðîâíî îäèí ðàç ïîïàäåò â ïîëîæåíèå ϕ = α
è ôóíêöèÿ (x̂,m∗) ðîâíî îäèí ðàç îáðàòèòñÿ â 0 íà ýòîì ïðîìåæóòêå.
Òîãäà èç ëåììû 5 òàêæå ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòü íóæíîå ðàâåíñòâî

νm(x̂) = K,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
3. Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê ðàññìîòðåíèþ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ, êîãäà

m ≡ (m1,m2)
ò ∈ R2

E0d
. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà R2

E0d
ñëåäóåò, ÷òî êî-

îðäèíàòû âåêòîðà m ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì∣∣∣∣m2

m1

∣∣∣∣ =
2

d+
√
d2 + 4d

≡ d∗.

3.1. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå x̂ ñèñòåìû A, ïîñòðîåííîé â ï. 1., ñîâåð-
øàÿ ïîëóîáîðîò îòíîñèòåëüíî ëþáîãî âåêòîðà m∗ ∈ R2

E+d
, ðîâíî îäèí ðàç

ïåðåñåêàåò ëþáîé èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó m ∈ R2
E0d
, îòêóäà

ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

[0, λ(d)] ⊂ Spνm(E2
d), m ∈ R2

E0d
.

3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà m èìåþò ðàçíûå çíàêè
(ò.å. ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì m1 + d−1

∗ m2 = 0). Ðàññìîòèì òîãäà ñèñòåìó
A ∈ E2

d ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ìàòðèöà êîòîðîé èìååò âèä

A =

(
0 1
d d

)
.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíèì èç ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû áóäåò âåêòîð-
ôóíêöèÿ x = (ed

−1
∗ t; d−1

∗ e
d−1
∗ t)ò.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (x(t),m) ïðè âñåõ t áóäåò ðàâíî 0:

(x(t),m) = ed
−1
∗ tm1 + d−1

∗ e
d−1
∗ tm2 = ed

−1
∗ t(m1 + d−1

∗ m2) = 0, t ∈ R+,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

{∞} ∈ Spνm(E2
d), m ∈ R2

E0d
.

Åñëè æå êîîðäèíàòû âåêòîðà m îäíîãî çíàêà (ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
m1 − d−1

∗ m2 = 0), òî â êà÷åñòâå ìàòðèöû A íåîáõîäèìî âçÿòü

A =

(
0 1
d −d

)
.

Â òàêîì ñëó÷àå, îäíèì èç ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû áóäåò âåêòîð-
ôóíêöèÿ x = (e−d

−1
∗ t;−d−1

∗ e
−d−1

∗ t)ò, è àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

(x(t),m) = e−d
−1
∗ tm1 − d−1

∗ e
−d−1

∗ tm2 = e−d
−1
∗ t(m1 − d−1

∗ m2) = 0, t ∈ R+.

3.3. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äðóãèõ çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé
S∗(E2

d) âåëè÷èíà νm ïðèíÿòü íå ìîæåò. Ïóñòü x � íåíóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû A ∈ E2

d , äëÿ êîòîðîãî â íåêîòîðîé ìîìåíò t ∈ R+ âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(x(t),m) = 0. (2.69)

Ïóñòü ϕ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó
(cosϕ(t), sinϕ(t))ò, ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì x(τ) = (x1(t), x2(t))

ò â
ìîìåíò t. Òîãäà èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

| tgϕ(t)| =
∣∣∣∣x2(t)

x1(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣m1

m2

∣∣∣∣ = d−1
∗ .

Â òàêîì ñëó÷àå èç îöåíêè (2.42) ñëåäóåò, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ
x â ìîìåíò t íå ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì
îáíóëèòüñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü â ýòîò ìîìåíò ìîæåò â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A â ìîìåíò t ðàâíû a1(t) = d,
a2(t) = d.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t ∈ R+, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.69), êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû A îäíîâðåìåííî íå
ðàâíû d, òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðåøåíèÿ x â ýòè ìîìåíòû áóäåò îòðèöàòåëü-
íîé è âåêòîð x â ýòè ìîìåíòû áóäåò îñóùåñòâëÿòü äâèæåíèå ïî ôàçîâîé
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ïëîñêîñòè ñòðîãî â îäíîì îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè è ñëåäóþùèé ìî-
ìåíò îáíóëåíèÿ ôóíêöèè (x,m) ïðîèçîéäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
âåêòîð x ñîâåðøèò ïîëóîáîðîò íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå,
ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ï. 1. äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷èì âêëþ-
÷åíèå

νm(x) ∈ [0, λ(d)].

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè âñå æå íàéäåòñÿ ìîìåíò t ∈ R+, äëÿ êîòîðî-
ãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.69) è a1(t) = a2(t) = d) ïîëó÷èì, ÷òî ϕ̇(t) = 0,
îòêóäà ñîãëàñíî ëåììå 6 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî

(ẋ,m) = 0

è
νm(x) =∞.

Òàêèì îáðàçîì, äðóãèõ çíà÷åíèé, êðîìå óêàçàííûõ â ïï. 3.1 è 3.2,
âåëè÷èíà νm ïðèíÿòü íå ìîæåò.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d > 0 è ëþáîãî èç ïîêàçàòåëåé
κ = σ, ζ, η, ρ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spκ(E2
d) = [0, λ(d)].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â ñòàòüå [64] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ E2
d íèæíèå

ïîêàçàòåëè áëóæäàåìîñòè è êîëåáëåìîñòè ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíî-
øåíèåì:

ν̌(x) = σ̌(x) = ζ̌(x) = η̌(x) = ρ̌(x), x ∈ S∗(A).

Òàêæå èç òåêñòà äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ñòàòüè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêà-
åò ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ è äëÿ âåðõíèõ ïîêàçàòåëåé:

ν̂(x) = σ̂(x) = ζ̂(x) = η̂(x) = ρ̂(x), x ∈ S∗(A).

Òîãäà, ò.ê. âåêòîð m ≡ (0, 1)ò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R2
Ed è

νm(x) ≡ ν(x), òî áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Spν(E2
d) = [0, λ(d)],

îòêóäà è âûòåêàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ãëàâà 3

Îöåíêà ñïåêòðà õàðàêòåðèñòèê

áëóæäàåìîñòè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ, êî-
òîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé îäíîé ñèñòåìû, îòâå-
÷àþùåé ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ðàññìîòðåíèþ
âîïðîñà î áëèçîñòè õàðàêòåðèñòèê áóæäàåìîñòè ê íóëþ äëÿ ðåøåíèé
ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, ïðè
óñëîâèè ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

3.1 Cïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ îäíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ìíîæåñòâåMn âûäåëèì ïîäìíîæåñòâà ñèñòåì

End ≡

A ∈M
n | A(t) ≡


0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1

−an(t) −an−1(t) . . . −a1(t)




ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè |ai(t)| ≤ d, τ ∈ R+, 1 ≤ i ≤ n,
îòâå÷àþùèõ óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an(t)y = 0, t ∈ R+,

ïðåâðàùàþùèìñÿ â ñèñòåìó A ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì îò ñêàëÿðíîé ïå-
ðåìåííîé y ê âåêòîðíîé

x = ψy ≡ (y, ẏ, . . . , y(n−1)).
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Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î òîì, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî èç ïîêàçàòåëåé
κ = µ, ρ, η, νm, σ, ζ ñïðàâåäëèâî òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî îäíîâðåìåííî äëÿ îáîèõ
ïîêàçàòåëåé κ̌ è κ̂.

Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóåò îòðåçîê K ⊂ R+ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà d > 1/2 è íåêîòîðîé ñèñòåìû A ∈ E2

d ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

K ⊂ Spµ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ÿ + a1(t)ẏ + a2(t)y = 0, t ∈ R+, (3.1)

ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé êîòîðîãî áóäóò ôóíêöèè

y1(t) ≡ t(| sin t|+ 1), y2(t) ≡ t(| cos t|+ 1), t ∈ R+. (3.2)

Êîýôôèöèåíòû a1 = a1(t), a2 = a2(t) äàííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
ðàâåíñòâîì∣∣∣∣∣∣

t(| sin t|+ 1) t(| cos t|+ 1) y

(| sin t|+ 1) + t cos t · sgn(sin t) (| cos t|+ 1)− t sin t · sgn(cos t) ẏ

2 cos t · sgn(sin t)− t| sin t| −2 sin t · sgn(cos t)− t| cos t| ÿ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

è, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä

a1(t) = −a−1
0 (t) ·

(
t2(| cos t| − | sin t|)+

+2t(1 + | sin t|+ | cos t|) · sgn(cos t) · sgn(sin t))

a2(t) = −a−1
0 (t) · ((t2 + | sin t|+ | cos t|+ 2) · sgn(cos t) · sgn(sin t)+

+ t(| cos t| − | sin t|)), (3.3)

ãäå
a0(t) ≡ t2 (1 + | sin t|+ | cos t|) · sgn(cos t) · sgn(sin t).

Èç âèäà ôóíêöèé a1, a2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñ íåêîòîðãî ìîìåí-
òà T = T (ε) îíè íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ ÷èñëî 1/2+ε. Äåéñòâèòåëüíî,
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ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

lim
t→+∞

|a1(t)| = lim
t→+∞

| cos t| − | sin t|
1 + | cos t|+ | sin t|

≤ 1

2
,

lim
t→+∞

|a2(t)| = lim
t→+∞

1

1 + | cos t|+ | sin t|
≤ 1

2
,

êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ëþáîãî t ∈ R âûòåêàþò èç îöåíîê
| cos t|+ | sin t| ≥ cos2 t+ sin2 t ≥ 1 è | cos t| − | sin t| ≤ 1 .
Òîãäà, çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî d > 1/2 (d = 1/2 + ε äëÿ

íåêîòîðîãî ε > 0 ), âûáåðåì ÷èñëî T = T (ε) òàê, ÷òîáû ôóíêöèè a1, a2

(3.3) áûëè îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ ÷èñëîì d ïðè âñåõ τ ≥ T , è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå â ∈ E2

d , êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íà èíòåðâàëå (0, T ) òîæäå-
ñòâåíî ðàíû 0, à ïðè âñåõ îñòàëüíûõ t ∈ R+ ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè a1, a2 (3.3). Óðàâíåíèå â, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó E2

d .
Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ïðåäñòàâèìî â âèäå

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t), t ∈ R+,

ãäå ôóíêöèè y1, y2 íà ïðîìåæóòêå [T,+∞) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(3.2). Â äàëüíåéøåì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ñåìåéñòâà ðåøåíèé, ó êîòîðûõ c1 = 1, à c2 = c, c ∈ R+, è äëÿ
÷èñëà c ∈ R+ ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç yc.
Ïóñòü òåïåðü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ R+ âåêòîð-ôóíêöèÿ

xc(t) ≡ ψyc(t) ≡ (yc(t), ẏc(t)), c ∈ R+, ñîíàïðàâëåíà ñ âåêòîðîì
(cosϕ(t), sinϕ(t)), òîãäà

tgϕ(t) =
ẏc(t)

yc(t)
=
t cos t · sgn(sin t)− ct sin t · sgn(cos t)

t(| sin t|+ 1) + ct(| cos t|+ 1)
+

+
(| sin t|+ 1) + c(| cos t|+ 1)

t(| sin t|+ 1) + ct(| cos t|+ 1)
=

cos t · sgn(sin t)− c sin t · sgn(cos t)

(| sin t|+ 1) + c(| cos t|+ 1)
+

1

t
=

=



c̃ cos(t+α)
c̃ sin(t+α)+(c+1) + 1/t, sin t ≥ 0, cos t ≥ 0

c̃ cos(t−α)
c̃ sin(t−α)+(c+1) + 1/t, sin t ≥ 0, cos t ≤ 0
−c̃ cos(t+α)

−c̃ sin(t+α)+(c+1) + 1/t, sin t ≤ 0, cos t ≤ 0
−c̃ cos(t−α)

−c̃ cos(t−α)+(c+1) + 1/t, sin t ≤ 0, cos t ≥ 0

, (3.4)

ãäå c̃ =
√

1 + c2, cosα = 1/(
√

1 + c2), sinα = c/(
√

1 + c2).
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Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→ +∞, n ∈ N,
íà ïðîìåæóòêàõ [2πn, 2πn+π/2] è [2πn+π, 2πn+3π/2] ôóíêöèÿ tgϕ(t)
ñòðîãî óáûâàåò, ïðîáåãàÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ îò

c̃ cosα

c̃ sinα + c+ 1
+

1

2πn
=

1

2c+ 1
+

1

2πn

è
c̃ cosα

c̃ sinα + c+ 1
+

1

2π(n+ 1)
=

1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 1)
äî

− c̃ sinα

c̃ cosα + c+ 1
+

1

2π(n+ 1/2)
= − c

c+ 2
+

1

2π(n+ 1/2)

è − c̃ sinα

c̃ cosα + c+ 1
+

1

2π(n+ 3/2)
= − c

c+ 2
+

1

2π(n+ 3/2)
,

ñîîòâåòñòâåííî, à íà ïðîìåæóòêàõ [2πn + π/2, 2πn + π] è
[2πn+ 3π/2, 2πn+ 2π] ñòðîãî óáûâàåò, ïðîáåãàÿ çíà÷åíèÿ îò

c̃ sinα

c̃ cosα + c+ 1
+

1

2π(n+ 1/2)
=

c

c+ 2
+

1

2π(n+ 1/2)

è
c̃ sinα

c̃ cosα + c+ 1
+

1

2π(n+ 3/2)
=

c

c+ 2
+

1

2π(n+ 3/2)
äî

− c̃ cosα

c̃ sinα + c+ 1
+

1

2π(n+ 1)
= − 1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 1)

è − c̃ cosα

c̃ sinα + c+ 1
+

1

2π(n+ 2)
= − 1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 2)
,

ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà arctg p+arctg q = arctg((p+q)/(1−pq)), pq < 1,

ïðè n→ +∞, n ∈ N, äëÿ c ∈ [1,+∞] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→+∞

1

2π

2πn+2π∫
2πn

|ėxc(τ)|dτ = lim
n→+∞

1

2π

2πn+2π∫
2πn

|ϕ̇(τ)|dτ =

= lim
n→+∞

1

2π

 2πn+π/2∫
2πn

+

2πn+π∫
2πn+π/2

+

2πn+3π/2∫
2πn+π

+

2πn+2π∫
2πn+3π/2

− ϕ̇(τ)dτ =

= lim
n→+∞

1

2π
·

(
ϕ(τ)

∣∣∣∣2πn
2πn+π/2

+ ϕ(τ)

∣∣∣∣2πn+π/2

2πn+π

+ ϕ(τ)

∣∣∣∣2πn+π

2πn+3π/2

+ ϕ(τ)

∣∣∣∣2πn+3π/2

2πn+2π

)
=
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= lim
n→+∞

1

2π
·
(

arctg

(
1

2c+ 1
+

1

2πn

)
− arctg

(
− c

c+ 2
+

1

2π(n+ 1/2)

))
+

+ lim
n→+∞

1

2π
·
(

arctg

(
c

c+ 2
+

1

2π(n+ 1/2)

)
− arctg

(
− 1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 1)

))
+

+ lim
n→+∞

1

2π
·
(

arctg

(
1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 1)

)
− arctg

(
− c

c+ 2
+

1

2π(n+ 3/2)

))
+

+ lim
n→+∞

1

2π
·
(

arctg

(
c

c+ 2
+

1

2π(n+ 3/2)

)
− arctg

(
− 1

2c+ 1
+

1

2π(n+ 2)

))
=

=
2

2π
·
(

arctg
1

2c+ 1
+ arctg

c

c+ 2

)
+

2

2π
·
(

arctg
c

c+ 2
+ arctg

1

2c+ 1

)
=

=
2

π
·
(

arctg
c

c+ 2
+ arctg

1

2c+ 1

)
=

=
2

π
· arctg

((
c

c+ 2
+

1

2c+ 1

)
:

(
1− c

c+ 2
· 1

2c+ 1

))
=

=
2

π
·arctg

(
2(c2 + c+ 1)

(2c+ 1)(c+ 2)
· (c+ 2)(2c+ 1)

2(c2 + 2c+ 1)

)
=

2

π
arctg

(
1− c

(c+ 1)2

)
≡ I(c).

(3.5)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (îáîçíà÷àåìîå äàëåå êàê I = I(c)) çàâèñèò òîëü-
êî îò ïàðàìåòðà c è âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [1,+∞), ïðèíèìàÿ âñå
çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà

K ≡
[

2

π
arctg(3/4), 1/2

]
. (3.6)

Òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (3.5) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

2πn

2πn∫
0

|ėxc(τ)|dτ = I(c). (3.7)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ òàêîå ÷èñëî N1, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ N1 áóäåò âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

2π

2πn+2π∫
2πn

|ėxc(τ)|dτ − I(c) = εn, |εn| <
ε

3
.
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Òàêæå äëÿ ëþáîãî c ∈ [1,+∞) íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N2,
äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû îöåíêè

1

2πN2

2πN1∫
0

|ėxc(τ)|dτ < ε

3
è

N1 · (I(c) + ε)

N2
<
ε

3
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n > N2 áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣ 1

2πn

2πn+2π∫
0

|ėxc(τ)|dτ − I(c)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 1

2πn

2πN1∫
0

|ėxc(τ)|dτ +
1

2πn

n∑
k=N1

2πk+2π∫
2πk

|ėxc(τ)|dτ − I(c)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣ 1

2πn

2πN1∫
0

|ėxc(τ)|dτ

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣1n
n∑

k=N1

(I(c) + εn)− I(c)

∣∣∣∣∣ <
<
ε

3
+ |εn|+

∣∣∣∣N1 · (I(c) + ε)

N2

∣∣∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

èç êîòîðîé è âûòåêàåò ðàâåíñòâî (3.7).
Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞

1

t
γ(xc, t) = lim

t→∞

1

t

t∫
0

|ėxc(τ)|dτ = lim
n→∞

1

2πn

2πn∫
0

|ėxc(τ)|dτ = I(c),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ β èç îòðåçêà K (3.6) íàé-
äåòñÿ ðåøåíèå yc óðàâíåíèÿ â, à âìåñòå ñ íèì è ðåøåíèå xc ≡ ψyc ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñèñòåìû Â ∈ E2

d , äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µ(xc) = β.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíî òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå

K ⊂ Spµ(A),

ãäå K � îòðåçîê (3.6).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.2 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áëèçîñòè õàðàêòåðèñòèê áëóæäàåìî-
ñòè ê íóëþ ñèñòåì, îòâå÷àþùèì ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n ∈ N è ε > 0, à òàêæå ëþáîãî èç
ïîêàçàòåëåé κ = η, ρ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû A ∈ End ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

κ(x) < ε, x ∈ S∗(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Â ðàáîòå [66] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈Mn

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

µ(x) ≤ ||A|| ≡ sup
t∈R+,|u|=1

|A(t)u|.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ Mn è ëþáîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ L ∈ AutRn ïðåîáðàçîâàííîå ðåøåíèå y ≡ Lx óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

ẏ = LA(t)L−1y, t ∈ R+,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà

µ(Lx) ≡ µ(y) ≤ ||LAL−1|| ≡ sup
t∈R+,|u|=1

|LA(t)L−1u|. (3.8)

Êðîìå òîãî, íîðìà âåêòîðà LA(t)L−1u, â êàæäûé ìîìåíò t ∈ R+ ìîæåò
áûòü îöåíåíà [33, ñ. 171]

|LA(t)L−1u| ≤ ||LA(t)L−1||E · |u| = ||LA(t)L−1||E ≡

√√√√ n∑
i,j=1

b2
ij(t),

ãäå || · ||E � íîðìà Ôðîáåíèóñà, à bij = bij(t) � ij-ûé ýëåìåíò ìàòðèöû
LA(t)L−1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ Mn è ëþáîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ L ∈ AutRn ñïðàâåäëèâà îöåíêà

µ(Lx) ≤

√√√√ n∑
i,j=1

b̃2
ij, b̃ij = sup

t∈R+

|bij(t)|. (3.9)
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2. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

L = diag{k1, k2, ..., kn−1, 1}, ki ∈ R+, i = 1, . . . , n− 1. (3.10)

Îáðàòíûì ê L áóäåò ïðîåîáðàçîâàíèå

L−1 = diag{k−1
1 , k−1

2 , ..., k−1
n−1, 1},

òîãäà ìàòðèöà LA ïðèìåò âèä

LA =


0 k1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . kn−1

−an −an−1 . . . −a1

 ,

à ìàòðèöà LAL−1 ïðèìåò âèä

LAL−1 =


0 k1 · k−1

2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . kn−1 · k−1

n

−k−1
1 · an −k−1

2 · an−1 . . . −a1

 . (3.11)

3. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ε > 0 è, ïîëîæèâ ki = εn−i

nn−i , i = 1, . . . , n − 1,

â ïðåîáðàçîâàíèè (3.10), à òàêæå âçÿâ d = εn+1

nn è ðàññìàòðèâàÿ ïðîèç-
âîëüíóþ ñèñòåìó A èç ìíîæåñòâà End , ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ýëåìåíòîâ bij
ìàòðèöû LAL−1 (3.11):

|bij(t)| ≤ ki−1·k−1
i =

εn−i

nn−i
·n

n−i−1

εn−i−1
=
ε

n
, 1 ≤ i ≤ n−1, 1 ≤ j ≤ n, t ∈ R+,

|bij(t)| ≤ k−1
j ·|an+1−j(t)| =

nn−i

εn−i
·ε
n+1

nn
≤ ε

n
, i = n, 1 ≤ j ≤ n, t ∈ R+.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (3.9) ïðèìåò âèä:

µ(Lx) ≤

√√√√ n∑
i,j=1

b̃2
ij ≤

√√√√ n∑
i,j=1

ε2

n2
≤
√
n2 · ε

2

n2
= ε, x ∈ S∗(A).

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñðàçó æå ñëåäóåò íåîáõîäèìàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

η(x) ≤ ρ(x) ≡ inf
L∈AutRn

µ(Lx) ≤ ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ E2

d ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ(x) < ε, x ∈ S∗(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêèñèðóåì ÷èñëî 0 < ε < 1 è ïîäáåðåì òàêîå ÷èñëî d = d(ε),
÷òîáû äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû A ∈ E2

d âûïîëíÿëàñü
òðåáóåìàÿ îöåíêà

µ(x) < ε. (3.12)

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû A ∈ E2
d ,

à ϕ(τ) � óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó (cosϕ(τ), sinϕ(τ))ò,
ñîíàïðàâëåííîìó ñ âåêòîðîì x(τ) = (x1(τ), x2(τ))ò â ìîìåíò τ . Ïîä óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ x â äàëüíåéøåì áóäåò ïîíèìàòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ
ϕ̇(τ) ôóíêöèè ϕ(τ). Èçâåñòíî [64, c. 24], ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ëþáîãî
ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ñèñòåìû A ∈ E2

d â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ R+

óäîâëåòâîðåÿåò óðàâíåíèþ

ϕ̇(τ) = − sin2 ϕ(τ)− a2(τ) cos2 ϕ(τ)− a1(τ) sinϕ(τ) cosϕ(τ). (3.13)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà n ∈ Z è óãëà α ∈ (0, π) ÷åðåç Φα
n áóäåì

îáîçíà÷àòü

Φα
n ≡ [2π · n+ α, 2π · n+ π − α] ∪ [2π · n+ π + α, 2π · (n+ 1)− α],

à ÷åðåç ∆α
n è ∆̃α

n áóäåì îáîçíà÷àòü

∆α
n ≡ {τ ∈ R+| ϕ(τ) ∈ Φα

n}, è ∆̃α
n ≡ R+\ ∆α

n.

Òîãäà åñëè äëÿ çàôèêñèðîâàííîãî ðàíåå ε è íåêîòîðîãî n ∈ Z ìîìåíò
âðåìåíè τ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∆ε

n, òî â ýòîò ìîìåíò áóäóò ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè

ϕ̇(τ) ≤ − sin2 ϕ(τ) + d · cos2 ϕ(τ) + d · | sinϕ(τ) cosϕ(τ)| ≤ − sin2 ε+ 2d,

è

|ϕ̇(τ)| ≥ | sin2 ϕ(τ)| − |d · cos2 ϕ(τ) + d · sinϕ(τ) cosϕ(τ)| ≥ sin2 ε− 2d.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè − sin2 ε + 2d < 0, òî èç ïåðâîé îöåíêè ñëåäóåò,
÷òî ðåøåíèå x ñèñòåìû A ∈ End â ñåêòîðàõ [2π · n + ε, 2π · n + π − ε] è
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[2π ·n+π+ε, 2π ·(n+1)−ε], n ∈ Z, ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ñòðîãî
â íàïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ óãëà, ïîïàäàÿ â ýòè ñåêòîðû èñêëþ÷èòåëüíî
÷åðåç èõ ïðàâûå ãðàíèöû. Èç âòîðîé îöåíêè ïðè ýòîì âûòåêàåò, ÷òî âðå-
ìÿ äâèæåíèÿ âåêòîðà èç ïðàâîé ãðàíèöû â ëåâóþ óêàçàííûõ ñåêòîðîâ
íå ïðåâîñõîäèò

π − 2ε

sin2 ε− 2d
<

π

sin2 ε− 2d
. (3.14)

Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z ìîìåíò âðåìåíè τ ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó ∆̃

√
d

n (êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
∆̃ε
n, êîãäà − sin2 ε+ 2d < 0), òî â ýòîò ìîìåíò ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ̇(τ)| ≤ | sin2 ϕ(τ)|+ d · cos2 ϕ(τ) + d · | sinϕ(τ) cosϕ(τ)| < sin2
√
d+ 2d.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè
√
d ≤ ε, òî â ýòîò ìîìåíò τ èìååì:

|ϕ̇(τ)| < sin2 ε+ 2d. (3.15)

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ, êîòîðîå ðåøåíèå x çàòðàòèò íà ïåðå-
õîä îò ëåâîé ãðàíèöû ñåêòîðîâ [2π · n −

√
d, 2π · n +

√
d] è

[2π · n + π −
√
d, 2π · (n + 1) +

√
d] ê èõ ïðàâîé ãðàíèöå ïðè ëþáîì

n ∈ Z áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì

2
√
d

sin2
√
d+ 2d

>
2
√
d

(
√
d)2 + 2d

=
2

3
√
d
. (3.16)

Òîãäà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàíåå 0 < ε < 1 âîçüìåì d = (sin6 ε)/2
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå x ñîâåðøèëî ïîëíîé îáîðîò íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè èç ïîëîæåíèÿ ϕ = 2π · n â ïîëîæåíèå ϕ = 2π · (n − 1)
äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå d âûïîëíåíî
− sin2 ε + 2d < 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, ∆̃

√
d

n ⊆ ∆̃ε
n ), è ïåðåéäåì ê îöåíêå

îòíîøåíèÿ mes ∆ε
n/mes ∆̃ε

n, ñ ó÷åòîì îöåíîê (3.14) è (3.16) ïîëó÷èì:

mes ∆ε
n

mes ∆̃ε
n

<
mes ∆ε

n

mes ∆̃
√
d

n

<
π

sin2 ε− 2d
:

2

3
√
d

=

=
3π sin3 ε

2(sin2 ε− 2 sin6 ε)
=

3π sin ε

2− 4 sin4 ε
< 3π · ε. (3.17)

Òàêæå äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî T > 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè
ëþáîì n ∈ N è t > T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

mes ∆ε
n

t
≤ ε. (3.18)
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Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî âåëè÷èíà mes ∆ε
n ïðè ëþáîì n ∈ N è

d = (sin6 ε)/2 îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì

2 · π

sin2 ε− sin6 ε
,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç (3.14).
Òîãäà ïåðåéäåì ê îöåíêå âåëè÷èíû γ(x, t) ïðè t > T . Ïóñòü ê ìî-

ìåíòó t > T ðåøåíèå x ñîâåðøèëî ðîâíî m ∈ N ïîëíûõ îáîðî-
òîâ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîìåæóòîê (0, t] ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò ðîâ-
íî m ïàð ïðîìåæóòêîâ ∆ε

k1
∪ ∆̃ε

k1
, . . . ,∆ε

km
∪ ∆̃ε

km
, k1, . . . , km ∈ Z (÷å-

ãî ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà L, òàêîãî, ÷òî
µ(Lx) = µ(x)). Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî km+1 ∈ Z, ÷òî ïðîìå-
æóòîê ∆ ≡ (0, t]\(∆ε

k1
∪ ∆̃ε

k1
∪ · · · ∪ ∆ε

km
∪ ∆̃ε

km
) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â

ìíîæåñòâå∆ε
km+1
∪ ∆̃ε

km+1
. Îöåíèì âåëè÷èíó 1

tγ(x, t), ïîëó÷èì:

1

t
γ(x, t) ≡ 1

t

∫ t

0

|ϕ̇(τ)| dτ ≤ 1

t

m∑
i=1

(∫
∆ki

+

∫
∆̃ki

|ϕ̇(τ)| dτ

)
+

1

t

∫
∆

|ϕ̇(τ)| dτ ≤

≤
∑m

i=1(1 + 2d) ·mes ∆ki

t
+

∑m
i=1(sin

2 ε+ 2d) ·mes ∆̃ki

t
+

+
1

t
· (1 + 2d) ·mes ∆ki+1

+
1

t
· (sin2 ε+ 2d) ·mes ∆̃ki+1

≤

≤
∑m

i=1(1 + 2d) · 3π · ε ·mes ∆̃ki∑m
i=1 mes ∆̃ki

+ 3 sin2 ε+ (1 + 2d) · ε+ (sin2 ε+ 2d).

Îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîåãî â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ñëåäóåò èç íåðà-
âåíñòâà (3.17), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì
(1+2d)·3πε, âòîðîå ñëàãàåìîå î÷åâèäíî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî 3ε2, îöåíêà
òðåòüåãî ñëàãàåìîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç (3.18), à îöåíêà ÷åòâåð-
òîãî ñëàãàåìîãî â ïåðâîì ïåðåõîäå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (3.15).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè t > T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

t
γ(x, t) ≤ (1+sin6 ε)·(3π·ε)+3ε2+(1+sin6 ε)·ε+(sin2 ε+sin6 ε) ≤ (6π+7)·ε

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (3.12).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè
è áëóæäàåìîñòè äëÿ äèàãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à òàê-
æå äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè).
Óñòàíîâëåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðîâ âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëå-

ìîñòè, à òàêæå ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è áëóæäàíèÿ íà ìíîæåñòâå
ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå äèà-
ãîíàëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Óñòàíîâëåíû òî÷íûå ãðàíèöû ñïåêòðà ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ íà ìíîæå-
ñòâå ðåøåíèé äèàãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíîìó
îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñïåêòð
ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ êîòîðîé ñîäåðæèò îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Óñòà-
íîâëåíà áëèçîñòü ïîêàçàòåëåé áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ê íóëþ äëÿ
ðåøåíèé ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Èíòåðåñíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè òî÷íûõ ãðàíèö ñïåêòðà:

ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, âñåõ õàðàêòåðñòèê êîëåáëåìîñòè è
áëóæäàåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Êðîìå òîãî, íåèçó÷åííûì îñòàåòñÿ
âèä ñïåêòðà âåðõíåãî ïîêàçàòåëÿ áëóæäàåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé
ïðîèçâîëüíîé äâóìåðíîé ëèíåéíîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû. Òàêæå îòêðû-
òûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î áëèçîñòè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ê íóëþ äëÿ ðåøåíèé
ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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