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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Îäíî èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà îñíîâûâàåòñÿ íà
êîíöåïöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð, àêòèâíîå èçó÷åíèå êîòîðûõ áûëî âïåðâûå
ïðåäïðèíÿòî Ñ. Â. Ôîìèíûì1, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ èäåé ïðåäñòàâëåíî, â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ2, 3, 4. Â ñëó÷àå ãàóññîâñêèõ ìåð íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
òàêîé àíàëèç ïîëó÷èë â ôîðìå èñ÷èñëåíèÿ Ìàëëÿâýíà, èçíà÷àëüíî ðàçðàáîòàííîãî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèé Õ¼ðìàíäåðà5, à âïîñëåäñòâèè íàøåäøåãî øèðîêîå
ïðèìåíåíèå â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè6, 7. Èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâýíà, ïî ñóòè,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèç íà ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ îïðåäåëåííîé
íà íåì ãàóññîâñêîé ìåðîé, íàçûâàåìîì àáñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Àíàëèç íà íåì ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâà ýòîé ìåðû, öåíòðàëüíóþ ðîëü
çäåñü èãðàåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Êàìåðîíà-Ìàðòèíà âñåõ âåêòîðîâ, ñäâèãè
âäîëü êîòîðûõ îñòàâëÿþò ãàóññîâñêóþ ìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé.

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî åñòåñòâåííûì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê
àáñòðàêòíîìó âèíåðîâñêîìó ïðîñòðàíñòâó ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Êàìåðîíà-Ìàðòèíà,
âäîëü êîòîðîãî è îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íîâûé ñâåò íà
ýòîò âîïðîñ ïðîëèë ïåðåõîä îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì. À èìåííî,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C([0, 1],M) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, 1] íà
êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè d. Ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ íà M ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ñòàíäàðòíîé ìåðû Âèíåðà íà
C([0, 1],Rd) ïîä äåéñòâèåì èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ñòîõàñòè÷åñêèì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì8, 9. Òàêèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ èçìåðèìûé
èçîìîðôèçì ìåæäó àáñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì C([0, 1],Rd) è
ìíîæåñòâîì ïóòåé C([0, 1],M).

Àíàëîã òåîðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûë âïåðâûå äîêàçàí â
ðàáîòå Á. Ê. Äðàéâåðà10, ãäå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ Êàìåðîíà-Ìàðòèíà, ïîðîæäàþò
ïîòîêè, îñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì.
Âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ êîììóòàòîðà. Êðîìå òîãî, îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ

1Ôîìèí Ñ. Â. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê. 1968. Ò. 23:1, � 139. Ñ. 221�222.

2Áîãà÷åâ Â. È. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû è èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿâýíà. ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè-
÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, Ìîñêâà � Èæåâñê, 2008.

3Äàëåöêèé Þ. Ë., Ôîìèí Ñ. Â. Ìåðû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. M.: Íàóêa, 1983.

4Àâåðáóõ Â. È., Ñìîëÿíîâ Î. Ã., Ôîìèí Ñ. Â. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. I. Äèôôåðåíöèðóåìûå ìåðû // Òðóäû Ìîñêîâñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáùåñòâà. 1971. Ò. 24. Ñ. 133�174.

5Malliavin P. Stochastic calculus of variation and hypoelliptic operators // Proc. Intern. Symp. SDE
Kyoto. Kinokuniya. 1978. Pp. 195�263.

6Bell D. R. The Malliavin Calculus. Dover, 2012.
7Nualart D. The Malliavin calculus and related topics. Vol. 1995. Springer, 2006.
8Hsu E. P. Stochastic analysis on manifolds. Vol. 38. American Mathematical Soc., 2002.
9Malliavin P. Stochastic analysis. Vol. 313. Springer, 1997.
10Driver B. K. A Cameron-Martin type quasi-invariance theorem for Brownian motion on a compact

Riemannian manifold // Journal of Functional Analysis. 1992. Vol. 110, no. 2. Pp. 272�376.
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ïîòîêîâ ïðè ïåðåíîñå îáðàòíî íà C([0, 1],Rd) íå ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàìè, à
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé ïðåäñêàçóåìûõ ïîâîðîòîâ è ïðåîáðàçîâàíèé
Ãèðñàíîâà. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïðèâåëè ê ââåäåíèþ áîëåå øèðîêîãî êëàññà
âåêòîðíûõ ïîëåé, íàçûâàåìûõ êàñàòåëüíûìè ïðîöåññàìè (èëè �ñîãëàñîâàííûìè
âåêòîðíûìè ïîëÿìè�), êîòîðîå ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé, ñóùåñòâåííî îïèðàþùåéñÿ íà ïîíÿòèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé11, 12, 13.

Â ñëó÷àå, êîãäà M = G åñòü ãðóïïà Ëè, ìíîæåñòâî C([0, 1], G) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé è íà íåì ïðèñóòñòâóåò åñòåñòâåííûé àíàëîã ñäâèãîâ - óìíîæåíèå
íà ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò. Ïîëíûé îòâåò íà âîïðîñ î êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òàêèõ ñäâèãîâ áûë äàí È.
Øèãåêàâîé14. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà G ââåäåíà áè-èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà, ìíîæåñòâî
àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé, óìíîæåíèå íà êîòîðûå
îñòàâëÿåò ìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé. Òàêèå ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè
ïðîöåññàìè, íî îòëè÷íûìè îò ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âåêòîðîâ
Êàìåðîíà-Ìàðòèíà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ ãðóïï
ïåòåëü15, 16, 17.

Èçó÷åíèå ìåð íà íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü äèôôóçèè ñî çíà÷åíèÿìè
â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóþò
ãðóïïû C(M,G) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M â ãðóïïó
Ëè G, íàçûâàåìûå òàêæå ãðóïïàìè òîêîâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèìåðîì
çäåñü ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ïåòåëü C(S1, G), ïðîöåññû ñî çíà÷åíèÿìè â êîòîðîé ñòðîèëèñü
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìíîãèìè àâòîðàìè18, 19, 20, 21. Êàê ïðàâèëî, ýòî áûëè àíàëîãè

11Cruzeiro A.-B., Malliavin P. Renormalized di�erential geometry on path space: structural equation,
curvature // Journal of Functional Analysis. 1996. Vol. 139, no. 1. Pp. 119�181.

12Cruzeiro A.-B., Malliavin P. Frame bundle of Riemannian path space and Ricci tensor in adapted
di�erential geometry // Journal of Functional Analysis. 2000. Vol. 177, no. 1. Pp. 219�253.

13Li X.-M. The stochastic di�erential equation approach to analysis on path space // New Trends in
Stochastic Analysis and Related Topics: A Volume in Honour of Professor K. D. Elworthy. 2011. Vol. 12.

14Shigekawa I. Transformations of the Brownian motion on the Lie group // North-Holland Mathe-
matical Library. 1984. Vol. 32. Pp. 409�422.

15Driver B. K. Integration by parts and quasi-invariance for heat kernel measures on loop groups //
Journal of Functional Analysis. 1997. Vol. 149, no. 2. Pp. 470�547.

16Sadasue G. Equivalence-singularity dichotomy for the Wiener measures on path groups and loop
groups // Journal of Mathematics of Kyoto University. 1995. Vol. 35, no. 4. Pp. 653�662.

17Malliavin M.-P., Malliavin P. Integration on loop groups. I. Quasi invariant measures // Journal of
Functional Analysis. 1990. Vol. 93, no. 1. Pp. 207�237.

18Inahama Y. Convergence of �nite dimensional distributions of heat kernel measures on loop groups //
Journal of Functional Analysis. 2003. Vol. 198, no. 2. Pp. 311�340.

19Norris J. R. Twisted sheets // Journal of Functional Analysis. 1995. Vol. 132, no. 2. Pp. 273�334.
20Epperson J. B., Lohrenz T. Di�usions on �nite-energy loop spaces // Soochow J. Math. 1994. Vol.

20, no. 1. Pp. 113�136.
21Driver B. K., R�ockner M. Construction of di�usions on path and loop spaces of compact Riemannian

manifolds // Comptes rendus de l'Acad�emie des sciences. S�erie 1, Math�ematique. 1992. Vol. 315, no. 5.
Pp. 603�608.
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áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èëè ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, òàêæå â ðàáîòàõ22, 23

ñ ïîìîùüþ, ñîîòâåòñòâåííî, òåîðèè ãðóáûõ ïóòåé è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà
íà ïðîñòðàíñòâàõ âòîðîãî ìàðòèíãàëüíîãî òèïà áûëè ïîñòðîåíû äèôôóçèîííûå
ïðîöåññû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàäàþòñÿ îïåðàòîðàìè Íåìûöêîãî. Òåì íå ìåíåå, äèôôóçèè
îáùåãî òèïà äî ñèõ ïîð íèãäå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Â ãëàâå 1 ýòîò ïðîáåë çàïîëíÿåòñÿ
è ñòðîÿòñÿ äèôôóçèîííûå ìåðû, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû òîêîâ.

Ñ àíàëîãîì òåîðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà â ýòîé ñèòóàöèè äåëî îáñòîèò
ñëîæíåå. Êàê áûëî ïîêàçàíî Ã. Ñàäàñóå24, äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
M = [0, 1] ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â C([0, 1], G),
ðàññìàòðèâàåìîå êàê ìåðà íà C([0, 1], C([0, 1], G)), íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî íèêàêèõ íåòðèâèàëüíûõ ñäâèãîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïàðàëëåëüíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì,
îïðåäåëèòü ìîæíî. Â ãëàâå 3 ââåäåí àíàëîã êàñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ïóòåé ãðóïïû òîêîâ è ïîñòðîåíû ïîðîæäåííûå èìè ïîòîêè, îñòàâëÿþùèå
ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì. Ïîëüçóÿñü òåì,
÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íà àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïî ñóùåñòâó çàâèñèò òîëüêî îò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà,
êàñàòåëüíûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñíà÷àëà ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîíîðìàëüíûõ
ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, íåçàâèñèìî îò âûáîðà êîíêðåòíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà,
êàê îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ â
ñìûñëå Ìàëëÿâýíà.

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâà, ñîãëàñîâàííûõ ñ ïîòîêîì
σ-àëãåáð, ïîðîæäåííûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è
íåñîãëàñîâàííûå òðàíñôîðìàöèè, ÷òî, îäíàêî, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
ðåãóëÿðíîñòè. Â ïëîñêîì ñëó÷àå ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî èçëîæåíû, ê ïðèìåðó,
â êíèãàõ25, 26, íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ð.
Ðàìåðà27, óòâåðæäàþùàÿ êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ãàóññîâñêèõ ìåð îòíîñèòåëüíî
øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííàÿ èì ôîðìóëà äëÿ
ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå è íà íåãàóññîâñêèå ìåðû,
îáëàäàþùèå ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà
ïîäïðîñòðàíñòâà28, 29. Â ãëàâå 4 àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â ñëó÷àå

22Inahama Y., Kawabi H. Large deviations for heat kernel measures on loop spaces via rough paths //
Journal of the London Mathematical Society. 2006. Vol. 73, no. 3. Pp. 797�816.

23Brze�zniak Z., Carroll A. Approximations of the Wong�Zakai type for stochastic di�erential equations
in M-type 2 Banach spaces with applications to loop spaces // S�eminaire de Probabilit�es XXXVII.
Springer, 2003. Pp. 251�289.

24Sadasue G. A non quasi-invariance of the Brownian motion on loop groups // Osaka Journal of
Mathematics. 2004. Vol. 41, no. 4. Pp. 949�960.

25 �Ust�unel A. S., Zakai M. Transformation of measure on Wiener space. Springer, 2000.
26Áîãà÷åâ Â. È. Ãàóññîâñêèå ìåðû. Ì.: Íàóêà, 1997.
27Ramer R. On nonlinear transformations of Gaussian measures // Journal of Functional Analysis.

1974. Vol. 15, no. 2. Pp. 166�187.
28Smolyanov O. G., Weizs�acker H. v. Change of measures and their logarithmic derivatives under

smooth transformations // Comptes rendus de l'Acad�emie des sciences. S�erie 1, Math�ematique. 1995.
Vol. 321, no. 1. Pp. 103�108.

29Smolyanov O. G., Weizs�acker H. v. Di�erentiable Families of Measures // Journal of Functional
Analysis. 1998. Vol. 118, no. 2. Pp. 454�476.
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íàëè÷èÿ àíòèêîììóòèðóþùèõ êîîðäèíàò è ñòðîÿòñÿ ïîòîêè íà ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ,
îñòàâëÿþùèå ðàññìàòðèâàåìóþ ñóïåðìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé.

Êàê ïðàâèëî, áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà ãðóïïå òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íî ñóùåñòâóåò è äðóãîé ïîäõîä,
èñïîëüçóþùèé êîíå÷íîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
×åðíîâà3031, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé ôîðìóëû Òðîòòåðà. Â ëèòåðàòóðå
ïðèáëèæåíèÿ òàêîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå �ôåéíìàíîâñêèõ�, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå ïðåäåëà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì, àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê áûë âïåðâûå îïðåäåëåí çíàìåíèòûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà. Îäíèì èç
ïðåèìóùåñòâ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû ñ
ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, äëÿ êîòîðûõ íå ðàáîòàåò ïðîöåäóðà ïåðåíîñà ñ àëãåáðû
Ëè, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Â ãëàâå
2 ìû ñòðîèì ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà ïðàâî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé
ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå Ëè G, èìåþùèõ ëåâûå ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Ìû
òàêæå ðàññìàòðèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà G è íåñêîëüêî èíûìè
ìåòîäàìè ñòðîèì ê íåìó ïðèáëèæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Öåëü ðàáîòû. Ïðèìåíèòü ìåòîä êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà ãðóïïàõ òîêîâ. Ïîñòðîèòü ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå
Ñêîðîõîäà ïðàâî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå Ëè, èìåþùèõ ëåâûå
ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Ïîñòðîèòü ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà ãðóïïå Ëè. Ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Ðàìåðà äëÿ ñóïåðìåð,
äèôôåðåíöèðóåìûõ âäîëü ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â
ñëåäóþùåì:

1. Ðàçðàáîòàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèé íà ãðóïïå òîêîâ,
äîïóñêàþùèé îáîáùåíèå íà ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

2. Ïîñòðîåíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû Ëåâè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè,
ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà.

3. Ïîñòðîåíû ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê èíòåãðàëàì ïî ðàñïðåäåëåíèþ
áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè.

4. Äîêàçàíà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ñóïåðìåð, îáëàäàþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà,
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîòîêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðîñòðàíñòâà è
âûâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, àíàëîãè÷íàÿ
ôîðìóëå Ðàìåðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìåðû,
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ, à òàêæå ðÿä îðèãèíàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

30Cherno� P. R. Note on product formulas for operator semigroups // Journal of Functional Analysis.
1968. Vol. 2, no. 2. Pp. 238�242.

31Smolyanov O. G., Tokarev A. G., Truman A. Hamiltonian Feynman path integrals via the Cherno�
formula // Journal of mathematical physics. 2002. Vol. 43, no. 10. Pp. 5161�5171.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ìåðû,
ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà

• ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä
ðóêîâîäñòâîì Î. Ã. Ñìîëÿíîâà, Å. Ò. Øàâãóëèäçå, 2009�2016 ãã., íåîäíîêðàòíî.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, 2012 ã., 2016 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ Á. Ì. Ëåâèòàíà,
Ìîñêâà, 2014 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Íàóêà áóäóùåãî¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2014 ã.

• ñåìèíàðå ¾Êâàíòîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. Â.
Êîçëîâà, È. Â. Âîëîâè÷à, Ñ. Â. Êîçûðåâà, À. Ñ. Òðóøå÷êèíà, Ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, 2012 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ
àâòîðà, â òîì ÷èñëå â 3 ñòàòüÿõ [1�3], îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ
èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 87 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 102 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ äèôôóçèé íà ãðóïïå C(M,G), íàçûâàåìîé
�ãðóïïîé òîêîâ�, íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿM
â êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g àëãåáðó Ëè G, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîöåññ xt ñî
çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå C(M, g), íà êîòîðîì çàäàíà ñòðóêòóðà àáñòðàêòíîãî
âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ãèëüáåðòîâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Êàìåðîíà-Ìàðòèíà
H. Íàñ èíòåðåñóþò äèôôóçèè, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðîì âèäà

Lf =
1

2
TrH σ(g)∗f ′′(g)σ(g) + (b(g), f ′(g))H , (1)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: îòîáðàæåíèå f èç C(M,G) â
íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B ÿâëÿåòñÿ H-äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå g, åñëè



6

äëÿ êàæäîãî h ∈ H ôóíêöèÿ t 7→ f(g(·)eth(·)) äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â òî÷êå
t = 0 è

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

f(geth) = f ′(g)h,

ãäå f ′(g) ∈ L(H,B). Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ
îòîáðàæåíèÿ f ′ : C(M,G)→ L(H,B).

Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ M
ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à

∂tgt(z) = gt(z)∂txt(z), g0(z) = ξ(z), z ∈M, (2)

íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, â êîòîðîå, â ñèëó êîìïàêòíîñòè, ìîæåò áûòü âëîæåíî G.
Çäåñü ξ åñòü íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà C(M,G). Ïðè ðàçóìíîì âûáîðå
xt(z) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå (2) îáëàäàåò
íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ âåðñèåé. Åñëè ïðè ýòîì xt ìîæåò
áûòü âûðàæåíî ÷åðåç gt êàê

xt =

∫ t

0

σ(gt)dWt +

∫ t

0

b(gt)dt,

ãäå Wt åñòü áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà C(M, g), òî óðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò
èñêîìóþ äèôôóçèþ, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì (1). Ñóùåñòâîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî
èíòåãðàëà â ýòîé ôîðìóëå äîêàçûâàåòñÿ â ïåðâîì ðàçäåëå:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ýòî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî C(M, g), à H
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

sup
x∈H,|x|H61

|x(z)− x(z′)|g 6 Cd(z, z′)γ, ∀z, z′ ∈M, (3)

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Âûáåðåì íåïðåðûâíûé L(H)-çíà÷íûé Ft-ïðåäñêàçóåìûé
ïðîöåññ σt, äëÿ êîòîðîãî E sups6T ‖σs‖L(H) <∞ äëÿ ëþáîãî T > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé íåïðåðûâíûé X-çíà÷íûé ïðîöåññ yt, ÷òî äëÿ êàæäîãî φ ∈ X∗ âûïîëíåíî:

〈φ, yt〉 =

∫ t

0

(σ∗sφ, dWs),

ãäå èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ32.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì âîçìîæíîñòü ïåðåíîñà X-çíà÷íîãî
ñåìèìàðòèíãàëà âèäà xt =

∫ t
0
σsdWs +

∫ t
0
bsds, ãäå âòîðîé èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â

ñìûñëå Áîõíåðà, íà ãðóïïó òîêîâ C(M,G) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2).
Â òðåòüåì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé{

xt =
∫ t

0
σ(s, gs)dWs +

∫ t
0
b(s, gs)ds,

∂tgt(z) = gt(z)∂txt(z), g0(z) = ξ(z), z ∈M.
(4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ìèíèìàëüíóþ çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó C(M,G), ñîäåðæàùóþ
ýëåìåíòû âèäà ex(·) äëÿ âñåõ x ∈ X. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà
êîýôôèöèåíòû:

32Da Prato G., Zabczyk J. Stochastic equations in in�nite dimensions. Cambridge university press,
2014.
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1. σ : [0,∞)×Y → L(H) íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè íîðìû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
íà ëþáîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå.

2. b : [0,∞) × Y → H íåïðåðûâíî â íîðìå X è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî íîðìå
H íà êàæäîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå.

3. σ, b ëèïøèöåâû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî z ∈M è T > 0, ðàâíîìåðíî
ïî t ∈ [0, T ] è g ∈ Y , âûïîëíåíî:

|(σ(t, g)− σ(t, g′))∗δz| 6 Cρ(g(z), g′(z)),
|(b(t, g)− b(t, g′), δz)| 6 Cρ(g(z), g′(z)),

ãäå êîíñòàíòà C ìîæåò çàâèñåòü îò z è T . Çäåñü δz îáîçíà÷àåò ôóíêöèîíàë
x 7→ x(z) êàê ýëåìåíò X∗ ⊂ H.

Òåîðåìà 2. Åñëè σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1,2, òî óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò
ñëàáîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1-3, òîãäà

óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî

ýëåìåíòà ξ íà Y .

Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4) ìû ñòðîèì äèôôóçèþ íà Y è ïîëó÷àåì
ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1-3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P a

ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ (4) äëÿ ξ ≡ a, òîãäà, åñëè σ è β íå çàâèñÿò îò t, ñåìåéñòâî
{P a}a∈Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ äèôôóçèþ, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì

L, îïðåäåëåííûì êàê â (1).

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññîâ
íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè, èñïîëüçóþùèé êîíå÷íîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ,
ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà33, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé
ôîðìóëû Òðîòòåðà. Â ëèòåðàòóðå ïðèáëèæåíèÿ òàêîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå
�ôåéíìàíîâñêèõ�, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðåäåëà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ
ïî êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûë âïåðâûå îïðåäåëåí
çíàìåíèòûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü
ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, äëÿ êîòîðûõ íå ðàáîòàåò ïðîöåäóðà
ïåðåíîñà ñ àëãåáðû Ëè, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ äèôôóçèîííûõ
ïðîöåññîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû ñòðîèì ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà
D([0,∞), G) ïðàâî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå Ëè G, èìåþùèõ
ëåâûå ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Âî âòîðîì ðàçäåëå ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì
÷àñòíûé ñëó÷àé áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà G è íåñêîëüêî èíûìè ìåòîäàìè ñòðîèì ê
íåìó ïðèáëèæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Íàøà êîíñòðóêöèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé èäåå. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé
ñîïðÿæåííî-èíâàðèàíòíûé ïðîöåññ Ëåâè gt íà G, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì L.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {P (t, x, dy), t > 0, x ∈ G} íà G òàêèõ,
÷òî îïåðàòîðû P (t)f(x) =

∫
G
f(y)P (t, x, dy) îáðàçóþò ñèëüíî íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî

â L(C(G)), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

33Cherno� P. R. Note on product formulas for operator semigroups // Journal of Functional Analysis.
1968. Vol. 2, no. 2. Pp. 238�242.
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1. Äëÿ âñåõ t > 0 îïåðàòîðû P (t) êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè ëåâîãî è ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûìè êàê Lhf(g) = f(hg) èRhf(g) = f(gh) äëÿ f ∈ C(G).

2. Äëÿ âñåõ f èç íåêîòîðîãî ÿäðà D ⊂ D(L) îïåðàòîðà L ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→0

P (t)f − f
t

= Lf.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P = {0 = t0 6 . . . 6 tn < ∞} ïîëóèíòåðâàëà [0,∞),
îïðåäåëèì ìåðó

νP(dx) = P (t1 − t0, e, dxt1) . . . P (tn − tn−1, xtn−1 , dxtn)

íà ïðîñòðàíñòâå GP = {(xt1 , . . . , xtn), xti ∈ G}. Ïîñòðîèâ ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ òðàåêòîðèÿìè â D([0,∞), G), ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî â òî÷êàõ
ðàçáèåíèÿ P åñòü νP , ïðè ìàëîé ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå ê
ðàñïðåäåëåíèþ gt. Àïïðîêñèìàöèè òàêîãî òèïà èçó÷àëèñü ðàíåå äëÿ ïðîöåññîâ íà
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè34.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé. Âûáåðåì íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ
P1 = {0 = s0 6 . . . 6 sm < ∞}, P2 = {0 = t0 6 . . . 6 tn < ∞}, òîãäà P =
P1 × P2 çàäàåò ðàçáèåíèå êâàäðàòà [0,∞) × [0,∞). Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì,
åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ñîñòàâèòü ìàðêîâñêóþ öåïü ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
P ((si−si−1)(tj−tj−1), x, dy), i = 0, . . .m, j = 0, . . . n. Îäíàêî, åñëè G íåêîììóòàòèâíà,
íà÷èíàåò èãðàòü ðîëü òî, â êàêîì ïîðÿäêå ìû âûáèðàåì êëåòêè [si−1, si] × [tj−1, tj].
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèáëèæåíèÿ áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò âûáðàííîãî
ïîðÿäêà, êîòîðûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå
â ïðåäåëå ïîëó÷èëñÿ ïðîöåññ, ñîâïàäàþùèé ñ ïîñòðîåííûì â ïåðâîé ãëàâå.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü L(s, x, dy) íà GP2 , îïðåäåëåííóþ êàê

L(s, x, dy) =

=

∫
G

...

∫
G

f(yt1 , ..., ytn)P (s · (t1 − t0), xt1 , dyt1)P (s · (t2 − t1), xt2x
−1
t1
yt1 , dyt2)...

...P (s · (tn − tn−1), xtnx
−1
tn−1

ytn−1 , dytn).

Èñïîëüçóÿ åå êàê óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòîëáöîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà,
îïðåäåëèì ìåðó µP íà GP = {(xsi,tj)i,j, xsi,tj ∈ G} êàê:

µP(dx) =
m∏
i=1

LP
2

(si − si−1, (xsi−1,tj)j, d(xsi,tj)j),

ãäå (xsi,tj)j îáîçíà÷àåò i-òûé ñòîëáåö êàê ýëåìåíò GP2 .
Îïðåäåëèì òåïåðü âëîæåíèå IP : GP 7→ E = D([0,∞), D([0,∞), G)) êàê

IP(x)(s, t) = xsi,tj , (s, t) ∈ [si, si+1)× [tj, tj+1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî IP íåïðåðûâíî è ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàç µP = µP◦(IP)−1

êàê ìåðó íà E. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîãî ðàçäåëà.

34Smolyanov O. G.,Weizs�acker H. v.,Wittich O. Cherno�'s theorem and discrete time approximations
of Brownian motion on manifolds // Potential Analysis. 2007. Vol. 26, no. 1. Pp. 1�29.
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Òåîðåìà 5. Äëÿ êàæäîãî s > 0 ïóñòü {gs(t), t > 0} � ýòî íà÷èíàþùèéñÿ â åäèíèöå

ïðîöåññ Ëåâè íà G, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì (sL,D(L)). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

R(s) îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå Bb(D([0,∞), G)) îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ

ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé, îïðåäåëåííîå êàê

R(s)f(x) = Ef(x(·)gs(·)).

Òîãäà ñåìåéñòâî {R(s), s > 0} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ ïîëóãðóïïó, ïîðîæäàþùóþ

D([0,∞), G)-çíà÷íûé ïðîöåññ Ëåâè ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ. Åå ñóæåíèå íà

ïðîñòðàíñòâî UCb(D([0,∞), G)) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé D([0,∞), G) → R ñèëüíî ïðàâî-íåïðåðûâíî ïî t. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé Pn, ìåëêîñòè êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ, à êðàéíèå òî÷êè - ê áåñêîíå÷íîñòè, ìåðû µP
n
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ ïðè n→∞.

Â ñëó÷àå áðîóíîâñêîãî ëèñòà íàì íóæíû íåïðåðûâíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîýòîìó
âìåñòî ïðèâåäåííîãî âûøå îòîáðàæåíèÿ IP ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíóþ
èíòåðïîëÿöèþ, ñòðîÿùóþ íåïðåðûâíóþ òðàåêòîðèþ ïî òî÷êàì ðàçáèåíèÿ P
êâàäðàòà [0, 1]2, è ñ ïîìîùüþ íåå ïîëó÷àåì ìåðó µP íà C([0, 1]2, G).

Òåîðåìà 6. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Pn êâàäðàòà [0, 1]2,
ìåëêîñòè êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ìåðû µP

n
íà C([0, 1]2, G) ñëàáî

ñõîäÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ µ áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà G.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íà ãðóïïå òîêîâ C(M,G), òî åñòü äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà,
ïîðîæäåííîãî áåñêîíå÷íîìåðíûì Ëàïëàñèàíîì Lf(g) = 1

2
TrH f

′′(g), ãäå H �
ïðîèçâîëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòðàíñòâîì Êàìåðîíà-
Ìàðòèíà íåêîòîðîé ãàóññîâñêîé ìåðû íà C(M, g) è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3).

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ñèòóàöèÿ è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà â òåðìèíàõ èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà, à âî
âòîðîì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè êîíñòðóêöèè ïðèíèìàþò åñòåñòâåííûé
âèä â êîíòåêñòå àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, íà êîòîðîì
çàäàíà ñòðóêòóðà àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,H, i). Ïîëîæèì Ω :=
C([0, 1], X), à ÷åðåç P îáîçíà÷èì ðàñïðåäåëåíèå X-çíà÷íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Îïðåäåëèì j(k)(t) :=

∫ t
0
(ks, dWs), ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñòîõàñòè÷åñêîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ íà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ35 îòíîñèòåëüíî öèëèíäðè÷åñêîãî
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿWt, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðîöåññà {w 7→ 〈wt, f〉, t ∈
[0, 1], f ∈ X∗} íà âñå f ∈ H. Òîãäà (Ω, L2[0, 1] ⊗ H, j) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
àáñòðàêòíîå âèíåðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíòû H ñ
èõ îáðàçàìè ïðè âëîæåíèè â X è ïîëàãàòü H ⊂ X. Òàêîå æå îòîæäåñòâëåíèå áóäåì
ïðîâîäèòü äëÿ îáðàçîâ ýëåìåíòîâ K â Ω.

Äëÿ êàæäîãî t > 0 îïðåäåëèì Ft êàê çàìûêàíèå σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííûõ
{Ws, s 6 t}. Ðàññìîòðèì Ft-ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû Ut è ct, ñî çíà÷åíèÿìè,
ñîîòâåòñòâåííî, â L(H) è H. Ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà L(H) ââåäåíà
áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîïîëîãèè íîðìû. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû Ut

35Da Prato G., Zabczyk J. Stochastic equations in in�nite dimensions. Cambridge university press,
2014.
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ïî÷òè íàâåðíîå ÿâëÿëîñü èçîìåòðèåé, òî åñòü |Uth|H = |h| ï.í. äëÿ êàæäûõ
h ∈ H, t ∈ [0, 1], à ct(w) áûëî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíî íà [0, 1]× Ω.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Φ̃U,c : L2([0, 1], H) 7→ L2(Ω, P ) âèäà

Φ̃U,c(k) :=

∫ 1

0

(Utkt, dWt) +

∫ 1

0

(kt, ct)dt.

Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ej}∞1 ⊂ Ω∗ ⊂ K. Õîðîøî
èçâåñòíî36, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

w =
∞∑
1

〈ei, w〉ei,

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â C([0, 1], X) ïî÷òè íàâåðíîå.

Òåîðåìà 7. Ðÿä

ΦU,c(w) :=
∞∑
0

Φ̃U,c(ei)ei

ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå â íîðìå C([0, 1], X) è îòîáðàæåíèå w 7→ ΦU,c(w)
ïåðåâîäèò ìåðó P â êâàçè-èíâàðèàíòíóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AF ìíîæåñòâî ΦU,c äëÿ âñåõ U è c, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì. Îòîáðàæåíèå ΦU,c ìîæíî íåôîðìàëüíî çàïèñàòü â
âèäå

ΦU,c(w)t =

∫ t

0

U∗s dws +

∫ t

0

csds.

Ðàññìîòðèì Ft-ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû At è bt, ñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî,
â L(H) è H. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû At ïî÷òè íàâåðíîå áûëè êîñî-ñèììåòðè÷íûìè, òî
åñòü At + A∗t = 0 ïî÷òè íàâåðíîå. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî At(w) è bt(w)
ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû íà [0, 1]× Ω.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå AA,b : L2([0, 1], H) 7→ L2(W ) êàê

AA,b(k) :=

∫ 1

0

(Atkt, dWt) +

∫ 1

0

(kt, bt)Hdt.

Áóäåì íàçûâàòü AA,b êàñàòåëüíûì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè (A, b). Ìíîæåñòâî
êàñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ âñåõ A, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ èçëîæåííûì âûøå óñëîâèÿì,
îáîçíà÷èì ÷åðåç AV . Â íåôîðìàëüíîé çàïèñè, òàêîé ïðîöåññ èìååò âèä

AA,b(w)t =

∫ t

0

A∗sdws +

∫ t

0

bsds.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð DA,b äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà AA,b
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FC∞0 (Ω) ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà F =
f(W (k1), . . . ,W (kn)), ãäå f ∈ C∞0 (Rn), k1, . . . , kn ∈ K. Äëÿ òàêîé F ∈ FC∞0 (Ω)
ïîëàãàåì

DA,bF :=
∑n

i=1
∂if(W (k1), . . . ,W (kn))AA,b(ki).

36Áîãà÷åâ Â. È. Ãàóññîâñêèå ìåðû. Ì.: Íàóêà, 1997. òåîðåìà 3.4.4.
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Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà DA,b â
L2(Ω.P ), êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì, à åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
� ÷åðåç D1,2

A,b.

Òåîðåìà 8 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü F,G ∈ FC∞0 (Ω), òîãäà èìååò ìåñòî

ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

EDA,bFG = −EFDA,bG+ EFG

∫ 1

0

(bt, dWt).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêà,
ïîðîæäåííîãî ôèêñèðîâàííûì êàñàòåëüíûì ïðîöåññîì.

Òåîðåìà 9. Îáîçíà÷èì X := L2
λ⊗P ([0, 1]×Ω, L(H)), Y := L2

λ⊗P ([0, 1]×Ω, H), ãäå λ �

ýòî ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà A = AA,b ∈
AV ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè îòîáðàæåíèÿ

A : X × Y → X, (Ut, ct) 7→ A(ΦU,c(w)),
b : X × Y → Y, (Ut, ct) 7→ b(ΦU,c(w)),

îïðåäåëåííûå íà òåõ Ft-ïðåäñêàçóåìûõ ïàðàõ ïðîöåññîâ Ut, ct, äëÿ êîòîðûõ ΦU,c ∈
AF . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîòîê w 7→ Φα(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ìåðà P êâàçè-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Φα, òî åñòü P è P◦(Φα)−1

ýêâèâàëåíòíû äëÿ âñåõ α.

2. Φ0(w) = w ïî÷òè íàâåðíîå.

3. Φα ◦ Φβ = Φα+β ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ ëþáûõ α, β > 0.

4. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F ∈ FC∞0 (Ω) êîìïîçèöèÿ F (Φα(w)) îáëàäàåò àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ïî α âåðñèåé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

d

dα
F (Φα(w)) = DA,bF (Φα(w)).

Â òðåòüåì ðàçäåëå ìû ïåðåíîñèì âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû íà ãðóïïó òîêîâ
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X = C(M, g), äëÿ z ∈ M è v ∈ g
îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë (δz ⊗ v)(f) := (f(z), v)g. Ïóñòü A = AA,b ∈ AV , äëÿ êàæäîãî
z ∈M ðàññìîòðèì g-çíà÷íûé ñåìèìàðòèíãàë

At(z) :=
∑
j

A(I[0,t] ⊗ (δz ⊗ vj))vj,

ãäå {vj} � ýòî íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ g. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

J(A)t(z) := Adgt(z)

∫ t

0

Adg−1
s (z)∂As(z).

ãäå Adgx := g−1xg. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {J(A),A ∈ AV} áóäåì íàçûâàòü
êàñàòåëüíûìè ïðîöåññàìè ê ïðîñòðàíñòâó ïóòåé ãðóïïû òîêîâ.
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Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî FC∞c (ΩG) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà F =
f(gt1(z1), . . . , gtn(zn)), ãäå f ∈ C∞(Gn). Ïóñòü {kt(z), z ∈ M, t ∈ [0, 1]} � íåêîòîðîå
ñåìåéñòâî g-çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Áóäåì îáîçíà÷àòü:

(∇F, k) :=
n∑
j=1

d

ds
|s=0f(gt1(z1), . . . , gtj(zj)e

sktj (zj), . . . , gtn(zn)).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü AA,b ∈ AV, òîãäà FC∞c (ΩG) ⊂ D1,2
A,b è äëÿ ëþáîãî F ∈ FC∞c (ΩG)

âûïîëíÿåòñÿ DA,bF = (∇F, J(AA,b)), à òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

E(∇F, J(AA,b)) = EF

∫ 1

0

(bt, dWt).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) äëÿ ξ ≡ e îïðåäåëÿåò èçìåðèìûé èçîìîðôèçì I :
C([0, 1], C(M, g)) → C([0, 1], C(M,G)). Ïóñòü A ∈ AV � ýòî íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé
ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 9, à Φα � ïîðîæäåííûé èì ïîòîê, òîãäà
Ψα := I ◦Φα◦I−1 îïðåäåëÿåò ïîòîê íà ΩG, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì
ïóíêòàì 1�4 òåîðåìû 9.

Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ãðóïïû ïåòåëü, êîãäàM = S1

è H = {h : ï.â. ∃ḣ,
∫
S1 |ḣ(t)|2gdt < ∞, h(0) = 0}. Ýòîò ñëó÷àé çàìå÷àòåëåí òåì,

÷òî íà H ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ðàçâèòàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ àëãåáðû
Ëè37, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà,
çàäàâàåìàÿ ïðîöåññîì U(t), ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå èçîìåòðè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ íà H è îáëàäàþùåì ñèëüíî íåïðåðûâíîé âåðñèåé38.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü h(t) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1] → H, äëÿ

êîòîðîãî
∫ 1

0
|ḣ(t)|2Hdt < ∞. Òîãäà íàéäåòñÿ êàñàòåëüíûé ïðîöåññ A òàêîé, ÷òî

J(A)t(z) = (U(t)h(t))(z) =: Uht(z) è ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííûé èì ïîòîê Ψα. Êðîìå

òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

E(∇F,Uh) = EF

∫ 1

0

(U(t)ḣ(t) + 1/2 RicU(t)h(t), dWt),

ãäå Ric îáîçíà÷àåò òåíçîð Ðè÷÷è íà H 39.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì íà ñëó÷àé ñóïåðìåð íà
ñóïåðïðîñòðàíñòâå ðåçóëüòàòû î êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè íåãàóññîâñêèõ ìåð,
äèôôåðåíöèðóåìûõ âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäïðîñòðàíñòâà, îòíîñèòåëüíî
íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé40.

37Driver B. K., Lohrenz T. Logarithmic Sobolev inequalities for pinned loop groups // Journal of
Functional Analysis. 1996. Vol. 140, no. 2. Pp. 381�448.

38Driver B. K. Integration by parts and quasi-invariance for heat kernel measures on loop groups //
Journal of Functional Analysis. 1997. Vol. 149, no. 2. Pp. 470�547.

39Fang S., Franchi J. De Rham�Hodge�Kodaira operator on loop groups // Journal of Functional
Analysis. 1997. Vol. 148, no. 2. Pp. 391�407.

40Smolyanov O. G., Weizs�acker H. v. Change of measures and their logarithmic derivatives under
smooth transformations // Comptes rendus de l'Acad�emie des sciences. S�erie 1, Math�ematique. 1995.
Vol. 321, no. 1. Pp. 103�108.
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Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ
ñóïåðïðîñòðàíñòâ. Âî âòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñóïåðìåðû è ââîäÿòñÿ
óñëîâèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû ïðåîáðàçîâàíèé.

Ðàññìîòðèì ñóïåðïðîñòðàíñòâî EΛ = (EΛ)0 ⊕ (EΛ)1 = (E0 ⊗ Λ0) ⊕ (E1 ⊗ Λ1) íàä
êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé ñóïåðàëãåáðîé Λ = Λ0 ⊕ Λ1 ñ òðèâèàëüíûì àííóëÿòîðîì
íå÷åòíîé ÷àñòè. Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû E1 áûëî êîíå÷íîìåðíî. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïèñàòü EΛ 3 x = y + θ, y ∈ (EΛ)0, θ ∈ Λd

1 = (EΛ)1. Îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííûé ê
x ýëåìåíò êàê x := y − θ.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P = {
∑
α

fαθ
α, α � ìóëüòèèíäåêñ}.

Ñóïåðìåðîé íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå EΛ íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà E0 ñî
çíà÷åíèÿìè â P , à èíòåãðàë ïî íåé îò ôóíêöèè f : E0 ⊕ (EΛ)1 → Λ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê: ∫

EΛ

f(x)dµ =

∫
Λd

1

∫
E0

f(y, θ)µ(dy)(θ)

 dθ.

Çäåñü âíåøíèé èíòåãðàë � èíòåãðàë ïî àíòèêîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì41, 42, à
âíóòðåííèé � áèëèíåéíûé èíòåãðàë43 îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ.

×åðåç Sn(EΛ, FΛ, GΛ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî n ðàç íåïðåðûâíî
ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìûõ âäîëü ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà FΛ îòîáðàæåíèé EΛ → GΛ.
Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâî HΛ ïðîñòðàíñòâà EΛ, êîòîðîå ìîæåò
áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ìíîæåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

l2(Λ) :=

{
x = (xki ),

∑
i,k

‖xki ‖2 <∞, xkj ∈ Λk, k = 0, 1

}
.

Ýëåìåíò x ∈ HΛ, ó êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû êðîìå xki ðàâíû íóëþ, áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê xki ⊗ eki . Äëÿ ñóïåðãîìîìîðôèçìà A : HΛ → HΛ åãî ñóïåðñëåä îáîçíà÷èì êàê
StrA.

Ôèêñèðóåì ñóïåðìåðó µ íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå EΛ è âûáåðåì íåêîòîðîå
ïîäïðîñòðàíñòâîH ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé k : EΛ → HΛ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. k(x) = k0(y) + k1(y, θ), ãäå k0 ∈ S1((EΛ)0, (HΛ)0; (HΛ)0), k1 ∈ S1(EΛ, HΛ; (HΛ)1)∩
S∞(EΛ, (EΛ)1; (HΛ)1).

2. ‖k1‖∞ := supy∈(EΛ)0,i=1,...,d ‖k1
i (y, ·)‖P <∞.

3. ‖k0‖∞ := supy∈(EΛ)0
‖k0(y)‖HΛ

<∞.

4. Ñóïåðñëåä Str k′(x) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðÿäà â L1(EΛ, µ), ãäå k′

îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ âäîëü HΛ.

41Õðåííèêîâ À. Þ. Ñóïåðàíàëèç. Ôèçìàòëèò Ì., 2005.
42Âëàäèìèðîâ Â. Ñ., Âîëîâè÷ È. Â. Ñóïåðàíàëèç. II. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå // Òåîðåòè÷åñêàÿ

è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. 1984. Ò. 60, � 2. Ñ. 169�198.
43Ma T.-W. Banach-Hilbert spaces, vector measures and group representations. World Scienti�c, 2002.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà H îïðåäåëåíà íîðìà ‖k‖H := ‖k0‖∞ + ‖k1‖∞.
Îïðåäåëèì òàêæå êëàññ F ïîòîêîâ {Ft, t ∈ [0, 1]} äèôôåîìîðôèçìîâ

ñóïåðïðîñòðàíñòâà, âìåñòå ñî ñâîèìè îáðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè äîïóñêàþùèõ
ðàçëîæåíèÿ:

Ft(x) = Ft(y, θ) = F (t, y, θ) = y + θ + h0
t (y) + h1

t (y, θ),
F−1
t (x) = F−1

t (y, θ) = F−1(t, y, θ) = y + θ + k0
t (y) + k1

t (y, θ)

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. Ft è F
−1
t íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî t.

2. h0
t , k

0
t , ∂th

0
t , ∂tk

0
t ∈ S1((EΛ)0, (HΛ)0, (HΛ)0) äëÿ âñåõ t.

3. h1
t , k

1
t , ∂th

1
t , ∂tk

1
t ∈ S1(EΛ, HΛ, (HΛ)1) ∩ S∞(EΛ, (EΛ)1, (HΛ)1) äëÿ âñåõ t.

4. ∂tF
−1
t ◦ Ft ∈ H äëÿ âñåõ t.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû -
ôîðìóëû ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îáðàçîâ ìåðû îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîòîêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ è èõ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-
Íèêîäèìà îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìåðû.

Ãîâîðèì, ÷òî ñóïåðìåðà µ îáëàäàåò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé β âäîëü
ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà HΛ, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ S1(EΛ, HΛ; Λ),
îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè,
âûïîëíåíî: ∫

φ(x)′hµ(dx) = −
∫
φ(x)β(h, x)µ(dx)

äëÿ âñåõ h ∈ HΛ. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå h 7→ β(h, x) ïî÷òè âñþäó
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì è ïî÷òè âñþäó β(hki ⊗ eki , x) = hki β(eki , x) äëÿ íåêîòîðûõ
β(eki , x) ∈ P . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ
âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü µ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ β(h, x) âäîëü HΛ,

äëÿ êîòîðîé k →
∑

i,j k(·)jiβ(eji , ·) =: β(k(·), ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå H → L1(EΛ, µ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ H ñóùåñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

ïðîèçâîäíàÿ µ âäîëü k, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

βk(x) = β(k(x), x) + Str k′(x).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü µ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ β(h, x) âäîëü HΛ,

äëÿ êîòîðîé k →
∑

i,j k(·)jiβ(eji , ·) =: β(k(·), ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå H → L1(EΛ, µ). Âûáåðåì íåêîòîðîå F ∈ F , òîãäà ñåìåéñòâî

{µt = µF−1
t } ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìî è µ′t = ρtµt, ãäå

ρt = β(∂tF
−1
t , F−1

t ) + Str(∂tF
−1
t ◦ Ft)′ ◦ F−1

t .

Òåîðåìà 14. Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðåäïîëîæèì òàêæå:

1. Λ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà.
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2. Ñóæåíèÿ Ft íà E0 ≡ {1 ⊗ v, v ∈ E0} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãîìåîìîðôèçìû

ïðîñòðàíñòâà E0.

3. µt íåïðåðûâíû ïî âàðèàöèè íà [0, 1].

4. |µ0| + |µ1|-ïî÷òè âñþäó ρt ïðèíèìàåò ÷åòíûå çíà÷åíèÿ è
∫ 1

0
ρtdt ñóùåñòâóåò

â ñìûñëå èíòåãðàëà Áîõíåðà ñî çíà÷åíèÿìè â P.

Òîãäà µ1 = e
∫ 1
0 ρtdt · µ, â ÷àñòíîñòè � µ è µ1 âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.

Çàêëþ÷åíèå.

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû íîâûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåð, ïîðîæäàåìûõ
äèôôóçèÿìè íà ãðóïïàõ òîêîâ, è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ðàçðàáîòàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèé íà ãðóïïå òîêîâ,
äîïóñêàþùèé îáîáùåíèå íà ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

2. Ïîñòðîåíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû Ëåâè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè,
ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà.

3. Ïîñòðîåíû ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê èíòåãðàëàì ïî ðàñïðåäåëåíèþ
áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè.

4. Äîêàçàíà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ñóïåðìåð, îáëàäàþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà,
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîòîêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðîñòðàíñòâà è
âûâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, àíàëîãè÷íàÿ
ôîðìóëå Ðàìåðà.

Áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Î. Ã. Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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