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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Îäíî èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà îñíîâûâàåòñÿ íà êîí-
öåïöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð, àêòèâíîå èçó÷åíèå êîòîðûõ áûëî âïåðâûå ïðåä-
ïðèíÿòî Ñ. Â. Ôîìèíûì (ñì. [11]), äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ èäåé ïðåäñòàâëåíî, â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [1; 4; 8]. Â ñëó÷àå ãàóññîâñêèõ ìåð íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå
òàêîé àíàëèç ïîëó÷èë â ôîðìå èñ÷èñëåíèÿ Ìàëëÿâýíà, èçíà÷àëüíî ðàçðàáîòàííîãî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèé Õ¼ðìàíäåðà (ñì. [65]), à âïîñëåäñòâèè íàøåäøåãî øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè (ñì. [17; 70]). Èñ÷èñëåíèå Ìàëëÿ-
âýíà, ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèç íà ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
îïðåäåëåííîé íà íåì ãàóññîâñêîé ìåðîé, íàçûâàåìîì àáñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Àíàëèç íà íåì ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâà ýòîé ìåðû, öåíòðàëü-
íóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Êàìåðîíà-Ìàðòèíà âñåõ âåêòîðîâ,
ñäâèãè âäîëü êîòîðûõ îñòàâëÿþò ãàóññîâñêóþ ìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé. Ïîäðîáíîå
èçëîæåíèå ñâÿçàííûõ âîïðîñîâ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â êíèãàõ [4; 70; 85].

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî åñòåñòâåííûì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê àá-
ñòðàêòíîìó âèíåðîâñêîìó ïðîñòðàíñòâó ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Êàìåðîíà-Ìàðòèíà,
âäîëü êîòîðîãî è îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íîâûé ñâåò íà ýòîò
âîïðîñ ïðîëèë ïåðåõîä îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ê ìíîãîîáðàçèÿì. À èìåííî, ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî C([0, 1],M) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, 1] íà êîìïàêòíîå ðè-
ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè d. Ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íà
M ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ñòàíäàðòíîé ìåðû Âèíåðà íà C([0, 1],Rd) ïîä äåé-
ñòâèåì èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì (ñì. [44; 64]). Òàêèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ èçìåðèìûé èçîìîðôèçì ìåæäó àá-
ñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì C([0, 1],Rd) è ìíîæåñòâîì ïóòåé C([0, 1],M).

Àíàëîã òåîðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûë âïåðâûå äîêàçàí Á.
Ê. Äðàéâåðîì â ðàáîòå [28], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ Êàìåðîíà-Ìàðòèíà, ïîðîæäàþò
ïîòîêè, îñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì.
Âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî âçÿòèÿ êîììóòàòîðà. Êðîìå òîãî, îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ ïðè ïåðå-
íîñå îáðàòíî íà C([0, 1],Rd) íå ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàìè, à ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé
ïðåäñêàçóåìûõ ïîâîðîòîâ è ïðåîáðàçîâàíèé Ãèðñàíîâà. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïðèâåëè ê
ââåäåíèþ áîëåå øèðîêîãî êëàññà âåêòîðíûõ ïîëåé, íàçûâàåìûõ êàñàòåëüíûìè ïðî-
öåññàìè (èëè �ñîãëàñîâàííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè�), êîòîðîå ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé, ñóùåñòâåííî îïèðàþùåéñÿ íà
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ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì. [24; 25; 59]).
Â ñëó÷àå, êîãäà M = G åñòü ãðóïïà Ëè, ìíîæåñòâî C([0, 1], G) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé è íà íåì ïðèñóòñòâóåò åñòåñòâåííûé àíàëîã ñäâèãîâ - óìíîæåíèå íà ôèê-
ñèðîâàííûé ýëåìåíò. Ïîëíûé îòâåò íà âîïðîñ î êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òàêèõ ñäâèãîâ áûë äàí È. Øèãåêàâîé â
ðàáîòå [79]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà G ââåäåíà áè-èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà, ìíîæåñòâî
àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé, óìíîæåíèå íà êîòîðûå
îñòàâëÿåò ìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé. Òàêèå ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ïðîöåñ-
ñàìè, íî îòëè÷íûìè îò ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âåêòîðîâ Êàìåðîíà-
Ìàðòèíà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ ãðóïï ïåòåëü (ñì. [30; 63;
78]).

Èçó÷åíèå ìåð íà íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü äèôôóçèè ñî çíà÷åíèÿìè â áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ãðóïïàõ. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóþò ãðóïïû C(M,G)
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M â ãðóïïó Ëè G, íàçûâàå-
ìûå òàêæå ãðóïïàìè òîêîâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïà ïåòåëü C(S1, G), ïðîöåññû ñî çíà÷åíèÿìè â êîòîðîé ñòðîèëèñü ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [30; 33; 35; 48; 58; 69; 76]). Êàê ïðà-
âèëî, ýòî áûëè àíàëîãè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èëè ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà,
òàêæå â ðàáîòàõ [49] è [20] ñ ïîìîùüþ, ñîîòâåòñòâåííî, òåîðèè ãðóáûõ ïóòåé è ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî àíàëèçà íà ïðîñòðàíñòâàõ âòîðîãî ìàðòèíãàëüíîãî òèïà áûëè ïîñòðîåíû
äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàäàþòñÿ îïåðàòîðàìè Íåìûöêîãî. Òåì íå
ìåíåå, äèôôóçèè îáùåãî òèïà äî ñèõ ïîð íèãäå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Â ãëàâå 1 ýòîò
ïðîáåë çàïîëíÿåòñÿ è ñòðîÿòñÿ äèôôóçèîííûå ìåðû, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðàìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íà ïðîñòðàíñòâå ïóòåé ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû òîêîâ.

Ñ àíàëîãîì òåîðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà â ýòîé ñèòóàöèè äåëî îáñòîèò ñëîæ-
íåå. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [77], äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå M = [0, 1] ðàñïðåäåëå-
íèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â C([0, 1], G), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ìå-
ðà íà C([0, 1], C([0, 1], G)), íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íèêàêèõ
íåòðèâèàëüíûõ ñäâèãîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âåêòîðíûå ïîëÿ,
ïîëó÷àþùèåñÿ ïàðàëëåëüíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì, îïðåäåëèòü ìîæíî. Â ãëà-
âå 3 ââåäåí àíàëîã êàñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïóòåé ãðóïïû òîêîâ è
ïîñòðîåíû ïîðîæäåííûå èìè ïîòîêè, îñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íà
àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïî ñóùåñòâó çàâèñèò òîëüêî îò ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà, êàñàòåëüíûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñíà÷àëà
ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîíîðìàëüíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, íåçàâèñèìî îò âûáîðà êîí-
êðåòíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, êàê îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå
ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ â ñìûñëå Ìàëëÿâýíà.

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâà, ñîãëàñîâàííûõ ñ ïîòî-
êîì σ-àëãåáð, ïîðîæäåííûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è
íåñîãëàñîâàííûå òðàíñôîðìàöèè, ÷òî, îäíàêî, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ðå-
ãóëÿðíîñòè. Â ïëîñêîì ñëó÷àå ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî èçëîæåíû, ê ïðèìåðó, â êíèãàõ
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[3; 86], íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ð. Ðàìåðà (ñì.
[74]), óòâåðæäàþùàÿ êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ãàóññîâñêèõ ìåð îòíîñèòåëüíî øèðîêî-
ãî êëàññà íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííàÿ èì ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé
Ðàäîíà-Íèêîäèìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå è íà íåãàóññîâñêèå ìåðû, îáëàäàþùèå ëîãà-
ðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäïðîñòðàíñòâà (ñì.
[81; 82]). Â ãëàâå 4 àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ àíòè-
êîììóòèðóþùèõ êîîðäèíàò è ñòðîÿòñÿ ïîòîêè íà ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [7; 12]),
îñòàâëÿþùèå ðàññìàòðèâàåìóþ ñóïåðìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé.

Êàê ïðàâèëî, áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà ãðóïïå òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íî ñóùåñòâóåò è äðóãîé ïîäõîä, èñ-
ïîëüçóþùèé êîíå÷íîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åð-
íîâà (ñì. [21; 80]), ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé ôîðìóëû Òðîòòåðà. Â ëèòå-
ðàòóðå ïðèáëèæåíèÿ òàêîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå �ôåéíìàíîâñêèõ�, òàê êàê ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðåäåëà êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì,
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûë âïåðâûå îïðåäåëåí çíàìåíèòûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà. Îä-
íèì èç ïðåèìóùåñòâ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû
ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, äëÿ êîòîðûõ íå ðàáîòàåò ïðîöåäóðà ïåðåíîñà ñ àëãåáðû
Ëè, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Â ãëàâå 2
ìû ñòðîèì ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà ïðàâî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñî
çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå Ëè G, èìåþùèõ ëåâûå ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Ìû òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà G è íåñêîëüêî èíûìè ìåòîäàìè
ñòðîèì ê íåìó ïðèáëèæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Öåëü ðàáîòû. Ïðèìåíèòü ìåòîä êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà ãðóïïàõ òîêîâ. Ïîñòðîèòü ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå
Ñêîðîõîäà ïðàâî-íåïðåðûâíûõ ïóòåé ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå Ëè, èìåþùèõ ëåâûå
ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Ïîñòðîèòü ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ
áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà ãðóïïå Ëè. Ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Ðàìåðà äëÿ ñóïåðìåð,
äèôôåðåíöèðóåìûõ âäîëü ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-
äóþùåì:

1. Ðàçðàáîòàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèé íà ãðóïïå òîêîâ, äî-
ïóñêàþùèé îáîáùåíèå íà ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

2. Ïîñòðîåíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû Ëåâè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè,
ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà.

3. Ïîñòðîåíû ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê èíòåãðàëàì ïî ðàñïðåäåëåíèþ áðî-
óíîâñêîãî ëèñòà íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè.

4. Äîêàçàíà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ñóïåðìåð, îáëàäàþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-
èçâîäíîé âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà, îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ïîòîêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðîñòðàíñòâà è âûâåäåíà ÿâíàÿ ôîð-
ìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Ðàìåðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìåðû, ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à
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òàêæå ðÿä îðèãèíàëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ìåðû, ôóíê-
öèîíàëüíîì àíàëèçå, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà

• ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Î. Ã. Ñìîëÿíîâà, Å. Ò. Øàâãóëèäçå, 2009�2016 ãã., íåîäíîêðàòíî.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, 2012 ã., 2016 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ Á. Ì. Ëåâèòàíà, Ìîñêâà, 2014 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Íàóêà áóäóùåãî¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
2014 ã.

• ñåìèíàðå ¾Êâàíòîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. Â. Êîç-
ëîâà, È. Â. Âîëîâè÷à, Ñ. Â. Êîçûðåâà, À. Ñ. Òðóøå÷êèíà, Ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, 2012 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ àâ-
òîðà [9; 10; 50�52], â òîì ÷èñëå â 3 ñòàòüÿõ [50�52], îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ
íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 87 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 102 ñòðàíèöû.



Ãëàâà 1

Äèôôóçèîííûå ìåðû íà ãðóïïàõ

òîêîâ

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [79]), ÷òî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà êîìïàêòíîé
ãðóïïå Ëè G ñ áè-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê ðåøåíèå ñòî-
õàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à

∂tgt =
∑

i
ṽi∂tb

i
t, g0 = e,

ãäå bt � ýòî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà àëãåáðå Ëè g ãðóïïû G, à ṽi îáîçíà÷àþò ëåâî-
èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, îáðàçóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ g. Â ñèëó êîì-
ïàêòíîñòè G ìîæåò áûòü âëîæåíà â ãðóïïó ìàòðèö, à g ðåàëèçîâàíà êàê ìàòðè÷íàÿ
ïîäàëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó â åäèíèöå e ∈ G. Âûáåðåì
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {vi} â g, òîãäà â ìàòðè÷íîé çàïèñè ṽi(g) = gvi è ñòîõàñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

∂tgt =
∑

i
gtvi∂t(bt, vi)g = gt∂tbt, g0 = e. (1.1)

Ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ bt îïðåäåëÿåò ìåðó Âèíåðà íà ïðîñòðàíñòâå
ïóòåé P (g) := {x ∈ C([0, 1], g), x(0) = 0}, òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), êàê
ôóíêöèÿ îò òðàåêòîðèè bt, çàäàåò èçìåðèìûé èçîìîðôèçì P (g) → P (G) = {x ∈
C([0, 1], G), x(0) = e}, ïåðåâîäÿùèé ìåðó Âèíåðà â ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ íà G è çàäàþùèé òàêèì îáðàçîì íà P (G) ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñ åäèíñòâåííîé êàðòîé P (g) (ñì. [63]).

Âìåñòå ñ ïðîñòðàíñòâîì Êàìåðîíà-Ìàðòèíà H(g) := {h ∈ P (g) :

∃h′(t),
∫ 1

0
|h′(t)|2gdt < ∞) ïóòåé êîíå÷íîé ýíåðãèè P (g) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêò-

íîå âèíåðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñîõðàíÿåòñÿ
ëè ýòà ñòðóêòóðà ïðè ïåðåõîäå íà P (G). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îòâåò
ïîëîæèòåëüíûé è àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà
H(G) := {k ∈ P (G) :

∫ t
0
k(s)−1k′(s)ds ∈ H(g)}, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâûõ è ïðàâûõ
ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû èç H(G) (ñì. [79]).

Áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû òàêîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ
ãðóïï (ñì. [72]), äðóãèìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïà ïåòåëü
L(G) := {x ∈ C([0, 1], G), x(0) = x(1) = e} ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïîé Êàìåðîíà-
Ìàðòèíà H0(G) = {k ∈ H(G), k(1) = e} (ñì. [29; 30; 63]) è ãðóïïà C(M,G) íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿM â G, ðîëü àëãåáðû Ëè äëÿ
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êîòîðîé èãðàåò ïðîñòðàíñòâî Hs = {h : M → g,
∫
M

(∆
s/2
M h(x),∆

s/2
M h(x))gV ol(dx) <∞}

äëÿ s > dimM/2, ãäå ∆M îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà M (ñì. [48;
72]). Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìíîãîîáðàçèå óæå íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì ïëîñêîìó
ïðîñòðàíñòâó è äëÿ èçó÷åíèÿ ìåð íà íåì òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèåìîâ, ïðèìåíÿåìûé, â îñíîâíîì, äëÿ ãðóïï ïåòåëü, ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ñïðîåêòèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî ïóòåé P (G) íà
ïîäìíîæåñòâî {g(1) = e} ïóòåé ñ ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì çíà÷åíèåì (ñì. [40; 63;
78]). Äðóãîé ïîäõîä, ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå òîêîâ C(M,G) è ðàññìîò-
ðåòü åãî ðàñïðåäåëåíèå â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêîå ïîñòðîåíèå ìîæíî
ïðîäåëàòü, âûáðàâ íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèåWt íà C(M, g)
è ðàññìîòðåâ (áåñêîíå÷íóþ) ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
àíàëîãè÷íûõ (1.1):

∂tgt(z) = gt(z)∂tWt(z), g0(z) = e, z ∈M. (1.2)

Äëÿ ñëó÷àåâ M = [0, 1] è M = S1 òàêèå óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-
òàõ [29; 30; 40] äëÿ ñòàíäàðòíûõ ãðóïï ïóòåé è ïåòåëü, à â [48] � äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Êàìåðîíà-Ìàðòèíà Hs, îïðåäåëåííûõ âûøå. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ðàññìàòðèâàëñÿ â [58]. Êîãäà G � ýòî íå îáÿçàòåëüíî ãðóïïà, à ïðîèçâîëüíîå ðèìà-
íîâî ìíîãîîáðàçèå, ïîõîæèå êîíñòðóêöèè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [20; 35; 49; 57].
Â ýòîì ñëó÷àå, âìåñòî óðàâíåíèÿ (1.1), ïðîöåññ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ âëîæåíèÿ G â
îáúåìëþùåå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïîñòðîåííûé â (1.2) ïðîöåññ ìîæíî íàçûâàòü áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà ãðóïïå
òîêîâ C(M,G), åãî ïðîèçâîäÿùèé îïåðàòîð èìååò âèä

Lf(g(·)) =
1

2
Tr f ′′(g(·)),

ãäå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà ãðóïïå îòîáðàæåíèé ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ïðîèçâîäíûõ
(f ′(g), h) = d

dt
|t=0f(g(·)eth(·)) ïî íàïðàâëåíèÿì èç ïðîñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà

H. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò íà ýòó òåìó ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé áðîóíîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ, òàêæå â ñòàòüÿõ [20; 49] ñ ïîìîùüþ, ñîîòâåòñòâåííî, òåîðèè ãðóáûõ
ïóòåé è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà íà ïðîñòðàíñòâàõ âòîðîãî ìàðòèíãàëüíîãî òèïà áû-
ëè ïîñòðîåíû äèôôóçèîííûå ïðîöåññû íà ãðóïïàõ ïåòåëü, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

∂tgt(z) = gt(z)a(gt(z))∂tWt(z) + gt(z)b(gt(z))dt,

ãäå A è b ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â L(g) è g. Â íàñòîÿùèé ãëàâå ìû
ñòðîèì äèôôóçèè îáùåãî âèäà, ïîðîæäåííûå îïåðàòîðàìè

Ltf =
1

2
Tr σ(t, g)∗f ′′(g)σ(t, g) + (b(t, g), f ′(g))H , (1.3)

ãäå σ : [0,∞)×C(M,G)→ L(H), b : [0,∞)×C(M,G)→ H. Çäåñü âûáîð ïðîñòðàíñòâà
H, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâîì Êàìåðîíà-Ìàðòèíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ íà C(M, g), ïî ñóòè, çàäàåò ìåòðèêó íà C(M,G).

Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü â ïîñòðîåíèå òàêîãî ðîäà ïðîöåññîâ ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè
ðàáîòàòü â êîíòåêñòå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûé âî ìíî-
ãîì îïèðàåòñÿ íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò
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äëÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç íà êîòîðûõ î÷åíü õîðîøî
ðàçâèò (ñì., íàïðèìåð, [26]) è âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, íî äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ íàìíîãî õóæå. Êàê ïðàâèëî, ïðî-
áëåìû âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå îöåíèòü L2-íîðìó ñóììû ïðîñòûõ ïðèðàùåíèé âèäà
σs(Wt − Ws), ïðèáëèæàþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë

∫ t
0
σsdWs, ãäå σt ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå îïåðàòîðîâ.
Ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà íàïðàâëåíèÿ: â îäíîì

èç íèõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íàøå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâà áûëî â íåêîòîðîì ñìûñëå ïî-
õîæå íà ãèëüáåðòîâî (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [67]), â äðóãîì - ÷òîáû èíòåãðèðóåìûé
ïðîöåññ σs îáëàäàë ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà (ñì. [56; 66; 68; 71]).
Íàøå ïðîñòðàíñòâî C(M, g) íà ãèëüáåðòîâî íå î÷åíü ïîõîæå, íî, ïîëüçóÿñü ãåëüäå-
ðîâîñòüþ ïî÷òè âñþäó òðàåêòîðèé áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, âìåñòî íåãî ìîæíî áûëî
áû ðàññìîòðåòü êàêîå-íèáóäü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî, èìåþùåå âòîðîé
ìàðòèíãàëüíûé òèï è ïîýòîìó äîïóñêàþùåå ðàçâèòóþ òåîðèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ (ñì. [2; 67]). Èìåííî òàêèì îáðàçîì â ðàáîòå [20] áûëè ïîñòðîåíû ìåíåå
îáùèå äèôôóçèè íà ãðóïïå ïåòåëü, óæå óïîìèíàâøèåñÿ âûøå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå,
îäíàêî, âûáðàí âòîðîé ïîäõîä.

Ìû ðàáîòàåì â êîíòåêñòå àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,H, i), ãäå
X ⊂ C(M, g). Èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêó ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ìû îïðåäå-
ëÿåì ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë îò L(H)-çíà÷íûõ ïðîöåññîâ è ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé {

xt =
∫ t

0
σ(s, gs)dWs +

∫ t
0
b(s, gs)ds,

∂tgt(z) = gt(z)∂txt(z), z ∈M.

ãäå σ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â L(H). Äëÿ åå ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ ìàðòèíãàëüíàÿ çà-
äà÷à

Mf := f(gt)− f(g0)−
∫ t

0

Lsfds � ýòî σ(gs, s 6 t)-ìàðòèíãàë. (1.4)

Ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé äëÿ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ è åäèíñòâåííîñòü â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ëèïøèöåâû. Åñëè òàêæå σ
è b íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ýòà ñèñòåìà çàäàåò äèôôóçèîííûé ïðîöåññ íà C(M,G),
ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì L = Lt.

Âûáîð òàêîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ìîòèâèðîâàí òåì, ÷òî ìû õîòèì, ÷òîáû îïåðà-
òîð Lt âèäà (1.3) áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ H-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
C(M,G), äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð f ′′ ∈ L(H), à çíà÷èò, σ òàêæå äîëæíî ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ â L(H). Â òåîðèè æå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ âòîðî-
ãî ìàðòèíãàëüíîãî òèïà êàê ïðàâèëî ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûå ïî Ôðå-
øå ôóíêöèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò íå î÷åíü áîëüøîå ìíîæåñòâî íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [39], íà àáñòðàêòíîì
âèíåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå H-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñ ÿäåðíîé âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé ïëîòíû âî ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è (1.4),
ìû îïðåäåëÿåì åå äëÿ ãëàäêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå, êîíå÷íî, äèôôå-
ðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå, íî â ïðåäëîæåíèè 1.3.4 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, òî ìàðòèíãàëüíàÿ çàäà÷à âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà äâà-
æäû H-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ ÿäåðíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ìû ââîäèì îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ è äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà íà ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Çäåñü æå ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ òåõ-
íè÷åñêèõ ëåìì, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ðàçäåë 2 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ
ïðîöåññîâ íà ãðóïïå òîêîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïåðåíîñîì áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñåìèìàð-
òèíãàëîâ íà åå àëãåáðå Ëè, è äîêàçàòåëüñòâó èõ ñâîéñòâ. Â ðàçäåëå 3 ìû äîêàçûâàåì
ãëàâíûé ðåçóëüòàò ãëàâû � ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ìàðòèíãàëüíîé
çàäà÷è (1.4) è åå êîððåêòíîñòü äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà ôóíêöèé.

1.1 Ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå â áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1.1.1 Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K, áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì ÷åðåç (·, ·)K , à ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó êàê
| · |K .

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ W = {W (k), k ∈ K} íà ïîëíîì âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ) áóäåì íàçûâàòü èçîíîðìàëüíûì ãàóññîâñêèì ïðî-
öåññîì, åñëè âñå W (k) � ãàóññîâñêèå è EW (k)W (g) = (k, g)K äëÿ ëþáûõ k, g ∈ K.

Â äàííîé ðàáîòå íàñ áóäóò â îñíîâíîì èíòåðåñîâàòü ïðîñòðàíñòâà âèäà K =
L2[0, 1]⊗H, ãäåH � äðóãîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ãèëüáåðòîâîé íîðìû. Èõ òàêæå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâà L2([0, 1], H) èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó H-çíà÷íûõ

ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ
∫ 1

0
|f(t)|2Hdt < ∞. Ïóñòü W � èçîíîðìàëüíûé ãàóññîâñêèé

ïðîöåññ íà K, îáîçíà÷èì (Wt, h) := W (I[0,t] ⊗ h), äëÿ h ∈ H, t ∈ [0, 1]. Â ëèòåðàòóðå
ýòîò ïðîöåññ òàêæå íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, ñ ÷åì è
ñâÿçàíû òàêèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïî öèëèíäðè÷åñêîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ìîæíî
ïîñòðîèòü ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë. Çäåñü ìû íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå è íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà, âñå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [26, ãëàâà 4] èëè [73,
ãëàâà 2].

Âûáåðåì ïðàâî-íåïðåðûâíûé ïîòîê ïîëíûõ σ-àëãåáð Ft, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
(Wt, h) ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëàìè äëÿ âñåõ h ∈ H. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïîòîê âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå Ft ïîïîëíåíèå ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðû,
ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè W (I[0,t] ⊗ h), h ∈ H.

Ïóñòü H1 � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Rs � Ft-ïðåäñêàçóåìûé ïðî-
öåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå HS(H,H1) îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ñ ñî-

îòâåòñòâóþùåé íîðìîé ‖ · ‖HS. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî E
∫ 1

0
‖Rs‖2

HSds <∞. Â ñèëó
[26, ïðåäëîæåíèå 4.22] Rt ïðåäñòàâèì â âèäå ïðåäåëà â L2([0, 1] × Ω) ⊗ HS(H,H1)
ïðîöåññîâ âèäà

Rn
t :=

∑N

i,j,k=1
fi,j,kI[ti,ti+1](t)⊗ ej ⊗ ek,

äëÿ íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ej ⊗ ek} â HS(H,H1) = H ⊗ H1, FWti -
èçìåðèìûõ è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí fi,j,k è ðàçáèåíèÿ 0 <
t1 < . . . < tn = t.
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Òîãäà èíòåãðàë

(R ·W )t :=

∫ t

0

RsdWs,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë â L2(Ω)⊗H1 âûðàæåíèé âèäà

(Rn ·W )t :=
∑N

i,j,k=1
fi,j,kW (I[ti,ti+1] ⊗ ej)ek.

Ïîñòðîåííûé ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. R ·W îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèåé. Äàëåå ìû âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
åãî òðàåêòîðèè ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíû.

2. (R ·W )t ÿâëÿåòñÿ Ft-ìàðòèíãàëîì.

3. Äëÿ R,R′, óäîâëåòâîðÿþùèõ âûøåèçëîæåííûì óñëîâèÿì,

E((R ·W )t, (R
′ ·W )t)H1 = E

∫ 1

0

Tr(R∗sR
′
s)ds,

4. îòîáðàæåíèå R 7→ R ·W ëèíåéíî ïî R.

5. Äëÿ p > 1

Emax{|(R ·W )s|pH1
, s ∈ [0, t]} . E(

∫ t

0

‖Rs‖2
HSds)

p/2.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñìûñëà ñèìâîëà '.' â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê
ñïèñêó îáîçíà÷åíèé. Â ñëó÷àå H1 = R, HS(H,R) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ H è çàïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë â âèäå ∫ t

0

(as, dWs),

ãäå at � ýòî H-çíà÷íûé Ft-ïðåäñêàçóåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî
E
∫ 1

0
|at|2Hdt < ∞. Ýòîò èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàðòèíãàë ñ êâàäðàòè÷íîé

âàðèàöèåé [
∫ ·

0
(as, dWs)]t =

∫ t
0
|as|2Hdt.

1.1.2 Àáñòðàêòíûå âèíåðîâñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X è ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H, èíúåêòèâíî âëîæåííîå â íåãî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ i : H ↪−→ X,
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêàÿ ìåðà µ íà X ñ êîâàðèàöèåé∫

X

〈f, x〉〈g, x〉µ(dx) = (f, g)H . (1.5)

Çäåñü 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåò äóàëüíóþ ôîðìó íà X∗ × X, f, g ∈ X∗
i∗

↪−→ H∗ ' H. Çäåñü
è äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû X∗ ñ èõ îáðàçàìè ïðè òàêîì âëîæåíèè â H
è òàêæå ñ÷èòàåì H ⊂ X. Òðîéêà (X,H, i) íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.
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Àáñòðàêòíûì âèíåðîâñêèì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå òðîéêà
(C([0, 1], X), L2([0, 1], H), j), ãäå j çàäàåòñÿ êàê j(k)t =

∫ t
0
ksds. Îáîçíà÷èì ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ãàóññîâñêóþ ìåðó ÷åðåç P . Ïðîöåññ Wt, òðàåêòîðèè êîòîðîãî èìåþò
ðàñïðåäåëåíèå P , áóäåì íàçûâàòü X-çíà÷íûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Ïîëîæèì
Ω := C([0, 1], X) è îïðåäåëèì F êàê ïîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî P áîðåëåâñêîé σ-
àëãåáðû íà Ω. Îïðåäåëèì W (k) = 〈k,W 〉, k ∈ Ω∗. Èç ðàâåíñòâà (1.5) ñëåäóåò, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðèè H → L2(Ω, P ), òî åñòü äî èçîíîðìàëüíîãî
ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W .

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ïî òåîðåìå Áàíàõà-Ìàçóðà, X ìîæíî èçîìåòðè÷åñêè âëîæèòü â
ïðîñòðàíñòâî C([0, 1],R). Ïîýòîìó C([0, 1], X) âêëàäûâàåòñÿ â C([0, 1], C([0, 1],R)) =
C([0, 1]2,R), à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì è áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà ïîðîæäàåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ôóíêöè-
îíàëîâ èç X∗ ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè � äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èç
X ⊂ C([0, 1],R) â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ [0, 1].

Âûáåðåì ïðàâî-íåïðåðûâíûé ïîòîê ïîëíûõ σ-àëãåáð Ft òàê, ÷òîáû Wt áûëî Ft-
ìàðòèíãàëîì, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî Wt åñòü X-çíà÷íîå Ft-áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå. Äëÿ H-çíà÷íîãî Ft-ïðåäñêàçóåìîãî ïðîöåññà bt îïðåäåëèì

|||b|||2t := E
∫ t

0

|bs|2Hds.

Ðàññìîòðèì Ft-ïðåäñêàçóåìûé L(H)-çíà÷íûé ïðîöåññ σt, äëÿ êîòîðîãî |||σ∗z|||2t <∞
äëÿ âñåõ t > 0, z ∈ X∗.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Íàçûâàåì ïðåäñêàçóåìûé X-çíà÷íûé ïðîöåññ xt ñëàáûì ñòî-
õàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåì xt =

∫ t
0
σsdWs, åñëè

〈z, xt〉 =

∫ t

0

(σ∗sz, dWs)

ïî÷òè âñþäó, äëÿ êàæäîãî z ∈ X∗. Â ñëó÷àå, êîãäà òàêîé ïðîöåññ ñóùåñòâóåò, ìû
íàçûâàåì σt èíòåãðèðóåìûì.

Â îáùåì ñëó÷àå òàêîé èíòåãðàë íå îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü, íî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
ìû äîêàæåì èíòåãðèðóåìîñòü øèðîêîãî êëàññà L(H)-çíà÷íûõ ïðîöåññîâ, êîãäà X �
ýòî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

1.1.3 Ñëó÷àé X ⊂ C(M,Rd)

Ïóñòü M � ýòî êîìïàêòíîå ñâÿçíîå Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñ ãðàíè-
öåé), ÷åðåç d(·, ·) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ðèìàíîâî ðàññòîÿíèå íà M . Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòðàíñòâî C(M,Rn) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M → Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X ⊂ C(M,Rn) îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà
(X,H, i) àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå îòîæäåñòâëÿåì ýëåìåíòû
X∗ ñ èõ îáðàçàìè â H = H∗, à âåêòîðà èç H � ñ èõ îáðàçàìè â X.

Êàæäîìó z ∈ M ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíî-çíà÷íûé ôóíêöèîíàë δz(x) := x(z), äëÿ
h ∈ H áóäåì òàêæå ïèñàòü (δz, h) := h(z). Äëÿ z ∈M è v ∈ Rn îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë
δz ⊗ v ÷åðåç

(δz ⊗ v)(x) := (v, x(z))Rn .
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Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {vj} â Rn. Ñëàáûé ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë
îò σs ìîæíî òîãäà ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð Rn-çíà÷íûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëèâ∫ t

0
〈σ∗sδz, dWs〉 :=

∑
i

∫ t
0
(σ∗s(δz ⊗ vi), dWs)vi.

Ïîëîæèì M̃ := span{δz, z ∈M} â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíî-çíà÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ
è îïðåäåëèì δz ⊗ vi ïî ëèíåéíîñòè äëÿ âñåõ φ ∈ M̃ êàê: (sδz + tδ′z)⊗ vi := sδz ⊗ vi +

tδ′z ⊗ vi ∈ X∗. Òîãäà äëÿ φ ∈ M̃ îáîçíà÷èì:

|φ| := maxi{|φ⊗ vi|H},
|(φ, h)| := maxi{|(h, φ⊗ vi)|},
|σφ| := maxi{|σ(φ⊗ vi)|},

ãäå h ∈ H, σ ∈ L(H). Â ýòîé ãëàâå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0
ïðîñòðàíñòâî H óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

|δz ⊗ v − δz′ ⊗ v|H 6 const · |v|Rnd(z, z′)γ (1.6)

äëÿ âñåõ z, z′ ∈M . Çàìåòèì, ÷òî òîãäà |δz − δz′| . d(z, z′)γ.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî X âìåñòî
âñåãî C(M,Rn), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàáîòàòü ñ
îïðåäåëåííûìè êëàññàìè ôóíêöèé íà X, è íååñòåñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû îíè áûëè
îïðåäåëåíû íà âñåì C(M,Rn), êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû íà ñàìîì äåëå æèâóò
òîëüêî íà çàìûêàíèè H.

Íàøèì ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì â ýòîì ðàçäåëå áóäåò çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ïðîõî-
ðîâà, ñ ïîìîùüþ íåå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà íà X,
ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå ñëàáîãî ïðåäåëà èíòåãðàëîâ îò ïðîñòûõ ïðîöåññîâ. Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò õîðîøî èçâåñòåí, íî àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè åãî â íåîáõîäèìîé îáùíîñòè,
òàê ÷òî ìû ïðèâåäåì çäåñü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî ξβ íà
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå S íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîé êîìïàêò K ⊂ S, ÷òî supβ P (ξβ ∈ K) > 1− ε.

Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü (S, ρ) � ýòî ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàñ-
ñìîòðèì ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ξβ ñî çíà÷åíèÿìè â SM , îñíàùåííîì σ-
àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-
ïîëíåíî ëþáîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. S îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ãåéíå-Áîðåëÿ (êàæäîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî îòíî-
ñèòåëüíî êîìïàêòíî) è äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè m ∈ M ñåìåé-
ñòâî {ξβ(m)} ïëîòíî.

2. Ñåìåéñòâî {ξβ(m)} ïëîòíî äëÿ êàæäîãî m èç íåêîòîðîãî ïëîòíîãî ïîäìíî-
æåñòâà D ⊂M .

Äëÿ íåêîòîðûõ a, c, C > 0 ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

sup
β

Eρ(ξβ(z), ξβ(z′))a 6 Cd(z, z′)N+b (1.7)

äëÿ âñåõ z, z′ ∈M , ãäå N � ýòî ðàçìåðíîñòü M . Òîãäà êàæäîå ξβ îáëàäàåò âåðñèåé,
ïî÷òè âñþäó ãåëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì c ∈ (0, b/a), è {ξβ} ïëîòíî êàê ñåìåéñòâî
C(M,S)-çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî M = [0, 1]N . Òîãäà, ïî ñòàíäàðòíîé
òåîðåìå Êîëìîãîðîâà (ñì. [53, òåîðåìà 3.23]), âñå ξβ îáëàäàþò c-ãåëüäåðîâîé âåðñèåé
äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, b/a). Ôèêñèðóåì n > 0 è îïðåäåëèì

Dj := {(k1, . . . , kN)2−j; k1, . . . , kN ∈ {1, . . . , 2j}}.

Ïóñòü òàêæå
ηj(β) := max{ρ(ξβ(z), ξβ(z′)), |z − z′| = 2−j}

è îáîçíà÷èì
w(x, δ) := sup{ρ(x(z), x(z′)), d(z, z′) 6 δ}.

Òàê êàê
|{(z, z′) ∈ Dj ×Dj; |z − z′| = 2−j}| 6 N2Nj,

èç (1.7) è íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (ñì. [53, ëåììà 1.29]) ñëåäóåò, ÷òî

[Ew(ξβ, 2
−m)a]

a∧1
a 6

∞∑
m

[Eηj(β)a]
a∧1
a .

∞∑
m

[2jN2−j(N+b)]
a∧1
a .

.
∞∑
m

2−jb/(a∨1) . 2−mb/(a∨1),

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Fε :=
⋂
m

{x ∈ SM : w(x, 2−m) 6 ε−12−mc}

äëÿ c ∈ (0, b/a), òîãäà èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî supβ P (ξβ 6∈
Fε) . ε.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå M . Òàê êàê îíî êîìïàêòíî, åãî ìîæíî ïîêðûòü
êîíå÷íûì ÷èñëîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Cj, äèôôåîìîðôíûõ åäèíè÷íîìó êóáó. Êðî-
ìå òîãî, â êàæäîì òàêîì êóáå ðèìàíîâî ðàññòîÿíèå ýêâèâàëåíòíî åâêëèäîâó. Äëÿ
êàæäîãî j ôóíêöèè x ∈ SM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû SCj = S[0,1]N , òîãäà,
â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.7). Ñëåäóÿ ïðåäûäó-
ùåìó ðàññóæäåíèþ, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûå íà Cj ìíîæåñòâà
F j
ε òàêèå, ÷òî supβ P (ξβ|Cj 6∈ F j

ε ) . ε. Òîãäà supβ P (ξβ 6∈ ∩jF j
ε ) . ε è ξβ îáëàäàþò

c-ãåëüäåðîâûìè âåðñèÿìè íà êàæäîì Cj, à çíà÷èò, è íà M .
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Âûáåðåì êîìïàêò Gε ⊂ S òàêîé, ÷òî supβ P (ξβ(m) 6∈

Gε) . ε. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Ãåéíå-Áîðåëÿ, ñâÿçíîñòü è êîìïàêòíîñòü M , à òàêæå
òîò ôàêò, ÷òî ∩jF j

ε ñîñòàâëåíî èç ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì èç
òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè ([54, ãë. 7, ò. 18]), ÷òî Kε := ∩jF j

ε ∩ {x(m) ∈ Gε} êîìïàêòíî.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâà supβ P (ξβ 6∈ Kε) . ε ñëåäóåò ïëîòíîñòü {ξβ}.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2. Òàê êàê Fε = ∩jF j
ε ðàâíîñòå-

ïåííî íåïðåðûâíî, ìîæíî âûáðàòü òàêîå δ, ÷òî ρ(x(z), x(z′)) < ε, êîãäà d(z, z′) < δ è
x ∈ Fε. Âûáåðåì êîíå÷íóþ δ-ñåòü {zi} ⊂ D äëÿM , òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïàêò Gε ⊂ S
òàêîé, ÷òî supβ P (ξβ 6∈ Eε) 6 ε, ãäå Eε = ∩j{x(zj) ∈ Gε}. Âîçüìåì êîíå÷íóþ ε-ñåòü
{gk} äëÿ Gε, òîãäà äëÿ êàæäîãî z ∈ M , áëèæàéøåãî ê íåìó zi è áëèæàéøåé ê x(zi)
òî÷êè gk âûïîëíÿåòñÿ

ρ(x(z), gk) 6 ρ(x(z), x(zi)) + ρ(x(zi), gk) < 2ε,
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åñëè x ∈ Eε ∩ Fε. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè èç Kε = Eε ∩ Fε ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â
êîìïàêòå. Òàê êàê, êðîìå òîãî, Kε ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, èç òåîðåìû Àðöåëà-
Àñêîëè (ñì. [54, ãë. 7, ò. 18]) ñëåäóåò, ÷òî îíî êîìïàêòíî.

Ëåììà 1.1.2. Ïóñòü (S, ρ) � ýòî ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñî çíà÷åíèÿìè â C(M,S),
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.7) è äëÿ âñåõ n ïî÷òè âñþäó ξn ∈ X äëÿ
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ C(M,S). Ïóñòü D � ýòî ïëîòíîå ìíî-
æåñòâî â M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ̃ íà DM òàêîé,
÷òî âñå êîíå÷íî-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ξn|D ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì
ðàñïðåäåëåíèÿì ξ̃. Òîãäà íà òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ X-
çíà÷íûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ξ, äëÿ êîòîðîãî ïî÷òè âñþäó ξ(m) = ξ̃(m) äëÿ âñåõ
m ∈ D è ξn ñõîäèòñÿ ê ξ ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ïðîõîðîâà (ñì. [53, òåî-
ðåìà 16.3]) ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âëå÷åò ïëîòíîñòü ñåìåéñòâà
ξn(m) äëÿ êàæäîãî m ∈ D. Ïîýòîìó ξn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.1.1 è ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíûì ñåìåéñòâîì, à çíà÷èò, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ µn êîìïàêòíû â òîïîëî-
ãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µn} ñîäåð-
æèò íåêîòîðóþ ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê êàê ïî ñâîèì êîíå÷-
íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ {ξn} äîëæíà ñîâïàäàòü ñ
ξ̃ íà D, îíà åäèíñòâåííà è (1.7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ξ̃, èç ÷åãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-
íèå ó íåå ãåëüäåðîâîé íà D âåðñèè. Åå ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè äî
C(M,S)-çíà÷íîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, {µn} êîìïàêòíî ñ ðîâíî
îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé, ñîâïàäàþùåé ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ξ, ïîýòîìó ξn ñõîäèòñÿ
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ξ. Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå Àëåêñàíäðîâà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè,
P (ξ ∈ X) > lim supP (ξn ∈ X) = 1, òàê ÷òî ξ ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ â X.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî ñëàáûé ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ σt.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü σt � ýòî íåïðåðûâíûé L(H)-çíà÷íûé Ft-ïðåäñêàçóåìûé ïðî-
öåññ, äëÿ êîòîðîãî E sups6T |σs|L(H) < ∞ äëÿ ëþáîãî T > 0. Òîãäà ñëàáûé èíòåãðàë∫ t

0
σsdWs ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé X-çíà÷íûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà, äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ X ⊂ C(M,R). Â îá-
ùåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Ââåäåì íà E := R[0,∞)×M öèëèíäðè÷åñêóþ
σ-àëãåáðó è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò x íà E, îïðåäåëåííûé êàê

xt(z) :=

∫ t

0

〈σ∗sδz, dWs〉.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ej} ïðîñòðàíñòâà H è îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn îðòî-
ãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà ïåðâûå n âåêòîðîâ. Ðàññìîòðè ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < . . . <
tk < . . . ïîëóïðÿìîé [0,∞), äëÿ êîòîðîãî max{|ti − ti−1|} < 1/n, è îïðåäåëèì

xnt := σt0Pn(Wt1∧t −Wt0∧t) + . . .+ σtk−1
Pn(Wtk∧t −Wtk−1∧t) + . . . ,
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ãäå PnWt :=
∑n

1 W (I[0,t] ⊗ ei)ei. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî xnt =
∫ t

0
σnsPndWs, ãäå σ

n
t =∑

i I[ti,ti+1)σti . Òîãäà äëÿ êàæäîãî z ∈ M èç ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñëå-
äóåò, ÷òî

E(〈δz, xnt 〉 − 〈δz, xt〉)2 = E[

∫ t

0

((σnsPn − σs)∗δz, dWs)]
2 = E

∫ t

0

|(σnsPn − σs)∗δz|2ds 6

6 2E
∫ t

0

|(σns − σs)|2L(H)ds+ 2E
∫ t

0

|(Pn − I)σ∗sδz|2ds.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà, ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
xn ñõîäèòñÿ â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê x. Èç íåðàâåíñòâà Áóðêõîëü-
äåðà ïîëó÷àåì:

E|xnt (z)− xnt′(z′)|p . E|xnt (z)− xnt (z′)|p + E|xnt (z′)− xnt′(z′)|p =

= E|〈xnt , δz − δz′〉|p + E|xnt (z′)− xnt′(z′)|p .

. E(

∫ t

0

|σn∗s (δz − δz′)|2)p/2ds+ E(

∫ t′

t

|σn∗s δz′|2)p/2ds .

. E sup
s6T
|σs|pL(H)[d(z, z′)γp + |t− t′|p/2] . [|t− t′|+ d(z, z′)]N+1

äëÿ T > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî p. Ïî ëåììå 1.1.2, ó xt èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ
íà [0, T ] è x ∈ C([0, T ], X) ïî÷òè íàâåðíîå. Òàê êàê íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ïîëó÷àåì íåïðåðûâíûé
ïðîöåññ íà âñåé ïîëóïðÿìîé, îïðåäåëÿÿ åãî íà [0, Tn], Tn → ∞. Òàê êàê ñåìåéñòâî
ôóíêöèîíàëîâ M := {δz ⊗ vj, z ∈ M, 1 6 j 6 n} ⊂ X∗ ⊂ H ðàçäåëÿåò òî÷êè, îíî
òîòàëüíî â H, ïîýòîìó 〈Yt, φ〉 äëÿ φ ∈ X∗ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî â H, à çíà÷èò, è
*-ñëàáî â X∗, íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {φn} ⊂ span(M) è

〈Yt, φ〉 = ï.â.- lim〈Yt, φn〉 = L2- lim

∫ t

0

〈σ∗sφn, dWs〉 =

∫ t

0

〈σ∗sφ, dWs〉,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì M := {δz ⊗ vj, z ∈ M, 1 6 j 6 n} è ïóñòü σs êàê è â òåîðåìå 1.1.3. Ft-
ñîãëàñîâàííûé RM -çíà÷íûé ïðîöåññ xt íàçîâåì ñëàáûì ìàðòèíãàëîì ñ êîâàðèàöèåé∫ t

0
σsσ

∗
sds, åñëè äëÿ êàæäîãî φ ∈ M ïðîöåññ xt(φ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-çíà÷íûì

ìàðòèíãàëîì è

[x(φ), x(φ′)]t =

∫ t

0

(σ∗sφ, σ
∗
sφ
′)Hds

äëÿ âñåõ φ, φ′ ∈M . Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå åñòü ñëåäñòâèå äîêàçàííîãî Îíäðåÿòîì
â [71] îáîáùåíèÿ òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ìàðòèíãàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.4. Äëÿ ëþáîãî ñëàáîãî ìàðòèíãàëà x ñ êîâàðèàöèåé
∫ t

0
σsσ

∗
sds

ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå ðàñøèðåíèå íàøåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî
íà íåì ñóùåñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Wt, äëÿ êîòîðîãî
〈φ, xt〉 =

∫ t
0
(σ∗sφ, dWs) ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ âñåõ φ ∈M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñøèðèì íàøå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû íà íåì
ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ñ÷åòíûé íàáîð îäíîìåðíûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé, íåçà-
âèñèìûõ îò ÷åãî-ëèáî â èçíà÷àëüíîì ïðîñòðàíñòâå è äðóã îò äðóãà. Îáîçíà÷èì
D := span(M) è ïðîäîëæèì xt(φ) ïî ëèíåéíîñòè íà âñå φ ∈ D. Òàê êàê D ðàçäåëÿåò
òî÷êè X, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû [71, òåîðåìà 3.1], ïî êîòîðîé ñóùåñòâóåò
òàêîå öèëèíäðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Wt, ÷òî xt(φ) =

∫ t
0
(σ∗sφ, dWs) äëÿ âñåõ

φ ∈ D.

1.2 Ïåðåíîñ ïðîöåññîâ íà ãðóïïó òîêîâ

1.2.1 Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Ïóñòü äàíî ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ), íà êîòîðîì ââåäåí ïðàâî-
íåïðåðûâíûé ïîòîê Ft ïîëíûõ σ-àëãåáð. Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè G ñ
àëãåáðîé Ëè g. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå, ïîðîæäåííîå áè-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé íà
G, ÷åðåç ρ(·, ·). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G � ýòî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà,
à g � åå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå e. Âûáåðåì íåêîòîðûé g-çíà÷íûé Ft-
ñåìèìàðòèíãàë xt è F0-èçìåðèìóþ G-çíà÷íóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ. Ðàññìîòðèì
ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö:

∂tgt = gt · ∂txt, g0 = ξ. (1.8)

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ëèïøèöåâû è èìåþò ëèíåéíûé ðîñò, ïîýòîìó ðåøå-
íèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà âñåé ïðÿìîé (ñì. [44, ïðåäëîæåíèå 1.1.11, òåîðåìà
1.1.9]). Ôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {vj} àëãåáðû g, òîãäà ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü (1.8) â âèäå

∂tgt =
∑

gtvj∂t(xt, vj)g, g0 = ξ.

Òàê êàê gvj åñòü ëåâî-èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå â òî÷êå g, òî èç ñòàíäàðòíîé òåî-
ðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì. [44, ïðåäëîæåíèå 1.2.8]) ñëåäó-
åò, ÷òî ðåøåíèå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â G. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå êàê I(x, ξ) := g è
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè I(x, ξ) = ξI(x, e).

×åðåç [x, y]t = ([xi, yj]t)ij îáîçíà÷èì ìàòðèöó êîâàðèàöèé g-çíà÷íûõ ñåìèìàðòèí-
ãàëîâ xt, yt, à ÷åðåç |[x, y]t| êàêóþ-íèáóäü åå ìàòðè÷íóþ íîðìó. Äëÿ âåêòîðíî-çíà÷íîãî
ïðîöåññà at îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè îïðåäåëèì |a|t :=

∑
i |ai|t, ãäå |ai|t åñòü âàðèàöèè

åãî êîìïîíåíòîâ.

Ëåììà 1.2.1. Ðàññìîòðèì g-çíà÷íûå íåïðåðûâíûå ñåìèìàðòèíãàëû xt = mt + at
è y = nt + bt, ãäå mt, nt è at, bt ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìàðòèíãàëàìè è ïðî-
öåññàìè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ïîëîæèì g = I(x, ξ), f = I(y, ξ), òîãäà íà ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå [0, T ] äëÿ p > 1 âûïîëíÿåòñÿ:

1. E sups6t ρ(gs, fs)
p 6 C1{E[(|[n]|p/2t + 1)|[m− n]t|p/2] + E|[a− b]|pt + E|[m− n]t|p}.

2. Eρ(gs, gt)
p . C2{E([m]t − [m]s)

p/2 + E|a|pt + E([m]t − [m]s)
p}.

Çäåñü êîíñòàíòû C1, C2 çàâèñÿò îò p, T è âûáîðà ìàòðè÷íîé íîðìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ∂tf
−1
t = −∂tyt · f−1

t , ñëåäîâàòåëüíî,

∂t(gtf
−1
t ) = gt∂txtf

−1
t − gt∂tytf−1

t = gtf
−1
t ft(∂txt − ∂tyt)f−1

t .

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ g → ρ(e, g) ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé íîðìîé â íåêîòîðîé
êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû, ìîæíî âûáðàòü ãëàäêèå ôóíêöèè Ri ∈ C∞(G)
òàêèå, ÷òî Ri(e) = 0 è ρ(e, g) 6

∑
i |Ri(g)| äëÿ âñåõ g ∈ G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ṽj ëåâî-

èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì vj îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà g, òîãäà ïî ôîðìóëå Èòî íàõîäèì:

Ri(gtf
−1
t ) =

∑
j
ṽjRi(Ad(ft)d(xt − yt), vj)g+

+ 1/2
∑

l,k,j
ṽkṽjRi(Ad(ft)vl, vj)g(Ad(ft)vk, vj)g(d[x− y]t)lk+

+ 1/2
∑

l,k,j
ṽjRi(ṽkAd(ft)vl, vj)gd[yk, xl − yl]t.

Òàê êàê G êîìïàêòíî, âñå ôóíêöèè Ri è Ad ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ñî âñåìè ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè. Êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàëû z ⊗ vj ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â X∗, à
çíà÷èò, è â H, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà Áóðêõîëüäåðà ïîëó÷àåì:

E sups6t ρ(gs, fs)
p = E sups6t ρ(gsf

−1
s , e)p .

∑
i
E sups6t |Ri(gsf

−1
s )|p .

. E|[m− n]t|p/2 + E|[a− b]|pt + E|[m− n]t|p + E|[n, n−m]|pt .
. E|[m− n]t|p/2 + E|[a− b]|pt + E|[m− n]t|p + E|[n]|p/2t |[n−m]t|p/2 .

. E[(|[n]|p/2t + 1)|[m− n]t|p/2] + E|[a− b]|pt + E|[m− n]t|p,

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âòîðîå âûòåêàåò èç ïåðâîãî, åñëè âçÿòü yu := xs,
xu := xs+u è ξ := gs.

1.2.2 Îáùèé ñëó÷àé

Äëÿ íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M (âîçìîæíî, ñ êðà-
åì) ðàññìîòðèì ãðóïïó C(M,G) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M → G, íàçûâàåìóþ
çäåñü ãðóïïîé òîêîâ. Ðîëü åå �àëãåáðû Ëè� èãðàåò ïðîñòðàíñòâî C(M, g). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íà çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå X ⊂ C(M, g) çàäàíà ñòðóêòóðà àáñòðàêòíî-
ãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,H, i). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå X-çíà÷íîå áðî-
óíîâñêîå äâèæåíèå ÷åðåç Wt, à åãî ðàñïðåäåëåíèå íà Ω := C([0,∞), X) ÷åðåç P .

Ðàññìîòðèì òàêæå ãðóïïó Y , îïðåäåëåííóþ êàê ìèíèìàëüíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóï-
ïà C(M,G) ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå ρ∞(g, f) := supz∈M ρ(g(z), f(z)), ñîäåðæàùàÿ
ìíîæåñòâî {eh(·), h ∈ H}.

Âûáåðåì íåïðåðûâíûå ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû σt è bt ñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî, â L(H) è H, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûå ðàâíîìåðíî íà êàæäîì èíòåðâàëå
[0, T ]. Îïðåäåëèì

xt :=

∫ t

0

σsdWs +

∫ t

0

bsds,

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ñèëó òåîðåìû 1.1.3, à âòîðîå åñòü îïðå-
äåëåííûé ïî÷òè âñþäó èíòåãðàë Áîõíåðà. Â îáîçíà÷åíèÿõ ââåäåííûõ â íà÷àëå ðàç-
äåëà 1.1.3,

xt(z) =

∫ t

0

(σ∗sδz, dWs) +

∫ t

0

(bs, δz)ds
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ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåïðåðûâíûé g-çíà÷íûé ñåìèìàðòèíãàë äëÿ êàæäîãî z ∈M .

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü
xt :=

∫ t
0
σsdWs +

∫ t
0
bsds,

x′t :=
∫ t

0
σ′sdWs +

∫ t
0
b′sds,

ãäå σ, σ′, b, b′ óäîâëåòâîðÿþò âûøåïðèâåäåííûì óñëîâèÿì. Äëÿ íåêîòîðîé F0-
èçìåðèìîé C(M,G)-çíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(z) ïîëîæèì g(z) := I(x(z), ξ(z)),
g′(z) := I(x′(z), ξ(z)) äëÿ êàæäîãî z ∈M . Ôèêñèðóåì T > 0, òîãäà äëÿ âñåõ s, t 6 T ,
z, z′ ∈M

1. E sups6t |xs(z)− x′s(z′)|p . d(z, z′)γp + E
∫ t

0
|(σs − σ′s)∗δz|pds,

2. E|xt(z)− xs(z)|p . |s− t|p/2,

3. E sups6t ρ(gs(z), g′s(z
′))p . d(z, z′)γp + E

∫ t
0
|(σs − σ′s)∗δz|pds+ E

∫ t
0
|(bs − b′s, δz)|pgds,

4. Eρ(gs(z), gt(z))p . |s− t|p/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì:

[〈xt − x′t, δz〉i, 〈xt − x′t, δz〉j]t =

∫ t

0

((σs − σ′s)δz ⊗ vi, (σs − σ′s)δz ⊗ vj)Hds,

[〈xt, δz − δz′〉i, 〈xt, δz − δz′〉j]t =

∫ t

0

(σs(δz ⊗ vi − δz′ ⊗ vi), σs(δz ⊗ vj − δz′ ⊗ vj))Hds.

Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ, ïóíêò 1 òåïåðü âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà
Áóðêõîëüäåðà è óñëîâèÿ (1.6) íà H. Òàê êàê δz, δz′ , t òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû,
ñòåïåíè '2p' â ëåììå 1.2.1 ìîæíî çàìåíèòü íà 'p' ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîí-
ñòàíòó. Òîãäà ïóíêò 3 âûòåêàåò èç ëåììû 1.2.1 è ïóíêòà 1. Ïîëàãàÿ x′t := xt∧s, z = z′

ïðè s < t ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì îöåíêè 2 è 4.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü ξ � ýòî Y -çíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, σt, bt óäîâëåòâîðÿþò
òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è ðàíüøå,

xt(z) =

∫ t

0

(σ∗sδz, dWs) +

∫ t

0

(bs, δz)ds.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ïîòðàåêòîðíî) Y -çíà÷íûé íåïðåðûâíûé ïðîöåññ
gt òàêîé, ÷òî gt(z) = I(x(z), ξ(z))t äëÿ âñåõ z ∈M , t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì g êàê ñëó÷àéíûé ýëåìåíò â G[0,∞)×M ÷åðåç gt(z) :=
I(x(z), ξ(z))t. Ôèêñèðóåì T > 0, òîãäà, â ñèëó ëåììû 1.2.2, èìååì äëÿ z, z′ ∈ M
íåðàâåíñòâî

Eρ(gt(z), gt(z
′))p . d(z, z′)γp,

à òàêæå
Eρ(gs(z), gt(z))p . |t− s|p/2.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì p ïðèìåíèìà ëåììà 1.1.1 è ïîëó÷àåì, ÷òî ó g íàéäåòñÿ
âåðñèÿ ñ çíà÷åíèÿìè â C([0, T ] ×M,G). Òàê êàê ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ ïðîöåññà,
ñîâïàäàþùèå ïî÷òè íàâåðíîå ïîòî÷å÷íî, ñîâïàäàþò è ïîòðàåêòîðíî, ìû ïîëó÷àåì
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íåïðåðûâíûé ïðîöåññ íà âñåé ïîëóïðÿìîé, îïðåäåëèâ åãî íà êàæäîì [0, Tn], Tn →∞.
Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, òàê êàê I(x(z), ξ(z)) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî äëÿ êàæäîãî z,
ëþáûå äâà ïðîöåññà, ïîäõîäÿùèå ïîä óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàþò ïîòðàåêòîðíî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè âñþäó). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî gt ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Y �
ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ â ëåììå 1.2.4 íèæå.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïîñòðîåííûé âûøå ïðîöåññ g íàçûâàåì ïåðåíîñîì x íà G è
ïèøåì g := I(x, ξ). Â ñëó÷àå, êîãäà xt � ýòîX-çíà÷íîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ïðîöåññ
gt áóäåì íàçûâàòü áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà Y .

1.2.3 Ïðèáëèæåíèÿ Âîíãà-Çàêàÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèÿ òèïà Âîíãà-Çàêàÿ (ñì., íàïðèìåð, [55] è
ññûëêè âíóòðè) ê I(g, ξ). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî (1.8) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

gt = φ(gt) · ∂txt, g0 = ξ

äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ìàòðè÷íî-çíà÷íîé ôóíêöèè φ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, îïðå-
äåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, êóäà âëîæåíà ãðóïïà G, è äëÿ êîòîðîé φ(g) ≡ g â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà G. Åñëè ξ ∈ G, òî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
(1.8), íî òåïåðü êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíî ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé πn = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnk < . . .} òàêèõ, ÷òî êàæäîå
πn+1 ñîäåðæèòñÿ â πn è èõ ìåëêîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ n. Äëÿ
íåïðåðûâíîãî g-çíà÷íîãî ñåìèìàðòèíãàëà xt îïðåäåëèì èòåðàòèâíî

xnt := xntk +
x(tk+1)− x(tk)

tk+1 − tk
(t− tk), ïðè t ∈ [tk, tk+1].

Èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðèáëèæåíèÿõ Âîíãà-Çàêàÿ (ñì. [55, òåîðåìà 1]) ñëåäóåò,
÷òî ðåøåíèÿ g̃nt äåòåðìèíèðîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dg̃nt = φ(g̃nt ) · dxnt , g̃0 = ξ

ñòðåìÿòñÿ ê gt ïî âåðîÿòíîñòè, ðàâíîìåðíî íà îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ. Â íàøåì
ñëó÷àå, ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ÿâíî âûïèñàíû:

g̃nt = ξext1−xt0 · ext1−xt0 · . . . · e
t−tk

tk+1−tk
(xtk+1

−xtk )
, ïðè t ∈ (tk, tk+1].

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âèäíî, ÷òî îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â G, åñëè òîëüêî ξ ∈ G.
Îäíàêî òàêèå ïðèáëèæåíèå íå î÷åíü õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ íàøèõ ìåòîäîâ ñëàáîé
ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó âìåñòî íèõ ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíûå ïðèáëèæåíèÿ, êî-
òîðûå èíîãäà èñïîëüçóþò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ñòàíäàðòíûõ (ñì. [29])):

gnt = ξext1−xt0 · ext2−xt1 · . . . · ext−xtk , äëÿ t ∈ (tk, tk+1].

Â îòëè÷èå îò g̃nt , ïðîöåññû gnt ÿâëÿþòñÿ Ft-ñîãëàñîâàííûìè. Èõ äèôôåðåíöèàëû Èòî
áûëè ÿâíî âû÷èñëåíû â [29, ðàçäåë A.4]:

dgnt = gnt (Λxt−xt−dxt + 1/2Γxt−xt− (dxt, dxt)),
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ãäå t− îáîçíà÷àåò áëèæàéøóþ ê t òî÷êó tk ∈ πn è

ΛBA :=

∫ 1

0

e−τadBAdτ,

ΓB(A,A) := (ΛBA)2 −
∫ 1

0

∫ 1

0

[e−sτadBA, e−τadBA]dτds.

Òàê êàê eadBA = Ad(eB)A è G êîìïàêòíî, âñå ýêñïîíåíòû â ýòèõ ôîðìóëàõ ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíû, íåçàâèñèìî îò B, òàê ÷òî Λ è Γ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû
îò A, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü g = I(x, ξ) äëÿ X-çíà÷íîãî ïðîöåññà xt è F0-èçìåðèìîé Y -
çíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òîãäà ïðèáëèæåíèÿ gnt (z), îïðåäåëåííûå êàê

gnt (z) := ξ(z)ext1 (z)−xt0 (z) · ext2 (z)−xt1 (z) · . . . · ext(z)−xtk (z), for t ∈ (tk, tk+1], (1.9)

ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê g íà C([0, T ]×M,G), äëÿ ëþáîãî T > 0. Â ÷àñòíîñòè, òðàåêòîðèè
gt ïî÷òè íàâåðíîå ëåæàò â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ z ∈M ïîëîæèì:

ynt (z) := dmn
t (z) + dant (z) := Λxt(z)−xt− (z)dxt(z) + 1/2Γxt(z)−xt− (z)(dxt(z), dxt(z)),

òîãäà, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè Γ è Λ (ðàâíîìåðíî ïî âñåì ïàðàìåòðàì è n) êàê ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò dxt(z), ïîëó÷àåì:

|[mn(z)]t| . |[x(z)]t|,

|an(z)|t . |[x(z)]t|+
∫ t

0

|(bs, δz)|ds.

Èñïîëüçóÿ ëåììû 1.2.1 è 1.2.2, íàõîäèì:

Eρ(gnt (z), gnt (z′))p . d(z, z′)γp,

Eρ(gns (z), gnt (z))p . |t− s|p/2,

äëÿ s, t 6 T ïðè ôèêñèðîâàííîì T > 0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ t ∈ πk, k 6 n, âåëè÷èíà gnt
ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ïðèáëèæåíèÿ Âîíãà-Çàêàÿ:

g̃nt (z) = ξ(z)ext1 (z)−xt0 (z) · ext1 (z)−xt0 (z) · . . . · e
t−tk

tk+1−tk
(xtk+1

(z)−xtk (z))
, t ∈ (tk, tk+1].

Òàê êàê ïîñëåäíåå, â ñèëó [55, òåîðåìà 1], ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê gt(z) äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ t è z, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ gn ñõîäÿòñÿ äëÿ òî÷åê èç ïëîò-
íîãî ìíîæåñòâà ∪nπn×M ⊂ [0,∞)×M . Òàê êàê Y � ãðóïïà è ñîäåðæèò {ex(·), x ∈ X},
âñå gn ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.1.2, íà êàæäîì îòðåçêå
gn ñõîäèòñÿ ñëàáî ê g è g ∈ C([0, T ], Y ) ïî÷òè âñþäó.

Òåïåðü ìû äîêàæåì òàêîé æå ðåçóëüòàò äëÿ ñàìèõ ïðèáëèæåíèé Âîíãà-Çàêàÿ.
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Ëåììà 1.2.5. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1.2.4 ïðîöåññû g̃nt (z), îïðåäåëåííûå êàê

g̃nt (z) := ξ(z)ext1 (z)−xt0 (z) · . . . · e(xtk+1
(z)−xtk (z))

t−tk
tk+1−tk , t ∈ (tk, tk+1],

ñõîäÿòñÿ ê g ïî ðàñïðåäåëåíèþ íà C([0, T ]×M,G) äëÿ êàæäîãî T > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì gn êàê (1.9), òîãäà, â ñèëó áè-èíâàðèàíòíîñòè ìåòðèêè
G,

sup
t6T,z∈M

ρ(gn(z), g̃n(z)) 6 sup
t6T,z∈M

ρ(e
(xtk+1

(z)−xtk (z))
t−tk

tk+1−tk , ext(z)−xtk (z)) .

. sup
s,t6T,|s−t|<mesh(πn),z∈M

|xs(z)− xt(z)|g → 0

ïî÷òè âñþäó, ïðè n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
îãðàíè÷åííîé f : C([0, T ]×M,G)→ R, ïîëó÷àåì:

limn Ef(g̃n) = limn E(f(g̃n)− f(gn)) + limn Ef(gn) = Ef(g),

â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà è ïðåäûäóùåé ëåììû.

1.3 Ïîñòðîåíèå äèôôóçèé

1.3.1 Ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:{

xt =
∫ t

0
σ(s, gs)dWs +

∫ t
0
b(s, gs)ds,

g = I(x, ξ).
(1.10)

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ãîâîðèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.10) äîïóñêàåò ñèëüíîå ðåøåíèå, åñëè
äëÿ çàäàííîãî ïîëíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω, P,F), ïðàâî-íåïðåðûâíîãî
ïîòîêà ïîëíûõ σ-àëãåáð Ft, F0-èçìåðèìîé Y -çíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è öèëèí-
äðè÷åñêîãî Ft-áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ Wt ñóùåñòâóåò Y -çíà÷íûé ïðîöåññ gt, óäîâëå-
òâîðÿþùèé (1.10). Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîäðàçóìåâàåò èíòåãðèðóåìîñòü σ(t, gt) è b(t, gt).
Ãîâîðèì, ÷òî (1.10) äîïóñêàåò ñëàáîå ðåøåíèå, åñëè äëÿ çàäàííîé ìåðû µ0 íà Y ñó-
ùåñòâóåò âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå îáúåêòû, ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ξ åñòü µ0. Åäèí-
ñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ïî÷òè âñþäó
êàê ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ â C([0,∞), Y ).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì äàíî ôèêñèðîâàííîå ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (Ω,F , P ), ïðàâî-íåïðåðûâíûé ïîòîê ïîëíûõ σ-àëãåáð Ft íà íåì è X-
çíà÷íîå Ft-áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Wt. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîýôôè-
öèåíòû.

1. σ : [0,∞)×Y → L(H) íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè íîðìû è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
íà ëþáîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå.
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2. b : [0,∞)× Y → H íåïðåðûâíî ïî íîðìå X è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî íîðìå
H íà êàæäîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå.

3. σ, b ëèïøèöåâû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî z ∈M è T > 0, ðàâíîìåðíî
ïî t ∈ [0, T ] è g ∈ Y âûïîëíåíî:

|(σ(t, g)− σ(t, g′))∗δz| 6 Cρ(g(z), g′(z)),
|(b(t, g), δz)− (b(t, g′), δz)| 6 Cρ(g(z), g′(z)),

ãäå êîíñòàíòà C ìîæåò çàâèñåòü îò z è T .

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Òàêîå �ïîòî÷å÷íîå� óñëîâèå ëèïøèöåâîñòè ñâÿçàíî ñ íàøèì ñïîñî-
áîì ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññîâ - ñíà÷àëà â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, à ïîòîì ñêëåèâàÿ èõ âìåñòå
â íåïðåðûâíóþ âåðñèþ. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûìè ïðèìåðàìè êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òðåòüåìó óñëîâèþ, ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ âèäà (σ(g)h)(z) = fσ(g(z))h(z)
è b(g)(z) = fb(g(z)), ãäå fσ, fb � íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî õîðîøèå ôóíêöèè G→ L(g) è
G → g ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü � ãîðàçäî
ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå, ÷åì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ïîòîìó ÷òî ãðóïïà êîìïàêò-
íà, à çíà÷èò, íàïðèìåð, âñå ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ àâòîìàòè÷å-
ñêè áóäóò îãðàíè÷åííûìè, êàê è îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà íèõ.

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè 1-2 óðàâíåíèå (1.10) äîïóñêà-
åò ñëàáîå ðåøåíèå, à åñëè âûïîëíåíî òàêæå 3, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå
ðåøåíèå.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1-3, òîãäà
óðàâíåíèå (1.10) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî
ýëåìåíòà ξ íà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ìåòîä èòåðàöèé Ïèêàðà.
Îïðåäåëèì ðåêóððåíòíî xn+1

t :=
∫ t

0
σ(s, gns )dWs +

∫ t
0
b(s, gns )ds,

gn+1 := I(xn+1, ξ),
g0 := ξ, x0 := 0.

Âûáåðåì T > 0, äëÿ z, z′ ∈M èç ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì:

[〈xn, δz〉i, 〈xn, δz′〉j]t =

∫ 1

0

(σ(s, gn−1
s )∗(δz ⊗ vi), σ(s, gn−1

s )∗(δz′ ⊗ vj))Hds.

Ôèêñèðóåì ñíà÷àëà íåêîòîðûé z ∈M . Èìååì:

[〈xn, δz〉i − 〈xm, δz〉i]t =

∫ t

0

|(σ(s, gn−1
s )∗ − σ(s, gm−1

s ))∗(δz ⊗ vi)|2ds .

.
∫ t

0

ρ(gn−1
s (z), gm−1

s (z))2ds. (1.11)

Âûïèøåì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ (b, δz):

E
∫ t

0

|(b(s, gn−1
s )− b(s, gm−1

s ), δz)|2gds . E
∫ t

0

ρ(gn−1
s (z), gm−1

s (z))2ds. (1.12)
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Òîãäà èç ëåììû 1.2.2 ñëåäóåò

E(max
t6T

ρ(gnt (z), gn−1
t (z)))2 6 C · E

∫ T

0

ρ(gn−1
t (z), gn−2

t (z))2dt.

Ïîâòîðíî ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòîâ è
êîìïàêòíîñòü G, ïîëó÷àåì:

E(max
t6T

ρ(gnt (z), gn−1
t (z)))2 .

Cn

n!
,

ñëåäîâàòåëüíî

P (max
t6T

ρ(gnt (z), gn−1
t (z)) > 1/2n) .

(4C)n

n!
.

Â ñèëó ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû èìååò ìåñòî
maxt6T ρ(gnt (z), gn−1

t (z)) 6 1/2n äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêèì îáðàçîì, gnt (z) ïî-
÷òè íàâåðíîå ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðîöåññó gt(z), ðàâíîìåðíî ïî t 6 T .

Îïðåäåëèì òàêèì îáðàçîì gt(z) äëÿ êàæäîãî z, òîãäà ïîëó÷èì G[0,T ]×M -çíà÷íûé
ñëó÷àéíûé ýëåìåíò. Â ñèëó ëåììû 1.2.2

Eρ(gnt (z), gnt (z′))p . d(z, z′)γp,

Eρ(gns (z), gnt (z))p . |s− t|p/2,

ðàâíîìåðíî ïî n, ïîýòîìó, ïî ëåììå 1.1.2, ó g åñòü íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ ñî çíà÷åíè-
ÿìè â C([0, T ], Y ). Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 1.2.3, ïðîäîëæàåì
ïðîöåññ gt íà âñþ ïðÿìóþ.

Îïðåäåëèì

xt :=

∫ t

0

σ(s, gs)dWs +

∫ t

0

b(s, gs)ds

è ïîëîæèì g̃(z) := I(x(z), ξ(z)). Òîãäà, ïî ëåììå 1.2.2, ïîëó÷àåì

Emax
t6T

ρ(gt(z), g̃t(z))2 6 lim sup
n→∞

{Emax
t6T

ρ(gnt (z), g̃t(z))2} .

. lim sup
n→∞

E
∫ T

0

|(σ(t, gnt )− σ(t, gt))
∗δz|2dt+

+ lim sup
n→∞

E
∫ T

0

|(b(t, gnt )− b(t, gt), δz)|2dt . lim sup
n→∞

Eρ(gnt (z), gt(z))2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, g(z) = I(x(z), ξ(z)) äëÿ ëþáîãî z ∈M .
Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ g, g′, òîãäà äëÿ êàæäûõ z ∈M , t ∈ [0, T ], ïî ëåììå

1.2.2 ïîëó÷àåì

Eρ(gt(z), g′t(z))2 . E
∫ T

0

|(σ(s, gs)
∗ − σ(s, g′s)

∗δz|2ds+

+ E
∫ T

0

|(b(s, gs)− b(s, g′s), δz)|2gds . E
∫ T

0

ρ(gs(z), g′s(z))2ds.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè è ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷àåì, ÷òî g è g′ ñîâïàäàþò ïî÷òè
íàâåðíîå â êàæäîé òî÷êå, à çíà÷èò, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, è ïîòðàåêòîðíî.



26

1.3.2 Ìàðòèíãàëüíàÿ çàäà÷à

Ââåäåì ñíà÷àëà ïîíÿòèå H-äèôôåðåíöèðóåìîñòè íà Y ⊂ C(M,G) êàê áîëåå ñëàáûé
àíàëîã äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ãðîññó â àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ñì. [39]), à èìåííî, ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ Ãàòî ïî íàïðàâëåíèÿì èç H.

Ïóñòü B � ýòî íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f :
Y → B ÿâëÿåòñÿ H-äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå g, åñëè äëÿ êàæäîãî h ∈ H ôóíêöèÿ
t 7→ f(g(·)eth(·)) äèôôåðåíöèðóåìà â îáû÷íîì ñìûñëå â òî÷êå t = 0 è

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

f(geth) = f ′(g)h,

ãäå f ′(g) ∈ L(H,B). Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé:

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. ×åðåç FT áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ,
äâàæäû H-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : Y → R òàêèõ, ÷òî f ′ : Y → H íåïðåðûâ-
íà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(g) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åííà
â íîðìå ïðîñòðàíñòâà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H îòîáðà-
æåíèå g 7→ (f ′′(g)x, y)H ÿâëÿåòñÿ ãåëüäåðîâûì.

Îïðåäåëèì åùå îäèí êëàññ ôóíêöèé - ïðîñòðàíñòâî FC∞ öèëèíäðè÷åñêèõ îòîá-
ðàæåíèé âèäà F (g) = f(g(z1), . . . , g(zn)), ãäå f ∈ C∞(Gn). Çàìåòèì, ÷òî FC∞ ⊂ FT .
Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, çàïèñàâ:

TrF ′′(g) =
∑
m

(f ′′(g)em, em) =
∑

m,i,j,k,l

(em(zi), vk)g(em(zj), vl)g∂
k
zi
∂lzjf =

=
∑

m,i,j,k,l

(em, δzi ⊗ vk)H(em, δzj ⊗ vl)H∂kzi∂
l
zj
f =

∑
i,j,k,l

(δzi ⊗ vk, δzj ⊗ vl)H∂kzi∂
l
zj
f,

ãäå {vj} è {ei} � ýòî îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû, ñîîòâåòñòâåííî, g è H, à ∂kz îáî-
çíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ëåâî-èíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ṽk, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âåêòîðó vk, ïðèìåíåííîå ê ïåðåìåííîé g(z).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ìàðòèíãàëüíóþ çàäà÷ó. Ðàññìîòðèì σ, b, óäîâëåòâîðÿþùèå
1,2 (íå îáÿçàòåëüíî 3), îáîçíà÷èì A := σσ∗ è îïðåäåëèì Lt êàê îïåðàòîð íà FT ÷åðåç:

Ltf(g) :=
1

2
TrA(t, g)f ′′(g) + (f ′(g), b(t, g))H . (1.13)

Ãîâîðèì, ÷òî Y -çíà÷íûé ïðîöåññ gt ðåøàåò ìàðòèíãàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ Lt ñ íà÷àëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì µ0, åñëè ðàñïðåäåëåíèå g0 åñòü µ0 è äëÿ êàæäîãî f ∈ FC∞
ïðîöåññ

M f
t := f(gt)− f(g0)−

∫ t

0

Lsf(gs)ds. (1.14)

ÿâëÿåòñÿ σ(gs, s 6 t)-ìàðòèíãàëîì.
Òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì ìû ñ÷èòàëè TrF ′′, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ f ∈ FC∞

Ltf =
1

2
Tr σ∗f ′′(g)σ + (f ′(g), b(t, g))H =

=
1

2

∑
m,i,j,k,l

(σem, δzi ⊗ vk)H(σem, δzj ⊗ vl)H∂kzi∂
l
zj
f +

∑
i,k

(b, δzi ⊗ vk)H∂kzif =

=
1

2

∑
i,j,k,l

(σ∗δzi ⊗ vk, σ∗δzj ⊗ vl)H∂kzi∂
l
zj
f +

∑
i,k

(b, δzi ⊗ vk)H∂kzif. (1.15)
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Òàêèì îáðàçîì, ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîäÿùèé îïåðàòîð äëÿ ïðîöåññà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óðàâíåíèþ (1.10). Ïîçæå áóäåò ïîêàçàíî (òåîðåìà 1.3.4), ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
(1.14) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ f ∈ FT , íî ïîêà áîëåå óäîáíî îïðåäåëèòü ìàðòèíãàëü-
íóþ çàäà÷ó äëÿ FC∞, òàê êàê åäèíñòâåííîñòü, à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå ëåììû,
áóäóò äîêàçàíû â ýòîì êîíòåêñòå.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Y -çíà÷íûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí
îáðàòíî íà àëãåáðó Ëè, òî åñòü îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê ââåäåííîé â òåîðåìå
1.2.3.

Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü σ, b óäîâëåòâîðÿþò 1,2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî gt ðåøàåò (1.14)
ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì µ0 äëÿ Lt, îïðåäåëåííîãî â (1.13). Òîãäà íà íåêîòî-
ðîì ðàñøèðåíèè íàøåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà gt óäîâëåòâîðÿåò (1.10) äëÿ
íåêîòîðîãî X-çíà÷íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ Wt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ïðîöåññ

xt(z) :=

∫ t

0

gs(z)−1∂sgs(z),

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(g) îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö
L(Rn,Rn), â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ G, íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G â òî÷êå g.
Òîãäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Q := g−1Q(g)g ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé (íå îáÿçàòåëüíî
îðòîãîíàëüíîé) íà àëãåáðó Ëè g, ðåàëèçîâàííóþ êàê êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G
â òî÷êå e. Â ñèëó ëåììû [44, ëåììà 2.3.3] ìîæíî çàïèñàòü

∂txt(z) = gt(z)−1∂tgt(z) = gt(z)−1Q(gt)∂tgt(z) = Qgt(z)−1∂tgt(z),

ïîýòîìó xt ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â g.
Ôèêñèðóåì z ∈ M . Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì

îïóñêàòü ýòó ïåðåìåííóþ. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {vj} â g. Äëÿ ãëàä-
êîé ôóíêöèè f : L(Rn,Rn) → R, åå ïðîèçâîäíàÿ îòíîñèòåëüíî ëåâî-èíâàðèàíòíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ ṽk = gvk ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ṽkf =
d

dt
|t=0f(getvk) = (Df, gvk) = (Df, ṽk),

ãäå Df îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë f â Rn2
. Àíàëîãè÷íî, ṽiṽjf = (D2fṽi, ṽj) +

(Df, gvivj). Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ, èç (1.14) è (1.15) ïîëó÷àåì:

df(gt) = ìàðòèíãàë+ (Df, gtb(t, gt))dt+ 1/2
∑

i,j
(Df, gvivj)(σ

∗δz⊗ vi, σ∗δz⊗ vj)Hdt+

+ 1/2
∑

i,j
(D2fṽi, ṽj)(σ

∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)Hdt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Èòî,

df(gt) = (Df, dgt) + 1/2(D2fdgt, dgt).

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ei} â L(Rn,Rn) ≡ Rn2
. Áåðÿ â êà÷åñòâå f êîîð-

äèíàòíûå ôóíêöèè, íàõîäèì:

dgt = ìàðòèíãàë + gtb(t, gt)dt+ 1/2
∑
i,j

gvivj(σ
∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)Hdt. (1.16)
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Òåïåðü, âûáèðàÿ f = (ei, g)(ej, g), ïîëó÷àåì òàêæå:

d[(g, ek), (g, el)]t =
∑

i,j
(ek, ṽi)(el, ṽj)(σ

∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)H .

Çàìåòèì, ÷òî
0 = d(g−1

t gt) = ∂tg
−1
t gt + g−1

t ∂tgt.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç gkl ìàòðè÷íûå êîîðäèíàòû è îïóñêàÿ èíäåêñ t, ïèøåì:

(dg−1dg)kl = −(g−1dgg−1dg)kl =

= −
∑

g−1
ku (ṽi, euv)g

−1
vw(ṽj, ewl)(σ

∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)dt =

= −
∑

g−1
ku gup(vi)pvg

−1
vwgwq(vj)ql(σ

∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)dt =

= −
∑

(vivj)kl(σ
∗δz ⊗ vi, σ∗δz ⊗ vj)dt.

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è (1.16), âû÷èñëÿåì:

dxt = g−1
t dgt + 1/2dg−1

t dgt = ìàðòèíãàë + bdt.

Íàêîíåö, âûáèðàÿ z, z′ ∈M , ïîëó÷àåì:

[(x(z), vu), (x(z′), vw)]t =

= [(g(z)−1dg(z), vu), (g(z′)−1dg(z′), vw)]t =

=
∑

(gt(z)−1ek, vu)(gt(z)vi, ek)(gt(z
′)−1el, vw)(gt(z

′)vj, el)(σ
∗δz ⊗ vi, σ∗δz′ ⊗ vj)Hdt =

=
∑

(vi, vu)(vj, vw)(σ∗δz ⊗ vi, σ∗δz′ ⊗ vj)Hdt =

= (σ∗δz ⊗ vu, σ∗δz′ ⊗ vw)Hdt.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mt(z) ìàðòèíãàëüíóþ ÷àñòü ñåìèìàðòèíãàëà xt(z). Â ñèëó ïðåäëî-
æåíèÿ 1.1.4 íà ðàñøèðåíèè íàøåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ X-çíà÷íîå
áðîóíîâñêîå äâèæåíèåWt, äëÿ êîòîðîãîmt(z) =

∫ t
0
(σ(s, gs)

∗δz, dWs) äëÿ âñåõ z. Òîãäà
ïî÷òè íàâåðíîå

xt =

∫ t

0

σ(s, gs)dWs +

∫ t

0

b(s, gs)ds

è ëåãêî âèäåòü, ÷òî g = I(x, ξ).

Òåîðåìà 1.3.3. Åñëè σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1,2, òî óðàâíåíèå (1.10) äîïóñ-
êàåò ñëàáîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ µ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäà-
íî X-çíà÷íîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Wt è íåçàâèñèìàÿ îò íåãî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ0. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé πn = {0 = tn0 < tn1 <
. . . < tnk < . . .}, ìåëêîñòè êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îïðåäåëèì èòåðàòèâíî

xnt := xnti +

∫ t

ti

σ(ti, g
n
ti

)dWs +

∫ t

ti

b(ti, g
n
ti

)ds, t ∈ (ti, ti+1],

ãäå gnt íà t ∈ (ti, ti+1] îïðåäåëåíî êàê ïåðåíîñ xnti+s ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì gnti .
Ïîëîæèì gn0 := ξ, xn0 := 0. Îáîçíà÷èì σn(g) :=

∑
i I[ti,ti+1)(t)σ(ti, gti), b

n(g) :=
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∑
i I[ti,ti+1)(t)b(ti, gti), òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî gn, xn ðåøàþò (1.10) ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè σn, bn. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ÷åðåç Ln, òîãäà gn òàêæå ðåøàåò
ìàðòèíãàëüíóþ çàäà÷ó (1.14). Ïî ëåììå 1.2.2 èìååì:

Eρ(gnt (z), gnt (z′))p . d(z, z′)γp,

Eρ(gns (z), gnt (z))p . |s− t|p/2.

Èç ëåììû 1.1.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ïëîòíà íà êàæäîì èíòåðâà-
ëå [0, T ]. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ âäîëü íåêîòîðîé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {gnk} ê C(M,G)-çíà÷íîìó ïðîöåññó gt, îïðåäåëåííîìó íà êàæäîì
èíòåðâàëå, à çíà÷èò, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, è íà âñåé ïîëóïðÿìîé. Ïî òåîðåìå Àëåê-
ñàíäðîâà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè, P (g ∈ C([0, T ], Y )) > lim supP (gnk ∈ C([0, T ], Y )) = 1
è gt ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Y . Èç òåîðåìû [53, òåîðåìà 4.30] ñëåäóåò, ÷òî íà íåêîòî-
ðîì äðóãîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû gnk

ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ê g. Âûáåðåì B(C[0, s], Y )-èçìåðèìóþ íåïðåðûâíóþ îãðàíè-
÷åííóþ ôóíêöèþ R : C([0,∞), Y ) → R è f ∈ FC∞, òîãäà íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå

ER(g)(f(gt)− f(gs)−
∫ t

s

Lsf(s, gs)ds) =

= lim
k→∞

ER(gnk)(f(gnkt )− f(gnks )−
∫ t

s

Lnsf(s, gnks )ds) = 0,

ïî òåîðåìå Ëåáåãà. Òàêèì îáðàçîì, g ðåøàåò (1.14) äëÿ Lt, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå
1.3.2, îíî ðåøàåò (1.10) íà ðàñøèðåííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî ìàðòèíãàëüíàÿ çàäà÷à (1.14) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áîëåå
îáùåãî êëàññà ôóíêöèé FT .

Ïðåäëîæåíèå 1.3.4. Ïóñòü σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1,2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
gt � ýòî Y -çíà÷íîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è, òîãäà ñî-
îòíîøåíèå (1.14) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ f ∈ FT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.3.2 ìîæíî âûáðàòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
íà êîòîðîì g = I(x, ξ) è xt =

∫ t
0
σ(s, gs)dWs +

∫ t
0
b(s, gs)ds äëÿ íåêîòîðîãî X-çíà÷íîãî

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ Wt.
Ôèêñèðóåì T > 0. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ei} ⊂ X∗ ïðîñòðàíñòâà

H è îïðåäåëèì Pnx :=
∑n

1 〈ei, x〉ei. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóæåíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ íà H
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêòîðàìè. Ïîëîæèì xn := Pnx è g

n := I(xn, ξ). Â ýòîì
ñëó÷àå xnt =

∫ t
0
Pnσ(s, gs)dWs +

∫ t
0
Pnb(s, gs)ds. Ïî ëåììå 1.2.2 èìååì:

Eρ(gnt (z), gt(z))2 . E
∫ t

0

|σ∗(I − Pn)δz|2ds+ E
∫ t

0

|((I − Pn)b, δz)|2gds,

äëÿ âñåõ z ∈ M , t 6 T , ÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå Ëåáåãà. Â ñèëó òîé æå
ëåììû

Eρ(gnt (z), gnt (z′))p . d(z, z′)γp,

Eρ(gns (z), gnt (z))p . |s− t|p/2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.1.2, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê
g íà C([0, T ], Y ).

Ïîñòðîèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî gn ïðèáëèæåíèÿ Âîíãà-Çàêàÿ gk,n, ñõîäÿùèåñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ê gn ïî ëåììå 1.2.5. Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T è íåêîòîðîå ôèê-
ñèðîâàííîå τ < T ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.2.4 âèäíî, ÷òî gn,k(z) ñõîäÿòñÿ ê gn(z) ïî âåðîÿòíî-
ñòè äëÿ êàæäîãî z, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(W, g, gn, gk,n), k > 1} ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîòíîé è ñòðåìèòñÿ â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê (W, g, gn, gn).
Òîãäà îíà ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ, à çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû [53, òåîðåìà 4.30],
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (W, g, gn, gk,n) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íà íåêîòîðîì äðóãîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òîáû gk,n → gn ïî÷òè âñþäó.

Âûáåðåì îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ B(C([0, τ ], Y ))-èçìåðèìóþ ôóíêöèþ R è
f ∈ FT . Òîãäà èìååì:

ER(g)(f(gT )− f(gτ )) = limn→∞ limk→∞ ER(gn,k)(f(gn,kT )− f(gn,kτ )) =

= limn→∞ limk→∞ ER(gn,k)(f(gn,kτ ex
n
tl
−xnτ · . . . · ex

n
T−x

n
tk )− f(gn,kτ )).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðàçíîñòåé âèäà
ER(gn,k)(f(qex

n
v (z)−xnu(z)− f(q)), ãäå q = gn,kti , u = ti, v = ti+1 äëÿ íåêîòîðîãî i. Òàê êàê

xnt ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â X∗, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

f(qex
n
v−xnu)− f(q) = (f ′(q), xnv − xnu)+

+ 1/2(f ′′(q)(xnv − xnu), xnv − xnu) + 1/2([f ′′(qeη(xnv−xnu))− f ′′(q)](xnv − xnu), xnv − xnu),

äëÿ íåêîòîðîãî η 6 1. Òîãäà ïîëó÷àåì ñóììó∑
i

ER(gn,k)
[
(f ′(gn,kti ), xnti+1

− xnti) + 1/2(f ′′(gn,kti )(xnti+1
− xnti), x

n
ti+1
− xnti)+

+ 1/2([f ′′(gn,kti e
ηi(x

n
ti+1
−xnti ))− f ′′(gn,kti )](xnti+1

− xnti), x
n
ti+1
− xnti)

]
.

Ìû áóäåì ïî-î÷åðåäè ðàçáèðàòüñÿ ñ êàæäûì èç ýòèõ ñëàãàåìûõ.

1. Âûïèøåì ñíà÷àëà

ER · (f ′(q), xnv − xnu) =
∑

j
ER · (f ′(q), ej){

∫ v

u

(σ∗Pnej, dWs) +

∫ v

u

(Pnb, ej)ds}

è çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå ñóììû êîíå÷íû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãà-
ëîì, òàê êàê R(gn,k) è f ′(q) îáà σ(Wr, r 6 u)-èçìåðèìû, à çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îò íåãî ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Âû÷èñëÿÿ âòîðóþ ñóììó, ïîëó÷àåì

ER
∫ T

τ

(Pnb, f̃
′
s)ds,

ãäå f̃ ′t = f ′(gn,kt− ), t− îáîçíà÷àåò áëèæàéøóþ ê t ñëåâà òî÷êó tk ðàçáèåíèÿ.

Îòîáðàæåíèÿ gn,k ñõîäÿòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
C([0, T ] × M,G), à ñëåäîâàòåëüíî,gn,kt− ñõîäÿòñÿ ê gnt â C(M,G). Òàê êàê f ′ íåïðå-
ðûâíà, ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì:

E
∫ T

τ

(Pnb, Rf̃
′
s)ds→ E

∫ T

τ

(Pnb, Rf
′(gns ))ds.

ïðè k →∞.



31

2. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì

ER(f ′′(q)

∫ v

u

PnσdWs,

∫ v

u

PnσdWs) =

=
∑

i,j
ER(f ′′(q)ei, ej)

∫ v

u

(σ∗Pnei, dWs)

∫ v

u

(σ∗Pnej, dWs) =

=
∑

i,j
ER(f ′′(q)ei, ej)

∫ v

u

(σ∗Pnei, σ
∗Pnej)Hds =

= ER
∫ v

u

Tr(σσ∗Pnf
′′(q)Pn)ds.

Âñëåäñòâèå òåõ æå ðàññóæäåíèé, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òàê êàê f ′′ íåïðåðûâíà
è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â íîðìå ‖ · ‖1 ïðîñòðàíñòâà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, ñóììà
ðàçíîñòåé ñõîäèòñÿ ê

ER
∫ T

τ

Tr(σσ∗Pnf
′′(gns )Pn)ds. (1.17)

Òàê êàê âñå íîðìû íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (â ÷àñòíîñòè, íà îáðàçå Pn) ýê-
âèâàëåíòíû, ïîëó÷àåì:

E|R(f ′′(q)

∫ v

u

PnσdWs,

∫ v

u

Pnbds)| . (v − u) sup
g∈Y
‖f ′′(g)‖1

[
E|
∫ v

u

PnσdWs|2H
]1/2

= (v − u) sup
g∈Y
‖f ′′(g)‖1

[∑
i
E(

∫ v

u

(σ∗Pnei, dWs))
2

]1/2

6

6 (v − u) sup
g∈Y
‖f ′′(g)‖1

[
nE
∫ v

u

|σ∗Pn|2L(H)ds

]1/2

.
√
n(v − u)3/2 sup

g∈Y
‖f ′′(g)‖1.

Ñêëàäûâàÿ òàêèå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåðâàëîâ [ti, ti+1], ïîëó÷àåì îöåíêó, ñòðåìÿùóþ-
ñÿ ê íóëþ ïðè max{ti+1− ti} → 0. Â ñèëó àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, ïðèìåíåííûõ ê
îñòàâøèìñÿ äâóì ñëàãàåìûì, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïóíêòå ñóììà ðàçíîñòåé ñõî-
äèòñÿ ê (1.17).

3. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå òàêæå ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû. Ïîñëåäíèå òðè ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïî ñîîáðàæåíèÿì, àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ. Ïîëüçóÿñü ñëàáîé ãåëüäåðîâîñòüþ f ′′, âûáåðåì λ > 0, äëÿ êîòî-
ðîãî (f ′′ei, ej), i, j 6 n ãåëüäåðîâû ñ ïîêàçàòåëåì λ. Òîãäà Pnf

′′Pn áóäåò λ-ãåëüäåðîâà
â ëþáîé íîðìå, â ÷àñòíîñòè, â îïåðàòîðíîé. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áóðêõîëüäåðà,
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ïîëó÷àåì:

E|R([f ′′(qeη(xnu−xnv ))− f ′′(q)]
∫ v

u

PnσdWs,

∫ v

u

PnσdWs)| .

. E|Pn(f ′′(q)− f ′′(qeη(xnu−xnv )))Pn|L(H)|
∫ v

u

PnσdWs|2H .

. E|
∫ v

u

PnσdWs|2+λ
H + E|

∫ v

u

PnσdWs|2H |
∫ v

u

bds|λg .

.
∑
i

E(

∫ v

u

(σ∗Pnei, dWs))
2+λ +

∑
i

E(

∫ v

u

(σ∗Pnei, dWs))
2|u− v|λ .

. nE(

∫ v

u

|σ∗Pn|2L(H)ds)
1+λ/2 + nE(

∫ v

u

|σ∗Pn|2L(H)ds)|u− v|λ .

. n|u− v|1+λ/2.

Ñóììèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ [ti, ti+1], íàõîäèì, ÷òî ýòè èíòåãðàëû
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì:

ER(g)(f(gT )− f(gτ )) = limn→∞ ER(gn)

[∫ T

τ

(f ′(gns ), Pnb(s, gs))ds +

+

∫ T

τ

1

2
Tr(σ(s, gs)σ(s, gs)

∗Pnf
′′(gns )Pn)ds

]
.

Íà íåêîòîðîì äðóãîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå gn → g ïî÷òè íàâåðíîå. Òîãäà íà
íåì

Tr(σ(t, gt)σ(t, gt)
∗Pnf

′′(gnt )Pn)− Tr(σ(t, gt)σ(t, gt)
∗Pnf

′′(gt)Pn)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî÷òè âñþäó ïðè n → ∞ äëÿ êàæäîãî t 6 T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàê êàê Pnf

′′(gt)Pn ñõîäÿòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ ê f
′′(gt) (ñì.

[87, ïðåäëîæåíèå 2.1]), ïîëó÷àåì:

Tr(σ(t, gt)σ(t, gt)
∗Pnf

′′(gt)Pn)→ Tr(σ(t, gt)σ(s, gt)
∗f ′′(gt)).

Òàê êàê (f ′(gnt ), Pnb(t, gt))→ (f ′(gt), b(t, gt)) è âñå îãðàíè÷åíî, â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà
èìååì:

ER(g)(f(gT )− f(gτ )) = ER(g)

[∫ T

τ

(f ′(gt), b(t, gt))dt +

+

∫ T

τ

1

2
Tr(σ(t, gt)σ(t, gt)

∗f ′′(gt)P )dt

]
= ER(g)

∫ T

τ

Ltfdt,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî U = C([0,∞), Y ), îñíàùåííîå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé
B(U), ïîðîæäåííîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ èíòåðâàëàõ.
Îïðåäåëèì ïîòîê Ft := σ({g|[0,t] ∈ A} |A ∈ B(C([0, t], Y ))). Ãîâîðèì, ÷òî ñåìåéñòâî
{P a, a ∈ Y } âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèåé, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðîì L íà
FC∞, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1. P a(g0 = a) = 1.

2. Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (U ,B(U), P a) êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ g(t) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è (1.14) äëÿ îïåðàòîðà Lt ≡ L ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì, ñîñðåäîòî÷åííûì â òî÷êå a.

3. Äëÿ êàæäîãî A ∈ B(U) ôóíêöèÿ a 7→ P a(A) ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé è äëÿ ëþáûõ
s > 0, a ∈ Y , îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé f ∈ C(Y ) è Ft-ìîìåíòà îñòàíîâêè τ
âûïîëíåíî:

P a(f(gτ+s) | Fτ ) = P gτ (f(gs)),

ãäå Fτ := σ(A ∈ B(U) : A ∩ {τ 6 t} ∈ Ft,∀t), à P a(· | Fτ ) îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê σ-àëãåáðå Fτ .

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ñîáèðàåì âìåñòå ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 1.3.5. Ïóñòü σ, b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1,2, òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ µ0 ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.10) äîïóñ-
êàåò ñëàáîå ðåøåíèå, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è
(1.14), âûïîëíÿþùåéñÿ äëÿ âñåõ f ∈ FT . Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå 3 (êî-
ýôôèöèåíòû ëèïøèöåâû), ðåøåíèå ìàðòèíãàëüíîé çàäà÷è åäèíñòâåííî è ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíî êàê ñèëüíîå ðåøåíèå (1.10). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P a ðàñïðåäåëåíèå
ðåøåíèÿ (1.14) ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ñîñðåäîòî÷åííûì â òî÷êå a, òîãäà,
åñëè σ è β íå çàâèñÿò îò t, ñåìåéñòâî {P a}a∈Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ
äèôôóçèþ, ïîðîæäåííóþ L := Lt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíû 1 è 2, òî ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.10) äîïóñêà-
åò ñëàáîå ðåøåíèå â ñèëó òåîðåìû 1.3.3. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.15) è ôîðìóëó
Èòî, ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ðåøàåò òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàðòèíãàëüíóþ çàäà÷ó.

Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 3, ðåøåíèå çàäà÷è (1.14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî êàê ñèëüíîå ðåøåíèå (1.10) â ñèëó ëåììû 1.3.2. Òàê êàê ñèëüíîå ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî, îíî ñîâïàäàåò ñ ïðîöåññîì, ïîñòðîåííûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3.1,
ñëåäîâàòåëüíî,åãî ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lt ≡ L íå çàâèñèò îò t. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ðåøåíèå ìàð-
òèíãàëüíîé çàäà÷è (1.14) åäèíñòâåííî ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ïîýòîìó P a ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1,2 îïðåäåëå-
íèÿ äèôôóçèè. Èç òåîðåìû [5, òåîðåìà 5.1] âûòåêàåò, ÷òî ñåìåéñòâî {P a} ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî ìàðêîâñêèì, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3 è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ
(åäèíñòâåííîé) äèôôóçèåé, ïîðîæäåííîé L.



Ãëàâà 2

Ìåòîä ôåéíìàíîâñêèõ ïðèáëèæåíèé

Â ïåðâîé ãëàâå ìû îïðåäåëèëè áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà ãðóïïå òîêîâ êàê ðåøåíèå
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2), íî ñóùå-
ñòâóåò è äðóãîé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé êîíå÷íîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû ×åðíîâà (ñì. [21]), ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé ôîðìóëû
Òðîòòåðà. Â ðàáîòàõ [83; 84] òàêèì îáðàçîì ïðèáëèæàþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû íà
êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ
ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Â ëèòåðàòóðå ïðèáëèæåíèÿ òà-
êîãî òèïà íîñÿò íàçâàíèå �ôåéíìàíîâñêèõ�, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðåäåëà
êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûë
âïåðâûå îïðåäåëåí çíàìåíèòûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ïðî-
öåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, äëÿ êîòîðûõ íå ðàáîòàåò ïðîöåäóðà ïåðåíîñà ñ
àëãåáðû Ëè, èñïîëüçóåìàÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ãëàâå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå ÑêîðîõîäàD(R+, G) ïðàâî-íåïðåðûâíûõ
ïóòåé, èìåþùèõ ëåâûå ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Ïðîöåññû Ëåâè íà êîíå÷íîìåðíûõ
ãðóïïàõ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì, íàïðèìåð, [15; 41; 60]), à èõ ïîë-
íàÿ êëàññèôèêàöèÿ áûëà äàíà Ã.À. Õàíòîì â ñòàòüå [47]. Òàêæå â ïîñëåäíåå âðåìÿ
àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîöåññîâ Ëåâè íà áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (ñì. [13; 14; 16; 75]). Â íàøåé ðàáîòå ìû ñòðîèì ïðîöåññû Ëåâè íà áåñêî-
íå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ D(R+, G), êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõïà-
ðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû íà G.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð L íà C(G), ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì íåêî-
òîðîãî ñîïðÿæåííî-èíâàðèàíòíîãî ïðîöåññà Ëåâè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðîöåñ-
ñîâ Ëåâè xs(·) ñ ïðîèçâîäÿùèìè îïåðàòîðàìè sL. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ó ïî-
ëó÷åííîãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóåò âåðñèÿ ñ òðàåêòîðèÿìè â
D(R+, D(R+, G)), ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ D(R+, G)-çíà÷íûé ïðîöåññ Ëåâè ïî ïåð-
âîìó àðãóìåíòó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ôåéíìàíîâñêèõ
àïïðîêñèìàöèé, êîòîðûé, ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ, òàêæå ïðåäîñòàâ-
ëÿåò ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîëó÷åííîãî ïðîöåññà
ñ ïîìîùüþ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì.

Èäåÿ íàøèõ ïîñòðîåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âûáðàâ íåêîòîðóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Pn êâàäðàòà [0,∞)2, äëÿ êàæäîãî èç íèõ ìû ñòðîèì ïðîöåññû,
îïðåäåëÿþùèåñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â óçëàõ ýòèõ ðàçáèåíèé. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëå-
íèå çíà÷åíèé â ýòèõ òî÷êàõ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P (t, x, dy),
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îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé

P (t)f(x) =

∫
G

f(y)P (t, x, dy)

äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {P (t), t > 0}, àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêîãî ïðè
ìàëûõ t ê ïîëóãðóïïå etL.

Â ñëó÷àå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîöåññà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè, ðàññìàò-
ðèâàåìîãî â ðàáîòàõ [83; 84], ïðèáëèæàþùåå ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç P (t) àíàëî-
ãè÷íî ôîðìóëàì äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà: êàæäàÿ
ñëåäóþùàÿ òî÷êà xtj+1

èìååò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (tj+1 − tj, xtj , dxtj+1
) îòíîñè-

òåëüíî xtj . Îäíàêî â ñëó÷àå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîöåññà òî÷êè ðàçáèåíèÿ íåëü-
çÿ òàê ïðîñòî �ðàññòàâèòü â ëèíèþ� è âîçíèêàåò ïðîáëåìà óïîðÿäî÷èâàíèÿ êëåòîê
[si, si+1]× [ti, ti+1] ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé äðóã îòíîñèòåëüíî äðó-
ãà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà òàêîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûé ïðîöåññ íà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå Ëè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå áóäåò ñèììåòðè÷íûì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Â íàøåé ðàáîòå ìû âûáèðàåì ïîðÿ-
äîê òàê, ÷òîáû â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå â ïðåäåëå ïîëó÷àëñÿ ïðîöåññ, ñîâïàäàþùèé ñ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2).

Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû ïðîâîäèì ïî-
ñòðîåíèå íàøèõ ïðèáëèæåíèé è ñòðîèì ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà
D(R+, G). Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ïóòåé C([0, 1], G), òàêæå íàçûâàåìîãî �áðîóíîâ-
ñêèì ëèñòîì� íà G. Ìû ñòðîèì íåïðåðûâíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ýòîìó ïðîöåññó, ïîëüçó-
ÿñü íåñêîëüêî èíûìè ìåòîäàìè, ÷åì â ïåðâîì ðàçäåëå, îïèðàþùèìèñÿ íà èçâåñòíûå
ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè ÿäðà òåïëîïðîâîäíîñòè è íåïðåðûâíîñòü òðàåêòîðèé.

2.1 Ïîñòðîåíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Ëå-

âè íà ãðóïïå Ëè

2.1.1 Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè

Ðàññìîòðèì ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî S ñ ìåòðèêîé ρ, îáîçíà÷èì ÷åðåç D(R+, S) ïðî-
ñòðàíñòâî c�adl�ag îòîáðàæåíèé R+ = [0,∞) 7→ S, òî åñòü ïðàâî-íåïðåðûâíûõ è èìå-
þùèõ êîíå÷íûå ëåâûå ïðåäåëû â êàæäîé òî÷êå. Íà íåì ìîæåò áûòü ââåäåíà òîïî-
ëîãèÿ Ñêîðîõîäà, ïîðîæäàåìàÿ ìåòðèêîé d, îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.
[36]). Ïóñòü Λ � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé
λ : R+ 7→ R+, äëÿ êîòîðûõ λ(0) = 0 è λ(t)→∞ ïðè t→∞, à òàêæå âûïîëíåíî:

γ(λ) = sup
s<t

∣∣∣∣log
λ(t)− λ(s)

t− s

∣∣∣∣ <∞.
Äëÿ x, y ∈ D(R+, S) îïðåäåëèì:

d(x, y) := inf
λ∈Λ

γ(λ) ∨
∞∫

0

e−udu(x, y, λ)du

 , (2.1)
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ãäå
du(x, y, λ) = sup

t>0
(ρ(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u)) ∧ 1).

Ñ ýòîé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâî (D(R+, S), d) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñåïàðàáåëüíûì, åñëè
òàêîâûì áûëî S (ñì. [36, ãë. 3, òåîðåìà 5.6]).

Ïóñòü G � ýòî ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðóêòóðîé ãðóïïû òà-
êîå, ÷òî ãðóïïîâîå ïðîèçâåäåíèå è âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà èçìåðèìû ïî Áîðåëþ.
Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ gt, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ëåæàò â D(R+, G), íàçûâàåòñÿ (ëåâûì)
ïðîöåññîì Ëåâè, åñëè åãî ïðàâûå ïðèðàùåíèÿ íåçàâèñèìû è ñòàöèîíàðíû, òî åñòü
äëÿ âñåõ 0 6 s 6 t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà g−1

s gt ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ g−1
0 gt−s

è íåçàâèñèìà îò σ(gu, u 6 s). Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ

(R(t)f)(g) = Ef(ggt),

îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå C0(G) óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèéG→ R, íà êîòîðîì ââåäåíà ðàâíîìåðíàÿ íîðìà. Â ñëó÷àå, êîãäàG ëîêàëüíî
êîìïàêòíà, îïåðàòîðû R(t) îáðàçóþò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó (ñì. [60]), åå
ãåíåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïðîöåññà Ëåâè gt. Ïðîöåññ Ëåâè g(t)
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííî-èíâàðèàíòíûì, åñëè h−1g(·)h ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ
ñ g(·) äëÿ êàæäîãî h ∈ G.

Ôèêñèðóåì êîìïàêòíóþ ñâÿçíóþ ãðóïïó Ëè G, íà êîòîðîé çàäàíà áè-
èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà ρ(·, ·), è íà÷èíàþùèéñÿ â åäèíèöå e ñîïðÿæåííî-
èíâàðèàíòíûé ïðîöåññ Ëåâè g(t) íà G ñ ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì (L,D(L)). Äàëåå
ìû áóäåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïèñàòü ïàðàìåòðû ïðîöåññîâ ëèáî âíèçó, ëèáî â
êðóãëûõ ñêîáêàõ, íàïðèìåð, îòîæäåñòâëÿåì gt è g(t).

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè ïîïûòêå ïîñòðîèòü äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ïðîöåññ Ëåâè gs(·) òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî s
ïðîöåññ {gs(t), t > 0} åñòü ïðîöåññ Ëåâè íà G, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì (sL,D(L)).

Òîãäà äëÿ íåçàâèñèìûõ êîïèé gs1 è gs2 äîëæíî âûïîëíÿòñÿ gs1gs2
d
= gs1+s2 . Ïóñòü

t1 < t2 ∈ R+, òîãäà

(gs1gs2)(t1)−1(gs1gs2)(t2) = gs2(t1)−1gs1(t1)−1gs1(t2)gs2(t2)
d
=

d
= gs2(t1)−1gs1(t2 − t1)gs2(t2) = (gs2(t1)−1gs1(t2 − t1)gs2(t1))gs2(t1)−1gs2(t2).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà gs2(t1)−1gs2(t2) íåçàâèñèìà îò gs2(t1) è ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ñ gs2(t2−t1), ïîýòîìó, ÷òîáû âñå âûðàæåíèå èìåëî ðàñïðåäåëåíèå (gs1gs2)(t2−t1),
åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî (gs2(t1)−1gs1(t2 − t1)gs2(t1)) áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå
gs1(t2 − t1), ÷òî òðåáóåò èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P = {0 = t0 < . . . < tN <∞} ïîëóèíòåðâàëà [0,∞). Íàçû-
âàåì åãî ðàâíîìåðíûì, åñëè âñå ïðèðàùåíèÿ tk−tk−1 ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì
ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ P ÷åðåç |P| = maxj(tj − tj−1). Ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçáèåíèé Pn = {0 = tn0 < . . . < tnN <∞} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïèøåì 'Pn → 0', åñëè{

|Pn| → 0, n→∞,
tnN →∞, n→∞.
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Äëÿ ðàçáèåíèé P1 = {0 = s0 < . . . < sM < ∞} è P2 = {0 = t0 < . . . < tN < ∞}
îïðåäåëèì ðàçáèåíèå P = P1 × P2 = {(si, tj), 0 6 i 6 M, 0 6 j 6 N} è îáîçíà÷èì
|P| := |P1||P2|. Ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Pn = Pn1 ×Pn2 ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ('Pn → 0'), åñëè Pn1 → 0 è Pn2 → 0. Íàçûâàåì P ðàâíîìåðíûì, êîãäà òàêîâû
P1 è P2 (íå îáÿçàòåëüíî ñ îäèíàêîâîé ìåëêîñòüþ). Îáîçíà÷èì:

GP1 = {(gs1 , . . . , gsM ), gsi ∈ G, 1 6 i 6M},
GP2 = {(gt1 , . . . , gtN ), gtj ∈ G, 1 6 j 6 N},
GP = {(gsi,tj)i,j ∈ GMN} = {(g(si, tj))i,j ∈ GMN}.

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì g0,tj = gsi,0 = g0 = e. Íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ââåñòè ãðóïïîâûå ñòðóêòóðû. Ñèìâîëîì e ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü
åäèíèöó ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû, êîãäà ïîíÿòíî î êàêîé ãðóïïå èäåò ðå÷ü.

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì ïðèáëèæàþùèå ìåðû íà GP , çàòåì ðàññìîòðèì èõ îáðàçû
íà E := D(R+, D(R+, G)). Ìû ìîãëè áû ïîñòðîèòü èõ, èñïîëüçóÿ etL êàê ïåðåõîäíóþ
ïîëóãðóïïó, íî ìû òàêæå õîòèì ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ áîëåå îáùèõ êîíå÷íî-ìåðíûõ
ïðèáëèæåíèé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {P (t), t ∈ R+} îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ íà C(G), óäîâëåòâîðÿþùèõ:

1. ‖P (t)‖ 6 1, ∀t ∈ R+.

2. P (t)f ≥ 0 è P (t)1 ≡ 1 äëÿ f ≥ 0.

3. P (t)Rhf = RhP (t)f è P (t)Lhf = LhP (t)f äëÿ f ∈ C(G), h ∈ G.

4. Îòîáðàæåíèå [0,∞) 3 t 7→ P (t) ∈ L(C(G)) íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè ñèëüíîé
ñõîäèìîñòè.

5. Äëÿ âñåõ f èç íåêîòîðîãî ÿäðà D ⊂ D(L) îïåðàòîðà L ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→0

P (t)f − f
t

= Lf.

Çäåñü Rh è Lh îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû ïðàâîãî è ëåâîãî óìíîæåíèÿ,
òî åñòü:

Rhf(g) = f(gh), Lhf(g) = f(hg).

Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ íåîáõîäèìû äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû ×åðíîâà, à óñëîâèÿ
1�3 íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèæàþùèé ïðîöåññ îáëàäàë ñâîéñòâàìè ïðîöåññà
Ëåâè. Îäíàêî, åñëè íåêîòîðîå äðóãîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Q(t), t > 0} àñèìïòîòè-
÷åñêè áëèçêî ê P (t) ïðè ìàëûõ t â òîì ñìûñëå, ÷òî ‖Q(t)−P (t)‖ = o(t), òî åãî ìîæíî
âçÿòü âìåñòî {P (t), t > 0} (ñì. ñëåäñòâèå 2.1.13). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî P (t) = etL óäî-
âëåòâîðÿåò ýòèì ñâîéñòâàì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 2.1.12, îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîöåññà íà G, êîòîðûé ïðè ýòîì íå çàâèñèò
îò âûáîðà {P (t), t > 0}.

Äëÿ x ∈ GP îáîçíà÷èì ÷åðåç (xsi,tj)j i-òûé ñòîëáåö êàê ýëåìåíò GP2 . Ïóñòü f ∈
C(GP), îïðåäåëèì∫
GP

fdµP =

∫
GP2

. . .

∫
GP2

f((xs1,tj)j, . . . , (xsM ,tj)j)
∏
i

µP2(si − si−1, (xsi−1,tj)j, d(xsi,tj)j),

(2.2)
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ãäå äëÿ g ∈ C(GP2) è y ∈ GP2∫
GP2

g(x)µP2(s, y, dx) =∫
GP2

∏
j
P (s(tj − tj−1), ytjy

−1
tj−1

xtj−1
, dxtj)g(xt1 , . . . , xtN ). (2.3)

Çäåñü P (t, y, dx) îáîçíà÷àåò ìåðó íà G, äëÿ êîòîðîé

(P (t)f)(y) =

∫
G

f(x)P (t, y, dx),

ñóùåñòâóþùóþ âñëåäñòâèå òåîðåìû Ðèññà. Îïðåäåëèì òåïåðü âëîæåíèå IP : GP 7→ E
êàê

IP(x)(s, t) = xsi,tj , (s, t) ∈ [si, si+1)× [tj, tj+1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî IP íåïðåðûâíî è ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàç µP = µP ◦
(IP)−1 êàê ìåðó íà E. ×åðåç xP è xP îáîçíà÷èì íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ðàñïðåäåëåíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, µP è µP .

Ìû ñòðîèì ìåðû µP �ïî ñòîëáöàì�, òî åñòü çíà÷åíèå ñòîëáöà (xsi,tj)j â êàæäûé ñëå-
äóþùèé ìîìåíò si îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü îòíîñèòåëüíî çíà÷å-
íèé â ìîìåíò si−1. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ðàñïðåäåëåíèå íà âñåì êâàäðà-
òå [0, 1]× [0, 1] ìîæíî ðàçáèòü íà âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû [si−si−1]× [0, 1] ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè µP2(si−si−1, e, dx), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàþòñÿ íà íåçàâèñè-
ìûå êëåòêè [si−si−1]×[tj−tj−1] ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè p((si−si−1)(tj−tj−1), e, x)V ol(dx).
Ñòðîãàÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàññóæäåíèÿ åñòü ïðåäìåò ñëåäóþ-
ùåé ëåììû.

Ëåììà 2.1.1. Âûáåðåì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå P = {(si, tj), i ≤ M, j ≤ N} è ðàñ-
ñìîòðèì ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí u1,1, . . . , uN,M ñ ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè ui,j ∼ P ((si − si−1)(ti − ti−1), e, dui,j). Òîãäà G

P-çíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y,
îïðåäåëåííàÿ êàê

ysi,tj = u1,1 · . . . · u1,j · u2,1 · . . . · ui,j,
ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ xP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåâî-èíâàðèàíòíîñòè P (t)∫
G

f(y)P (t, x, dy) = (P (t)f)(x) = Lx(P (t)f)(e) = (P (t)Lxf)(e) =

∫
G

f(xz)P (t, e, dz).

Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.3) êàê∫
GP2

g(x)µP2(si − si−1, z, dx) =∫
GP2

∏
j
P ((si − si−1)(tj − tj−1), e, dusi,tj)g

(
(ztjusi,t1 · . . . · usi,tj)j

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.2), ïîëó÷àåì∫
GP

fdµP = Ef
(
(ysi,tj)i,j

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Â ñèëó ñóùåñòâåííîé íåñèììåòðè÷íîñòè íàøåãî ïðîöåññà ïî ïàðàìåòðàì s è t ìû
íå ìîæåì òî÷íî òàê æå ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ïî ñòðîêàì, íî äëÿ îäíîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî çíà÷åíèÿ s ðàçáèòü íà âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñòðîêè ïðîöåññ {xs,tj , j = 1, . . . , n}
âñå-òàêè ìîæíî:

Ëåììà 2.1.2. Âûáåðåì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå P = {(si, tj), i ≤ M1, j ≤ N}. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî M 6 M1 ìîæíî âûáðàòü ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
v1,1, . . . , vN,M ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè ui,j ∼ P ((si − si−1)(ti − ti−1), e, dui,j) òàêèõ, ÷òî
GP2-çíà÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà z, îïðåäåëåííàÿ êàê

ztj = v1,1 · . . . · vM,1 · v1,2 · . . . · vM,j,

ðàâíÿåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (xPsM ,tj)j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü P (t) îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ (ñëåäó-
þùóþ èç ëåâîé è ïðàâîé èíâàðèàíòíîñòè), ïîëó÷àåì:∫

G

g(y)P (t, e, dy) =

∫
G

g(h−1zh)P (t, e, dz). (2.4)

Âûáåðåì u1,1, . . . , uN,M êàê â ëåììå 2.1.1, òîãäà

Ef((xPsM ,tj)j) =

∫
G

. . .

∫
G

f ((u1,1 · . . . · uM,j)j)
∏

i,j
P ((si − si−1)(tj − tj−1), e, dui,j).

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû â ýòîì âûðàæåíèè ìîãóò áûòü ðàññòàâëåíû â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå, ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü åãî êàê:∫

G

. . .

∫
G

f ((u1,1 · . . . · ui,j)i,j)
∏

j

∏
i
P ((si − si−1)(tj − tj−1), e, dui,j).

Â ñèëó (2.4) ìîæíî âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ
ui,1 = vi,1 1 6 i 6M

ui,2 = AduM,1 ◦ . . . ◦ Adui+1,1
vi,2 1 6 i 6M

ui,3 = AduM,2AduM,1 ◦ . . . ◦ Adui+1,2
Adui+1,1

vi,3 1 6 i 6M

. . . ,

ãäå Adgh := g−1hg. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå òàêîé çàìåíû u1,1 · . . . · u1,ju2,1 · . . . · uM,j

ïåðåõîäÿò â v1,1 · . . . ·vM,1v1,2 · . . . ·vM,j. Â ñèëó âûáîðà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ è (2.4)

vi,j âçàèìíî íåçàâèñèìû è vi,j
d
= ui,j äëÿ êàæäûõ i, j. Òîãäà

Ef(xPsM ) =

∫
G

. . .

∫
G

f
(
(ztj)j

)∏
i,j
P ((si − si−1)(tj − tj−1), e, dvi,j).



40

2.1.2 Îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ïðèáëèæàþùåãî ñåìåé-

ñòâà ìåð

Ôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé Pn → 0. Â ýòîì ðàçäåëå
ìû äîêàæåì ïðåäêîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà {µPn}n∈N â òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè.
Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ëåììû. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
áûëî äîêàçàíî â [83, ëåììà 3].

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü X0, ..., Xn � ýòî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (S, ρ), òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 âûïîëíåíî:

P (max16k6n ρ(X0, Xk) > 2α) 6 max06k6n supx∈S P (ρ(Xk, Xn) > α|Xk = x).

Ëåììà 2.1.4. Îïðåäåëèì ïîòîêè σ-àëãåáð

FPsk = σ(xsi,tj , i 6 k, j 6 N),

FPsitk
= σ(xsi,tj , j 6 k).

Òîãäà äëÿ êàæäûõ FPsk-ìîìåíòà îñòàíîâêè σ è FPsitk
-ìîìåíòà îñòàíîâêè τ (ñî çíà-

÷åíèÿìè â {1, . . . ,M} è {1, . . . , N} ñîîòâåòñòâåííî) òàêèõ, ÷òî τ 6 T è σ 6 S,
âûïîëíÿåòñÿ:

(x−1
sσ ,tj

xsσ+i,tj)j
d
= (xsi,tj)j, i 6M − S,

x−1
si,tτ

xsi,tτ+j

d
= xsi,tj , j 6 N − T,

è (x−1
sσ ,tjxsσ+i,tj)j, x

−1
si,tτxsi,tτ+j

íåçàâèñèìû îò (xsσ ,tj)j è xsi,tτ ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.1.1 äëÿ êàæäîãî sk ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(x−1

sk,tj
xsk+i,tj)j ðàâíÿåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (xsi,tj)j è íåçàâèñèìà îò {xsi,tj , i 6 k, j 6

N}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C(GP2) ïîëó÷àåì:

Ef((x−1
sσ ,tj

xsσ+i,tj)j)g((xsσ ,tj)j) = E
(∑

k
f((x−1

sk,tj
xsk+i,tj)j)g((xsk,tj)j)I{σ=k}

)
=

=
∑

k
Ef((xsi,tj)j)E

(
g((xsk,tj)j)I{σ=k}

)
= Ef((xsi,tj)j)Eg((xsσ ,tj)j).

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.1.2.

Ëåììà 2.1.5. Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå P è (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåð-
íîå) ïîäðàçáèåíèå P ′ = {(sik , tjl)} ⊂ P. Òîãäà (xPsik ,tjl

)k,l ñîâìåñòíî ðàñïðåäåëåíû êàê

xPsik ,tjl
d
= z1,1 · . . . · z1,l · . . . · zk,l,

ãäå {zk,l}k,l åñòü ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ G-çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè, çàäàííûìè ñîîòíîøåíèåì

Ef(zk,l) = P (|P|)(ik−ik−1)(jl−jl−1)f(e).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî {usi,tj}i,j êàê â ëåììå 2.1.1, îáîçíà÷èì:

yk(sl, tj) := usik ,t1 · . . . · usik ,tj · . . . · usik+l,tj .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k

(yk(sl, tj))l,j
d
= {x(sl, tj), 1 6 l 6 ik − ik−1, 1 6 j 6 N}.

Â ñèëó ëåììû 2.1.2 íàéäóòñÿ òàêèå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {v(k)
si,tj}i,j,k, ÷òî

yk(sik−ik−1
, tj)

d
= v

(k)
s1,t1 · . . . · v

(k)
sik−ik−1

,t1 · . . . · v
(k)
sik−ik−1

,tj .

Êðîìå òîãî, (v(k)(sl, tj))l,j ìîãóò áûòü âûáðàíû íåçàâèñèìûìè îò (v(k′)(sl, tj))l,j äëÿ
k 6= k′. Ïîëîæèì

zk,l := v
(k)
s1,tjl−1+1

· . . . · v(k)
sik−ik−1

,tjl−1+1
· . . . · v(k)

sik−ik−1
,tjl
.

ßñíî, ÷òî îíè âçàèìíî íåçàâèñèìû, îñòàåòñÿ òîëüêî íàéòè èõ ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñ-
ñìîòðèì íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû a, b ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì P (t, e, dx) äëÿ íåêîòîðîãî t > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ C(G) âûïîëíåíî:

Ef(ab) =

∫
G

∫
G

f(ab)P (t, e, da)P (t, e, db) =

=

∫
G

(∫
G

f(c)P (t, a, dc)

)
P (t, e, da) = P (t)2f(e).

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê zk,l, ïîëó÷àåì:

Ef(zk,l) = P (|P|)(ik−ik−1)(jl−jl−1)f(e).

Ëåììà 2.1.6. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sin ∈ Pn1 òàêóþ, ÷òî sin → 0,
n→ 0. Òîãäà äëÿ êàæäûõ T > 0 è η > 0

limn→∞maxtj6T P (ρ(e, xsin ,tj) > η) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì n > 0, tj 6 T , η > 0 è ïðèìåíèì ëåììó 2.1.5 ê ïîäðàç-
áèåíèþ P ′, ñîñòîÿùåìó èç îäíîé òî÷êè (sin , tj), òîãäà ïîëó÷àåì:

Ef(xsin ,tj) = P (|P|)injf(e)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé f . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ ∈ C(R,R) êàê

φ(r) =


0, r 6 η/2,
2
η
(r − η/2), η/2 6 r 6 η,

1, r > η,

è ïîëîæèì ψ(g) = φ(ρ(e, g))ρ(e, g). Òîãäà

P (ρ(e, xsin ,tj) > η) 6 η−1E(ρ(e, xsin ,tj)I{ρ(e,xsin ,tj )>η}) 6

6 η−1Eψ(xsin ,tj)) = η−1P (|P|)injψ(e)
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Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sin < S äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî S > 0. Â ñèëó
òåîðåìû ×åðíîâà (ñì. [21])

P (t/k)kψ → etLψ

ðàâíîìåðíî íà [0, ST ]. Òàê êàê G êîìïàêòíà, íàéäåòñÿ êîíñòàíòà K > 0, äëÿ êîòîðîé
supg∈G ρ(e, g) < K. Çàìå÷àÿ, ÷òî |P| = sintj/inj, ïîëó÷àåì:

limn→∞maxtj6T P (ρ(e, xsin ,tj) > η) 6 limn→∞maxt6sinT,k>1 η
−1P (t/k)kψ =

= limn→∞maxt6sinT η
−1etLψ 6 η−1K limn→∞maxt6sinT P (ρ(e, gt) > η/2) 6

6 η−1K limn→∞ P (maxt6sinT ρ(e, gt) > η/2),

ãäå gt îáîçíà÷àåò ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîì ðàçäåëå ïðîöåññ Ëåâè ñ ïðîèçâîäÿùèì
îïåðàòîðîì L. Òàê êàê âñå òðàåêòîðèè gt ïðàâî-íåïðåðûâíû, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè sn → 0, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 2.1.7. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ δn → 0, òîãäà

limn→0 maxt6δn P (ρ(e, xP
n

s,t ) > η) = 0

äëÿ ëþáûõ s > 0 è η > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n > 0 âûáåðåì s
(n)
i ∈ Pn1 , äëÿ êîòîðîãî x(s

(n)
i , ·) =

x(s, ·). Òîãäà, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå èñïîëüçóåìîìó â ïðåäûäóùåé ëåì-
ìå, ïîëó÷àåì:

limn→0 maxt6δn P (ρ(e, xP
n

s,t ) > η) = limn→0 maxtj6δn P (ρ(e, xP
n

s
(n)
i ,tj

) > η) 6

6 limn→∞maxt6sδn,k>1 η
−1P (t/k)kψ 6 η−1K limn→∞ P (maxt6sδn ρ(e, gt) > η/2) = 0.

Ëåììà 2.1.8. Äëÿ êàæäûõ s > 0 è η > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò Γ ⊂ D(R+, G) òàêîé,
÷òî

infn>0 P (xP
n

(s, ·) ∈ Γ) > 1− η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå D(R+, G) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê (ñì. [36; 53])

w(x, δ, T ) = inf(Ik) maxk sups,t∈Ik ρ(xs, xt) ∧ 1,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì èíòåðâàëà [0, T ) íà ïîäèíòåðâàëû Ik äëèíîé
íå ìåíüøå δ. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ T > 0 è ε > 0

lim sup
n

P (w(xP
n

(s, ·), δ, T ) > ε)→ 0, δ → 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî
supn P (w(xP

n

(s, ·), δ, T ) > ε)→ 0, δ → 0, (2.5)

òàê êàê äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n

P (w(xP
n

(s, ·), δ, T ) > ε)→ 0, δ → 0
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è ôóíêöèÿ w(x, δ, T ) � íåóáûâàþùàÿ ïî δ. Â ñèëó [53, òåîðåìà 16.11] äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ(xP

n
(s, r), r 6 t)-ìîìåíòîâ

îñòàíîâêè τn è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë δn → 0

ρ(xP
n

(s, τn), xP
n

(s, τn + δn))
P→ 0.

Âûáåðåì L > 0 òàêîå, ÷òî P (τn 6 L) = 1 äëÿ âñåõ n. Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

n äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû L + δn 6 t
(n)
N , ãäå t

(n)
N îáîçíà÷àåò ïîñëåäíþþ òî÷êó

ðàçáèåíèÿ Pn2 . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ (n) äëÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàçáèåíèé. Âûáåðåì in òàê, ÷òîáû s ∈ [sin , sin+1), è ïîëîæèì jn(t) = k ïðè
t ∈ [tk, tk+1). Òîãäà

{jn(τn) 6 k} =
⋃
r

{τn 6 tk+1 − 1/r} ⊂ σ(xP
n

(s, t), t < tk+1) = σ(xP
n

(sin , tj), j 6 k),

òàê ÷òî jn(τn) ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîãî ïðîöåññà
xP

n
(sin , tj). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî jn(a + b) − jn(a) − jn(b) ∈ {0, 1}, åñëè a + b 6 tN .

Èñïîëüçóÿ áè-èíâàðèàíòíîñòü ìåòðèêè è ëåììó 2.1.4, ïîëó÷àåì:

P (ρ(xP
n

(s, τn), xP
n

(s, τn + δn)) > ε) = P (ρ(xP
n

sin ,jn(τn), x
Pn
sin ,jn(τn+δn)) > ε) 6

6 P (ρ(xP
n

sin ,jn(τn), x
Pn
sin ,jn(τn)+jn(δn)) > ε)+

+ P (ρ(xP
n

sin ,jn(τn), x
Pn
sin ,jn(τn)+jn(δn)+1) > ε) =

= P (ρ(e, (xP
n

sin ,jn(τn))
−1xP

n

sin ,jn(τn)+jn(δn)) > ε)+

+ P (ρ(e, (xP
n

sin ,jn(τn))
−1xP

n

sin ,jn(τn)+jn(δn)+1) > ε) =

= P (ρ(e, xP
n

sin ,jn(δn)) > ε) + P (ρ(e, xP
n

sin ,jn(δn)+1) > ε),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ëåììû 2.1.7. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå
(2.5).

Âûáåðåì δk òàê, ÷òîáû

supn P (w(xP
n

(s, ·), δk, T ) > 1/k) < η/2k,

è îïðåäåëèì Ak = {w(y(·), δk, T ) 6 1/k} ⊂ D(R+, G) è Γ =
⋂
k

Ak. Òîãäà

P (xP
n

(s, ·) ∈ Γ) > P (xP
n

(s, ·) ∈ Γ) > 1− η

äëÿ êàæäîãî n. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè äëÿ ïîäìíîæåñòâ D(R+, G) (ñì.
[36, ãë. 3, òåîðåìà 6.3]), òàê êàê Γ óäîâëåòâîðÿåò

limδ→0 supy∈Γw(y, δ, T ) = 0

äëÿ êàæäîãî T > 0 è âñå ïóòè èç Γ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â êîìïàêòå G, ìíîæåñòâî Γ
êîìïàêòíî â òîïîëîãèè Ñêîðîõîäà.

Òåîðåìà 2.1.9. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé Pn → 0, òî-
ãäà ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µP

n
ïðåäêîìïàêòíî â òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäè-

ìîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó [36, ãë. 3, òåîðåìà 7.2] ñåìåéñòâî µP
n
ïðåäêîìïàêòíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáûõ η > 0 è s > 0, íàéäåòñÿ êîìïàêò Γη,s òàêîé, ÷òî

infn P (xP
n

s ∈ Γη,s) > 1− η.

2. Äëÿ ëþáûõ η > 0 è T > 0

lim sup
n

P (w(xP
n

, δ, T ) > η)→ 0, δ → 0.

Ïåðâûé ïóíêò áûë äîêàçàí â ëåììå 2.1.8, à â ñèëó [53, òåîðåìà 16.11] âòîðîå óñëîâèå
âûòåêàåò èç

(2') Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ(xPn(r, ·), r 6 s)-ìîìåíòîâ îñòà-
íîâêè τn

d(xPn(τn, ·), xPn(τn + δn, ·))
P→ 0, n→∞,

åñëè δn → 0.

Ïóñòü P (τn 6 L) = 1 äëÿ âñåõ n, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû L+

δn 6 s
(n)
M . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ (n) äëÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçáèåíèé. Ïîëîæèì in(s) := k ïðè s ∈ [sk, sk+1). Ñ ïîìîùüþ òîãî æå ðàññóæäåíèÿ,
÷òî è â ëåììå 2.1.8, ïîëó÷àåì, ÷òî in(τn) � ýòî σ(xsr,tj , 0 6 j 6 N, r 6 i)-ìîìåíò
îñòàíîâêè è

P (d(xPn(τn, ·), xPn(τn + δn, ·)) > η) = P (d(xPn(sin(τn), ·), xPn(sin(τn+δn), ·)j) > η) 6

6 P (d(xPn(sin(τn), ·), xPn(sin(τn)+in(δn), ·)) > η)+

+ P (d(xPn(sin(τn), ·), xPn(sin(τn)+in(δn)+1, ·)) > η).

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, óòâåðæäåíèå äëÿ âòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ïîëîæèòü δ̃n = δn + |Pn1 |. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ìåòðèêè Ñêîðîõîäà (2.1) è âûáå-
ðåì U > 0 òàêîå, ÷òî e−U < η/2. Ïîëîæèì du(x, y) ≡ du(x, y, id), ãäå id îáîçíà÷àåò
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Λ 3 id : x 7→ x. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ D(R+, G)

∞∫
0

e−udu(x, y)du > η,

òî
U∫

0

e−udu(x, y)du > η/2

è íàéäåòñÿ òàêîå u 6 U , ÷òî du(x, y) > η/2. Òàê êàê du(·, ·) åñòü íåóáûâàþùàÿ
ïî u ôóíêöèÿ, dU(x, y) > η/2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî du(x, y) ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî áè-
èíâàðèàíòíîñòè, òî åñòü

du(gx, gy) = du(x, y), ∀g, x, y ∈ D(R+, G),
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ãäå óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî. Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ,
ïîëó÷àåì èç ëåììû 2.1.4:

P (d(xPn(sin(τn), ·), xPn(sin(τn)+in(δn), ·) > η) 6

6 P (du(x
Pn(sin(τn), ·), xPn(sin(τn)+in(δn), ·) > η/2) =

= P (du(e, (x
Pn(sin(τn), ·))−1xPn(sin(τn)+in(δn), ·)) > η/2) =

= P (du(e, x
Pn(sin(δn), ·)) > η/2),

òàê êàê γ(id) = 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1.5 ê ïîäðàçáèåíèþ P ′ = {(sin(δn), tj), tj 6 U},
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

xPnsin(δn),tj

d
= z1 · . . . · zj

äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí zj. Òàêèì îáðàçîì, (xPnin(δn),tj
)j ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ ìàðêîâñêóþ öåïü è ïðèìåíåíèå ëåììû 2.1.3 äàåò:

P (du(e, x
Pn(sin(δn), ·)) > η/2) 6

6 2 maxj P (ρ(xPnsin(δn),tj
, xPnsin(δn),tjn(u)

) > η/4|xPnsin(δn),tj
= y) =

= 2 maxj P (ρ(e, (xPnsin(δn),tj
)−1xPnsin(δn),tjn(u)

) > η/4|xPnsin(δn),tj
= y) =

= 2 maxj P (ρ(e, xPnsin(δn),tjn(u)−j
) > η/4),

÷òî ñòðåìèòñÿ íóëþ â ñèëó ëåììû 2.1.6.

2.1.3 Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ xn ñ c�adl�ag
òðàåêòîðèÿìè ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ, íå âñå åå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
îáÿçàíû ñõîäèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèÿì ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà x. Îíè,
îäíàêî, ñõîäÿòñÿ â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïðîöåññà x, òî åñòü â òåõ òî÷êàõ t, äëÿ
êîòîðûõ P (x(t−) = x(t)) = 1 (òî÷êè, â êîòîðûõ ýòî ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ ìû
íàçûâàåì òî÷êàìè ðàçðûâà). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [18]), ÷òî äëÿ âñÿêîãî c�adl�ag ïðî-
öåññà ìíîæåñòâî âñåõ åãî òî÷åê ðàçðûâà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Íàì ïîêà íå èçâåñòíî,
ê ÷åìó ñõîäÿòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íî â ñèëó òåîðåìû 2.1.9 ñåìåé-
ñòâî µP

n
èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, êîòîðóþ ìû âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç µ, à ñîîòâåòñòâóþùèé D(R+, G)-çíà÷íûé ïðîöåññ ÷åðåç
x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 íåêîòîðîå ïëîòíîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî R+ \{0}, ñîñòîÿùåå
èç òî÷åê íåïðåðûâíîñòè x. Äëÿ êàæäîãî s ∈ C1 ìíîæåñòâî As òî÷åê ðàçðûâà x(s, ·)
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå A =

⋃
s∈C1

As òàêæå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïðîöåññà Ëåâè gt. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

B̃ =

{
b

(s− s′)
| b ∈ B, s, s′ ∈ C1, s > s′

}
.

Îïðåäåëèì Fr ≡ {qr | q ∈ Q}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî {Fr}r äåëÿò R+ \ {0} íà íåñ÷åòíîå
êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ

a ∼ b⇔ a = qb for some q ∈ Q.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî |a − b| ∈ Fr, åñëè a, b ∈ Fr, è Fr ïëîòíî â R+ äëÿ êàæäîãî r.

Òàê êàê ìíîæåñòâî A ∪ B̃ ñ÷åòíî, íàéäåòñÿ òàêîå r ∈ R+ \ {0}, ÷òî Fr ñ íèì íå
ïåðåñåêàåòñÿ. Îáîçíà÷èì C2 = Fr. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ìíîæåñòâà C1, C2 ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Êàæäîå s ∈ C1 åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè äëÿ x è äëÿ íåãî êàæäîå t ∈ C2 åñòü
òî÷êà íåïðåðûâíîñòè äëÿ x(s, ·).

2. Äëÿ ëþáûõ s, s′ ∈ C1 è t, t
′ ∈ C2 ÷èñëî |s − s′||t − t′| åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè

äëÿ gt.

3. Ìíîæåñòâà C1 è C2 îáà ïëîòíû â R+.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà áóäåì îáîçíà÷àòü Q(t) := etL è C := C1×C2. ×åðåç ν
P

è νP îáîçíà÷èì ìåðû, ïîñòðîåííûå êàê â ïåðâîì ðàçäåëå, íî èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû
Q(t) âìåñòî P (t). Êàê è ðàíüøå, áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ (n) ïðè îáîçíà÷åíèè òî÷åê
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ.

Ëåììà 2.1.10. Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V ñ ìåòðèêîé
dV è f ∈ C(G× V ), òîãäà

Ef(gt, v)→ Ef(gt0 , v), t↘ t0

ðàâíîìåðíî ïî v ∈ V . Ïðè ýòîì, åñëè t0 � ýòî òî÷êà íåïðåðûâíîñòè gt, òî ðàâíî-
ìåðíî íà V

Ef(gt, v)→ Ef(gt0 , v), t→ t0

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

w(f, δ) := supdV (v,v′)+ρ(g,g′)<δ |f(g, v)− f(g′, v′)|,

òîãäà
|Ef(gt, v)− Ef(gt0 , v)| 6 Ew(f, ρ(gt, gt0))→ 0, t↘ t0,

òàê êàê òðàåêòîðèè gt ïî÷òè âñþäó ïðàâî-íåïðåðûâíû. Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà íå
çàâèñèò îò v è ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà V . Åñëè t0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè gt, òî
t↘ t0 ìîæíî çàìåíèòü íà t→ t0.

Òåîðåìà 2.1.11. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P ′ = {(s′u, t′v), 1 6 u 6 U, 1 6 v 6 V } òàêîå,
÷òî (s′u, t

′
v) ∈ C äëÿ âñåõ u, v. Ïóñòü f ∈ C(GUV ), òîãäà

limn→∞

∫
E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµPn =

∫
GUV

fdνP
′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì P ′n = {siu , tjv}u,v ⊂ Pn òàê, ÷òîáû (s′u, t
′
u) ∈ [siu , siu+1) ×

[tjv , tjv+1). Ïóñòü zu,v � êàê â ëåììå 2.1.5, ïðèìåíåííîé ê P ′n, îáîçíà÷èì:

g({zu,v}u,v) := f({z1,1 · . . . · zu,l · . . . · zu,v}u,v).

Òîãäà èìååì:∫
E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµPn =

[∏
u,v

P (|Pn|)(iu+1−iu)(jv+1−jv)
zu,v g

]
(e, . . . , e),



47

ãäå P (t)z îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð ïðèìåíÿåòñÿ ê ïåðåìåííîé z, â òî âðåìÿ êàê îñòàëü-
íûå ïàðàìåòðû îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè.∫

E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµPn −

∫
E

fdνP
′
n =

=
∑

u,v
P (|Pn|)(i1−0)(j1−0)

z1,1
. . . P (|Pn|)(iu−iu−1)(jv−1−jv−2)

zu,v−1
·

·
(
P (|Pn|)(iu+1−iu)(jv+1−jv)

zu,v −Q((siu − siu−1)(tjv − tjv−1))zu,v

)
·

·Q((siu − siu−1)(tjv−1 − tjv−2))zu,v+1 . . . Q((siU − siU−1
)(tjV − tjV−1

))zU,V g(e, . . . , e).

Â ñèëó ëåììû 2.1.10 è ñæèìàþùåãî ñâîéñòâà Q(t) è P (t) ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ìíîæè-
òåëåé

Q((siu − siu−1)(tjv−1 − tjv−2))zu,v+1 . . .

. . . Q((siU − siU−1
)(tjV − tjV−1

))zU,V g(z1,1 . . . , zu,v, e, . . . , e)

ñòðåìèòñÿ ê

Q((s′u − s′u−1)(t′v−1 − t′v−2))zu,v+1 . . .

. . . Q((s′U − s′U−1)(t′V − t′V−1))zU,V g(z1,1 . . . , zu,v, e, . . . , e)

ðàâíîìåðíî ïî z1,1 . . . , zu,v. Òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì, âñå âûðàæåíèå èìååò òîò æå ïðåäåë, ÷òî è∑

u,v
P (|Pn|)(i1−0)(j1−0)

z1,1
. . . P (|Pn|)(iu−iu−1)(jv−1−jv−2)

zu,v−1
·

·
(
P (|Pn|)(iu+1−iu)(jv+1−jv)

zu,v −Q((siu − siu−1)(tjv − tjv−1))zu,v

)
·

·Q((s′u − s′u−1)(t′v−1 − t′v−2))zu,v+1 . . . Q((s′U − s′U−1)(t′V − tV−1))zU,V g(e, . . . , e).

Â ñèëó òåîðåìû ×åðíîâà (ñì. [21]) êàæäàÿ ãðóïïà ìíîæèòåëåé âèäà(
P (|Pn|)(iu+1−iu)(jv+1−jv)

zu,v −Q((siu − siu−1)(tjv − tjv−1))zu,v

)
·

·Q((s′u − s′u−1)(t′v−1 − t′v−2))zu,v+1 . . .

. . . Q((s′U − s′U−1)(t′V − tV−1))zU,V g(z1,1 . . . , zu,v−1, e, . . . , e)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî
z1,1 . . . , zu,v−1. Ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè-
÷åííîñòü åñòü ñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè G è ñæèìàþùåãî ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ
îïåðàòîðîâ. Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü âûòåêàåò èç îöåíêè:(

P (|Pn|)(iu+1−iu)(jv+1−jv)
zu,v −Q((siu − siu−1)(tjv − tjv−1))zu,v

)
·

·Q((s′u − s′u−1)(t′v−1 − t′v−2))zu,v+1 . . . Q((s′U − s′U−1)(t′V − tV−1))zU,V
|g(z̃1,1 . . . , z̃u,v−1, e, . . . , e)− g(z1,1 . . . , zu,v−1, e, . . . , e)| 6

6 w(g,max{ρ(z̃1,1, z1,1), . . . , ρ(z̃u,v−1, zu,v−1)}),
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íå çàâèñÿùåé îò n. Òàêèì îáðàçîì,

limn→∞

(∫
E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµPn −

∫
E

fdνP
′
n

)
= 0.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü:∫
E

fdνP
′
n −

∫
E

fdνP
′
=
∑

u,v
Q((si1 − 0)(tj1 − 0))z1,1 . . .

. . . Q((siu − siu−1)(tjv−1 − tjv−2))zu,v−1·
·
(
Q((siu+1 − siu)(tjv+1 − tjv)zu,v −Q((s′u − s′u−1)(t′v − t′v−1))zu,v

)
·

·Q((s′u − s′u−1)(t′v−1 − t′v−2))zu,v+1 . . . Q((s′U − s′U−1)(t′V − tV−1))zU,V g(e, . . . , e),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ëåììå 2.1.10.

2.1.4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Òåîðåìà 2.1.12. Äëÿ êàæäîãî s > 0 ïóñòü {gs(t), t > 0} � ýòî íà÷èíàþùèéñÿ â
åäèíèöå ïðîöåññ Ëåâè íà G, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì (sL,D(L)). Ðàññìîòðèì ñå-
ìåéñòâî R(s) îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå Bb(D(R+, G)) îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ
ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé, îïðåäåëåííîå êàê

R(s)f(x) = Ef(x(·)gs(·)).

Òîãäà ñåìåéñòâî {R(s), s > 0} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ ïîëóãðóïïó, ïîðîæäàþùóþ
D(R+, G)-çíà÷íûé ïðîöåññ Ëåâè x ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ. Åå ñóæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî
UCb(D(R+, G)) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé D(R+, G)→ R
ñèëüíî ïðàâî-íåïðåðûâíî ïî t. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî-
ìåðíûõ ðàçáèåíèé Pn → 0 è îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà P (t), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèÿì 1-5 èç ðàçäåëà 1, µP

n
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîðû R(t) îïðåäåëåíû êîððåêòíî, òî
åñòü ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå è âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè
îïåðàöèÿìè íà D(R+, G). Ýòî âûòåêàåò èç [36, ãë.3, ïðåäëîæåíèå 7.1], ãäå äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà D(R+, G) ñîâïàäàåò ñ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé
êîíå÷íîìåðíûìè ïðîåêòîðàìè âèäà x 7→ (x(t1), . . . , x(tk)).

Â ñèëó òåîðåìû 2.1.9 ñåìåéñòâî {µPn} ñëàáî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, ïîýòîìó ó
íåå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà µ. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ ÷åðåç x è ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü µPk

w→ µ, òîãäà µP
k

ñõîäèòñÿ ê µ â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè x(s, ·).
Èç òåîðåìû 2.1.11 âûòåêàåò, äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P ′ = {(s′u, t′v)}u,v ⊂ C∫

E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµ = limk→∞

∫
E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµPk =

∫
GUV

fdνP
′
,

ãäå f ∈ C(GUV ). Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî∫
E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµ =

∫
GUV

fdνP
′

(2.6)
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P ′. Ïðèìåíèì ëåììó 2.1.5 ê P ′ êàê ê ïîäðàçáèåíèþ
ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ. Îáîçíà÷àÿ Q(t) = etL, èìååì:∫

GUV
fdνP

′
=
∏

u,v
Q((s′u − s′u−1)(t′v − t′v−1))zu,vg(e, . . . , e),

ãäå
g({zu,v}u,v) = f({z1,1 · . . . · zu,l · . . . · zu,v}u,v).

Âûáåðåì Pk = {(sku, tkv)} ⊂ C òàê, ÷òîáû sku ↘ s′u è tkv ↘ t′v. Òîãäà ïî ëåììå 2.1.10
ïîëó÷àåì:∫

E

f({x(s′u, t
′
v)}u,v)dµ = limk→∞

∫
E

f({x(sku, t
k
v)}u,v)dµ = limk→∞

∫
GUV

fdνP
k

=

= limk→∞
∏

u,v
Q((sku − sku−1)(tkv − tkv−1))zu,vg(e, . . . , e) =

=
∏

u,v
Q((s′u − s′u−1)(t′v − t′v−1))zu,vg(e, . . . , e) =

∫
GUV

fdνP
′
.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà s1, ...sn ∈ R+ êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà {x(si, ·)}i
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè {x(si, tj)}i,j, çàäàííûìè ïî ôîðìóëå
(2.6). Ñëåäîâàòåëüíî, µ åñòü åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µP

n
,

à çíà÷èò, â ñèëó îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèò-
ñÿ ê µ. Áîëåå òîãî, ôîðìóëà (2.6) íå çàâèñèò îò âûáîðà {P (t), t > 0} è Pn, à çíà÷èò,
îò èõ âûáîðà íå çàâèñèò è ïîñòðîåííàÿ ìåðà µ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî x(s, ·) äëÿ êàæäîãî s > 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ
Ëåâè ñ ïåðåõîäíîé ïîëóãðóïïîé R(s). Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè f, g :
D(R+, G)→ R, òîãäà èç (2.6) è ëåììû 2.1.5 ñëåäóåò:

Eg(x(s, ·))f(x(s, ·)−1x(s′, ·)) = Eg(x(s, ·))Ef(x(s, ·)−1x(s′, ·)).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ Bb(D(R+, G),R) âûáåðåì îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé fk, gk òàêèõ, ÷òî gk(x(s, ·)) → g(x(s, ·)) è
fk(x(s, ·)−1x(s′, ·))→ f(x(s, ·)−1x(s′, ·)) ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, òàê êàê x(s, ·) è x(s, ·)−1x(s′, ·) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è
äîñòàòî÷íî âûáðàòü gk è fk, ñõîäÿùèåñÿ ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî èõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì:

Eg(x(s, ·))f(x(s, ·)−1x(s′, ·)) = limk→∞ Egk(x(s, ·))fk(x(s, ·)−1x(s′, ·)) =

= limk→∞ Egk(x(s, ·))Efk(x(s, ·)−1x(s′, ·)) = Eg(x(s, ·))Ef(x(s, ·)−1x(s′, ·)).

Èç ôîðìóëû (2.6) è ëåììû 2.1.5 ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîöåññà x(s, ·)−1x(s′, ·) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè x(s′− s, ·),
ïîýòîìó ïðèðàùåíèÿ x(s, ·) íåçàâèñèìû è ñòàöèîíàðíû, à çíà÷èò, x(s, ·) åñòü ïðîöåññ
Ëåâè íà D(R+, G) è îïåðàòîðû

R̃(s)f(y) = Ef(y(·)x(s, ·))

îáðàçóþò ïîëóãðóïïó. Èç ôîðìóëû (2.6) òàêæå âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî s > 0 ïðîöåññ
x(s, ·) èìååò ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà Ëåâè, ïîðîæäåííîãî îïåðàòîðîì (sL,D(L)), òàê

÷òî R(s) ≡ R̃(s).
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Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóæåíèå R(s) íà UCb(D(R+, G)) ñèëüíî ïðàâî-
íåïðåðûâíî ïî s. Ôèêñèðóåì x ∈ D(R+, G) òàê, ÷òîáû x(0, ·) ≡ e, ÷òî âûïîëíåíî
äëÿ ïî÷òè âñåõ òðàåêòîðèé. Òàê êàê x ïðàâî-íåïðåðûâíî, d(e, x(s, ·))→ 0 ïðè s→ 0
ïî÷òè íàâåðíîå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ âûïîëíåíî:

du(x(s, ·), e, λ) = du(x(s, ·), e) = supt>0 ρ(x(s, t ∧ u), e),

òî åñòü d(x(s, ·), e) íå çàâèñèò îò λ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî y ∈ D(R+, G)

d(x(s, ·)y(·), y(·)) 6
∫
R+

du(x(s, ·)y(·), y(·))e−udu =

∫
R+

du(x(s, ·), e)e−udu =

= ρ(x(s, ·), e),

à çíà÷èò,
ρ(x(s, ·)y(·), y(·)) 6 ρ(x(s, ·), e)→ 0, s→ 0 (2.7)

ïî÷òè íàâåðíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ UCb(D(R+, G))

|Ef(y(·)x(s, ·))− f(y(·))| 6 E (sup{|f(u)− f(v)|, ρ(u, v) 6 ρ(x(s, ·), e)})→ 0,

ïî òåîðåìå Ëåáåãà, è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåííûé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííî-

èíâàðèàíòíûì, òàê êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s > 0 ñîîòíîøåíèå a(·)−1x(s, ·)a(·) d
=

x(s, ·) íå îáÿçàíî âûïîëíÿòñÿ äëÿ íåïîñòîÿííîãî a ∈ D(R+, G). Äëÿ ïîñòîÿííûõ æå
ïóòåé, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.6) è èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ïîëó-
ãðóïïû etL, èìååì:

a−1x(·, ·)a d
= x(·, ·), ∀a ∈ G.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèé ìàðêîâîñòè äëÿ P (t), åñëè
íàéäåòñÿ íåêîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêîå ñåìåéñòâî, äëÿ êîòîðîãî ýòè óñëîâèÿ
âûïîëíåíû. Íàøå ðàññóæäåíèå ìîòèâèðîâàííî òåì, ÷òî ðàçëè÷íûå îïåðàòîðíûå ñå-
ìåéñòâà, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå [84] äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîöåññîâ íà ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè, äàëåêî íå âñå ïîðîæäàþò âåðîÿòíîñòíûå ìåðû. Êðîìå òîãî, ýòî ïîçâîëÿåò
èçáàâèòüñÿ îò ðàçëè÷íûõ íîðìèðîâî÷íûõ êîíñòàíò, êîòîðûå íå âëèÿþò íà àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ìàëûõ t.

Ñëåäñòâèå 2.1.13. Ïóñòü ñåìåéñòâî {P (t), t > 0} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-5,
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {R(t), t > 0} íà C(G,R). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ðàâíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pn → 0 âûïîëíåíî:

‖P (|Pn|)−R(|Pn|)‖ = o(|Pn|/Tn), (2.8)

ãäå Tn = s
(n)
M t

(n)
N . Ïîñòðîèì (çíàêîïåðåìåííûå) ìåðû νPn êàê â ïåðâîì ðàçäåëå, èñ-

ïîëüçóÿ îïåðàòîðû R(t). Òàêèå ìåðû ñóùåñòâóþò â ñèëó òåîðåìû Ðèññà-Ìàðêîâà,
íî îíè óæå íå îáÿçàíû áûòü íè âåðîÿòíîñòíûìè, íè ïîëîæèòåëüíûìè. Òåì íå
ìåíåå, ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

limn→∞

∫
E

fdνP
n

=

∫
E

fdµ

äëÿ ëþáîãî f ∈ Cb(E), ãäå µ åñòü ìåðà, ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 2.1.12.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ìåðû µPn ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ P (t). Òîãäà∫
E

fdνP
n −

∫
E

fdµP
n

=

=
∑

i,j
Rxs1,t1

((t1 − t0)(s1 − s0), xs1,t0) . . . Rxsi,tj−1
((tj−1 − tj−2)(si − si−1), xsi,tj−2

)·

·
(
Rxsi,tj

((tj − tj−1)(si − si−1), xsi,tj−1
)− Pxsi,tj ((tj − tj−1)(si − si−1), xsi,tj−1

)
)
·

· Pxsi,tj+1
((tj+1 − tj)(si − si−1), xsi,tj) . . . PxsM ,tN

((tN − tN−1)(sM − sM−1), xsM ,tN−1
)·

· f ◦ IPn .

Çäåñü Py è Ry îçíà÷àþò, ÷òî îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ê ôóíêöèè àðãóìåíòà y ïðè
ôèêñèðîâàííûõ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ. Èç (2.8) è ñæèìàþùåãî ñâîéñòâà P (t) ïî-
ëó÷àåì:

‖R(|Pn|)‖ 6 1 + o(|Pn|/Tn),

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 0 < k 6MN è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

‖R(|Pn|)k‖ 6 (1 + |Pn|/Tn)k 6 exp(k log(1 + |Pn|/Tn)) 6 exp(k|Pn|/Tn) 6 exp(1).

Âûáåðåì ε > 0, òîãäà íàéäåòñÿ k > 0 òàêîå, ÷òî

‖R(|Pn|)− P (|Pn|)‖ 6 ε|Pn|/Tn
äëÿ âñåõ n > k. Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, âûâîäèì:∣∣∣∣∫

E

fdνP
n −

∫
E

fdµP
n

∣∣∣∣ 6 ε exp(1)
|Pn|NM

Tn
‖f‖ = ε exp(1)‖f‖,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî â ñèëó òåîðåìû 2.1.12.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Óñëîâèå (2.8) åñòü äðóãàÿ çàïèñü ñîîòíîøåíèÿ

‖R(t)− P (t)‖ = o(t), (2.9)

òàêæå íàêëàäûâàþùåå îãðàíè÷åíèÿ íà ðîñò êîëè÷åñòâà òî÷åê ðàçáèåíèé Pn. Îíî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü íåîãðàíè÷åííîñòü íàøåãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà (ïîëóïðÿìîé). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü R(t) = (1 + t)etL,
òîãäà ∫

E

1 · dνPn = (1 + |Pn|)NM .

Âûáèðàÿ NM ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì |Pn|, ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pn òàê, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèëîñü ê áåñêîíå÷íîñòè, è
òîãäà íèêàêîé ñõîäèìîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåð æäàòü íå ïðèõîäèòñÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(sni , tnj ), i 6 M, j 6
N} = Pn → 0 âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðàçáèåíèé
Pn ⊃ {(sni , tnj ), i 6 M ′, j 6 N ′} = P ′n → 0 òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî (2.8) ïðè âûïîëíå-
íèè (2.9). Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü M ′, N ′, äëÿ êîòîðûõ

Tn = |Pn|M ′N ′ <

(
‖R(|Pn|)− P (|Pn|)‖

|Pn|

)−1/2

.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, M ′, N ′ ìîæíî âûáðàòü òà-
êèìè, ÷òî ÷èñëà sM ′ , tN ′ áóäóò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü.
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2.2 Ïðèáëèæåíèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ áðîóíîâñêîãî

ëèñòà

2.2.1 Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ ñâÿçíóþ ãðóïïó Ëè G ñ àëãåáðîé Ëè g. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî íà G çàäàíà áè-èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàññòîÿíèå ÷åðåç ρ(·, ·), ìåðó îáúåìà êàê V ol(dx), à îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè
÷åðåç ∆. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [27]), ÷òî ∆ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà L2(G, V ol), à ïîðîæäåííàÿ èì ïîëóãðóïïà e

t
2

∆ èìååò
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå ãëàäêîå ÿäðî K(t, ·, ·). Ýòî ÿäðî áè-èíâàðèàíòíî â òîì ñìûñëå,
÷òî K(t, x, y) = K(t, gx, gy) = K(t, xg, yg) äëÿ âñåõ x, y, g ∈ G.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì áðîóíîâñêîå äâèæåíèå gs(t) íà C([0, 1], G),
ïîñòðîåííîå êàê â òåîðåìå 1.2.3 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà M = [0, 1], H = {h : h(0) =

0,∃ḣ ï.â. ,
∫ 1

0
|ḣ(t)|2gdt < ∞}, à ïåðåíîñèìûé ñåìèìàðòèíãàë åñòü C([0, 1], g)-çíà÷íîå

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå Ws(t), êîòîðîå òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ïðîöåññ W (s, t) = Ws(t), íîñÿùèé íàçâàíèå áðîóíîâñêîãî ëèñòà. Òîãäà
g(s, t) = gs(t) åñòåñòâåííî íàçûâàòü áðîóíîâñêèì ëèñòîì íà G. Ïðîñòðàíñòâî åãî
òðàåêòîðèé C([0, 1]2, G) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ P1 = {0 = s0 6 ... 6 sm = 1} è P2 = {0 = t0 6 ... 6 tn = 1}
îòðåçêà [0, 1], m,n ∈ N, è ðàçáèåíèå P = P1 × P2 = {(si, tj), 0 6 i 6 m, 0 6 j 6 n}
êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1]. Îáîçíà÷èì ‖P‖ := max

i,j
{si− si−1, tj− tj−1}. Ïóñòü GP1 , GP2 , GP

� êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ íà C(G), îïðåäåëåííûõ êàê

Q(t)f(x) =

∫
G

p(t, x, y)V ol(dy),

ãäå

p(t, x, y) =
e−

ρ(x,y)2

2t∫
G
e−

ρ(x,y)2

2t V ol(dy)
.

Èñïîëüçóÿ ñåìåéñòâî {Q(t), t > 0}, äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ P çàäàäèì ìåðó µP êàê
è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñïîñîá âëîæèòü íàøè êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ôóíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû ñòðîèëè ïðèáëèæàþùèå ïðîöåññû êàê
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå òðàåêòîðèè, íî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷å-
íèÿìè â ãðóïïå Ëè íåòó êàêîãî-òî âûäåëåííîãî ñïîñîáà ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ïî åå
çíà÷åíèÿì íà çàäàííîì íàáîðå òî÷åê, ïîýòîìó ìû ââåäåì îáùóþ ïðîöåäóðó èíòåð-
ïîëèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü {Pα}α � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé êâàäðàòà
[0, 1]2. Ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ îòîáðàæåíèé IP

α
: GP

α → Ω íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèåé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. IP
α
(x)(si, tj) = xsi,tj .
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2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé Pα è x ∈ GPα èìååì:

max
i,j

sup
(s,t)∈[si,si+1]×[tj ,tj+1]

ρ
(
IP

α

(x)(s, t), IP
α

(x)(si, tj)
)
6

6 Lmax
i,j

max
σ,τ,φ,ψ=0,1

{ρ
(
xsi+σ ,tj+τ , xsi+φ,tj+ψ

)
}.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Õîòÿ áû îäíà òàêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò � íàïðèìåð,
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå P .
Âëîæèì íàøó ãðóïïó G èçîìåòðè÷åñêè â îáúåìëþùåå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rd,
òîãäà, â ñèëó òåîðåìû î òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè (ñì. [19, ãë 2, òåîðåìà 11.4]), äëÿ
íåêîòîðîãî ε > 0 ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîåêöèþ íà G äëÿ âñåõ òî÷åê Rd, óäàëåííûõ
îò G íå áîëåå ÷åì íà 2ε. Äëÿ âñåõ x ∈ GP òàêèõ, ÷òî

max
i,j

max
σ,τ,φ,ψ=0,1

{ρ
(
xsi+σ ,tj+τ , xsi+φ,tj+ψ

)
} < ε,

ëèíåéíî ïðîèíòåðïîëèðóåì x íà êàæäîé êëåòêå [si, si+1]× [tj, tj+1] êàê ýëåìåíò Rd, à
ðåçóëüòàò ñïðîåêòèðóåì íà G, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå x : [0, 1]2 → G. Òàê
êàê ïðîåêöèÿ çàäàåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå íà çàìêíóòîé ε-îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ,
åå äèôôåðåíöèàë íà íåé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è ïîýòîìó äëÿ x âûïîëíåíî óñëîâèå
2 ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé íè âûáîðà ðàçáèåíèÿ, íè îò x.

Íà âñåõ îñòàëüíûõ x ∈ GP îïðåäåëèì IP ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì G íà
êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ Uk, èçîìîðôíûõ øàðó B(0, 1) = {|x| 6 1} â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ôèêñèðóåì òî÷êè uk ∈ Uk, ïåðåõîäÿùèå ïðè òàêîì èçîìîðôèçìå â
öåíòð øàðà B(0, 1). Ïðîâåäåì êàêèå-íèáóäü êðèâûå Ak : [0, 1]→ G, ñîåäèíÿþùèå uk
ñ åäèíèöåé ãðóïïû: Ak(0) = uk, Ak(1) = e. Êðîìå òîãî, âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû
îêðåñòíîñòè B((si, tj), δ) := {z ∈ [0, 1]2 : |z − (si, tj)| 6 δ} ðàçíûõ òî÷åê ðàçáèåíèÿ íå
ïåðåñåêàëèñü.

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê {xsi,tj} ïî ìíî-
æåñòâàì {Uk}. Â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà ëåæèò â äâóõ èëè áîëåå òàêèõ ìíîæåñòâàõ,
âûáåðåì íàèìåíüøåå ïî íîìåðó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xsi,tj ∈ Uk äëÿ ôèêñèðîâàííûõ

i, j, k. Îòîæäåñòâèì Uk ñ B(0, 1), ïðîâåäåì ïðÿìóþ Dk : [0, 1] → G èç òî÷êè xsi,tj â

uk: Dk(0) = xsi,tj , Dk(1) = uk. Äëÿ z ∈ B((si, tj), δ) ïîëîæèì

IP(x)(z) :=

{
Dk(2|z|/δ), |z| 6 δ/2,

Ak(2|z|/δ − 1), δ/2 < |z| 6 δ.

Àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ïðîäåëàåì äëÿ âñåõ òî÷åê ðàçáèåíèÿ, à íà îñòàâøåéñÿ ÷à-
ñòè êâàäðàòà [0, 1]2 ïîëîæèì IP(x)(z) ≡ e. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîá-
ðàæåíèå íåïðåðûâíî íà (áîðåëåâñêîì) ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ GP , ðàñïðåäåëåííûõ
ôèêñèðîâàííûì ñïîñîáîì ïî øàðàì Uk. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
IP ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2.

Ïóñòü òåïåðü µP � ýòî îáðàç µP ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ IP äëÿ äàííîãî ðàç-
áèåíèÿ P . Íàøà ãëàâíàÿ çàäà÷à â ýòîì ðàçäåëå � äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
µP

n
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ áðîóíîâñêîãî ëèñòà, åñëè |Pn| → 0.
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2.2.2 Îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ïðèáëèæàþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçáè-
åíèé Pn, äëÿ êîòîðûõ |Pn| → 0, è íåêîòîðîé èíòåðïîëÿöèåé IP

n
. Çàìåòèì, ÷òî, â

îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìû íå òðåáóåì ðàâíîìåðíîñòè ðàçáèåíèé. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ïîëóãðóïïû e

t
2

∆ èçâåñòíû êîíêðåòíûå ôîðìóëû äëÿ åå àñèìïòî-
òèêè ïðè ìàëûõ t (ñì., íàïðèìåð, [44]), êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî òåîðåìû
×åðíîâà.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ìåðû µP
n
ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè íà Ω,

ïîýòîìó îíè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ïðîõîðîâà (ñì. [36]), òîïîëîãèÿ êîòîðîãî, â
ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè Ω, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Çàäà÷à ýòîãî ïîä-
ðàçäåëà � ýòî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ {Pn} âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ïðîõîðîâà (ñì.
[53, òåîðåìà 16.3]). Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ëåììû. Íàïîì-
íèì, ÷òî ñåìåéñòâî A âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò K, äëÿ êîòîðîãî supP∈A P (K) > 1− ε.

Ëåììà 2.2.1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî A áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà Ω.
Îáîçíà÷èì äëÿ x ∈ Ω:

w(x, δ) := sup{ρ(x(s1, t1), x(s2, t2)) | (s1, t1), (s2, t2) ∈ [0, 1]2 : |(s1, t1)− (s2, t2)| < δ}

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî:

limδ→0 supP∈A P (w(x, δ) > ε) = 0,

òîãäà ìíîæåñòâî A ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εn → 0 è α > 0. Â
ñèëó óñëîâèÿ ëåììû ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δn}, äëÿ êîòîðîé

supP∈A P (w(x, δn) > εn) < α2−n.

Ïîëîæèì Kn = {w(x, δn) 6 εn}. Çàìåòèì, ÷òî Kn ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, ñëåäîâà-
òåëüíî,è K =

⋂
n

Kn çàìêíóòî. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, K åñòü ðàâíîñòåïåííî

íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé [0, 1]2 → G, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìî îáîáùåíèå
òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè ([54, ãë. 7, òåîðåìà 18] è K êîìïàêòíî. Òàê êàê

supP∈A P (K) > 1− α

è α áûëî ïðîèçâîëüíûì, äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü çàâåðøåííûì.

Ñëåäñòâèå 2.2.2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2.1 äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî Kε ⊂ Ω òàêîå, ÷òî supP∈A P (Kε) > 1 − ε è w(x, δ) ⇒ 0 ðàâíîìåðíî íà
Kε ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà K â äîêàçàòåëü-
ñòâå ëåììû 2.2.1.

Íàø ïîñëåäíèé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò îñíîâàí íà èäåå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4
â [83].
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Ëåììà 2.2.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè G è âûáåðåì ε < 1
2
R. Ïî-

ëîæèì R = {0 = r0 < r1 < ... < rn = 1} è ðàññìîòðèì GR-çíà÷íóþ ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó Z ñ ðàñïðåäåëåíèåì µRs . Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C è δ0, íå çàâè-
ñÿùèå îò âûáîðà ε è R, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ m 6 n è δ < δ0/s âûïîëíåíî:

max
j: rm−rj<δ

sup
x∈G

P (ρ(Zrj , Zrm) > ε |Zrj = x) 6 Cs3/2δ3/2ε−4

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ãëàäêóþ, ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ χ : R+ 7→ R+

òàêóþ, ÷òî χ(t) = t íà [0, R/2] è χ = const íà [R,∞). Âûáåðåì y ∈ G, òîãäà uy :=
(χ ◦ ρ(y, ·))4 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà G. Â ñèëó [83, ñëåäñòâèå 2] ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
K è δ0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t1, .., tm, äëÿ êîòîðûõ t =

∑m
i ti < δ0, âûïîëíåíî:

|(Q(t1)...Q(tm)− (I +
t

2
∆))uy(y)| 6 K‖uy‖4t

3/2,

ãäå ‖uy‖n := max{|u(k)
y (g)|, g ∈ G, k 6 n|}. Òàê êàê

(
(I + t

2
∆)uy

)
(y) = 0 äëÿ ëþáîãî

y ∈ G, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì:

max
j: rm−rj<δ

sup
y∈G

P (ρ(Zrj , Zrm) > ε |Zrj = y) .

. max
j: rm−rj<δ

sup
y∈G

ε−4Q(s(rj+1 − rj))...Q(s(rm − rm−1))uy(y) 6

6 Cδ3/2s3/2ε−4.

Òåîðåìà 2.2.4. Ñåìåéñòâî {µPn}n îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ñëàáîé
ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 2.2.1
è ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü {µPn}n, òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü áóäåò ñëåäîâàòü èç
òåîðåìû Ïðîõîðîâà. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

limδ→0 sup16n<∞ µ
Pn (w(x, δ) > ε) = 0

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âêðàòöå èçëîæèì ïðîèñõîäÿùåå äàëåå.
Ñíà÷àëà ìû ïåðåíîñèì íàøó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè îáðàòíî íà GP . Çà-
òåì ìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî �ãîðèçîíòàëüíûå� è �âåðòèêàëüíûå� ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ
ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1.3, ìû îöåíèì ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿò-
íîñòü ñ ïîìîùüþ ìàêñèìóìà ïî âåðîÿòíîñòÿì, êîòîðûå ó÷èòûâàþò òîëüêî ôèêñèðî-
âàííûå âåðòèêàëüíûå ëèíèè. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ðàçáèòü âûáðàííóþ ÷àñòü
íà ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.1.2 è ïîëó÷èòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ïðèáëèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ
Q(t)f(x) =

∫
f(y)p(t, x, y)dy. Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíûõ ðàññòîÿíèé ïîñòóïàåì àíàëî-

ãè÷íî.
Èñïîëüçóÿ âòîðîå óñëîâèå íà èíòåðïîëÿöèþ IP

n
, ïîëó÷àåì:

w(x, δ) = sup{ρ(x(u1, v1), x(u2, v2)) | (u1, v1)− (u2, v2)| < δ} 6
6 sup{ρ(x(si, tj), x(u1, v1)) + ρ(x(si, tj), x(sk, tl)) + ρ(x(sk, tl), x(u2, v2))} 6

6 (1 + 2L) sup{ρ(x(si, tj), x(sk, tl)) | |(si, tj)− (sk, tl)| < 3δ}
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äëÿ δ >
√

2|Pn|. Ôèêñèðóåì òåïåðü n > 1, äëÿ êîòîðîãî δ > 2
√

2|Pn|. Äëÿ óäîáñòâà,
ïîêà n ôèêñèðîâàíî, áóäåì ïèñàòü P âìåñòî Pn. Îáîçíà÷èì:

w(x, δ) = sup{ρ(x(si, tj), x(sk, tl)) | |(si, tj)− (sk, tl)| < 3δ},

òîãäà

w(x, δ) 6 sup{ρ(x(si, tj), x(sk, tj)) | |si − sk| < 3δ}+
+ sup{ρ(x(si, tj), x(si, tk)) | |tj − tk| < 3δ} ≡ wl(x, δ) + wr(x, δ)

Âûáåðåì ïîäðàçáèåíèå P ′1 = {0 = si0 < ... < siq = 1} ⊂ P1 òàêîå, ÷òî |P ′1| < 3δ è
min16k<q |sik+1

− sik | > 3
4
δ. Äëÿ f, g ∈ GP2 ïîëîæèì

ρ(f, g) := maxj ρ(fj, gj),

òîãäà

wl(x, δ) = max{ρ((x(si, xj))j, (x(sk, xj))j), |si − sk| < 3δ} 6
6 maxk max{2ρ((x(sik , xj))j, (x(sik+l, xj))j), 1 6 l 6 ik+1 − ik}

Ðàññìîòðèì GP-çíà÷íûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò (xsi,tj)i,j ñ ðàñïðåäåëåíèåì µP . Ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû (xsi,tj)j, i = 1, ...,m, îáðàçóþò ìàðêîâñêóþ öåïü ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿò-
íîñòüþ

P (ρ(xsi+1,tj)j|(xsi,tj)j) = µP2(si+1 − si, (xsi,tj)j, ρ(xsi+1,tj)j).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1.3, ïîëó÷àåì:

P (wl(x, δ) > ε) 6

6 P
(

maxk max{2ρ((xsik ,xj)j, (xsik+λ,tj)j), 1 6 λ 6 ik+1 − ik} > ε
)
6

6
q−1∑
k=0

P
(

max{2ρ((xsik ,tj)j, (xsik+λ,tj)j), 1 6 λ 6 ik+1 − ik} > ε
)
6

6
q−1∑
k=0

max
16λ6ik+1−ik

sup
z∈GP2

2P
(

4ρ((xsik+λ,tj)j, (xsik+1
,tj)j) > ε | (xsik+λ,tj)j = z

)
=

=

q−1∑
k=0

max
16λ6ik+1−ik

sup
z∈GP2

2P
(

4ρ(e, (xsik+λ,tj)
−1
j (xsik+1

,tj)j) > ε | (xsik+λ,tj)j = z
)
.

Ïî ëåììå 2.1.1, x ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê (xsi,tj)i,j
d
= (ys1,tj · ... · ysi,tj)i,j äëÿ

âçàèìíî íåçàâèñèìûõ (ys1,tj)j. Òàê ÷òî (xsik+λ,tj)
−1
j (xsik+1

,tj)j èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ

(ysik+λ+1,tj ·...·ysik+1
,tj)i,j. Äëÿ íåêîòîðûõ k, λ îïðåäåëèì ðàçáèåíèÿR = {0 = u0 < u1 =

sik+λ+1− si+k+λ < . . . < ul = sik+1
− si+k+λ 6 ul+1 = 1}×P2. Ïóñòü q � ýòî G

R-çíà÷íàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì µR, òîãäà (xsik+λ,tj)
−1
j (xsik+1

,tj)j
d
= (qul,tj)j.

Ïðèìåíèì ëåììó 2.1.2 ê (quk,tj)k,j è ïîëó÷èì:

qul,tj
d
= h1 · ... · hjl, (2.10)
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äëÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí hj. Ïîëîæèì R1 = {0 = r0 < r1 = v1 <
r2 = v1 +v2 < ... < rnl = v1 + ...+vnl < rnl+1 = 1}, ãäå v(k−1)l+r = (ur+1−ur)(tk−tk−1), è
ïîñòðîèì GR1-çíà÷íóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z ñ ðàñïðåäåëåíèåì µR1(1, e, dx). Òîãäà

(Zrlj)j
d
= (qul,tj)j è ïî ëåììå 2.1.3 âûïîëíåíî:

P (4ρ(e, (qul,tj)j) > ε) 6 P (4 max
j
ρ(e, Zrj) > ε) 6

6 2 max
j

sup
x∈G

P (8ρ(Zrj , Zrnl) > ε |Zrj = x).

Çàìåòèì, ÷òî rnl < 3δ, ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 2.2.3

2 max
j

sup
x∈G

P (8ρ(Zrj , Zrnl) > ε |Zrj = x) 6 2C33/2δ3/2ε−484.

Íàêîíåö, ñîáèðàÿ âñå ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, âûâîäèì:

P (wl(x, δ) > ε) 6 const ·
q−1∑

0

δ3/2ε−4 6 const · δ−1δ3/2ε−4 = Kδ1/2ε−4. (2.11)

Äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé K. Âûáåðåì n0 = n0(δ), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî δ > 2
√

2|Pn|
ïðè âñåõ n > n0. Äëÿ òàêèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.11). Òåïåðü ìû ïîñìîòðèì,
÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà n < n0. Òàê êàê äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ Ω åå
ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0, äëÿ ëþáîãî n èìååì:

µP
n

(wl(x, δ) > ε)→ 0, δ → 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α > 0 ôèêñèðóåì δ0 òàêîå, ÷òî Kδ
1/2
0 ε−4 < α. Çàòåì âûáåðåì

n0 = n0(δ0). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ < δ0 âûïîëíåíî

max
16n6n0

µP
n

(wl(x, δ) > ε) < α. (2.12)

Ïðè óìåíüøåíèè δ, îöåíêà (2.11) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî n > n0 â òîì ñìûñëå, ÷òî

µP
n

(wl(x, δ) > ε) 6 µP
n

(wl(x, δ0) > ε) 6 α (2.13)

Îáúåäèíÿÿ (2.12) è (2.13) ïîëó÷àåì

sup16n<∞ µ
Pn (wl(x, δ) > ε) < α

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ. Ñëåäîâàòåëüíî,

limδ→0 sup16n<∞ µ
Pn (wl(x, δ) > ε) = 0.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îöåíêå wr. Ôèêñèðóåì α > 0, âûáåðåì δ0 òàêîå, ÷òî

sup16n<∞ µ
Pn (wl(x, δ0) > ε) < α.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |Pn| < 1
4
δ0 ïðè âñåõ n > n0 äëÿ íåêîòîðîãî n0. Âûáåðåì ïîä-

ðàçáèåíèÿ Rn
2 = {0 = tj0 < ... < tjq = 1} ⊂ Pn1 òàêèå, ÷òî |Rn

2 | < δ0 è
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min16k<q |tjk+1
− tjk | > 1

4
δ0. Îáîçíà÷èì Rn := Pn1 × Rn

2 è çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî δ < δ0 âûïîëíåíî:

µP
n

(wr(x, δ) > 3ε) 6 µR
n

(wr(x, δ) > ε) + µP
n

(wl(x, δ0) > ε) 6

6
∑
k

P (sup{ρ(x(si, tjk), x(sl, tjk)), |si − sl| < δ} > ε) + α. (2.14)

Ôèêñèðóåì k, ïðèìåíèì ëåììó 2.1.2 ê êàæäîìó íàáîðó (xsi,tjl )
m,k
s=1,l=1 è ïîëó÷èì:

(xsi,tjk )i
d
= (v1 · . . . · vkvk+1 · . . . · vik)

äëÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûõ v(i−1)k+l ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè p((si − si−1)(tjl −
tjl−1

), e, dvik+l)V ol(dvik+l). Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèìåíåííûõ
ê ïðåäñòàâëåíèþ (2.10), ïîëó÷àåì îöåíêó

P (sup{ρ(x(si, tjk), x(sl, tjk)), |si − sl| < δ} > ε) . δ1/2ε−4.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â (2.14), ïîëó÷àåì:

µP
n

(wr(x, δ) > 3ε) . δ−1
0 δ1/2ε−4 + α,

÷òî âëå÷åò
limδ→0 sup16n<∞ µ

Pn (wr(x, δ) > ε) = 0,

à çíà÷èò, è
limδ→0 sup16n<∞ µ

Pn (w(x, δ) > ε) = 0.

Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå ëåììû 2.2.1 è òåîðåìû Ïðîõîðîâà (ñì. [53, òåîðåìà 16.3]) çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 2.2.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2.2.5. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò Kε ⊂ Ω òàêîé, ÷òî
supn µ

Pn(Ke) > 1− ε è w(x, δ)⇒ 0 ðàâíîìåðíî íà Kε.

2.2.3 Ñõîäèìîñòü ôåéíìàíîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé µP
n
ê ñîîòâåòñòâó-

þùèì ðàñïðåäåëåíèÿì áðîóíîâñêîãî ëèñòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç JP : Ω 7→ GP ïðîåêöèþ

(JP(x))si,tj = x(si, tj), (si, tj) ∈ P .

Çàìåòèì, ÷òî JP íåïðåðûâíà è JP ◦ (IP) = idGP .
Òàê êàê èíòåðïîëÿöèÿ äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, �âíóòðåííèå� òî÷êè, íå ïðè-

íàäëåæàùèå ðàçáèåíèþ, ìîãóò, â ïðèíöèïå, çàâèñåòü îò âñåõ òî÷åê ñåòêè P , è òîãäà
öèëèíäðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòàåò áûòü òàêîé óæ öèëèíäðè÷åñêîé, åñëè ïîäñòà-
âèòü â íåå IP

n
è óñòðåìèòü n ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ñâåñòè

çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà íàøà ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò òî÷åê ðàçáèåíèÿ.
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Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü R � ýòî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå êâàäðàòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ êàæäîãî n ìîæíî âûáðàòü ïîäðàçáèåíèå P ′n ⊂ Pn ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì
âåðøèí, ÷òî è R, äëÿ êîòîðîãî

ρ(R,P ′n) ≡ max
i,j
{|(si, tj)− (s′i, t

′
j)|, (si, tj) ∈ R, (s′i, t

′
j) ∈ P ′n} → 0, n→∞.

Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ C(GR,R) âûïîëíÿåòñÿ:

limn→∞

∫
E

[
f(JRx)− f(JP

′n
x)
]
dµP

n

= 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0, ïóñòü Kε ⊂ Ω � ýòî êîìïàêò, ïîñòðîåííûé â
ñëåäñòâèè 2.2.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(f, δ) ñòàíäàðòíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, òîãäà∣∣∣∣∫

Ω

[
f(JRx)− f(JP

′n
x)
]
dµP

n

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∫
Kε

[
f(JRx)− f(JP

′n
x)
]
dµP

n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω\Kε

[
f(JRx)− f(JP

′n
x)
]
dµP

n

∣∣∣∣ 6
6 2ε‖f‖∞ + sup

x∈Kε
w(f, w(x, ρ(R,P ′n))).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2.5 w(x, ρ(R,P ′n)) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà Kε ïðè
ρ(R,P ′n)→ 0, ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëó÷àåì:∣∣∣∣∫

E

[
f(JRx)− f(JP

′n
x)
]
dµP

n

∣∣∣∣ 6 2ε‖f‖∞ + ε.

Ëåììà 2.2.7. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P = {0 = t0 < t1 < ... < tn = 1} è ñåìåéñòâî
{r(s)}s>0 ôóíêöèîíàëîâ íà C(GP ,R), îïðåäåëåííûõ êàê

r(s)f =

∫
GP

f(y)µP2(s, e, dy)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ C∞(GP ,R) âûïîëíåíî:

|r(s)f − (e
s
2

∆Pf)(e)| . ‖f‖4s
3/2‖P‖1/2,

ãäå

(e
s
2

∆Pf)(z) = e
s(t1−t0)

2
∆xt1 [...e

s(tn−tn−1)

2
∆xtn [f(xt1 , ..., xtn)](xtn−1)]...](xt1)](z).

Ñèìâîë ∆xtj
îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ∆, ïðèìåíåííûé ê ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò xtj ∈

G, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî r(s) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

r(s)f = Q(s(t1 − t0))[...Q(s(tn − tn−1))[f(xt1 , ..., xtn)](xtn−1)]...](xt1)](e).
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Îáîçíà÷èì q(t)f = (Q(t)f)(e), òîãäà ïî ëåììå 2.1.2, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû
ïåðåìåííûõ xti = yt1 · ... · yti , ïîëó÷àåì:

r(s)f = qyt1 (s(t2 − t1))...qytn (s(tn − tn−1))f(yt1 , yt1yt2 , . . . , yt1 · . . . · ytn). (2.15)

Òàê êàê ïîëóãðóïïà e
s
2

∆P áè-èíâàðèàíòíà, ïîëó÷àåì äëÿ íåå àíàëîãè÷íîå ðàçëîæå-
íèå:

(e
s
2

∆Pf)(e) = myt1
(s(t2 − t1))...mytn (s(tn − tn−1))f(yt1 , ..., yt1 · ... · ytn),

ãäå mz(s) := (e
s
2

∆zf)(e). Â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè ìû ìîæåì ìåíÿòü ïîðÿäîê ìíîæè-
òåëåé êàê íàì çàáëàãîðàññóäèòñÿ, ñ ïîìîùüþ ÷åãî âû÷èñëÿåì:

|r(s)f − (e
s
2

∆Pf)(e)| 6
6 |
[
qyt1 (s(t2 − t1))...qytn (s(tn − tn−1))−myt1

(s(t2 − t1))...mytn (s(tn − tn−1))
]
·

· f(yt1 , ..., yt1 · ... · ytn)| 6
6 |(...)[qyt1 (s(t2 − t1))−myt1

(s(t2 − t1))]f(yt1 , ..., yt1 · ... · ytn)|+ ...

...+ |(...)[qytn (s(tn − tn−1))−mytn (s(tn − tn−1))]f(yt1 , ..., yt1 · ... · ytn)|.

Âñå ôóíêöèîíàëû â (...) èìåþò åäèíè÷íûå íîðìû, à èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ÿäðà òåïëîïðîâîäíîñòè èçâåñòíî (ñì. [83, ñëåäñòâèå 2]), ÷òî

|(Q(s)f − e
s
2

∆f)(e)| . ‖f‖4s
3/2.

Òàêèì îáðàçîì,

|r(s)f − (e
s
2

∆Pf)(e)| .
∑
j

(tj+1 − tj)3/2s3/2‖f‖4 . ‖f‖4s
3/2‖P‖1/2.

Ëåììà 2.2.8. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P êâàäðàòà [0, 1]2 è íàïîìíèì, ÷òî µ îáî-
çíà÷àåò ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî ëèñòà íà G. Äëÿ ëþáîãî f ∈ C∞(GP ,R) èìååò
ìåñòî îöåíêà ∣∣∣∣∫

E

f(JPx)µP(dx)−
∫
E

f(JPx)µ(dx)

∣∣∣∣ 6 const · ‖f‖4‖P‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.1.1∫
E

f(JPx)µP(dx) =

∫
GP

f(x)µP(dx) =

=

∫
GP2

µ(s1 − s0, e, ys1)...

∫
GP2

µ(sm − sm−1, e, ysm)f(ys1 , ..., ys1 · ... · ysm) =

= rys1 (s2 − s1)...rysm (sm − sm−1)f(ys1 , ..., ys1 · ... · ysm).

Ïî ëåììå 2.2.7 èìååì:

|r(s)f − (e
s
2

∆P2f)(e)| 6 const · ‖f‖4s
3/2‖P‖1/2.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì:

|rys1 (s2 − s1)...rysm (sm − sm−1)f(ys1 , ..., ys1 · ... · ysm)−

−
[
e
s2−s1

2
∆
P2
ys1 ...e

sm−sm−1
2

∆
P2
ysm f(ys1 , ..., ys1 · ... · ysm)

]
(e, ..., e)| .

. ‖f‖4‖P‖1/2
∑
j

(sj+1 − sj)3/2 . ‖f‖4‖P‖.

Çàìåòèì, ÷òî[
e
s2−s1

2
∆
P2
ys1 ...e

sm−sm−1
2

∆
P2
ysm f(ys1 , ..., ys1 · ... · ysm)

]
(e, ..., e) =

∫
E

f(JPx)µ(dx),

ïîýòîìó ∣∣∣∣∫
Ω

f(JPx)µP(dx)−
∫

Ω

f(JPx)µ(dx)

∣∣∣∣ 6 const · ‖f‖4‖P‖.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñõîäèìîñòü µP
n
ê µ â ñìûñëå êîíå÷íî-

ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî, âìåñòå ñ äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïëîòíîñòüþ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âëå÷åò òàêæå ñëàáóþ ñõîäèìîñòü µP

n
.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.9. Ïóñòü R � ýòî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå êâàäðàòà [0, 1]2, òîãäà

limn→∞

∫
Ω

f(JRx)µP
n

(dx) =

∫
Ω

f(JRx)µ(dx)

äëÿ ëþáîãî f ∈ C(GR).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà GP ìîæíî ðàâíîìåðíî
ïðèáëèçèòü ãëàäêîé è âñå ìåðû µP

n
âåðîÿòíîñòíûå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìà. Òàê êàê |Pn| → 0, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðàçáè-
åíèé P ′n ⊂ Pn òàêèõ, ÷òî â òåðìèíàõ ëåììû 2.2.6 ρ(R,P ′n) → 0. Òîãäà äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî

limn→∞

∫
E

f(JP
′n
x)µP

n

(dx) =

∫
E

f(JRx)µ(dx). (2.16)

Âûáåðåì fn ∈ C∞(GP
n
,R), çàâèñÿùóþ òîëüêî îò òî÷åê ðàçáèåíèÿ P ′n è òàêóþ, ÷òî

fn(JP
n
IP
′n
x) = f(x). Òàê êàê ‖fn‖4 = ‖f‖4, ïî ëåììå 2.2.8 ïîëó÷àåì:∣∣∣∣∫

Ω

fn(JP
n

x)µP
n

(dx)−
∫

Ω

fn(JP
n

x)µ(dx)

∣∣∣∣ . ‖f‖4‖Pn‖.

Òàê êàê fn(JP
n
x) = f(JP

′n
x)→ f(JRx) äëÿ êàæäîãî x ∈ Ω, (2.16) ñëåäóåò èç òåîðåìû

Ëåáåãà.

Òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.2.10. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Pn, äëÿ êîòîðûõ
|Pn| → 0, è èíòåðïîëÿöèþ IP

n
. Òîãäà µP

n
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ µ áðî-

óíîâñêîãî ëèñòà íà G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Pnk}k, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C(Ω,R) è δ > 0, äëÿ êîòîðûõ |

∫
fdµP

nk−
∫
fdµ| >

δ ïðè âñåõ k. Â ñèëó òåîðåìû 2.2.4 ìîæíî âûáðàòü ïîä-ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{µP
nkj }j, ñõîäÿùóþñÿ ñëàáî ê íåêîòîðîé ìåðå µ̃. Âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.9,

ýòà ìåðà èìååò òå æå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî è µ, à çíà÷èò, µ = µ̃,

ñëåäîâàòåëüíî,
∫
fdµP

nkj
äîëæíî ñõîäèòüñÿ ê

∫
fdµ è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.



Ãëàâà 3

Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ

ïóòåé

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C([0, 1],Rd) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà íà åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî Rd. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ wt â Rd

çàäàåò íà íåì ãàóññîâñêóþ ìåðó P , íàçûâàåìóþ ìåðîé Âèíåðà. Â ñèëó èçâåñòíîé òåî-
ðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà ýòà ìåðà êâàçè-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëü
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H := {h ∈ C([0, 1],Rd), h(0) = 0,∃ḣ ï. í. ,

∫ 1

0
|ḣ(t)|2dt <

∞}, òî åñòü P è P ◦ Φ−1
h âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû äëÿ ëþáîãî h ∈ H, ãäå

Φh(x) := x+h. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîòîê Φth, ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ âäîëü h, îñòàâëÿåò ìåðó P êâàçè-èíâàðèàíòíîé. Åñëè âìåñòî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M , òî íà íåì òàêæå
ìîæíî çàäàòü áðîóíîâñêîå äâèæåíèå xt, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåò ìåðó íà
C([0, 1],M). Âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Êàìåðîíà-Ìàðòèíà
â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðîöåññ xt ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â íåêîòîðîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rd (ñì. [44, ïðåäëîæåíèå 3.2.1]). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èçìåðèìûé
èçîìîðôèçì I : C([0, 1],Rd) → C([0, 1],M), çàäàþùèé íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé
ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ åäèíñòâåííîé êàðòîé, õîòÿ íóæíî çà-
ìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
íè â êàêîì ðàçóìíîì ñìûñëå. Ýòîò èçîìîðôèçì, îäíàêî, ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ìíî-
ãèå îáúåêòû íà ïëîñêèé ñëó÷àé.

Â ðàáîòå Á. Ê. Äðàéâåðà [28] áûë íàéäåí åñòåñòâåííûé àíàëîã òåîðåìû Êàìåðîíà-
Ìàðòèíà â ñëó÷àå C([0, 1],M). Ïîòîêè, îñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ êâàçè-èíâàðèàíòíûì, ïîðîæäàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè âèäà U(t)h(t), ãäå
h ∈ H, à U(t) åñòü ñòîõàñòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü xt (îïðåäåëåíèå è
ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñâÿçàííûõ îáúåêòîâ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â êíèãå [44]).
Â [28] óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî äëÿ ãëàäêèõ h, à îáùèé ñëó÷àé áûë íåìíîãî ïîç-
æå äîêàçàí Õñó â ðàáîòå [43]. Ïðè ïåðåíîñå íà C([0, 1],Rd) ýòè ïîòîêè ïåðåõîäÿò â
ñåìèìàðòèíãàëû âèäà ∫ t

0

Otdwt +

∫ t

0

ctdt, (3.1)

ãäå Ot ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Çäåñü è äàëåå ìû
ïðåäïîëàãàåì íà íàøåì ïðîñòðàíñòâå íàëè÷èå íåêîòîðîãî ïîòîêà ïîëíûõ σ-àëãåáð
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Ft, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî wt ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Ïðè íåêîòîðûõ òåõ-
íè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, ïî òåîðåìå Ëåâè ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò íîâîå áðîóíîâñêîå
äâèæåíèå, à â ñèëó òåîðåìû Ãèðñàíîâà äîáàâëåíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî îñòàâëÿåò
ìåðó êâàçè-èíâàðèàíòíîé. Èç òàêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêà âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùåå âåêòîðíîå ïîëå äîëæíî èìåòü âèä∫ t

0

Atdwt +

∫ t

0

btdt, (3.2)

ãäå At ïî÷òè âñþäó ÿâëÿåòñÿ êîñî-ñèììåòðè÷íîé.
Çäåñü âîçíèêàþò íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ýôôåêòû. Âî-ïåðâûõ, âåêòîðíîå ïîëå ñó-

ùåñòâåííî íåëîêàëüíî è çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè êàê ñåìèìàðòèíãàë. Âî-
âòîðûõ, ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà U(t)h(t) îêàçûâàåòñÿ íå çàìêíóòûì îòíî-
ñèòåëüíî âçÿòèÿ êîììóòàòîðà, ïîýòîìó ñàìî ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî
îáîáùèòü íà áîëåå îáùèå ïðîöåññû, èìåþùèå âèä (3.2) ïîñëå ïåðåíîñà íà C([0, 1],Rd).
Â íàøåé ñòàòüå ìû íàçûâàåì òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ êàñàòåëüíûìè ïðîöåññàìè. Èõ
èçó÷åíèå âûçâàëî òàêæå äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïðåîáðàçîâàíèé âè-
äà (3.1) è èõ îáîáùåíèé. Ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà, à òàêæå ïîðîæäàåìàÿ èì
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ðàçâèâàëàñü äàëåå â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. [22;
24; 25; 31; 34; 38; 45] è ññûëêè âíóòðè). Òàêæå â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
íåïðåäñêàçóåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë â (3.1) çàìåíÿåòñÿ
èíòåãðàëîì Ñêîðîõîäà (ñì. [23; 46]).

Êîãäà M � ýòî êîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà, èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ëåâîãî è ïðàâîãî ñäâèãà, g(t) 7→ k(t)g(t) è g(t) 7→ g(t)k(t), à àíàëîãîì ïðî-
ñòðàíñòâà Êàìåðîíà-Ìàðòèíà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî K := {k ∈ C([0, 1],M), k(0) =
e, ∃k̇ ï. í. ,

∫ t
0
k(t)−1k̇(t)dt ∈ H}. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êâàçè-

èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëå-
ìåíòû èç K áûëî äîêàçàíî â [79]. Òàêèå ñäâèãè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé
ñëó÷àé êàñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Â äàëüíåéøåì ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè ðàñïðî-
ñòðàíåíû íà ãðóïïû ïåòåëü C(S1,M), ãäå S1 îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü (ñì.
[30; 63; 78]).

Îäíàêî óæå â ïðîñòåéøåì áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèè áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ ëåæàò â C([0, 1], C([0, 1], G)), êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü íå èìååò ìåñòà
íè äëÿ êàêèõ (íåòðèâèàëüíûõ) ñäâèãîâ (ñì. [77]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàñàòåëüíûå
ïðîöåññû ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì êîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòðîèòü ìîæíî,
êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêè. Ýòîé çàäà÷å è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà. À èìåííî, ìû
ðàñïðîñòðàíÿåì ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà íà ïðîñòðàíñòâî ïóòåé ãðóïïû òîêîâ
C(N,G), ãäå N åñòü íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à G � êîìïàêòíàÿ
ãðóïïà Ëè, è äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ïîðîæäåííûõ èìè ïîòîêîâ, îñòàâëÿþùèõ
êâàçè-èíâàðèàíòíûì ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íà C(N,G), ïîñòðîåí-
íîãî â ïåðâîé ãëàâå.

Ïðè ïîïûòêå îáîáùèòü âûðàæåíèå (3.1) íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé âîçíèêà-
åò ñëîæíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ îòñóòñòâèåì ïîíÿòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà â ïðî-
èçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäèí èç ñïîñîáîâ åå ïðåîäîëåòü � ýòî ïåðåéòè
îò ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ê ïðîñòðàíñòâàì Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî è
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ âòîðîãî
ìàðòèíãàëüíîãî òèïà (ñì. [20]). Òàêæå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé
èíòåãðàë, ïîñòðîåííûé â ãëàâå 1. Ìû, îäíàêî, èäåì äðóãèì ïóòåì. Òàê êàê ïîíÿòèå
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ïðîèçâîäíîé â íàøåì ñëó÷àå åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöè-
ÿõ è çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå, íàñ íà ñàìîì äåëå èíòåðåñóþò òîëüêî
èíòåãðàëû âèäà ∫ t

0

(O∗t ct, dWt),

ãäå ct ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â H, à òàêîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ õîðîøî ðàçâèòîé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [26]). Áîëåå òîãî, ïðè òàêîì ïîäõîäå âûáîð îáúåìëþùåãî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó ìû ñíà÷àëà ñòðîèì íàøè êà-
ñàòåëüíûå ïðîöåññû íà îñíîâå èçîíîðìàëüíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, ïî àíàëîãèè
ñ ïîäõîäîì ê èñ÷èñëåíèþ Ìàëëÿâýíà, èçëîæåííîìó â [70], à çàòåì ïðèìåíÿåì ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ïîñòðîåíèþ ïîòîêîâ íà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äàëåå
ïåðåíîñèì èõ íà ïðîñòðàíñòâî ïóòåé ãðóïïû òîêîâ.

Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ìû ââîäèì àáñòðàêòíîå
ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà êàê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå,
äîêàçûâàåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà, ÷òî âëå÷åò åãî çàìûêàåìîñòü, è ñòðîèì ïîðîæäåííûå òàêèìè
âåêòîðíûìè ïîëÿìè ïîòîêè. Â ðàçäåëå 2 ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ýòè ðåçóëüòàòû ïðîäîë-
æàþòñÿ íà ñëó÷àé àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí ïå-
ðåíîñó ïîíÿòèÿ êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ïóòåé
ãðóïïû òîêîâ. Â ïåðâîé ÷àñòè ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äîêàçàíà â îá-
ùåì ñëó÷àå, áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà H, âî âòîðîé, ïðè óñëîâèè
âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (1.6), ñòðîÿòñÿ ïîòîêè, ïîðîæäåííûå ïðîèçâîëüíûìè êàñà-
òåëüíûìè ïðîöåññàìè. Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðàçäåëà ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ãðóï-
ïû ïåòåëü, êîãäà N = S1. Äîñòîèíñòâî ýòîãî ñëó÷àÿ â òîì, ÷òî íà ãðóïïå ïåòåëü
åñòü äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ (ñì., íàïðèìåð,
[32; 37]), â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåí îïåðàòîð ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
U(t). Ïîëüçóÿñü ýòèì, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âèäà U(t)h(t) ñóùå-
ñòâóåò ïîðîæäåííûé èì ïîòîê, îñòàâëÿþùèé ðàñïðåäåëåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
êâàçè-èíâàðèàíòíûì, è âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, àíàëîãè÷-
íàÿ äîêàçàííîé Á. Ê. Äðàéâåðîì â [28].

3.1 Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ êàñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ

3.1.1 Ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíî íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F) è ñåïàðà-
áåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H. Äëÿ íåêîòîðîé ìåðû P , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
σ-àëãåáðà F ïîëíà, îáîçíà÷èì ÷åðåç Iso(P ) ìíîæåñòâî âñåõ èçîíîðìàëüíûõ ãàóññîâ-
ñêèõ ïðîöåññîâ W : L2[0, 1] ⊗H → L2

P (Ω). Íàïîìíèì, ÷òî ⊗ îáîçíà÷àåò ïîïîëíåíèå
àëãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ãèëüáåðòîâîé íîðìå è L2[0, 1]⊗H èçî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó L2([0, 1], H). Îïðåäåëèì òàêæå ISO êàê îáúåäèíåíèå Iso(P )
ïî âñåì òàêèì âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì P .

Ïóñòü W ∈ Iso(P ), à X � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç FC∞p (W ;X) ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ X-çíà÷íûõ âåëè÷èí âèäà F =
f(W (k1), . . . ,W (kn)), k1, . . . , kn ∈ L2[0, 1] ⊗ H, ãäå f � X-çíà÷íîå áåñêîíå÷íî äèô-
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ôåðåíöèðóåìîå ïî Ôðåøå îòîáðàæåíèå Rn 7→ X, èìåþùåå âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò. Îïðåäåëèì FW êàê σ-àëãåáðó,
ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {W (k), k ∈ L2([0, 1], H)}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L2(W ;X) ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà P -ïî÷òè
âñþäó X-çíà÷íûõ FW -èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f ñ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóå-
ìîé ïî ìåðå P íîðìîé ‖f‖X . Äëÿ X = R áóäåì ïðîñòî ïèñàòü L2(W ) := L2(W ;R).
Ââåäåì òàêæå ïîòîê σ-àëãåáð FWt , ÿâëÿþùèõñÿ ïîïîëíåíèÿìè σ-àëãåáð, ïîðîæäåí-
íûõ {W (I[0,s] ⊗ h), h ∈ H, s 6 t}.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå �çàìåíû ïåðåìåííûõ� â êîíòåêñòå èçîíîðìàëü-
íûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ. Âûáåðåì W̃ ∈ Iso(P̃ ) è F = f(W (k1), . . . ,W (kn)) ∈
FC∞p (W ;X). Îïðåäåëèì F (W̃ ) êàê

F (W̃ ) := f(W̃ (k1), . . . , W̃ (kn)).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî F (W̃ ) èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíî P̃ , ÷òî è

F îòíîñèòåëüíî P . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå F 7→ F (W̃ ) ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìåòðèè

L2(W ;X) 7→ L2(W̃ ;X). Òàê êàê F (W1)(W2) = F (W2) äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ïîñòðîåííàÿ èçîìåòðèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðîöåññà W . Â
äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî èçî-
íîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà W , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, â êîòîðûõ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, áóäåò çàòåì ïðîâîäèòüñÿ çàìå-
íà ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü òåïåðü X = H1 � ýòî íåêîòîðîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü W, W̃ ∈ ISO, à Rt � FWt -ïðåäñêàçóåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ñî çíà÷åíèÿìè â HS(H,H1), äëÿ êîòîðîãî E
∫ 1

0
‖Rt‖2

HSdt <∞. Òîãäà Rt(W̃ ) óäîâëå-

òâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì îòíîñèòåëüíî W̃ , ÷òî è Rt îòíîñèòåëüíî W , è åñëè
I =

∫ t
0
RsdWs, òî I(W̃ ) =

∫ t
0
Rs(W̃ )dW̃s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó [26, ïðåäëîæåíèå 4.22] Rt ïðåäñòàâèì â âèäå ïðåäåëà â
L2([0, 1]× Ω)⊗HS(H,H1) ïðîöåññîâ âèäà

Rn
t :=

∑N

i,j,k=1
fi,j,kI[ti,ti+1](t)⊗ ej ⊗ ek,

äëÿ íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ej ⊗ ek, ej ∈ H, ek ∈ H1} â HS(H,H1)
è FWti -èçìåðèìûõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí fi,j,k. Òàê êàê
Rt èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî FW , òî ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê óñëîâíûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèÿì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fi,j,k ∈ L2(W ). Êàæäîå fi,j,k ïðèáëèæàåòñÿ
â L2(W ) ýëåìåíòàìè FC∞p (W ), çàâèñÿùèìè òîëüêî îò {W (I[0,s] ⊗ h), s 6 ti, h ∈ H},
ñëåäîâàòåëüíî,fi,j,k(W̃ ) ÿâëÿþòñÿ FW̃ti -èçìåðèìûìè, à R

n
t (W̃ ) � FW̃t -ïðåäñêàçóåìûìè,

÷òî âëå÷åò ïðåäñêàçóåìîñòü Rt(W̃ ).
Â òî æå âðåìÿ, ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë

∫ t
0
RsdWs ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí â

L2(W ;H1) ñóììàìè âèäà

In :=
∑N

i,j,k=1
fi,j,kW (I[ti,ti+1] ⊗ ej)ek.
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Òîãäà

In(W̃ ) =
∑N

i,j,k=1
fi,j,k(W̃ )W̃ (I[ti,ti+1] ⊗ ej)ek

ñõîäÿòñÿ â L2(W̃ ;H1) ê I(W̃ ) =
∫ t

0
Rs(W̃ )dW̃s.

Ðàññìîòðèì FWt -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû Ut è ct, ñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, â L(H) è H. Ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà L(H) ââåäåíà áîðåëåâñêàÿ
σ-àëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîïîëîãèè íîðìû. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû Ut ïî÷òè íàâåðíîå
ÿâëÿëîñü èçîìåòðèåé, òî åñòü |Uth|H = |h| ï.í. äëÿ êàæäûõ h ∈ H, t ∈ [0, 1], à ct(ω)
áûëî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíî íà [0, 1]× Ω.

Äëÿ êàæäîãî W ∈ ISO îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ΦU,c[W ] : L2([0, 1], H) 7→ L2(W )
÷åðåç

ΦU,c[W ](k) :=

∫ 1

0

(Ut(W )kt, dWt) +

∫ 1

0

(kt, ct(W ))dt.

Òî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â L2(W ), ñëåäóåò èç
óñëîâèé íà Ut è ct, à òàêæå èç ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
AF ìíîæåñòâî ΦU,c äëÿ âñåõ U è c, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì.
Äàëåå, ãäå ýòî íå âûçûâàåò äâóñìûñëåííîñòåé, ìû áóäåì îïóñêàòü ïàðàìåòð W è
ïèñàòü ïðîñòî ct ≡ ct(W ), Ut ≡ Ut(W ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò
îò âûáîðà èñõîäíîãî ïðîöåññà W .

Îòîáðàæåíèå ΦU,c ìîæíî íåôîðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå

ΦU,c[W ]t =

∫ t

0

Us(W )∗dWs +

∫ t

0

cs(W )ds.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ýòà çàïèñü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé, à â áåñêîíå÷íîìåðíîì åé ìîæ-
íî ïðèäàòü ñìûñë, åñëè ïîçâîëèòü ΦU,c[W ]t ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì îáúåì-
ëþùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðàçäåë 3.2). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò
êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, èçîìåòðèÿ Ut íå îáÿçàíà áûòü ñþðúåêòèâíîé.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ãèðñàíîâà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïóñòü ΦU,c ∈ AF , à W ∈ Iso(P ). Îáîçíà÷èì

q(ω) := e−
∫ 1
0 (ct,dWt)−1/2

∫ 1
0 |ct|

2
Hdt,

òîãäà ΦU,c[W ] ∈ Iso(q · P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ëåâè î ìàðòèíãàëüíîé õàðàêòåðèçàöèè áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ è ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ H ïðî-
öåññ ΦU,0[W ]([0, t]⊗ h) � ãàóññîâñêèé è FWt -ñîãëàñîâàííûé. Òàê êàê ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè âåêòîðîâ òàêîãî âèäà ïëîòíû â L2([0, 1], H), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ΦU,0[W ](k)
áóäóò ãàóññîâñêèìè äëÿ âñåõ k. Âû÷èñëÿÿ èõ êîâàðèàöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî îíè óäîâëå-
òâîðÿþò îïðåäåëåíèþ èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà.

Îáîçíà÷èì W̃ := ΦU,0[W ], òîãäà ΦU,c[W ](k) = W̃ (k) +
∫ 1

0
(ct, kt)Hdt. Áåñêîíå÷íî-

ìåðíûå àíàëîãè òåîðåìû Ãèðñàíîâà äîêàçûâàëèñü â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ ìíîãèìè àâ-
òîðàìè, çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ âåðñèåé äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. [26]). Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè äðó-
ãîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå âëîæåíèå



68

J : H ↪−→ H1, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ej} â H, òîãäà, ñîãëàñíî [26, ïðåäëîæåíèå 4.7], ðÿä

W1(t) :=
∑∞

j=1
JejW̃ (I[0,t] ⊗ ej)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå â H1, ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0,1], è îïðåäåëÿåò H1-çíà÷íîå
áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

E〈a,W1(s)〉〈b,W1(t)〉 = s ∧ t(J∗a, J∗b)H

äëÿ a, b ∈ H∗1
J
↪−→
∗
H∗ ' H, s, t ∈ [0, 1]. Ïðèìåíÿÿ àíàëîã òåîðåìû Ãèðñàíîâà äëÿ

ýòîãî ñëó÷àÿ (ñì. [26, òåîðåìà 10.14]), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîöåññ

Ŵ1(t) := W1(t) +

∫ t

0

Jcsds

òàêæå ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , q ·P ) ñ òîé æå êîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèåé. Èç ðàâåíñòâ

〈a, Ŵ1(t)〉 = 〈a,W1(t)〉+

∫ t

0

〈a, Jcs〉ds =

= 〈a,
∑∞

j=1
JejW̃ (I[0,t] ⊗ ej)〉+

∫ t

0

(J∗a, cs)Hds =

=
∑∞

j=1
(J∗a, ej)HW̃ (I[0,t] ⊗ ej) +

∫ t

0

(J∗a, cs)Hds =

= W̃ (I[0,t] ⊗ J∗a) +

∫ t

0

(J∗a, cs)Hds = ΦU,c[W ](I[0,t] ⊗ J∗a)

ñëåäóåò, ÷òî âñå ΦU,c[W ](I[0,t] ⊗ h) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèìè îòíîñèòåëüíî q · P , è èõ
êîâàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþò êîâàðèàöèÿì èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà. Òàê
êàê, â ñèëó ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ΦU,c[W ] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðå-
ðûâíûì îòîáðàæåíèåì L2([0, 1], H) → L2(W ), äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà k ∈ L2([0, 1], H)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ΦU,c[W ](k) ïðåäñòàâèìà â âèäå L2(W )-ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç {ΦU,c[W ](I[0,t] ⊗ h), t ∈ [0, 1], h ∈ J∗H∗1}. Èç íåå ìîæíî
âûáðàòü P -ïî÷òè âñþäó, à çíà÷èò, è q · P -ïî÷òè âñþäó, ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ΦU,c[W ](k) � ãàóññîâñêèå îòíîñèòåëüíî q · P , è èõ êî-
âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþò òåì, êîòîðûå äîëæíû áûòü ó èçîíîðìàëüíîãî ãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà.

Èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ΦU,c çàäàåò îòîáðàæåíèå ISO 7→ ISO.

3.1.2 Êàñàòåëüíûå ïðîöåññû

Ðàññìîòðèì FWt -ïðåäñêàçóåìûå ïðîöåññû At è bt, ñî çíà÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, â
L(H) è H. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû At ïî÷òè íàâåðíîå áûëè êîñîñèììåòðè÷íûìè, òî åñòü
At+A

∗
t = 0 ïî÷òè íàâåðíîå. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî At(ω) è bt(ω) ñóùåñòâåííî

îãðàíè÷åíû íà [0, 1]× Ω.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Äëÿ êàæäîãî W ∈ ISO îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå AA,b[W ] :
L2([0, 1], H) 7→ L2(W ) êàê

AA,b[W ](k) :=

∫ 1

0

(At(W )kt, dWt) +

∫ 1

0

(kt, bt(W ))Hdt.

Áóäåì íàçûâàòü AA,b êàñàòåëüíûì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè (A, b). Ìíîæåñòâî êà-
ñàòåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ âñåõ A, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì,
îáîçíà÷èì ÷åðåç AV . Òàêæå áóäåì ïèñàòü (h,AA,b[W ]t) := AA,b[W ](I[0,t]⊗h). Â íåôîð-
ìàëüíîé çàïèñè, òàêîé ïðîöåññ èìååò âèä

AA,b[W ]t =

∫ t

0

As(W )∗dWs +

∫ t

0

bs(W )ds.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð DA,b äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà AA,b
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü H1 � ýòî íåêîòîðîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ F = f(W (k1), . . . ,W (kn)) ∈ FC∞p (W ;H1) ïîëàãàåì

DA,bF (W ) :=
∑n

i=1
∂if(W (k1), . . . ,W (kn))AA,b[W ](ki).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè A = 0 è b ∈ L2([0, 1], H) D0,b åñòü îáû÷íûé îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü b â ñìûñëå Ìàëëÿâýíà (ñì. [70]). Òåïåðü ìû äîêàæåì íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà DA,b, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíîé Ìàëëÿ-
âýíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü F,G ∈ FC∞p (W,H1), òîãäà
èìååò ìåñòî ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

E(DA,bF,G)H1 = −E(F,DA,bG)H1 + E(F,G)H1

∫ 1

0

(bt, dWt). (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî (F,G)H1 ∈ FC∞p (W ) è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ôîðìóëó (3.3) äëÿ ñëó÷àÿ H1 = R, G = 1, òîãäà îíà ïðèíèìàåò âèä

EDA,bF = EF
∫ 1

0

(bt, dWt). (3.4)

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F = f(W (k1), . . . ,W (kn)) =: f(W ), ãäå f èìååò êîì-
ïàêòíûé íîñèòåëü. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ. ôóíêöèþ φ : Rn →
R, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ, èìåþùóþ êîìïàêòíûé íîñèòåëü è òàêóþ, ÷òî
φ(x) ≡ 1 ïðè |x| 6 1. Îáîçíà÷èì φN(x) := φ(x/N), òîãäà

DA,b(φNf)(W ) . max
j
{|∂jf(W )||AA,b[W ](kj)|}.

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà, ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â

EDA,b(φNf)(W ) = E(φNf)(W )

∫ 1

0

(bt, dWt)

è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî (3.4) äëÿ ïðîèçâîëüíîé F ∈ FC∞p (W ).
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Ðàññìîòðèì Φα = ΦUα,cα ∈ AF , ãäå Uα
t := eαAt , cαt := αbt. Èç ñòîõàñòè÷åñêîé

òåîðåìû Ôóáèíè ([26, òåîðåìà 4.33]) è ðàâåíñòâà∫ t

0

(Uα
s ks, dWs) =

∫ t

0

(

∫ α

0

AβsU
β
s ksdβ, dWs)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ L2([0, 1], H) ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ
Φα[W ](k) è

d

dα
|Φα[W ](k) =

∫ 1

0

(Ate
αAtkt, dWt) +

∫ 1

0

(kt, bt)Hdt.

Â ÷àñòíîñòè, d
dα
|α=0F (Φα[W ]) = DA,bF .

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1.2

d

dα
EF (Φα[W ])qα ≡ 0,

ãäå qα = e−α
∫ 1
0 (bt,dWt)−1/2α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdt. Ïîêàæåì ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïîðÿäîê

èíòåãðèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé.
Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Íîâèêîâà ([5, òåîðåìà 5.3]) ñëåäóåò

E(qα)2 = Ee−2α
∫ 1
0 (bt,dWt)−2·1/2α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdt =

= Ee−2α
∫ 1
0 (bt,dWt)−8·1/2α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdte3α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdt 6

6 Ee−4α
∫ 1
0 (bt,dWt)−16·1/2α2

∫ 1
0 |bt|

2
HdtEe6α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdt = Ee6α2

∫ 1
0 |bt|

2
Hdt 6 Ee6B,

ãäå B åñòü ñóùåñòâåííûé ñóïðåìóì bt(ω). Ðàñïèøåì

EF (Φα[W ])qα = E
∫ α

0

∑
∂kf(W )

d

dβ
Φβ[W ](k)qβdβ−

− E
∫ α

0

F (Φβ[W ])

(∫ 1

0

(bt, dWt) + β

∫ 1

0

|bt|2Hdt
)
qβdβ.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì

E| d
dβ

Φβ[W ](k)|qβ 6 ‖ d
dβ

Φβ[W ](k)‖L2(W )

√
E(qβ)2 6 const,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñóùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîñòüþ At. Àíàëîãè÷íî, âûðàæåíèå

E|
(∫ 1

0

(bt, dWt) + β

∫ 1

0

|bt|2Hdt
)
qβ|

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè β ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìà òåîðåìà Ôóáèíè è

0 =
d

dα
|α=0EF (Φα[W ])qα = EDA,bF − EF

∫ 1

0

(bt, dWt),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ñîïðÿæåííûé ê DA,b îïåðàòîð â L2(W ;H1) îïðåäå-
ëåí íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå FC∞p (W ;H1), à çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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Ñëåäñòâèå 3.1.4. Îïåðàòîð DA,b çàìûêàåì íà L2(W ;H1).

Çàìûêàíèå DA,b áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, à åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �
÷åðåç D1,2

A,b(W ;H1). ÅñëèH1 = R, òî áóäåì ïèñàòü D1,2
A,b(W ) := D1,2

A,b(W ;R). Èç ôîðìóëû

(3.4) ñëåäóåò, ÷òî D∗A,b1 =
∫ 1

0
(bt, dWt), ïîýòîìó èìååì

Ñëåäñòâèå 3.1.5. Äëÿ ëþáîãî F ∈ D1,2
A,b(W ) âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (3.4) èíòåãðèðî-

âàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ëåììà 3.1.6. Ïóñòü φ : Rn → R � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì, à F1, . . . , Fn ∈ D1,2

A,b(W ), òîãäà φ(F1, . . . , Fn) ∈ D1,2
A,b(W ) è

DA,bφ(F1, . . . , Fn) =
∑
k

∂kφ(F1, . . . , Fn)DA,bFk. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F j
k}∞j=1 ⊂ FC∞p (W ) òàêèå, ÷òî F j

k →
Fk â D1,2

A,b(W ). Òîãäà èç òåîðåìû Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî φ(F j
1 , . . . , F

j
n) → φ(F1, . . . , Fn) â

L2(W ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

DA,bφ(F j
1 , . . . , F

j
n) =

∑
k

∂kφ(F j
1 , . . . , F

j
n)DA,bF

j
k =

=
∑
k

(∂kφ(F j
1 , . . . , F

j
n)− ∂kφ(F1, . . . , Fn))(DA,bF

j
k −DA,bFk)+

+
∑
k

(∂kφ(F j
1 , . . . , F

j
n)− ∂kφ(F1, . . . , Fn))DA,bFk +

∑
k

∂kφ(F1, . . . , Fn)DA,bF
j
k .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìÿòñÿ â L2(W ) ê íóëþ âñëåäñòâèå ñõîäèìîñòè DA,bF
j
k → DA,bF

j

â L2(W ) è îãðàíè÷åííîñòè φ è âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ. Ïî òîé æå ïðè÷èíå, òðåòüå
ñõîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ â (3.5). Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå Ëåáåãà.

Âîçüìåì íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå R èç H1 â ïðîñòðàíñòâî HS(H,H1) îïåðàòîðîâ
Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è Q : H1 → H1. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû R,Q áûëè áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè ïî Ôðåøå è âñå èõ ïðîèçâîäíûå áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî âûòåêàåò ëèïøèöåâîñòü è íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûé ðîñò R è Q.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xt óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñòîõàñòè÷åñêîìó èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ:

Xt = X0 +

∫ t

0

R(Xs)dWs +

∫ t

0

Q(Xs)ds (3.6)

äëÿ íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî X0 ∈ H1.
Âûïèøåì ñëåäóþùóþ âàðèàöèþ ïðèáëèæåíèé Ýéëåðà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ðàçî-

áüåì îòðåçîê [0, 1] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé ñ òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ ti = i/n è çàäàäèì Xn

èòåðàòèâíî íà êàæäîì èíòåðâàëå êàê{
Xn

0 = X0,
Xn
t = Xn

ti
+
∑n

j=1W (I[ti,t] ⊗ ej)R(Xn
ti

)ej +Q(Xn
ti

)(t− ti), t ∈ [ti, ti+1],
(3.7)
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ãäå {ej}∞1 � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Pn îðòîãîíàëü-
íûé ïðîåêòîð íà ïåðâûå n âåêòîðîâ ýòîãî áàçèñà è ïîëîæèâ τn(t) := max{ti : ti 6 t},
ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.7) â âèäå

Xn
t = X0 +

∑n

j=1

∫ t

0

R(Xn
τn(s))ejd(ej,Ws) +

∫ t

0

Q(Xn
τn(s))ds =

= Xn
t = X0 +

∫ t

0

R(Xn
τn(s))PndWs +

∫ t

0

Q(Xn
τn(s))ds (3.8)

Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ïàðàìåòð W , êîãäà ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì
è ïèñàòü F ≡ F (W ) äëÿ íåêîòîðûõ F . Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî Xn

t ∈ FC∞p (W ;H1),
ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (3.7) è ïîëó÷èòü, ïî
àíàëîãèè ñ (3.8):

DA,bX
n
t =

∫ t

0

[
dR(Xn

τn(s))DA,bX
n
τn(s)

]
PndWs+

+

∫ t

0

dQ(Xn
τn(s))DA,bX

n
τn(s)ds+

∫ t

0

∑
j

R(Xn
τn(s))ejd(ej,AA,b[W ]s) =

=

∫ t

0

[
dR(Xn

τn(s))DA,bX
n
τn(s)

]
PndWs +

∫ t

0

dQ(Xn
τn(s))DA,bX

n
τn(s)ds+

+

∫ t

0

R(Xn
τn(s))PnA

∗
sdWs +

∫ t

0

R(Xτn(s))bsds, (3.9)

ãäå dR è dQ îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îò R è Q ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3.1.7. Â âûøåïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, Xt ∈ D1,2
A,b(W ;H1) äëÿ âñÿêîãî

t ∈ [0, 1] è íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ DA,bXt ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ (ïîòðàåêòîðíî)
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

DA,bXt =

∫ t

0

[dR(Xs)DA,bXs] dWs +

∫ t

0

dQ(Xs)DA,bXsds+

+

∫ t

0

R(Xs)A
∗
sdWs +

∫ t

0

R(Xs)bsds. (3.10)

Ìû ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî ëåìì. Îïðåäåëèì äëÿ H1-çíà÷íîãî
ïðîöåññà Yt ðàâíîìåðíóþ íîðìó íà [0, t] ÷åðåç ‖Y ‖C[0,t] := max{|Ys|H1 , s ∈ [0, t]}.

Ëåììà 3.1.8. ‖Xn(W )‖C[0,t] è ‖DA,bX
n(W )‖C[0,t] ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â L2(W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

E‖Xn‖2
C[0,t] . E

∫ t

0

‖R(Xn
τn(s))‖2

HSds+ E
∫ t

0

|Q(Xn
τn(s))|2H1

ds,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ëèíåéíûé ðîñò êîýôôèöèåíòîâ R è Q, ñëåäóåò

E‖Xn‖2
C[0,t] . const+ E

∫ t

0

|Xn
τn(s)|2H1

ds+ E
∫ t

0

|Xn
τn(s)|2H1

ds .

. const+

∫ t

0

E‖Xn‖2
C[0,s]ds,
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ãäå êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò n. Îãðàíè÷åííîñòü ‖Xn‖C[0,t] òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû
Ãðîíóîëëà. Òåì æå ñïîñîáîì ïîëó÷àåòñÿ è îöåíêà äëÿ ‖DA,bX

n‖C[0,t].

Ëåììà 3.1.9. E‖Xn
t −Xt‖2

C[0,1] → 0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì

Xn
t −Xt =

[∫ t

0

(R(Xs)−R(Xn
τn(s)))PndWs +

∫ t

0

(Qs(Xs)−Qs(X
n
τn(s)))ds

]
+

+

∫ t

0

R(Xs)(I − Pn)dWs.

Òàê êàê èõ ïðîèçâîäíûå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, R è Q ëèïøèöåâû è ïîëó÷àåì

E‖Xn
t −Xt‖2

C[0,t] .

. E
∫ t

0

‖R(Xs)−R(Xn
τn(s))‖2

HSds+ E
∫ t

0

|Qs(Xs)−Qs(X
n
τn(s))|2H1

ds+

+ E
∫ 1

0

‖R(Xs)(I − Pn)‖HSds . E
∫ t

0

|Xτn(s) −Xn
τn(s)|2H1

ds+

+ E
∫ t

0

|Xτn(s) −Xs|2H1
ds+ E

∫ 1

0

‖R(Xs)(I − Pn)‖HSds .

.
∫ t

0

E‖Xn
t −Xt‖2

C[0,t]ds+ E
∫ 1

0

|Xτn(s) −Xs|2H1
ds+

+ E
∫ 1

0

‖R(Xs)(I − Pn)‖2
HSds.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà è ëåììå 3.1.8, ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, è
ïðèìåíåíèå ëåììû Ãðîíóîëëà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.1.10. E‖DA,bX
m
· −DA,bX

n
· ‖2

C[0,1] → 0 ïðè m,n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü m 6 n. Ïî àíàëîãèè ñ
äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.1.9, ïîëó÷àåì îöåíêó

E‖DA,bX
m
· −DA,bX

n
· ‖2

C[0,t] .

.
∫ t

0

E‖DA,bX
m
· −DA,bX

n
· ‖2

C[0,s]ds+

∫ 1

0

E‖Xm −Xn‖2
C[0,s]ds+

+

∫ 1

0

E|Xm
τn(s) −Xm

τm(s)|2H1
ds+ E

∫ 1

0

‖R(Xm
τm(s))(Pn − Pm)‖2

HSds. (3.11)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ êàê

E
∫ 1

0

‖R(Xm
τm(s))(Pn − Pm)‖2

HSds . E
∫ 1

0

‖R(Xτm(s))(Pn − Pm)‖2
HSds+

+ E
∫ 1

0

‖R(Xτm(s))−R(Xm
τm(s))‖2

HSds,
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÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî òåîðåìå Ëåáåãà, óñëîâèé íà Rt è ëåììå 3.1.9. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ (3.8) îáû÷íûì ñïîñîáîì ïîëó÷àåì, ÷òî

E|Xm
τn(s) −Xm

τm(s)|2H1
. E|

∫ τm(s)

τn(s)

|Xm
τm(u)|2H1

du| .

. |τn(s)− τm(s)|E‖Xm‖2
C[0,1],

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n,m → ∞, òàê êàê, ïî ëåììå 3.1.8, E‖Xm‖2
C[0,1] ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà ê (3.11), ïîëó÷àåì
íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1.11. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.10) ïîòðàåêòîðíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ Mt è Nt. Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ
îöåíêàìè ïðåäûäóùèõ ëåìì, ïîëó÷àåì

E‖M −N‖2
C[0,t] .

∫ t

0

E‖M −N‖2
C[0,s]ds.

Òåïåðü èç ëåììû Ãðîíóîëëà âûòåêàåò, ÷òî ‖M −N‖C[0,t] = 0 ïî÷òè íàâåðíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ëåìì â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåò-
ñÿ òîëüêî ðàâåíñòâî (3.10). Îíî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó â (3.9), ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ è ñõîäèìîñòè ê íóëþ èíòåãðàëà
E
∫ 1

0
‖R(Xs)(Pn − I)‖2

HSds, âûòåêàþùåé èç òåîðåìû Ëåáåãà.

3.1.3 Ïîòîêè

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ðåøåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {Φα = ΦUα,cα , α ∈
[0, 1]} ⊂ AF òàêîå, ÷òî Φα[W ](k) ïî÷òè íàâåðíîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
îò α äëÿ êàæäîãî k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {Aα, α ∈ [0, 1]} ⊂ AV ñ
ïàðàìåòðàìè Aαt (ω), bαt (ω), èçìåðèìûìè è ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûìè ïî ñîâîêóï-
íîñòè âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîãî Aα[Φα[W ]](k) = d

dα
Φα[W ](k).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.12. Ïóñòü Xt � ðåøåíèå (3.6), òîãäà Xt(Φ
α[W ]) äëÿ êàæäîãî t

îáëàäàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî α âåðñèåé è

d

dα
Xt(Φ

α[W ]) = DAα,bαXt(Φ
α[W ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé F ∈ FC∞p (W ;H1) âûïîëíÿåòñÿ

F (Φα[W ]) = F (W ) +

∫ α

0

DAβ ,bβF (Φβ[W ])dβ.

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê Xn ïîëó÷àåì

E
∣∣∣∣Xt(Φ

α[W ])−
∫ α

0

DAβ ,bβXt(Φ
β[W ])dβ

∣∣∣∣2
H1

6

6 lim
n→∞

∫ α

0

E
∣∣DAβ ,bβXt(Φ

β[W ])−DAβ ,bβX
n
t (Φβ[W ])

∣∣2
H1
dβ.
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Â ñèëó ëåììû 3.1.10 DAβ ,bβX
n
t (W ) ñõîäÿòñÿ ê DAβ ,bβXt(W ) â L2(W ;H1), à çíà÷èò,

DAβ ,bβX
n
t (Φβ[W ]) ñõîäÿòñÿ ê DAβ ,bβXt(Φ

β[W ]) â L2(Φβ[W ];H1). Ïî ëåììå 3.1.8 è òåî-
ðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì, ÷òî Xt(Φ

α) =
∫ α

0
DAβ ,bβXt(Φ

β[W ]) ïî÷òè âñþäó äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ t è α, îòêóäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðñèè
Xt(Φ

α[W ]).

Íàñ èíòåðåñóþò ïîòîêè, ïîðîæäåííûå ôèêñèðîâàííûì êàñàòåëüíûì ïðîöåññîì.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïóñòü A ∈ AV . Ïîòîêîì, ïîðîæäåííûì A, íàçûâàåì ñåìåé-
ñòâî {Φα, α > 0} ⊂ AF , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Φ0[W ] ≡ W , W ∈ ISO.

2. Φα[Φβ[W ]] = Φα+β[W ], α, β > 0.

3. Äëÿ êàæäîãî k ∈ L2([0, 1], H) ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ïî α âåðñèÿ
Φα[W ](k) è

d

dα
Φα[W ](k) = A[Φα[W ]](k)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïîòîêà.

Òåîðåìà 3.1.13. Ïóñòü W ∈ Iso(P ), îáîçíà÷èì X := L2
λ⊗P ([0, 1] × Ω, L(H)),

Y := L2
λ⊗P ([0, 1] × Ω, H), ãäå λ � ýòî ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà A = AA,b ∈ AV ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè îòîáðàæåíèÿ

A : X × Y → X, (Ut, ct) 7→ A(ΦU,c[W ]),
b : X × Y → Y, (Ut, ct) 7→ b(ΦU,c[W ]),

îïðåäåëåííûå äëÿ íà FWt -ïðåäñêàçóåìûõ ïàðàõ ïðîöåññîâ Ut, ct, äëÿ êîòîðûõ ΦU,c ∈
AF . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîòîê {ΦUα,cα , α > 0}, ïîðîæäåííûé AA,b.

Åñòåñòâåííî èñêàòü Φα := ΦUα,cα ÷åðåç óðàâíåíèå íà åãî ïàðàìåòðû:{
Uα = I +

∫ α
0
UβA(ΦUβ ,cβ)dβ,

cα =
∫ α

0
A(ΦUβ ,cβ)∗cβdβ +

∫ α
0
b(ΦUβ ,cβ)dβ.

(3.12)

Ëåììà 3.1.14. Ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííàÿ ïàðà FWt -ïðåäñêàçóåìûõ ïðîöåññîâ
(Uα

t , c
α
t ) òàêàÿ, ÷òî

1. (Uα, cα) ∈ X × Y äëÿ êàæäîãî α > 0 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ââåäåííûì
ïðè îïðåäåëåíèè ΦUα,cα ∈ AF .

2. Âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (3.12).

Êðîìå òîãî, E
∫ 1

0
|cαs |2Hds îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî α íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ê (3.12) òåîðèþ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òàê êàê ΦU,c èìååò
ñìûñë òîëüêî ïðè èçîìåòðè÷åñêèõ Ut, ìíîæåñòâî êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì. Âìåñòî ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ïðèáëèæåíèé Ýéëåðà, ïî àíàëîãèè ñ [42].
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Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé èíòåðâàë [0, α0] çíà÷åíèé α. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî îòðåçîê [0, 1]. Ðàçîáüåì åãî íà n + 1 ðàâíûõ ÷àñòåé è îáîçíà÷èì
òî÷êè ðàçáèåíèÿ ÷åðåç αj := j/n, j = 0, . . . , n. Îïðåäåëèì τ(α) := max{αj, αj 6 α} è
ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ{

Uα
n = I +

∫ α
0
Uβ
nA(Φ

U
τ(β)
n ,c

τ(β)
n

)dβ,

cαn =
∫ α

0
A(Φ

U
τ(β)
n ,c

τ(β)
n

)∗c
τ(β)
n dβ +

∫ α
0
b(Φ

U
τ(β)
n ,c

τ(β)
n

)dβ.
(3.13)

Ðåøåíèÿ ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî, â ÷àñòíîñòè, Uα = U τ(α)e
(α−τ(α))A(Φ

Uτ(α),cτ(α) )
ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Îáîçíà÷èì

|||(U, c)|||α := sup
β∈[0,α]

‖Uβ‖X + sup
β∈[0,α]

‖cβ‖Y .

Âûáåðåì n > m > 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, èç (3.13) ëåãêî ïîëó÷à-
åòñÿ îöåíêà

|||(Um − Un, cm − cn)|||α . 1/m · const+

∫ α

0

|||(Um − Un, cm − cn)|||βdβ.

Òåïåðü èç ëåììû Ãðîíóîëëà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå ïðèáëèæå-
íèé (Uα

n , c
α
n) ê íåêîòîðûì (Uα, cα). Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà supα∈[0,1] ‖cα‖Y êîíå÷íà, ÷òî

äîêàçûâàåò âòîðîé ïóíêò ëåììû. Êðîìå òîãî,

sup
|h|H61

||Uα
t h|H − |h|H | = lim

n→∞
sup
|h|H61

||(Un)αt h|H − |h|H | = 0

â L2([0, 1] × Ω), ÷òî âëå÷åò èçîìåòðè÷íîñòü çíà÷åíèé Uα
t . Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è

ëèïøèöåâîñòü (A, b), ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè (3.13) è ïîëó÷èòü,
÷òî (Uα, cα) óäîâëåòâîðÿþò (3.12).

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü (U, c) è (V, d) � äâå ïàðû ðåøåíèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1-3. Ïîëüçóÿñü ëèïøèöåâîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ, èç óðàâíåíèÿ
(3.12) ïîëó÷àåì

|||(U − V, c− d)|||α .
∫ α

0

|||(U − V, c− d)|||βdβ,

îòêóäà ïðè ïîìîùè ëåììû Ãðîíóîëëà âûâîäèì, ÷òî Uα = V α è cα = dα äëÿ âñåõ
α.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âñòàâëÿÿ ôîðìóëû èç (3.12) â îïðåäåëåíèå ΦUα,cα , ïîëó-
÷àåì

ΦUα,cα [W ](k) =

∫ 1

0

(kt +

∫ α

0

UβA(ΦUβ ,cβ)ktdβ), dWt)+

+

∫ 1

0

∫ α

0

(A(ΦUβ ,cβ)kt, c
β)Hdβdt+

∫ 1

0

∫ α

0

(kt, b(ΦUβ ,cβ))Hdβdt.
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Èñïîëüçóÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðåìû Ôóáèíè ([26, òåîðåìà
4.33]), ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå êàê

ΦUα,cα [W ](k) =

∫ 1

0

(kt, dWt) +

∫ α

0

[∫ 1

0

(UβA(ΦUβ ,cβ)kt, dWt)+

+

∫ 1

0

(A(ΦUβ ,cβ)kt, c
β)Hdt+

∫ 1

0

(kt, b(ΦUβ ,cβ))Hdt

]
dβ =

=

∫ 1

0

(kt, dWt) +

∫ α

0

A[Φβ](k)dβ,

îòêóäà âûòåêàåò ïóíêò 3 îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà.
Äîêàæåì òåïåðü ïóíêò 2. Ôèêñèðóåì α > 0. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {Ψβ, β > 0},

îïðåäåëåííîå êàê
Ψβ[W ] = Φβ[W ], β 6 α,
Ψβ[W ] = Φβ−α[Φα[W ]], β > α.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû (V β, dβ) äëÿ Ψβ ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ β 6 α îíè î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîâïàäàþò ñ (Uβ, cβ). Ïðè β > α èìååì:

Ψβ[W ](k) = Φβ−α[Φα[W ]](k) =

=

∫ 1

0

(Uβ−α
t (Φα[W ])kt, dΦα[W ]t) +

∫ 1

0

(kt, c
β−α
t (Φα[W ]))Hdt =

=

∫ 1

0

(Uα
t U

β−α
t (Φα[W ])kt, dWt) +

∫ 1

0

(Uβ−α
t (Φα[W ])kt, c

α
t )Hdt+

+

∫ 1

0

(kt, c
β−α
t (Φα[W ]))Hdt.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

V β = UαUβ−α(Φα[W ]) = Uα +

∫ β

α

UαUγ−α(Φα[W ])A(Φγ−α[Φα])dγ =

= I +

∫ β

0

V γA(Ψγ)dγ,

dβ = Uβ−α(Φα[W ])∗cα + cβ−αt (Φα[W ]) =

= cα +

∫ β

α

A(Φγ−α [Φα[W ]])∗[Uγ−α(Φα[W ])∗cα + cβ−α(Φα[W ])
]
dγ+

+

∫ β

α

b(Φγ−α[Φα[W ]])dγ =

∫ β

0

[A(Ψγ)∗dγ + b(Ψγ)]dγ.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (3.6) (V β, dβ) ≡ (Uβ, cβ), à çíà÷èò, è Φβ ≡ Ψβ.
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3.2 Ïîòîêè íà àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííûå âûøå êîíñòðóêöèè ïðèíèìàþò åñòåñòâåí-
íûé âèä â êîíòåêñòå àáñòðàêòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå
ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíà ñòðóêòóðà àáñòðàêòíîãî
âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,H, i). Ïîëîæèì Ω := C([0, 1], X), à ÷åðåç P îáîçíà-
÷èì ðàñïðåäåëåíèå X-çíà÷íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Îïðåäåëèì F êàê çàìûêà-
íèå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû îòíîñèòåëüíî P . Òîãäà êîîðäèíàòíûé ïðîöåññ wt áóäåò
X-çíà÷íûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, îáîçíà÷èì ïîðîæäåííûé èì èçîíîðìàëüíûé
ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ÷åðåç W . Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíòû H ñ èõ îáðàçàìè ïðè
âëîæåíèè â X è ïîëàãàòü H ⊂ X. Òàêîå æå îòîæäåñòâëåíèå áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ
îáðàçîâ ýëåìåíòîâ L2([0, 1], H) â Ω.

Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ej}∞1 ⊂ Ω∗ ⊂ L2([0, 1], H). Õîðî-
øî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3, òåîðåìà 3.4.4]), ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

w =
∞∑
1

〈ei, w〉ei,

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â C([0, 1], X) ïî÷òè íàâåðíîå. Åñëè Φ ∈ AF , òî òàêàÿ æå ñõîäèìîñòü
èìååò ìåñòî äëÿ

Φ(w) :=
∞∑
1

Φ[W ](ei)ei

îòíîñèòåëüíî ìåðû P̃ = q · P , ãäå q îïðåäåëÿåòñÿ êàê â ïðåäëîæåíèè
3.1.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FC∞c (Ω) ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà F (w) =
f(〈z1, wt1〉, . . . , 〈zn, wtn〉), ãäå z1, . . . , zn ∈ X∗, t1 . . . , tn ∈ [0, 1], à f ∈ C∞(Rn) èìååò
êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. P è P ◦ Φ−1 ýêâèâàëåíòíû è F (Φ(w)) = F (Φ[W ]) äëÿ ëþáîé
F ∈ L2(W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè F ∈ FC∞c (Ω), òî F (Φ(w)) = F (Φ[W ]).
Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.2 ñëåäóåò, ÷òî

EF (w) = EF (Φ(w))q(w) = EF (Φ(w))q̃(Φ(w)), (3.14)

ãäå q̃(Φ(w)) = E(q|Φ−1F). Òàê êàê ìíîæåñòâî òàêèõ F ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå èíòå-
ãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü P îòíîñèòåëüíî P ◦Φ−1.
Òàê êàê P -ïî÷òè âñþäó q > 0, òî è q̃ > 0 ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî P ◦Φ−1, ïîýòîìó
P è P ◦Φ−1 ýêâèâàëåíòíû è êîððåêòíî îïðåäåëåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ F → F (Φ(w)).

Ëþáàÿ F ∈ L2(W ) åñòü ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé Fn ∈
FC∞c (Ω). Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñõîäèìîñòü â L2(W ) âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî
âåðîÿòíîñòè, à òîãäà è Fn(Φ(w)) ñõîäÿòñÿ ê F (Φ(w)) ïî âåðîÿòíîñòè. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, Fn(Φ(w)) = Fn(Φ[W ]) ñõîäÿòñÿ ê F (Φ[W ]) â L2(Φ[W ]), ñëåäîâàòåëüíî,òàêæå
ïî âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî q · P , à çíà÷èò, è îòíîñèòåëüíî P . Òàêèì îáðàçîì,
F (Φ(w)) = F (Φ[W ]).
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Ïóñòü A = AA,b ∈ AV óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.13, à Φα � ïîðîæäåí-
íûé A ïîòîê. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, w 7→ Φα(w) îïðåäåëÿåò ïîòîê èçìåðèìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Ω. Äîêàæåì â ýòîì ñëó÷àå àíàëîã òåîðåìû 3.1.13.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïîòîê w 7→ Φα(w) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ìåðà P êâàçè-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Φα, òî åñòü P è P◦(Φα)−1

ýêâèâàëåíòíû äëÿ âñåõ α.

2. Φ0(w) = w ïî÷òè íàâåðíîå.

3. Φα ◦ Φβ = Φα+β ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ ëþáûõ α, β > 0.

4. Äëÿ êàæäîé F ∈ FC∞c (Ω) ôóíêöèÿ F (Φα(w)) îáëàäàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
ïî α âåðñèåé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî:

d

dα
F (Φα(w)) = DA,bF (Φα(w)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò î÷åâèäåí. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàññìîòðèì
öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

〈z,Φα+β(w)t〉 = Φα+β[W ](I[0,t] ⊗ z) = Φα[Φβ[W ]](I[0,t] ⊗ z) =

= {Φα[W ](I[0,t] ⊗ z)}(Φβ(w)) = 〈z,Φα(Φβ(w))t〉.

Òàê êàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1.1.1, çíà÷åíèÿ Φα îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
âåëè÷èíàìè 〈z,Φα(w)t〉 äëÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê z ∈ X∗ è t ∈ [0, 1], îòñþäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî Φα ◦Φβ = Φα+β ïî÷òè íàâåðíîå. Òðåòèé ïóíêò âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.1.13,
ëåììû 3.1.6 è ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1. ×åòâåðòûé âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.1.

3.3 Êàñàòåëüíûå ïðîöåññû ê ïðîñòðàíñòâó ïóòåé

ãðóïïû òîêîâ

3.3.1 Îáùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü G � ýòî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, g � åå àëãåáðà Ëè. Äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M (âîçìîæíî, ñ êðàåì) ðàññìîòðèì ãðóïïó C(M,G) íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé M → G, íàçûâàåìóþ çäåñü ãðóïïîé òîêîâ. Ðîëü åå �àëãåáðû
Ëè� èãðàåò ïðîñòðàíñòâî X = C(M, g). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X çàäàíà ñòðóêòó-
ðà àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X,H, i). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå
X-çíà÷íîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷åðåç wt, à åãî ðàñïðåäåëåíèå ÷åðåç P .

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G � ýòî ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà, à g � åå êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå e. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö:

∂tgt(z) = gt(z) · ∂twt(z), g0(z) = e, (3.15)
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äëÿ âñåõ z ∈M . Êîýôôèöèåíòû êàæäîãî óðàâíåíèÿ èìåþò ëèíåéíûé ðîñò, ïîýòîìó
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà âñåé ïðÿìîé. Óðàâíåíèå (3.15) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â
ôîðìå Èòî êàê

dtgt(z) = gt(z) · dtwt(z) + 1/2gt(z)V (z)dt, g0(z) = e,

ãäå V (z) :=
∑

i,j vivj(z ⊗ vi, z ⊗ vj)H äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {vj} àëãåáðû g.
Â ñèëó òåîðåìû 1.2.3, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà H (íåðàâåíñòâî (1.6)), ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ gt(z) è ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåò èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå
C([0, 1], C(M, g))→ C([0, 1], C(M,G)). Íî ìû ïîêà ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
(Ω,F , P ), ãäå Ω = C([0, 1], X), à F � ýòî ïîïîëíåíèå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû íà Ω,
è ðàññìîòðèì èçîíîðìàëüíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ W , ñîîòâåòñòâóþùèé êîîðäèíàò-
íîìó ïðîöåññó wt. Ïóñòü A = AA,b ∈ AV , äëÿ êàæäîãî z ∈M ðàññìîòðèì g-çíà÷íûé
ñåìèìàðòèíãàë

At(z) :=
∑
j

A[W ](I[0,t] ⊗ (z ⊗ vj))vj.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

J(A)t(z) := Adgt(z)

∫ t

0

Adg−1
s (z)∂As(z).

ãäå Adgx := g−1xg. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {J(A),A ∈ AV} áóäåì íàçûâàòü êàñàòåëü-
íûìè ïðîöåññàìè ê ïðîñòðàíñòâó ïóòåé ãðóïïû òîêîâ.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Âûðàæåíèå äëÿ J(A) ìîòèâèðîâàíî ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå x 7→ I(x), ñîïîñòàâëÿþùåå g-çíà÷íîìó ñåìèìàðòèíãàëó xt
ïðîöåññ I(x)t, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∂tI(x)t = I(x)t · ∂txt, I(x)0 = e.

Òîãäà èç ôîðìóëû Èòî íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

I(y)I(x) = I(x· +

∫ ·
0

AdI(x)s∂sys).

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ýâðèñòè÷åñêè âûâåñòè ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

d

dα
|α=0I(w(z) + αA(z))t =

d

dα
|α=0I(α

∫ ·
0

AdI(w(z))−1
s
∂As(z))tgt(z) =

=
d

dα
|α=0gt(z)I(αAdg·(z)

∫ ·
0

Adgs(z)−1∂As(z)) = gt(z)J(A).

Ýòîìó ðàññóæäåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñòðîãèé ñìûñë, íî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ýòîãî
äåëàòü íå áóäåì. Âìåñòî ýòîãî, ìû ïðèâåäåì ñëåäóþùåå íåïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû íåìíîãî óïðîñòèòü ôîðìóëû, áóäåì ïèñàòü [x, y]t ≡ [xt, yt] äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
êâàäðàòè÷íîé êîâàðèàöèè ñåìèìàðòèíãàëîâ x è y.

Ëåììà 3.3.1. Äëÿ ëþáûõ z ∈M è t ∈ [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà gt(z) ëåæèò â D1,2
A,b

è
DA,bgt(z) = gt(z)J(A)t(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Èòî:

∂{gt(z)J(A)t(z)} = gt(z)∂At(z) +

(∫ t

0

Adg−1
s (z)∂As(z)

)
gt(z)∂wt(z) =

=
∑
i,j

gt(z)vivj (d[(wt(z), vi)g, (At(z), vj)g] + d[(At(z), vi)g, (wt(z), vj)g]) +

+ gt(z)dAt(z) + {gt(z)J(A)t(z)}dwt(z) + {gt(z)J(A)t(z)}V (z)dt.

Èñïîëüçóÿ êîñî-ñèììåòðè÷íîñòü At, äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü òîæäåñòâåí-
íûé íîëü:

[(wt(z), vi)g, (At(z), vj)g] =

∫ 1

0

(z ⊗ vi, At(z ⊗ vj))Hdt =

= −
∫ 1

0

(At(z ⊗ vi), z ⊗ vj)Hdt = −[(At(z), vi)g, (wt(z), vj)g].

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.7.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî FC∞c (ΩG) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà F =
f(gt1(z1), . . . , gtn(zn)), ãäå f : Gn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü {kt(z), z ∈ M, t ∈
[0, 1]} � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî g-çíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Áóäåì îáîçíà÷àòü:

(∇F, k) :=
n∑
j=1

d

ds
|s=0f(gt1(z1), . . . , gtj(zj)e

sktj (zj), . . . , gtn(zn)).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 3.1.6, 3.3.1 è ïðåäëîæåíèÿ 3.1.3 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü AA,b ∈ AV, òîãäà FC∞c (ΩG) ⊂ D1,2
A,b è äëÿ ëþáîãî F ∈

FC∞c (ΩG) âûïîëíÿåòñÿ DA,bF = (∇F, J(AA,b)), à òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

E(∇F, J(AA,b)) = EF
∫ 1

0

(bt, dWt).

3.3.2 Ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.6). Òîãäà, â ñèëó
òåîðåìû 1.2.3, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ gt(z), êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñëó÷àéíûé ýëåìåíò íà ΩG := C([0, 1], C(M,G)). Îáîçíà÷èì åãî ðàñïðåäåëåíèå
÷åðåç PG è ââåäåì ïîïîëíåíèå FG áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû íà ΩG. Òîãäà óðàâíåíèÿ
(3.15) îïðåäåëÿþò èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå I : (Ω,F , P )→ (ΩG,FG, PG). Ââåäåì òàê-
æå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå I−1, îïðåäåëåííîå êàê

I−1(g)t(z) :=

∫ t

0

gs(z)−1∂gs(z).

Äëÿ êàæäûõ z, t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà I−1(g(w))t(z) ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ wt(z),
ïîýòîìó ó íåå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ è îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêò-
íî. Òàê êàê [0, 1] × M ñåïàðàáåëüíî, ýòà âåðñèÿ äîëæíà ñîâïàäàòü ïî÷òè âñþäó ñ
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w, òàê ÷òî I−1 ◦ I(w) = w ïî÷òè íàâåðíîå. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé òàêæå
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî I ◦ I−1(g) = g ïî÷òè âñþäó.

Ïóñòü òåïåðü A ∈ AV � íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì òåîðåìû 3.1.13, à Φα � ïîðîæäåííûé èì ïîòîê. Òîãäà Ψα := I ◦ Φα ◦ I−1 îïðå-
äåëÿåò ïîòîê íà ΩG. Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Φα(w) èç ðàçäåëà
3.2.

Òåîðåìà 3.3.3. Ââåäåííûé âûøå ïîòîê Ψα óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ìåðà PG êâàçè-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Ψα, òî åñòü PG è PG ◦
(Ψα)−1 ýêâèâàëåíòíû äëÿ âñåõ α.

2. Ψ0(g) = g ïî÷òè íàâåðíîå.

3. Ψα ◦Ψβ = Ψα+β ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ ëþáûõ α, β > 0.

4. Äëÿ êàæäîé F ∈ FC∞c (ΩG) ôóíêöèÿ F (Ψα(g)) îáëàäàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîé ïî α âåðñèåé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

d

dα
F (Ψα(w)) = (∇F, J(A)) ◦Ψα(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1, 2, 4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç òåîðåìû 3.2.2. Òðåòèé
ïóíêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òàêæå ëåìì 3.1.6, 3.3.1 è ïðåäëîæåíèÿ 3.1.12

3.3.3 Ãðóïïû ïåòåëü

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M = [0, 1] è H = {h : ï.â. ∃ḣ,
∫ 1

0
|ḣ(t)|2gdt <

∞, h(0) = h(1) = 0}. Íà ñàìîì äåëå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ æèâåò íà ïðîñòðàíñòâå
çàêðåïëåííûõ ïåòåëü {g ∈ C([0, 1], G), g(0) = g(1) = e}, íî äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ
ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ áîëüøèì ïðîñòðàíñòâîì C([0, 1], G).

Ñëó÷àé ãðóïïû ïåòåëü çàìå÷àòåëåí òåì, ÷òî íà H ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ðàçâèòàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ àëãåáðû Ëè (ñì., íàïðèìåð, [30; 32; 37]). Äàëåå ìû
âêðàòöå èçëîæèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå íàì îáúåêòû è èõ ñâîéñòâà. Âñå äîêàçà-
òåëüñòâà ìîæíî íàéòè â âûøåóêàçàííîé ëèòåðàòóðå.

Íà H ïîòî÷å÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñêîáêà Ëè: [h, k](z) := [h(z), k(z)]. Îïåðàòîð adh :
k 7→ [h, k] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð H → H, îáîçíà÷èì
åãî ñîïðÿæåííûé ÷åðåç ad∗h. Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì, ìîæíî
îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ (ñîîòâåòñòâóþùóþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé) ÷åðåç

Dhk :=
1

2
(adhk − ad∗hk − ad∗kh).

Òîãäà Dk : h 7→ Dhk åñòü îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ‖Dk‖HS . |k|H . Íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî Dh åñòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè H â òîì ñìûñëå, ÷òî D∗h = −Dh è Dhk −Dkh = [h, k].

Îïðåäåëèì òàêæå �îïåðàòîð Ëàïëàñà� íà H:

∆h :=
∞∑
i=1

DeiDeih,



83

ãäå {ei} � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H è ñóììà íå çàâèñèò îò åãî âûáîðà.
Òîãäà ∆ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

Äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà h ∈ H îïðåäåëèì åãî ñòîõàñòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dKh(t) = −D∂WtKh(t) := −DdWtKh(t) + 1/2∆Kh(t)dt, Kh(0) = h.

Èç ñâîéñòâ D è ∆ âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ëèïøèöåâû è èìåþò
ëèíåéíûé ðîñò, ïîýòîìó ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Áîëåå òîãî, îïåðàòîðíî-
çíà÷íûé ïðîöåññ U(t), îïðåäåëåííûé êàê U(t)h := Kh(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ñèëüíî
íåïðåðûâíûì è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ([30,
ëåììà 4.3]).

Ïóñòü h(t) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â H òàêîé, ÷òî∫ 1

0
|ḣ(t)|2Hdt < ∞. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå [30, ëåììà 4.4], ïðîöåññ U(t)h(t) äîïóñêà-

åò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

U(t)h(t) = −
∫ t

0

DdWsU(s)h(s) +

∫ t

0

[1/2∆U(s)h(s) + U(s)ḣ(s)]ds.

Ìû õîòèì ïîëó÷èòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîäíîé âäîëü ëåâî-èíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî Uht(z) :=
[U(t)h(t)](z), t, z ∈ [0, 1]. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ýòîãî òåîðåìîé 3.3.2, íàéäåì
ñîîòâåòñòâóþùèé êàñàòåëüíûé ïðîöåññ A = AA,b ∈ AF , äëÿ êîòîðîãî

Uht(z) = J(A)t(z) = Adgt(z)

∫ t

0

Adg−1
s (z)∂As(z).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êàæäîå As(z) äîëæíî òîãäà èìåòü âèä

∂As(z) = Adgs(z)∂[Adgs(z)−1Uht(z)] =

= −[D∂WtU(t)h(t)](z) + ad∂wt(z)Uht(z) + (z, U(t)ḣ(t))Hdt.

Äëÿ v ∈ g ðàñïèøåì

− (DdWtU(t)h(t), z ⊗ v)H + (addWt(z)Uht(z), v)g =

= −1/2[(addWt(z)Uht(z), v)g − (U(t)h(t), addWt(z ⊗ v))H−
− (dWt, adU(t)h(t)z ⊗ v)] + (addWt(z)Uht(z), v)g =

= −1/2[(−addWtU(t)h(t), z ⊗ v)H − (U(t)h(t), addWt(z ⊗ v))H−
− (dWt, adU(t)h(t)z ⊗ v)] =

= −1/2(ad∗U(t)h(t)z ⊗ v + ad∗z⊗vU(t)h(t)− adU(t)h(t)z ⊗ v, dWt) =

= (At(z ⊗ v), dWt),

ãäå ïðîöåññ At îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Atx := −1/2(ad∗U(t)h(t)x+ ad∗xU(t)h(t)− adU(t)h(t)x).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïî÷òè âñþäó A∗t = −At è ‖At‖L(H) . |U(t)h(t)|H . Ïîñ÷èòàåì
òåïåðü ÷ëåí îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè äëÿ ad∂wt(z)Uht(z). Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ {en} ⊂ H, òîãäà

−
∑

(advivj, vk)gd[〈z ⊗ vi, wt〉, (DdWtU(t)h(t), z ⊗ vj)H ] =

= −
∑

(advivj, vk)g(Dz⊗viU(t)h(t), z ⊗ vj)Hdt =

= −
∑

(vi, advjvk)g(DenU(t)h(t), z ⊗ vj)H(vi, en(z))gdt =

= −
∑

(en(z), advjvk)g(DenU(t)h(t), z ⊗ vj)Hdt =

=
∑

(aden(z)vk, vj)g([DenU(t)h(t)](z), vj)gdt =

= −
∑

(adenDenU(t)h(t), z ⊗ vk)Hdt.

Îäíî èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé îïåðàòîðà Ðè÷÷è íà H èìååò âèä (ñì. [37, òåîðåìà
2.3.5])

(Ricx, y) = −
∞∑

m,n=1

(Denx, em)H(Demy, en)H .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Ric ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè D, ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:∑∞

m,n=1
(Denx, em)H(Demy, en)H =

∑∞

n=1
(DDenxy, en)H =

= −
∑∞

n=1
(DDenxen, y)H =

= −
∑∞

n=1
(DenDenx− adenDenx, y)H .

Òàêèì îáðàçîì,

∂(As(z), vj) =

= −(D∂WtU(t)h(t), z ⊗ vj)H + (ad∂wt(z)Uht(z), vj)g + (U(t)ḣ(t), z ⊗ vj)Hdt =

= (At(z ⊗ vj), dWt) + (U(t)ḣ(t), z ⊗ vj)Hdt+ 1/2(RicU(t)h(t), z ⊗ vj)Hdt.

Ïîëîæèì òåïåðü bt := U(t)ḣ(t)+1/2 RicU(t)h(t), òîãäà äëÿ êàñàòåëüíîãî ïðîöåññà
AA,b âûïîëíÿåòñÿ J(A)t(z) = Uht(z).

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Ïðåäûäóùåå ãðîìîçäêîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè ãîðàçäî ïðî-
ùå, åñëè äåéñòâîâàòü íåñòðîãî. À èìåííî, çàïèøåì

∂At = Adgt∂(Adg−1
t
U(t)h(t)) = ∂(U(t)h(t))− ad∂wtU(t)h(t) =

= −DdwtU(t)h(t)− addwtU(t)h(t) + U(t)ḣ(t)dt+
∑

(DenDen − adenDen)U(t)h(t)dt.

Òåïåðü, ïðåîáðàçîâàâ, êàê è âûøå, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â òåíçîð Ðè÷÷è, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ AA,b.
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Òåîðåìà 3.3.4. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííûé AA,b ïî-
òîê Ψα, îáëàäàþùèé âñåìè ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â òåîðåìå 3.3.3. Äëÿ íåãî
òàêæå âåðíî ðàâåíñòâî

d

dα
F (Ψα(w)) = (∇F,Uh) ◦Ψα(w)

äëÿ âñåõ F ∈ FC∞c (ΩG). Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

E(∇F,Uh) = EF
∫ 1

0

(U(t)ḣ(t) + 1/2 RicU(t)h(t), dWt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåì 3.3.3 è 3.3.2 îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðî-
åííûé âûøå êàñàòåëüíûé ïðîöåññ AA,b óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.13.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî At è bt ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ΦO,c,ΦV,d ∈ AF èç îïðåäåëåíèÿ At òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà∫ 1

0

E‖At(ΦO,c)− At(ΦV,d)‖2
L(H)dt .

∫ 1

0

E|(U(t)(ΦO,c)− U(t)(ΦV,d))h(t)|2Hdt.

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ìîæíî âûïèñàòü è äëÿ bt. Ôèêñèðóåì ïîñòîÿííûé k ∈ H, òîãäà
ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.1.1 ïîëó÷àåì:

U(t)(ΦV,c)k = −
∫ t

0

DV ∗s dWsU(s)(ΦV,c)k −
∫ t

0

DcsdsU(s)(ΦV,c)k+

+

∫ t

0

[1/2∆U(s)(ΦV,c)kds.

Èç íåðàâåíñòâà Áóðêõîëüäåðà ñëåäóåò:

E sups6t |U(s)(ΦV,c)k − U(s)(ΦO,d)k|2H .

. |k|2H
∫ t

0

E‖Vs −Os‖2
L(H)ds+ |k|2H

∫ t

0

E|cs − ds|2Hds+

+

∫ t

0

E supτ6s |U(τ)(ΦV,c)k − U(τ)(ΦO,d)k|2Hds,

îòêóäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà ïîëó÷àåì

E sups6t |U(s)(ΦV,c)k − U(s)(ΦO,d)k|2H .

. |k|2H
[∫ t

0

E‖Vs −Os‖2
L(H)ds+

∫ t

0

E|cs − ds|2Hds
]
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî supt∈[0,1] |h(t)|H 6M äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0, òîãäà∫ 1

0

E|U(t)(ΦV,c)h(t)− U(t)(ΦO,d)h(t)|2Hdt 6

6 sup
|k|6M,t∈[0,1]

E|U(t)(ΦV,c)k − U(t)(ΦO,d)k|2H .

.M2

[∫ 1

0

E‖Vt −Ot‖2
L(H)dt+

∫ 1

0

E|ct − dt|2Hdt
]
,

îòêóäà ñëåäóåò ëèïøèöåâîñòü äëÿ U(t)(ΦV,c), à çíà÷èò, è äëÿ At(ΦV,c) è bt(ΦV,c).



Ãëàâà 4

Ïîòîêè ïðåîáðàçîâàíèé

ñóïåðïðîñòðàíñòâà

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå èçó÷àëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ñîãëàñîâàííûå ñ ïîòî-
êîì σ-àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèì áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ. Íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
è íåñîãëàñîâàííûå òðàíñôîðìàöèè, ÷òî, îäíàêî, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
ðåãóëÿðíîñòè. Â ïëîñêîì ñëó÷àå ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî èçëîæåíû, ê ïðèìåðó, â êíè-
ãàõ [3; 86], íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ð. Ðàìåðà
(ñì. [74]), óòâåðæäàþùàÿ êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ãàóññîâñêîé ìåðû íà àáñòðàêòíîì
âèíåðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå (X,H, i) îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà
x→ x+h(x), ãäå h(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â H. Ïîëó÷åííàÿ èì ôîðìóëà äëÿ ïðîèç-
âîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà äîïóñêàåò îáîáùåíèå è íà íåãàóññîâñêèå ìåðû, îáëàäàþùèå
ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðîèçâîäíûìè âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäïðîñòðàíñòâàH
(ñì. [81; 82]).

Ôîðìóëû äëÿ ïëîòíîñòåé îáðàçîâ ìåðû µ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî ïîòîêà
{Ft, t > 0} ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ÷àñòî ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîð-
ìóë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Íàïîìíèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ìåðû
µ îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ βk òàêàÿ,
÷òî ∫

(φ′, k)dµ = −
∫
φβkdµ

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî êëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ýòî
âûðàæåíèå èìååò ñìûñë. Ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé µ ïî íàïðàâëåíèþ h ∈ H
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ β(h, x) = βkh(x), ãäå kh(x) ≡ h. Ïðè íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ
óñëîâèÿõ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæíî âîññòàíî-
âèòü èç ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì èç H ïî ôîðìóëå (ñì. [82,
ïðåäëîæåíèå 8.2] )

βk(x) = β(k(x), x) + Tr k′(x). (4.1)

Ïîëüçóÿñü ýòèì âûðàæåíèåì, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîäíóþ Ðàäîíà-Íèêîäèìà
(dµF−1

t )′

dµF−1
t

, ãäå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî ïåðåìåííîé t â íåêîòîðîé òîïîëî-

ãèè íà ïðîñòðàíñòâå ìåð, à èç íåå ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ
dµF−1

t

dµ
, îáîáùàþùåå

ôîðìóëó Ðàìåðà íà íåãàóññîâñêèå ìåðû è ÿâëÿþùóþñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì äëÿ
ãàóññîâñêèõ (ñì. [81]).
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Â äàííîé ãëàâå ìû ïðîâîäèì ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ àíòè-
êîììóòèðóþùèõ êîîðäèíàò. À èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì ñóïåðìåðó µ íà ñóïåð-
ïðîñòðàíñòâå EΛ ñ êîíå÷íîìåðíîé íå÷åòíîé ÷àñòüþ, èìåþùóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ïðîèçâîäíóþ âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà HΛ (îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ïîíÿòèé ïðèâîäÿòñÿ â ïåðâîì ðàçäåëå, ñì. òàêæå [12]), è äîêàçûâàåì åå êâàçè-
èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîòîêà äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðîñòðàíñòâà, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåêîòîðûì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì, à òàêæå âûâîäèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (4.1) ïðèíèìàåò â ýòîé
ñèòóàöèè âèä

βk(x) = β(k(x), x) + Str k′(x),

ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå, òî åñòü ïåðåìåíó çíàêà ïåðåä íå÷åòíîé êîìïîíåí-
òîé, à Str åñòü ñóïåðñëåä, àíàëîã ñëåäà íà ñóïåðïðîñòðàíñòâàõ.

Ãëàâà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì è âòîðîì ðàçäåëàõ ââîäÿòñÿ îñ-
íîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñóïåðïðîñòðàíñòâàìè è ñóïåðìåðàìè íà íèõ, à â
ðàçäåëå 3 äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû - ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì, ÿâíûé âèä ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà
dµF−1

t

dµ
è âûðàæåíèå ëîãàðèôìè÷å-

ñêîé ïðîèçâîäíîé âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
íàïðàâëåíèÿì ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà.

4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Λ ñ íîðìîé ‖ ·‖ áóäåì íàçûâàòü Z2-ãðàäóèðîâàííûì, åñëè îíî
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó Λ = Λ0 ⊕ Λ1, ãäå Λ0, Λ1 � çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà,
ïðîåêöèè íà êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Íàçîâåì Λ êîììóòàòèâíîé áàíàõî-
âîé ñóïåðàëãåáðîé, åñëè xy = (−1)i−jyx äëÿ âñåõ x ∈ Λi, y ∈ Λj, i, j ∈ {0, 1}, à òàêæå
‖xy‖ 6 ‖x‖‖y‖ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Λ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
Λ ñåïàðàáåëüíî è àííóëÿòîð íå÷åòíîé ÷àñòè òðèâèàëåí, òî åñòü:

Λ⊥1 = {x ∈ Λ : xθ = 0 ∀θ ∈ Λ1} = {0}.

Ðàññìîòðèì Z2-ãðàäóèðîâàííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E = E0 ⊕ E1, ãäå E0 è E1

� çàìêíóòû. Ñóïåðïðîñòðàíñòâîì íàçîâåì EΛ = (EΛ)0 ⊕ (EΛ)1, ãäå

(EΛ)0 = Λ0⊗̂E0,
(EΛ)1 = Λ1⊗̂E1,

⊗̂ îáîçíà÷àåò ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî íåêîòîðîé
íîðìå. Äëÿ x = y + θ, y ∈ (El)0, θ ∈ (EΛ)1 îïðåäåëèì ñîïðÿæåííûé ýëåìåíò êàê
x := y− θ. Íåïðåðûâíî âëîæåííîå â EΛ ñóïåðïðîñòðàíñòâî GΛ íàçûâàåòñÿ ïîäñóïåð-
ïðîñòðàíñòâîì, åñëè G0 è G1 íåïðåðûâíî âëîæåíû â E0 è E1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü EΛ, GΛ � ñóïåðïðîñòðàíñòâà. Âûáåðåì i, j ∈ {0, 1}, èç îïåðàòîðîâ (x⊗ A) :
Λi ⊗ Ei → Λj ⊗Gj, äåéñòâóþùèõ êàê

(x⊗ A)y ⊗ v := xy ⊗ Av,

ãäå A ∈ L(Ei, Gj), v ∈ Ei, x ∈ Λ|i−j|, y ∈ Λi, âûáåðåì òå, êîòîðûå ïðîäîëæàþòñÿ
äî íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ (EΛ)i → (GΛ)j è îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå èõ ëèíåéíûõ



88

êîìáèíàöèé ïî îïåðàòîðíîé íîðìå ÷åðåç Λ|i−j|⊗̂L(Ei, Gj). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ãî-
ìîìîðôèçìîâ HomΛ(E,G), ñîñòîÿùåå èç îïåðàòîðîâ âèäà

Ax =

(
A00 A10

A01 A11

)(
x0

x1

)
=

(
A00x0 + A10x1

A01x0 + A11x1

)
,

ãäå x0 ∈ (Eλ)0, x
1 ∈ (Eλ)1, A

ij ∈ Λ|i−j|⊗̂L(Ei, Gj). Çàìåòèì, ÷òî íà Hom(EΛ, GΛ)
òàêæå ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ñóïåðïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå:

Hom(EΛ, GΛ) = Λ0⊗̂
(
L(E0, G0) 0

0 L(E1, G1)

)
⊕ Λ1⊗̂

(
0 L(E1, G0)

L(E0, G1) 0

)
.

Íà Hom(EΛ, GΛ) ââîäèòñÿ åñòåñòâåííàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà. Ðàññìîòðåâ ñëó÷àé àë-
ãåáðàè÷åñêèõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî äëÿ A ∈ Hom(EΛ, GΛ) è B ∈ Hom(GΛ, FΛ) èõ êîìïîçèöèÿ AB ∈ Hom(EΛ, FΛ) è
‖AB‖ 6 ‖A‖‖B‖.

Îòîáðàæåíèå f : EΛ → GΛ íàçîâåì ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x ∈ EΛ,
åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â òî÷êå x è åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ∈ Hom(EΛ, GΛ).
Ãîâîðèì, ÷òî îíà äâàæäû ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìà, åñëè f ′(x) äèôôåðåíöèðóåìà êàê
îòîáðàæåíèå EΛ → Hom(EΛ, GΛ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ
ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü HΛ ÿâëÿåòñÿ ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà EΛ. Ãîâîðèì, ÷òî f :
EΛ → GΛ ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìî âäîëü HΛ, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ Eλ ôóíêöèÿ h 7→
f(x+h) ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìà êàê îòîáðàæåíèå HΛ → GΛ, è îáîçíà÷àåì åãî ïðîèç-
âîäíóþ êàê f ′(x) ∈ Hom(HΛ, GΛ). Ãîâîðèì, ÷òî f íåïðåðûâíî ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìà
âäîëü Hλ, åñëè f

′(x) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå EΛ → Hom(HΛ, GΛ). Òî÷-
íî òàê æå îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Sn(EΛ, HΛ;GΛ) ìíîæåñòâî n ðàç íåïðåðûâíî ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìûõ
âäîëü HΛ îòîáðàæåíèé EΛ → GΛ (n ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì).

Ïóñòü òåïåðü H = H0 ⊕H1 � Z2-ãðàäóèðîâàííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî H0 îðòîãîíàëüíî H1. Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ {eki ∈ Hk, i > 1, k = 0, 1} â H, äëÿ êàæäîãî i âëîæèì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì Λi ⊗Hi â ïðîñòðàíñòâî

l2(Λi) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .),

∑
j

‖xj‖2 <∞, xj ∈ Λi

}
,

ñíàáæåííîå íîðìîé:

‖x‖ =
√∑

‖xj‖2.

Òîãäà ñóïåðïðîñòðàíñòâîHΛ = Λ0⊗̂H0⊕Λ1⊗̂H1, ãäå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ çàìûêà-
þòñÿ ïî âûøåïðèâåäåííûì íîðìàì, íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñóïåðïðîñòðàíñòâîì.
Ïî ïîñòðîåíèþ, îíî èçîìîðôíî

l2(Λ) :=

{
x = (xki ),

∑
i,k

‖xki ‖2 <∞, xkj ∈ Λk, k = 0, 1

}
.

Çäåñü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íàáîðå (xki )i,k ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêî-
íå÷íûì.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû

P k
i : HΛ → Λk x 7→ xki ,
Qk
i : Λk → HΛ y 7→ x : xki = y; xlj = 0, (j, l) 6= (i, k)

ëåæàò â Hom(HΛ,Λ) è Hom(Λ, HΛ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈
Hom(HΛ, HΛ) îïåðàòîð P k

i AP
l
j ∈ Hom(Λ,Λ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óìíîæåíèå ñëåâà

íà ýëåìåíò Λ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Aklij . Ñóïåðñëåäîì îïåðàòîðà A áóäåì
íàçûâàòü ñóììó

StrA :=
∑
j

A00
jj −

∑
j

A11
jj ,

êîãäà îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ â íîðìå Λ. Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîðû a ∈ Hom(HΛ,Λ) èìåþò
âèä ax =

∑
i,k a

k
i x

k
i .

4.2 Cóïåðìåðû

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ôèêñèðóåì ñóïåðïðîñòðàíñòâî EΛ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ íîðìû
íà EΛ âûïîëíÿëîñü ‖λ ⊗ x‖ = ‖λ‖‖x‖, ãäå x ∈ Ei, λ ∈ Λi, i = 0, 1. Òàêæå, áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íå÷åòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, òî åñòü dimE1 = d <∞,
à Λ1⊗̂E1 ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì Λd

1 = Λ1 × . . .× Λ1. Äëÿ
äàëüíåéøåãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

x = y + θ ∈ EΛ, y ∈ (EΛ)0, θ = (θ1, . . . , θd) ∈ Λd
1 = (EΛ)1.

Òàê êàê (ñì. [12, ãë. 1, ïðåäëîæåíèå 1.1]) ëþáàÿ áîëåå ÷åì d ðàç ñóïåðäèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Λd

1 → Λ ñóòü ìíîãî÷ëåí, òî åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèé ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåíû îò íå÷åòíûõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì
ïðîñòðàíñòâî P = {

∑
α

fαθ
α, fα ∈ Λ, α � ìóëüòèèíäåêñ} ñ íîðìîé:

‖
∑
α

fαθ
α‖P = max

α
‖fα‖.

Èç áàíàõîâîñòè Λ ñëåäóåò, ÷òî (P , ‖ · ‖P) � áàíàõîâî. Çàìåòèì, ÷òî P ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó 2d êîïèé Λ, ïîýòîìó íà P òàêæå ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó
ñóïåðïðîñòðàíñòâà P = Λ0 ⊗ R2d ⊕ Λ1 ⊗ R2d .

Â [12, ãë. 1, òåîðåìà 3.1] äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî Λd
1, ÿâëÿþ-

ùèìñÿ Λ-ëèíåéíûì îïåðàòîðîì P → Λ, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ òàê íàçâàåìûé èíòåãðàë ïî àíòèêîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì, îïðåäåëÿåìûé
êàê: ∫

Λd1

∑
α

fαθ
αdθ = λ0f(1,...,1),

òî åñòü ïðîñòî âûäåëåíèå ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà. Çäåñü λ0 ∈ Λ - ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ:

‖
∫

Λd1

fdθ‖ 6 ‖f‖P ,
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òàê ÷òî èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð P → Λ.
Ñóïåðìåðîé íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå EΛ íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà E0 ñî

çíà÷åíèÿìè â P , à èíòåãðàë ïî íåé îò ôóíêöèè f : E0⊕ (EΛ)1 → Λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

∫
EΛ

f(x)dµ =

∫
Λd1

∫
E0

f(y, θ)µ(dy)(θ)

 dθ.

Çäåñü âíåøíèé èíòåãðàë � èíòåãðàë ïî àíòèêîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì, à âíóòðåí-
íèé � áèëèíåéíûé èíòåãðàë (ñì. [62]) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðîñòðàíñòâî E0 ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåì ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì {1⊗ v, v ∈ E0}. ×òîáû îïðåäåëåíèå èìåëî ñìûñë, y 7→ f(y, ·) äîëæíî áûòü èç-
ìåðèìûì îòîáðàæåíèåì E0 → P , äëÿ êîòîðîãî

∫
E0
‖f(y, ·)‖Pd|µ| <∞ (ñì. [62, ëåììà

21-2.7]). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1(EΛ, µ). Çäåñü
|µ| îáîçíà÷àåò âàðèàöèþ ìåðû µ, îïðåäåëÿåìóþ êàê

|µ|(A) := sup
A1t...tAn=A

∑
j

‖µ(Aj)‖P .

Äëÿ ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå EΛ, áóäåì òàêæå ïèñàòü f ∈
Lp(EΛ, µ), êîãäà åå ñóæåíèå íà E0 ⊕ (EΛ)1 èíòåãðèðóåìî â ñòåïåíè p.

Ïóñòü F : EΛ → EΛ � íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Îáðàçîì ñóïåðìåðû
µ ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ F áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð µF−1, äåéñòâóþùèé êàê

µF−1f :=

∫
EΛ

f ◦ Fdµ

íà òå ôóíêöèè f : F (E0 ⊕ (EΛ)1)→ Λ, äëÿ êîòîðûõ f ◦ F ∈ L1(EΛ, µ).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâî HΛ ïðîñòðàíñòâà EΛ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñóïåðìåðû âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ
ôóíêöèé ìíîæåñòâî S1,∞

b îòîáðàæåíèé φ : EΛ → Λ òàêèõ, ÷òî:

1. φ ∈ S1(EΛ, (HΛ)0; Λ) ∩ S∞(EΛ, (EΛ)1; Λ).

2. ‖φ‖∞ := supy∈(EΛ)0
‖φ(y, ·)‖P <∞.

3. ‖φ′‖∞ := supy∈(EΛ)0,h∈(HΛ)0,‖h‖HΛ
61 ‖φ′(y, ·)h‖P <∞.

Íà S1,∞
b ââåäåì íîðìó ‖φ‖1 := ‖φ‖∞ + ‖φ′‖∞.

Âûáåðåì íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâîH ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé k : EΛ →
HΛ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. k(x) = k0(y) + k1(y, θ), ãäå k0 ∈ S1((EΛ)0, (HΛ)0; (HΛ)0), k1 ∈ S1(EΛ, HΛ; (HΛ)1)∩
S∞(EΛ, (EΛ)1; (HΛ)1).

2. ‖k1‖∞ := supy∈(EΛ)0,i=1,...,d ‖k1
i (y, ·)‖P <∞.

3. ‖k0‖∞ := supy∈(EΛ)0
‖k0(y)‖HΛ

<∞.

4. Ñóïåðñëåä Str k′(x) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðÿäà â L1(EΛ, µ), ãäå k′

îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ âäîëü HΛ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà H îïðåäåëåíà íîðìà ‖k‖H := ‖k0‖∞ + ‖k1‖∞.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóïåðìåðà µ äîïóñêàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ïðîèçâîäíóþ âäîëü HΛ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå β : HΛ →
L1(Eλ, µ), ÷òî ôóíêöèÿ h → β(h, y, ·) ëåæèò â Hom(HΛ,P) äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ E0 è
âûïîëíåíî: ∫

EΛ

φ(x)′hdµ = −
∫
EΛ

φ(x)β(h, x)dµ

äëÿ ëþáûõ h ∈ HΛ, φ ∈ S1,∞
b . Âûáåðåì íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå k ∈ H, ôóíêöèþ

βk ∈ L1(Eλ, µ) áóäåì íàçûâàòü ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé âäîëü k, åñëè∫
EΛ

φ(x)′k(x)dµ = −
∫
EΛ

φ(x)βk(x)dµ

äëÿ âñåõ φ ∈ S1,∞
b .

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå hki → β(hki , x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óìíîæåíèå
hki → hki β(eki , x) íà íåêîòîðûé β(eki , x) ∈ Λ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÷åòíûõ ýëåìåíòîâ
(k = 0) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü β(e0

i , x) := β(1⊗e0
i , x). Äëÿ íå÷åòíûõ ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ òåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ E0 êàæäûé êîýôôèöèåíò Λ1 3 h1
i 7→ β(h1

i , y, ·) ∈ P
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò Hom(Λ1,Λ), à çíà÷èò, çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì íà íåêîòî-
ðûé β(e1

i , x) ∈ Λ.
Îïðåäåëèì òàêæå êëàññ F ïîòîêîâ {Ft, t ∈ [0, 1]} äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðî-

ñòðàíñòâà, âìåñòå ñî ñâîèìè îáðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèÿ:

Ft(x) = Ft(y, θ) = F (t, y, θ) = y + θ + h0
t (y) + h1

t (y, θ),
F−1
t (x) = F−1

t (y, θ) = F−1(t, y, θ) = y + θ + k0
t (y) + k1

t (y, θ)

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. Ft è F
−1
t íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî t.

2. h0
t , k

0
t , ∂th

0
t , ∂tk

0
t ∈ S1((EΛ)0, (HΛ)0, (HΛ)0) äëÿ âñåõ t.

3. h1
t , k

1
t , ∂th

1
t , ∂tk

1
t ∈ S1(EΛ, HΛ, (HΛ)1) ∩ S∞(EΛ, (EΛ)1, (HΛ)1) äëÿ âñåõ t.

4. ∂tF
−1
t ◦ Ft ∈ H äëÿ âñåõ t.

Çàìåòèì, ÷òî φ ◦ F ∈ S1,∞
b äëÿ ëþáûõ F ∈ F , φ ∈ S1,∞

b è ‖φ ◦ F‖1 . ‖φ‖1.
Íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ S1,∞

b → Λ ââåäåì ñëàáóþ òîïîëîãèþ, ïî-
ðîæäåííóþ ïîëóíîðìàìè

pφ(µ) := ‖µ(φ)‖Λ

äëÿ âñåõ φ ∈ S1,∞
b . Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ñóïåðìåðà ëåæèò â ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå, â ñâÿçè ñ ÷åì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà ν
íà φ ∈ S1,∞

b ÷åðåç ν(φ) ≡
∫
EΛ
φdν.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Ïóñòü F ∈ F , ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {µt = µF−1
t }t∈[0,1] êàê

ïîäìíîæåñòâî L(S1,∞
b ,Λ). Ãîâîðèì, ÷òî µt ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìî, åñëè ïðåäåë µ

′
s :=

limt→s,t∈[0,1]
µt−µs
t−s ∈ L(S1,∞

b ,Λ) ñóùåñòâóåò â ñëàáîé òîïîëîãèè äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1].
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4.3 Êâàçè-èíâàðèàíòíûå ïîòîêè íà ñóïåðïðîñòðàí-

ñòâå

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò íà ñóïåðñëó÷àé àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó èç [82, ïðåäëî-
æåíèå 8.2].

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü µ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ β(h, x) âäîëü HΛ, äëÿ
êîòîðîé k →

∑
i,j k(·)jiβ(eji , ·) =: β(k(·), ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå H → L1(EΛ, µ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ H ñóùåñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
ïðîèçâîäíàÿ µ âäîëü k, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

βk(x) = β(k(x), x) + Str k′(x).

Íàïîìíèì, ÷òî k(x) îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé ê k(x) ýëåìåíò (ñì. îïðåäåëåíèå ñó-
ïåðïðîñòðàíñòâà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ φ ∈ S1,∞
b è çàìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû

ðÿäà
∑

i φ
′(x)0

i k
0
i (x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ‖ · ‖P âåëè÷èíîé ‖φ‖1‖k0‖HΛ

.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì:∫

EΛ

φ′kdµ =

∫
EΛ

∑
i,j

φ′
j
ik
j
i dµ =

∑
i,j

∫
EΛ

φ′
j
ik
j
i dµ =

=
∑
i,j

∫
EΛ

(−1)j(φkji )
′j
idµ+

∑
i,j

∫
EΛ

(−1)j+1φ(kji )
′j
idµ =

= −
∑
i,j

∫
EΛ

(−1)jφkjiβ(eji , x)dµ−
∫
EΛ

φ Str k′dµ =

= −
∫
EΛ

φ(β(k(x), x) + Str k′)dµ,

ãäå äëÿ ïåðåñòàíîâêè ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâè-
ÿìè íà Str k′ è β(k(·), ·).
Ëåììà 4.3.2. Ïóñòü F ∈ F , ñåìåéñòâî µt ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìî ñ ïðîèçâîäíîé
µ′t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫

EΛ

φ′∂tFt ◦ F−1
t dµt =

∫
EΛ

φdµ′t

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ S1,∞
b .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê∥∥∥∥φFt − φFst− s

∥∥∥∥
P
. ‖φ′ ◦ Ft‖∞|∂th0

t |HΛ
+ ‖φ ◦ Ft‖∞|∂th1

t |P ,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íå÷åòíûì ïåðåìåííûì ïðîñòî
ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà, ïî òåîðåìå Ëåáåãà èìååì:∫

EΛ

φdµ′t = lim
s→t

∫
EΛ

φd(
µt − µs
t− s

) = lim
t→s

∫
EΛ

φFt − φFs
t− s

dµ =

∫
EΛ

φ′ ◦ Ft∂tFtdµ.

×èòàÿ ýòî âûðàæåíèå ñëåâà íàïðàâî, ïîëó÷àåì ïðÿìóþ èìïëèêàöèþ, à ñïðàâà íàëåâî
� îáðàòíóþ.
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ìû äîêàçûâàåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 4.3.3. Ïóñòü µ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ β(h, x) âäîëü HΛ,
äëÿ êîòîðîé k →

∑
i,j k(·)jiβ(eji , ·) =: β(k(·), ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå H → L1(EΛ, µ). Âûáåðåì íåêîòîðîå F ∈ F , òîãäà ñåìåéñòâî {µt = µF−1
t }

ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìî è ∫
EΛ

φdµ′t =

∫
EΛ

φρtdµt

äëÿ ëþáîé φ ∈ S1,∞
b , ãäå

ρt = β(∂tF
−1
t , F−1

t ) + Str(∂tF
−1
t ◦ Ft)′ ◦ F−1

t .

Çäåñü âûðàæåíèå β(∂tF
−1
t , F−1

t ) îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ ýòîé ôóíêöèè ñ Ft èí-
òåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî µ, ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò
íåå ïî µt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

0 =
d

dt
F (t, F−1(t, x)) = ∂tFt ◦ F−1

t + F ′t ◦ F−1
t ∂tF

−1
t ,

îòêóäà, â ñèëó ëåììû 4.3.1, ïîëó÷àåì:∫
EΛ

φ′ ◦ Ft∂tFtdµ = −
∫
EΛ

φ′ ◦ FtF ′t∂tF−1
t ◦ Ftdµ =

= −
∫
EΛ

(φ ◦ Ft)′∂tF−1
t ◦ Ftdµ =

∫
EΛ

φ ◦ Ft(β(∂tF
−1
t ◦ Ft, x) + Str(∂tF

−1
t ◦ Ft)′)dµ =

=

∫
EΛ

φ · (β(∂tF
−1
t , F−1

t ) + Str(∂tF
−1
t ◦ Ft)′ ◦ F−1

t )dµt.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 4.3.2.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ãîâîðèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà, åñëè äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé ìåðû ν íà íåêîòîðîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F) ëþáàÿ X-çíà÷íàÿ ìåðà γ, âàðèàöèÿ êîòîðîé àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî êîíå÷íîé ìåðû ν, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

γ(E) =

∫
E

fdν

äëÿ âñÿêîãî E ∈ F , ãäå f � íåêîòîðàÿ ν-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Ω→ X.

Òåîðåìà 4.3.4. Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðåäïîëîæèì òàê-
æå:

1. Λ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

2. Ñóæåíèÿ Ft íà E0 ≡ {1 ⊗ v, v ∈ E0} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãîìåîìîðôèçìû
ïðîñòðàíñòâà E0, â ýòîì ñëó÷àå âñå µt ÿâëÿþòñÿ ñóïåðìåðàìè.

3. µt íåïðåðûâíû ïî âàðèàöèè íà [0, 1].
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4. |µ0| + |µ1|-ïî÷òè âñþäó ρt ïðèíèìàåò ÷åòíûå çíà÷åíèÿ è
∫ 1

0
ρtdt ñóùåñòâóåò

â ñìûñëå èíòåãðàëà Áîõíåðà ñî çíà÷åíèÿìè â P.

Òîãäà µ1 = e
∫ 1
0 ρtdt · µ, â ÷àñòíîñòè � µ è µ1 âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî {tn}, ïëîòíîå â [0, 1]. Òàê
êàê µt íåïðåðûâíà ïî âàðèàöèè, âñå ìåðû |µt| àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî
ìåðû

ν :=
∑∞

n=1
2−n−1(|µtn|(E0))−1|µtn|.

Òàê êàê Λ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ðàäîíà-Íèêîäèìà, òî èì îáëàäàåò è P , à çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóþò ν-èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè ft : E0 → P òàêèå, ÷òî µt = ftν. Èç íåïðåðûâíîñòè
µt ïî âàðèàöèè òàêæå âûòåêàåò, ÷òî ft íåïðåðûâíû ïî âåðîÿòíîñòè, ïîýòîìó ó íèõ
ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ íà [0, 1]×E0 âåðñèÿ. Ïóñòü φ ∈ S1,∞

b , ïî òåîðåìå Ôóáèíè ([61,
òåîðåìà III.11.9]) ïîëó÷àåì:∫

EΛ

φ(ft − f0)dν =

∫
EΛ

φd(µt − µ0) =

∫ t

0

(

∫
EΛ

φdµ′s)ds =

=

∫ t

0

(

∫
EΛ

φρsfsdν)ds =

∫
EΛ

φ(

∫ t

0

ρsfsds)dν.

Äîêàæåì, ÷òî gt := ft−f0−
∫ t

0
fsρsds ðàâíî íóëþ ν-ïî÷òè âñþäó. Çàìåòèì ñíà÷àëà,

÷òî ìíîæåñòâî FC∞0 âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé âèäà Φ(x, θ) = φ(l1(x), l2(x), . . . , ln(x)),
ãäå φ : Rn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, x ∈ E0, l1, . . . , ln ∈ (EΛ)∗0,
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì S1,∞

b . Â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè P ìîæíî âûáðàòü ñ÷åòíîå
ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ {pn} ∈ P∗, ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè P (ñì. [6, ãëàâà I, ëåììà
2.1]). Äëÿ ëþáûõ n > 0 è φ ∈ FC∞0 èìååì:

0 = pn(

∫
E0

φgtdν) =

∫
E0

φpn(gt)dν.

Òàê êàê {1 ⊗ v, v ∈ E0} åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â (EΛ)0, äëÿ ëþáîãî ôóíê-
öèîíàëà l ∈ E∗0 ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë l, çàäàííûé êàê l(1 ⊗ v) := l(v), è
ïðîäîëæèòü åãî äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà âñåì (EΛ)0. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî∫
E0
φpn(gt)dν = 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé öèëèíäðè÷åñêîé ôóíê-

öèè φ íà E0, òàê ÷òî pn(gt) = 0 ïî÷òè âñþäó äëÿ âñåõ n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî è gt = 0
ïî÷òè âñþäó.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ft = f0 +
∫ t

0
fsρsds ïî÷òè âñþäó äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1].

Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû Ôóáèíè ñëåäóåò, ÷òî ν-ïî÷òè âñþäó ftρt èíòåãðèðóåìî íà
[0, 1], à çíà÷èò, ó ft ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðñèÿ, äëÿ êîòîðîé ft =∫ t

0
fsρsds âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó äëÿ âñåõ t. Òîãäà èç óñëîâèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ν-ïî÷òè

âñþäó ëèáî f1 = f0 = 0, ëèáî ρt èíòåãðèðóåìà íà [0, 1]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî ft = e
∫ t
0 ρsdsf0. Ýêñïîíåíòà êîììóòèðóåò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé è fs â

ñèëó ÷åòíîñòè ρs. Òàêèì îáðàçîì, ν-ïî÷òè âñþäó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f1 = e
∫ t
0 ρsdsf0,

îòêóäà:

µ1 = f1ν = e
∫ 1
0 ρtdtf0ν = e

∫ 1
0 ρtdtµ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàìå÷àíèå 4.3.1. Ôîðìóëå â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ïðîñòîé âèä,
åñëè çàïèñàòü

Str(∂tF
−1
t ◦ Ft)′ ◦ F−1

t = Str(∂t∂xF
−1
t ∂xFt ◦ F−1

t ) = Str(∂t∂xF
−1
t (∂xF

−1
t )−1) =

= Str(∂t ln ∂xF
−1
t ) = ∂t Str(ln ∂xF

−1
t ),

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ è äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

e
∫ 1
0 ρtdt = e

∫ 1
0 dt Str(ln ∂xF

−1
t )dt+

∫ 1
0 β(∂tF

−1
t ,F−1

t )dt = Sdet ∂xF
−1
1 e

∫ 1
0 β(∂tF

−1
t ,F−1

t )dt,

÷òî îáîáùàåò àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó â [81] è äëÿ âåùåñòâåííûõ ãàóññîâñêèõ ìåð ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû Ðàìåðà. Çäåñü Sdet îáîçíà÷àåò ñóïåðñëåä è îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê SdetA := eStr lnA.



Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû íîâûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìåð, ïîðîæäàåìûõ äèôôó-
çèÿìè íà ãðóïïàõ òîêîâ, è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ðàçðàáîòàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèé íà ãðóïïå òîêîâ, äî-
ïóñêàþùèé îáîáùåíèå íà ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

2. Ïîñòðîåíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû Ëåâè íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè,
ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ ïðîöåññû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà.

3. Ïîñòðîåíû ôåéíìàíîâñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê èíòåãðàëàì ïî ðàñïðåäåëåíèþ áðî-
óíîâñêîãî ëèñòà íà êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè.

4. Äîêàçàíà êâàçè-èíâàðèàíòíîñòü ñóïåðìåð, îáëàäàþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-
èçâîäíîé âäîëü íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâà, îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ïîòîêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñóïåðïðîñòðàíñòâà è âûâåäåíà ÿâíàÿ ôîð-
ìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Ðàìåðà.

Îæèäàåòñÿ, ÷òî â áóäóùåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò îáîáùåíû íà ìàðêîâ-
ñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Äàëüíåé-
øåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ êâàçè-èíâàðèàíòíîñòè ïîñòðîåííûõ äèôôóçèîííûõ ìåð òàê-
æå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ãðóïï, òàê êàê ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ íîâîãî êëàññà íåòðèâèàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû òîêîâ.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

R Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

R+ Ïîëóïðÿìàÿ [0,∞).

C(X, Y ) Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y .

L(X, Y ) Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâàìè X è Y .

L(X) L(X,X).

TrA Ñëåä îïåðàòîðà A.

. Íå ïðåâîñõîäèò, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.

d
= Ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

σ(ξi, i ∈ I) σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξi, ãäå i ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I.

IA Èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.

[x, y]t Êîâàðèàöèÿ ñåìèìàðòèíãàëîâ xt è yt.

a ∧ b Ìèíèìóì èç a è b.

Eξ Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

const Íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
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